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Uvod

Od cdias formulacie kvantovej mechaniky sa pocet analytickych rieseni Sch-
rodingerovej rovnice ukazal obmedzeny. Preto v tomto poli sa ukazala nutna
ucast vypoctovej techniky na priblizné riesenie kvantovo-mechanickych systémov.
V pripade systémoch atémov a molekil nie je hladanie optiméalnej metédy, ktora
by s danou presnostou a v rozumnom vypoctovom cCase riesenie nasla, dostatocne
uspokojené. Velkym problémom je rychlo narastajica zlozitost vinovej funkcie s
poc¢tom castic (elektronov a jadier). Jednou z moznosti ponika variacny prin-
cip, ktory ponika moznost vypoctu horného odhadu energie zdkladného stavu
systému. Obmedzenie sa na linedrnu kombinaciu vlnovych funkcii atémovych or-
bitalov, pri ktorych sa integraly rataju jednoduchsie, si vyzaduje velka bazu.
Vysledky vsak nie st dostatocne uspokojivé.

Varia¢na metdda si vSak nedava ziadne obmedzenie na skusmu vlnovi funkciu,
a tym padom ni¢ nebrani zvolif si vlastni skusmu vinovia funkciu s parametrami.
To si vsak vyzaduje ratat vseobecne neanalytické integraly. Tu prichadza vhod
ratanie integrdlov Monte Carlo metédou, ktorej neprekaza ani zlozitost funkcie,
ani velky pocet castic. Cielom tejto prace je vyskusat si kvantovi variacni Monte
Carlo metodu na najjednodusom analyticky neriesitelnom atéme — héliu.

Pre tplnost uvadzam pouzivant notaciu:

e Polohové vektory castic st oznacené tucne r; a ¢islované st dolnym indexom
J, aby sa rozlisil od komplexnej jednotky 1.

e Kvantovomechanické stavy st podla potreby oznacené bud konkrétne v si-
radnicovej reprezentacii vinovou funkciou ¢(r;, t) a k nej komplexne zdruze-
nou funkciou ¢*(r;,t), alebo vo vSeobecnosti (bez uvedenia reprezentacie)
v Diracovej bra-ket notécii (]i)) je "ket'-stav a k nemu zdruZeny (| je
"bra'-stav).

e Ak mame N casticovy systém, tak pre jednoduchost vo vlnovych funkciach
namiesto oznacenia 1 (ry, ry, ..., ry) pouzivame znacenie 1 (r;).



1. Zakladny stav systému

1.1 RiesSenie Casovej a necasovej Schrodingero-
vej rovnice

V pripade rieSenia vyvoja systému na drovni kvantovej mechaniky zabera
ustrednou rolu casovd Schréodingerova rovnica []

ihgt\ll(rj,t) = H(t)U(r;,1), (1.1)

kde A je redukovand Planckova konstanta, H(t) operator Hamiltonidnu systému
vo vSeobecnosti zavisly od ¢asu t a U(r;,t) vinova funkcia systému.

V pripade, ze Hamiltonian systému nezavisi od ¢asu, upravime rovnicu na
tvar

(maa - H) U(r;,t) =0, (1.2)

a rieSime vlastny problém s vlastnym cislom A = 0. Podla mozeme pomo-
cou separdcie premennych X = (), Y = ( r;) rozdelit problém na dva vlastné
problémy s operatormi A= ihg, a aB=H/

(1) = Anglt), (1.3)
H¢(’j) = Enwn(rj) . (1'4)

Vysledna vinova funkcia W(r;,t) mé potom pre vlastné stavy tvar

W(rj,t) = dn(r;)e(t) .- (1.5)

Kedze vlastné ¢islo rovnice ([1.2) mé byt nulové, dostdvame urcené vlastné
¢islo Aa
A=F,. (1.6)

Riesenim diferencidlnej rovnice (|1.3)) dostavame rieSenie
p(t) = Nt (L.7)

kde N je normalizacna konstanta zvacsa volena N = 1 za predpokladu, ze funkcia
Y (rj) uz je normovana.
Takze pre vlastné stavy riesenie Casovej Schrodingerovej rovnice ma tvar

U(rj,t) = ¢n(rj)

Overime este predpoklady. Oba operatory ih% a H st linearne a kede sme
predpokladali, ze Hamiltonian je necasovy, kazdy z operatorov pésobi podla dis-
junktnych mnozin premennych (zhd podla casu (t), Hamiltonian podla (r;) ).

(1.8)

1V pripade rovnice (1.3) mozeme parcidlnu derivaciu nahradif dplnou deriviciou, kedze
funkcia ¢(t) je funkcia iba jednej premenne;j.



Nasli sme sice iba riesenie vlastnych (stacionarnych) stavov, no mézeme vyuzit
Vysledok Predpokladajme, ze mnozina vlastnych funkcif ¢, (r;) Hamiltonianu
tvori uplni ortonormdlnu bazu daného Hilbertovho priestoru. Teda, ze splnaju

(Vm | ¥n) = dmn (1.9)

kde 9,,, je Kroneckerovo delta.
Ak vlastné ¢isla (energie) Hamiltonidnu boli nedegenerované

(Vm,n € N)(E,, # E,), (1.10)

tak podla [£.2] méme priamo ortogondlnu mnozinu funkcif. Ak si vSak vlastné
stavy Hamiltonidnu degenerované (¢o sa bezne pri rieseni stava), tak v danom
systéme vezmeme maximalnu mnozinu navzajom komutujicich operdtorov (vra-
tane Hamﬂtoniz’mu) (f-l\ VA, B, ... ). Vtedy maju tieto veli¢iny spoloénii mnozi-
nu vlastnych funkcii. Kazdej vlastnej funkcii pripadd mnozina vlastnych ¢isel
(Emy Am, B, - . . ). KedZe meratelné veli¢iny majui redlne vlastné ¢isla (hermitov-
ské operatory) a budeme porovnéavat vlastné ¢isla dvoch vlastnych funkeii, tak
rozdielnost aspon v jednom vlastnom ¢isle implikuje podla ortogonalitu vset-
kych vlastnych funkcii aj v pripade degeneracie

(Vm,n € N)(Ep, Am, B, ... ) % (En, Ay, By, ...)) . (1.11)

Ortonormalitu zabezpe¢ime normovanim vlastnych funkcii. Ak mame vlastni
funkciu f,,,, jej normovanim dostaneme vlastnu funkciu f,, s normou 1

fn = (1.12)

fon
i)
<ij2‘ fm> 7z = 1
(B 2™ (B )

Ked teda mame tiplni ortonormalnu bézu Hilbertovho priestoru {¢,}, mdze-
me hocijaku funkciu ¢ z tohto priestoru vyjadrit ako linearnu kombinaciu v tejto

bz

(fm| fm) = (1.13)

) = icn |thn) - (1.14)

kde ¢, st komplexné koeficienty. Vypoctom skaldarneho sic¢inu (i, | 1) dostaneme
pre danu funkciu ¢ koeficienty

n=1 n=1

Takze ak mame v nejakom case t, danu stav kvantovomechanického systému,
rozlozime ho do uplnej ortonormalnej baze Hilbertovho priestoru vlastnych stavov

2Nazyva sa aj plnd mnozina pozorovatelngjch velicin.
3Budeme uvadzat vztahy v pripade diskrétnych stavov, v pripade spojitého spektra platia
analogické integralne tvary vztahov.



Hamiltonianu, ktorych ¢asovy vyvoj uz pozname. Potom ak mame dant funkciu
U(r;, ), rieSenie casovej Schrodingerovej rovnice ma tvar

(W (r;, ) = i [ (1)) (o 13) | 0 (15, ) (1.16)

pricom sme vyuzili, Ze ¢asova Schrodingerova rovnica je linedrna rovnica a rovnako
linearne sa spravaju aj jej riesenia.

Z1zili sme teda problém riesenia ¢asovej Schrodingerovej rovnice na problém
riesenia necasovej Schrodingerovej rovnice, ktory hladé vlastné stavy (vlastny
problém) daného systému

H [¢hn(r)) = En [¢n(r5)) - (1.17)
Ak vSak mame systém N castic, vinova funkcia je funkcia
Y RN C. (1.18)

Rapidne zvysSovanie dimenzie konfiguracného priestoru systému s poctom castic
je hlavnym dévodom komplikacie riesenia vlastného problému.

1.2 Vlastnosti vinovej funkcie

Pri varia¢nej metéde sa vinova funkcia t(r;) voli pred samotnym vypoctom,
preto je potrebné zistif, aké zdkladné vlastnosti musi vinova funkcia splnat.

1.2.1 VsSeobecné vlastnosti vinovej funkcie

V prvom rade musi to byt komplexnd funkcia v (r;) definovana na celom kon-
figura¢nom priestore R3N [I]

Y RN 5 C*. (1.19)

Teda musi byt v kazdom bode konfiguracného priestoru dana prave jedna hod-
notal] Ak je v danom mieste vlnové funkcia nekone¢nd, musime mat na pamiti
pravdepodobnostni interpretdciu vinovej funkcie, t.j. pravdepodobnost dp(r;) naj-
denia castice/Castic v objemovom elemente konfiguracného priestoru dV' v bode
((rj)) je rovna

dp(ry) = [¥(r)[PdV. (1.21)

Ak by teda napriklad vinova funkcia nadobudla nekoneéni hodnotu iba v
jednom bode, tak nakoniec je prispevok tohto bodu nulovy, kedze jeden bod je
mnozina miery nula, a teda pri integrovani hodnotu integralu nezmenﬂ

4Mnozina C* je mnozina komplexnych ¢isel C rozsirena o nekone¢no oo a o algebru s neko-
necnom

C* :=CU{oo}. (1.20)

5Problém je samozrejme komplikovanejsi a rozoberieme ho dalej, kedze vdaka dalsim vlast-
nostiam vlnovej funkcie nemusi byt integral cez takuto divergentni oblast nulovy, ani konecny.



Hlavnou vlastnostou prichadzajicou s platnostou pravdepodobnostnej inter-
pretacie je kvadratickd integrabilita vinovej funkcie. Tato vlastnost suvisi s tym,
ze ked vypocitame pravdepodobnost vyskytu v celom konfiguracnom priestore
V = R3V, tak musime dostat jednotku - celkova pravdepodobnost, Ze systém v
nejakom konfiguracnom stave ndjdeme, je jedna

(V) = | dp(r) = [ flr)Pav =1. (1.22)

Z rovnice vidime, ze vlnova funkcia ¢(r;) musi pri integrovani v kvadrate
velkosti cez cely priestor V' déavat konecnit hodnotu (kvadraticky integrabilnd).
Ak by sme dostali konstantu ini ako 1, tak riesenie je jednoduché. Rovnako, ako
v pripade (I.13)), by sme start vlnovt funkciu ¢ (r;) znormovali.

1.2.2 Vlastné stavy

Nas budu, samozrejme, zaujimat vlnové funkcie, ktoré si rieSenim necasovej
Schrodingerovej rovnice ([1.13]), vlastné vlnové funkcie. V tomto pripade musi vl-
nové funkeia spliiat nasledujtce tri vlastnosti. Musi byt koneénd, spojitd a spojitd
v parcidlnych derivdcidach 82’& ), aqu(;rj ) a agir_j ) v pripade konecného potencialu.

Posledné vlastnost sivisi s riesentm neéasjovej Schrodingerovej rovnice a husto-
tou toku pravdepodobnosti. Hustota toku pravdepodobnosti ji, jednej k-tej castice

[1] je definovand ako

_h
 2myi

Jr (" (1) V() = () Vih* (1) - (1.23)

Na hustotu toku pravdepodobnosti kladieme podmienku spojitosti, lenze ta
je splnend, ak si spojité aj funkcie v jej definicii. V gradiente vystupuju parcialne
derivacie podla suradnic, preto aj tie musia byt spojité.

Druhym odovodnenim, ktoré zaroven aj objasnuje podmienku kone¢nych zmien
potencialu, je nasledujtci rozbor jednorozmerného pripadu. Predpokladajme jed-
norozmerny pripad, teda vinovi funkciu ¢(z) a nerelativisticky Hamiltonidn vo
tvard’

A h2 82
H=—-———+V(z), (1.24)

2m Ox?

kde m je hmotnost ¢astice a V(z) je potencidl Castice.
V pripade necasovej Schrodingerovej rovnice dostaneme rovnicu

T+ V() = Bu(). (1.25)
Upravime ju na tvar
0% 2m
o) =20 (V@) - B)v(a). (1.26

6Kedze ide o jednorozmerny pripad, parcidlne derivicie sa rovnaji dplnym derivicidm, ale
pre vacsiu nazornost sme ponechali parcidlne derivécie.



Vyberieme si bod = a a jeho malé e-okolie (a — €,a + 6)|Z|, na ktorom dant
rovnicu zintegrujeme

a+te 62 ate 9
[0 = [T (V) - By,

0 9) 2
‘ai(a—i-a)—ai(a—a)‘ = h—?

[ V@) - By vl

—&

kde sme v poslednom kroku urobili absolitnu hodnotu z oboch stran rovnice.

Teraz pouzijeme predpoklad konecného potencidlu. Ak je na intervale (a—e, a+e)
potencial koneényﬂ a rovnako je konecnd vlinova funkcia, tak potom mozeme de-
finovat K ako maximum integrovaného vyrazu

K :=max{|(V(z) — E)¢Y(x)||x € (a—e,a+¢)} < 0 (1.27)

Mé6zeme potom pisat

[ i) - By vl

—E

< [T - Byo@lde < [ Kde = 2K<

—E&

(1.28)
Ak pouzijeme limitu € — 0, tak dostaneme
. |OY O
21_1}(1) %(aﬁLs)—%(a—s) =0, (1.29)

kedze vyraz je mensi ako 2Ke, a teda v limite ide do nuly. Preto aj limita
vyrazu v absolttnej hodnote je 0

lim (gi}(a—l—a) — ?ﬁ(a—a)) =0. (1.30)

e—0

Za predpokladu konec¢nosti jednotlivych limit dostavame podla vety o aritmetike

limit o0 o0
li_r)r(%%(a—l—e) zli_r%%(a—a), (1.31)

teda parcidlne derivacie sa rovnaju pri limite sprava i zlava. Preto su parcidlne
derivacie v bode a spojité. Bod nebol specificky vybrany, preto to plati pre vsetky
x.

Uvedeny priklad v jednorozmernom pripade ukazuje, ako predpoklad konec-
ného potencidlu vplyva na spojitost parcialnych derivacii.

Ked uz ma funkcia spojité parcidlne derivacie, tak uz samotna funkcia musi
byt spojita.

Dalsou vlastnostou, ktorou sa vyznacuju vlastné stavy, je stredna hodnota

- o~ 1

operatora H — E,,, resp. (H — En) , kde | € N je prirodzené ¢islo. Ked budeme
vychadzat z rovnice (|1.4)), tak jednoducho na zaklade linearity dostaneme

(H = Ev) thu(r) =0, (1.32)

e >0.
8Qd¢itanie kone¢nej konstanty F nezmeni koneénost vyrazu.



vo vyzname nulovej funkcie. Ttto rovnost pre vsetky vyssie mocniny dostaneme
pouzitym tejto rovnosti pri pésobeni prvého c¢lena (f{\ - FE,
/\ ! - -1y~ — -1
(H = Evn) tu(ry) = (H=E,)  (H=En)tulry) = (H—E,) 0(r;) =0.
(1.33)
Pri tejto vlastnosti je potrebné poznat hodnotu F£,,, ktora pri praktickom vy-
pocte hladame. Preto ako tito hodnotu volime E, teda stredni hodnotu energie
nasej funkcie. Pri tejto volbe je pre [ = 1 rovnost strednej hodnoty nule zabezpe-
cend stale . .
(0|(H - E)v) = (v|He) ~E (@) =0. (1.34)

Pre | = 2 nas bude preto zaujimat hodnota

AH = \/<¢‘ (ﬁ—E)21p>. (1.35)

Pre | = 2 modzeme vyuzit, ze operator (f—I\ — En) je hermitovskyﬂ. Potom
dostaneme

<1/1’ (E_E”>2w> = ((H—E.)¢|(H-E.)¢) . (1.36)

1.2.3 Nerozlisitelnost castic

Dolezitou vlastnostou vlnovej funkcie je jej spravanie pri zamene identickych
castic. Pred rozborom tohto problému vsak budeme musiet urobit este dve veci,
explicitne vypisat v premennych vinovej funkcie aj spinové premenné a definovat
operdtor zameny (permutacie) Castic. Polohové premenné j-tej castice st oznace-
né r;, spinové premenné ako §;. Vlnova funkcia potom vyzera ako ¢ (r;, ;).

Operétor zémeny Py Castic k a [ je definovany takto

ﬁkl¢(...,rk,fk,...,n,&,...) = 1/1(...,rl,él,...,rk,&,...). (137)

Vo vlnovej funkcii vystupuju premenné jednotlivych castic v usporiadanom
poradi. Avsak podla principu nerozliSitelnosti ¢astic sa pri zdémene dvoch nesmie
zmenit fyzikdlne meratelné vlastnosti systému. Aby teda nova vlnova funkcia
spliiala rovnaké rovnice (a napriklad, aby mala rovnaku funkciu hustoty pravde-
podobnosti), moéze byt vinova funkcia po zdmene castic komplexnym K-ndsobkom
povodnej vinovej funkcie

Pyh(r;, &) = K (r;, &) (1.38)

Jeho mozné hodnoty sa vsak daji jednoducho urcif. Vieme, ze pri opdtovnom
posobeni operatora zameny castic musime dostat povodni funkciu

ﬁkzﬁkﬂﬂ("jafj) = JSMKW"J‘,@') = K*)(r;, &) = (r;, &) . (1.39)

Je teda jasné, Ze jediné riesenia st hodnoty K € {+1,—1}. Z kvantovej tedrie
pola potom vychadza [2], ze ak ide o bozéng,{T_U], tak K = 41 (vlnové funkcie sa

90perétor H je hermitovsky, rovnako aj konstanta FE, je hermitovsky operator. Potom staci
uz iba vyuzit, ze linearna kombinacia hermitovskych operatorov je hermitovsky operator.
10Castice s celo¢iselnym spinom.



nazyvaju symetrické vo¢i permutécii ¢astic) a ak ide o fermio’nﬂ, tak K = —1
(vinové funkcie sa nazyvaju antisymetrické voc¢i permutécii Castic).

KedZe sa budeme zaoberat vinovymi funkciami elektrénov, ktoré patria medzi
fermiony, tak nasa vinova funkcia musi byt antisymetricka.

1.2.4 Realny Hamiltonian

Niektoré vlastnosti nam neddvaju len restrikcie na vinovu funkciu, ale aj istu
slobodu vo volbe. V tomto odstavci ukdzeme, Ze nemusime uvazovat vo vse-
obecnosti komplexni vlnovi funkciu, ale postac¢i nam redlna funkcia pri hladani
vlastnych stavov.

Ako uz vieme, vlnova funkcia 1 (r;) je vo vSeobecnosti komplexnd funkcia. Nés
vsak zaujimaju vlastné stavy, teda riesenia necasovej Schrodingerovej rovnice

ﬁ%(fj) = En¢n(rj) . (1'4())

Pouzivany Hamiltonian je nerelativisticky s kinetickym a potencialnym ¢lenom
s N casticami
- N h?
H:=-) —A+V(n). (1.41)
=1 2
Ked vezmeme urobime komplexné zdruzenie oboch stran rovnice (1.40)), tak

dostaneme

(n(r))" = (Batu(r)"
i) = Eyuin).

Hy;(r) = Exy(ry), (1.42)

kde sme najprv vyuzili distributivitu komplexného zdruzenia, ze vlastné cisla
Hamiltonianu (hermitovského operatora) sii redlne a ze nas zvoleny Hamiltonidn

je redlny. Ked vsak vezmeme rovnice ([1.40) a (1.42)) a sc¢itame ich, dostaneme

H (4n(1) + 05(13)) = En (a(r;) +05(F)) (1.43)

kde sme vyuzili linearitu Hamiltonianu.

Teraz je jasné, ze ak mame vlastnd funkciu ¢, (r;) Hamiltonianu H , tak vieme z
tejto funkeie vyrobit funkciu 1, (r;) == (¥, (F;) 4 1 (r;)), ktord je takisto riesenfm
s rovnakym vlastnym cislom a je redlna

Funkciu 1, (r;) viak treba este podla znormovat. To vSak nezmeni, ze
je redlna, ani to, Ze riesi rovnicu .

7 toho potom vyplyva, Ze nasu vlnovi funkciu si mézeme dovolif volit iba v
obore realnych vinovych funkeii.

HCastice s poloéiselnym spinom.



1.2.5 Variac¢ny princip

V nasledujtiicom odstavci si ukdzeme variacny princip v kvantovej mechanike,
ktory je jednym z klucovych vztahov vyuzitych pri rieSeni necasovej Schréodinge-
rovej rovnicd 2}

Predpokladajme, ze mame dany systém, ktory mé tplni ortonormalnu bazu
vlastnych funkcii |@Z)n>|ﬂ, ktora je naviac usporiadana podla vlastnych cisel, ¢o

(Vi,j € No) (( > j) = (E; > Ej)) . (1.44)

Predpokladajme, ze madme normovani vlnovii funkciu daného systému |1)),
nie nutne vlastni funkciu. Podla (1.14)) ju m6zeme jednoznacne rozlozit do tplnej
ortonormalnej baze vlastnych funkcii

V) = i)cn |Un) - (1.45)

Bude nas zaujimat strednd hodnota energie vlnovej funkcie |¢). Podla definicie

dostaneme .
() = (0] o) = (X v

=0

o i cm¢m> . (1.46)

m=0

7 linearity Hamiltonianu, linearity skalarneho sic¢inu v druhom argumente,
antilinearity skalarneho sucinu v prvom argumente a pouzitim toho, ze funkcie
|thm) st vlastné funkcie Hamiltonianu, tak dostaneme

(Y =5 ienBn (| ) (147

n=0m=0

Funkcie ¥, a ¥, si ortonormélne, preto vo vyraze dostaneme Kroneckerovo
delta

oo o0

<ﬁ> => Y cemEnbum =

n=0 m=0

[o¢]
*
= Z c,cnlhy, =
n=0

= 2
= |e| En.
n=0

Energia najnizsieho (zédkladného) stavu je Ey. Vyraz trochu upravime

o0

(H) =3 leal*(En — Eo + Eo) =

n=0
= Z|Cn|2(En — Eg) + E() Z|0n|2 =
n=0 n=0

o0

(H) =Y |eal*(En — Eo) + By, (1.48)

n=0

12V pravom slova zmysle neasovi Schrédingerovu rovhicu ani neriesime.
13Pre jednoduchost pouzivame skratenie a namiesto |1, (r;)) pouzivame |t,,).
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kde sme vyuzili to, ze funkcia 1 je normovand, a teda pre nu plati

019) = (3 et | 3 coton) =
n=0 m=0
=D D Cnm (V| ¥m) =
n=0m=0
=33 nun =
n=0m=0

o)
n=0
— 2

=> lea” =1.
n=0

Kedze sme v predpoklade ([1.44]) predpokladali usporiadant bazu, tak v rovnici
(1.48) su vsetky vyrazy |c,|”(E, — Ey) nezaporné

leu>(Ep — Eg) > 0. (1.49)

A tak upravou rovnice (|1.48) dostaneme

() = By = Xl (B — ) 2 0,

n=0

(H) > Ey. (1.50)

V tomto vztahu tkvie zdklad hladania vlnovej funkcie a energie zadkladné-
ho stavu. Ustrednou myslienkou je volba nejakej funkcie ¢, ktord mé viacero
parametrov. Varidciou parametrov menime vlnovi funkciu aj samotnu strednt
hodnotu energiu. Pomocou minimaliza¢nych metéd menime parametre tak, aby
sme sa dostali ku najnizsej hodnote, ktora bude vzdy hornym odhadom energie
zakladného stavu. Ak je funkcia volena sikovne a zaroven ma dostatok paramet-
rov pre variabilitu, tak sa d4 s odhadom energie Ej dostat blizsie. Zaroven tak
vlnova funkcia v pre dané parametre je kandidatom na vlnovu funkcia zakladného
stavul]

Dalsim dolezity ukazovatelom je stredna hodnota rozptylu od nejakého vlast-

Funkcia v nebude nikdy presne vlnovou funkciou zékladného stavu, ale nemusi sa od nej
velmi lisit.
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ného ¢isla F. Podla definicie dostavame
(- 5)) = o] (- 5)"v) -
= <i Cnn (ﬁ— Ek)z i Cm¢m> =

= i i CnCrm <¢n (f‘[\— Ek)2¢m>

n=0 m=0

— i i e em (B — Ek>2 (Un | hm) =

n=0m=0

- Z Z C:—lcm (Em - Ek)2 5nm -
n=0m=0

=Y ea* (B, — E)* > 0.
n=0

Pri tpravach sme znova pouzili rozklad do baze, linearitu v druhom argumente
skalarneho sucinu, antilinearitu v prvom argumente skalarneho stcinu, zaposobili

sme operatorom (1/'-1\ — E'k)2 na funkciu 1, a vyuzili sme ortonormalitu baze.
Dana hodnota je vzdy véicsia alebo rovna nule.

Nas bude zaujimaf pripad, kedy sa vyraz rovna nule. Kazdy clen sc¢itania je
nezaporny, teda kazdy z nich musi byt nulovy. Preto ak energia F, nejakého
bézového stavu 1, sa nerovna energii Fj, vybraného vlastného stavu vy, tak musi
byt koeficient |¢,,|* nulovy. To je splnené iba pre ¢, = 0.

Teda vyraz bude nulovy, tak funkcia bude mat nulové koeficienty v bazovych
stavoch, ktorych energia sa nerovna Fj

(Vn € No)(En # Ex) = (¢ = 0)) (1.51)

O ostatnych koeficientoch ni¢ nevravi. Ak by sme mali nedegenerovani energiu
Ey, tak z normovacej podmienky dostavame

Slea? = la> =1. (1.52)
n=0

Ak by sme mali [-krat degenerovanu energiu Fj, tak z normovacej podmienky

dostaneme
k+i-1

Sleal’ = > Jeal = 1. (1.53)
n=0 n=~k

1.2.6 Virialovy teorém

Dalsfm dobrym overenim spravnosti vlastnej funkcie je viridlovy teorém.

Predpokladajme, Ze mame necasovy Hamiltonidan systému a mame necasovi
veli¢inu (operator) A. Predpokladajme, ze systém je vo vlastnom stave, a teda
vlnova funkcia mé tvar . Potom stredna hodnota operatora A je

(A) = (yalrye

o~

An(ry)e™ ) = (u(ry) | Au(ry)) | (1.54)
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kde nam vypadla casova zavislost. Ale casova derivacia strednej hodnoty </A1> je

S = 5@ AT, 139

Kedze vsak ani A, ani <A> nezavisia od ¢asu, budu ich derivacie nulové a
dostavame (hyperviridlovy teorém)

([A,H])=0. (1.56)
Zvolime si za operator A operator p - 7, ktory je pri N-Casticovom systéme
definovany ako standardny skalarny sucin

3N
p-T =) Dplly, (1.57)
=1

kde operatormi sturadnic [-tej Castice si operatory Ts;_o, T3_1 a T3, operatormi
hybnosti [-tej castice su operdtory ps;_o, P3i—1 a Ds;.
Komutéator [p - 7, H| rozpiseme ako

3N
p- 7 H l Pk, ] Zpkxk, Zpk T, H pk,H]:fk, (1.58)
k=1

kde sme vyuzili definiciu operatora p - 7, linearitu komutatora v argumentoch a
vztah o o o
[AB,C| = A[B,C]+ [A,C]B, (1.59)

ktory mdzeme overif jednoduchym vyjadrenim definicie komutédtora

~

A[B,C)+[A,C]B=A(BC - CB)+ (AC - CA)B =

V dodatku [4.3) sme ukézali, ¢omu sa komutatory [z, H] a [p, H] v nerelati-
vistickom pripade rovnaju

= ih
[xkaH] 7Pk )

= ov
[pk, H] —Zhaixk

Dosadenim do vztahu ((1.58) dostdvame

3N ~ ~
L DkDr OV

) :h§:7_7 —
[pr i 8xkk

:zh(QT—VV-r) .
Dosadenim do vztahu (1.56) dostavame (viridlovy teorém)

(VV - F) = 2(T) . (1.60)
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Dolezité vsak je, ze ked mame viaccasticovy systém a jediny druh interakcie
medzi ¢asticami K a L je popisany vzajomnym sféricky symetrickym potencidlom
tvaru Vi, = akprf;, tak podla dodatku dostaneme

(VV .7y =n (V) =2(T) . (1.61)

V nasom pripade pouzivame Coulombovsky potencial, kde n = —1, teda do-
staneme

—(V)y=2(T) . (1.62)

Naviac vieme strednii hodnotu energie £

(B)=(H)=(T+V)=(T)+(V) . (1.63)

1.2.7 Asymptotické spravanie v Coulombovskom poten-
ciali
Ak ked necasovi Schrodingerovu rovnicu pre viaccasticovy systém s Cou-
lombovskym potencialom nevieme vypocitat analyticky, vieme vsak vysetrit, aké
asymptotické spravanie musi mat vlnova funkcia v siradnicovej reprezentécii.

Predpokladajme necasovy nerelativisticky Hamiltonian pre systém n castic s
Coulombovskym potencidlom

n 2 n n
E;:—Z;AHZZKCQ’“@, (1.64)
k=1 <" k=11=k+1 Tkl
kde @; je naboj i-tej castice, ko Coulombova konstanta a ry; vzdialenost k-tej a
[-tej castice.

Dalej predpokladajme, Ze systém je popisany vo vlastnom stradnicovom sys-
téme (v klasickej mechanike by to znamenalo, Ze sa tazisko systému nehybe) a
teda translacny a rotacny pohyb systému st odtransformované. Znamena to aj,
ze mozeme prejst od vinovej funkcie zavislej od stradnic ¢astic ku vlnovej funkcii
zavislej od relativnej polohy ¢astic. Siborom vzdialenosti (ry,;) je v tomto pripade
systém castic uplne popisany a moézeme teda prejst ku novej vlnovej funkeii ¢
zéavislej od jednotlivych vzdialenosti ¢astic (rg)

() = by (i) (1.65)

Vlastny stav potom musi spliiat rovnicu

ﬁwf,N(Tkl) = Entyn(ri) , (1.66)

kde na vzdialenosti i treba pozerat, ako na funkcie stradnic (r;).
Budeme skumaf asymptotické spravanie pre ri; — 0 a ry; — o0,
Pre vacsiu prehladnost je vhodné prejst do atémovych jednotiek. Hamiltonian

ma potom tvar
n 1 n n ZkZl

H=-Y —N+>Y ) , (1.67)

=1 2, k=11=kt+1 Tl

kde m; je hmotnost i-tej Castice v nasobkoch hmotnosti elektronu a Z; je naboj
i-tej Castice v nasobkoch elementarneho naboja.
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Ked ry; — 0, tak v rovnici je prava strana stale kone¢nd (lebo aj energia
i vlnova funkcia st kone¢né). Na lavej strane vsak mame potencidl ~ %kl, ktory pri
ri; — 0ide do nekonecna. Je teda zrejmé, ze niektory iny ¢len/cleny Hamiltonidnu
tuto divergenciu do nekonec¢na rusi/rusia. Budeme musief vypocitat prislusné
derivacie podla siradnic (r;).

Vzdialenost 7y, je definovana ako euklidovska norma rozdielu polohovych vek-
torov k-tej a [-tej Castice

1/2
Tkl = ||rl — rk’” = [(xk, — ZL’[)Q + (yk — yl)2 + (Zk - 21)2} . (168)
Prva derivacia podla stradnice j-tej Castice a; € {z,y, 2z} potom je
Ok (1) — (5,0 — 8,) = (1.69)
aaj v ik gt Tkl ’ '

Druhéa derivacia podla rovnakej siradnice je

(1) = (630 — 6)° [1 - (‘)] - (1.70)

Tkl Tkl

82rkl
0a’?

J

Pri ratani Laplacidnu (kinetického ¢lena Hamiltonidnu) podla j-tej castice
potrebujeme najprv prva derivaciu

Wf,zv(rmn):z”: Z”: OV (. Iht (1.71)

8aj k ('9aj

a potom druhu derivaciu

n n 2
azwf’N mn Z Z 82¢f» mn) <M<rz>> +a¢f’N(rmn)82rkl(ri)' <172)

2 ‘ 5
aaj =1 l=kt1 da; O daj

Dosadenim vztahov ((1.69)) a (1.70) do (1.72) a s¢itanim cez tri stradnice z,y
a z dostaneme

LER—_ 0? 0 2
AN () Z Z djt) laigl]v(rmn)Jr %Df’N(Tmn)* . (173)
k=1Il=k+

arkl Tk

Prescitani, preindexovanim a dosadenim do ([1.66|) dostaneme

n n 2 n
-2 1 » Z aalfij@m”) + a(;/quw ] Z > Z kafN (rmn) =
j=1 gk

Jj=1k=j+1 Tjk

== Ewa,N(rmn) .

Dalej budeme predpokladat, ze funkcia Yy n ma vsade konecné prvé i druhé
derivacie. Ked budeme pokracovat v povodnej analyze a vyberieme si konkrétnu
vzdialenost 7, tak aby sme zabranili divergovaniu lavej strane rovnice, budt mu-
siet vyrazy pri T]ik ist limitne k nule s minimalnym poriadkom 7;;. Tym dostaneme
rovnicu

lim [ (1 + ) awa( mn) + Zjkaf,N(rmn) =0. (174>

m;  my ) Orj
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Zavedenim redukovanej hmotnosti - = -1 + -1 a upravenim limity dosta-

Hik m; mi
neme
Ny N
. 8'!"k
| J = Z: ik - 1.
Tjirilo Ui (T'rn) § kMK (1.75)

Ak by sme predpokladali rovnost pomeru v limite v okoli, tak integrovanim
dostaneme zavislost vlnovej funkcie

wﬁN(rmn) ~ erZkujkrjk . (176)

Podobne sa da uvazovat aj o asymptotickom spravani pri limite r; — oo. Vtedy

je jedna i-ta castica posland do nekonecnej vzdialenosti. Budeme vychédzat z

rovnice (1.66)) s Hamiltonidnom z ((1.67). Najprv rozdelime Hamiltonian na ¢leny
castic, ktoré v systéme ostavaji do H,, a ¢leny Hamiltonianu -tej castice

1 LEI/AVAN

Ai¢f,N(rmn) + :

2m; = Tik
ki

zbf,N(Tmn)—i_ﬁszf,N(rmn) - Ewa,N(Tmn) . (177)

Bude nas zaujimat limitné spravanie tejto rovnice pre r; — co. Vieme, ze ak
je 1-ta castica daleko, tak sa ide o izolovany systém zvysnych castic, ktoré maju
svoje stavy a energie. Teda pre r; — 0o sa j:l\szﬁN(Tmn) sprava ako EN¢f7N(rmn),
kde Ex mé vyznam energie systému zvysnych ¢astic. Kedze méme viazany stav,
tak ¥y n(7mn) ide s urcéitym trendom pre r; — oo do nuly. Lenze zatial co ¢leny
fl\zvzbf, N(Tmn) & ENYsn(rms) klesaji rovnako rychlo ako ¢ n (7 ), len s pre-
nasobené konstantou, tak ¢len Z;—f’“wf N (Tmn) klesd o jeden rad rychlejsie. Preto
ho méZeme v limitnom tvare rovnice vynechat. Dostaneme teda

1

_ 2TniAiwf,N(Tmn) + (EN — EN) YN (Tmn) = 0. (1.78)

Uvedena rovnica je pohybova rovnica volnej castice. Ked vyberieme riesSenie,
ktoré klesa k nule, dostaneme pribliznu zavislost

wf,N(Tmn) ~e 2malr; 5 (179)

kde I sme oznacili rozdiel energii EFy a Ey s vyznamom ionizacnej energie.

1.3 Bornova-Oppenheimerova aproximacia

Predpokladajme necasovy nerelativisticky Hamiltonian pre systém N jadier a
n elektrénov

e n h2 N h2
H:=— — A, — —AN+V(r,R;), 1.80
k;l ka k lzzl 2Ml l ( J ]) ( )
kde malymi veli¢inami oznac¢ujeme veli¢iny elektronov (my, rj) a velké veliciny
st veliciny jadier (M), R;).
Necasova Schrodingerova rovnica potom ma tvar

Hy(r;, R)) = E(r;, R;) . (1.81)

KedZe hmotnostny rozdiel medzi jadrami a elektrénmi je niekolko radov (3
az 5), tak mozeme uvazovat, ze elektrény sa pohybuji omnoho rychlejsie. Teda
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elektrony sa pohybuji v poli nehybnych jadier a vzajomnej interakcie elektréonov.
Zato jadra reaguju na vystredované pole vytvarané elektronmi a pole od ostat-
nych jadier. To vsak zodpoveda dvom Schrodingerovym rovniciam, osobitne pre
elektrony a osobitne jadra. Tym padom je ich vzajomny pohyb nezavisly a to zna-
mena, ze vinova funkciu systému dostaneme stcinom vinovych funkcii elektréonov
Y. a jadier ¥y
U(rj, Rj) = he(rs; Ry (R;) (1.82)

kde si musime vsimnut, ze vlnova funkcia jadier neobsahuje sturadnice elektréonov,
lebo sa pohybuje v ich strednom poli. Naopak vo vlnovej funkcii elektrénov su-
radnice jadier vystupuju, lebo elektréony sa pohybuji v poli nehybnych jadier v
danych polohach, ale treba upozornit, ze uz tu vo vlnovej funkcii maju charakter
parametrov a nie premennych.

Necasova Schrodingerova rovnica pre elektrony potom podla vyslovenych pred-
pokladov ma tvar

(— Enj ﬁAk +V(r;, Rj)) e(rj; R)) = U(R;)e(rj; R;) . (1.83)

=1 ka

Ked vezmeme predpoklad o vlnovej funkeii (1.82)) a dosadime ho do (|1.81)),

dostaneme

n h2 N h2
<— g::l kaﬁk - ; TMAl + V(rj, Rj)) Ve(rj; R)V3(R;) = Eve(ry; Rj)Ys(R;) .
(1.84)
Vyuzitim rovnice dostaneme
N h2
U(R;)ve(r;; R)¥s(R;) = TMZ[Aﬂbe(’j; R;j)W3(R;) + 2V e (ry; R;)Vitbs (R;) +

=1

+ e(ry; Ry) Arps(Ry)] = Eve(ry; Ry)¥3(R;) .

Tato rovnica predstavuje adiabaticki aproximdciu riesenia.
Ked vsak este k tomu pridame predpoklady, ze vlnova funkcia elektronov sa
so zmenou polohy jadier velmi nemeni (derivacie funkcie 1, podla R; st malé)

Al¢e(rj; Rj) =0 vl¢e(rj; R]) = 0’

tak dostaneme zjednodusenu rovnicu

(‘ Z: ;A;Al + U(Rj)> Vi(Ry) = Ey(Ry), (1.85)

ktora sa nazyva Bornova-Oppenheimerova aproximdcia. Je badatelné, Ze rovnica

ma tvar, ako keby islo o necasovii Schrodingerovii rovnicu jadier v potencidli
vytvaranom interakciou jadier a energiou elektréonov.
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2. Vypoctové algoritmy

2.1 Monte Carlo metoda

Zékladna myslienka vyuzitia variacného principu bola vyslovend uz v odseku

1.2.5, Jedinym problémom je, Ze hodnota <H >, ktort je pre dani vlnovu funkciu

1 treba vypocitat, sa neda priamociaro dostat vzdy. <f{\ > je z definicie integral
a sa da jednoducho analyticky vyratat len pre urcité vinové funkcie. Tu pricha-
dzaji na pomoc algoritmy skupiny Monte Carlo. Tieto algoritmy sa pouzivaju na
ratanie integralov pomocou generovania ndhodnych ¢isel. Problém ratania integ-
ralu sa prevedie ndhodné generovanie velic¢iny, ktorej strednd hodnota zodpoveda
hladanej hodnote integralu.

Predstavme si, ze mame ratat dany integral

(4) = [ elrnamav, (2.1)

kde méame dve funkcie g a A. Funkcia o(r) ma vyznam hustoty pravdepodobnosti
na mnozine V. Preto pre tuto funkciu musi platit podmienka

/V o(r)dV =1, (2.2)

ktora vyjadruje, ze pravdepodobnost vyberu z celej mnoziny je jednotkova (istd).
Funkcia A(r) tak nadobida vyznam veli¢iny, ktorej strednd hodnota sa na roz-
deleni o(r) rata. Potom je uz z tvaru integralu jasné, ze strednd hodnota veli¢iny
A(r) na rozdeleni o(r) je prave hladand hodnota (A).
Preto ak budeme generovat vzorky r; z rozdelenia p(r) a budeme pre ne ratat
hodnoty velic¢iny A(r)
A; = A(r), (2.3)

tak tieto vzorky su z nejakého rozdelenia, ktoré ma svoju strednti hodnotu p4 a
rozptyl 0%

A .
Var (A) = 03 . (2.5)

pa = (A) . (2.6)

Dobrym odhadom strednej hodnoty veli¢iny A zo vzoriek A; je viberovy prie-
mer

N 1 i\’:
A=—> A;, (2.7)
N = /
kde N je pocet vzoriek vyberu. Vlastnostami vyberového priemeru st
E (A) = A, (2.8)
- o2
Var (A) =N (2.9)
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Samozrejme, okrem odhadu hladanej hodnoty potrebujeme vediet aj odhad

chyby odhadu. Ako chyba sa dobre voli ,/%ar (fl), lenZe hodnota ¢% daného

rozdelenia je ndm neznama, a preto ju budeme musiet tiez ziskat z vyberu vzoriek
A;. Dobrym odhadom rozptylu % je

1 N
o2 = NZ:: , (2.10)

pretoze jeho vlastnostou je 3
z(0}) = o} (2.11)
Ale problémom je, Ze aj hodnota 4 daného rozdelenia je ndm nezndma (ved
prave tito hodnotu hladédme), preto ako odhad rozptylu o% pouZzijeme estimator

% 1 N

o7 szl (A; — A)? (2.12)
lenze jeho vlastnostou je

E(0}) = NA_[ Lo (2.13)

Preto findlnym odhadom rozptylu 0% je estimétor

. 1 XN

2 . A2
0% = N—ljzl(A" A)?, (2.14)

ktory uz nie je vychyleny a jeho vlastnostou je
Z(0%) =03 (2.15)

Potom odhadom smerodajnej odchylky vyberového priemeru (teda odhad chy-
by vypocéitanej hodnoty) je

1 N -

AA = N(N_l)jzl(Aj — A2, (2.16)

Vztahy (2.8), (2.9), (2.11), (2.13) a (2.15) sme vypocitali v dodatku za
predpokladu nezawslostl vzoriek A;.

2.1.1 Metropolisov-Hastingsov algoritmus

Ucelom Metropolisovho-Hastingsovho algoritmu je zabezpe¢it vyber vzoriek r
z daného rozdelenia o(r). Algoritmus vyuziva Markovov pr’oceﬂ ktory konverguje
ku vyberu z daného rozdelenia o(r). Markovov proces je dany pravdepodobnos-
tami P(r — r’) prechodu od stavu (vzorky) r do stavu (vzorky) r’. Aby platilo,
ze dany Markovov proces sa asymptoticky bliZi rozdeleniu o(r), musi platit

o(r)P(r—=r')=o(r)P(r —r). (2.17)

'Rozhodovaci proces vyberu nového stavu v zévislosti na predchadzajicom stave a vybranou
akciou.
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Pravdepodobnost prechodu od stavu r do stavu r' mézeme rozdelit na prav-
depodobnost vyberu V(r — r’) stavu ¥’ zo stavu r a pravdepodobnost prijatia
novej pozicie A(r — r')

Plr—=r)=V(r—=rA(r—>r). (2.18)

Potom dosadenim dostdavame podmienku pre pravdepodobnost prijatia

oV (r—=rA(r = r')= o \V(r' = A —r), (2.19)
A(r —r') B o(rYV(r —r)
Alr—=r)  on)V(r—r)’
Hustota pravdepodobnosti o(r) je dana, spdsob, ako vyberame nové vzorky zo

starych V(r — ') si moézeme volit. Vyber tohto ndm urcuje, ako musi vyzerat
A(r — r'). Najcastejsia volba, aby splnala predchadzajici vztah, je nasledujica

A(r = #') = min {1, 5;((2,))“//((:/::))} . (2.21)

Cely postup algoritmu teda vyzera takto:

(2.20)

1. Vyberieme si ndhodnt inicia¢ni polohu ry.

2. Vyberieme si mozni novi polohu r';, ktorej pravdepodobnost vyberu je
V(I’Z‘ — r’i).

g(r’i)V(r’iﬁn)
o(r)V(r—r';)

jitého uniformného rozdelenia U(0, 1).

3. Vypocitame hodnotu p = a vyberieme nahodné ¢islo a zo spo-

4. Ak a < p, tak novéa poloha je r;;; = r/;, inak nova poloha je r, 1 = r;.

5. Vratime sa k bodu 2 a proces opakujeme.

2.2 Zavislost vyberanych vzoriek

Zatial ¢o v dodatku sme pri ratani estimatorov predpokladali nezavislost
vzoriek A;, tak z Metropolisovho-Hastingsovho algoritmu generujeme vzorky, kto-
ré budu zavislé. Sice s va¢sim odstupom sa vzorky postupne stavaji nezavislé,
tak tato zavislost nam sposobuje nespravny odhad chyby. Chyba vysledkov je
potom vyrazne podhodnotena a preto algoritmy zavislé na tejto chybe mozu vy-
hodnotit niektoré kroky nespravne. Preto sme pre vypocet chyby pouzili metodu
blokovania.

2.2.1 Metoda blokovania

Metoda blokovania [5] je metéda na rychly odhad chyby korelovanych vzoriek.
Z Metropolisovho-Hastingsovho algoritmu mame n vzoriek A;. V jednom kroku
met6dy blokovania transformujeme déta A; do siboru dat A’ poloviénej velkosti
n' = %ﬂ Transformacia je dand predpisom

A — Agj1 + Ay
J 2 ’

2Predpokladajme, ze mame 2% vzoriek, vtedy nie je problém so zahadzovanim posledného
prvku neparneho poctu dat.

(2.22)
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Ukazuje sa, ze pri tejto transformacii sa zachovava strednd hodnota vyberové-
ho priemeru £ (A) i rozptyl vyberového priemeru Var (A) V pripade nezavislych

v

vzoriek je odhad ¢% spravny. V pripade zavislych vzoriek je podhodnoteny, preto
stale plati

Var (A) > o3 (2.23)

Po jednom kroku transformacie sa odhad 0?4 pri zavislych vzorkach zvysi, pri
nezavislych nezmeni. Proces transformacie sa opakuje, az kym nie je dosiahnu-
ta konstantna hodnota odhadu UZ na "novej' mnozine vzoriek. Podla [5] aj s
odhadom chyby mé4 odhad ¥ar (A) tvar

~ v 2
Var (A) = o4 [1E£—— 2.24
o (8) =i (1412 221
ked je dosiahnuta konstantna hodnota.
Prave odhad chyby je dobrym ukazovatelom, ktory pomoze urcit, kedy mame
transformaciu blokovania ukonc¢it a tym dosiahnuf lepsi odhad chyby vyberového
priemeru korelovanych vzoriek.

2.3 Optimalizacné metédy

Ako sme uz spominali vysSie pri variacnom principe, zakladnou tlohou je
minimalizacia energie stavu opisaného vlnovou funkciou 1 voci jej parametrom.
Vypocet energie stavu pre urcité parametre ma na starosti Monte Carlo metdda.
Samotny problém hladania extrému (v nasom pripade minima) funkcie viacerych
premennych spada pod rozvinuti oblast vypoctovej techniky, ktora sa zaobera
optimalizdciou. Optimalizacia v matematike znamena vyber najlepsicho prvku
z danej mnoziny vzhladom na urcité kritéria. V uzSom zmysle (v jednoduchom
pripade) znamené hladanie extrému (maxima alebo minima) reélnej funkcie na
nejakej mnozine.

Zatial ¢o matematika nam podava podmienky existencie extrému, nutné a
postacujice podmienky pre extrém, pre programovanie boli vyvinuté siroké triedy
algoritmov na vypoctové riesenie problému.

Ku kazdému zadaniu treba pristupovat individudlne. Niektoré metddy su efek-
tivnejsie, niektoré sa ani nedaju pouzit.

Najprv sa budeme venovat tejto problematike v pripade optimalizacie na jed-
norozmernom priestore.

2.3.1 Optimalizacia v jednorozmernom priestore

V najjednoduchsom pripade hladame extrém realnej funkcie na jednorozmer-
nom priestore (optimalizacia podla jedného parametra). Zékladna tloha je for-
mulovana nasledovne.

Mame dany otvoreny interval IEL na ktorom je definovana realna konecna
funkcia F(x)

F:I—=R.

3V tomto pripade nespecifikujeme, ¢ je koneény, ¢ nekoneény.
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Néjdite extrém tejto funkcie na intervale I.

Samozrejme, blizsia Specifikdcia vlastnosti funkcie F'(x) ndm umoznuje vybrat
efektivnu metédu, kedze to nam umoznuje zuzit riesenie vSeobecne zadanej tilohy
na mensiu triedu funkcii rychlejsim sposobom. V nasom pripade si vystac¢ime s
dvoma metddami: Newtonova metoda a metoda zlatého rezu.

2.3.1.1 Newtonova metdda

Newtonova metdda je metéda na hladanie korenov nejakej realnej funkcie f(x)
na danom intervale I (hladanie = € I, Ze plati f(x) = 0). Je zaloZend na apro-
ximécii funkcie f(z) Taylorovym radom 1. stupiia 7*(z), ktorého koreii sa voli
ako novy bod, v ktorom sa znova urcuje aproximacia. Stupen Taylorovho radu
je najmensi, pri ktorom mé aproximovana funkcia koren. Taylorov rad 1. stupna
funkcie f(x) v bode z; ma tvar

T/ () = fla;) + fO ) (@ — ), (2.25)

kde fM)(z;) je prva derivicia funkcie f(z) v bode x;. Riesenie tejto rovnice sa
stava novym bodom
(i)

FO ()
Na obrazku vidime grafické zobrazenie jedného kroku Newtonovej metddy
pri hladanim korena funkcie f(x).

(2.26)

Tit1 = Li —

Y
4

0 / (Lit1
|
|
|
|
|

d

Obr. 2.1: Jeden krok Newtonovej metédy

Ako vsak tato metdda stvisi s hladanim extrému? V pripade, Ze funkcia F(z)
je triedy €%(I), tak nutnou podmienkou pre extrém je nulovd derivdcia

—(m) = 0, (2.27)

kde z, je bod, kde je extrém funkcie. A prave ak sa stotoznia funkcie 4£ (z) a f(x),
tak sa dd Newtonova metéda pouzit na hladanie extrému funkcie. Preformulujeme
Newtonovu metodu pri hladani extrému.

22



Pri optimalizacii je Newtonova metéda zalozena na aproximécii funkcie F(x)
Taylorovym radom 2. stupiia Ty *(x), ktorého extrém sa voli ako novy bod, v
ktorom sa znova urcuje aproximacia. Stupen Taylorovho radu je najmensi, pri
ktorom mé aproximovand funkcia extrém. Taylorov rad 2. stupna funkcie F'(x) v
bode x; ma tvar

. FO (g,
TS () = Fx;) + FO(2) (x — 2;) + 2(35)(95 — )%, (2.28)
Pre extrém tejto kvadratickej rovnice plati
ATy
d2m (it1) = 0.
Riesenie ma potom tvar

Cely postup algoritmu potom vyzera nasledovne:

1. Vyberieme si pociatoc¢ni polohu x.

2. Vypoditame prvi a druhi derivaciu funkcie F'(z) v bode ;.
3. Podla vypocitame nova polohu ;1.

4. Vratime sa k bodu 2. a proces opakujeme.

2.3.1.2 Metdda zlatého rezu

Metdda zlatého rezu je algoritmus zamerany na hladanie extrému funkcie jed-
nej premennej za urcitych predpokladov, ktory sa vyuziva pri urcitych pripadoch.
Budeme sa zaoberaf problémom hladania minima, ¢o je nas problémﬁ Pred-
pokladame, ze mame dany interval (a, b), na ktorom mame znamu funkciu F'(z)

F:{a,b) =R,

ktord je naviac na (a,b) spojitd a na intervale (a,b) mé prave jedno lokélne
minimum

(Jlc € (a,b))(F0 € R)(d > 0)(Vz € Ps(c))(F(x) > F(c)),
kde Pj(c) je d-prstencové okolie bodu ¢ na intervale (a, b)
Ps(c) :={x € (a,b)|0 < |z —¢| < d}.

Ak by funkcia bola dané analyticky a diferencovatelna na celom intervale, tak
by sme minimum hladali cez nutni podmienku existencie lokdlneho extrému (nu-
lovéa derivacia v bode extrému). Tento algoritmus sa vsak pouziva v pripade, ked
nepozname derivaciu funkcie (nevieme, ¢i je vobec funkcia diferencovatelnd) a je

4V pripade hladania maxima budi kroky analogické, len by boli zmenené nerovnosti.
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¢asovo narocné vypocitat funkéni hodnotu v jednom danom bode s dostatoc¢nou
presnostou.

Pri hladanim minima na zaklade znalosti funkénych hodnot spojitej funkcie
iba v bodoch sa v kazdom kroku zmensuje interval, na ktorom sa minimum na-
chadza. Opakovanim procesu sa postupne lokalizuje s urcitou chybou minimum
funkcie. Na dosiahnutie danej chyby urcenia minima (¢i uz chyby funkénej hod-
noty v minime, ¢i chyby premennej) staci konecny pocet opakovani.

Na zaklade znalosti troch funkénych hodnot pre tri premenné sa neda interval
zmensit. Preto je nutné poznat aspon 4 funkéné hodnoty.

V jednom kroku teda na zaklade 4 funkénych hodnot zmensime interval na
mensi podinterval, kde sa nachadza minimum. Poradové ¢islo kroku oznacime
indexom +¢. Interval, kde sa nachadza minimum pred i-tym krokom, oznacime
(a;, b;). Vybraty podinterval potom bude (a;i1,b;41). Tieto 4 body, v ktorych
uréime funkéné hodnoty oznacime x;1, x;2, ;3 a ;4 a predpokladdme, zZe st
usporiadané a navzajom rozne a prirodzene okrajové hodnoty si rovné bodom na
koncoch intervalu (a;, b;)

a; = Tig < Tig < T3 < Tig = b;.

Ako interval (a1, bi+1) teda mozu byt vybrané dva intervaly: (z;1, 2, 3) alebo
(x;2,2;4). Toto rozhodnutie je zalozené na funkénych hodnotach v tychto bodoch
a vychadza z predpokladov. Zatial sme popisali vSeobecnii metodu pri hladani mi-
nima delenim intervalu na 3 tseky. Vo vicsej vSeobecnosti tato metdéda by mohla
delit interval na viac tsekov, ¢im by teoreticky mohla rychlejsie zmensit interval
(lebo by mozné intervaly boli mensie), ale bolo by to na tkor vypoctového casu
(viac deleni, vypocet vacsieho mnozstva funkénych hodnot). Tu si staci uvedomit,
ze nie je potrebné ratat nadbytocné informécie, lebo tie nés stoja vypoctovy cas.
Ak by sme vypocitali 5 hodnédt, v skuto¢nosti by bola sanca (priblizne 2 z 3 pri-
padov), ze jedna z vypodcitanych hodnét sa nevyuzije, ¢im sa stratili vypoctovy
cas. Tu si mézeme pomoct analdgiou v pripade inej metddy, ktord nie je az tak
vzdialend nasej a sice metddy bisekcie. V pripade tejto metddy sa riesi podobné
tloha. Mame dany interval (a, b), na ktorom mame zndmu funkciu f(z), ktora je
naviac na (a, b) spojitd a na intervale (a,b) ma prave jeden koren (t.j. f(x) = 0).
Vidime, Ze ak by sme poznali derivaciu funkcie F'(z) na intervale (a,b) a ta by
bola spojitd na intervale (a,b), tak by sme nas problém riesili metédou bisek-
cie prave pre derivaciu funkcie F'(z). Rovnako aj v tomto pripade by sme mohli
rozdelit interval na viac tsekov, ale ratali by sme tak redundantné informaécie o
funkcii f(x), kedze by sme aj tak v dalsom kroku pouzili iba hodnoty z krajov vy-
braného intervalu. Ak teda uvazujeme analogicky, je zbytocné ratat viac hodnot
ako treba na rozhodnutie na vyber podintervalu. Samozrejme ttto domnienku
zalozent iba na analdgii treba podlozit konkrétnymi vypoctami, v tomto texte sa
vsak budeme zaoberat uz len skonstatujeme zavery vyberu optimalneho delenia.

Prave optimdlny sposob vyberu poctu deleni intervalu a vyberu hodnot z; o
a x;3 dal nadzov tejto metode. Ukazuje sa, Ze ako sme predpokladali na zaklade
analogie, ze optimalne je delif interval na 3 tseky (poznat 4 funkéné hodnoty) a
interval je vyhodné delit v pomere zlatého rezu. Toto delenie ma viacero vlastnos-
ti, ktoré by sa dali predpokladat. V prvom rade je toto delenie symetrické voci
stredu intervalu (i ked niekedy préve porusSenie symetrie moze sposobit lepsiu
volbu). Dalej algoritmus Setri vipoctovy ¢as, lebo v jednom kroku netreba rataft
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2 funkéné hodnoty v strede intervalu, ale iba jednu. Prave volba pomeru zlatého
rezu zabezpecuje, Ze jeden z novo vybranych bodoch z; 2 a x; 3 padne prave na uz
vypoéitani hodnotu. Dalsou vlastnostou je, Ze delenie je pomerné. Body v kto-
rych sa rataji funkéné hodnoty si na intervale (a;, b;) rozdelené podla pomeru
vzdialenosti.

Predpokladajme, Ze v jednom kroku vyberieme podinterval (z; 1, z;3) a chce-
me vyuzit hodnotu v bode z;5. Preto bod ;> musi byt zaroveni bodom z;; 3.
Kedze sme vraveli, Ze delenie je pomerné, tak musi platit, ze pomer dizok intervalu
(i1, 253) a (x;i1,2;4) sa rovnd pomeru intervalu (z;111, Ti13) & (Tit1,1, Tit1,4)

Ti3 — Ti Tir1,3 — Ti41,1 Ti2 — Ti1

= . (2.30)

Tia — i1 Tit1,4 — Tit1,1 Ti3 — Ti

Podobne budeme uvazovat, ak by sme vybrali podinterval (z;9,z;4). Potom
dostaneme pomer

Tia — Tj2  Tit14 — Ti41,2  Tida — 43

(2.31)

Tia — Ti Tit1,4 — Tit1,1 Tia — Ti2
KedZe sme vraveli, Ze delenie je pomerné, tak prejdeme od nezndmych z;; az
x; 4 ku neznamym X; az X, danych vztahom

Lij — Tijl

X; = (2.32)

Tia — T

Podla definicie je jasné, ze X; =0 a X, = 1. Rovnice (2.30)) a (2.31]) potom v

novych neznamych maju tvar

Xo
X3 =—
3 X37
1-X
1—X2: 3.
1-X,
Tieto rovnice maju 4 riesenia a sice
X2 = 07X3 = Oa
XQ =1 ,Xg = 1,

Xo=—-1-¢, X5=-1-yp;
Xo=1-¢,X5=0p;

kde sme zaviedli oznacenie p = \/52_1 ~ 0,618034 ... . Je jasné, ze prvé tri rieSenia

st v rozpore s roznorodostou hodnét z;; az z; 4. Tretie riesenie dokonca vybera
body mimo intervalu. Jediné rozumné riesenie zodpoveda deleniu intervalu podla
zlatého rezu, podla ktorého je metdoda pomenovana.

Cely algoritmu potom vyzera takto:

1. Vyber podiato¢ny interval (ag, by) interval (a, b).
2. Rozdel interval (a;, b;) podla zlatého rezu, t.j.

Ti1 = G4,

Ti2 = @ + (1 — (p) (bz — Cl,i) s
T3 = a; + ¢ (b —a;) ,

$14:b1
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3. Ak ¢ = 0, vypocitaj funkéné hodnoty funkcie F'(z) vo vSetkych bodoch z;
az x;4, inak vypocitaj funként hodnotu funkcie F(z) v novom bode (x;2
alebo x; 3).

4. Ak F(l’@g) < F(ZL’Z‘73), tak (ai+1,bi+1> = <ZEZ‘71,IZ‘73>, inak <6Li+1,bi+1> =
= <$i72, 931',4>-

5. Vrat sa k bodu 2. a proces opakuj.

Na obrazku vidime jeden krok metddy zlatého rezu. Uz z predchadza-
juceho kroku pozname funkéné hodnoty funkcie F(z) v bodoch x;1, ;2 a x;4.
Vypocitame funként hodnotu v bode z; 3. Tato hodnota moze byt nad alebo pod
hodnotou F(z;2) | Obe situdcie st v obrazku zobrazené. Funkcia Fi(z) zobrazu-
je priklad funkcie, ktora by prechadzala hornou hodnotou v bode z; 3 a funkcia
Fi(z) zobrazuje priklad funkcie, ktora by prechadzala dolnou hodnotou v bode
x;3. Rovnako bodkovanou ciarkou si oznacené mozno body nového delenia po-
dintervalu v dalsom kroku. Pod osou x si je uvedené nové delenie v pripadoch
funkcii Fi(x) a Fip(z). Na obrazku je takisto vidno, ze minimé funkcii Fi(x) a
Fri(x) sa nachadzaji na vybranych podintervaloch.

T
I ziy1 Tit1,2 Tit1,3 Tit1,4
IT: Tit1,1 Tit1,2 Tit1,3 Tit1,4

Obr. 2.2: Jeden krok metédy zlatého rezu.

2.3.2 Optimalizacia vo viacrozmernom priestore

Okrem optimalizacie na jednorozmernom priestore sa stretava i s optimaliza-
ciou na viacrozmernom priestore. Uloha je potom iba preformulovand do viac-
rozmerného priestoru. Mame dant redlnu koneéni funkciu F(xy, zo, ..., z,,) na
otvorenej mnozine M € R™

F(zy,29,...,2y) : M - R.

® Ak by nastal pripad, ze F(z;2) = F(x;3), tak z predpokladov funkcie vyplyva, Ze minimum
je na intervale (z; 2, x; 3). Vtedy hociktord volba podintervalu ndm minimum zahina.
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Ulohou je néjst extrém tejto funkcie na mnozine M. Je prirodzené v tomto pripade
definovat m-ticu premennych ako vektor x

X
T2

Tm

V nasej praci sa budeme zaoberat Newtonovej metode a kvazi-Newtonové me-
tody.

2.3.2.1 Newtonova metdoda

Newtonova metdéda pouzitd pri optimalizacii vo viacrozmernom priestore je
prirodzené rozsirenie z jednorozmerného pripadu. Zakladom je aproximéacia fun-
keie F(x) Taylorovim radom 2. stupiia T3 ?(x). Stupeii Taylorovho radu je naj-
mensi, pri ktorom mé aproximovana funkcia extrém. Taylorov rad 2. stupna fun-
kcie F'(x) v m-rozmernom priestore v bode x; je

Ty (x) = F(x;) + DF(x;)" (x — x;) + ; (x = x)" D*F(x) (x = x) , (233)

kde DF(x;) predstavuje vektor prvych derivacii funkcie F'(x) (gradient) v bode
Xi
oF

DF(x):=| ° |(x),
OF
OTm

a D?F(x;) maticu druhych derivicii funkcie F/(x) v bode x; (Hessova matica)

9*F 9*F 9*F
81‘% Ox10x2 T O110Tm
9%F o%°F o%F
Ox20 Ox2 Tt O0x20xm
D*F(x;) := r2on 2 r2or (xi) .
o2F o%F . o2F
0rmOx1  OTmOx2 ox2,

Ak predpokladédme, Ze funkcia F(x) je triedy 4*(M), tak nutnou podmienkou
pre extrém je nulovy gradient funkcie F'(x)

DF(xy) =0, (2.34)

kde x,, je bod, kde je extrém funkcie. Zistujeme extrém Taylorovho radu 2. stupna
funkcie F(x)

DT, (x) = 0.
Riesenie mé potom tvar
-1
xip1 = xi — (D*F(x;))  DF(x;), (2.35)

ktoré existuje prave jedno, ak je matica D*F(x;) reguldrna, inak existuje nekonec-
ne vela riesen{ (rozdiel po¢tu nezndmych m a hodnosti matice h(D?F(x;)) urcuje
dimenziu priestoru rieseni).
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2.3.2.2 Kvazi-Newtonove metody

Od Newtonovej metddy st odvodené iné kvazi-Newtonove metody, ktoré fun-
guju rovnako s jednym rozdielom. Hessova matica v nich nie je ratana priamo, ale
je odhadovana na zaklade gradientov, v kazdom kroku je aktualizovana. Zatial ¢o
pocet prvkov gradientu rastie linearne s poc¢tom parametrov, rastie pocet prvkov
Hessovej matice kvadraticky s poc¢tom parametrov.

Aproximéacia funkcie ma tvar

Fi(x) = F(x;) + DF(x;)" (x — x;) + ; (x —x)" B; (x — x;) , (2.36)

kde sme Hessovu maticu nahradili odhadom B,;.
KedZe sa zmenilo iba oznacenie, tak mozeme rovno pisat riesenie pre hladanie
extrému pre tuto funkciu ako

X1 —x =—(B) ' DF(x;), (2.37)

kde bod x;;; neberieme ako nové x;.1, ale pravi stranu berieme ako smer, v
ktorom hladdme extrém.

Ked uz mame dany smer hladania extrému, tak ide o problém optimalizacie
v jednorozmernom priestore. Ozna¢me p; := X;.1 — X;. Vysledok optimalizacie v
jednorozmernom priestore oznac¢me

Xit1 = X; + a;p;, (2.38)

kde a; je bezrozmerny parameter urcujici polohu bodu x;,; na priamke x; + ap;.
Ked vsak budeme mat novi aproximéciu funkcie v novom bode x;.1, potre-
bujeme novt maticu B;;;. Funkcia bude mat tvar

Fip1(x) = F(Xi1) + DF(xi1)" (x — xi01) + ; (x = Xi1)" By (x — Xip1) -
(2.39)
Na novu funkciu je kladena prirodzena poziadavka. Chceme, aby gradient
funkcie Fjq(x) sa rovnal vypoéitanému gradientu funkcie F(x) v bodoch x; a
;1. Gradient funkcie Fj,;(x) sa rovnd

DE+1(X> = DF(X/L'+1) + B’i+1 (X — XZ'+1) . (240)

V bode x;,1 je tdto podmienka automaticky splnena. Aby sme splnili pod-
mienku aj v bode x;, tak dostaneme maticovi rovnicu

Bz’—l—l (Xi—l-l — Xi) = DF(XH_I) — DF(Xl) . (241)

Zavedenim oznacenia s; := x;.1 — X; a y; := DF(x;11) — DF(x;) sa zjednodusi
tvar rovnice na
Bi—l—lsi =Y. (242)

Ak funkcia F(x) je triedy €*(M) (m4a spojité druhé parcidlne derivicie na
mnozine M), tak podla Schwarzovej vety je Hessova matica symetricka. Preto
i matica B;;; sa predpoklada symetrickd. Tato matica ma w nezavislych

hodnét, zatial ¢o rovnica (2.42) poskytuje iba m vézieb (podmienok, rovnic). Je
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teda badatelné, ze pre m > 2 je potrebné dodat este dodatocnii podmienku pre
jednoznacné urcenie matice B;,q.

Dalej budeme pozadovat, aby nové matica B, sa od starej B; lisila mini-
malne. Na priestore matic mame definované viaceré normy, pomocou ktorych
by sme minimalizovali normu rozdielu matic B;; a B;. Ina volba normy urcuje
novi kvazi-Newtonovu metodu. Pri volbe vazenej Frobeniovej normy sa dosta-
vame ku dvom metédam: Davidonov-Fletcherov-Powellov algoritmus (DFP) a
Broydenov-Fletcherov-Goldfarbov-Shannov algoritmus (BFGS). Tieto metody su
si istym sposobom duélne. Zatial ¢o podmienka na mimimum vazenej Frobeniovej
normy na rozdiel matic ||B;y1 — B;||r poskytuje rovnicu pre aktualizdciu matice

-1 (DFP), tak podmienka na mimimum vaZenej Frobeniovej normy na rozdiel
matic ||B)} — B;'||r poskytuje rovnicu pre aktualizdciu matice B;y; (BFGS).
Ukazuje sa, ze efektivnejsia pri optimalizacii je metéda BFGS, preto si rozobe-
rieme prave tuto.

2.3.2.3 Broydenov-Fletcherov-Goldfarbov-Shannov algoritmus

Pri hladani matice B; 1, ¢o splia dani podmienku minimalizacie vazenej Fro-
beniovej normy ||B;}}; — B;'||r, dostaneme vztah pre aktualizaciu matice a to

B;s;s! B; o/
7 + yy’L

s/ B;s; yi'si
Cely algoritmus potom vyzera tymto spésobom:

1. Vyber pociatoény bod xg.

2. Vypocitaj odhad pociatocnej matice By v bode xg.
3. Vypoditaj pociatocny gradient DF'(xy) v bode xg.
4. Vypocitaj smer hladania p; podla rovnice .
5. N4jdi minimum x;,, na priamke x; + ap;.

6. Vypocitaj gradient DF(x;41) v bode X;41.

7. Vypocitaj novi maticu B;,; podla .

8. Vrat sa k bodu 4. a proces opakuj.
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3. Vysledky, Systém He

3.1 Optimalizacia

V celej nasledujicej kapitole nebudu vlnové funkcie v normovanom tvare. Ked-
ze budeme pouzivat Metropolisov-Hastingsov algoritmus, tak nas bude zaujimat
pomer tychto funkcii (normovacie konstanty sa vykratia). Rovnako pouzivame
atémové jednotky (energie st v Hartree, vzdialenosti v Bohrovych polomeroch
atd.), teda pokial nie si uvedené explicitne, tak sa predpokladaji atémové.

Zakladna idea optimalizacie vyzera nasledujico. Zakladnou tlohou je vyratat
nasledujici vyraz

(o] v}
(¥ v)
Pre Monte Carlo metédu volime hustotu pravdepodobnosti ako o(r) := Zﬁff;))) a
vy¢islovant funkciu ako A(r) := %(r) (lokdlna energia). Kedze v Metropolisovej-

Hastingsovej metdde potrebujeme iba pomer hustot o(r), nepotrebujeme ratat
normalizacni konstantu. Pomocou Metropolisovej-Hastingsovej metody vygene-
rujeme vzorky r;, na ktorych vypocitame veliciny A; := A(r;). Pomocou Statis-
tického spracovania a met6dy blokovania vypocitame strednii hodnotu (A) s od-
hadom chyby (ak je chyby velkd, tak dopocitame dalSie vzorky). Tak dostaneme
pre dané parametre vinovej funkcie jej energiu i odhad.

Tieto hodnoty pouzivame v optimalizacnych metdédach, pre jeden parameter
v metdde zlatého rezu, pre viac parametrov v.BFGS metdéde. Metéda BFGS
vyzaduje znalost vypoc¢tu gradientu. Preto si najprv musime vypocitat parcialnu

(v(p) | Hy(p))

ROOIIOE podla parametra

derivaciu variacnej energie F =

ap

Vidime, ze staci iba generovaf vzorky podla rovnakého rozdelenia, len budeme
vycislovat int funkciu A(r).

V BFGS metdde je potrebné robit optimalizaciu aj na jednorozmernom pries-
tore. Tam vyuzijeme metddu zlatého rezu.

Budeme sa zaoberat singletovym a tripletovym stavom atému hélia v nerela-
tivistickom priblizeni a v Bornovej-Oppenheimerovej aproximacii. Vlnova funkcia
teda zavisi iba od premennych 2 elektrénov. Volba spinového stavu nam ulah-
¢uje volbu vlnovej funkcie zavislej iba od polohovych premennych 2 elektronov.
Podla je vlnova funkcia zévisla od priestorovych siradnic 2 elektrénov pri
singletovom stave symetricka a pri tripletovom stave antisymetricka.

Suradnice elektrénov oznacime ry = (x1, 41, 21) a ra = (9, Yo, 22).
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Podla plati, Ze sa moZeme obmedzit na redlne vlnové funkcie, lebo aj tie
zahfnaju vSetky rieSenia a neide o obmedzenie. Podla mozeme volif funkciu
zavislej od vzdialenosti castic

be(r]) = ¢f(7“1,7"277’21) )
kde 71, r9 a 197 st definované ako euklidovské normy vektorov ri, b a ry := rb— rﬂ

ri(ry) o= ||ralla = (23 + 47 + 2D,
ra(ra) = |[ralla = (23 +y3 + 23)"7,
1/2
ro1(r1,ra) i=||r2 — r1lj2 = [@2 - 1U1)2 + (y2 — y1)2 + (22 — 21)2}
Ak by sme mali vlnovu funkciu zvolenui v tvare

v(r, R) = of (1) o f(r2) g9(ra1) : (3.1)

resp. v tvare
’(ﬁ(rl, r2> = F(TI)F(T’Q)G(Tgl) . (32)
Hamiltonidan mé tvar (v atémovych jednotkéch, v siradnicovej reprezentécii)

f—[\ 1 872_‘_872_’_872 1 8724_872_’_872 3 E_FL (33)
2\ 022  Oy? 073 2\ 03  Oy3 0z rL Ty Tor

Pri vypoctoch sa nam hodia nasledujiice parcidlne derivacie

87’7; . a; . a;
Oa; (22 +y2+ 222 )
Oray ap — a a1 — a
Oar  [(wy — 21)2 + (2 — y1)? + (22 — 21)2]"/? ra
37‘21_ a2 — G2 —
das (e —21)2 4+ (Yo — y1)% + (22 — z1)2]1/2 ror
0 (1) - a; . a;
da; \r;) — (af+yP+22)32
0 <1>_ as — aq _ay—ap
day \191 (29 — 21)2 + (y2 — 1)2 + (22 — 21)2*” 5
8(1)_ a; — asg _al—ag
aaQ T21 [(l‘g — .271)2 + (yg — y1)2 + (22 — 21)2]3/2 T%l ’

kde a € {z,y,2} ai € {1,2} .

1Velkost vektora moze byt oznadend ra1 i r12.
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Vypocitali sme prislusné parcidlne derivacie 1(rq,r2)

e trnrs) = (£ 4 a5 ) ) =

Jaq
) ¥(ry,r2),

ap — a2

aq ’
Fr)E 4 g (r
)%+ g/ ()

0 0
o trnrs) = (10D G /) G2 ) ) =
= <f/(7’2)(;2 + 9/(7“21)a2 — al) Y(ry,re),
2 21
o — a3\
a;g(m,lé) = [ f/(ﬁ)j: +g/(7”21)a1r21a2) +
2 1 2
# (e (2) 4 10t - re0S )
g\ 2 2
+ (9"(7“21) <a1r21a2> + 9/(7’21)7; - g'(“l)W) ] P(re,T2),
0 —ar\?2
a;g(m,m) = [ f/(Tz)ij +g/(T21)a2T21a1) +
2
(770 () 4 70 = o)+
2

21

r@%mg(@_aﬂ +¢wm%1—gwmﬂ@;f“7]¢@hmy

~

Dosadenim vztahov predchadzajucich derivacii do dostaneme pre ¥ (rq,ry)

»
tvar

H 1 1 12

f(rl’m) == §f/(7“1)2 - §f”(7"1) - f’(ﬁ);1 T
1 1 12

- 5]“(7"2)2 - if”(rz) — f’(m)r—2 T

— g (ran)* = ¢"(ra1) — g’(rzl)i + iju
21 To1

+ f/(rl)9/<7“21)(r::2211) - f’(rg)g’(rgl)(r;’:;l)

kde (-,-) je Standardny skaldrny suéin. Postupujic rovnako ako v pripade
dostaneme pre funkcie f(z) a g(z) podmienky

f/(O) =—2 )
1
/
0) ==
g0) =3,
respektive ekvivalentné definované pre funkcie F'(z) a g(x)
F’
o_,
F(0
¢o) 1
G) 2°
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3.1.1 Volba tvaru vlnovej funkcie

KTacovym krokom v pripade variacnej metody je volba tvaru vinovej funkcie.
Volba musi byt samozrejme v stilade s vlastnostami vinovej funkcie vypisanych v
odstavci [I.2] Niektoré vieme splnit priamo volbou funkcie, iné sa daji splnit iba
vhodnou volbou parametrov.

Inspirdciou nam mozu byt presné riesenia vodiku podobnych systémov. Za-
kladny stav systému jedného elektrénu a jadra s ndbojom Z ma charakter

onu(r) =e 7. (3.4)

Rovnaky tvar dostaneme podla v okoli jadra. Ak by sme teda mali
2 nezdavislé elektréony (nepdsobili by na seba Coulombickou interakciou), potom
by riesenie spoloc¢nej vinovej funkcie sme dostali zo sticinu samotnych vlnovych
funkcii elektrénov

wnoz(rlu r2) = eerleme . (35)

Zaujimat nas vsak bude ¢len funkcie, ktory bude zavisiet od ryy, ktory bude
vkladat korelaciu pohybu elektronov. Z vypoctovych dovodov je vyhodnejsie volit
tato funkciu v exponencialnej funkeii

Ui(r, ) = e #rimZratelra). (3.6)

Tento ¢len musi pre velké vzdialenosti r9; byt nezavisly od ry;. Preto ho volime
v tvare

_ P

Q ()’
kde P"(x) a Q™(z) su polynémy stupna n. Ak maji oba polynémy rovnaky
stuper, tak limitne pre x — oo sa funkcia g(x) sprava ako konstanta, ¢o sme
pozadovali. Podla viem vSak aj, ako ma funkcia g(z) limitne vyzeraf pre

r — 0. Musime dostat limitne zavislost .
Pre vlnovua funkciu s jednym parametrom a sme vybrali preto tvar

g(z)

CopOpgt T2l
wlp(rla r2> = e 2m 2r2+2(1+ar21) . (37)

Pre vlnovt funkciu s viacerymi premennymi sme vybrali tvar, kde vo funkeii
g(x) sme vybrali kvadratické polynémy, rovnako sme zamenili ndboj pri 1 a 7o
parametrami, pridali sme aj ¢len, ktory zodpovedd orbitalom typu p a funkciu
sme este osetrili vhodnou symetriou.

d+ergy

br1+cr2+4f2+(T21_g)2 ) (38)

wﬂa(rl, I’Q) = (1 + ﬁlg) (1 + (17“1)8

3.1.2 Vyber generovania vzoriek

Spdsobov ako generovat vzorky do Metropolisovho-Hastingsovho algoritmu
je mnoho. Preto sme si na jednoduchej vinovej funkcii ¥,ez vyskusali 4 rozne
generovania a vybrali najvhodnejsie.

Budeme generovat 3 stradnice dvoch elektronov. Dokopy 6 sturadnic, ktoré
ozna¢ime r = (ry, ry). Pouzili sme nasledujice 4 generovania:
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1. ku polohe r; pri¢itame v kazdej zlozke ndhodné ¢islo z uniformného rozde-

lenia U(—R, R) (generovanie A)

rr'=r+A, AcU(-R R,

2. ku polohe r; pricitame v kazdej zlozke ndhodné ¢islo z normélneho rozdele-
nia N (0, R?) (generovanie B)

rr=r+A, AcN(0, RS,

3. kazdd polohu r/ vyberdme po zloZkdch z normalneho rozdelenia N (0, R?)
(generovanie C)

rl € N (0, R*)®,
4. kazda polohu r! vyberame s hustotou pravdepodobnosti (generovanie D)

ae—ar’l ae—aré

12 2
dnry®  4nrsg

o(ri,n) =

Najprv je potrebné pri jednotlivych generovaniach vybrat vhodni hodnotu
parametra (R alebo «). Od tejto volby zavisi pravdepodobnost prijatia p no-
vej vzorky v Metropolisovom-Hastingsovom algoritme. O tejto pravdepodobnosti
vieme povedat, Ze nechceme, aby bola nizka (blizko nule) lebo by sme casto no-
vl polohu zamietli, vzorky by boli silno korelované a potrebovali by sme vela
vypoctového casu na dosiahnutie urcitej presnosti. Vybrané generovanie ma mat
vlastnost, ze za pomerne kratky ¢as vybrané vzorky dokazu charakterizovat celé
rozdelenie. To je problém generovani A a B, lebo st zavislé od predchédzajice;j
polohy. Ak by bolo R zvolené velmi malé, tak ziskané vzorky sa nebudd nacha-
dzat daleko od pociatoc¢nej polohy, vzorky budu silno korelované a vzorky nebudu
pokryvat celé rozdelenie iba okolie poc¢iato¢ného bodu.

V grafoch az sme zobrazili zavislost pravdepodobnosti prijatia novej
navrhnutej polohy od parametra generovania na zaklade ktorych sme zvolili hod-
notu parametra, ktori sme dalej pouzivali. V kazdom grafe je pre jednu dant
hodnotu parametra zobrazenych 5 vypocitanych pravdepodobnosti.

V pripade generovania A je badat, ze pre velké hodnoty parametra R
pravdepodobnost klesd k nule. Pre malé hodnoty parametra st zase vybrané
vzorky korelované. Preto je vhodné vybrat hodnotu parametra pri ktorom je
pravdepodobnost priblizne pa(Ra) = 0,5. Preto sme vybrali hodnotu Ry = 0, 4.

Generovanie B (3.2)) ma podobny problém ako generovanie A a podobny cha-
rakter grafu. Postupovali sme obdobne a vybrali hodnotu Rg = 0, 25.

V pripade generovania C vidime, Ze rovnako pre malé i pre velké hodnoty
parametra klesa pravdepodobnost ku nule. V oblasti od 0, 2 az 0, 5 vidime, ze dané
hodnét), preto sme radsej vybrali hodnotu parametra, kde je pravdepodobnost
nizsia, ale je maly rozptyl pravdepodobnosti Rc = 0, 6.

V poslednom pripade generovania (generovanie D pravdepodobnost je
pre a = 0 nulova a rovnako klesd k nule pre « rastiice do nekonecna. Hodnota
parametra bola vybrand pri maximalnej pravdepodobnosti ap = 1, 4.
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Obr. 3.1: Zavislost pravdepodobnosti vyberu od parametra generovaného rozde-
lenia (generovanie A).
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Obr. 3.2: Zavislost pravdepodobnosti vyberu od parametra generovaného rozde-
lenia (generovanie B).
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Obr. 3.3: Zavislost pravdepodobnosti vyberu od parametra generovaného rozde-
lenia (generovanie C).

Obr. 3.4: Zavislost pravdepodobnosti vyberu od parametra generovaného rozde-
lenia (generovanie D).
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Pre vybrané hodnoty parametrov sme nésledne zistovali korelaciu N vzoriek
pri jednotlivych generovaniach. Na vybranych vzorkach r; sme vycislili hodnotu
energie E; a nasledne sme vypocitali odhad korelacnej funkcie c¢(n) pre zopar
prvych ¢lenov. Ten sme zvolili

N—n

1
N —n 4

7

" (Es — E)(Eiyn— B).

c(n) =

kde E je vyberovy priemer vzoriek F;.
Aby sme mohli jednotlivé generovania porovnat, zobrazili sme normovany od-
had korela¢nej funkcie d(n)

d(n) = cn). (3.9)

Uvedeny odhad sme ratali pre péat rézne vygenerovanych N vzoriek.

V grafe sme zobrazili pre kazdé generovanie pre péat roznych mnozin vyge-
nerovanych vzoriek zavislost normovaného odhadu korelac¢nej funkcie od relativnej
vzdialenosti vzoriek n. Samozrejme, od vybraného generovania pozadujeme, aby
koreladcia bola najmensia, lebo ta sposobuje vyssi odhad chyby, ¢o zas vedie k
dlhsiemu vypoctu na dosiahnutie danej chyby. Da sa ocakavat, ze generovania,
ktoré vyberaju na zaklade predchadzajicej polohy, budi mat silnejsiu korelaciu.
Toto mdzeme na grafe pozorovat pre generovania A a B. Rovnako je vidno, ze
pri generovani C je niekedy korelacia silnejsia, niekedy slabsia, ¢o by mohlo byt
sposobené tym, ze sa s malou Sancou vygeneruje vzorka, ktorej pravdepodobnost
generovania je velmi malé, ¢o v Metropolisovom-Hastingsovom algoritme sposobi
to, ze sa je mala Sanca, ze sa dalsie navrhované vzorky prijmu. Potom mame v
mnozine vzoriek dlhu sekvenciu jednej hodnoty, ¢o spésobuje vysoku korelaciu.

Z grafu je samozrejmé, ze najslabsia korelacia bola v pripade generovania
D. Preto sme si pre dalsiu pracu vybrali prave toto generovanie.

3.1.3 Vlnova funkcia s jednym parametrom

Ako vlnovi funkciu s jednym parametrom a sme zvolili vinovt funkciu tvaru

Yip(n, R) = ST (3.10)

Najprv musime urcif najvhodnejsiu hodnotu parametra generovania D. Pre
nejaky parameter vlnovej funkcia (zvolili sme a = 0) sme zopakovali rovnaky
proces, ako v pripade vyberu generovania.

V grafe sme zobrazili zavislost pravdepodobnosti prijatia novej navrhnutej
polohy od parametra generovania « (pre dani hodnotu parametra péatkrat). Na
zaklade grafu sme vybrali hodnotu ap = 1, 1.

Rovnako sme v grafe zobrazili zavislost normovaného odhadu korelacnej
funkcie od relativnej vzdialenosti vzoriek n (patkrat pre kazdi hodnotu). Hodno-
tami sme prelozili exponencialnu funkciu dg(n) = e™™/7, aby sme mohli porovnat,
¢i ma korelacna funkcia exponencialny charakter. Prelozena funkcia dosiahla pa-
rameter 7 = (1,724 0,05), kde sme uviedli iba chybu sposobenti prekladanim.
Vzhladom na graf si korelacna funkcia zachovava priblizne exponencidlny charak-
ter.
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Obr. 3.5: Zavislost normovaného odhadu korela¢nej funkcie pre rozne druhy ge-

nerovania.
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Obr. 3.6: Zavislost pravdepodobnosti vyberu od parametra generovania v pripade

vlnovej funkcie jedného parametra.
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Obr. 3.7: Zavislost normovaného odhadu korelacnej funkcie.

Potom sme spustili samotny program optimalizacie. Pouzili sme metodu zla-
tého rezu na hladanie extrému v pripade jedného parametra. Nakolko neratame
funkéné hodnoty presne, upravili sme podmienky na rozhodnutie o deleni. Roz-
chyb funkénych hodnét, kde ¢ sme zvolili ¢t = 2.0. Ako pociato¢ny interval sme
zvolili interval (0, 5).

V grafe 3.8/ sme zobrazili zavislost vypocéitanej energie E(a) stavu od hodnoty
parametra a s chybovymi tseckami. Rovnako sme bodmi prelozili spline krivku
Fgi(a). Tato krivka nedoddva ziadnu dal$iu informdciu, len vykresluje, ako by
napriklad mohol vyzerat priebeh skutocnej funkcie E(a).

Pouzitim jedného parametra sme sa dostali odhad energie zédkladného stavu
ako

Eyp = (—2,8772 £0,0004) , (3.11)

pre parameter a = 0, 172209.

3.1.4 Vlnova funkcia s viacerymi parametrami

Ako vlnovi funkciu s viacerymi parametrami sme zvolili funkciu tvaru

d+ergy

Urp(r, 1) = (1 £ Ppo) |(1+ ary)e T Pria-o?

Pociatoéné parametre sme zvolili bud podla asymptotického spravania ale-
bo podla hodnoty parametra a ziskanej v pripade vinovej funkcie iba s jednym
parametrom. Ich hodnoty st uvedené v tabulkach [3.1], 3.3 a

Nasledne sme urcili pre symetrickt i antisymetricka funkciu najvhodnejsi pa-
rameter generovania rovnako, ako v prechadzajucich prikladoch.

V grafe[3.9sme zobrazili pravdepodobnost prijatia novej vygenerovanej vzorky
od parametra generovania a pre symetricki ps(a) a antisymetrickd vinovu fun-
kciu pa(ar) (trikrat pre dané hodnoty «). Zvolili sme pre dalsie vypocty hodnotu
as = 1,2 pre symetrickil a ay = 0,6 pre antisymetrickti vinova funkciu.
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Obr. 3.8: Zavislost energie stavu od parametra vinovej funkcie a.
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Obr. 3.9: Zavislost pravdepodobnosti vyberu od parametra generovania v pripade
symetrickej a antisymetrickej vlnovej funkcie 7 parametrov.
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Potom sme v grafe |3.10| zobrazili zavislost normovaného odhadu korelacnej
funkcie od relativnej vzdialenosti vzoriek n (trikrat pre kazdd hodnotu). Hodno-
tami sme prelozili exponencidlnu funkciu dx g;(n) = e /™ (X € {9, A}). Preloze-
né funkcia dosiahla parameter 75 = (1,09 £ 0, 03) pre symetrickd vlnovi funkciu
aTa = (0,81 £0,04) pre antisymetricki vinovi funkciu (uvedend iba chyba spo-
sobena prelozenim). Normovana korelacnd funkcia pre oba pripady ma priblizne
exponencialny charakter, ale je viditelné odchylena od skutoc¢nej zavislosti. Za-
vislost korelacnej funkcie nam pomoze urcif, na pocet krokov od prechadzajicej
polohy, aby sme sa minimalizovali korelaciu, a tym odhad chyby, aby sme uSet-
rili vypoctovy ¢as. Vela krokov ndm zasa predlzi vypoctovy ¢as, lebo budeme
potrebovat vela operacii na ziskanie jednej vzorky. Zvolili sme preto 3 kroky.
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Obr. 3.10: Zavislost normovaného odhadu korelacnej funkcie pre symetricka a
antisymetricki funkciu.

Nésledne sme spustili optimalizaciu pre tri pociatocné polohy. Sice je volena
funkcia symetrickd /antisymetricka voci zémene elektronov, tak parametre nie st
volené symetricky.

Zatial ¢o v pripade symetrickej funkcie staci zvolit parametre b a ¢ rovnaké a
optimalizacia najde minimum, tak v pripade antisymetrickej funkcie je potrebné
zvolit pociatocné parametre b a ¢ rozne. Preto sme robili 3 optimalizacie. Jednu
pre symetrickt funkciu (S1) a 2 pre antisymetricka funkciu (A1, A2).

V tabulkdch [3.1] a sme vypisali priebeh optimalizicie pre hodnoty
parametrov a hodnoty energie F (s odhadom chyby AFE) v zavislosti od ¢isla
kroku optimalizacie pre vsetky pripady S1, A1l a A2. Je vidno, ktoré parametre
sa optimalizuju a ktoré nie. V pripade S1 sa optimalizuji prvé tri parametre,
no parametre d az g sa zasadne nemenia. V tomto pripade sa zdd pre danu
presnost tato ¢ast vlnovej funkcie preparametrizovana. V pripade Al a A2 sa
tieto parametre ¢iasto¢ne menili.

V tabulkach , a sme vypisali v§voj hodnot energie p (s odhadom
chyby), viridlovy pomer f| (s odhadom chyby) a veli¢ciny AH pre vietky pripady

2Viridlovy pomer sme definovali ako pomer strednej hodnoty potencidlnej energie (V) a
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S1, Al a A2.

i a b c d e f g E AE

0 | 0,100 | -2,000 | -2,000 | -107,0 | -17,00 | 1,000 | -7,000 | -2,86985 | 0,00050
10,123 | -1,965 | -1,972 | -109,3 | -15,99 | 0,900 | -6,389 | -2,88867 | 0,00050
2 10,140 | -1,932 | -1,954 | -108,8 | -16,17 | 0,931 | -6,567 | -2,89064 | 0,00050
310,183 | -1,840 | -1,946 | -108,0 | -16,77 | 0,926 | -6,635 | -2,89169 | 0,00050
4 10,160 | -1,826 | -2,077 | -108,4 | -16,33 | 0,898 | -6,720 | -2,89384 | 0,00050
5 10,207 | -1,641 | -2,240 | -108,2 | -16,85 | 0,871 | -6,815 | -2,90048 | 0,00050
6 | 0,207 | -1,641 | -2,240 | -108,2 | -16,85 | 0,871 | -6,815 | -2,90059 | 0,00050
7 10,238 | -1,554 | -2,257 | -107,3 | -17,19 | 0,878 | -6,899 | -2,90057 | 0,00050
8 10,238 | -1,554 | -2,257 | -107,3 | -17,19 | 0,878 | -6,899 | -2,90031 | 0,00050
9 10,224 | -1,616 | -2,175 | -107,3 | -17,15 | 0,907 | -6,849 | -2,90086 | 0,00050
10 | 0,208 | -1,612 | -2,263 | -107,9 | -16,85 | 0,876 | -6,896 | -2,90062 | 0,00050
11 10,219 | -1,598 | -2,222 | -107,7 | -17,16 | 0,880 | -6,880 | -2,90171 | 0,00050
12 1 0,224 | -1,592 | -2,232 | -108,3 | -17,16 | 0,845 | -6,938 | -2,90265 | 0,00050
13 10,209 | -1,624 | -2,202 | -109,3 | -17,27 | 0,792 | -6,868 | -2,90153 | 0,00050
14 1 0,212 | -1,605 | -2,227 | -109,4 | -17,60 | 0,781 | -6,840 | -2,90191 | 0,00049
151 0,204 | -1,613 | -2,225 | -110,3 | -18,03 | 0,745 | -6,766 | -2,90107 | 0,00050
16 | 0,213 | -1,596 | -2,215 | -108,4 | -17,72 | 0,840 | -6,864 | -2,90111 | 0,00049
17 10,222 | -1,593 | -2,209 | -107,7 | -17,68 | 0,848 | -6,874 | -2,90172 | 0,00050

Tabulka 3.1: Cislo kroku 4, hodnoty parametrov po i-tom kroku optimalizacie,
hodnoty energie £ s odhadom chyby AFE pre pripad S1.

Pre lepsiu predstavu sme v grafoch [3.11] zobrazili vyvoj energie stavu
aj s chybou. Je vidief, Ze priblizne 5 krokov sa energia stavu rapidne znizila a
nasledne uz len oscilovala okolo jednej hodnoty. V pripadoch A1 a A2 sa vzhladom
na velkost chyby neda jednoznacne povedat, v ktorych z tychto lokalnych minim
sa nachadza globalne minimum.

V grafe sme zobrazili vyvoj viridlového pomeru a spravnu hodnotu pre
presny stav —2. Je vidiet, Ze v prvych piatich krokoch (ked sa znizovala energia)
sa postupne hodnoty priblizovali ku spravnej hodnote a nasledne sa hodnoty po-
hybovali okolo hodnoty —2, no uz nezmensovali svoj rozptyl od spravnej hodnoty.

V grafe|3.14]sme zobrazili vyvoj veliciny A H. Obdobne ako pri inych veli¢inach
i tu v prvych 5 krokoch je badat pokles veliciny ku spravnej hodnote 0, ale
nasledne sa uz hodnota nezlepsuje.

Na porovnanie najlepsich vypocitanych hodnot energie s experimentalnymi a
vypocitanymi hodnotami z inych zdrojov sluzi tabulka [3.7, Vidime, Ze vypocitané
hodnoty s nizsie ako blizko-limitné hodnoty Hartreeovej-Fockovej metody. Do-
konca iba pouzitim jedného parametra. V pripade singletu sme pouzitim vlnovej
funkcie so siedmymi parametrami znizili horny odhad energie zakladného stavu
na rozdielom E;p — Ey,, = 0,0011 od presného vypoctu (s presnostou AE =
= 0,0005). V pripade tripletu podobna vIlnové funkcia so siedmymi parametrami

kinetickej energie (T')

—~

V)

pi= 1% (3.12)
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Obr. 3.11: Zavislost energie stavu E' s odhadom chyby od ¢isla kroku optimalizacie
¢ v pripade S1.
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Obr. 3.12: Zavislost energie stavu E' s odhadom chyby od ¢isla kroku optimalizacie
i v pripade Al a A2.
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Obr. 3.13: Zavislost virialového pomeru p s odhadom chyby od ¢isla kroku opti-
malizacie ¢ v pripadoch S1, A1l a A2.
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Obr. 3.14: Zavislost hodnoty AH od ¢isla kroku optimalizéacie i v pripadoch S1,
Al a A2.
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1 E AFE D Ap AH
0 |-2,86985 | 0,00050 | -1,8567 | 0,0011 | 0,380
1 | -2,88867 | 0,00050 |-1,9575 | 0,0015 | 0,298
2 | -2,89064 | 0,00050 | -1,9725 | 0,0015 | 0,325
3 |-2,89169 | 0,00050 | -2,0350 | 0,0014 | 0,410
4 | -2,89384 | 0,00050 | -1,9585 | 0,0017 | 0,284
5 | -2,90048 | 0,00050 | -1,9747 | 0,0024 | 0,233
6 | -2,90059 | 0,00050 | -1,9692 | 0,0022 | 0,240
7 1-2,90057 | 0,00050 | -2,0065 | 0,0022 | 0,271
8 |-2,90031 | 0,00050 | -2,0081 | 0,0022 | 0,276
9 |-2,90086 | 0,00050 | -2,0232 | 0,0021 | 0,282
10 | -2,90062 | 0,00050 | -1,9702 | 0,0021 | 0,255
11 | -2,90171 | 0,00050 | -2,0023 | 0,0023 | 0,258
12 | -2,90265 | 0,00050 | -1,9934 | 0,0023 | 0,257
13 | -2,90153 | 0,00050 | -1,9961 | 0,0022 | 0,251
14 | -2,90191 | 0,00049 | -1,9921 | 0,0023 | 0,239
15 | -2,90107 | 0,00050 | -1,9935 | 0,0024 | 0,245
16 | -2,90111 | 0,00049 | -2,0054 | 0,0021 | 0,272
17 | -2,90172 | 0,00050 | -2,0049 | 0,0022 | 0,273

Tabulka 3.2: Cislo kroku 4, hodnoty energie E s odhadom chyby AE, viridlovy
pomer p s odhadom chyby Ap a hodnota veliciny AH pre pripad S1.

dokéazala znizif horny odhad energie zakladného stavu na rozdiel Erp — Eyur =
= 0,008 od presného vypoctu. Aj ked je to pod limitom Hartreeovej-Fockove;
metody, v tomto pripade je dostatocény priestor na zlepsenie. Na porovnanie este
slizi experimentalna hodnota, ktora sa lisi od presného vypoctu (variaénd meté-
da), pretoze zahrnuje dalsie korekcie ako relativistické korekcie, spinové interakcie,

vplyv velkosti jadra a mnoho dalSie.
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? a b c d e f g E AFE

0 | 0,1000 | -2,000 | -0,700 | -107,0 | -17,00 | 1,000 | -7,000 | -2,11881 | 0,00050
1 10,1019 | -1,975 | -0,687 | -107,3 | -15,53 | 0,826 | -5,697 | -2,13733 | 0,00050
1 10,0921 | -2,102 | -0,647 | -107,4 | -14,57 | 0,757 | -5,511 | -2,14497 | 0,00050
3 10,0878 | -2,169 | -0,512 | -107,3 | -12,48 | 0,803 | -7,075 | -2,15468 | 0,00050
4 10,0986 | -2,092 | -0,378 | -107,1 | -10,12 | 0,845 | -8,201 | -2,16429 | 0,00048
5 10,0995 | -2,075 | -0,405 | -107,1 | -10,48 | 0,844 | -8,056 | -2,16512 | 0,00049
6 | 0,0997 | -2,073 | -0,417 | -107,1 | -9,86 | 0,826 | -8,076 | -2,16550 | 0,00049
7 10,0984 | -2,069 | -0,429 | -107,0 | -7,24 | 0,760 | -8,192 | -2,16590 | 0,00049
8 10,0965 | -2,083 | -0,438 | -107,0 | -5,25 | 0,697 | -8,125 | -2,16617 | 0,00048
9 10,0971 | -2,080 | -0,435 | -107,0 | -5,86 | 0,712 | -8,087 | -2,16581 | 0,00049
10 | 0,0979 | -2,077 | -0,428 | -107,0 | -6,25 | 0,725 | -8,086 | -2,16639 | 0,00050
11 ] 0,0987 | -2,069 | -0,422 | -107,0 | -5,63 | 0,712 | -8,112 | -2,16577 | 0,00049
12 10,0982 | -2,073 | -0,427 | -107,0 | -5,25 | 0,698 | -8,090 | -2,16577 | 0,00049
13 10,0977 | -2,074 | -0,431 | -107,0 | -4,63 | 0,679 | -8,062 | -2,16544 | 0,00049
14 10,0978 | -2,073 | -0,437 | -107,0 | -3,63 | 0,638 | -8,090 | -2,16571 | 0,00049
15 10,0978 | -2,073 | -0,436 | -107,0 | -3,02 | 0,608 | -8,144 | -2,16654 | 0,00049
16 | 0,0978 | -2,073 | -0,436 | -107,0 | -3,02 | 0,608 | -8,144 | -2,16719 | 0,00048

Tabulka 3.3: Cislo kroku 4, hodnoty parametrov po i-tom kroku optimalizacie,
hodnoty energie £ s odhadom chyby AFE, viridlovy pomer p s odhadom chyby
Ap a hodnota veliciny AH pre pripad Al.

7 E AFE P Ap AH
0 | -2,11881 | 0,00050 | -1,8808 | 0,0017 | 0,418
1 |-2,13733 | 0,00050 | -1,9987 | 0,0020 | 0,380
1 |-2,14497 | 0,00050 | -1,9289 | 0,0019 | 0,364
3 | -2,15468 | 0,00050 | -1,8793 | 0,0019 | 0,361
4 | -2,16429 | 0,00048 | -2,0004 | 0,0040 | 0,191
5 |-2,16512 | 0,00049 | -1,9961 | 0,0040 | 0,195
6 | -2,16550 | 0,00049 | -2,0019 | 0,0039 | 0,203
7 |-2,16590 | 0,00049 | -2,0022 | 0,0038 | 0,203
8 |-2,16617 | 0,00048 | -1,9825 | 0,0038 | 0,203
9 | -2,16581 | 0,00049 | -1,9922 | 0,0038 | 0,202
10 | -2,16639 | 0,00050 | -1,9891 | 0,0038 | 0,217
11 | -2,16577 | 0,00049 | -2,0138 | 0,0042 | 0,182
12 | -2,16577 | 0,00049 | -2,0102 | 0,0038 | 0,203
13 | -2,16544 | 0,00049 | -1,9986 | 0,0036 | 0,209
14 | -2,16571 | 0,00049 | -2,0027 | 0,0040 | 0,191
15 | -2,16654 | 0,00049 | -1,9999 | 0,0035 | 0,226
16 | -2,16719 | 0,00048 | -1,9971 | 0,0038 | 0,199

Tabulka 3.4: Cislo kroku 4, hodnoty energie E s odhadom chyby AE, viridlovy
pomer p s odhadom chyby Ap a hodnota veliciny AH pre pripad Al.
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7 a b c d e f g E AFE

0 | 0,1000 | -0,700 | -2,000 | -107,00 | -17,00 | 1,000 | -7,000 | -2,13525 | 0,00050
10,1071 | -0,567 | -1,996 | -107,28 | -15,86 | 0,860 | -5,901 | -2,16132 | 0,00050
20,1124 | -0,488 | -1,995 | -107,04 | -15,86 | 1,033 | -7,489 | -2,16564 | 0,00050
30,1138 | -0,493 | -1,993 | -107,04 | -15,48 | 1,018 | -7,514 | -2,16631 | 0,00049
4 10,1163 | -0,496 | -1,992 | -107,03 | -14,86 | 0,994 | -7,568 | -2,16592 | 0,00049
50,1235 | -0,502 | -1,987 | -107,01 | -13,25 | 0,937 | -7,695 | -2,16688 | 0,00049
6 | 0,1207 | -0,497 | -1,988 | -107,01 | -13,87 | 0,964 | -7,681 | -2,16698 | 0,00048
710,1224 | -0,501 | -1,987 | -107,01 | -13,48 | 0,945 | -7,674 | -2,16631 | 0,00048
80,1180 | -0,496 | -1,990 | -107,00 | -14,48 | 0,982 | -7,616 | -2,16700 | 0,00050

Tabulka 3.5: Cislo kroku 4, hodnoty parametrov po i-tom kroku optimalizacie,
hodnoty energie E s odhadom chyby AF, viridlovy pomer p s odhadom chyby
Ap a hodnota veliciny AH pre pripad A2.

7 E AFE P Ap AH
0 | -2,13525 | 0,00050 | -1,8645 | 0,0018 | 0,390
11]-2,16132 | 0,00050 | -1,9971 | 0,0028 | 0,236
2 | -2,16564 | 0,00050 | -1,9834 | 0,0044 | 0,198
3 |-2,16631 | 0,00049 | -1,9869 | 0,0038 | 0,215
4 | -2,16592 | 0,00049 | -1,9992 | 0,0040 | 0,192
5| -2,16688 | 0,00049 | -2,0002 | 0,0040 | 0,193
6 | -2,16698 | 0,00048 | -1,9892 | 0,0038 | 0,198
7| -2,16631 | 0,00048 | -1,9955 | 0,0039 | 0,189
8 | -2,16700 | 0,00050 | -1,9863 | 0,0051 | 0,179

Tabulka 3.6: Cislo kroku 4, hodnoty energie E s odhadom chyby AE, viridlovy
pomer p s odhadom chyby Ap a hodnota veliciny AH pre pripad A2.

stav 1S He 35S He
model neinteragujucich elektrénov —2,75 —
blizko limity HFM [ [6] —2,8617 —2,1638
variand metédda [7] —2,903724 —2,175229
experiment [8], [9] —2,903694 —2,175337

1 parameter
7 parametrov

(—2,8772 & 0,0004)
(—2,9026 == 0, 0005)

(—2,1672 = 0, 0005)

Tabulka 3.7: Porovnanie vypocitanych a experimentalnych hodnot.
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3.1.5 Vlastnosti optimalizovanej funkcie

Okrem hodnoty energie, viridlneho pomeru a veli¢iny AH preskiimame dalsie
vlastnosti vinovej funkcie s optimalizovanymi parametrami a porovname ich s
vlastnostami skutoc¢nej vlnovej funkcie.

Radialna elektrénova hustota

Pre singlet sme v grafe porovnali radidlnu elektrénovi hustotu neinte-
ragujucich elektrénov Dy, (r), limity Hartreeovej-Fockovej metédy Dyp(r) a na-
sej vlnovej funkcie s optimalizovanymi parametrami Dg; (). Na oboch hustotach
Dyr(r) a Dsi(r) je vidno, ze pridanie Coulombickej interakcie medzi elektrony
sposobilo rozostipenie hustoty dalej od centra. Obe hustoty Dyp(r) a Dsi(r) sa v
grafe prekryvaju a nie je vidno ziadne vyrazné rozdiely. I napriek tomu poskytuje
optimalizovana funkcia lepsiu hodnotu energie.
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Obr. 3.15: Radidlna elektrénova hustota neinteragujicich elektronov Dy, (), limi-
ty Hartreeovej-Fockovej metddy Dyp(r) a optimalizovanej vinovej funkcie Dgy (1)
pre singletovy stav.

Asymptotické spravanie

Skutocna vlnova funkcia ma podla spliiat viaceré vlastnosti pri limitéch
ry — 0, 712 = 0 a ry — co. Pri limitach do nuly pre nas systém musi platit podla
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Pre limitu do nekonec¢na sme pouzili v limite asymptotické spravanie vinovej
funkcie a dostali uvedena limitu.

Ioniza¢nui energiu uréime na zaklade rozdielu energie prislusného stavu z ta-
bulky a energie He™, ktord je v naSom pripade presne 2,00. Tym dostédvame
pre singlet priblizne /215 ~ 1, 34 a pre triplet priblizne /215 ~ 0, 59.

Pre pripady S1 a Al sme pre rozne vinové funkcie (rézny krok optimaliza-
o
aTjk
P
vzdialenosti boli zvolené jednotkové). Definujeme teda nasledujice funkcie

cie 1) vykreslili funkciu (rmn) v zévislosti od rj, (ostatné zavislé neurcené

i
E(Tl) = Ory (7’1,7“2 = 1,7”12 = 1),
(05
O
Gi(ri2) = 222 (ry = Lry = 1,7p2)
(05
kde vinova funkcia ©; (7, ) znamend vinové funkcia po i-tom kroku optimalizécie.

V pripade limity do nekone¢na sme vykreslili rovnaku funkciu v zavislosti od
1 / Tjk-

V pripade singletu a limity jadro — elektrén (3.16) pozorujeme pocas opti-
malizacie posun ku hodnote —2. Pri limite elektrén — elektrén dostaneme
hodnotu 0,3 oproti 0,5. Pri limite do nekonec¢na sa pocas optimalizacie
hodnota zvysuje ku —1,6 (spravna —1,34).

V pripade tripletu a limity jadro — elektron sa hodnota pocas optimali-
zacie zastavi na —1,7. Limita elektréon — elektron dostavame podobne ako
v pripade hodnotu okolo 0, 3. Pri limite do nekone¢na sa optimalizaciu
dostéavame ku hodnote —0,45 (spravna —0, 59).

V pripade limity do nekonecna nas prilis asymptotické spravanie nezaujima,
kedZe vplyv tejto oblasti do energie systému je maly. Preto tato limita nie je v
pripade optimalizacie energie rozhodujica a zhodné s teoretickou hodnotou.

Vseobecne plati, ze ak by sme parametre obmedzili podla uvedenych limitnych
podmienok, tak to zhorsi vysledok energie, kedze hocijaka vézba znizuje stupen
volnosti optimalizacie.

Prierez hustoty pravdepodobnosti

Pre lepSiu vizualizdciu sme si zobrazili v grafoch [3.22) a7 [3.27] rez kvadrétu
vlnovej funkcie |1|* pre tri konkrétne polohy prvého elektrénu (poloha vo vzdia-
lenosti 0,5; 1,0 a 1,5 od pociatku). Poloha 1. elektrénu je zobrazend plnym
krizkom. Vykreslené st konttrové grafy kvadratu vinovej funkcie [1]? v rovine
Ta, y2. V grafoch az vidime presunutie hustoty pravdepodobnosti od
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Obr. 3.16: Zavislost F;(ry) pre 0., 4., 8. a 12. krok optimalizacie pre S1.
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Obr. 3.18: Zavislost F;(ry) pre 0., 4., 8. a 12. krok optimalizicie pre S1.
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Obr. 3.21: Zéavislost F;(rq) pre 0., 5., 10. a 16. krok optimalizacie pre Al.
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prvého elektronu. V pripade tripletového stavu v grafoch az sa dokon-
ca hustota pravdepodobnosti vytratila priblizne z oblasti polomeru vzdialenosti
prvého elektronu od pociatku.
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1 . . . 0,03

0,025
05 .
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0,018 ~——— 0,006
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Obr. 3.22: Rez kvadrdtu vlnovej funkcie |¢|*> optimalizovanej funkcie
115(0,2; 0; 0; zo; yo; 0)|* pre singletovy stav s vyzacenim polohy 1. elektrénu (kri-
z0k).
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Obr. 3.23: Rez kvadratu

z0k).

vlnovej funkcie
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|¥)|*  optimalizovanej
115(0,5; 0; 0; To; yo; 0)|* pre singletovy stav s vyzacenim polohy 1. elektrénu (kri-
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-0,5 |
_1 1 1 1 L |
-1 -0,5 0 0,5 1
€2
0,003 - 0,0015 -———--
0,0025 - 0,001 ------
0,002 0,0005 -~ -

Obr. 3.24: Rez kvadrdtu vlnovej funkcie |¢|*> optimalizovanej funkcie
115(0,9; 0; 0; To; yo; 0)|* pre singletovy stav s vyzacenim polohy 1. elektrénu (kri-
z0k).
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€2
0,009 - 0,004 -
0,008 - 0,003 --—-
0,007 s 0,002 -
0,006 -———-- 0,001 ——

Obr. 3.25: Rez kvadrdtu vlnovej funkcie |¢|*> optimalizovanej funkcie
|14 (0, 2; 0; 0; z2; y2; 0)|? pre tripletovy stav s vyzacenim polohy 1. elektrénu (kri-
70k).
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Obr. 3.26: Rez kvadratu vlnovej funkcie [1|> optimalizovanej funkcie
114 (0, 5; 0; 0; z2; y2; 0)|? pre tripletovy stav s vyzacenim polohy 1. elektrénu (kri-
70k).
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Obr. 3.27: Rez kvadratu vlnovej funkcie [1|> optimalizovanej funkcie
114 (0, 9; 0; 0; z2; y2; 0)|? pre tripletovy stav s vyzacenim polohy 1. elektrénu (kri-
70k).
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Zaver

Ukazalo sa, ze pre jednoduchsi systém, akym je hélium, sa d4 najst skusma
vlnova funkcia, ktora po optimalizacii par parametrov dava energiu s chemic-
kou presnostou. Kedze vSak nasa metdda je variacna a jedina optimalizovana
vlastnost je energia, tak optimalizovand skusméa vinova funkcia méze byt neza-
nedbatelne rozdielna od presnej vinovej funkcie zakladného stavu. Tieto rozdiely
je badat na niektorych vlastnostiach (asymptotické spravanie, hodnota veli¢iny
AH), ktoré sa nezhoduju s predpokladanymi vlastnostami presného zakladného
stavu. Napriek tomu oproti Hartreeovej-Fockovej metdéde sme dostali lepsie hod-
noty odhadu energie. Na radidlnej hustote je vsak tento prispevok len relativne
malo viditelny. Tato vlastnost je rovnako badatelnd i podla [10].
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4. Dodatky

4.1 Separacia premennych

Téato operécia sa casto vyskytuje, preto ju urobime vseobecne. Predpokladaj-
me, ze mame dva linearne operatory A a B a riesime rovnicu vlastného problému
s vlastnym ¢islom A vo tvare

(A+ B)f(X,Y) = M(X,Y), (4.1)

kde X a Y st usporiadané mnoziny premennych. Dalej predpokladajme, Ze ope-
rator A posobi na funkciu f(X,Y) iba podla mnoziny premenngch X a operdtor
B posobi na funkciu f (X,Y) iba podla mnoziny premennych Y.

V takom pripade sa dd hladané funkcia f(X,Y") riesit v tvare

FXY) = fa(X)fe(Y), (4.2)

kde funkcie fa(X) a fg(Y) st vlastné funkcie operdtorov A a B s vlastnymi
Cislami Ap a Ap

Overenie urobime dosadenim pri¢om vyuzijeme linearitu operatorov, rovnice
(4.3) a (4.4) a ze posobia iba na svoju mnozinu premennych
(A+B)f(X,Y) = Af(X,Y) £ Bf(X,Y) =

A
A(fa(X)fa(Y)) £ B(fa(X) f5(Y)) =
fs(Y
fo

VAfA(X) £ fa(X)Bfp(Y) =
(V)Aafa(X) £ fa(X) A fa(Y) =

= (A £ As)a(X) fB(Y) =
()\A:i:)\B) (X,Y).

Vlastné ¢islo A funkcie f(X,Y) je potom sic¢tom/rozdielom vlastnych ¢isel funkeii

fa(X) a fa(Y)
A=At Ap. (4.5)

4.2 Ortogonalita vlastnych funkcii

Predpokladajme operator A definovany na mnozine funkcif M. Hermitovsky
zdruzeny operator k operatoru A je operator A" tie definovany na mnozine
funkcii M, pre ktory plati

(Y € M,Yp € M) ((v | Ap) = (A9 ). (4.6)

Ak plati A= A", tak operator A nazyvame hermitovsky (samozruzeny).
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Jeho vlastné ¢isla su redlne ¢isla, pricom sme v nasledujicom postupe pou-
zili linearitu skaldrneho sucinu (-, -) v druhom argumente, antilinearitu v prvom
argumente, definiciu hermitovského operatora a rovnicu vlastného problému.

(| A¢n> (Un | Anthn) =
Ap (Y | Yn)
= A, <1/’n | %)
Norma funkcie 9, je nulova iba v pripade, ak je samotna funkcia nulova. Lenze
pri rieseni vlastného problému sa hladaji netrividlne (nenulové) riesenia, preto

musi platit

¢o na obore komplexnych &isel spliiajt iba redlne ¢isla (A, € R). R
Predpokladajme, ze mame dve vlastné funkcie 11 a 15 operatora A s vlastnymi
¢islami A; a As, ktoré su rozne (A; # Ay). Potom vlastné funkcie ¢, a 1y st
ortogonalne voci skaldrnemu stucinu (-, -).
<¢1 ‘A¢2> (Y1 | Agthg) =
= Ay (Y1 [12)
(1| Adby) = (At |4hn) =
= (A1 [ 1) =

= Ay (Y1 | 12)
(11

0= (Al ) W2>

Kedze sme predpokladali rozne vlastné cisla, musi byt nulovy skalarny sucin
vlnovych funkcii ¥; a 1s.

4.3 Komutatory

Pri odvadzani viridlového teorému bolo potrebné vypocitat dva komutatory.
Preto si v tomto dodatku najprv napiseme zékladné vlastnosti komutéatorov (ktoré
pouzijeme) a dané komutatory vyjadrime.

Vo vSeobecnosti definujeme komutdtor |-, -] ako bilinedrne zobrazenie na vek-
torovom priestore W do vektorového priestoru W

[ ] WXxW =W, (4.8)
ktoré spliia dve vlastnosti:
1. Pre kazdé dva prvky a a b z W je antisymetricky:
(Va,b € W) ([a,b] = —[b,a]) . (4.9)
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2. Pre kazdé tri prvky a,b a c z W plati Jacobiho identita:

(Va,b,c € W) ([[a, b], c] + [[b, ], a] + [[c,a],b] = 0) . (4.10)

Dvojica (W, [-,-]) sa potom oznacuje ako Lieova algebra.
Volba komutatora v tvare

[a,b] := ab — ba (4.11)

spliia definiciu a je najcastejsia.

Najskor si zopar jednoduchych komutatorov vypocitame, neskor ich vyuzije-
me. Samotné komutatory st operatory a si teda definované pdsobenim na nejakt
vSeobecnt funkciu v danej reprezentacii, napriklad stiradnicovej f(r;). Zakladné
operatory, v ktorych budeme vyjadrovat operatory st operator k-tej sturadnice
T, k-tej zdruzenej hybnosti p, a potencidlu V. Ich vzajomné komutatory vyra-
tame. Komutator rovnakého operatora je z antisymetrie nulovy operdtor (nula,
vy¢isleny na funkeii)

(A, Al = —[A, A =0=0. (4.12)

Vdaka antisymetrii tak lahko vypocitame aj komutatory, ktoré vznikni zame-
nou operatorov. Preto budeme ratat iba paf netrividlnych komutatorov: [Zy, 7],
[ﬁk?ﬁl]’ [@\kvﬁlh [./T\k;,‘/] a [ﬁ]ﬁv]

V stradnicovej reprezentacii maju operatory tvar

T = Tk

0
5 _in 2
Pk Zaxka
V=V,

kde potencial V' (r;) explicitne zavisi iba od stradnic castic (r;).
V impulzovej reprezentacii maju operatory tvar
p\k = Pk
.0
Ty = 1th—,
Ok

V:VGha>.
Op;

Komutatory [Zg, 7| a [Pk, p1] st nakoniec pomerne jednoduché pri vhodne
zvolenej reprezentacii. V prvom pripade je vhodna stradnicova reprezentacia,
kde je komutator nulovy jednoducho z komutacie nasobenia funkcii, v druhom
pripade impulzova reprezentacia, kde je rovnako komutator nulovy z rovnakého
dovodu. V opacne zvolenej reprezentécii (v prvom pripade impulzovej, v druhom
pripade stradnicovej) dostdvame rovnako nulu za predpokladu zamenitelnosti
(komutécie) parcialnych derivacif, ¢o plati pre funkcie triedy €2(R* ]

'Priestor funkcii €™ (M) obsahuje funkcie, ktoré maji na mnozine M spojité vietky n-té
parcialne derivacie, na hranici mnoziny M v prislusnom smere.
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Pre treti komutator dostavame teda

[Zr, DI = (—zhaxl> —~ [—z’haxl (xkf)] =

&zzl &vl
= ihop f,

kde sme pouzili Leibnizovo pravidlo pri derivacii a fakt, ze stiradnice st nezévisléﬂ
Pre stvrty komutator mame

@k, VIf =2k (V) =V (2 f) =0,

kde sme dostali nulu, lebo operacie st len nasobenia funkcii, ktoré je komutativne.
A posledny komutédtor sa rovna

I 0 aof
e, V] f = _Zhﬁxk V)=V <_Zh8xk>
_ v . 0f of
= _Zhﬁxk hv@xk +1 hvaxk
8V
— 8 kf

kde sme pouzili Leibnizovo pravidlo pri derivacii.
Dostali sme teda pat uzitoénych komutatorov

[Pk D] =0, (4.14)
[Zk, 1] = il (4.15)
(@, V] =0, (4.16)
5 LoV

Pri vypocte komutatora [z, H] pouzijeme nerelativisticky Hamiltonién, ktory
ma tvar

H = Z

Dosadime rovnicu (4.18) do komutétora, vyuzijeme linearitu komutatora z

(4.18)

2ml

2Pri parcidlnej derivacii stiradnice x;, podla stiradnice z; je v pripade zhody indexov jednotka
a pri roznych indexoch nula, kvoli nezavislosti suradnic.
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definicie, vztah a komutatory a (4.16).
oo 1) = [p > 247 -
m
- Z [wk,ﬁﬂ + {fk,f/] =
— (D [T, 1] + [Zr, D) D1) + 0 =

(QZh(Sklpl)

Podobne postupujeme aj v pripade vypoctu komutatora [ﬁk,ﬁ |. Dosadime
rovnicu (4.18) do komutétora, vyuzijeme linearitu komutatora z definicie, vztah

[59) a komutitory (£14) a (L.17).

— N B -
D 7H = |D ) — + V =
[k, H] [pk zz; 2my ]
3N 1 N
= Z (D1 [Pr> D) + [Dr» D1) 1) + [ﬁm V} =
(9V
=0- ’Lhaixk

Dostali sme tak dva uzitoéné komutatory

7 th
P ov

4.4 Potencial vo viaccCasticovom systéme

V prvom rade budeme musiet zaviest okrem indexovania siradnic (k,[,...) i
indexovanie castic (K, L,...). Kartézske stiradnice K-tej Castice st

(XK>YK7 ZK) = (3?31(—273331{—1,51?31()- (4-21)

Ak je potencidl medzi dvoma ¢asticami (K-ta a L-ta Castica) vzédjomne sfé-
ricky symetricky, zavisi iba od ich vzajomnej vzdialenosti rx; danej vztahom
(euklidovskd metrika)

rce = (X = X0)? + (Vi = Y)? + (Zic — 2)7] . (4.22)
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a potencial medzi dvoma cCasticami ma potom tvar
Vir(Xk, Y, Zx, X1, Y1, Z1) = Vir(rkL) - (4.23)
Nech naviac ma este potencial sSpecialny mocninovy tvar

Vkr(rxr) = axnryr (4.24)

kde n je exponent pre vsetky dvojice (K, L) rovnaky a ax, koeficient vo vSeobec-
nosti zavisejuci od dvojice (K, L).
Celkovy potencial V(r;) potom dostaneme s¢itanim, cez vsetky dvojice

= i i VKL TKL (425)

K=1L=K+1
Nés bude zaujimat derivacia potencidlu podla sturadnice zy, teda 37‘2, ale
potencidl mame vyjadreny v suradniciach (Xg, Yk, Zk). Preto budeme musiet

poznaf vztah medzi nimi pri derivovani. Celkom jednoducho déjdeme na vztahy

0Xkg 5 g 5 072
Drn k(3K—2) 5 A k(3K—1)

= 4.2
aﬁlfk 5k(3K) 3 ( 6)

kde sme vyuzili to, ze ak ide o korespondujiice siradnice (rovnaké) derivicia
je jeden a v inom pripade st to nezavislé suradnice, vtedy je derivacia nula.
Pri rétani % tak dostaneme

ov o0 (L X
ail'k B 871‘]6 (KE::I L:EK:—H VKL(TKL)) N
9
L Oz,
9

AgLrer) =
8.Tk< KL KL)

(Vkr(rkr)) =

~

M= 7= 7= 7=

1

e

kg (X = X0) + (Vi = Y2)* + (Zi — z0y’]"” =

Tk

~

Il Il I Il
5M2 U= 2= 2=
Qv

1

n/2—1

OéKLg [(XK — X1)?+ (Y — Y1) + (Zk — ZL)Q}

=
I

L 1

2[(XK X1)(Or@r—2) — Okr—2)) + (Y — Y1) (Or@r-1) — Or3—1))+
+ (Zx — Z1)(OrK) — On@e )]

Nas zaujima vyraz VV - 7. Teda do definicie v stradnicovej reprezentacii do-
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sadime predchadzajuci ¢len a uz len upravujeme

=ny > > oaxr [(XK — X1)? + (Yi = Y1)’ + (Zx — ZL)Q}

k=1 K=1 L=K+1
: {(XK — X1)(Orir—2) — Oksr—2)) + (Y — Y1) (Orir—1) — Okzr—1))+

+ (Zx — Z1)(OrsK) — 5k(3L))]$k =
:nz Z KT, {(XK—XL)2+(YK—YL)2+<ZK—ZL)2}

K=1L=K+1

n/2—1

n/2—1

3

=

(]

[(XK — X1)(Orir—2) — Oksr—2)) + Ye — Y1) (Or@r—1) — Oksr—1))+

o
—_

+
—~

ZK — ZL)(5k(3K) - 5k(3L))]$k =
N 9 9 9 n/2—1
:nz Z QKL{(XK—XL) +(YK—YL) +<ZK—ZL)} .
K=1L=K+1
: {(XK - XL)(%K—Q - 9331:—2) + (YK - YL)(ﬂsz—l - SB3L—1)+

+(Zx — Z1)(x3x — mSL)] =

N N
n/2
=n > > axn [(Xk = Xp) + (Ve = Vo) + (Zx — 202" =
K=1L=K+1
— ¥,

kde sme vyuzili zamenitelnost stim, zosumovanie cez Kroneckerovo delta,
vzajomné jednoznac¢né priradenie medzi suradnicami Xy, X, Yk, Y, Zk, 21 a
T3K_92,T3L—2, T3K_1,L3L_1, L3K, L3, cim sme dostali znova vyraz povodny poten-
cidl V.

Dostali sme teda, ze v tomto Specialnom pripade vzajomne sféricky symet-
rického potencidlu medzi ¢asticami s danym exponentom n mé operator VV - 1
tvar

VV.F=nV. (4.27)

4.5 Statistika

Pri odvadzani statistickych vlastnosti estimatorov si najprv zadefinujeme za-
kladné pojmy. Strednd hodnota veli¢iny Y na hustote pravdepodobnosti o(r) v
priestore V' je (v pripade spojitého rozdelenia) definovana ako

Z(Y) = /V o(N)Y (PdV . (4.28)

Rozptyl (variancia) veli¢iny Y na hustote pravdepodobnosti o(r) v priestore
V' je definovany ako
Var (V) = E((Y — £ (Y))) . (4.29)
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Vdaka definicii strednej hodnoty je v argumente stredna hodnota linedrna,
lebo aj integral je linearny

(Y +aZ) = /V o(r) (Y +aZ) (r)dV =

— /V o(NY(PAV + a /V o(NZ(r)dV =
=z2(Y)+aE(2),

kde a € C je konstanta.
Pre linearitu strednej hodnoty potom dostavame pre rozptyl z definicie vztah

Var (V)= ((V —£(V)*) = (Y’ —22(Y)V +£(YV)") = £(Y?) —£(V)" .

Ak mame dve veliciny Y a Z, kazda generovana na vlastnom priestore V' a
W, tak vo vSeobecnosti mame hustotu pravdepodobnosti g(r, s) zavisli na oboch
hodnotach r € V a's € W. Ak st vSak tieto veliCiny nezavislé (Y a Z, resp. r a s),
potom existuji hustoty pravdepodobnosti g1(r) a 0s(s), ktoré si normalizované
na svojich priestoroch (V, resp. W)

/ or(r)dV =1 / os(8)dW =1
1% w
a plati (vo vyzname rovnosti funkcii)

o(r,s) = o01(r)oa(s) . (4.30)

Potom ma strednd hodnota sucinu veli¢in Y a Z nasledujicu vlastnost

£(Y7) = /va o(r,s)(YZ)(r,s)dVAW = (4.31)
= /V a(nY(r) (/W @z(S)Z(S)dW> dV=2(Y)Z(Z). |

Pri nasom vypocte mame zopar predpokladov. Predpokladame, Zze mame dané
rozdelenie o(r), na ktorom mame velicinu A(r), ktord ma strednti hodnotu 4
a rozptyl 0%. Potom predpokladdme, Ze vzorky r; st z rozdelenia o(r), a teda
hodnoty veli¢iny A na vzorkdch A; = A(r;) su z rozdelenia so strednou hodnotou
pa a rozptylom 0%

E(A;) =E(A) = ua, (4.32)
Var (A;) = Var (A) = 07 . (4.33)

Dalej predpokladédme, Ze vzorky r; st navzajom nezéavislé, preto podla (4.31))
plati

pri volbe roznych veli¢in (teda i # j).
Hodnotu pri volbe rovnakych veli¢in dostaneme z definicie rozptylu
Var (4;) = € (A2) — £ (4;)° = £ (A2) — 14 = o2,
£ (A2) = 0% + 14
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Vypocitame stredni hodnotu a rozptyl vyberového priemeru, pricom vyuzije-

me jeho definiciu (2.7)), linearitu strednej hodnoty a predpoklad (4.32)

Pri rozptyle postupujeme obdobne

() =2 (42 ())<= (454 ) | -

kde sme vyuzili linearitu strednej hodnoty a vyrazy (4.32)), (4.34) a (4.35).
Dalej potrebujeme zistit, ¢i st nase estimatory vychylené (&i v priemere davajt
odhad totozny s odhadovanou veli¢inou). Najprv vypocitame stredni hodnotu

estimatora 0%

kde sme vyuzili definiciu estimatora (2.10)), linearitu strednej hodnoty a vyrazy

[32) a (1:39).
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Rovnako postupujeme v pripade strednej hodnoty estimatora 0?4

Z (%) :£<;§:<Aj—;éf1k>2) -

1 N 9 2 N N 1 N N N
:N(ZZ(AJ—NZZE(AjAk)+WZZZz(AkAl)):
=t J=1k=1 j=1k=11=1
1 2 1
:N{N(“E‘+“3>+<—N+N2N) N ui+a§,)+(N2—Nuzl}}:
N—-1,
= N 04,

kde sme vyuzili definiciu estimatora (2.12)), linearitu strednej hodnoty a vyrazy
[@32), [@34) a ([@.34).

V pripade posledného estimatora 0'21 strednit hodnotu nebudeme ratat kom-

plikovane, vyuzijeme iba linearitu strednej hodnoty a to, Ze estimdtory c% a 0%
st vzajomne linearne
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