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ANOTACE

Bakalarska prace se zabyva fetézovymi zlomky. Dé&li se na tfi hlavni ¢asti.
Prvni z nich je historie, poté uvod do teorie, kde se ¢tenaf seznami s vlast-
nostmi fetézovych zlomkd. Dalsi ¢ast se zabyva vyuzitim z hlediska apro-
ximaci, feSeni algebraickych a diofantickych rovnic a tim, jak byly fetézové
zlomky vyuzity k navrzeni gregorianského kalendafe a jak by bylo mozné
kalendar pfipadné jesté zpresnit.

Klicova slova:

fetézovy zlomek, sblizeny zlomek, vsunuty zlomek, aproximace, algebraicka
rovnice, diofanticka rovnice, vypocet logaritmu, gregoriansky kalendar



ANNOTATION

The bachelor thesis deals with continued fractions. It is divided into three
main parts. The first part describes in brief the history of the topic. Then
an introduction to the theory follows, where the reader gets familiar to the
properties of continued fractions. The next part discusses the uses in terms
of approximations, solving algebraic and Diophantine equations, and how
continued fractions were used to design the Gregorian calendar and how
the calendar could possibly be made more accurate.

Keywords:

continued fraction, convergent, intermediate fraction, approximation, alge-
braic equation, Diophantine equation, calculation of logarithm, Gregorian ca-
lendar
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Uvob

Téma moji bakalarské prace je Retézové zlomky - historie, vlastnosti, moz-
nosti pouziti. Prace shrnuje zéklady z teorie fetézovych zlomkd. Poté se za-
méfujeme na historii Fetézovych zlomkd, kde jsou popsany nékteré z dlle-
Zitych rysQ. Vénuje se v ni poté i prostor vyuziti fetézovych zlomkul. Ty maiji
rlzné aplikace diky svym dobrym aproximacénim vlastnostem. To vSak neni
jedina jejich aplikace. Lze napfiklad hledat kofeny algebraickych rovnic po-
moci fetézovych zlomkd.

Prvni kapitola se vénuje historii, kde se mluvi o vyskytech fetézovych zlomku
v priibéhu historie (konkrétni vypodty) a ndsledné o vybudovani teorie. Jsou
zde kromé historickych udalosti uvedena i néktera konkrétni vyuziti.

DalSi tfi kapitoly jsou zamérené na zavedeni fetézového zlomku a jeho kon-
strukci. V kapitole 2 si pfedstavime, co je fetézovy zlomek a s jakym typem
fetézovych zlomk{ budeme pracovat. Poté se v kapitole 3 zabyvame pie-
vodem racionalniho &isla na fetézovy zlomek. K tomu se pouziva Eukleid(v
algoritmus. To je jeden z nejstarSich znamych algoritm0. Slouzi ke zjitovani
nejveétsino spolecného délitele dvou Cisel. Jednoduchou transformaci se da
prevést na algoritmus pro prevadéni racionalnich Cisel na fetézovy zlomek.
Kapitola 4 pojednava o jednoznacnosti fetézovych zlomkd. UkazZe se, Ze jsou
pfevazné jednoznacné a ze za urcitych okolnosti se hodi jednoznac¢nost na-
rusit.

Kapitola 5 se vénuje tématu nezbytnému pro zjiStovani aproximaci pomoci
fetézovych zlomkd. Jedna se o sblizené zlomky. K t&m se navic vaze fada
vét o jejich vlastnostech.

V kapitole 6 se budeme zabyvat iracionalnimi Cisly. Ty chceme aproximovat
a budeme to provadét pravé pomoci sblizenych zlomkd. Kapitola 7 se zamé-
fi na matematickou konstantu =. Pfedstavime si ji a budeme hledat vhodné
aproximace.

Kapitola 8 se zaméfuje na alternativni vypocet sblizenych zlomk{ pomoci
vsunutych zlomkd. To je posloupnost zlomk{ sestrojena pomoci medianty
dvou zlomkad.



Dostaneme se také k hlubSimu tématu tykajicimu se iracionalnich Cisel. Bu-
deme se totiz bavit o transcendentnich Cislech. V kapitole 9 jsou pfedstaveny
spolu s tim, jakou maiji souvislost s fetézovymi zlomky.

Nasledujici kapitoly se tykaji vyuziti fFetézovych zlomku. V kapitole 10 je pfed-
staven zpUsob, jak Ize Fesit logaritmy pomoci fetézovych zlomkd. Jsou zde
ukazany vyhody této metody a jeden konkrétni pfiklad.

V kapitole 11 se podrobné zabyvame moznostmi navrhovani kalendare po-
moci fetézovych zlomkU. Rozebira se zde, jak byl navrzeny gregoriansky ka-
lendar a jak by bylo mozné vytvofit pfesnéjsi kalendar.

Kapitola 12 se vénuje vypodtu diofantickych rovnic pomocifetézovych zlom-
k(. Jednd se o rovnice s celociselnymi koeficienty a u téchto rovnic hledame
celoCiselna feseni. Odvodime si tu metodu a pfedveme jeji pouziti na prikladu.

Poté se v kapitole 13 zabyvame tim, jak Ize hledat kofeny algebraickych rov-
nic pomoci fetézovych zlomkd.

Téma fetézovych zlomkl je zajimavé nejen z hlediska historickych souvislos-
ti, ale ma znacény potencial i v sou€asnosti vzhledem k aproximacnim vlast-
nostem fetézovych zlomkd. Rovnéz jde o téma, které Ize vyuzit pfi rozsite-
ném vyucovani matematiky na stfedni Skole.
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1 HISTORIE

Tato kapitola se zaméfuje na bohatou historii fetézovych zlomk(. Povime
si o prvnich pouzitich fetézovych zlomkd, o vytvoreni teorie fetézovych zlom-
k{, jakou dnes zname, a o konkrétnich praktickych aplikacich. Budeme vy-
chazet z [1], [2], [3] a [4].

Za poslednich 2000 let mUzZzeme zaznamenat spoustu vyskytl fetézovych
zlomkd, ale teoreticky vyzkum techto zlomkl zapocal az nékdy ke konci 17.
stoleti. Za Uplny pocdatek vzniku fetézovych zlomkU se ¢asto povazuje obje-
veni Eukleidova algoritmu. To je algoritmus pro zjiStovani nejvétsiho spolec-
ného délitele dvou &isel. Jedna se o jeden z nejstarsich algoritm0. Je pojme-
novany po starovékém matematikovi Eukleidovi, ktery jej uvedl ve svém dile
Zaklady (cca 300 pf. n. I.). Eukleidlv algoritmus je povazovan za pocatek fe-
tézovych zlomkd, jelikoZ se z tohoto algoritmu da jednoduse odvodit postup
pro prevedeni racionalniho Cisla na fetézovy zlomek.

V feckych a arabskych matematickych spisech se pfiklady pouziti fetézo-
vych zlomk{ vyskytovaly ¢asto. VZzdy se vak jednalo pouze o konkrétni vy-
pocCty. Za zminku stoji dva ital$ti matematici z 16. stoleti. Jsou to Rafael Bom-
belli a Pietro Cataldi. Ti totiz vyjadfili fetézové zlomky dvou iracionalnich ¢i-
sel. Bombelli vyjadfil v/13 jako periodicky Fetézovy zlomek a Cataldi provedl!
to samé pro v/18. Kromé téchto ptikladd, nikdo nezkoumal vlastnosti fetézo-
vych zlomkU z teoretického hlediska.

Anglicky matematik John Wallis uvedl| vyjadfeni = v knize Arithmetica Infi-
nitorium (1655) ve tvaru:

4 3 X3XOHXOHXTXTxX9...

T 2xAx4Ax6x6x8x8... "
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Matematik William Brouncker toto vyjadreni preved| na fetézovy zlomek:
4 12
s 32
24+ 52
72
92
2+ —

2+
2+

William Brouncker se poté uz fetézovymi zlomky dale nezabyval. John Wal-
lis se toho chopil a zahdjil prvni kroky ke vzniku teorie fetézovych zlomkd.
Tu predstavil v dile Opera Mathematica (1695), kde popsal sblizené zlomky
a nékteré jejich vlastnosti. Jedna se o dilo, v némz poprvé zaznél pojem fe-
tézovy zlomek.

Do teorie fetézovych zlomkl pak znaéné prispéli i Leonhard Euler, Johann
Heinrich Lambert a Joseph-Louis Lagrange. Euler zjistil, Ze kazdé racional-
ni Cislo Ize vyjadfit jako jednoduchy konecny fetézovy zlomek. Navic jesté
objevil vyjadreni Eulerova Cisla e ve tvaru fetézového zlomku.

1
e=2+

1+

2+

1+
1+

4+

1+
1+

1

1
6+ —

PouZzil toto vyjadreni k tomu, aby dokdzal, Ze e a ¢? jsou iraciondlni. Lambert
vyuzil Eulerovo vyjadfeni e k dokazani toho, ze ¢* a tanz jsou iracionalni,
pokud je x racionalni. Lagrange objevil, jak pomoci fetézovych zlomkU najit
hodnotu iraciondlnich kofenl a navic dokazal i to, Ze kvadratické iracionality
jsou vzdy periodické fetézové zlomky.

Huygensovo planetarium

Christiaan Huygens byl vyznamny nizozemsky fyzik, matematik a astronom.
Vyuzil fetézové zlomky pfi navrhu jeho planetaria. To obsahuje planety Mer-
kur, Venuse, Zemé&, Mars, Jupiter a Saturn. Planetarium slouzilo k demon-
straci pohybu planet. Huygens vyuzil fetézové zlomky k tomu, aby urcil po-
¢et zubl pro ozubend kola. Vychazel z toho, Ze obéZna doba Saturnu kolem

12



Slunce v rocich je pfiblizné

77708431
2640858
Potfeboval vyjadfit aproximaci tohoto poméru s malym ¢itatelem a jmeno-

vatelem. Tyto hodnoty by poté byly poéty zubl. Navic bylo tieba, aby tento
pomeér byl stale dost blizko k hodnoté (1.1).

~ 20.425448. (1.1

Provedl to tak, ze zlomek (1.1) pfevedl na fetézovy zlomek:

77708431 1

—— =29
2640858 * 1
2+

2+
1+

1

1
5+ —
Poté vypocital sblizené zlomky. To jsou aproximace fetézového zlomku, kte-
rym je v této praci vénovana cela kapitola. Sblizené zlomky vychazeji:

29 147 206 1T

co = 29, A= = pH 6= a= 5

. o~ o G 2060 "
Z téchto sblizenych zlomku se jako nejlepsi moznost jevilo — Takze pouzil

ozubena kola s 206 a 7 zuby. To je pfijatelny po¢et zubl s dostateéné pfesnym
pomérem. Znazornime si ta ozubena kola obrazkem vygenerovanym z [5].

206
-~ 20,428571

206 (YL

5 S
S 27—)\“:17
% Y @&”
C S L
& 5
K”L/VJ«J\S

Obrazek 1.1: Znazornéni ozubenych kol Huygensova planetaria
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Kalendar

Retézové zlomky byly vyuZity i pfi navrhovani gregoridnského kalendare,
ktery zpresnil julidnsky kalendar. MiZeme se dokonce dopoditat pfesnéjsich
kalendarl, nez je gregoriansky. Toto téma bude dlkladné probrano v samo-
statné kapitole.

Vyznam fetézovych zlomkU jako nastroje aproximace ¢isel poklesl s rozvo-
jem vypocetni techniky. Kalkulacky a pocitace velmi usnadnili numerické vy-
poCty. Proto se fetézové zlomky uz vétSinou neobjevuji v u¢ebnich osno-
vach.

14



2 ZAVEDENI RETEZOVEHO
ZLOMKU

V této kapitole si zavedeme pojem fetézového zlomku. Ukazeme si, jakymi
fetézovymi zlomky se budeme zabyvat a jaké budeme pouzivat znaceni. To-
to zavedeni vychazi z [6] a [7].

Retézovy zlomek je vyraz ve tvaru
by
o + 3
ay +
1 by
(05} + —. bn

an,
kde ao,al,ag,...,an,bl,bg,bg,...,bn eCaa, 7£ 0.
Zde se vSak budeme zabyvat hlavné fetézovymi zlomky, u kterych
bi,bs,bs, ..., b, = 1 s podminkami: ay € Z, ai,as,...,a, € Naa, # 0. Témto

fetézovym zlomkUm se Fika jednoduché fetézové zlomky. Jsou to tedy feté-
zoveé zlomky ve tvaru

ag +

a1 +
I

Q9 E—

. 1

.. + -

an
Budeme je znadit [ag, a1, as, ..., a,]. Cislim ag,ai,...,a, budeme Fikat prvky

fetézového zlomku.

Retézové zlomky s kone&nym podtem prvkd budeme nazyvat kone&né fe-
tézové zlomky a fetézové zlomky s nekoneé¢nym pocétem prvkd budou neko-
necné fetézové zlomky.

Kazdy konecny fetézovy zlomek Ize prevést do tvaru racionadlniho Cisla

15



P (q # 0) postupnym s¢itanim od nejnizsiho jmenovatele. Napfiklad u [ag, a1, as]
q

by se vypocet proved! takto:

n 1 n 1 n a9 apa1Go + ag + ao
Q = Qq —_—=a =
0 0 ajas + 1 0 ajas + 1 ajas + 1
ay + — —
a9 a9

Nyni si to ukazeme na konkrétnim pfikladu. Staci jen postupné scitat zlomky.

Priklad 1. Vypoctéte hodnotu fetézového zlomku [5,2, 3).

col_s b ., L . 1 3 3 3 38
15:2:3] = +2 1-°%T%s 1 2Tt T T

T3 373 3

Zkusime si spocitat jeSté jeden priklad. Tentokrat se bude jednat o zaporny
fetézovy zlomek, ktery se vytvafi tak, ze prvni prvek bude zaporny. Postup

vypoctu je pak totozny jako pro kladné rfetézoveé zlomky.

Priklad 2. Vypoctéte hodnotu fetézového zlomku [—6, 1,1, 3].

1
[<6,1,1,3] = 6+ ——— = 6+ —=——F - = ——

16



3 EUKLEIDUV ALGORITMUS

V této kapitole si ukazeme, jak prevést racionalni ¢islo na fetézovy zlomek.
Pfevod budeme provadét pomoci Eukleidova algoritmu, coz je algoritmus pro
uréeni nejvétsinho spole¢ného délitele. Ukazeme si postup vypodtu a poté
si spocitame priklad. Budeme vychazet z [9], ale pouZijeme zapis ve zlom-
kovém tvaru, ktery je Iépe pochopitelny a vice intuitivni.

Véta1. Kazdé racionalni &islo Ize vyjadrit jako konecny fetézovy zlomek a kaz
dy konecény retézovy zlomek vyjadruje néjaké racionalni ¢islo.

Dtikaz. Necht © (¢ > 0) je raciondlni ¢islo. PouZijeme Eukleid(v algoritmus,
q
Y e "y (e xs . 5
tedy urcime nejvesi celou cast daného cCisla a zbytek. Napriklad pro 5 by

5) 1
se to provedlo takto: 5= 2+ 7 To budeme opakovat, dokud nebude zbytek
roven nule.

p 1 1
q q q
T
q T2 1
™ & (&1
T2
T T3 1
T2 T2 T2
T3
T'n—1
:aTL
rn
A nyni postupné dosadime.
P 1 1
—=ayp+ —=ag+
q q 1
—— a1+_
1 T2

17



P 1
— = q, +
g 1
a1 + 1
as + —
]
rs
1
——CLO+ 1
a1+ 1
&2+ 1
) anfl—i__
ap

Timto je dikaz prvni ¢asti véty dokoncen.

Dlkaz toho, Ze kazZdy konecny fetézovy zlomek Ize vyjadrit jako racionalni
Cislo, je trividlni. S pouzitim operaci scitani a déleni ziskame vzdy z konec-
ného rfetézce racionalni ¢islo (viz predchozi kapitola).

Pravé jsme si vysvétlili, jak pfevést racionalni Cislo na fetézovy zlomek po-
moci Eukleidova algoritmu a nyni si to zkusime na néjakém pfikladu.

37
Priklad 3. Prevedte 3 na retézovy zlomek.

37 11 1 1 1 1
11 11 11 1
B} ot

Ve vété 1 jsme si ukazali, Ze kazdé racionalni Cislo vyjadfuje konecny feté-
zovy zlomek a naopak. Z toho bychom mohli usoudit, Ze kazdy nekonecny
fetézovy zlomek vyjadfuje iracionalni ¢islo. Pozdéji si ukazeme, ze to je sku-
te€¢né pravda.

18



4 JEDNOZNACNOST

V této kapitole se podivame na to, zda jsou fetézové zlomky jednoznacné.
Ukazeme si, Ze jednoznacné nejsou, ale pro praci s fetézovymi zlomky ji
vyZadujeme. P¥i konstrukci fetézovych zlomkd pomoci Eukleidova algorit-
mu plati jednoznacnost. Nékdy se nam vSak bude hodit ji narusit. Vyjdeme
z [9], kde se tvrdi, ze pfi reprezentaci racionalniho &isla konecnym fetézo-
vym zlomkem, neni zachovana jednoznacnost.

Pro a, > 1 plati, ze

1
an:(an—1)+1:(an—1)+I

pro vSechny konec¢né fetézce, kde a,, — 1 je kladné celé Cislo. Takze plati:
lag,ai,...,a,] = |ag,a1,...,a, —1,1].

Naopak pokud a, = 1, tak pak

1 1
Up—1+ —=0ap_1 + == a1 + 1.
an, 1
Tedy plati:
lag, a1, ..., an] = [ag,a1,. .., an_2,0,_1 + 1].

Podle toho co jsem zde pravé uvedl, tak si nyni spocgitame priklad. Budeme
pfevadét fetézoveé zlomky [2,3,4] a [2,3,3,1] na zlomky. Vidime, Ze maji od-
liSné prvky, dle vySe uvedeného ale vyjadtuji totéz racionalni &islo.

Priklad 4. Prevedte [2,3,4] a [2, 3,3, 1] na fetézové zlomKky.

1 1 4 30
[2,3,4]:2+—1=2+1—3:2+1—3:E
Sty T
2,3,3,1] = 2 + g+ %

1 1 13
3+—1 3+4_1
3+I
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Z toho plyne rovnost:
[2,3,4] = [2,3,3,1].

Tim je jednoznacnost narusena.

To, co jsme si v této kapitole ukazali, je vlastné celkem ziejmé. Pouze se
jedna o to, Ze mizZeme zvysit pocet prvkl fetézového zlomku o jeden prvek
tim, ze od posledniho prvku odeétemu jedni¢ku a pfidame dalsi prvek, ktery
bude roven jedné. To je uzite¢na vlastnost, kterou mizeme vyuzit napiiklad
u nékterych dlkaz(, protoze timto zplsobem mizeme zménit paritu podtu
prvkl Fetézového zlomku.

Ret&zové zlomky tedy obecné& nejsou jednoznaéné, ale pfi vypodtu fetézo-
vych zlomkd pomoci Eukleidova algoritmu, nam nemUze vyijit jedni¢ka jako
posledni prvek. To je jasné, protoze bychom museli chybné zapsat vysledek

"y . 6 2 1 oy
rozkladu zlomku na celou ¢ast a zbytek (napf. 3= 2+ 3= 2+ 1 ). Spravné

. 6 TR . o . .
bychom napsali 3= 3. Pro racionalni Cisla Eukleiduv algoritmus poskytuje
jednoznacné vyjadreni Cisla ve tvaru fetézového zlomku.
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5 SBLIZENE ZLOMKY

V této kapitole si zavedeme pojem sblizeny zlomek. Ten bude nasledné pod-
statny pro aproximace iracionalnich Cisel. Odvodime vzorec pro snazsi vy-
pocet sblizenych zlomk{ a spoditame si pfiklady. Se sblizenymi zlomky navic
pfichazi i fada zajimavych vét, které si v této kapitole také ukazeme. Ty bu-
dou podstatné v nadchazejicich kapitolach. Pfi zavedeni sblizenych zlomk{
budeme vychazet z [6] a poté si ukdzeme par vét a lemma, které budeme
Cerpat z [9].

Sblizenymi zlomky ¢; fetézového zlomku [ag, ay, . . . , a,] rozumime zlomky bi (1=
qi
0,1,...,n), které vytvofime takto:

agp 1 1 1
C(]:T, 01:a0+a—1, Co = Qg + 1, —1

Qn

Nazyvame je nulty sblizeny zlomek, prvni sblizeny zlomek, druhy sblizeny
zlomek, ..., n-ty sblizeny zlomek. Posledni je roven hodnoté daného fetézo-
vého zlomku [ag, a1, . . .a,]. Vypoctem sblizenych zlomk{ s vy$$im indexem,
nez byl pfedchozi, se pfiblizujeme k pfesné hodnoté fetézového zlomku.

vypocet:
ap  Po
CO = — = —
1 do
1 a10ag + 1 P1
1 451 q1
1 1 [05)) asa10ag + ag + as D2
ca = ap+ =ay+ ———=ag+ - =2
a0 + 1 Aoy + 1 asa1 + 1 q2
ay + — —
a9 a9

Tento vypocet neni pfili§ prakticky a sblizené zlomky cs, ¢4, ...c, by uz byly
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naro¢né na spoditani. Proto si odvodime vhodnéjsi rekurentni vzorce.

Véta 2. Pro Citatele p; a jmenovatele ¢; sblizeného zlomku c; pro fetézovy
zlomek [ag, ay, ..., a,] platiproi=2,3,4,...,n vzorce

Pi = @;pi—1 + Pi—2, (5.2)

¢ = aiqi—1 + qi—2
aproi=0,1podle vztah( (5.1) plati

Po = ag, qo =1,

p1=aa+1, ¢ =a.

Dlikaz. Vztahy (5.2) a (5.3) budeme dokazovat matematickou indukci.

Do Qo
CO = ——= —
g 1
P aiap+1
Cl = —— —
q1 a1

N R e N az(arag + 1) + ag
g = o= —
Q@ G2q1 + Qo azar + 1

Pfedpokladejme, Ze véta plati pro n.

P (pPp—1 + Pn—2
Cp = [ao,al,...,an_ljan] _m_ ninml T in—2
n UnGn—1 t qn-2

Pak dokazeme, Ze plati pro n + 1.

Pn+1 Ap1Pn + Pn—1
Cnt1 = @0, a1y vy Qpy Gpyr] = =
n+1 An4+1Gn + Gn—1

Pouzijeme viastnost, Ze ¢ast fetézového zlomku s poslednimi dvéma prvky,
zapisSeme jako jeden prvek.

1
[ag, @i, ... ,an_1,0n, ayi1] = [ao, a1, ... a1, an + ]
An+41
Poté dosadime do (5.2) a (5.3):
1
1 (an + 0 )Pn—1+ P2
Cp+1 = [aOaaflw-wan—laan'f_ ] = ntl -
Ap+1 1
(a'n + )Qn—l + gn—2
An+1

(anan+1 + 1)pn—1 +pn—2an+1 - AnAn4+1Pn—1 +pn—1 +pn—2an+1

(anan+1 + 1)Qn71 + Gn—2Qn+1 ApQp+1Gn—1 + Gn—1 + gn—20n+1
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o Apy1 (&npn—l + pn—2) + Pn—1 o An+1Pn + Pn—1

Ap+41 (anQn—l + Qn—Q) + dn—1 An+19n + dn—1 '

Dokazali jsme tedy vztahy (5.2) a (5.3).

Zbyvaiji nam vsak pro i = 0,1 nedefinované vyrazy p_i,p_s,q_1, q_o.
Hodnoty téchto vyrazl Ize vhodné dodefinovat jako

pP-1= ]-a qd-1 = 07

b= OJ q—2 = L.

Ty vyplyvaiji z toho, ze jsme si uz spocitali v (5.1) sblizené zlomky ¢, a ¢; a po-
kud dosadime do (5.2) a (5.3), vyjde nam, ze to plati.

app-1+p-—2 ag-1+0 ag
Ch = = = —
T ag1+qa ap-0+1 1

mpo+p-1  amap+1  arap+1
amgo+q-1  ar-1+0 a

C1 =

Poznamka. 2=1 g =2 nejsou sblizené zlomky. Pouze to vyuzivame pfi vypo-
d-1 G2
étu sblizenych zlomkd.

Pro ushadnéni vypoctu sblizenych zlomk{ je vhodné pouzit néjaky schéma-
ticky postup. K tomu se vyuziva zapis do nasledujici tabulky.

i | =2 =1]10|1|... |k=2]k-1 k . n
a; ag

pi| O 1 Dk—2 | DPk—1 | QgPk—1 + Pr—2

g | 1 0 k-2 | qr—1 | OkQr—1 + Qr—2

Tabulka 5.1: Schéma pro vypocet sblizenych zlomkU
Priklad 5. Vypoditejte sblizené zlomky cy, c1, ¢, Fetézového zlomku (2,1, 5).
Po = ap = 2, qgo =1
pr=aa+1=1-24+1=3 G =a =1
pp=ap1+po=5-3+2=17 @=aq+qp=5-1+1=6

2 3 17
= _123, CQZE

Pomoci tabulky by se to provedlo takto:
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1 | =2 —-1]0]1] 2
a; 2111 5
pi| O 1 12]13]17
g | 1 0 |[1/1]6

Tabulka 5.2: Sblizené zlomky [2, 1, 5]

Priklad 6. Vypocitejte sblizené zlomKy cy, c1, co, c3, ¢4 Fetézového zlomku [1,1,1, 1, 1].

i 2]—-1]0[1[2][3]4
a; L1111
ml 0] 1 |1[2][3]5]8
% | 1 11235

Tabulka 5.3: Sblizené zlomky [1,1,1,1,1]

U ptikladu 6 si mizeme v&imnout jedné zajimavosti. Citatelé i jmenovate-
|é tvofi Fibonacciho posloupnost. To je posloupnost, ve které je kazdy prvek
pocinaje tfetim roven souctu predchozich dvou prvki (0, 1,1,2,3,5,8,13,21,...).

Nyni si ukazeme tfi véty a jedno lemma uvedené v [9] tykajici se sblizenych
zlomkd.

Véta 3. Necht ¢, = % je k-tym sblizenym zlomkem konecného fetézového

zlomku [ag, aq, - . ., ay). kPak plati vztah

Prdi—1 — Q-1 = (—1)F" 1<k<n. (5.4)
Dukaz. Budeme dokazovat matematickou indukci.
Ukazeme, Ze vztah plati pro k = 1.

P1go — 1po = (a1a9 + 1) - 1 — arap = (_1)1_1

Nyni budeme predpokladat, Ze vztah plati pro k a dokdZeme, Ze plati pro k+1
s pouZitim vztahd (5.2) a (5.3).

Per1Qk — Qe1Pk = (g 1Dk + Pr—1) @k — (Qh1GQk + Qo—1)Dk =

= (P — @pr1) = — ()" = (=1)*
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Tim je véta dokazana pro vSechna k (1 < k < n).

Dusledek 3.1. Véta 3 poskytuje uZitecny odhad pro vzdalenost mezi dvéma
po sobé jdoucimi sblizenymi zlomKy. To je vidét, pokud rovnost (5.4) podé-
lime q.q.—.. Po vydéleni dostaneme

L L G A
W Q-1 Qe

V nasledujici vété si ukazeme, jak vypada fetézovy zlomek Citatele (jmenova-
tele) sblizeného zlomku podéleného Citatelem (jmenovatelem) pfedchoziho
sblizeného zlomku.

Véta 4. Pro Citatele a jmenovatele sbliZzenych zlomkU plati:

Pk
= [ak> Qp—1,Ak—2, - - - 700],
Pr—1
dk
— = [% Ap—1, Qf—2y - - - ,a1]-
qr—1

Dlikaz. Pokud p;, = aypi_1 + pr_o POdélime p,_,, vyjde ndm

Dk Pr—2 1
= Qf + = Qg + .
Pk—1 Pk—1 Pk—1
Pr—2

To samé provedeme pro py_, = ay_1px—2 + Pr_3-.

Dk— Di— 1
1=ak—1+ 3=ak—1+
Pk—2 Pk—2 Pk—2
Pr-3
Dk 1
Pr—1 Ap—3
ap—1 +
Ap—2

To budeme opakovat, dokud nam nevyjde

= [ak, Ar—1,Ak—2, - . . ,CLO].
- . Pr—1
Pro ¢, se to dokaze obdobné.

Za chvili si ukazeme vétu o tom, jak se chovaiji sudé a liché sblizené zlomky,
ale nejdrive je potfeba zminit lemma o tom, Ze jmenovatelé sblizenych zlomk
tvori rostouci posloupnost.
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Lemma 1. Pokud ¢, = Pr je k-tym sblizenym zlomkem retézového zlomku
dk

lag, a1, ..., a,], pak pro k-ty jmenovatel g, plati, Ze q._1 < qz pro1 < k < n.
Dlikaz. DokaZeme matematickou indukci. Pro k = 1 nerovnost plati.
p=1<a=q
Nyni budeme pfedpokladat, Ze plati pro k a dokaZzeme, Ze plati pro k + 1.
Qk+1 = Q196 + Q-1 = Qk+1Gk = Gk
Tim je lemma dokazano.

RUst jmenovatell sblizenych zlomkd je ziejmy, jelikoz to pfimo vyplyva z re-
kurentniho vzorce. Totéz tedy plati i pro Citatele.

Nyni si ukdzeme velmi dlleZitou vétu, kterou budeme ¢asto vyuzivat v pfis-
tich kapitolach. Je to véta o tom, ze vSechny sudé sblizené zlomky tvofi ros-
touci posloupnost a vSechny liché tvofi klesajici posloupnost. Pfi tom navic
plati, Ze vSechny sudé sblizené zlomky jsou mensi nez pfesna hodnota feté-
zového zlomku a vSechny liché jsou vetsi.

Véta 5. Chovani sudych a lichych sbliZzenych zlomkd:
(a) Sblizené zlomky se sudym indexem tvori rostouci posloupnost.

Co < Co <y <...
(b) Sblizené zlomky s lichym indexem tvorfi klesajici posloupnost.
C1 >C3>C5 > ...

(c) Kazdy sblizeny zlomek s lichym indexem je vétsi neZ jakykoli sblizeny
zlomek se sudym indexem.

< <y<..<a<...<cg<cy3<(

« je pfesna hodnota retézového zlomku (o € R).

Tuto vétu si miZeme dobfe zndzornit obrazkem.

Co Co Cy a Cs C3 C1
@ @ @ @ @ @ @

Obrazek 5.1: Priblizovani sblizenych zlomku k &islu o
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Dlikaz. PouZijeme vétu 3.

Pk+2 B DPlk+1 i Pi+1 B @ _

Cha — Ck = (Chya — Chr1) + (Chy1 — k) =
qr+2 qk+1 qk+1 qr

. (_1)k+1 i (_1)k . (_1)k(Qk+2 _Qk)
qk+29k+1  qk+19k qrkqk+19k+2

Plati, Zze q; > 0 pro vSechna i > 0 a z lemmatu 1 vime, Ze q..» — q. > 0. Z toho
vyplyva, Ze rozdil q,.» — q. > 0 bude mit stejné znaménko jako (—1)F.

(a) Pokud k je sudé Cislo k = 2m, tak plati cy,, o > con. COZ tedy znamena, Ze
o< cyp<cyg<....

(b) Pokud k je liché Cislo k = 2m — 1, tak plati cy,,, 1 < com—1. TO ZNamena, Ze
c1>c3>05> ... .

(c) Zbyva dokazat, Ze kaZdy lichy sblizeny zlomek cy;_, je vétsi neZ jakykoli

sudy cy;. Rovnici prqr—1 — qrpr—1 = (—1)*"! z véty 3 podélime qxq._,. Potom

plati

P peo1 (—1)FE
Ck — Ch—1 = — — = :
qr  qk—1 qr9k—1

To znamena, Ze c,, < cam_1 @ tim je (c) dokazané.
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6 IRACIONALNI CIsLA

V této kapitole se budeme zabyvat nekone¢nymi fetézovymi zlomky. Uka-
Zeme si, ze iracionalni Cislo Ize reprezentovat nekone¢nym fetézovym zlom-
kem a jak pomoci sblizenych zlomkU aproximovat iracionalni ¢isla. Nejprve
si nekonecné fetézové zlomky predstavime na pfikladu. Poté si ukazeme
postup vypoctu prvkl nekoneé¢ného fetézového zlomku. Budeme vychazet
z [6] a [8].

Nekonedény fetézovy zlomek je fetézovy zlomek, ktery ma nekonecno prvka.

Jetotedy vyrazvetvaru[ag,ai, as, ... |, kKtery ma hodnotu lim [ag, a1, as, . .., a,].
n—oo

Na zacatek si uvedeme pfiklad, diky kterému si ukazeme, jak to funguje,
a uvidime vznik nekone¢ného rozvoje.

PFiklad 7. Resime kvadratickou rovnici
2?2 —x—1=0. (6.1)
Upravime rovnici do tvaru

1
r=1+—.
x

Mame vyjadrené z a to dosadime do jmenovatele.

1 1
r=1+-=1+ ——
T 1

1+~
T

To mlUZeme neustale opakovat a vznikne nam nekonecny retézovy zlomek.

1
x:1+—1:[1,1,1,...]
1+

1
1+ —

Pfesnou hodnotu tohoto nekonecného fetézového zlomku zjistime tim, ze
spocitame kvadratickou rovnici (6.1).




. o " . L+ ey o
Zde si muzeme vsSimnout, ze je hodnota zlateho fezu. V prikladu 6
jsme se zabyvalifetézovym zlomkem [1, 1,1, 1, 1], coZ je praveé racionalni apro-

. ., 1+
ximace cisla

5 s . s o .
. Tohle vysvetluje to, ze nam vysla Fibonacciho posloup-

nost v Citatelich a jmenovatelich sblizenych zlomkd. SbliZzené zlomky fetézo-

1,1,1,...]] T35 R 13

Konstrukce nekonec¢ného retézového zlomku

Nyni si ukazeme, jak vyjadfit iracionalni Cislo ve tvaru nekone¢ného fetézo-
vého zlomku. Celou ¢ast Cisla budeme znacit pomoci hranatych zavorek.
Necht z je iracionalni Cislo a zjiStujeme prvky ag, a1, as, . .. @ ag = [z]. NapiSeme
x jako

1 1
T =ay+ — 0< —<1. (6.2)
I I
Z (6.2) vyjadrime
1
T = >1
T — Qo

a jelikoz je x iracionalni, tak je jisté, ze je také iracionalni.

T — Qo
. L Y s T Y 1
Ted pokraCujeme opét vypocitanim celé ¢astiiracionalniho Cislaa; = | .
T — Qg
1 1
1 =a + — 0<—x«1 a; > 1
T2 T2

Vyjadfime z, = > 1 a dale pokracujeme stejnym zpUlsobem. Postupné
r1 — aq

budeme ziskavat:

1 1 1
r=ag+ —=ag+ =Qy+—"T—=....
T 1 1
ay + — ay +
) 1

Tak bychom mohli pokra¢ovat do nekonecna.

Nyni si na to zkusime spocitat pfiklad.
Pfiklad 8. Vytvorte fetézovy zlomek pro /23.
r =123 =4+ (V23— 4) ag =4
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1 1 _\/23+4_1 V23 -3

YT r—a V23-4 7 7 !
1 7 V23 +3 3+\/23—3 5
Qj = = = = B — a =
2 r1—a; /23 -3 2 2 ?
1 2 V2343 V23 —4
I3 = = = =14+ — as =1
To—az /23 -3 7 7
! ! V23 +4=8+(v23—-4) 8
Ty = = —= e . as =
! r3—a3 23—4 !

JelikoZ nam tady na konci vys$lo /23 — 4, tak x5 = x, @ dal$i prvky se budou
opakovat. V nekonecném retézovém zlomku se nam budou periodicky opa-
kovat prvky 1,3,1,8. Vysledek je tedy /23 = [4,1,3,1,8,1,3,1,8,1,3,1,8,...].

To, Ze nam v pfedchozim pfikladu vySel periodicky nekoneény fetézovy zlo-
mek, tak neni nahoda. Kvadratické iracionality maji totiz vzdy nekonec¢né re-
tézoveé zlomky s periodickym rozvojem. Kvadraticka iracionalita je vyraz tva-

P++/N : N
u T (P, Q,€ Z, N € N, VN e1), kde I je mnozina iraciondlnich &isel.
Kvadratické iracionality a jejich rozvoj popisuje Lagrangeova véta. Tu si zde
nyni uvedeme.

r

Véta 6. Kazdou kvadratickou iracionalitu Ize vyjadrit periodickym Fetézovym
zlomkem. Kazdy periodicky fetézovy zlomek je hodnotou néjaké kvadratické
iracionality.

Podle této véty se u fetézoveho zlomku kvadratické iracionality od néjakého
prvku zaéne opakovat nasledujici prvek nebo soubor prvkd. Tomu se fika pe-

[11].
Periodickym fetézovym zlomkem tedy nazyvame
[a07a17' c s Ay Ay 1y -+ o Ay ARy 1, - ]
a pouzivame znaceni
lag, at, ..., Qg Gpr1, -, Gn)-

Nadale se uziva jesté pojem ryze periodicky fetézovy zlomek. Tim se mysli
periodicky fetézovy zlomek ve tvaru

[ao,al, c. ,Clk].
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/7 APROXIMACE LUDOLFOVA

v -

CISLA

V této kapitole se budeme zabyvat racionalnimi aproximacemi iracionalniho
isla = pomoci fetézovych zlomkd. Podivame se, jak |ze = aproximovat pomo-
ci fetézovych zlomkU a jak pfesné jsou jednotlivé aproximace. Poté si jesté
ukazeme par zajimavosti ohledné fétézového zlomku w. Budeme vychazet
z [8] a [10].

Ludolfovo ¢islo neboli = je matematicka konstanta, ktera je rovna pomeéru
obvodu kruhu k jeho priméru. Jeden ze zplsobU uréeni hodnoty =, je za po-
moci Machinova vzorce:

1 1
= 16arctan - —4arctan — .
7w = 16arcta ; —darctan oo
Tento vzorec objevil John Machin vroce 1706. V té dobé se jednalo o nejpres-
néjsSi vyjadreni =. Vzorec je vhodny pro numerické vypocty diky svoji rychlé
konvergenci.

Nyni si ukdZzeme, jak m aproximovat pomoci fetézovych zlomkd. Podle postu-
pu z kapitoly 6 vypocitame ay, a,, as, . .. a zjistime, ze se rovna nekone¢nému
fetézovému zlomku 7 = [3,7,15,1,292,1,1,1,2,1,3,1,...]. Ten neni periodicky
a nemame zde zadny vzor, podle kterého bychom poznali dalsi prvky. Sbli-

. Y ox . . 3 22 333 355 103993

zene zlomky tohoto retézoveho zlomku jsou: -, —, —, —, ———,.... Takto
oy : e 1 7 106 113 33102 .

muzeme aproximovat = na racionalni Cislo. Nyni si spocCitame chyby téchto

aproximaci.

T — 3 = 40, 14159265359

22
o= —0,00126448926

33 0, 00008321962
T 906 T
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355

- = 2
™= 0, 00000026676

103993 _ 0, 00000000058
33102 U

- N 1 . Ly . . - -
Vidime, ze 1—131e uz relativne presna aproximace. Pokud se vratime k prikla-
du 7, tak si mlZeme v§imnout, Ze se sblizené zlomky [1,1,1,...] blizi k pfesné

" . v v L+ vy ety .
hodnoté o dost pomaleji. Sblizené zlomky Cisla se priblizuji k presne

hodnoté nejpomaleji ze vdech &isel. Je to zplsobeno tim, Ze prvky jsou pou-
ze 1. Kvali tomu pfi feSeni sblizeného zlomku nam vzdycky vychazi zlomek,
ktery se od pfedchoziho znacné lisi. U 7 Ize vidét, ze prvky rovny 1 zpomaluji
e , 103993 . . .

konvergenci. Retezovy zlomek 33102 pak zase konverguje rychleji, protoze

diky vyskytu a, = 292 se chyba znacné snizi.

Uvedl jsem, ze u 7 nevidime zadny vzor toho, jaké by mohly byt dalsi prv-
ky nekone&ného fetézového zlomku. Lze vSak najitijiné nekonecné fetézové
zlomky vyjadrfujici 7, u kterych uz néjaky vzor dokazeme vypozorovat. Jedna
se o fetézoveé zlomky, které nejsou jednoduché. Existuje napfiklad vyjadfeni:

12
32

52
6 + 7z

6+ —
6+ —

T=3++

6+
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8 VSUNUTE ZLOMKY

V této kapitole si pfedstavime vsunuté zlomky, mediantu zlomk{ a souvis-
lost mezi nimi. Také se podivame na to, jak Ize pomoci vsunutych zlomkd
nahradit EukleidQv algoritmus a jak z téchto poznatk{ pfijdeme na omezeni
v konvergenci sblizenych zlomkU k pfesné hodnoté fetézového zlomku. Bu-
deme vychazet z [11].

: L . : Y. a _c A
Nejprve si ukazeme, co je medianta. Meéjme zlomky 7 a pi s kladnymi jme-
novateli. Mediantou nazyvame vyraz

a—+c
b+d’

. atc, ., . a c
Lemma 2. Medianta b d lezi mezi zlomky 5 a 7

Dlikaz. To je moZné jednodusSe dokazat tim, Ze stanovime jeden ze zlomkU

. ., . . [a c ‘.. o .
jako mensi nebo roven nez druhy (3 < E)' Vyuzijeme v dukazu toho, ze
bc — ad > 0. Pokud zlomky od medianty odecteme, tak uvidime, Ze medianta
skutecné lezi mezi nimi.

bc — ad

il >0
b(b+d) =

b+

IS
o

IS
> e

at+c ¢ ad-—be

= <
b+d d bb+d) —

Tim je dikaz dokonéen a nyni si uz miZeme ukazat vsunuté zlomky.

Vsunutymi zlomky rozumime posloupnost zlomkd:

Dk—2  Pk—2 +Prk—1  Dik—2 + 2Dr—1 Pr—2 + QgPr—1 P

, , R (8.1)
k-2 Q-2+t Qr—1  Qr—2 + 2q1—1 (k-2 + arQr—1  Qk

Pr—2
drk—2

Jedna se o posloupnost zlomkd, ve které od délame postupné medianty

Pk-1
dk—1

se zlomkem . Z (8.1) vidime, ze mizZeme pomoci toho zjistovat sblizené
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zlomky vytvarenim mediant z pfedchozich dvou sblizenych zlomkd. Jednd
se tedy o alternativni zplsob vypodtu sblizenych zlomkU a prvk( fetézové-
ho zlomku. Vsunuté zlomky tvofi rostouci nebo klesajici posloupnost. Zda
je roustouci &i klesajici, zavisi na parité indexu sblizeného zlomku. To plyne

k— k—
Pr—2 a Prk—1

. , L. , k-2 k-1 5 - )

od presne hodnoty retezoveho zlomku. Pfesnou hodnotu opét znacime jako

a. Posloupnost mediant se tedy vzdy tvofi bud na levé strané nebo pravé
strané od a. To plyne z toho, Ze pro libovolné i a k > 2 plati

z véty 5. Z té véty navic vime, ze lezi kazdy na opacné strané

Pe—1(i+ 1) +pe—2  prritpe—2 (—1)F

G114+ 1)+ o o1t +gr—2 (@1 + 1) + qr—o][qr-17 + qr—2]

Zde vidime, Ze vsunuté zlomky, podle parity k, jsou vSechny na stejné stra-

né bez ohledu nai. V (8.1) vidime, ze posloupnost skoncila u . Kdybychom
qk

pokracCovali, tak dalSi zlomek by se jiz nachazel na opacné strané od a. Zlo-

mek 2% je posledni stale na té dané strané jako cela posloupnost (8.1). Di2
dk qr—2

a maiji index stejné parity a vSechny ty utvofené medianty se nachazi mezi
dk
nimi. Z téchto poznatkd jsme schopni sestavit nerovnost

Pk—2
dk—2

Pr—2+Pe—1  Pr—2| 1
Qk—2 + Q-1 Qk—2 Qe—2(qr—2 + qe—1)

o — > (8.2)

Pro lepSi pfedstavu je vhodné si vySe uvedené Uvahy znazornit obrazkem.

Cr—2 MMy mo oo Mpe—q CL « Ck—1
L @ @ @ @ @ @

Obrazek 8.1: Znazornéni konstrukce vsunutych zlomkd

Ph—2+Dr—1  DPk—2 1 2pp_1

Na obrazku zna¢ime medianty: m; = My = ,
Qk—2 + qr—1 Qr—2 + 2q1—1

Pr—2 + (kK — 1)pr—
Q-2 + (kK — 1)qr—1
S pfeznac¢enim index{ v nerovnosti (8.2) a s pomoci véty 5 jsme nyni schopni
formulovat nasledujici dllezitou vétu. Ta nam fika, jak sblizené zlomky kon-
verguji k «, ale také, ze podle (8.2) ma tato kovergence i své omezeni.

e, ME_1 =

a k-ta medianta m,, je rovna ;.

Véta 7. Pro vsechna k > 0 plati
1 ’ Dk
<

Qe (qr + Qr+1) a qk

1

qrqk+1 .

<
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Pk
a__

qk

<

Qka—H

Dlikaz. Nerovnost je zfejma, jelikoZ véta 3 nam fika, Ze

. 1 y , .
vzdalenost mezi sblizenymi zlomky *a Prt je a z vety 5 vime, Ze a

4k Gr+1 4kqk+1
Dk Pk+1 1
se nachazi mezi — a . Nerovhost ——MMM <
Qk Qe+ Qe (qr + Qo)

o — Pk zname z (8.2).

qk

Nyni si ukdZzeme, jak by se dal napsat program na vypocet prvki a sblizenych
zlomk{ pomoci vsunutych zlomkd. Vstupem jsou v programu hodnoty « a n.
Cislo a je libovolné realné &islo, které chceme vyjadrit jako fetézovy zlomek
a zjistit jeho sblizené zlomky. Druha vstupni hodnota n je pocet prvki a pocet
sblizenych zlomkd, které chceme vypocitat. Vystupem jsou vektorové veli-
¢iny a a ¢, kde a pfedstavuje prvky fetézového zlomku a ¢ jsou jeho sblizené
zlomky. Cely funkéni program napsany v Matlabu Ize nalézt v pfiloze.

Vstup: o, n
Vypocet prvnich dvou prvki a(1), a(2) fetézového zlomku;
Pokud je a(1) = «

c(1) = a(1); % PFipad, kdy je « celé Cislo

Konec programu

Vypocet prvnich dvou p, ¢ a ndsledné prvnich dvou sblizenych zlomkd ¢(1), ¢(2);
Deklarace vektor( p,, ¢, 0 n prvcich;

Pro jod1don—2:
Pokud je j délitelné dvéma

z=—1;
Pokud neni j délitelné dvéma
z=1;
Konec
Pokud c(j +1) =« % Pokud cyklus dojde k tomu, ze aktualni
Ukonceni cyklu Pro; % sblizeny zlomek je roven alfa, program skonci
Konec % (to je zde pro pfipad, ze o € Q)

Proiod 1 do oc:
Vypocet Citatell p,(i) a jmenovatell g,(i) vsunutych zlomkd;
Pokud z * (p,(i)/q,(i) — ) > 0 % Vsunuty zlomek pfekroCi o
p(j +2) = p(i — 1);
a(j +2) = i — 1);
e(j +2) = puli = 1)/q,(i — 1);
a(j+2)=(p(G+2) —pi)/pQy+1); % a vyjadiené z rekurentniho
Ukoné&eni cyklu Pro; % vzorce
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Konec
Konec

Konec programu

Vystup: q, c
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9 TRANSCENDENTNI CIsLA

V této kapitole si ukazeme, ze se iracionalni ¢isla déli na algebraicka a transcen-
dentni. Vysvétlime si dlikaz existence transcendentnich &isel. Ten souvisi
s Liouvilleovou vétou, kterou si zde také predstavime a podivame se, jak na-
lézat transcendentni ¢isla pomoci fetézovych zlomkl. Budeme v této kapi-
tole vychazet z [11].

Uvazujme vyraz
f(z) = ag + a1r + agx® + - - - + apz” (9.1)

jako polynom n-tého stupné s celociselnymi koeficienty ag, ai, as, . .., a,. Po-
tom kofen « tohoto polynomu nazyvame algebraické Cislo. Dale budeme
potfebovat zavést pojem stupen algebraického Cisla. Jedna se o polynom
nejmensiho stupné, jehoz kofenem je «. Jinymi slovy to znamena, ze pokud
a je kofen polynomu stupné n a neexistuje jiz polynom stupné n — 1, ktery
by mél o jako svij kofen, tak potom je o algebraické Cislo stupné n. Tak-
Ze napriklad vSechna racionalni &isla jsou algebraicka &isla prvniho stupng,

C e a . y Y C
jelikoz a = i je korenem polynomu bx — a = 0. VSechna ostatni iracional-

ni Cisla nazyvame transcendentni Cisla. Jsou to tedy iracionalni Cisla, ktera
nejsou koreny polynomu. Transcendentni Cisla jsou napfiklad 7 a e. Nyni se
podivame na Liouvilleovu veétu, ktera bude podstatna pro dokazani existence
transcendentnich Cisel a jejich nalézani.

Véta 8. Ke kazdému iracionalnimu algebraickému &islu o stupné n existuje
C > 0 takové, Ze pro libovolna cela Cisla p a q (¢ > 0) plati

P C
‘CY——>—n.
q q

Dulikaz. Pfedpokladejme, Ze o je koren polynomu (9.1) a je to algebraické ¢islo
n-tého stupné. MliZeme napsat

f(x) = (z = ) fu(2), (9.2)

kde fi(x) je polynom stupné n — 1 a plati, Ze f1(«) # 0. JelikoZ plati f(«) # 0,
tak Ize najit kladné ¢ takové, Ze v intervalu (a«—d; a+4) se nachazi x, pro které

plati fi(x) # 0. Vime tedy, Ze plati |a — z| < 4. Za x si dosadime zlomek ]—), kde
q
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p a q jsou libovolna cela Cisla a ¢ > 0. TakZe mame ’oz - ]3‘ <dafy (2—9> # 0.
q q

Nyni si z (9.2) vyjadfime (z — ) a za x dosadime P Dostdvéme
q

p

; &)

L) A ()

Citatel agqn, + aipg"™* + - -- + a,p" je celé &islo a navic je nenulovy, protoZe
J J

kdyby byl roven nule, tak by o = P Jenze a mé byt iracionalni. Diky tomu,
q
Ze tohle vime, miZeme napsat
|aogn + arpg™ ™ + -+ + app”| > 1.

Pokud tohle pouZijeme a navic si oznaéime nejmensi horni mez funkce f(x)
zintervalu (o — &; e + &) pismenem M, tak ziskame nerovnost

1
o=t i
ql — Mq"
V jiném pripadé je to
’a — 8‘ >0.
q
N o ox
A jelikoz 6 > — , tak muzeme napsat
qn
P )
a-2> 2
q q

. Y A v 1
Pokud si pismenem C oznacime kladné Cislo mensi nez § a U tak v obou
pfipadech ziskavame

a tim je véta dokazana.

Liouvilleova véta nam Fika, ze aproximace algebraickych Cisel je omezena
a ta omezenost zavisi na stupni algebraického gisla. Tato véta nam navic
pomUzZe dokazat existenci transcendentnich &isel.
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Z véty 8 plyne, Ze pro libovolné C' > 0 a libovolné n € N existuji cela Cisla
paq(qg>0)aplati

C
Q"
Pokud je toto spInéno, tak « je transcendentni.

‘a _ 73‘ < (9.3)
q

S pouzitim fetézovych zlomk{, nyni miZeme hledat transcendentni Gisla.

" .y o Pk ,
Méjme prvky ag, ay,...a;. Spocitame sblizeny zlomek — a zvolime
qk

k—1
Ag+1 > G -

Pak plati

’ Pk ‘ 1 1 1
a——| < < < .
gk qkqk+1 qiakﬂ q’,j“

Nerovnost (9.3) je splnéna pro velka & bez ohledu na to, ¢emu se rovna C
a n, coz dokazuje existenci transcendentnich Cisel.
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10 VYPOCET LOGARITMU

V této kapitole si ukdzeme poditani logaritm{ pomoci fetézovych zlomka. Al-
goritmus, ktery si zde uvedeme, stoji za zminku diky svoji vysoké vypocetni
rychlosti. Budeme vychazet z [6] a [12]. Navic si v této kapitole ukazeme na
prikladu, jak dobré aproximace tato metoda nabizi.

Budeme resit z = log, a neboli
a=1"b" (10.1)

atotak, Ze budeme hledat celd Cisla ng, ny, ns, . .. takova, aby = = [ng, nq, na, ... |.

Zacneme tim, ze ur¢ime celé Cislo ny > 0, pro které plati:
b < a < b
Z toho plyne, Ze
1
= p"ta (10.2)

1 1
kde — < 1. Z (10.1) a (10.2) vime, Ze z = ny + — a nyni hledame z;.
X1 T

(10.2) podélime bv™ a oznacime jako b;.

a 1
bno

Tak ziskame b = b7*. Z toho plyne, ze z;, = log, ba nynibudeme hledatn; > 0,
pro které plati:

bt < b < bt

Z toho plyne, ze

n1+%
b= bl 27
1 N v 1
kde — < 1 a zjistime, ze x; = n; + —.
To T2
Déle stejnym zplsobem uréime
1 1
To=MNg+—, Tzg=ng+ —,
T3 Ty
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Tim jsme zjistili

1
T =Ty + )
niy + 1
T + 1
ns + —
a vidime tedy, ze
log, a = ng + ]
nq + 1
N9 + 1

Lze vidét, Ze se jednd o pomérné elegantni zplsob vypoctu logaritmu. Lo-
garitmy se daji Fesit rlznymi zpUsoby. Velice znamy je napfiklad Taylorlyv
polynom. U toho musime navic stanovit néjaky bod blizky hodnoté daného
logaritmu a musime bé&hem toho pocitat derivace logaritmu. Metoda s feté-

zovymi zlomKky je rychlejsi.

Nyni si ukazeme, jak dobré aproximace nabizi vypocet logaritmu pomoci fe-
tézovych zlomk{. Budeme pracovat s pfirozenym logaritmem 3. Ten je, se
zaokrouhlenim na 12 desetinnych mist, pfiblizné roven In 3 ~ 1, 09861228866S.

Sestavime tabulku se sblizenymi zlomky.

n3+—

sblizeny zlomek zlomek desetinné Cislo
Co 1 1
c 11/10 1,1
Cy 78/71 1,098591549296
C3 713/649 1,098613251156
C4 1504/1369 | 1,098612125639
Cs 3721/3387 | 1,098612341305
Cg 5225/4756 | 1,098612279226
c7 19396/17655 | 1,098612291136
cs 24621/22411 | 1,098612288608

Tabulka 10.1: Sblizené zlomky In 3

Z tabulky vidime, ze tfeti sblizeny zlomek je uz velmi dobra aproximace. Vy-
chazi s pfesnosti na 5 desetinnych mist. Osmy sblizeny zlomek ma dokonce

presnost na 10 desetinnych mist.
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11 NAVRHOVANI KALENDARE

V kapitole o historii byla zminéna tvorba kalendare pomoci fetézovych zlom-
k{. Tato kapitola se bude vénovat tomu, jak byl navrZzen gregoriansky kalen-
dar a jak by se dal tento kalendar jesté zpresnit. Budeme vychazet z [2].

Celosvétové se dnes uziva gregoriansky kalendaf. Ten vychazi z julianského
kalendare, ktery zavedl| Julius Caesar. Rok v julidanském kalendafi mél 365,25
dnd. Pfestupny rok byl jednou ze 4 roky. Jednalo se o pomérné prakticky
kalendar, kdy dochazelo k nahromadéni chyby jednoho dne po pfiblizné sto
letech. Ke korekci tohoto problému doslo nékdy ke konci 16. stoleti. Papez
Rehof XlII. sestavil komisi pro navrh nového presnégjsiho kalendarniho sys-
tému. Diky tomu byl zaveden takovy kalendar, ve kterém kazdy rok koncici
Cislicemi 00 neni pfestupny, s vyjimkou let délitelnych 400. To je nas gregori-
ansky kalendaf a znamena to, ze tedy kazdych 100 let, kromé Ctyisetletého
roku, neni prestupny rok. Takze béhem jednoho &tyfsetletého cyklu se vy-
skytne 97 prestupnych rokd, jelikoz

400 397
M = 97.
Nyni se zkusime podivat na to, zda by se nedal navrhnout néjaky lepsi ka-
lendar. Jeden rok ma priblizné 365,24219878 dnl. Hodnotu 0.24219878 si pre-
vedeme na fetézovy zlomek.

1
0.24219878 = ]
4+
7+ !
1+ !
3+ !
1
5+ —
Z toho ziskame nasledujici sblizené zlomky:

o e B 8 31 163
Co =Y, = 47 Cy = 297 C3 = 337 Cqy = 1287 C5 = 6737
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Prvni sblizeny zlomek odpovida julianskému 4letému cyklu. Vhodnéjsi by byl
napriklad tfeti sblizeny zlomek, ktery nabizi trochu presnéjsi kalendar. Jedna
se o takovy kalendar, kdy by nastalo 8 pfestupnych rokl béhem 33 let.

Nyni si pfevedeme hodnotu 0.24219878 x 100 na fetézovy zlomek. Z toho uz
rovnou uvidime jednotlivé cykly i s poétem prestupnych rokd.

1
0.24219878 x 100 = 24 +

4+ L
1+ !
1+ !
1
44+ —
Ziskame sblizené zlomky:

97 121 218 993
co = 24, CIZZ, 022?7 03277 C4:E7

Zde vidime par navrhl na novy kalendarni model. Prvni sblizeny zlomek od-
povida gregoridnskému kalendafi. Rika, Ze mame 97 prestupnych rokd b&hem
400letého cyklu. Druhy sblizeny zlomek odpovida kalendafi s 500letym cyk-
lem a 121 prfestupnymiroky v kazdém cyklu. U tohoto kalendafe bychom méli
prestupny rok kazdé 4 roky s tim, ze kazdych 100 let nebude pFestupny rok,
kromé pétistého roku.Tento kalendar je stejné jednoduchy a prakticky jako
gregoriansky a poskytuje lepsi pfesnost. Gregoriansky rok je o 26 sekund
delsi nez slunecni rok, coz ma za nasledek chybu 1 dne kazdych 3320 let.
Kalendar s 500letym cyklem je o 17 sekund kratSi nez slunecni rok, coz ma
za nasledek chybu 1 dne kazdych 5031 let. DalSi volba kalendare je 900lety
cyklus s 218 prestupnymi roky. Ten, kromé prestupnych rokl kazdé 4 roky,
vyzaduje jeSté zavést 7 vyjimek. To vychazi z vypoctu:

218 = 900 7
=7
Takto bychom vytvofili pfili$ slozity kalendar, ktery je navic neprakticky, pro-
toze 900 let je uz dost dlouhé ¢asové obdobi.

Nakonec tedy byl zaveden 400lety cyklus, i pfestoze se zda, ze vyhodnéjsi
by byl 500lety. Neni znamo pro¢ k tomu doslo. Je mozné, ze o této moznos-
ti papez nevédél a nebo neméli v té dobé dostateéné presna astronomicka
data k ospravedinéni 500letého cyklu.

Nyni je tfeba se jeSté zamyslet nad tim, jak vyFeSit u gregorianského kalen-
dare chybu 1 dne, ktera nastane kazdych 3320 let. Nabizi se zachovat stary
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model a v ném provést par uprav. K tomu lze opét pouzit fetézové zlomky.
Tentokrat si na fetézovy zlomek pfevedeme 0.24219878 x 400.

1
0.24219878 x 400 = 96 +

1+ !
7+ !
3+ !
1
24+ —
Spocitame sblizené zlomky:

775 2422 5619
=96 a=907 o=— a=755 a5

Druhy sblizeny zlomek ndm predklada cyklus dlouhy 8 x 400 = 3200 rokd, ktery
ma celkem 775 prestupnych rokl. Gregoridnsky kalendar ma 97 prestupnych
rokl bé&hem 400letého cyklu. TakZze béhem 8 takovych cykld bychom méli
8 x 97 = 776 prestupnych rokl. To znamena, Ze zruseni prestupného roku
kazdych 3200 let by nam dovolilo zachovat gregoriansky kalendar a navic
by se zpresnil. Tento novy systém by nahromadil chybu 1 dne za 88652 let.
To je uz tak dlouha doba, ze se tato korekce jevi jako dostatecna.

Jesté by nas mohlo zajimat, jak by to dopadlo v pfipadé, ze by papez schvalil
500lety cyklus. Opét si spoditame fetézovy zlomek a jeho sblizené zlomky.

1
0.24219878 x 500 = 121 + ]
10 +
16 + !

3+ !
1
2+ —

1211 19497 59702 138901
Co = ].21, C1 = Co = = Ccy =

10 1610 7 103" 1147

1211
Sblizeny zlomek 0 navrhuje cyklus dlouhy 5000 let s 1211 pfestupnymi roky.

Predtim jsme si jiZz spocitali, Ze 500lety cyklus by mél 121 prestupnych rokd.
To znamena, Ze za 5000 let by to bylo 1210 pfestupnych rokl. Abychom mohli
pouzit kalendar s 1211 prestupnymi roky, bylo by tfeba zavést 30. Unor kaz-
dych 5000 let. Nyni jsme dokoncili sestaveni kalendare s 500letym cyklem,
ktery nahromadi chybu 1 dne az za 833333 let.
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12 DIOFANTICKE ROVNICE

V této kapitole se budeme zabyvat diofantickymi rovnicemi. To jsou rovnice
s celoCiselnymi koeficienty, u kterych hledame celoCiselna feseni. Jednou
z moznosti, jak tyto rovnice Fesit, je za pomoci fetézovych zlomkU. Na to se
zde zaméfime. Budeme Cerpat z [6].

Uvedeme si jednoduchy priklad na uziti diofantickych rovnic:
Farmar si nakoupil prasata a kravy. Prase stalo 5000 K¢ a krava stala 8000
KC. Dohromady utratil 185000 K¢. Kolik nakoupil prasat a kolik nakoupil krav?

Sestavime rovnici:

5000z + 8000y = 185000.

Jedna se tedy o rovnici, kde hledame celoliselnad a zde navic i nezaporna
fedeni, protoZe nebereme v potaz, Ze by si farmar koupil napfiklad pllku zvi-
fete a nebo zaporny pocet zvirat.

Nyni si odvodime, jak Ize diofantické rovnice fesit pomoci fetézovych zlomkd
a poté si spocitame ulohu s farmarem.

Zacneme tim, Ze si ukazeme, jak vyresit ax — by = £1.

Jako prvni budeme fesit ax —by = 1, kde ged(a, b) = 1. To znamena, Ze nejvétsi
spole¢ny délitel « a b je 1. Tato rovnice ma nekonec¢no celodiselnych feseni.

o . a . .
Vytvorime retézovy zlomek 7= lag, a1, ...,a,] @ vypoCitame sblizené zlomky.
o vets DPn—1 P a .
DlleZité budou ¢,_; = — ac¢, = — = —, protoze
qn—1 qn b

Pndn—1 — GnPn—1 = (_1)11,

adn—1 — bpn—l = (_]-)n
Pokud je n sudé, tak

agp—1 — bpn—l =1
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a kdyz to srovname s ax — by = 1, vidime, ze feSeni rovnice je
To = dn—1 Yo = Pn—1-

To je Castecné feSeni. Potfebujeme zjistit obecné rfeseni.

Pokud je n liché, upravime fetézovy zlomek tak, aby mél sudy pocet prv-
KQ.

1 1
Pro a, > 1: P — lag,ay,...,a, —1,1],
an
n 1 T
(an = 1)+ 5
ro 1 ! ! [ + 1]
an, = 1: = ag, A1, ..., Qp_
p 1 w11 0, @1 1
ap—1+ —
an,
Nyni mame n sudé. Pokud se jedna o pfipad, kde jsme si museli upravit zlom-
Ve 7 v o v 7 n— n a
Ky, aby meli sudy pocet prvku, budeme muset znovu vypocitat ot a o _ 7
Gn—1 dn

Nyni hleddme obecné feseni.

Odecteme od sebe rovnice:

ar —by =1

axg — by = 1.

a(r —x0) = b(y — yo)

To nam fika, ze b déli v — z,. Tedy = — x4 je nasobek b.

T —xg=1b
T = xo+tb,
kde t € Z. Z toho vime, ze
atb = b(y — yo)
at =y — Yo
Y = 1Yo + at.

Takze jsme zjistili, Ze rovnice az — by = 1 ma feSeni:

CL’:I‘O—Ftb,
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Yy =1y +ta

t=0,41,42,43,... .

Diofanticka rovnice ax — by = —1 se fesi stejné, ale s tim rozdilem, ze nyni
pozadujeme, aby n bylo liché, jelikoz mame na pravé strané rovnice —1.

Nyni si ukazeme, jak vyfesit diofantickou rovnici
ar —by =c gcd(a,b) = 1.

Budeme fesit ax — by = 1 a dostaneme se opét k azxy — by, = 1. To vynasobime
hodnotou c.

a(czg) — b(eyo) = ¢

Z toho vidime, ze zde bude ¢astecnym feSenim cz,, cy, a obecnym feSenim
bude

T = cxg + tb,
Yy =cyo +ta

t=0,+1,42 43 ... .

Nyni si ukazeme jak vyfesit diofantickou rovnici
ar + by =c gcd(a,b) = 1.

Resi se podobné jako azx — by = ¢, ale s malymi zmé&nami. Nejprve budeme
hledat ¢astecné feSeni diofantické rovnice ax + by = 1. Vypocitame opét
agn—1 — bpn—1 = 1 a provedeme trik, ze pfepiSeme ax + by = c ha

ax +by=c-1=clag,—1 — bpp_1)
a provedeme Upravu
a(cqn-1 — x) = b(y + cpn-1).
Cislo b je délitelem cq,_; — = a vime tedy, Ze

CQn_1—x =1b

r = cqp_1 — tb.
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Dopocitame

a(tb) = b(y + cpn-1)

Yy =at —cpp_1.
Obecné feSeni se tedy da napsat ve tvaru
T = gy — tb,

y=at—cpp1 (12.7)

t=0,41,42,43,... .

DalSi varianty feSime obdobné.

Nyni zvladneme vyfesit vSechny diofantické rovnice typu ax + by = +c, kde
gcd(a,b) je délitelem hodnoty c.

Ted jsme jiz schopni si spocCitat Ulohu s farmarfem, kterou jsme si uvedli na
zacatku této kapitoly.

PFiklad 9. Resime diofantickou rovnici 5000z + 8000y = 185000.

Vidime, Ze gcd(5000,8000) # 1. Musime nejprve rovnici podélit 1000. Tim zis-
kame rovnici ve tvaru

5z + 8y = 185.

Nyni plati gcd(5,8) = 1 a miZeme si spocitat fetézovy zlomek. Pokud bude mit
lichy pocet prvkd, tak ho jesté navic upravime na fetézovy zlomek se sudym
pocétem prvkd.

5
g=[0.1L112=[0.111,11]

Sblizené zlomky jsou:

1 2 3 5
=0, a=1 c=5 = 04257 Cs = 35 -

2 3 8

Odvodili jsme si predtim, jak se fesi ax + by = c. TakZe stacli jen dosadit do
vzorcl (12.1). Pro feSeni dostavame vyjadreni

x=cq —th=185-5— 8 = 925 — 8t,
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y=at —cpy =5t — 185 -3 = 5t — 5HHS.

Vidime, Ze pro fadu hodnot t bude y zdporné. To nechceme, protoZe nemd-
Zeme mit zaporny pocet krav. Lze si snadno dopocitat, Ze t musi byt alespon
111 (5-111 — 555 = 0). To je pfipad, kdy by farmar nakoupil 37 prasat a 0 krav.
Pro t € 7Z vétsi nez 115 by zas pocet prasat vychazel zaporny. Tim se nam
pocet mozZnych reseni omezuje. Tato Uloha ma tedy 5 rliznych feseni pro
t=111,112,113,114, 115:

t=111: =z, =37, y1=0
t=112: 29=29, 9y, =05
t=113: x3=21, y3=10
t=114: x4=13, y,=15

=115: x5=05, y;=20.
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13 RESENI ALGEBRAICKYCH
ROVNIC

Tato kapitola se zaméfi na vyuziti fetézovych zlomk{ pfi vypoctu algebraic-
kych rovnic. Ukdzeme si, Ze diky fetézovym zlomkim mdzeme vypocitat ko-
fen rovnice libovolného stupné. PopiSeme tuto metodu a pak ji vyzkousime
na prikladu. Budeme v této kapitole vychazet z [13].

Meéjme algebraickou rovnici n-tého stupné
F(x) = by + bix + bpa® + -+ + bya” = 0. (13.1)

Retezovy zlomek konstruujeme tak, ze budeme hledat celd &isla ag, a1, as, . . . .
Zacneme tim, Ze zjistime interval (ag, ag+1], ve kterém se nachazi jediny kofen
rovnice (13.1). Tento kofen znacime «. Mirna komplikace je stanoveni toho-
to intervalu. Ten mlZeme stanovit napfiklad postupnym dosazovanim prvk
z mnoziny celych C&isel do rovnice (13.1). Hledany interval najdeme, jakmi-
le narazime na dvé po sobé jdouci Cisla, pro ktera plati, Ze vyrazy f(x) maji
navzajem opacna znaménka. Tak jsme nasli interval, ve kterém se nachazi
kofen «. Kofen vyjadfime ve tvaru

1
a = Qg + —.
Lo
Poté dosadime o do rovnice (13.1).
1 1\2 1\n
b0+b1(a0+x—0)+b2(ao+x—0) ++bn<a0+;0> :O (132)
Rovnici (13.2) potom pfevedeme to tvaru
co+ crxo + 02:)33 +- -4 =0, coc1,...c, R (13.3)

Tato rovnice ma redlny kofen z, > 1. Pro rovnici (13.3) opét stejnym zpUso-

— . Y ., 1 . x
bem zjistime interval (a;;a; + 1]. V ném se nachazi zq = a; + — . TakZe uz
T

hledame
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Stejnym zplsobem bychom mohli pokracovat libovolné dlouho. Nakonec se
nam podafi vypocitat a = [ag, a1, as, as, . .. ].

Nyni si tuto metodu vyzkousSime na pfikladu.
Priklad 10. Vypoctéte rovnici
5zt 4+ 322 — T2+ — 17 = 0.
Nejprve zjistime, Ze kofen « se nachazi v intervalu (1;2], protoZe
5.1 4+3-13-7-1°41-17=-15<0,

5.-2V43.22-7.2242-17=61> 0.

. . . , 1 . - ,
Takze aq = 1 a ted do rovnice za x dosadime 1 + — a pote rovnici upravime.

Zo
1\4 1.3 1\2 1
5(1+ =) +3(1+—) —7(1+—) + (1+ =) —17=0
o o Zo Lo
1525 — 1623 — 3223 — 2315 — 5 =0 (13.4)

, 1
Ted budeme hledat x; v intervalu (2;3]. a; = 2 a po dosazeni zo =2+ — do
T
(13.4), ziskame
67x] — 13723 — 23222 — 104z, — 15 = 0.
, , . - . . 1
Nyni hledame z, v intervalu (3; 4]. Vidime, Ze a, = 3 a dosazujeme x, = 3+ —.
X2
687x5 — 204123 — 215323 — 667z, — 67 =0

Dalsi interval, ve kterém budeme pracovat, je (3;4]. Tim jsme pravé Zzjistili pr-
vek as = 3. UZ jsme Zzjistili prvni 4 prvky a miZeme se podivat, jak presné
feseni to je.

Zjistili jsme, Ze kofen je roven fetézovému zlomku [1,2,3,3,...].

Sblizené zlomky jsou:

10 33

3
co =1, =5 Q=7 =5

Ziskali jsme tedy feseni c;. Diky vété 7 mlZeme zjistit, jak je pfesna tato apro-
ximace. VyuZijeme toho, Ze

Pr L1 (13.5)

! T Q1 G
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a vypocitame chybu pro cs.

1
< —=<0,0019

-
232

q3

Sblizeny zlomek c; ma tedy chybu mensi nez 0,0019. To je pomérné blizko
pfesné hodnoté.

Kromé tohoto kofenu, existuje jesté dalsi korfen, ktery se nachazi v inter-
valu (—2; —1]. Vypocet by se pak proved! stejnym zplsobem jako pro kladny
koren.

Metoda je vyhodna v tom, Ze mizeme pfi vypocltu sledovat pfiblizovani se
k pfesné hodnoté kofenu pomoci (13.5). Pokud bychom Fesili rovnici s raci-
onalnim kofenem, dopoditali bychom se koneé¢ného podtu prvkil fetézového
zlomku a dostali bychom tedy presné feSeni s nulovou chybou.
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Bakalafska prace shrnuje zakladni poznatky tykajici se Ffetézovych zlomka.
Je zde probrana historie, teoreticky zaklad a nékteré jednoduché aplikace
fetézovych zlomkd.

Dozvédéli jsme se, Ze fetézové zlomky maji své vyhody a nevyhody. Re-
tézoveé zlomky jsou jednoznacné na rozdil od desetinnych Cisel, ktera nespl-
nuji jednoznacnost (napf. 1 = 0,9). Pak také vime, Ze nékterd racionalni ¢isla
mohou byt vyjadfena jako periodické desetinné Cislo a u iracionalnich Cisel
tohle uz neni mozné. Mizeme tedy povazovat za vyhodné, Ze u fetézovych
zlomkU Ize periodicky vyjadfit i iracionalni ¢isla, konkrétné kvadratické ira-
cionality. Velkou slabinou je provadéni matematickych operaci s fetézovymi
zlomky. To je problém predevsim u nekonecnych fetézovych zlomkd. Ty je
alespoi mozné aproximovat pomoci sblizenych zlomkU. Podstatnou ¢asti te-
orie fetézovych zlomkl jsou pravé sblizené zlomky, protoze diky nim a jejich
vlastnostem jsou fetézové zlomky vhodnym aproximaénim nastrojem. Jsou
to vlastnosti o jejich pfiblizovani k pfesné hodnoté, chovani sudych a lichych
sblizenych zlomkU, postupné narlstani ¢itatell i jmenovatell a tak dale. Na-
vic je Ize pocitat pomoci rekurentnich vzorct, coz je velkou vyhodou. Diky
sblizenym zlomklim mlZeme aproximovat iracionalni ¢isla na poZzadovanou
piesnost.

Ukazali jsme si, ze konec¢ny fetézovy zlomek vyjadfuje racionaini Cislo a ne-
konecny fetézovy zlomek vyjadfuje iracionalni Cislo. Vidéli jsme také, ze kva-
dratické iracionality maji vzdy periodicky fetézovy zlomek. Potom jsme se
zabyvali také vsunutymi zlomky. Jedna se o alternativu vypoctu sblizenych
zlomk{ vyuzivajici pojmu medianty. Vsunuté zlomky mozna nejsou pfili$ efek-
tivni, ale diky nim jsme byli schopni pfijit na vétu 7. Ta nam fika, ze konver-
gence fetézovych zlomkd zdvisi na jmenovatelich sblizenych zlomkd. MG-
Zeme pozorovat, jak se chyba zmenSuje, ale zaroven pravé diky vsunutym
zlomkUm jsme zjistili, Ze pfibliZovani je omezené a to také podle jmenova-
teld sblizenych zlomkU. Posledni ¢asti teorie, které jsme se vénovali, jsou
transcendentni Cisla. Ta jsou podstatnou soucasti mnoziny iracionalnich &i-
sel a diky Ffetézovym zlomkdm, jsme schopni nalézat tato &isla.

Zabyvalijsme se také vyuZzitim fetézovych zlomka. Vidélijsme, Ze je I1ze vyuzit
k vypoctu logaritmu. Ukazalo se, Ze se jedna o pomérné rychly a efektivni al-
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goritmus. V kapitole 12 jsme se také vénovali diofantickym rovnicim, které se
daji fesit pomoci fetézovych zlomkUl. Zajimavou aplikaci je navrhovani kalen-
dare. Tam se fetézové zlomky ukazaly jako velmi vhodny nastroj poskytujici
dobré moznosti aproximace délky astronomického roku. Mohli jsme pozoro-
vat to, Ze gregoriansky kalendar je velmi pfesnym kalendarnim modelem, ale
i pfesto by bylo mozné vyuzit modely, které by byly lepSim pfiblizenim.

Cilem prace bylo prozkoumat pojem jednoduchy fetézovy zlomek. Probrali
jsme fadu vlastnosti a nalezli néjaka uplatnitelna vyuziti. Pfesto stale existu-
je spousta latky, ktera se do této prace nedostala. Dalo by se dohledat vice
vyuziti a dokonce i v jinych oblastech. Napfiklad ve fyzice, informatice nebo
v kryptografii. Jedna se o téma s velkym potencialem, ke kterému je mozno
se vratit a vénovat se mu do vétsi hloubky.
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PRILOHA

Program na vsunuté zlomky v Matlabu:

function [a,c] = Vsunute_zlomky(alfa,hn)
% Vypocet pozadovaneho poctu sblizenych zlomku a prvku
% retezoveho zlomku pomoci vsunutych zlomku

% alfa ... realne cislo

% n ... pocet sblizenych zlomku a prvku retezoveho zlomku
% a ... prvky retezoveho zlomku

% C sblizene zlomky

% p citatele sblizenych zlomku

% q ... jmenovatele sblizenych zlomku

% pv ... citatele vsunutych zlomku

% qv ... jmenovatele vsunutych zlomku

syms ¢

syms v

a(1)=floor(alfa);

if a(1)==alfa
c()=a(1);
return;

end

p(1)=a(1);

q(1)=1;

c(M)=p(1)/q(1);

a(2)=floor (1/(alfa-p(1)));

p(2)=a(2)*p(1)+1;

q(2)=a(2)*q(1)+0;

c(2)=p(2)/q(2);

pv=zeros(1,n);
qv=zeros(1,n);

for j=1:n-2
if mod(j,2)==0
z=-1;



else

==alfa
break;

if c(j+1)

end

end
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for i=1:inf

end

end

end

end
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