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Abstract:

Vopénka’s Alternative Set Theory in the Mathematical Canon of the 20" Century
Vopénka’s Alternative Set Theory can be viewed both as an evolution and as a revo-
lution: it is based on his previous experience with nonstandard universes, inspired
by Skolem’s construction of a nonstandard model of arithmetic, and its inception
has been explicitly mentioned as an attempt to axiomatize Robinson’s nonstandard
analysis. Vopénka preferred working in an axiomatic theory to investigating its indi-
vidual models; he also viewed other areas of nonclassical mathematics through this
prism. This article is a contribution to the mapping of the mathematical neighbour-
hood of the Alternative Set Theory, and at the same time, it submits a challenge to
analyze in more detail the genesis and structure of the philosophical links that even-
tually influenced the Alternative Set Theory.
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1. Proc se vracime k Alternativni teorii mnozin?

Alternativni teorii mnoZin (ATM)? minime predevsim vyklad podany ve dvou
Vopénkovych monografiich: v Mathematics in the Alternative Set Theory, pub-
likované v anglickém jazyce v roce 1979 v prekladu P. H4jka, a v Uvodu do ma-
tematiky v alternativnej teorii mnoZin, vydaném ve slovenstiné o deset let

1 Text vznikl s podporou vyzkumného zaméru RVO: 67985807 Ustavu informatiky AV CR. Libor
B&hounek, Ji¥f Hanika a St&pén Holub vznesli cenné pfipominky k né&kterym d¥iv&jgim verzi
textu nebo jejich ¢astem. Knihovna Ustavu informatiky AV CR, zejména Ludmila Nyvitova, byla
ndpomocna pfi ziskdvani nékterych starsich publikaci. Dékuji také tfem anonymnim recenzen-
tlm Filosofického ¢asopisu za podnéty vedouci k vylepseni textu.

2 Atribut,,Vopénkova“ vypoustime, pokud nemtze dojit k mylce.

3 Vopénka, P., Mathematics in the Alternative Set Theory. Transl. P. Hajek. Leipzig, Teubner 1979.
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pozdéji v prekladu P. ZlatoSe,* kde je rozsireny matematicky obsah doplnén
zna¢nym objemem motivacnich, filosofickych a historickych pasazi. Ani jed-
na z monografii neméla ambice predloZit vyCerpavajici prehled veskerého
v dobé svého vzniku dostupného matematického materidlu o ATM. Relevant-
ni je d4le dlouhd fada ¢asopiseckych &lanki, povétsinou dostupnych v Ceské
digitdIni matematické knihovné,> z nichZ nékteré ovlivnily i vyslednou podo-
bu Vopénkovych monografii,® a sbornik prispévkili ze sympozia vénovaného
ATM,” ktery byl prileZitosti publikovat i ucelenéjsi aktualni materidly o této
teorii, a 1ze jej tedy chapat jako kompendium vysledki a odkazii na né.

Oddélené je tteba uvazovat predchozi Vopénkovu a Hajkovu The Theory of
Semisets z r. 19728 a néaslednou Vopénkovu Novou infinitni matematiku, jejiz
ucelend publikace vysla r. 2015.°

Vopénkovo dilo se dosud nedoc¢kalo systematického zpracovani a zataze-
ni do souvislosti na poli historie a filosofie matematiky. K dispozici neni ani
podrobnéjsi védecky Zivotopis, nicméné velmi informativni je text A. Socho-
ra z r. 2001% ve speciadlnim ¢isle Annals of Pure and Applied Logic vénovaném
Vopénkovi, které Sochor také editoval. Nabizi periodizaci Vopénkova dila az
do svého vydani a kromé vlastniho obdobi prace na ATM diskutuje také ob-
dobi predchozi, vyznacujici se vyznamnymi vysledky tzv. prazského semi-
nére teorie mnoZin a publikaci The Theory of Semisets [ Teorie polomnoZin].

Vopénka navézal na své monografie o ATM tadou prednasek a ¢lanka,!
jakoZ i 8ife pojatymi texty z historie teorie mnoZin, které mimo jiné sledu-
ji okolnosti vzniku ATM.12 Cesti logici priibézné Vopénkovy préce reflektui:
z nedavné doby jde napt. o Svejdarovu praci ,Vopénka and Héjek: History

4 Vopénka, P., Uvod do matematiky v alternativnej teérii mnozin. Prel. P. Zlatos. Bratislava, Alfa

1989.

www.dml.cz.

6 Dle Vopénkova Uvodu do matematiky v alternativnej tedrii mnoZin (c.d.) k rozvoji teorie pfispé&li
zejména K. Cuda, J. Ml¢ek, A. Sochor, A. Vencovska, J. Chudacek, M. Resl, K. Trlifajovd, B. Voj-
taskova, J. Sgall, J. Witzany, J. Guri¢an, M. Kalina a P. Zlatos.

7  Proceedings of the 1t Symposium Mathematics in the Alternative Set Theory (held in Stara Lesnd
on May 28 - June 4, 1989). Eds. J. Mi¢ek - M. BeneSovd - B. Vojtaskova. Bratislava, Association
of Slovak Mathematicians and Physicists (JSMF) 1989.

8 Vopénka, P. - Hajek, P., The Theory of Semisets. Transl. T. Jech - G. Rousseau. Praha - Amster-
dam, Academia — North-Holland Publishing Company 1972.

Vopénka, P., Novd infinitni matematika. Praha, Karolinum 2015.

10 Sochor, A., Petr Vopénka (* 16. 5. 1935). Annals of Pure and Applied Logic, 109, 2001, No. 1-2,
s.1-8.

11 Napf. Vopénka, P., O co jde v alternativni teorii mnozin. In: Fiala, J. (ed.), Horizonty nekone¢na.
Matematicky pohled na svét. Praha, Moraviapress 2004, 51-68. Anglicky v prekladu A. Vencov-
ské publikovéno jako: Vopénka, P., What Is the Alternative Set Theory All About. In: Proceed-
ings of the 1t Symposium Mathematics in the Alternative Set Theory (held in Stara Lesna on
May 28 - June 4, 1989), c.d., s. 28-40. Viz téZ Vopénka, P., The Philosophical Foundations of
the Alternative Set Theory. International Journal of General Systems, 20, 1991, No. 1, s. 115-126.

12 Vopénka, P., Vyprdvéni o krdse novobarokni matematiky. Praha, Préh 2004.

'l



Vopénkova Alternativni teorie mnozin... 487

and Background® nebo monotematicky blok ,Setkani s Petrem Vopénkou*
ve Filosofickém casopise,** editovany K. Trlifajovou, s prispévky odréazejicimi
dobu Vopénkova plisobeni na Matematicko-fyzikalni fakulté Univerzity Kar-
lovy v Praze, zejména v ramci jeho pracovni skupiny vénujici se ATM, i nové-
ji rozvijené sméry z doby jeho angaZzma na Fakulté filozofické Zapadoceské
univerzity v Plzni. Ze stejné doby pochdzi i nékolik neformalnich prispévkd,
jako je ¢lanek K. Trlifajové ,Poezie matematiky Petra Vopénky“® doplnény
pretiskem ukazek z Nové infinitni matematiky, nebo nekrology od J. Ml¢ka®
a J. Chudacka.”

Nékteré pasdze z Vopénkovych monografii vénovanych ATM, i nékteré
navazujici prace, podnécuji ¢tenére k dichotomickému nazirani matematic-
kého svéta: na jedné strané stoji Vopénkova ATM, na druhé tzv. Cantorova
teorie mnoZin - prosperujici, avSak do sebe zahledéné a odtaZzita bézné zku-
Senosti. Tento pojem je ve Vopénkové dile ¢asto uzZivan, je tedy prirozené se
nad nim pozastavit s otdzkou: co je Cantorova teorie mnozin? V Sochorové
¢lanku ,The Alternative Set Theory“ z r. 1976'® nachdzime prosté vymezeni:
jde o teorii nekonecna, kterou predestrel G. Cantor a kterd umoziuje tento
pojem studovat a klasifikovat. Toto vymezeni ma byt vSeobjimajici: presahuje
napt. obvyklé meze pojmu klasickd teorie mnoZin, coZz neni z pouhého ozna-
Ceni patrné, oba pojmy jsou proto nékdy ztotoznovany. Matematickd komu-
nita je pak li¢ena jakoZto homogenni co do pragmatického ptriklonu k této
teorii v roli zdkladi matematiky. Vopénka sice ndzorovou pluralitu v moder-
nich zakladech matematiky obc¢as v ramci vykladu prezentuje, ale témér vy-
hradné v pohledu zpét, tj. jako jiZ vyreSenou zaleZitost. V obou Vopénkovych
monografiich vénovanych ATM se také hovori o krizi sou¢asné matematiky.!

13 Svejdar, V., Vopénka and Hajek, History and Background. Journal of Applied Logics, 5, 2018,
No. 6, s. 1261-1271.

14 Téma: Setkani s Petrem Vopénkou (monotematicky blok). Ed. K. Trlifajova. Filosoficky ¢asopis,
64, 2016, C. 4, s. 491-638.

15 Trlifajova, K., Poezie matematiky Petra Vopénky. Vesmir, 94, 2015, ¢. 6, s. 342-343.

16 Mlcek, J., Odesel Petr Vopénka. Filosoficky casopis, 63, 2015, €. 2, s. 315-317.

17 Chudacek, J., Vzpominka na Petra Vopénku. Nekrolog z blogu autora prevzala Jednota
Ceskych matematikd a fyzikG (JCMF). Dostupny na: https://jcmf.cz/?q=en/node/984; 2015;
[cit. 11.7.2022].

18 Sochor, A., The Alternative Set Theory. In: Set Theory and Hierarchy Theory: A Memorial Tribute
to Andrzej Mostowski. Eds. W. Marek - M. Srebrny — A. Zarach. Bierutowice, Poland, 1975. Hei-
delberg — NewYork, Springer-Verlag 1976, s. 259-261.

19 Sekce 3.7-3.12 Uvodu do matematiky v alternativnej tedrii mnoZin nastifiuji proces, kterym se
matematika proménila v mnoZinovou matematiku a nasledné mnozinova matematika v Canto-
rovu teorii mnoZin. Tento proces sice letmo zmiriuje ,,rlizné teorie mnozin“, avsak neposkytuje
¢tendfi ani ndznak vysvétleni, které teorie jsou minény (s. 126); ke konci vykladu Vopénka pou-
ze konstatuje: ,,Pric¢iny sicasnej krizy infinitnej matematiky neslobodno hladat’v jej prejavoch,
ale v zdkladoch samotného mnoZinového poratia matematiky. Tymto zakladom je vSak Canto-
rova tedria mnozin.“ Vopénka, P., Uvod do matematiky v alternativnej teérii mnozin, c.d., s. 128.
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Zminéna dichotomie je ¢aste¢né také dilem pribéhu o ATM, ktera méla
(@ v inkarnaci Nové infinitni matematiky stile ma) ambice dosavadnim ne-
vyhovujicim zdkladiim matematiky konkurovat. Podobné velky ptibéh Zila
pred ATM také teorie polomnoZin: ,Teorie polomnoZin neni pomocnym tech-
nickym aparatem, studuje totiZ pojem, ktery by se mohl ukézat pro matema-
tiku (i metamatematiku) zdsadnim.“* Nejjednodussi verze tohoto pribéhu
pojimé pripadné dalsi aktéry, tj. jiné ambiciézni alternativni zaklady mate-
matiky nebo jen argumenty, pro¢ by se o takovych alternativach mélo uvazo-
vat, jako vedlejsi. I ponékud nestastné zvoleny anglicky ndzev pro tuto teorii,
totiz the alternative set theory, k tomuto dichotomickému obrazu prispiva.?!
Kontrast mezi ofekavanim a vnimanou skutec¢nosti pak provazi povzdech
nad tim, Ze svét Vopénkovu ATM neobjevil, nepochopil, nebo nedocenil.

Dichotomicky pohled i epiku kolem ATM lze zachytit citacemi; neuvadi-
me je zde zejména proto, Ze se Casto objevuji jakoby mimochodem v textech
s odliSnym nosnym tématem. Obraz, ke kterému prispivaji, pak presahuje
jakykoli jednotlivy text a existuje zejména v obecném, nepsaném povédomi.
Jako priklad vezméme tryvek z textu ,Petr Hajek: A Scientific Biography* au-
torky tohoto ¢lanku: ,Jakkoli se Vopénkova alternativni teorie mnozin dosud
té3i prizni Ceskych logikt, globalni pohled naznacuje, Ze sdili osud jinych do-
posud navrzenych alternativ k hlavnimu proudu matematiky: dav, ubirajici
se klasickou cestou, ji uslapal.“? V textu, ktery vznikl jako odborny Zivotopis
P. Héjka, a ktery se tedy P. Vopénky tyka jen zprosttedkované, je tendence
sklouznout ke zjednoduSenému pohledu na postaveni Vopénkovy skoly ATM;
ten je implicitné akceptovan.

Néastin dichotomické prezentace ATM je sdm o sobé také zjednodusenim.
Neni navic povinnosti pracujiciho matematika, usilujictho o vymanéni z osi-
del dominantni matematické ontologie, podat vycerpavajici prehled veske-
rého déni i mimo tuto ontologii. Vyklad metodou srovnani klasické teorie
mnoZin s ATM ve Vopénkovych textech miZe byt dan také predpokladem
o dosavadnich znalostech nebo snad i preferencich ¢tenaru.

20 “The theory of semisets is not an auxiliary technical means but it studies a notion which might
prove to be one of fundamental mathematical (and metamathematical) notions.” Hajek, P.,
Why Semisets? Commentationes Mathematicae Universitatis Carolinae, 14, 1973, No. 3, s. 397-
420.

21 Ktomu blize Chudacek, J., Vzpominka na Petra Vopénku, c.d.

22 “While Vopénka’s alternative set theory is still a popular concept among Czech logicians, from
a more global point of view it seems to have shared the fate of many hitherto proposed alter-
natives to the mainstream conception of mathematics: it was trampled underfoot the crowd
that pursued the classical direction.” Hanikova, Z., Petr Hajek: A Scientific Biography. In: Mon-
tagna, F. (ed.), Petr Hdjek on Mathematical Fuzzy Logic. Vol. 6: Outstanding Contributions to
Logic. Cham - Heidelberg — New York — Dordrecht - London, Springer-Verlag 2015.
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Préce reflektujici Vopénklv tvlrcéi pocin vsak potrebuji zpracovat také
kontext. N4§ pohled na ATM bude vzdalen pohledu dichotomickému: kon-
textem ndm nebude jen Kklasicka teorie mnoZin, nybrZ synchronni a dia-
chronni pohled na relevantni partie matematiky, véetné téch, které 1ze cha-
pat jako neklasické. P¥ipomeneme, Ze spiSe neZ osamocenou vlastovkou je
ATM soucasti pomérné dobre rozpoznatelnych matematickych smérti, a to
zejména zkoumani nestandardnich univerz (ve Skolemoveé smyslu), striktni-
ho finitismu ve smyslu Parikhova ¢lanku ,Existence and Feasibility in Arith-
metic“® a snahy eliminovat artefakty axiomatickych systémua formélnich
teorii,* reprezentované naptiklad reverzni matematikou. Nas zdmeér je kom-
plementédrni tomu, co Vopénka o ATM z historického hlediska obvykle uva-
di sdm: rozbor Bolzanovych Paradoxii nekonecna, Leibnizv infinitezimal-
ni kalkul, ptipadné vybrané citace francouzské matematické Skoly prelomu
19. a 20. stoleti a Robinsonova nestandardni analyza.

ATM byva s Robinsonovou nestandardni analyzou ¢asto asociovana. Sdm
Vopénka glosuje situaci takto: ,Po formalni a technické strance ma Alter-
nativni teorie mnoZin blizko k nestandardni analyze a Ize ji po této strance
za specidlni pripad nestandardni analyzy povazovat.“® Hlavni namitku, kte-
rou Vopénka vii¢i nestandardni analyze vznesl, uvedeme do kontextu analo-
gickych namitek vii¢i dalsim oblastem neklasické matematiky, jako je teorie
fuzzy mnoZin nebo intuicionisticka logika: jde o vazalské postaveni viic¢i Can-
torové teorii mnoZin, proti kterému Vopénka stavi odklon (ontologicky a né-
sledné axiomaticky) od této teorie. Pripomeneme také, Ze Vopénkova prace
s nestandardnimi modely teorie mnoZin za¢iné priblizné v r. 1960; dtive nez
mohl mit prileZitost sezndmit se s Robinsonovymi publikacemi o nestan-
dardni analyze.?

V mifte, ve které byly prace o ATM v angli¢tiné publikovény, jsou také ang-
licky hovoticimi odborniky interpretovany, zatazovany do kontextu, hodno-
ceny a aplikovany. Pfikladem je Fletcherova kapitola ,Infinity“?* ktera uvadi

23 Parikh, R., Existence and Feasibility in Arithmetic. The Journal of Symbolic Logic, 36, 1971, No. 3,
s.494-508.

24 “It is commonly noted that set theory produces far more superstructure than is needed to
support classical mathematics.” Holmes, M. R., Alternative Axiomatic Set Theories. In: The
Stanford Encyclopedia of Philosophy. Ed. E. N. Zalta. Stanford, CA, 2017.

25 “From the formal and technical point of view, Alternative Set Theory is rather near to Nonstan-
dard Analysis and can be considered, from this point of view, for a particular case of Nonstan-
dard Analysis.” Vopénka, P., Mathematics in the Alternative Set Theory, c.d., s. 3.

26 Tento fakt je jiz také v publikacich o Vopénkové praci zminén: Sochor, A., Petr Vopénka (* 16. 5.
1935), c.d.; Svejdar, V., Infinite Natural Numbers: An Unwanted Phenomenon, or a Useful Con-
cept? In: Peli§, M. - Pu¢ochdr, V. (eds.), The Logica Yearbook 2010. London, College Publications
2011, s. 283-294.

27 Fletcher, P., Infinity. In: Handbook of the Philosophy of Science. Vol. 5: Philosophy of Logic.
An Anthology. Ed. D. Jacquette. Amsterdam, Elsevier 2007, s. 523-585.
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Vopénkovu a Sochorovu ATM jako propracovany priklad teorie proveditel-
nosti [feasibility], nebo Deantv ¢lanek ,Strict Finitism, Feasibility, and the
Sorites“?® kde je ATM citovana jako patrné singularni pripad teorie, ktera
pouZziva nestandardnost k modelovani vagnosti. Novéjsi matematické pra-
ce v ATM jsou patrné vyjimkou; jmenujme praci E. Jerabka Provability Logic
of the Alternative Set Theory.?® Diky usili M. R. Holmese je dostupné encyk-
lopedické shrnuti alternativnich teorii mnoZin v Stanford Encyclopedia of
Philosophy,* variantou je ¢lanek se spoluautory T. Forsterem a T. Libertem.
Neni tedy spravné tvrdit, Ze Vopénkova ATM zapadla. Spole¢né s jeho praci
v oboru klasické teorie mnozZin, zejména boolovskych modelt a velkych kar-
dinalq, je soucasti vieobecného povédomi.

2. O matematické podobé Alternativni teorie mnozin3

ATM nabizi svébytné zaklady matematiky bez nutné opory Zermelovy-
Fraenkelovy teorie mnoZin s axiomem vybéru (ZFC) ¢i jiné jiZ rozvinuté teo-
rie. Vyklad matematického svéta, podepreny vhodné zvolenymi axiomy, je
tedy mozny bez poukazl k ontologii zprostiedkované klasickou teorii mno-
Zin, potazmo k modellim ATM v ZFC.** Mohli bychom ¥ici, Ze jde o axiomatic-
ké budovani neklasické matematiky nad klasickou logikou, s pozndmkou, Ze
ATM je nékdy prezentovana jako neformdlni teorie, uréena spise principy nez
souborem axiomu. Nicméné je k dispozici také nékolik variant axiomatické
teorie, kterd je nastinéna ve Vopénkové monografii Mathematics in the Alter-
native Set Theory, pri¢emz navazujici Sochorovy prace ,Metamathematics of
the Alternative Set Theory I-1II"3* jsou preciznim rozborem formulaci jednot-
livych axiomt ATM, jejich variant a interakce.

Monografie Mathematics in the Alternative Set Theory predklada diikaz
axiomu teorie ZF, - varianty Zermelovy-Fraenkelovy teorie, ve které je

28 Dean, W., Strict Finitism, Feasibility, and the Sorites. The Review of Symbolic Logic, 11, 2018,
No. 2, s. 295-346.

29 Jerdbek, E., Provability Logic of the Alternative Set Theory. Diplomovd préce. Filozofickd fakulta
Univerzity Karlovy v Praze, 2001.

30 Holmes, M. R., Alternative Axiomatic Set Theories, c.d.

31 Holmes, M. R. - Forster, T. - Libert, T., Alternative Set Theories. In: Handbook of the History of
Logic. Vol. 6: Sets and Extensions in the Twentieth Century. Eds. D. M. Gabbay — A. Kanamori —
J. Woods. Amsterdam et al., Elsevier 2012.

32 Prameny, o které se opira tato ¢ast zde predkladaného ¢lanku, jsou obé vySe zminéné Vopén-
kovy monografie vénované ATM: Mathematics in the Alternative Set Theory a Uvod do matema-
tiky v alternativnej tedrii mnozin.

33 Anejen mozny: v prevazné ¢asti obou monografii je vyklad, ku prospéchu véci, takto veden.

34 Sochor, A., Metamathematics of the Alternative Set Theory I, II, I1l. Commentationes Mathema-
ticae Universitatis Carolinae, 20,1979, No. 4, s. 697-722; 23,1982, No. 1, s. 55-79; 24, 1983, No. 1,
s. 137-154.
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axiom nekone¢na nahrazen svou negaci - v ATM, je tedy k dispozici veskery
matematicky aparat teorie dédi¢né kone¢nych mnozin:* naptiklad 1ze zavést
tr{du prirozenych ¢isel N.

ATM pracuje s tfidami jako se svébytnym typem objekti. Je nasnadé, Ze
t¥idy budou pro formulaci zajimavych a pro ATM charakteristickych tezi ne-
postradatelnym jazykovym prostredkem. ATM se neomezuje na ttidy defi-
novatelné mnozinovymi formulemi. PolomnoZiny jsou tfidové ¢asti mnoZin;
vlastni polomnoZiny (ty, které nejsou mnozinami) mnoZinové definovatelné
nejsou.

Prikladem ttidy, kterd neni mnozZinové definovatelna, je tfida Fin mnoZzin
koneénych ve smyslu ATM: tedy téch, jejichZ kazdd podt¥ida je mnoZinou. Tato
definice je podkladem pojmu prirozeného nekonecna, samého raison d’étre
ATM. VSechny vlastni t¥idy jsou (vopénkovsky, tj. ptirozen€) nekonecné: ,pri
stretnuti s nejakou takou vlastnou triedou sa vZdy na mnozZstve jej prvkov
stretdvame s javom neostrosti. (...) Nositelmi prirodzeného nekonec¢na st
teda predovsetkym vlastné triedy.” V§Simnéme si, Ze pojem nekonecna je jiz
ve své definici s pojmem neostrosti svazan. Mnozina zahrnujici vlastni pod-
tfidu je ve smyslu definice uvedené vySe nekonec¢né: ,s javom neostrosti sa
vsak stretavame aj na mnoZstve prvkov niektorych mnozin, a to vtedy, ked
sa nam pri stretnuti s takouto mnozinou vydeli z mnozstva jej prvkov nejaka
neostra ¢ast.”* Vystizné zachycuje podstatu vopénkovského prirozeného ne-
konec¢na A. Sochor: ,Klasické teorie mnoZin klade nekone¢no jen ,za’ konec-
né mnoziny, kdeZto alternativni teorie mnoZin je klade také mezi mnoZiny
formélné kone¢né.”

Prinikem t¥id N a Fin je t¥ida FN vSech kone¢nych prirozenych cisel; ta
je prototypem vlastni polomnoZiny. Dle axiomu prodlouZeni je (tridova)
funkce na FN podtridou néjaké mnoZinové funkce. To implikuje existenci

35 Sochorv ¢lanek ,,Metamathematics of the Alternative Set Theory 111, § 9 0 modelech ATM
v ZF (Zermelovy-Fraenkelovy teorie mnozin), ukazuje, Ze ATM je konzervativnim rozsifenim
ZF. . To znamend, Ze libovolné tvrzeni v jazyce mnoZin je dokazatelné v ZF,_tehdy a jen tehdy,
kdyz je dokazatelné v ATM. Predchozi § 6 v ,,Metamathematics of the Alternative Set Theo-
ry 11 ukazuje, Ze ATM je ekvikonzistentni aritmetice 3. radu.

36 Obé citace viz v: Vopénka, P., Uvod do matematiky v alternativnej tedrii mnozin, c.d., s. 137-138.

37 “llIl. Every countable function is a subclass of a function which is a set. This thesis can be held for
an expression of the human aspiration of going beyond horizons - to transcend them men-
tally. It appears to be the most important and powerful thesis of the alternative set theory.
General mathematics works with infinity, therefore, admitting only formally finite sets, we
must be able to reach infinity through finite sets. Our third thesis expresses exactly a formal-
ization of this approach (which is, in fact, the only possible in our case). Moreover, it makes
possible to pass from investigation of infinite structures to investigations of formally finite
sets with convenient structures. The classical set theory puts infinity only ‘beyond’ finite sets
while the alternative set theory puts it also among formally finite sets.” Sochor, A., Bases of
Alternative Set Theory. In: Proceedings of the 1t Symposium Mathematics in the Alternative Set
Theory (held in Stard Lesna on May 28 - June 4, 1989), c.d., s. 43-70.
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vlastnich polomnoZin: zatimco teorie polomnoZin existenci vlastnich polo-
mnoZin pripousti, ATM ji postuluje. Tfida FN je v ATM tradi¢né chapéna jako
polomnoZina reprezentujici cestu k obzoru. Jak N, tak FN interpretuji Peano-
vu aritmetiku a jsou zdkladem pro budovani nestandardniho rozsiteni racio-
nélnich ¢isel. I nekonec¢né prirozena ¢isla jsou mnoziny, a spadaji tedy v mno-
zinovém smyslu do gesce teorie ZF, : mezi dvéma rliznymi pfirozenymi Cisly
neexistuje mnozinova bijekce, zatimco tridova nadstavba umoznuje varian-
tu tzv. Hilbertova hotelu, totiz konstrukci bijektivniho tf¥idového zobrazeni
x na x u{y} pro nekone¢nou mnoZzinu x a libovolnou mnozinu y.

Neformalni vyjadfeni myslenkového obratu realizovaného popsanymi
konstrukcemi najdeme v recenzi publikace The Theory of Semisets z pera
Azriela Lévyho: ,V jednotlivych modelech teorie mnoZin mohou existovat
dalsi soubory mnoZin [vedle téch ptili§ velkych; pozn. aut.], které nelze pova-
Zovat za mnoZiny, ma-li model spliiovat axiomy teorie mnoZin. Prikladem je
soubor prirozenych ¢isel bez prvniho prvku v nestandardnim modelu teorie
mnoZin. Takové soubory ,védi ptili§ mnoho’, aniZ by nutné byly prilis velké.
Konvenéni teorie mnoZin existenci takovych soubort neptripousti, ani jako
mnoZin, ani jako t¥id. V teorii o nich nelze nic fici - nejsou ,ob¢ané’. Vychozi
myslenkou knihy je ptijeti takovych soubort jako dalsich t¥id.*

ATM pocita pouze se dvéma nekone¢nymi mohutnostmi t¥id, a to spocet-
nymi tfidami (které jsou vlastnimi polomnoZinami) a tfidami nespocetny-
mi. Existenci tfidové bijekce mezi libovolnymi dvéma nespocetnymi ttidami
postuluje ATM jako axiom a prezentuje ji jako nejjednodussi postoj, ktery lze
zaujmout ke kardinalitdm t¥id, a jako maximalni co do existence mozZnych
(bijektivnich, tf¥idovych) zobrazeni.*

3. Geneze Alternativni teorie mnozin

V roce 1962 Vopénka publikuje soubor praci vénovany konstrukci nestan-
dardniho modelu teorie mnoZin,* v némz navazuje na Skolemovu konstruk-

38 “For a particular model of set theory, there may be other collections of sets of the model
that cannot be admitted as sets of the model because they could cause the model to disobey
the axioms of set theory. A simple example is a collection of natural numbers without a least
member in a non-standard model of set theory. Such collections ‘know too much’ even though
they are not necessarily very big. Conventional set theory does not admit the existence of such
collections either as sets or as classes. There is no way to speak about them in the theory-they
are ‘nonpersons’. The main idea of the book is to admit such collections as additional classes.”
Levy, A., Review: The Theory of Semisets by Petr Vopénka and Petr Hajek. The Journal of Sym-
bolic Logic, 49, 1984, No. 4, s. 1422-1423.

39 Vopénka, P., Mathematics in the Alternative Set Theory, c.d., s. 52.

40 Pocinaje praci: Vopénka, P., Odin metod postroenija néstandardnoj modeli aksiomaticeskoj
teorii mnoZestv Bernaysa-Gddela. Doklady Akademii nauk SSSR, 143, 1962, No. 1, s. 11-12.
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ci nestandardniho modelu Peanovy aritmetiky z r. 1934, se kterou ho se-
znémil L. S. Rieger.*? V prispévku ,Prazsky seminaf teorie mnozin“ Vopénka
explicitné pise: ,V té dobé jsem také zacal navstévovat Riegerliv seminar
z matematické logiky, odkud jsem si odnesl znalost Skolemova nestandard-
niho modelu aritmetiky prirozenych ¢isel. Takto vyzbrojen jsem pak na za-
¢atku roku 1961 vytvoril nestandardni model Gddelovy-Bernaysovy teorie
mnoZin, a sice metodou ultraproduktu.”® Vopénka vyslovnou citaci Skole-
mova ¢lanku neuvadi. Neni zminéna napt. ani Losova véta o ultraproduktu
z r. 1955;* v souvislosti s ni Vopénka o mnoho let pozdéji ve Vyprdveéni o krdse
novobarokni matematiky potvrdil, Ze jeho vysledky jsou na ni nezavislé: ,Tuto
praci [Lo$tv ¢lanek; pozn. aut.] jsem neznal a neznali ji ani Tarského Zaci
ve Spojenych statech, ktefi pracovali na podobné problematice jako ja, a sice
presné v téZe dobé. (Alespon Dana Scott ji v praci, o niZ pojedndvame v nésle-
dujicim oddilu, necituje)™® A. Sochor v ¢lanku ,Petr Vopénka (*16. 5. 1935)“¢
pripojil v diskuzi téchto Vopénkovych praci z poc¢atku 60. let k letopoctu
vykti¢nik, ktery snad l1ze vztahovat k Robinsonové nestandardni analyze,*
na niz jsou zminéné Vopénkovy prace nezavislé; spoleCnym pramenem je
Skolemova prace z r. 1934.

Vroce 1972 Vopénka se spoluautorem P. Hijkem v nakladatelstvich Acade-
mia a North-Holland Publishing Company publikovali monografii The Theory
of Semisets.*® Teorie polomnoZin pripousti existenci vlastnich polomnoZin,
tj. vlastnich podtrid mnoZin. Prace s nestandardnimi obory [the domain of
nonstandardness] byla jednim z vychozich pohledl na univerza mnozin, kte-
ré k zavedeni pojmu polomnoZiny a jemu prisludné axiomatiky vedly: ,I né-
které dalsi axiomy pro polomnoZiny roz3iruji teorii polomnozZin konzerva-
tivné vici tvrzenim o mnoZinach. Ptiklady takového rozsireni jsou axiom
standardnosti a jeho negace. Axiom standardnosti ¥ik4, Ze kazda neprazdna

41 Skolem, Th., Uber die Nicht-charakterisierbarkeit der Zahlenreihe mittels endlich oder abzéhl-
bar unendlich vieler Aussagen mit ausschlieslich Zahlvariablen. Fundamenta Mathematicae, 23,
1934, Nr. 1, 5. 150-161.

42 Viz Vopénka, P., Novd infinitni matematika, c.d., Prolegomena, s. 26.

43 Anglicky preklad tohoto prispévku byl publikovan pod ndzvem: Vopénka, P., Prague Set Theo-
ry Seminar. In: Cintula, P. - Hanikova, Z. - Svejdar, V. (eds.), Witnessed Years: Essays in Honour
of Petr Hdjek. Serie: Tributes, vol. 10. London, College Publications 2010, s. 5-8.

44 tos, J., Quelques remarques, théorémes et problémes sur les classes définissables d’algebres.
Mathematical Interpretations of Formal Systems. Amsterdam, North-Holland Publishing Com-
pany 1955, s. 98-113.

45 Vopénka, P., Vyprdvéni o krdse novobarokni matematiky, c.d., s. 724.

46 Sochor, A., Petr Vopénka (* 16. 5. 1935), c.d.

47 Robinson, A., Non-standard analysis. In: Proceedings of the Royal Academy of Sciences, ser. A,
64. Amsterdam 1961, s. 432-440; a tyz, Non-standard Analysis. Amsterdam, North-Holland Pub-
lishing Company 1966.

48 Vopénka, P. - Héjek, P., The Theory of Semisets, c.d.
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polomnoZina ordinalt ma prvni prvek (...) Teorii polomnoZin s negaci axio-
mu standardnosti zde studovat nebudeme, ale 1ze ji vyuZzit naptiklad p¥i stu-
diu nestandardni analyzy.® Dalsim takovym oborem jsou pak naptiklad
genericka rozsireni nebo naopak poduniverzum konstruovatelnych mno-
Zin. Teorie polomnoZin si kladla vysoké cile v oblasti zdkladli matematiky:
LAutori chovaji nadé€ji, Ze vykladem teorie polomnoZin ptispéji k tkolu prolo-
mit mriZe vézeni, ve kterém se matematici nachazeji. Tim vézenim je teorie
mnoZin a autofi véri, Ze z néj matematici uniknou tak, jako unikli z vézeni
tfirozmérného prostoru.“?°

JiZzminény mnoZinovy seminaf na Matematicko-fyzikalni fakulté Univer-
zity Karlovy, nékdy oznacovany jako (Vopénkova) prazska skola teorie mno-
7in, navazal na semindt, ktery vedl v Praze L. S. Rieger; po jeho smrti v roce
1963 bézel seminaf pod Vopénkovym vedenim aZ do roku 1968 a vyznam-
né vysledky v ném dosazZené jsou soucasti klasického mnozinového kanonu.
Kniha The Theory of Semisets je prezentuje v polomnoZinovém paradigmatu.
Lévyho recenze,™ ze které jsme si vypujcili ndvod, jak nahliZet na polomnozZi-
ny, nakonec tuto fuzi vysledkt prazské mnoZinové $koly a polomnoZinového
ramce jejich prezentace hodnoti jako hlavni slabinu celého projektu.

Robinsonova nestandardni analyza ma v pramenech, o néZ se opira Vo-
pénkova préce vztahujici se k ATM, vysadni postaveni, mj. proto, Ze se k ni jak
sam odkazuje, tak se i vymezuje vii¢i zptisobu, kterym je nestandardni analy-
za predkladana a ktery bychom mohli snad oznacit za sémanticky. Robinson
pracuje s nestandardni strukturou a jeji standardni (elementarni) podstruk-
turou; v ¢lanku z r. 1961 jde o nestandardni roz3ireni struktury realnych ¢i-
sel, kniha z r. 1966 zavedené techniky rozsituje i na dalsi struktury.? Citat
z tvodni sekce dopliime jesté jednim obsirnéjsim z Uvodu do matematiky
v alternativnej tedrii mnoZin: ,Autor alternativnej teérie mnoZzin priznava, ze
ijemu privytvaranitejto teérie dodavala odvahu Robinsonova nestandardna
analyza, ktorej prostrednictvom mozno kostru tejto teérie modelovat v Can-

49 “There are also other axioms on semisets which extend the theory of semisets conservatively
w.r.t. statements which concern sets alone. For example, both the axiom of standardness and
its negation extend the theory of semisets in this way. The axiom of standardness asserts that
every non-empty semiset of ordinals has a first element (...) The theory of semisets with the
negation of the axiom of standardness will not be studied in the present work, but it can be
used in the study of non-standard analysis for example.” Tamtéz, s. 12.

50 “Inpresenting the theory of semisets the authors hope to make some contribution to the task
of breaking through the bars of the prison in which mathematicians find themselves. The pri-
son is set theory and the authors believe that mathematicians will escape from it just as they
escaped from the prison of three-dimensional space.” Tamtéz, s. 12.

51 Levy, A., Review: The Theory of Semisets by Petr Vopénka and Petr Héjek, c.d.

52 Viz ¢ldnek: Robinson, A., Non-standard Analysis, c.d.; a knihu: Robinson, A., Non-standard Ana-
lysis, c.d.



Vopénkova Alternativni teorie mnozin... 495

torovej tedrii mnoZin. Zaroven vsak ziskal skiisenost, Ze kedykolvek podla-
hol zvodom napodobriovat postupy obvyklé v neStandardnej analyze, vzdy
ho to strhavalo do vysliapanych ciest matematiky opierajicej sa o Cantorovu
te6ériu mnoZin, ktoré ho zavadzali neZiaducim, t.j. duchu alternativnej teérie
mnoZin sa prie¢iacim smerom.”3 Naproti tomu Vopénka voli metodu axio-
matickou; nasledujici dva uryvky nabizeji pohledy na genezi ATM v souvislos-
ti s Robinsonovou nestandardni analyzou. Prvni pochazi z Hijkova ¢lanku
SWhy Semisets publikovaného v r. 1973: ,Nicméné uZiti polomnoZin, tak jak
jej popisuji ty polomnoZinové axiomatické systémy, které nelze konzistentné
roz§itit na teorii mnoZin, popisuje a zkoumd véci (objekty, situace), které jsou
teorii mnoZin nedostupné. (i) (... (i) Razné podoby axiomatické nestandard-
ni analyzy. (i) (... nasleduje pozndmka pod ¢arou ,Vopénka; nepublikova-
no, nicméné Vopénka prezentoval tyto pokusy v n€kolika prednaskéch pri
rozli¢nych prileZitostech.”* Dle Héjka se tedy Vopénka v této dobé pokousi
axiomatizovat nestandardni analyzu. V podobném duchu, avsak o ¢tyfti de-
kady pozdéji, poznamenava P. Pudlak: ,(...) Vopénkovym zdmérem bylo pou-
7it nestandardni analyzu jako zdklady matematiky. Namisto studia nestan-
dardnich modelt teorie mnoZin navrhl formulovat principy nestandardni
analyzy jako axiomy a pracovat v takto ziskaném axiomatickém systému.“>
V. Svejdar v praci ,Vopénka and Héjek, History and Background” uvadi jesté
obecnéjsi tvrzeni: ,Vopénka a Hajek byli presvédceni, Ze médme (mit) volnou
ruku pri praci s abstraktnimi axiomatickymi teoriemi.”¢

Dvé dalsi nestandardni teorie mnoZin jsou analyzovany v monografii Non-
standard Analysis, Axiomatically.” Jde o Nelsonovu Internal Set Theory (IST)%®
a Hrbackuav axiomaticky systém Nonstandard Set Theory (HST),” na kterém

53 Vopénka, P., Uvod do matematiky v alternativnej teérii mnozZin, c.d., s. 128.

54 ‘“But the use of semisets described by semiset theoretical axiom systems not consistently ex-
tendible to Set theory consists of a description and investigation of things (objects, situations)
set-theoretically not available. (i) (...) (ii) Various forms of axiomatic non-standard analysis.
(ii) (...)”; a v poznamce pod arou: “Vopénka; not published, but Vopénka presented his
attempts in several lectures on various occasions.” Hajek, P., Why Semisets?, c.d.

55 “(...) Vopénka proposed to use nonstandard analysis as the foundations of mathematics.
Instead of studying nonstandard models in Zermelo-Fraenkel theory, he suggested stating
the principles of nonstandard analysis as axioms and working in such an axiomatic system.”
Pudldk, P., Logical Foundations of Mathematics and Computational Complexity: A Gentle Intro-
duction. Cham - Heidelberg — New York — Dordrecht — London, Springer-Verlag 2013, s. 237.

56 “Vopénka and Hajek believed that we (should) have the freedom to work with abstract axiom-
atic theories.” Svejdar, V., Vop&nka and Hajek, History and Background, c.d.

57 Kanovei, V. - Reeken, M., Nonstandard Analysis, Axiomatically. Berlin - Heidelberg — New York,
Springer-Verlag 2004.

58 Nelson, E., Internal Set Theory: A New Approach to Nonstandard Analysis. Bulletin of the Ame-
rican Mathematical Society, 83,1977, No. 6, s. 1165-1198.

59 Hrbacek, K., Nonstandard Set Theory. The American Mathematical Monthly, 86, 1979, No. 8,
s. 659-677.
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je monografie zaloZena. Obé€ teorie vychazeji ze ZFC, ¢imZ se od ATM vyrazné
odlisujf (ta rozsifuje ZF, ); oznaceni ,nestandardni analyza“ je volné pouziva-
no pro praci s explicitné nestandardnimi univerzy. Autofi monografie na Vo-
pénkovu ATM pamatuji v predmluvé, pri analyze posloupnosti vzniku zmi-
nénych teorii: ,Tyto t¥i vychozi pokusy [tj. Hrbacklv, Nelsontiv a Vopénkv;
pozn. aut.] o plnou axiomatizaci nestandardni matematiky Ize stéZi seradit
nebo rozhodnout o otazkach priority. Na zdkladé dostupnych prament 1ze
tvrdit, Ze v3echny t¥i se odehrdly nezdvisle a vedly k vysledkiim srovnatel-
né kvality (i kdyZ nikoli srovnatelného dopadu v nestandardni matematice,
kde se uplatnila hlavné IST), a navic vSechny tfi byly zaloZeny na pfedchozim
vyvoji v zakladech nestandardni analyzy.“® Jiny priklad nestandardni teorie
mnoZin prezentuje Fletchertliv ¢lanek ,Nonstandard Set Theory“* ktery je jiz
zase reakci na teorie mj. Hrbacka a Nelsona.

DalSim vlivem, ktery 1ze ve Vopénkoveé praci v ATM vysledovat, ackoli neni
explicitné zminén, je Parikhtv ¢ldnek o proveditelné aritmetice [feasible
arithmetic],%2 zejména tzv. témér konzistentnich teoriich. Zhruba teceno, jde
o teorie, které jsou rozsifenim Peanovy aritmetiky o primitivné rekurzivni
funkce a navic postuluji existenci takového rezu (unarniho predikéatu prove-
ditelnosti), Ze hodnota jistého primitivné rekurzivniho termu bez promén-
nych t do fezu nenéleZi. Jde o spornou teorii; ¢lanek ukazuje, Ze spor nelze
ziskat z diikazi omezené délky. Pfesnéji, spodni odhad pro hodnotu t 1ze zis-
kat jako hodnotu jisté primitivné rekurzivni funkce aplikované na libovolné
dané omezeni pro délku dikazu, pricemz dikazy této omezené délky nepo-
vedou ke sporu s predpokladem neproveditelnosti t. Tento Parikhtiv mate-
rial byl okruhu Vopénkovych spolupracovnikil dostupny: v Hijkové ¢lanku
SWhy Semisets” z r. 1973 se konstruuje obor proveditelnych ¢isel jako po-
lomnoZina. Ve Vopénkové praci nardZzime na zminky o tzv. dosvéd¢enych
univerzech:® takovych, ve kterych lze vlastni polomnoZinu najit v konkrétni
mnoziné.* MizZeme se domyslet, co je konkrétni mnoZina. Uvedeny Vopén-
kiv text vSak poZaduje po ¢tenari ochotu pracovat s predstavou, Ze néktera
velkd standardni ¢isla, opét zapsana jako hodnoty primitivné rekurzivnich

60 “These three initial attempts to fully axiomatize nonstandard mathematics can hardly be li-
nearly ordered in any reasonable sense, with any sort of preference assigned in some sound
manner. It is fair to assert, on the basis of available records, that all three were undertaken
independently of each other and led to results of comparable quality (although not of compa-
rable impact on the practice of nonstandard mathematics, where IST has preference), in addi-
tion all three were based upon earlier development in foundations of nonstandard analysis.”
Kanovei, V. - Reeken, M., Nonstandard Analysis, Axiomatically, c.d., s. VII.

61 Fletcher, P., Nonstandard Set Theory. The Journal of Symbolic Logic, 54, 1989, No. 3,
s.1000-1008.

62 Parikh, R., Existence and Feasibility in Arithmetic, c.d.

63 ‘“witnessed universe”; Cesky termin se v pisemnych pramenech nepodafilo doloZit.

64 Vopénka, P., Mathematics in the Alternative Set Theory, c.d., s. 37.
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funkci (napt. 67(293159)), mohou jako mnoZiny obsahovat vlastni polomnoZiny,
a byt tedy ve smyslu ATM nekone¢na. Jak Vopénka sdm poznamenéva, nejsou
tyto Gvahy matematicky zpracovany; axiomatickd ATM miiZe byt chipana
jako ,limitn{ ptipad” téchto tivah.%

Vopénkova prace v ATM byvé nékdy referovana jako modelovéani provedi-
telnosti pomoci standardnosti,*® pricemz je tendence pojmy ,standardnost”
a ,proveditelnost” obsahové ztotoZnit a ATM chépat jako (konzistentni) ma-
tematicky model pojmu proveditelnosti, kde otdzka neproveditelnosti vel-
kych standardnich prirozenych ¢isel neni viibec diskutovana. Jini autoti cha-
pou Vopénkovu préci v ATM jako snahu o modelovani vagnosti.®’

4. Kontext Alternativni teorie mnozin

Rozborem matematickych pramenti ATM se chceme dobrat k nékolika za-
vérlim. Za prvé, uvedené teorie, pojmy a vysledky jsou samy o sobé prispév-
kem do mapy matematického svéta, kterou preferujeme pred dichotomic-
kym pohledem. ATM matematicky primo navazuje na Vopénkovu aktivni
a dlouhodobou zku$enost s vysledky klasické matematiky, popt. vybranych
sméru matematiky neklasické, rozhodneme-li se vnimat napt. nestandardni
univerza nebo Parikhovu praci o témér konzistentnich teoriich jako nekla-
sickou matematiku.’® A zejména: ATM vyuZivad pojmu polomnoZiny, zavede-
ného v monografii The Theory of Semisets, zpracovava Vopénkovu zkuSenost
s praci v nestandardnich modelech teorie mnoZin a prinési jeho vlastni axio-
matické pojeti nestandardni analyzy.

V obdobi, které je pro vznik ATM kli¢ové, tj. prelom 60. a 70. let minulého
stoleti, nesmél Vopénka dle tidajii pamétnikl z politickych dtivodt publiko-
vat.®® Vyznacuje se absenci primérnich pramenti o ATM, které by bylo za nor-
malnéjSich okolnosti moZzné ocekévat a které by jeji genezi doloZily. Z toho-
to hlediska se jevi jako cenny jiZ zmitiovany Hajkav ¢lanek z r. 1973, ktery

65 ‘“The axiom of existence of proper semisets does not imply that there are proper semisets
included in any specific set. If we guarantee the existence of a proper semiset included in
a certain concrete set then we say we are studying a witnessed universe. When we restrict
the family of properties admitted in the axiom of class existence in such a way that proper
subsemisets of all concrete sets are eliminated we say that we are studying a limit universe.”
Tamtéz.

66 Viz napr. Fletcher, P., Infinity, c.d.

67 Napr. Dean, W., Strict Finitism, Feasibility, and the Sorites, c.d.; nebo Bellotti, L., Some
Attempts at a Direct Reduction of the Infinite to the (Large) Finite. Logique et Analyse, 51,
2008, No. 201, s. 3-27.

68 Parikhav ¢lanek ,Existence and Feasibility in Arithmetic (c.d.) byl impulzem, ktery podnitil
studium omezené aritmetiky; viz Buss, S. R., Bounded Arithmetic, Proof Complexity and Two
Papers of Parikh. Annals of Pure and Applied Logic, 96,1999, No. 1-3, s. 43-55.

69 Viz Chudacek, J., Vzpominka na Petra Vopénku, c.d.
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do kli¢ového obdobi zarazuje Vopénkovy pokusy axiomatizovat Robinsono-
vu nestandardn{ analyzu.

Za druhé, nelze se bez diskuze spokojit s tezi, Ze ATM byla vytsténim Vo-
pénkovy snahy o fenomenologickou o¢istu matematiky. S variantami pozna-
mek o filosofickych motivacich ATM se p¥i studiu primarni a sekundérni lite-
ratury nelze nesetkat. Namatkou citujme P. ZlatoSe ve Filosofickém casopise:
»Za ten svet mineslo do hlavy, ako sa Vopénka na zéklade takych nezrozumi-
telnych, odstrasujucich traktatov [prace Husserla a Heideggera; pozn. aut.]
mohol dopracovat k tym nddhernym a priezra¢ne jasnym tivahdm o obzore
a jeho ulohe pri naSom porozumenti svetu,“”° nebo: ,Co teda mame povazo-
vat za trvaly prinos alternativky a filozofickych Gvah, z ktorych vyrastla?“”
Jinym ptikladem je text A. Vencovské ze stejného ¢isla: ,Zdsadnim kritériem
spravnosti ivah o nekone¢né malych veli¢indch v nestandardni analyze je,
zda se chovaji jako ony entity v ultraproduktu, které je reprezentuji. Proto je
v nestandardni analyze stdle rozhodujici cantorovska intuice o nekone¢nu,
tak jak je dnes zachycend v klasické teorii mnoZin. Naproti tomu Vopénka
Cerpal intuici ze svych filosofickych tvah. I kdyZ si byl védom vlivu, ktery
na néj mélo Robinsonovo dilo, k principtim, jeZ ptijal pro svoji novou infinit-
ni matematiku, se dopracovaval na zdkladé své filosofie.“”? Nejvyraznéjsim
proponentem této teze je patrné€, ovSiem v retrospektivé, Vopénka sam. Napt.
v eseji O co jde v alternativni teorii mnoZin“ se Ize do¢ist: ,V knize Mathema-
tics of the Alternative Set Theory jsem precenil ¢tenatfe. Domnival jsem se, Ze
filosofie alternativni teorie mnoZin jim bude okamzit€ jasné, a proto jsem se
zameéril spiSe na ukazky nékterych technik. Tradi¢ni matematické mysleni je
vSak natolik vZité - a to i vdobé, kdy fyzika své tradi¢ni myslen{ prehodnocu-
je - Ze vétSina matematik(i neni schopna provést fenomenologickou kritiku
klasickych predstav, natoZ z ni vyvodit dtsledky. Proto se v této prednas-
ce pokusim alespori stru¢né naznacit filosofické zéklady alternativni teorie
mnoZin.“”?

Od pripadné fenomenologické kritiky zaklad matematiky nevede ni-
kterak prima cesta azZ k Vopénkou navrZzené ATM a matematizaci klicovych
pojmu, napf. pojmu nekonecna. Vopénka (se spolupracovniky) ucinil, roz-
pracoval a prosadil objev afinity stfedoevropské fenomenologické tradice
a matematickych metod axiomatického zpracovani nestandardnich univerz.
Tyto dva vlivy se Stastné prolnuly v ¢ase a misté. Cilem zde predklddaného
¢lanku neni zpochybriovat dtleZitost tohoto objevu ani Vopénkiiv boj o néj

70 Zlatos, P., Vopénkova alternativna tedria mnozin alebo tazky udel génia mimo hlavného
prudu. Filosoficky casopis, 64, 2016, ¢. 4, s. 520.

71 Tamtéz, s. 531.

72 Vencovskd, A., Mnoho povyku pro nekonecné malo? Filosoficky casopis, 64, 2016, ¢. 4, s. 585.

73 Vopénka, P., O co jde v alternativni teorii mnozin, c.d., s. 51; a velmi podobné tyz, The Philoso-
phical Foundations of the Alternative Set Theory, c.d., s. 115-126.
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tvari v tvar poc¢atecni prazdnoté, tolik vlastni svobodnému a tvaré¢imu bada-
ni. Je vSak namisté€ pripomenout, Ze §lo o postupny proces zdsnub zminénych
dvou vlivl, do kterého Vopénka vstupuje vybaven priblizné dekadou vlastni
$pickové prace v teorii mnoZin, potazmo aktivni praci primo v teorii nestan-
dardnich univerz.

Filosofické souvislosti ATM lze nahliZet jako validace moZnych matema-
tickych postupti. Kuprikladu v monografii Mathematics in the Alternative
Set Theory ¢teme: ,Autor vypracoval obecnou topologii v Alternativni teorii
mnoZin; J. Chudacek v ni dokazal zajimavé vysledky. Zde vSak obecnou to-
pologii rozvijet nebudeme, dokud nebudou predvedeny hlubsi motivace pro
jeji studium v alternativni teorii mnoZzin.“” Jiny priklad nalezneme v jedné
z ptredchozich pasazi téZe monografie: ,Nase teorie nabizi riizné mozZnosti
pro teorii nekonec¢na. Napriklad bychom mohli napodobit celou Cantorovu
teorii. (...) Mohli bychom prijmout axiomy i pro kteroukoli dalsi teorii ne-
konecna, pokud nejsou ve sporu s ostatnimi axiomy. Cantorova teorie je jen
jednou z mnoha moZnosti. Momentalné nejsou znamy zadné diivody, jeZ by
vedly k prijeti netrividlni teorie nekone¢na. Kazda takova teorie musi mit
spekulativni povahu. Proto jeji vysledky tykajici se nekone¢nych kardinalit
budou bezobsazné, bude-li jeji spekulativni pozadi zamitnuto. Ve snaze tomu
predejit jsme pristoupili k prijeti trividlni teorie nekone¢nych kardinalit.“”
Tyto ukdzky naznacujf, Ze matematické zpracovani tématu Vopénkovi nesta-
¢ilo, pokud nezapadalo do koncepce, ktera se vyvijela patrné paralelné k ma-
tematickym tvahdm. V vodu zminéné monografie Vopénka pise: ,Kolega
]J. Polivka pomohl vylepsit rozli¢cné motivace.“” J. Polivka byl externim za-
meéstnancem katedry matematické logiky na Matematicko-fyzikaln{ fakulté
Univerzity Karlovy od r. 1969 do r. 1980 a Zdkem ]. Pato¢ky od r. 1968. Ptikla-
dem validace matematickych postupti filosofickymi tezemi muiZze byt odd-
vodnéni axiomu prodlouZeni principem prekroceni obzoru.

74 “We shall not always use all properties of indiscernibility relations and therefore we could
study more general topologies as in Cantor‘s set theory. The author has developed general
topology in the alternative set theory; interesting results in such topology were obtained by
J. Chudacek. But we shall not develop general topology here before deeper motivations for its
study in alternative set theory are exhibited.” Vopénka, P., Mathematics in the Alternative Set
Theory, c.d., s. 87.

75 “Our theory offers various possibilities of theories of infinity. For example, we could imitate
Cantor’s whole theory. (...) We can assume axioms for any other theory of infinity, provided
it does not contradict the other axioms. Cantor’s theory is just one possibility. At present, no
reasons for the acceptance of a nontrivial theory of infinity are known. All such theories must
be speculative in character. Consequently, their results mentioning infinite cardinalities will be
vacuous if their speculative background is rejected. To prevent this, we decide to accept a tri-
vial theory of infinite cardinalities.” Citovany text je ivodem k axiomu dvou kardinalit. Tamtéz,
s.51-52.

76 “My colleague J. Polivka helped me to improve various motivations.” Vopénka, P., Mathema-
tics in the Alternative Set Theory, c.d., s. 3.
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Pripominku, Ze pripadné fenomenologické motivace ATM mohly pticha-
zet viceméné ex post, dokladé ve svych vzpominkach v rdmci Vopénkova
nekrologu” také J. Chudacek, Vopénkiv aspirant v letech 1972-1976: ,Vopén-
ka udé€lal v matematice prodlouZeni za horizont podobné jako Husserl, byt,
pokud vim, na to prisel nezavisle na Husserlovi. O Husserlovi a jeho praci se
myslim dozvédél az pozdéji v 70. letech od filosofa Jittho Polivky.”

Jako paralely Vopénkové ATM blizkych témat, ale bez pti¢inné souvislos-
ti s ni, pripomenime stru¢né dva vyznamné okruhy praci. Vopé€nkova studie
,O co jde v alternativni teorii mnoZin' nabizi podstatné pasaZe tykajici se
prinosu vopénkovského nekonec¢na pro studium jevu neurcitosti. ,Priroze-
né nekonecno je abstrakei z cest vedoucich k hranicim neurcitych a rozma-
zanych jevl. ProtoZe riznych jevl se zmociiujeme pravé uchopovanim je-
jich hranic (srovnej ,definitio), je studium ptirozeného nekonec¢na téz tim,
na ¢em lze zaloZit védu o neurcitosti. (...) Ten ptripad prirozeného nekonecna,
jenZz se po vyostteni stal zakladem nekonec¢na klasického, totiz spocetnost, je
abstrahovén z cesty vedouci k obzoru.“”® Naproti tomu klasickd matematika
podle Vopénky na zpracovani jevu neurcitosti rezignovala. P¥ibliZzné v dobég,
kdy Vopénka sepisuje svou praci Mathematics in the Alternative Set Theory,
pise M. Dummett esej ,Wang’s paradox*“/® kterd je dle Deanovy préce ,Strict
Finitism, Feasibility, and the Sorites” povaZovana za pocatek soudobého filo-
sofického studia vagnosti (a zaroven je podrobnym rozborem - a odmitnu-
tim - ultrafinitismu).5°

Ve stejné dobé publikuje H. Friedman prvni prace o reverzni matematice
[reverse mathematics].®! Ta je zaloZena na principu hledani vhodnych axio-
mui pro dokazovani jednotlivych matematickych tvrzeni, pficemz verifikaci
spravnosti volby axiomt je diikaz axiomi z tvrzeni. Pro tento projekt se jako
vhodné prostredi etablovaly hlavné fragmenty aritmetiky druhého radu.
Tyto matematické teorie postacuji k formalizaci prevazné vétSiny béZzné ma-
tematiky. MnoZstvi vysledkt, kterymi se reverzni matematika mtzZe pochlu-
bit, budi dojem, Ze je témér ,hotova“. Ackoli neni v izkém vztahu k ATM, za-
psala se vyrazné do povédomi matematikt jakozZto seriézni pokus zbavit se
artefaktli axiomatickych teorii: v tomto ohledu tedy dotahuje tento Vopén-
kv zdmér do disledkl. Ani ona nicméné neni prijimana jako vaZny kandidat

77 Chudacek. J., Vzpominka na Petra Vopénku, c.d.

78 Vopénka, P., O co jde v alternativni teorii mnozin, c.d., s. 62.

79 Dummett, M., Wang’s paradox. Synthese, 30, 1975, No. 3/4, s. 301-324. (s. 312)

80 Dean, W., Strict Finitism, Feasibility, and the Sorites, c.d.

81 Viz napf. Friedman, H., Some Systems of Second Order Arithmetic and Their Use. In: Proce-
edings of the International Congress of Mathematicians (held in Vancouver on August 28 -
June 4, 1974). 2 Vols. Ed. R. D. James. Vancouver, BC, Canadian Mathematical Congress 1975,
Vol. 1, s. 235-242.
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na roli novych zdkladi matematiky; pripousti se sice, Ze by ji mohla hrat, ale
nehraje ji.

5. Alternativni teorie mnozin a neklasicka matematika

O Vopénkové vnimani prace jeho souputnikli na Sirych planich neklasické
matematiky mame k dispozici pouze rozttisténé pisemné zaznamy. Vysadni-
mu postaven{ se tésf Robinsonova nestandardn{ analyza, kterd je zmiiovana
s jistymi vyhradami. Kniha Mathematics in the Alternative Set Theory se stavi
do pomérné pocetného zastupu praci, které jen letmo zminuji publikace Je-
senina-Volpina.t2 Monografie Vyprdveéni o krdse novobarokni matematiky po-
déva vlastni rozsahly prehled historie teorie mnoZin, véetné vykladu nékte-
rych jejich neortodoxnich vétvi, jako je axiom determinovanosti.

Odklon od klasické matematiky miiZe byt indukovan uz logikou, ve které
jsou teorie budovany. Déleni na ,logiku” a ,axiomatickou teorii“ se mize jevit
jako zbyte¢né formalistické, nicméné u Vopénky l1ze stopy takového vnimani
vysledovat. ATM Zije v logice klasické; Vopénka snad zamyslel bliZe nespecifi-
kovany odklon od klasické logiky, ale nebyl pro néj do té miry prioritou, aby
mu dal explicitni podobu. Prvni zminku o ném nachazime uZ v monografii
Mathematics in the Alternative Set Theory: ,Bedlivy ¢tenaf si v§imne, Ze naSe
teorie neni vyhradné zaloZena na klasicky pojatych kone¢nych mnozZinéach.
Jde o implicitni sdé€leni této knihy, vzhledem k tomu, Ze jeho systematické
zpracovani by knihu znaéné prodlouZilo a zdlraznilo témata, kterad nejsou
vhodna pro prvni sezndmeni s na$i teorii. Ze stejného dlivodu rozvijime nasi
teorii v klasické logice.“s3 Dalsi letmou zminku najdeme v Nové infinitni ma-
tematice: ,Pri studiu polomnoZiny FN, jejich vlastnosti a vztahi mezi nimi,
muZeme tedy pouzivat predikatovy kalkul. S kvantifikatory v§ak musime
zachdazet velmi opatrné, nebot ve sméru k obzoru ohranic¢ujicimu velikosti
koneénych prirozenych ¢isel neni polomnoZina FN ostfe vymezena. s

Zajimavy je Vopénklv postoj k intuicionismu a intuicionistické logice.®
Vopénka ji chapal jako omezeni logiky klasické co do povolenych postupti.

82 K nim se fadi napfiklad i Parikhlv ¢lanek o proveditelné aritmetice (Existence and Feasibility
in Arithmetic, c.d.)e naproti tomu Dummettdv ,,Wang’s paradox“ (c.d.) podava pomérné po-
drobnou analyzu ultrafinitismu reprezentovaného pravé Jeseninem-Volpinem.

83 “The careful reader will realize that our theory is not even fully based on the classical concept
of finite sets. This is only implicit in the present book since systematic development in this di-
rection would make the book considerably longer and would stress topics not suitable for first
acquaintance with our theory. We have the same reason for development of our theory inside
classical logic.” Vopénka, P., Mathematics in the Alternative Set Theory, c.d., s. 11.

84 Vopénka, P., Novd infinitni matematika. Prolegomena, c.d., s. 41.

85 K tomu viz té2 pozndmky v zavéru Svejdarova ¢lanku ,,Vopé&nka and Héjek: History and Back-
ground, c.d.



502 FC 2022/3  Zuzana Hanikova

V Uvodu do matematiky v alternativnej teérii mnoZin ji hodnoti takto: ,Radi-
kalne vychodisko z krizy [zplisobené doloZenim sporli a paradoxli v naivni
teorii mnoZin; pozn. aut.] pontukol Brouwerov intuicionizmus, ktory tplne
zavrhol aktualizaciu nekone¢nych oborov objektov ako neopravnend, ¢im
sa nacisto odputal nielen od Cantorovej tedrie mnoZin, ale aj od vSeobecnej
¢asti Bolzanovho vykladu nekoneéna. (...) Zial, takto revizia logiky je nezlu-
¢itelnd s veduicim zdmerom tedrie mnoZin usilujucim prave o aktualizaciu
nekoneénych oborov objektov.“®® V kontextu klasické teorie mnoZin je intui-
cionismus prezentovén jako slepa ulicka. O mnoho let pozdéji Vopénka uva-
di ve Vyprdvéni o krdse novobarokni matematiky: ,Jakmile intuicionisté jasné
stanovili zakony logiky, kterou pouZivali, pak se jiZ dalo ocekévat, Ze si jich
povsimnou i ti matematici, ktef{ se pokouseli vykladat matematiku jako sou-
¢ast teorie mnozin. Vskutku, zanedlouho po uverejnéni uvedené Heytingovy
préce doslo k prekvapivé kolonizaci intuicionistické logiky mnoZinovym im-
périem. (...) Stoneovy pravdivostni hodnoty vyrokt v intuicionistické logice
jsou velkym vitézstvim mnozinového impéria nad intuicionismem.“®’ P¥ipo-
minky jsou stejného razu jako vi¢i nestandardni analyze: je tu sémantika,
kterd se odehréava uvnitt klasické teorie mnoZzin. Podobné jako ATM vychazi
vSak intuicionismus z princip(, po kterych nésleduje axiomatizace, a ve svét-
le této paralely neni jasné, proc¢ by topologickéd sémantika intuicionistické lo-
giky v klasické teorii mnoZin méla byt vaZnou ndmitkou vi¢i intuicionismu.

Vzhledem ke kli¢ové vazbé mezi neostrostia ATM se jesté zastavme u fuz-
zy logiky a fuzzy mnozZin, které nabizeji jeji jiné modelovani. Neni zfejmé,
zda byl Vopénka s fuzzy logikou jakoZto formélnim neklasickym logickym
systémem obezndmen (i kdyZ mj. pravé v dobé vzniku publikace o ATM se-
pisoval na Matematicko-fyzikalni fakulté Univerzity Karlovy ]. Pavelka, pod
vedenim A. Pultra, svou diserta¢ni praci o fuzzy logice; tato prace® nyni patti
ke kanonickym textlim oboru). Teorii fuzzy mnoZin se dle Vopénky nedati
uniknout ze spart klasického matematického svéta, protozZe pouziva redlné-
hodnotové mnoZiny: ,V skuto¢nosti vSak klasickd matematika preukazuje
teorii fuzzy mnoZin medvediu sluzbu a vedie ju tam, kam by sa jej samotnej
nemalo chciet ist.“®® Tato ndmitka ale nejspi§ zaméiuje teorii s jejim mode-
lem v klasickém mnoZinovém univerzu. Zadehiv prakopnicky ¢lanek® sku-
te¢né zpopularizoval pojem fuzzy mnoziny jakoZto funkce, ktera objektim
z pevné zvoleného univerza prirazuje redlna ¢isla jednotkového intervalu.

86 Vopénka, P., Uvod do matematiky v alternativnej teérii mnozin, c.d., s. 103.

87 Vopénka, P., Vyprdvéni o krdse novobarokni matematiky, c.d., s. 698-700.

88 Pavelka, J., On Fuzzy Logic I, II, Ill. Zeitschrift fiir Mathematische Logik und Grundlagen der
Mathematik, 25,1979, s. 45-52; s. 119-134; s. 447-464.

89 Vopénka, P., Uvod do matematiky v alternativnej teérii mnozin, c.d., s. 94.

90 Zadeh, L. A., Fuzzy Sets. Information and Control, 8, 1965, No. 3, s. 338-353.
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Redlné sémantika urcuje i mnoZinové operace. Nicméné i Zadehtv pristup
pripousti obecné, tj. nikoli pouze redlné funkce. V tom pak pokracuje J. A.
Goguen ve své eseji ,The Logic of Inexact Concepts™! - a pravé na néj navazal
Pavelka axiomatizaci potfebného formalismu. Rada praci o axiomatické teo-
rii mnoZzin ve fuzzy logice pak klasickou logiku a teorii mnozin v zdsad¢ k ni-
¢emu nepotrebuje; za vSechny zde uvedme ¢lanek ,Bemerkungen zum Kom-
prehensionsaxiom” z r. 1957, jehoZ autorem neni nikdo jiny nez Th. Skolem.*

Tyto exkurzy déle ilustruji, Ze Vopénka priklada nezavislosti axiomatic-
ké teorie na jeji pripadné klasické interpretaci zdsadni vyznam. Nase mate-
matické tvahy se maji opirat spiSe o principy a neohliZet se na ptipadnou
interpretaci vybudovanou ,pro predstavu“ v klasické teorii mnoZin: opac-
ny postup uvadi nové teorie do sluZebného postaveni. Viz napt. Bellottiho
delli aritmetiky, ¢imZ vznika pokuSeni konceptudlné tento pristup zredu-
kovat na néjaké nestandardni metody, nicméné Vopénka by namitl, Ze tim
prevracime konceptudln{ prioritu, protoZe nestandardni analyza je pro néj
(ponékud krkolomnym) ,cantorovskym’ pojednanim ,ptrirozeného‘ nekonec-
na.“® Jak intuicionisticka logika a intuicionisticka teorie mnoZin, tak i fuzzy
logika a fuzzy teorie mnoZin oviem takto pojaté nezavislosti na klasické ma-
tematice doséhly.

6. Zavér

ATM je ¢asti mozaiky matematického svéta: predkladame alternativu k pred-
stavé, Ze tento svét je natolik homogenni a vyhranény, Ze se ATM do néj ne-
vejde, zlistava opodal a diva se zvenci. Popsali jsme matematické podhoubi
20. stoleti, ze kterého ATM vychézi, a poukazali na nékteré paralelni vyvo-
jové vétve, které sdileji néktera jeji vychodiska a podtrhuji mnohotvarnost
zakladd matematiky. Pripomnéli jsme také, v nékolika reflexich, Vopénkovu
preferenci axiomatického pristupu.

Tento prispévek se tyka struktury matematického okoli ATM, pti¢emZ sna-
hou autorky je drzet se pisemnych prament. Jaka je vnitfni struktura jeji-
ho okoli filosofického? Jaka je geneze filosofické osnovy ATM a jeji ukotveni

91 Goguen, J. A, The Logic of Inexact Concepts. Synthese, 19, 1969, No. 3-4, s. 325-373.

92 Skolem, Th., Bemerkungen zum Komprehensionsaxiom. Zeitschrift fiir Mathematische Logik
und Grundlagen der Mathematik, 3, 1957, Nr. 1-5, s. 1-17.

93 “(...)the most natural interpretations of AST are in terms of non-standard models of arithme-
tic, so that one is strongly tempted to reduce this approach conceptually to some non-stan-
dard background, although Vopénka would reply that this would reverse the conceptual prior-
ity, since non-standard analysis is for him a (rather artificial) ‘Cantorian’ way to treat ‘natural’
infinity.” Bellotti, L., Some Attempts at a Direct Reduction of the Infinite to the (Large) Finite,
c.d.



504  FC 2022/3  Zuzana Hanikova

na ¢asové ose? Jak jednotlivd nosna témata této geneze pojmenovat, popr.
opattit komparativnim komentéarem ¢i citacemi prislusnych pasazi z textt
jinych autort?

Text ,O co jde v alternativni teorii mnozin“°* publikovany v roce 1989 nej-
prve anglicky pod ndzvem ,What Is the Alternative Set Theory All About*, je
patrné jednim z nejpodnétnéjsich zdroji pro takovéto zamysleni.*> Filosofic-
ké zédklady ATM deklaruje jako svou agendu a nabizi mj. podrobny vyklad vo-
pénkovského prirozeného nekonec¢na v kontrastu s nekone¢nem klasickym.
Zaroven dokumentuje problémy, na které by mohl badatel narazit (napriklad
neodkazuje na jiné prace). Text je také pomérné pozdni vzhledem ke kli¢ové-
mu obdobi ATM, kterym byl pocatek 70. let 20. stoleti. V geologii ATM se tedy
jedna o jakysi uhlazeny ri¢ni balvan, na kterém uz nezkuSenym okem jen po-
dle tvaru nemusime poznat, ze které skaly ho kdysi Zivly vyrvaly. Pfesto viak
existuje nadéje, Ze zkuSen{ geologové by o cestach, kterymi se tento a dalsi
balvany ubiraly, mohli podat zajimava dobrozdani.

94 Vopénka, P., O co jde v alternativni teorii mnozin, c.d.

95 Jednim z dal3ich zdroju je kupf. ¢ldnek: Trlifajovd, K., Nekone¢no a kontinuum v pojeti Petra
Vopénky (Filosoficky ¢asopis, 64, 2016, ¢. 4, s. 561-574) a v ném mnohokrat odkazovana mono-
grafie: Vopénka, P., Meditace o zdkladech védy. Praha, Prédh 2001.



