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Mili resitele!

Se zadanim ctvrté série FYKOSu si vas dovolujeme pozvat na Jeden den s fyzikou, coz
je akce poradana nasi fakultou ve c¢tvrtek 2. tnora pro vsSechny stfedoskolaky i jejich uci-
tele. Na této akci si budete moci prohlédnout mnoho fyzikalnich pracovist fakulty v aredlu
Karlova, exkurze pripravuji odborni pracovnici. Uvidite také spoustu zajimavych fyzikalnich
experimentt. Pripraveny jsou rovnéz popularni prednasky z mnoha obort fyziky. Podrobnéjsi
informace najdete na www.mff.cuni.cz/verejnost/jdf/.

Prejeme vam veselé Vanoce a mnoho tuspécht v roce 2006.
A nyni s nami pojdte do B-kvadrantu na planetu Balénkt. ..

Organizatori

Zadani V. série

Termin odeslani: 20. anora 2006

Uloha IV .1 ... turnaj Baldénkii

Kdesi v dalekém vesmiru za 1001 hvézdami a jednou cernou dirou byla
nebyla planeta Balénkt. Tyto inteligentni duté bytosti kazdy rok poradaji
soutéz ,Cim vys, tim lip“.

Kazdy z balénkt si privaze provazek, aby bylo mozné urcit jeho vysku.
Aby se mohli Baldonci ucastnit soutéze, musi mit vSichni stejné parame-
try. Kupodivu nikdo zatim nikdy nevyhral. Délkova hustota provazku je
11 luftiki na Spurgl, hustota atmosféry je 110101 luftikd na krychlovy spurgl,
polomér kazdého z balénki je 10 Spurgli, hmotnost Balénka je 10 luftikt.
P1i padu télesa v tihovém poli na planeté Balonkl se za kazdy temp jeho
rychlost zvysi o 111 Spurgli za temp. Urcete, jakou maximalni vysku Ba-
lénka hlavni rozhod¢i soutéze naméri a jak se bude Balének pohybovat po
dosazeni této vysky. Nezvednuta cast provazku kazdého Baldnka lezi volné
na zemi. Zavody Balonkt probihaji v malych vyskach, kde je hustota atmo-
sféry priblizné konstantni.

Napovéda: Kazdy balonek ma maximalné jeden provazek.

Uloha IV .2 ... vyprava na planetu Baldénki

NASA chysta velkou vypravu na planetu Balénkt za ticelem navazani komunikace s tam-
nimi inteligentnimi dutymi bytostmi. Spiéntim se podafilo zjistit od mistnich informatord na-
sledujici adaje: atmosféra je slozena z plynu o muskové hmotnosti 10001 luftikd na musku,
pocet molekul atmosféry v jedné musce je 10*'°! tloustka atmosféry je 10'°°°! spurglti a srov-
nanim teplomért obou civilizaci Spioni urcili, ze sedmi pozemskym kelvinim odpovida jeden
luftik krat spurgl ¢tvereény na temp Ctverecny.

Urcete teplotu na povrchu planety a rozhodnéte, zda by si méli kosmonauti vzit spise tricko
¢i kozich. Pri feseni se vAm muzou hodit i idaje z jiz zminéné soutéze.
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Uloha IV .3 ... Baldnci na kolotodi

V hlavnim meésté planety Balonkid Medicinbal-
dorfu se jednou za debrecinsky megatemp kona
pout. Hlavni atrakci je specialni balénkovsky kolo-
toc, ktery se Funik s Piskalem rozhodli navstivit.

Dutou tyci délky L je provlecen provazek délky
[ > L. Na jeden konec provazku se privazal Funik,
na druhy konec Piskal. Oba kamaradi by méli vazit
stejné, Funik ale ke snidani snédl kousek rozemleté
traverzy a je o trosku tézsi. Poté se ty¢ zacne tocit
kolem svislé osy na ni kolmé. Urcete polohu osy
tak, aby vodorovna vzdalenost mezi Balonky byla
co nejvetsi.

Uloha IV .4 ... svatba Baldnka a Baldnky

...a uz zni svatebni sini slavnostni piskot a fukot. Ano, je to tak, Piskal s Foukalkou si
dnes feknou své pisk. A uz je tu prvni novomanzelsky polibek, pfi némz se spoji svymi otvory.
Poté knéz slavnostné rozvaze provazky a dojde k propojeni. Popiste, co bude nasledovat.
Nezapomernte, ze vSichni svobodni Balénci maji stejné parametry.

Uloha IV .P ... Balének uprchlik

Na planeté Balonki doslo k revoluci a k moci se dostali fundamentalisté,
kteri zakazali jist traverzy se slehackou. Jelikoz Slo o Funikovo oblibené jidlo,
nezbylo mu nic jiného, nez odejit do dobrovolné emigrace.

Pr1i priletu na Zem byl Funik zavien do karantény a byl mu zméren objem V'
a teplota 7. Imigrac¢ni urad vSak rozhodl, ze nedostane azyl, pokud nezméni
sviij objem na V'’ a teplotu na 7’. Funik nemtize v karanténé piijimat ani
odevzdavat zadné teplo, ménit pocet Castic, ze kterych je slozen, i na traverzy
se Slehackou si prozatim musi nechat zajit chuf. Poradte Funikovi, jak to mé&
udélat, aby mohl na Zemi prozit $tastny a spokojeny Zivot.

Uloha IV .E ... jak oc¢i Baldnka klamou

Balonci pfi pozorovani oblohy casto soudi, Zze se jim souhvézdi vysoko nad hlavou zdaji
mensi, nez kdyz si je prohliZzeji nizko nad obzorem. Provedte pozorovani na Zemi a méfenim
ovéite, zda jde skuteéné o klam. Zméite thlovou vzdélenost «(t1) dvou vybranych hvézd,
které jsou priblizné nad sebou (maji stejny azimut A), a thlovou vzdélenost (3(¢1) jinych dvou
hvézd, které jsou ve stejné vysce h nad obzorem, (tzn. kontrola v obou nezavislych smérech)
v okamziku, kdy se tyto hvézdy nachazeji co nejnize nad obzorem. Az pozdéji stejné dvojice
hvézd najdete v co nejvétsi vysce, méfeni obou uhlovych vzdéalenosti a(t2), G(t2) zopakujte.
Snazte se pochopitelné mérit co nejpresnéji!

Zv1ast ocenime, pokud ze znalosti katalogizovanych soufadnic hvézd pfesné vypocitate je-
jich teoretickou tihlovou vzdalenost. Nezapomente popsat pouzité pomiicky a zamyslet se nad
jejich vyhodami a nevyhodami (resp. diskutovat pfesnost méfeni), uvést dilezité podminky
méfeni a uréit zkoumané hvézdy — alespon nacrtnéte mapku hvézdného okoli a uvedte smér
(napf. jih) a ¢as méfeni. Vyhodnotte chyby méfeni a v diskusi srovnejte vysledky.
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Reseni Il. série

Uloha I1.1 ... propiska na sritirce (4 body; primér 2,58; vesilo 59 studentii)

Ve stojici tramvaji visi u svislé desky na niti délky | propiska o hmotnosti m. Tramvaj
se rozjede se zrychlenim a, které miizeme povazovat za konstantni. Vypocitejte, kam az toto
kyvadlo vykyvne (jaky maximalni tihel bude nit svirat s deskou) a kdy tuzka opét tukne do
desky. Uloha z pruniho roc¢niku FYKOSu.

Na zac¢atku se dohodnéme, ze propisku budeme povazovat za hmotny bod, nebot jeji roz-
méry nemaji na feSeni problému vliv. (Pfedstavme si propisku pfivazanou za tézisté). Dale
budeme uvazovat malou vychylku, obdobné jako u matematického kyvadla. Tato vychylka
bude nejvyse asi 5°, coz odpovida zrychleni cca 1 m-s™2, na tramvaj az dost.

Ulohu budeme fesit v neinercialni vztazné soustavé — v soustavé spojené s tramvaji. Nejprve
musime zjistit thel ¢, pro ktery bude propiska ve stabilni rovnovazné poloze. Tihovou silu Fg
si rozlozime na F» a Fy (viz obr. 1).

Aby propiska ziistala v rovnovaze, musi byt vysledna sila nulova. Sila F
bude vyrusena reakci lanka F,, nemusime se ji tedy dale zabyvat. Zbyva sila Fy,
jejiz velikost se musi rovnat velikosti setrvacné sily Fs. Dostaneme tedy rovnost

(pro malé ¢ plati tgp = sinp = @)

mgtgy = ma = @zarctgg.

Jak se vlastné propiska pohybuje? Na zacatku je u stény. Poté, co se tram-
vaj zacne rozjizdét, propiska bude mit tendeci dostat se do své nové stabilni
polohy. Jeji pohyb tedy lze chapat jako pohyb kyvadla s maximalni vychylkou
odpovidajici tthlu ¢ v tihovém poli, které udéluje zrychleni /a2 + g2.

Maximalni thel, ktery svira lanko s deskou, potom bude 2¢.
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Kdy propiska zase tukne o desku? Protoze se jedna o harmonicky pohyb, propiska narazi
zpét na desku pravé za jednu periodu. Perioda takovychto kmitti matematického kyvadla je

T—om, |
/CL2+92

Dosla feseni byla vesmeés spravna. Neékteii resitelé si neuvédomili, ze iloha se dala zjedno-
dusit na kyvadlo, a tesili priklad pomoci zdkona zachovani energie, ktery spatné pouzili.

Roman Fiala
roman@fykos.mff.cuni.cz

Uloha I1.2 ... funici lokomotiva (4 body; primeér 3,16; vesilo 69 studenti)

Lokomotiva s osmi vagény o hmotnosti 40 t se rozjizdi na draze 1 km na rychlost 120 km/h.
Jaka musi byt minimalni hmotnost lokomotivy tohoto vlaku, aby se vlak rozjel bez prokluzovani
kol na kolejnici?

Pocitejte se soucinitelem klidového treni f = 0,2. Odpor vzduchu a valivy odpor zanedbejte.

Ulohu navrhl Jirka Franta.

Nejdrive si musime ujasnit, jaké sily nesmime zanedbat pfi feseni této tlohy. Jelikoz nevime
zhola nic o poctu kol jednotlivych vagéni, natoz o jejich momentech setrvacnosti, spokojime
se s tim, ze vagony se pohybuji a zrychluji bez jakéhokoliv odporu. Takze vagony ptisobi na
lokomotivu jen a pouze svou setrvacnou silou Fy. Na lokomotivu samoziejmé také ptisobi
jeji setrvacna sila Fi,. Tihova sila pusobici na lokomotivu Fg je vyrovnana reakcéni silou od
kolejnic. Na vyrovnani obou setrvacnych sil ndm zbyva jediné statickd smykova treci sila Fr
mezi koly lokomotivy a kolejnicemi. Jelikoz hledame hranic¢ni pripad, kdy nastane prokluz u kol
lokomotivy, budeme pocitat s maximalni velikosti této treci sily, tedy

Fr = fFg.
Setrvac¢né sily musi byt v rovnovaze s touto tieci silou
Fr = Fv + F1,.

Ze zadani lze snadno vypocitat, s jakym zrychlenim se vlak pohyboval, kdyz predpokladame

rovnomeérné zrychleny pohyb.

2
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Vime tedy, jak velké byly setrvacné sily vagoni a lokomotivy.

a
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Timto kondi fyzikalni ivahy a prichézi na fadu matematické femeslo v podobé dosazeni do
rovnice rovnovahy sil a nasledovnych ekvivalentnich tprav, kterymi dostaneme

2
v

M=m———.
m2fgs—v2



Fyzikalni korespondenc¢ni seminar UK MFF ro¢nik XIX ¢islo 4/7

Nyni nastava bod, ve kterém se spravna reSeni rozchazela — dosazeni ¢iselnych hodnot. Kvli
nestastné formulovanému zadéani nékteti pocitali, ze 40t vazi vSechny vagony dohromady. Ale
zadani bylo mysleno tak, ze 40t vazi kazdy z osmi vagonti. Jelikoz tato chyba byla z velké casti
na nasi strané, nestrhavali jsme za ni body. Kdyz tedy dosadime zadané udaje, ziskame

M ~130¢t.

Jak uvedl Juraj Hartman, tuto podminku spliiuje napiiklad velks lokomotiva CD fady 181.

Petr Sykora
petr@fykos.mff.cuni.cz

Uloha I1.3 ... spektralni analyza (4 body; primeér 2,21; vesilo 48 studenti)

Ve spektru jisté hvézdy byla pozorovana emisni ¢ara hélia, ktera ma bézné vinovou délku
587,563 nm. Nebylo vsak vinou pouzitého spektroskopu, ze byla rozmazana priblizné v rozmezi
587,60 nm az 587,67 nm. Pokuste se odhadnout teplotu hvézdy a jeji rychlost v prostoru. Cim
je rozmazani spektralni ¢ary zpisobeno? Uloha z archivu, doformuloval Pavol Habuda.

Kazda spektralni ¢ara ma nenulovou sirku. Tato nenulova sirka je zptisobena spoluptisobe-

vvvvv

e Prirozend $irka cdry — vznikad diky principu neurcitosti; hladiny, na kterych se nachazi
elektron, maji jakoby rozmazanou energii.

e Instrumentdlni profil — vznika ve spektrografu, rozsifi i ¢aru o nulové tloustce; podle zadani
jej nebudeme dale uvazovat.

e Teplotni rozsirent a rozsireni turbulenci — oboji vznika diky Dopplerovu jevu. Daji se od
sebe odlisit podle toho, jak silné plisobi na c¢astice o riznych molekulovych hmotnostech.
Protoze svétlo k nam prichazi z celé hvézdy a turbulence v atmosféie nejsou prilis silné,
turbulenci zanedbame. Naopak teplotni rozsireni budeme v dalsim feSeni uvazovat.

e Rozsireni srazkami — srazky deformuji atomovy obal, a tedy i energetické hladiny, na kte-
rych se nachazi elektrony. Diky tomu energetické rozmazani hladin zptsobi, ze fotony maji
energie rizné od energie nedeformované hladiny.

e Rozsirent elektrickym (Starkiv jev) a magnetickym polem (Zeemaniv jev) — elektromagne-
tické pole piisobi na elektricky nabity elektron obihajici kolem atomu. To ma za nasledek
dodatecnou silu ptisobici na e, ktera zpusobuje rozstépeni spektralnich car. Rtizné atomy
jsou ruzné citlivé na elektrické a magnetické pole. Protoze vétsina hvézd nema dostatecné
silné pole na celém povrchu, které by ¢aru vyznamné rozsirovalo, nebudeme se jim dale
zabyvat.

e Rozsirenti rotaci — hvézdy rotuji kolem své osy, casto velice rychle. Protoze ¢ast povrchu
hvézdy se pohybuje smérem k ndm a cast od nas, spektralni ¢ara se timto diky Dopplerovu
jevu rozsiruje.

U rtznych car se uplatniuji jednotlivé faktory rtizné. To, co zpusobilo rozsifeni spektralni
¢ary, zjistime podrobnym prizkumem celého spektra. To my nemame k dispozici, omezme se
proto na to, co vime. Predpokladejme, ze cara hélia je ve spektru vyraznd — to znamena, ze
patii horké hvézdeé s povrchovou teplotou 30000 K a vic. Dale nic nevime o rotaci hvézdy,

5
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predpokladejme, Ze se divame na hvézdu smérem od podlu, a tedy zadnou rotaci pozorovat
nebudeme’. Zbyva nam tedy pouze rozsifeni zptisobené tepelnym pohybem molekul.

Podle zadani je ¢ara siroka 0,07 nm. Polovina atomt se pohybuje od pozorovatele, polovina
k nému?. Polovina §ifky éary (nebo také 1/2 FWHM - full width at half maximum — $itka ¢ary
v poloviné nejvétsi intenzity) je 0,035 nm. Z Dopplerova jevu pak dostaneme

%:% = v =18km/s.

Podle ekviparti¢niho teorému® plati

2

F = zmpev” = kT . (1)

1 1
2 2

Kazdy atom mé pouze jeden stupen volnosti, protoze k Dopplerovu jevu prispiva pouze pohyb

ve smeéru k pozorovateli. Pohyb kolmo k pozorovateli pozorovatelny Dopplertiv jev nevyvola.
Tento vztah se d4 odvodit i nasledovné. Rychlost libovolné molekuly lze rozlozit na slozky

tak, ze v = (vz, vy, V). Zadny smér rychlosti neni preferovan, plati tedy, ze (v2) = (v2) = (v2),

y
kde (vi) je stfedni hodnota v2. Rovnéz plati, ze v? = v2 + vf/ + v2. Pak ale musi platit

(v%) = (vz) + (vy) + (v2) = 3(v2).

Jestlize plati %mHev2 = %kT, rovnéz musi platit

E— §mHe/UZ — §kT,

D" Clanek o tom, jak rychle rotuji hvézdy, miizete najit na http://www.astro.cz/clanek/987 .
Velice horké hvézdy podle néj rotuji velice rychle, az na hranici své stability. Jelikoz jsou horké
hvézdy 1 hmotné, dosahuje obvodovéa rychlost hvézdy az 300 km/s.

2) Rozsifeni spektralni ¢ary vlivem teploty vzniké z Maxwellova rozdéleni rychlosti

dN 1 o v\°| dv

— = —— ex — JR— JR—

N ﬁ P Vo v ’
kde vo je nejpravdépodobnéjsi rychlost. Z této rovnice pak integraci dostaneme presnéjsi vy-
sledek, nez jsme odvodili za jednodussich podminek

ar_ A J2RT

c\V Mn
coz je polovi¢ni vysledek, nez jsme dostali za zjednodusenych podminek. Neberte to ale tak,
ze jednodussi FeSeni je Spatné. V praxi ¢asto feSime problémy jednoduseji, nez bychom — bud
proto, ze iplné feSeni nezname, z principu nejde vypocitat nebo by to bylo zbytecné zdlouhavé.
O vysledku pak vime, ze je priblizny, ze se na néj nemtizeme plné spolehnout.
3) Ekviparti¢ni teorém ftika, ze na kazdy stupen volnosti pripada stejné mnozstvi energie.
Dalsim stupném volnosti se rozumi, zZe castici musime popsat dalsi souradnici, abychom presné
védéli, jaka je jeji poloha. Atom mé t¥i stupné volnosti (pohyb v osach z, y, z). Kdybychom
zili pouze v dvourozmérném prostoru, mél by atom pouze dva stupné volnosti, jelikoz by se
mohl pohybovat pouze ve smérech x a y. Jestlize se chcete o stupnich volnosti dozvédét vice,
informace najdete v kazdé lepsi knizce o termodynamice.

6
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coz je rovnice identicka s (1), protoze v, je nami pozorovanou rychlosti, kterou zméfime spek-
troskopem. Rychlosti v, a v, nepftispivaji k Dopplerovu jevu.

Po dosazeni zjistime povrchovou teplotu hvézdy 160 000 K. To je trochu vic, nez jsme oceka-
vali, rozdil je zpisoben napf. nepfesnym modelem nebo tim, ze tiloha nevychazi z namérenych
dat. Nebo také tim, ze jsme skutecné pozorovali spektrum vyjimecné horké hvézdy. Ktera
moznost je spravna, bychom zjistili analyzou tvaru spektralni ¢ary.

Stred héliové cary 587,563 nm je posunut o 0,072nm, to znamenad, ze hvézda se vici po-
zorovateli pohybuje. Protoze cara je posunuta k cervenému konci spektra, hvézda se od nas
vzdaluje. Opét podle Dopplerova zakona vypocitame rychlost vzdalovani.

v = CQ = 37km/s.
A
Tato rychlost nam udava pouze to, jak rychle se od nas hvézda vzdaluje, ale ne jeji rychlost tan-
gencialni. Presnéji, jak rychle se vzdaluje od Zemé, ne od Slunce. Zemé, jak vime, obiha kolem
Slunce rychlosti 30 km/s. Proto bez znalosti soufadnic hvézdy a okamziku, kdy jsme spektrum
poridili, nemtzeme zjistit rychlost v prostoru. Tangencialni rychlost pomoci spektroskopie ne-
muzeme vibec zjistit, musime ji urcovat pomoci zmény jeji polohy na obloze za dlouhé casové
obdobi. Nejrychlejsi hvézdy se vici pozadi pohnou i o nékolik obloukovych sekund za rok.

Komentare k resenim

Jestlize nékomu vyjde rychlost 3 - 10%° m/s, coz je 10'2-krét vice nez rychlost svétla, ziejmé
néco neni v poradku. Prosim, ¢téte po sobé to, co napisete. Je to vase vizitka.

Dvojhvézda spektralni ¢aru rozstépi, ale nerozsiti. U malo disperzniho (slabého) spektro-
Sifeni je na hranici presnosti méreni.

Cerveny posun, ktery by zptisobilo gravitaéni pole hvézdy, je zanedbatelny.

Hélium v atmosféfe nepochazi z jadernych reakci ve vnitru hvézdy. Zhruba 20 % atmosféry
je tvoreno héliem vzniklym pri Velkém tresku.

Na zavér — jestlize jste pochopili, jak se stfeduji veli¢iny, miizete se pokusit vypocitat
koeficient pro rotaci hvézdy. Jestlize jste dobfe pocitali, vyjde vam 1/3.

Pavol Habuda
bzuco@fykos.mff.cuni.cz
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Uloha I1.4 ... tepelna vodivost kovu (5 bodi; primér 2,05; vesilo 21 studentii)

Odvodte, jakym zpusobem zavisi tepelna vodivost kovu na teploté, pokud znate zavislost
jeho elektrické vodivosti na teploté.

Pro vodivostni elektrony miizete pouzit model idealniho plynu, tj. elektrony se pohybuji
volné (piitomnost iontovych zbytku vibec neuvazujeme) a pfimocaie az na obcasné srazky
s jinymi elektrony, které zméni smer i velikost jejich rychlosti.

Teplo pienesené krystalovou mrizkou kovu je zanedbatelné oproti teplu prenesenému vodi-
vostnimi elektrony. Kazdy elektron ma tepelnou kapacitu c, ktera nezavisi na teploté.

Uloha napadla Honzu Prachate pii ¢teni ucebnice pevnych ldtek.

Ulohu vyfesime v ramci Drudeho teorie kovii, kterd pochézi z prelomu 19. a 20. stoleti.
Budeme predpokladat, ze kdyz priblizime atomy tak, aby vytvorily kovovy krystal, stanou se
valenc¢ni elektrony nevazanymi a budou se moci volné pohybovat skrze krystal. Tyto elektrony
budeme nazyvat vodivostni. lontové zbytky tvori krystalovou mrizku a predstavuji prakticky
veskerou hmotu krystalu, proto pohyb iontt vzhledem k pohybu vodivostnich elektroni zane-
dbame.

Prestoze mezi elektrony navzajem a mezi elektrony a ionty ptisobi silna elektromagneticka
interakce, na vodivostni elektrony aplikujeme kinetickou teorii idealniho plynu s jen drobnymi
modifikacemi. Hlavni predpoklady jsou:

1. Aproxzimace nezavislych a volnych elektroni. Mezi srazkami je interakce vodivostnich elek-
tronti mezi sebou navzajem a s ionty zanedbana. To znamena, Ze se elektrony mezi srazkami
pohybuji rovnomérné primocare nebo podle druhého Newtonova zakona, pokud se kov na-
chazi ve vnéjsim silovém poli.

2. Srazky elektront jsou okamzité udalosti, které skokoveé zmeéni smér a velikost rychlosti vodi-
vostnich elektronti. Pro pochopeni vodivosti je jedno, zda se jedna o srazky mezi elektrony
nebo o srazky elektroni s ionty.

3. St¥edni doba mezi srdzkami* T nezavisi na poloze ani rychlosti elektronu. V teorii pevnych
latek se ukazuje, ze tento predpoklad je prekvapivé dobry v celé radé aplikaci.

4. Elektrony dosahuji tepelné rovnovahy s okolim jenom prostfednictvim srazek. Tento proces
lze jednoduse popsat: okamzité po kazdé srazce ma elektron rychlost, ktera nijak nezavisi
na jeho rychlosti pred srazkou, ndhodného sméru a velikosti, ktera odpovida teploté v misté
srazky.

Ciselnou hustotu vodivostnich elektrontt budeme znaéit n, tyto hustoty jsou typicky tisic-
krat vétsi nez u idealniho plynu pii normalnim tlaku a teploté.

Elektricka vodivost kovii

Diferenciilni Ohmuv zékon®
j=0E

rika, ze proud tekouci kovem je primo imérny vnéjsimu elektrickému poli. Konstantu tameér-
nosti o nazyvame elektricka vodivost, smér vektoru proudové hustoty j je rovnobézny se smeé-
rem proudu v daném misté a jeho velikost odpovida velikosti proudu vztazeného na jednotku
plochy kolmé na smér teceni proudu.

%) Stt¥edni doba od posledni srazky je 7 a stfedni doba do nasledujici srazky je rovnéz 7.
5) Tento zdkon muzeme odvodit z Ohmova zdkona U = RI , pokud sejmeme zavislost této
rovnice na tvaru vodice.
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V kazdém bodé krystalu kovu se elektrony pohybuji riiznymi rychlostmi, jejich primérnou
rychlost v daném bodé oznac¢me v. Za nepiitomnosti vnéjsiho elektrického pole a pfi tepelné
rovnovaze by tato rychlost byla ve vsech bodech nulova. Za pritomnosti vnéjsiho pole E vsak
elektrony budou mit nenulovou primérnou rychlost opacného smeéru, nez je smér vnéjsiho
elektrického pole. Pro proudovou hustotu mutizeme napsat

Jj = —nev.

Zrychleni elektronu v dobé mezi srdzkami je podle druhého Newtonova zékona —eE /m. Je-li
t doba od posledni srazky a vy jeho rychlost okamzité po srazce, pak pro rychlost elektronu
mame vy — eEt/m. Jelikoz predpokladdame, Ze elektron mé po srazce ndhodny smér rychlosti,
neprispéje vy nijak do prumérné rychlosti, ta je proto dana stfedni hodnotou —eEt/m. Jenomze
stfedni hodnota t je 7, proto

cET ne‘r
—— =

j= E.

v =
m

Pro elektrickou vodivost jsme tedy dostali

(2)

Tepelna vodivost kovii

Je dobfe znamo, ze elektrické vodice vedou teplo mnohem lépe nez izolatory. To Drude
vysvétluje tim, ze tepelna energie je prenasena elektrony mnohem spise nez ionty.

Predstavte si kovovou tyc, ktera méa jeden konec teply a druhy chladny. Diky tepelné vodi-
vosti se bude teplejsi konec ochlazovat a chladn€jsi ohrivat, dokud se jejich teploty nevyrovnaji.
Tok tepelné energie je tedy zpusoben rozdilem (gradientem) teplot. Pokud budeme chladny
konec ochlazovat stejné rychle, jako se zahtiva, a teply konec zahtivat, stejné rychle jako se
ochlazuje, dosdhneme rovnovazného stavu, kde gradient teploty i tok tepelné energie jsou kon-
stantni. Definujeme hustotu toku tepla j, jako vektor rovnobézny se smérem toku tepla, jehoz
velikost odpovida tepelné energii prenesené za jednotku casu jednotkovou plochou kolmou na
smeér toku tepla. Pro malé teplotni gradienty je hustota toku tepla primo tmérna rozdilu teplot
(Fourieruv zakon)

Jqg = —kgradT'.
Konstantu imeérnosti k nazyvame tepelna vodivost.

Pro kvantitativni odhad tepelné vodivosti budeme uvazovat jednorozmérny model, ve kte-
rém se elektrony mohou pohybovat jen podél osy x. Teplota se méni spojité podél osy x, takze
plati j, = —xkdT/dx. Pfipomenime, Ze rychlost elektronu po srézce odpovidéa teploté miizky
v bodé srazky. Elektrony prichazejici z teplejsi strany budou mit vyssi energii nez elektrony,
prichazejici z chladnéjsi strany. V daném bodé z prichazi polovina elektront zleva a polovina
zprava.

Oznacime-li £(T) tepelnou energii na elektron v kovu, ktery je v tepelné rovnovaze a ma
teplotu T, potom elektron, jehoZ posledni srazka se odehrala na soufadnici x’, bude mit tepel-
nou energii £(T[z']). Elektron pfichéazejici zleva mél srazku v priiméru na soutadnici x — v,
a nese proto primeérnou tepelnou energii £(T[x — v7]). Podobné elektron pfichazejici zprava
nese prumeérnou tepelnou energii £(T[x + v7]). Celkovou hustotu toku tepla dostaneme jako

9
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pocet elektront na jednotku objemu krat jejich rychlost® krat energie prenasené jednim elek-
tronem

Jq = %nv[E(T[x —vT]) — E(T[x + v1])].

Za predpokladu, ze stfedni volna draha vt je velice mala, provedeme rozvoj kolem bodu x

P1i prechodu do trech dimenzi musime nahradit rychlost v z-ovou slozkou rychlosti v

elektronu. Jelikoz pro stfedni hodnotu z-ové slozky (i ostatnich) rychlosti plati (v) = 20,

kde v? je stfedni kvadraticka rychlost, mame
Jg = —%UQTcgradT,

kde ¢ je mérna tepelna kapacita elektronového plynu

,_1dB_NdE_ de
- vdr  vdr 4T’
Pro tepelnou vodivost jsme tedy dostali

K= %UQTC. (3)

Elektricka i tepelna vodivost zavisi linearné na stfedni dobé mezi srazkami 7, jejich podil
tedy na této velicin€, o které bychom tézko umeéli néco tici, nezavisi

1 2
K gcmv
E_ . (4)

o ne2

Dale se pokusime odvodit, jak tento podil zavisi na teploté. Vyjdeme z Drudeho modelu,
tj. pouzijeme zakony pro idealni plyn

Imo? = 3kT, c=3nk, (5)

kde k je Boltzmannova konstanta. Vysledek je

K_3 (E)QT_
o 2 \e

Pomeér tepelné a elektrické vodivosti je pfimo timeérny teploté, coz je hledany vysledek, na ktery
jsme se v zadani ptali. Rikd se mu Wiedemanntv-Franztv zakon.
Posledni vztah dava Lorentzovo cislo

3 (RN L 0wk (6)
ol  2\e) 7 '

6)  Mizete namitnout, ze jsme prehlédli skutec¢nost, ze elektron prichazejici zleva ma jinou
stfedni rychlost nez elektron ptichazejici zprava (ze stejného duvodu prenaseji riznou tepel-
nou energii). Rigoréznim postupem lze vSak ukéazat, Ze nasSe chyba se kompenzuje s jinym
prehlédnutim (stfedni doba 7 zavisi na rychlosti), a nas vysledek je proto spravnéjsi.
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Toto cislo je konstanta nezavisla na teploté a stejna pro vSechny kovy. Jeho hodnota je asi po-
lovi¢ni nez typické hodnoty Lorentzova ¢isla uvedené v nasledujici tabulce. Ve svém ptvodnim

k/oT [107° W-Q-K~?] pii teploté 273K | k/oT [10~° W-Q-K~?] pri teploté 373K
Cu 2,20 2,29
Ag 2,31 2,38
Fe 2,61 2,88
Zn 2,28 2,30
Al 2,14 2,19
Sn 2,48 2,54
Bi 3,53 3,35

Experimentalni hodnoty Lorentzova ¢isla k/oT pro vybrané kovy pii dvou rtznych tep-
lotach.

chybném vypoctu (vodivost (2) mu vysla poloviéni) dosel Drude k dvojnasobné hodnoté, nez
je (6), coz bylo ve vyjimeéném souhlasu s experimentem. Jenomze se experimentalné nepovedlo
oveérit elektronovy ptispévek ¢ = 3nk/2 k tepelné kapacité kovu. Dokonce se zdalo, Ze elektrony
k tepelné kapacité nijak neprispivaji.

Spravné vysvétleni dala az kvantovéd mechanika, podle které stavy elektronu s ostrou hod-
notou energie maji pouze diskrétni spektrum. Elektrony jsou fermiony, proto se navic v kazdém
takovém stavu mize nachazet nejvyse jeden elektron. Rozdéleni energie elektronti potom po-
pisuje Fermiho-Diracova statistika, kterd pro volné elektrony déva zcela jiné vysledky nez (5)

1 2 _T(z kT
§mv =&F, c-—(a)nk,

kde €r je Fermiho energie’. Pak dosazenim do (4) dostaneme

K 72 (k)
— =—(2) =244-107*W-QK 2.
ol 3 ( e )
Tato hodnota Lorentzova c¢isla jiz odpovida experimentalnim dattim.
Je vlastné nédhoda, ze a¢ Drudeho model nedokazal predpovédét spravnou hodnotu Loren-

tova Cisla, vysvétlil, Ze nezavisi na teploté. .
> VY ’ P Honza Prachar

honzik@fykos.mff.cuni.cz

Uloha I1.P ... dechové nastroje (4 body; primér 2,69; vesilo 39 studenti)
Pokuste se vysvétlit, pro¢ je mozné pri¢nou flétnu , piefouknout® o oktavu vyse (tj. zahrat
stejnym hmatem i tén s dvojnasobnou frekvenci), zatimco u klarinetu toho dosdhnout nelze.
Uloha z FYKOSiho archivu.

Zvuk, ktery slysime, je periodickd zmeéna tlaku vzduchu. U flétny nardzi proud vzduchu
z ust na hranu otvoru, tim vznikaji viry, nehomogenity v tlaku. Dochéazi k rtiznym odrazim
vlnéni, pricemz nejvyraznéji se uplatni frekvence, pri které sloupec vzduchu rezonuje. Flétnu se
vSemi dirkami ucpanymi si mtzeme predstavit jako trubici na obou koncich otevienou, protoze

7 Energie elektronu v nejvyssim zaplnéném stavu pii teploté 0 K.
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hrac¢ vzdy nechava c¢ast vstupniho otvoru nezakrytou. Vznika stojaté vlnéni, na obou koncich
trubice lezi kmitny (ve skutecnosti se kviili okrajovym jevim nalézaji ptiblizné o 0,6 poloméru
trubice od okraje smérem vné flétny). Vlnova délka zédkladniho ténu je dvojnisobné nez délka
flétny (viz obr. 3), jeho frekvenci urcime ze vztahu

kde v je rychlost viny v trubici.
Podmince kmiten na obou koncich vSak také vyhovuji ostatni vilny na obr. 3. Pro vinu, jejiz
délka je stejna jako délka flétny, plati

v v
———2_9

jedna se tedy o druhou harmonickou frekvenci. Vznikne, pokud je proud vzduchu dostatecné
silny.

Konstrukce klarinetu je odlisSna. Tento nastroj ob-
sahuje klinovity platek (jazycek), mezi nimz a sténami |
trubice je uzka mezera (obr. 2). Silny proud vzduchu
vyvola v této mezere podtlak, jazycek se nadzdvihne,
¢imz tuto mezeru ucpe. Tim se reguluje proud vzdu- ,—l
chu prichézejici do trubice. Zvukova vlna rozkmitava Obr. 2. Jazfcek klarinetu
jazycek, ktery budi dalsi kmity vzduchového sloupce
v trubici.

Pti vhodném umisténi a tlumeni platku je prefouknuti preci jen mozné, nesetkavame se
vSak se vSemi harmonickymi frekvencemi. Protoze je mezera u jazycku velmi mald, mizeme
trubici povazovat na tomto konci za uzavienou, na druhém (vzdalenéjsim) konci za otevienou.
Rozsireni trubice na vzdalenéjsim konci zanedbame. Vznikaji stojaté viny, které maji na jednom
konci kmitnu a na druhém uzel (viz obr. 4).

Obr. 3. Vyssi harmonické u flétny Obr. 4. Vyssi harmonické u klarinetu

Vlnova délka zakladniho tonu je A = 4l, odpovidajici frekvence je

v v

fo=x=u

Nasledujici vlna ma uvnitt nastroje jesté jeden uzel a jednu kmitnu, pro jeji frekvenci proto

lati
plati y y

f:X:mz?)fo-

12
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Obdobnou tvahou dospéjeme k tomu, ze mohou vzniknout pouze liché nasobky zakladni frek-
vence. TTeti harmonické frekvence lze snadnéji dosdhnout také otevienim otvoru leziciho pti-
blizné ve tretiné délky rezonancni trubice, zména hmatu ale nebyla v zadani povolena.

To, co jsme v tomto reSeni nastinili, byl jen priblizny model téchto nastroji, ve skutecnosti
bude vznik ténu ovliviiovat vice faktort. Pokud vas vice zajima akustika téchto hudebnich
nastroji, miizete se poucit napr. na http://www.phys.unsw.edu.au/"~ jw .

Jirka Lipovsky
jirka@fykos.mff.cuni.cz

Uloha I1.E ... nacechrana slehacka (8 bodi; primeér 4,00; vesilo 42 studentii)
Zmérte tlak plynu v sifonové bombic¢ce. Bombicka je bud plnéna CO: a prodava se pro
plnéni sifonu v desetikusovém baleni, nebo je plnéna N2 O pro vyrobu slehacky.
Ulohu nasel na internetu Karel Tima.

Abych vas motivoval ke ¢teni, na ivod prozradim, ze naprosto spravné reseni nam doslo
pouze jedno (od Jirky Sperky).

Nejjednodussi feseni této experimentalni tlohy je presto pomérné snadné. Tedy az na par
drobnosti, které si clovek musi predem uvédomit. Jednou z nich je, ze vzhledem k dosti velikym
hodnotam tlaku v sifonové bombicce uz nelze pouzit pfi feseni stavovou rovnici idealniho plynu
a z ni plynouci souvislost mezi tlakem a hustotou. Pozdéji si ukazeme proc.

Prozatim zkusime tlohu vyfesit s pouzitim van der Waalsovy rovnice, ktera popisuje cho-
vani readlného plynu o néco lépe. Znéni této rovnice je

e (Y] ()

nRT _a<n>2.

V —nb v

odkud pro tlak plyne

p= (7)
Na vypocet tlaku p tedy potiebujeme znat hodnotu univerzalni plynové konstanty R, kon-
stanty pro uvazovany plyn a, b, které snadno najdeme v tabulkach (vyslov [in’ternet]), latkové
mnozstvi plynu v bombicce, vnitfni objem bombicky a teplotu, pii které experiment probihal.
Posledni tii z uvedenych veli¢in musime zjistit experimentalné.

P1i urceni latkového mnozstvi si opét pomizeme tabulkami — tentokrat chemickymi. Bu-
deme potiebovat molarni hmotnost plynu v bombicce. V nasem piipadé to byl obycejny CO-
na vyrobu sody. Z molarni hmotnosti CO2 (Mco, = 44 g/mol) a hmotnosti plynu v bombicce
se pak da urcit latkové mnozstvi n plynu v bombicce jako

__ Mmco,
- )
Mco,

kde n je latkové mnozstvi a mco, hmotnost plynu.

Hmotnost plynu uvnitf bombicky snadno vypocitame jako rozdil hmotnosti bombicky pred
a po vypusténi plynu. Vyrobce udava 8 grami. Vazeni na vaze s presnosti 0,1 g tento udaj
nepotvrdila.
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¢. m. | Hmotnost pred [g] | Hmotnost po [g] | mco, [g] n [mol]
1 30,6 24.9 57+0,1]0,129 % 0,002
2 32,0 25,5 6,5+ 0,10,148 % 0,002
3 34,4 25,3 91+0,1]0,207 + 0,002

Hmotnosti CO2 v rtiznych bombickach a hodnoty n.

Zbyva tedy urcit vnitini objem bombicek. Jak se ukazalo, tento kol byl na provedeni
(s rozumnou presnosti) ze vSeho nejkomplikovanéjsi. Zvolili jsme metodu zméfeni vnéjsiho
objemu a dopocteni vnitfni dutiny ze zndmé hmotnosti prazdné bombicky a hustoty oceli.
Zadrhel této operace tkvi v tom, ze je potfebné urcit, o jaky druh oceli se jedna. Neni totiz
ocel jako ocel. Domnivame se, ze ocel pouzita na vyrobu sifonovych bombicek mé hustotu
(7,854 0,10) g/cm?®. Zanedbali jsme hmotnost plynu uvniti (kterd je pouzitymi prostiedky
naprosto neméfitelnd) a riznou hustotu malé mosazné cepicky na kazdé sifonové bombicce.
Objem mosazi v ni totiZz nepfevysuje 0,5cm?® a hustota oceli a mosazi je natolik podobné, ze
vznikla chyba se blizi presnosti méreni.

¢. m. | Hmotnost [g] | Objem [cm®] | Dutina [cm®]
1| 249+0,1 16+ 1 13+1
2] 255+0,1 18+ 1 15+ 1
3] 253+0,1 17+1 4+1

Tabulka shrnuje vysledky méfeni vnitiniho objemu
sifonovych bombicek.

Zminéné konstanty pro CO2 maji hodnoty a = 0,396 Pa-m?, b = 42,69 - 10~® m® /mol. Expe-
riment probihal pfi pokojové teploté T' = (293 + 3) K. Dosazenim dat z tabulek do rovnice (7)
dostaneme vysledky kolem 30 MPa, coz je Spatné.

A ted slibené vysvétleni, pro¢ nemuzeme pouzit stavovou rovnici idedlniho plynu. Problém
je ve slovicku ,idealni“. Mozna si z hodiny fyziky pamatujete, jaké zjednodusujici predpoklady
byly ucinény pfi odvozovani stavové rovnice idealniho plynu. Idealni plyn predpoklada nulové
interakce mezi ¢asticemi kromé dokonale pruznych srazek. Castice navic maji nulovy objem.
Ani jeden z téchto predpokladu tady neplati. V redlném plynu (obzvlast pii vysokém tlaku) se
projevuje vlastni objem ¢astic (koeficient b ve van der Waalsové rovnici) a odpudivé sily mezi
¢asticemi (koeficient a). Diky témto odpudivym sildm je vnitini energie stlac¢eného plynu (aé
stejné teploty) vyssi a méni se s objemem.

Neékde na konci odvozeni stavové rovnice pro idealni plyn byva v ucebnicich malymi pis-
meny poznamka, ze vlastnosti realnych plynt se od idealniho ponékud lisi, avsak pti tlacich
a teplotach uvazovanych ve vétsiné pripadu si s ni vystacime. Ptiblizna hodnota tlaku, ke které
dospéla vétsina z vas mérenim a dopoctenim klasickou metodou, byla kolem 40 MPa, coz je
asi 400 atmosfér. Pti tak vysoké hodnoté tlaku ndm uz ale nebude stacit ani van der Waalsova
rovnice.

S ohledem na c¢asticovou strukturu plynu je jasné, ze objem, tlak a teplota budou vzajemné
svazané vztahem

7 — PVm (8)

RT "’
kde Vi, je molarni objem a R, T' a p jsou plynova konstanta, termodynamicka teplota a tlak.
Avsak Z # 1 (const.) jako ve stavové rovnici pro idealni plyn. Obecné je tzv. kompresibilitni
faktor Z funkci tlaku a v limité p — 0 se blizi 1. S rostoucim tlakem klesd a po dosazeni
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jisté hodnoty pak zase stoupa. Pri vysokych tlacich je jeho hodnota pro vSechny plyny vétsi
nez 1, coz znamena, ze jsou méné stlacitelné nez idealni plyn, protoze puisobi odpudivé sily
mezi molekulami.®

Chovani redlného plynu se v technice popisuje tzv. viridalni stavovou rovnici

B _C
me—RT<1+V—m+V—I%+-"),

ve které tti tecky znaci dalsi cleny, které vedou k presné€jSim vysledktim, ale pro vyssi moc-
niny Vi, ve jmenovateli jsou vétsinou zanedbatelné. Pro ndmi uvazovany molarni objem je uz
C/VZ < B/Vi. Virialni koeficienty B, C a pfipadné dalsi zavisi na teploté plynu. Existuje
hodnota teploty, pro kterou méa koeficient B hodnotu 0 a tato rovnice se blizi rovnici (8) se
Z = 1. Chovani plynu se pak podoba idedlnimu, ale opét jen do jisté meze. Hodnota této
Boylovy teploty je pro CO2 asi 715 K.

Jak se tedy bude chovat redlny plyn pri izotermickém stlaceni? Experimenty ukazuji, Ze
hodnota tlaku bude stoupat az do dosazeni jistého kritického bodu. Pak za¢ne plyn kondenzovat
na kapalinu. Objem plynu se bude déale zmensovat, ale tlak ztistane konstantni. Tento tlak se
nazyva tlak nasycengch par kapaliny pti dané teploté. Mnozstvi kapaliny se bude zvySovat,
az dokud vsSechen plyn nezméni skupenstvi, a pak se zmensujicim se objemem poroste tlak
velmi rychle. Pro pfijemnych 20°C, ve kterych probihal experiment, je kriticky tlak p. oxidu
uhlic¢itého asi 60 atm.

Pro vyteseni ulohy budeme potiebovat jesté jednu kritickou konstantu pro oxid uhlicity,
a to molarni objem kapalného COg pfi kritickém tlaku V.. Ten je roven 78 cm® /mol. Snadnym
vypoctem (V' = nV;) si lze ovéfit, ze objem CO2 ve vSech bombic¢kach byl mensi nez objem pii-
slusného mnozstvi kapalného CO2 (tedy bombicky neobsahovaly stlacenou kapalinu), a proto
tlak ve vsech bombickach byl roven p. = 60 atmosfér.

Tudiz ponauceni plynouci z této tulohy je — vzdy provést diskusi. Na to naprosta vétsina
z vas zapomnéla. Fyzika neni jen hrani si se vzorecky. Je také tfeba rozumét jim a védét,
kdy je mtzeme pouzit. Je treba zvazit, kdy jesté zjednoduseni, kterd jsme pouzili, vedou
k akceptovatelnym vysledktim.

Bodovani vychazi z faktu, ze za dobfe teoreticky vyresenou tlohu bez experimentu je je-
nom polovina bodi. Pak také za provedeny experiment se Spatnym teoretickym zddvodnénim
dostala vétsina z vas jenom polovinu z moznych bodt. Pokud se vyskytly pripadné dalsi chyby
(naprosto Spatny vysledek nebo neuvedené chyby méfeni), strhaval jsem dalsi body. Pouze sedm
z celkového poctu pres 50 resiteltl si uvédomilo, ze COz v sifonové bombicce neni v plynném
skupenstvi. Za diskusi feseni a priznani neredlnosti vysledku méreného ,klasickym® zptisobem
jsem pridaval 2 body. Za naznak reSeni, obzvlasté za uziti vyrazu ,,tlak nasycenych par“ jsem
pridaval dalsi bod a za spravny vysledek byl plny pocet. Ocekaval jsem porovnani objemu
kapalného COz a vnittku sifonové bombicky. Obecné nejlépe obstali resitelé, kteri se pokusili

zmérit tlak v bombicce primo. . e
p Peter Greskovic

grepe@fykos.mff.cuni.cz

8 Pribéh hodnoty kompresibilitniho faktoru souvisi pravé se vzajemnymi silami, kterymi na
sebe molekuly pusobi. Ty jsou nejdiiv pfitazlivé a rostou (faktor klesd), ale jak se vzdélenosti
mezi molekulami snizuji, za¢nou byt odpudivé (faktor stoupa).
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Uloha I1.S ... aparat statistické fyziky (5 bodi; primér 3,43; vesilo 7 studentii)

a) Jaky je vztah mezi poctem mikrostavu 2(E) termostatu s energii < E a veli¢inou n(E)
(tj. po¢tem mikrostavu s energii v intervalu E + A) pro mala A?

b) Méjme systém N nezavislych harmonickych oscilatoru, pri¢emz energie kazdého oscilatoru
muze nabyvat hodnot nhw s n = 0,1,... (zanedbavame energii nulovych kmiti). Jaky
bude mit tvar veli¢ina n(E) a B(E) pro velkd N a E?

c) Najdéte stejné veli¢iny jako v predchozim piikladu pro systém N neinteragujicich volnych
elektronu uvéznénych na tusecce, (*) ve ¢tverci, (**) v krychli.

Napovéda. Pouzijte de Broglieho relace mezi hybnosti a vinovou délkou de Broglieho viny.
Na tsecku se musi vejit cely pocet pitlvin. De Broglieho viny ve Ctverci si Ize predstavit
coby soucin vIn ve sméru osy x a osy y, kvantovaci podminka je podobna jako pro tisecku.

Zadal autor serialu Matous Ringel.

a) Veli¢ina n(FE) byla definovana jako pocet mikrostavi termostatu s energii v intervalu E+A,
kde A je malé v porovnani s energii F. Veli¢inu Q(F) jsme definovali coby pocet mikrostavi
termostatu s energii < E. Pokud si toto uvédomime, nepodivime se nad rovnici

n(E) = Q(E+ A) — Q(E — A).

Pokud je A dostatecné malé, mizeme velic¢inu €2 priblizné vyjadrit pomoci diferencialu,
odkud ziskame vztah

n(E) = ( (E)+jg A) (Q(E)+ (—A )) jg 2A

b) Ulohu nejdiive vyfesime pro N = 2. Nejprve vypodcitame velicinu Q(E). Jelikoz energie
nabyva pouze celociselnych hodnot, Q(F) se ziejmé zméni skokem vzdy, kdyz E dosdhne
celociselné hodnoty. Energie se musi rozdeélit mezi dva oscilatory s energetickymi hladi-
nami fiwn. Poéet mikrostava Q(FE), kde E = hwn, se tedy bude rovnat poctu zpisobu,
kterymi lze ¢islo n rozdélit na soucet dvou celych ¢isel, n = ni +ns. Do grafu si zndzornime
vSechny mozné dvojice (n1,n2) a nakreslime pfimku n = ni 4+ n2. Snadno si rozmyslime, Ze
pripustné dvojice s energii < F/ budou lezet v casti prvniho kvadrantu omezené zkonstruo-
vanou pirimkou (véetné bodu na ptimce lezicich). V tomto konkrétnim ptipadé je muzeme
snadno vypocitat primo.

Pro obecny pripad vsak bude vhodnéjsi pouzit maly trik. VSimneme si, ze kazdy puntik
lze ztotoznit s jednim ctvereckem vzniklé ctvercové
mrize. Plocha kazdého c¢tverecku je rovna jedné. Po-
cet puntiki je proto roven plose vsech ctvereckt pod
pfimkou a tésné nad ni. AvSak pri dostatecné vel-
kych n neudélame velkou chybu, pokud zanedbame
plochu c¢tverecki lezicich v tésném okoli primky a za
celkovou plochu c¢tvereckti prohlasime plochu pod
primkou. To proto, ze plocha pod primkou roste
jako n?, kdezto plocha &tvereckdt v t&sném okoli
piimky roste pouze jako n a n/n® — 0. Pro N = 2
tedy dostavame vysledek

Q(E) = Q(hwn) ~

Obr. 5

ul
2
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V obecném pripadé budeme analogicky pocitat N-rozmeérny objem pod plochou n; +
n2+...+ny = n. Neni prilis jasné, jak jej vypocitat. Nicméné nas zajimala pouze zavislost
na energii (tj. na n). Snadno si uvédomime obecnou charakteristiku objemu v k-rozmérném
prostoru. Totiz ze zvétsime-1i téleso A krat, jeho objem se zvétsi A\¥ krat, coz mizete snadno
overit pro 1D (délku tsecky), 2D (plochu obrazce) i 3D (objem télesa). Pocet rozdéleni
¢isla n je tedy priblizné amérny jeho N-té mocniné. Veli¢ina 2(FE) proto musi spliovat
umeérnost

Q(E) = Q(hwn) ~nN ~ EY .

Zajemci se mohou pokusit vypocitat konstantu tmeérnosti. S ni je pak vysledek roven
Q(hwn) = nN /N,
Z piedchoziho piikladu vime, zZe veli¢ina n(F) je imérna derivaci Q(F), ¢ili

n(E) ~EN.

V seridlu bylo definovano B(F) = dlnn(F)/dE, takze plati B(E) = (N — 1)/E. Energii £
celého systému napisme ve tvaru £ = ¢N, kde € ma vyznam jakési stiedni energie jednoho
oscilatoru. Vztah pro 8 muzeme piepsat do tvaru §(E) = B(Ne) ~ 1/e. V tomto tvaru je
jasné vidét, ze B(F) zavisi pouze na prumérné energii jednoho oscilatoru a nikoliv na jejich
poctu.

7 odvozenych vztahti miZzeme vypozorovat jeden zajimavy jev. Zkoumejme pocet mi-
krostavu s energii mezi £ a E — §. Z vyse uvedeného pro tento pocet dostavame vzorec
QE) - QE —6) ~ EN —(E — 6)N. Ten pro velkd N upravime uzitim definice funkce e”
(e =limp—oo (1 +2/n)")

QUE) - QE -8 ~ BN —(E—§)N = EY <1— (1_Ni€)N> ~ BN (1—6—5/€) .

Tento vyraz je diky exponencidle podstatné odlisSny od jednicky jen v oblasti s sitkou o
radové rovnou €. To znamena, ze témér vSechny mikrostavy s energii < E maji energii
v okoli o sifce zhruba stfedni energie £ jednoho oscilatoru, coz je pomérné prekvapivy
vysledek.

c) Jak je (by mélo byt) zndmo ze skoly, de Broglieho relace svazuji hybnost elektronu, resp.
energii elektronu s vinovou délkou, resp. frekvenci prislusné de Broglieho vlny. Pro jedno-
rozmérny elektron uvéznény na tisecce maji tvar

h

—=hk=p a hw=F.

A

Bohrova kvantovaci podminka pozaduje, aby na hranicich oblasti, ve které je elektron

uvéznény, byl uzel de Broglieho viny. Na tisecku se proto miize umistit jen cely pocet

pulvln. Vlnova délka proto musi byt rovna A = 2L/n, kde n > 0 je pocet pulvin na usecce
délky L. Pro ptfipustné hybnosti dostavame p,, = hn/2L. Klasicka energie volného elektronu
je rovna kinetické energii

B

T 2m 8mlL?’

Timto jsme vypocitali energetické spektrum elektronu uvéznéného na tsecce.

De Broglieho vlna elektronu na ¢étverci o strané L je (jak bylo napovézeno) sou¢inem
vin ve sméru x a y. Kvantovaci podminka pozaduje nulovou amplitudu na stranach ctverce,

En
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vlna v prislusném smeéru musi mit tedy na hrané uzel. Proto pro hybnosti ve sméru x a y
piseme

hng _ hn,

2L Pvne =51

Kinetické energie elektronu je rovna p?/2m = (p2 + pi)/2m, takZe energetické spektrum

bude

Pxn, =

h2
v 8mL?
Kdo vi, o ¢em jde fec¢, nebude prekvapen spektrem

2

ETL My My —
. = g (g -y 4 )

pro trojrozmérny elektron uvéznény v krychli o strané L.
Dale budeme postupovat podobné jako v bodé b). Pro jednoduchost budeme uvazovat
jednorozmeérny elektron. Energie NV elektronti popsanych kvantovymi ¢Cisly n1,...,nny bude
souctem energii jednotlivych elektronti, t;j.
h? 2 h?k?
E n n = —.
b (et ) = e
Pocet mikrostavia Q(F) bude roven po¢tu N-tic pfirozenych éisel, jejichz soucet druhych
mocnin je < k2.
Pro N = 2 si nakreslime podobny diagram jako

v bodé b) (obr. 6). Do néj znazornime ctvrtkruznici c o o o o o o o
ni 4+ n3 = k*. Viechny piipustné kombinace (puntiky) .« o 3 en? 4 nd = k2

se nachazeji uvnitt ¢vtrtkruhu. Témér kazdému opét . o . 0 i . 2. _.

koresponduje jeden ¢tverecek o jednotkové plose, pocet . . e o N. o .

rozdéleni proto bude priblizné roven plose ¢tvrtkruhu, . e o o o N. .

2 N ~_ 7

tedy mk~/4, a prislusné . e e e .

27rmL2 s o o o o o o\o

Q(E):Wk2/4: h2 E. R=kFk e o o o o \o

/] [ ] [ ] [ ] [} [ ] [ ] [ ]
Pro obecné N bude pocet mikrostavi 2(E) roven

poétu N-tic ¢isel ny, ..., nn, splitujicich nerovnost ni + m
.+ n% < k?. Tento pocet je priblizné roven objemu Obr. 6

N-rozmérné ,ctvrtkoule“ o poloméru k. Jiz v dloze b) jsme vyjasnili, Ze objem libovolného

N-rozmérného télesa je imérny jeho charakteristickému rozméru na N-tou. Proto

Q(E) ~ kN ~ BN,

V tomto pripadé jiz neni jednoduché vypocitat konstantu tmeérnosti. Vypocitame jesté
veli¢inu n(E) ~ EN/271 a veli¢inu 8(E) = (N/2 — 1)/E.

Kazdy ted jisté snadno odvodi zavislost Q(E) pro 2D elektron (Q(E) ~ EY) i pro
3D elektron (Q(E) ~ E3N/?),

Matous Ringel
matous@fykos.mff.cuni.cz
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Serial na pokracovani

Kapitola 4: Dil Ctvrty

V tomto dile seridlu navazeme na priklady z minulého dilu a vyresime né€kolik dalSich
problému. Tentokrat to budou otazky (nejen) historické dulezitosti, které v minulém stoleti
ukazaly na rozpor predpovédi klasické fyziky se skutecnosti a nakonec vedly az k formulaci
kvantové mechaniky. Konkrétné pijde o vysvétleni poklesu tepelné kapacity plyni a kova pri
nizkych teplotach a o vysvétleni tvaru spektra zareni cerného télesa.

Klasické predpovédi

Nejprve se vSak podivame, co vlastné predpovida klasicka fyzika. Predevsim v klasické me-
chanice se da energie zapsat jako soucet kinetické a potencialni energie, kde kineticka energie
zavisi jenom na hybnostech a potencidlni energie na hybnostech nezavisi. D4 se ukazat (pro-
stfedky z druhého dilu seridlu), ze kazdy stupen volnosti systému (nap¥. z-ova slozka hybnosti
j-té astice) prispiva k stfedni kinetické energii hodnotou k7/2. Napiiklad jedna ¢astice ma tii
stupné volnosti, takze jeji stfedni kineticka energie bude 3k7'/2. Ted jiz umime urcit stfedni
kinetickou energii libovolného systému.

Dale potrebujeme urcit stfedni potencialni energii systému. Zde hraje dilezitou roli tak-
zvany virtalovy teorém, jenz ji svazuje se stfedni hodnotou kinetické energie. Viridlovy teorém
tvrdi, Ze pokud potencialni energie zavisi linearné na kvadréatech poloh?, je stfedni potencialni
energie pripadajici na jeden stupen volnosti rovna stredni kinetické energii pripadajici na je-
den stupeni volnosti, tedy k7'/2. Cili naptiklad jednorozmérny (tj. s jednim stupném volnosti)
harmonicky oscilator by mél stfedni hodnotu potencialni energie rovnu k7'/2.

Tyto vztahy maji dosti obecnou platnost. Mizeme je naptiklad pouzit pro odhad velikosti
fluktuaci svételné stopy zrcatkovych pristroji; to jsou zrcatka zavésena na vlakné, ktera se vy-
chyluji podle velikosti méfené veli¢iny, napfiklad magnetického pole (pak se na vladkno zavési
jesté kalibrovany magnetek). Na zrcatko svitime a z polohy odrazeného paprsku vyvozujeme
meéfenou veli¢inu. Stopa se ale i po odstranéni vSech vibraci bude chvét, nebot do zrcatka narazi
molekuly vzduchu. Zrcatko se ptfi malych odchylkach ¢ od aktualni rovnovazné polohy chova
jako harmonicky oscilator s potencialni energii V = qy?/2, kde ¢q je ,tuhost“ vldkna. Podle
predchozich odstavci vime, zZe stfedni potencidlni energie jednoho stupné volnosti je k7'/2.
Proto stiedni kvadraticka odchylka (fluktuace) stopy od spravné polohy bude (¢?) = kT'/q.
Fluktuaci tedy mtizeme zmensit snizenim teploty nebo pouzitim tuzsiho vldkna, pripadné upl-
nym odcerpanim vzduchu.

Pro nase tucely je dilezity spise jiny priklad. Predstavme si krystalovou mrizku plnou atomu
kmitajicich kolem svych rovnovaznych poloh. Pokud tyto kmity nejsou prilis velké, mtzeme
kmitani povazovat za harmonické. Stfedni kinetickd energie jednoho atomu je 3k7/2 (atom
ma tfi stupné volnosti), stfedni potencidlni energie bude taktéz 3k7/2 (atom kmita ve tiech
smérech), stfedni celkovad energie proto bude 3k7T. V jednom molu latky je Na castic, takze

%) Pfesnéji pokud je potencialni energie kvadratickou formou poloh (miize tedy linedrné zaviset
krom ¢lent typu z7 i na soucinech typu TiTj).
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celkova energie by méla byt 3NakT = 3RT. Molarni tepelna kapacita je definovana jako
mnozstvi tepla potfebného na ohtati krystalu o 1K, ¢ = dQ/dT. Ponévadz krystal nekona
praci, je dodané teplo pfimo rovno zméné vnitini energie, ktera je, jak vime, rovna 3RT'. Proto
by molarni tepelna kapacita krystalu meéla byt

c=3R.

Tento vztah se nazyva Dulongiv-Petituv zakon; tepelna kapacita podle néj nezavisi na teploté.
Ovsem experimentalné bylo zjisténo, Ze tepelna kapacita jde se snizujici se teplotou k nule.
Navic je to nutné, pokud chceme udrzet postulat o existenci nejmensi teploty, absolutni nuly,
jiz nejde dosdahnout.

Témeér shodny je i problém poklesu tepelné kapacity viceatomovych plyni. Molekulu plynu
si klasicky predstavime jako obrazec, v jehoz vrcholech je rovnovazna poloha castic, jez jsou
k ni vazany linearni vratnou silou, tj. potencidlem harmonického oscilatoru. Vypocitame stredni
energii pro jednoduchost dvouatomové molekuly (stejnou tivahu je analogicky mozné provést
pro libovolné slozité molekuly). Molekula se mtze pohybovat jako celek, na coz pripadne ener-
gie 3kT /2, dale muze rotovat ve dvou kolmych smérech (nikoliv tedy podél osy molekuly)
(pFispévek kT') a nakonec mohou molekuly harmonicky kmitat v jednom sméru kolem rovno-
vaznych poloh. Tomu odpovida ptispévek kT'/2 za kinetickou energii a kT'/2 za potencialni.
Dohromady to déla 7kT'/2, odpovidajici tepelné kapacita 1 molu plynu by méla byt

c="TR/2.

Ani tato zavislost neni spravna. Pro nékteré plyny hodnota c prijatelné souhlasi s experimen-
tem pri pokojovych a vyssich teplotach, avsak pri nizsich teplotach dochéazi k poklesu tepelné
kapacity. Je zajimavé, ze nejdrive dojde k poklesu stredni energie molekuly o k7', kde se hod-
nota na néjaky cas zastavi a teprve pak klesa az k nule. Pokud kT identifikujeme jako prispévek
od kmitani, dochazi zrejmé k jakémusi ,,zamrznuti“ kmitani.

Kvantovy harmonicky oscilator

Nasim tkolem je vysvétlit pozorovanou zavislost. Jak jsme jiz naznacili, nesrovnalosti lezi
popisovat klasicky i pti dosti nizkych teplotach. Hlre je na tom rotace molekuly, ale i tu lze
klasicky popisovat az do teplot fadové 10 K (kromé izotopi vodiku). Avsak klasicky popis mik-
roskopického harmonického oscilatoru je mozny az pti teplotach v fadech tisici kelvinti. Musime
tedy uréit statistické vlastnosti souboru nezévislych (nebot jednotlivé atomy v molekule jsou
témér nezavislé) kvantovych harmonickych oscilatoru.

Jelikoz jsou oscilatory nezavislé, staci uvazovat jen jeden. Jiz drive jsme zminili, ze kvantovy
harmonicky oscilator se miize nachézet jen ve stavech s energii E, = hwn, kde n = 0,1,...1°
Abychom mohli urcit tepelnou kapacitu, musime nejdrive znat stfedni energii. Tu mizeme vy-
pocitat metodou uvedenou ke konci druhého dilu seridlu. Pro pripomenuti ji tu znovu odvodime
na nasem konkrétnim pripadé.

Pravdépodobnost, Ze oscilator bude ve stavu s energii F,,, je podle Boltzmannova vzorce

_exp (—BE) _ _exXp (—BEy)
n 7 Y. exp (—BE;)

19 Spravné bychom méli psat E, = hw(n + 1/2), aviak zanedbani nulové energie zde nehraje
zadnou roli.
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Stfedni hodnota energie je proto

> n Enexp (—BEy)
>, exp(—=fEn)

U= ZEnpn =

Dosadime-li za E,,, dostaneme

> hwnexp (—Bhwn)

U=-— =hw E———
Zn €xp (_ﬁhwn) Zn:O xm

vvvvvv

Ve druhém dile jsme prozradili sikovny trik, jak ji vypocitat®®

= 1 x
nzz:on'x —:c—Zx - d:l:l—ﬂ::(l—af;)2

Vratme se v8ak k fyzice. Pokud pouzijeme predchozi vysledky v rovnici pro U, dostaneme

x hw hw _ hw
l1—-2 2 1—1 exp(Bhw)—1 exp(hw/kT)—1

Pokud je teplota dostatecéné velkd (a tedy hw < kT'), muZeme pomoci vztahu e ~ 1 + x
platného pro x — 0 pfiblizné polozit exp (hw/kT) ~ 14+hw/kT, ¢imz pro U dostaneme U ~ kT,
tedy vysledek v souladu s predpovédi klasické fyziky.

Nyni jiz vime, jak zavisi stfedni energie oscilatoru na teploté. Vypocitejme jesté tepelnou
kapacitu takového oscilatoru

_g_h%ﬂ exp (hw/kT) k(1+h—w)—>k
AT~ kT? (exp (hw/kT) — 1) '

kT

Aproximace v pravé ¢asti jsou zalozeny na stejnych vztazich jako aproximace vyse a plati opét
pri dostatecné velké teploté. Graf zavislosti si muzete prohlédnout na obrazku 7. V ném je
vynesen pomér kvantové a klasické tepelné kapacity v zavislosti na poméru teploty a jakési
charakteristické teploty Ty = hw/k (tento pomér musi mit rozmér teploty, protoze v expo-
nencidle muze stat jen bezrozmérné ¢islo). Pti teplotach podstatné vétsich nez Ty jsou kvan-
tové efekty naprosto zanedbatelné, pii teplotach srovnatelnych se jiz nedaji dobfe zanedbat.

D Pro zajimavost zde ukéazeme, jak odvodit nésledujici vztah (skoro) ¢isté algebraicky. Za-
¢neme jednodussi fadou, geometrickou S = 14+z+z%+. .. Kdyz od této fady odecteme jednicku,
dostaneme S—1 = z+2%+. .. Nabizi se vytknout x, odkud ziskdme S—1 = z-(1+x+x°+...) =
= x - S. Z této rovnice jiz snadno spocitdme S = 1/(1 — x). Podobné budeme postupovat
i v pfipadé fady P=0-1+1-2 4 2-2? + ... Nyni v8ak nebudeme odeéitat jednic¢ku, nybrz
celou geometrickou fadu x-S = z+x%+. .. Takto dostaneme P—xS = 1-2%+2-23+3-2*+. ..
Opét se nabizi vytknout x a ziskat rovnici P — xS =2-(1-2+2-2* +...) = 2 - P. Odtud jiz

plyne vysledek
xS T
P = = .
1—z (1—1x)?
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Abychom ziskali predstavu o konkrétnich ¢islech, uvedeme hodnotu charakteristické teploty To
pro dusik (3300 K) a kyslik (2200 K).

C C
170 1 kvant/ klas

0,5 1

T/To
0,5 1,0 1.5 2.0

Obr. 7. Pomér kvantové a klasické predpovédi pro zavislost tepelné kapacity plynu na teploté.

Odvozena zavislost velice dobte vystihuje pokles tepelné kapacity plynt v Sirokém rozmezi
teplot. S vysvétlenim tepelné kapacity krystalu je to jiz horsi. Nas (vlastné Einsteintav) jed-
noduchy model nezavislych harmonickych oscilatortt predpovida prilis rychly pokles tepelné
kapacity s teplotou. Pokud se presto pokusime nafitovat odvozenou zavislost na experimen-
talni data, dostaneme hodnoty charakteristické teploty Tp fadoveé stovku K (pro cin) a fadove
tisic K pro diamant. Odtud plyne, ze diamant bude mit za pokojové teploty tepelnou kapa-
citu podstatné mensi, nez predpovida Dulongtv-Petitiv zakon. Pri¢inu neptilis velké shody
s experimentem muzeme hledat v predpokladu nezavislosti oscilatori. Vzdyt dané atomy preci
interaguji s okolnimi atomy, a to obzvlasté pri nizkych teplotach, kdy se vSeobecné objevuje
sklon ke kolektivnimu chovani. Jsou-li atomy mezi sebou vazany linearni vratnou silou, mu-
zeme se na krystal podivat jako na celek a najit pfipustné médy kmitani atomt (podobné jako

vvvvvv

tfeba médy na struné). Energetické spektrum pak bude slozitéjsi.
Zareni Cerného télesa

Dale budeme zkoumat mdédy kmitani elektromagnetického pole v krychlové krabici
o strané L. Jednomu mddu odpovida jeden foton. Pokusime se vypoditat rozdéleni poctu
fotoni v zavislosti na energii. Musime si uvédomit jednu dilezitou véc. Totiz zZe fotond v kra-

bici neni néjaké neménné mnozstvi, fotony mohou vznikat a zanikat. Jejich stfedni pocet
v rovnovaze je dan statistickou fyzikou.

.....

nachazet ve stavech s energiemi I, Es, . .., pricemz v kazdém stavu muiize byt libovolné mnoho
fotoni. Jestlize je v téchto stavech pravé ni,ns,... fotont, bude celkova energie rovna E =
= n1FE1 + neEs + ... Prislusna parti¢ni suma (definice parti¢ni sumy Z viz druhy dil seridlu

ke konci) pak bude dana vztahem

Z = Z exp (_/B(nlEl +na B + - - )) = Z exp (_BnlEl) . Z exp (_ﬁnQEZ) ceee
ng,Ma,...=0 n,=0 no=0

coz se da napsat jako soucin

z =TI i;oexp (—BnrEr)).
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Vnitrky soucinu jsou geometrické rady vici ng, takze je zaménime za jejich znamy soucet
a dostaneme
—1
Z =1I[1—exp(—BEL)] " .
k

Postupem vyvinutym na konci druhého dilu, jehoz specidlnim piipadem je postup pouzity
k urceni stfedni energie harmonického oscilatoru, vypocitame stredni pocet fotont v k-tém
stavu

olnZ 0 1
() = 750y = gy (~ Tt~ D)) = o
Kdybychom védéli, jaké jsou k dispozici hladiny E%, znali bychom odted spektrum c¢erného
télesa.

K ziskdni odpovédi pouzijeme podobnou metodu jako pfi uréovani poctu mikrostavia pro
elektron v krabici (coz bylo pfedmétem tlohy k druhému dilu seridlu). Jeden foton — maéd
vlnéni — o frekvenci w ma energii hw. Mody se do krabice mohou naskladat jediné tak, Ze
prislusné viny maji uzly na sténach krabice. Tyto vlny si lze predstavit jako soucin vin ve smé-
rech x, y a z. Nase pozadavky si vynucuji, aby se v kazdém sméru vyskytoval cely pocet
pulvln. Oznac¢ime-li k, = 27 /A, vlnové ¢islo ve sméru x, kvantovaci podminka n\/2 = L pro
néj zni k; = nym/L; podobné pro ostatni sméry. Vektorové zapsano

k= (ng,ny,n.)—, Ny, Ny, Nz = 1,2,. ..

1A

Jak jisté snadno nahlédneme, pro fotony (elektromagnetické viny) plati disperzni vztah w =
= kc. Energie fotonu je imérna frekvenci w, zavisi tedy primo imérné na velikosti k vinového
vektoru k. Tu ovSem snadno vypocitame, plati

2
k* = (n2 —|—n§ +n§)% )

P1i dostatecné vysokych teplotach je vybuzeno mnoho médi; potom misto diskrétnich stavi

muzeme uvazovat jako o kontinuu stavi, ve kterém se n; méni spojité. Urc¢ime pocet mikrostavi

s vlnovym déislem < k (a tedy energii < hck). Tento pocet (k) (resp. trik slouzici k jeho

nalezeni) jsme odhalili ve zminované uloze k druhému dilu. Jde vlastné o objem ,osminokoule*,

v niz mize lezet koncovy bod vektoru k. Tato ,osminokoule“ ma polomér R = Lk/x, takze

jeji objem jest .
1 4n ([ Lk
Qk)==-—1{|—] .
(k) 8 3 (ﬂ )

Pocet ¢astic s velikosti vlnového vektoru mezi k a k + dk je potom zfejmé roven Q(k + dk) —
Q(k) ~ (d2/ dk) dk = g(k) dk. Veli¢ina dQ2/ dk = g(k) mé zfejmé vyznam jakési hustoty stavu.
Ze vzorce pro (k) dostaneme explicitni vyjadfeni g(k)

2 2
dQ(k) _ s K dk _ K dk

g(k) dk = =3 272 2m2

Zaména L* = V reflektuje skutecnost, ze vyraz nezavisi na tvaru krabice (jak se d4 dokazat).
Nyni v rovnici pomoci vyse uvedeného vztahu FF = hkc dosadime za k
E?dE
EYdE =V ———.
9(E) 2n2h3 3
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Jesté jsme zapomnéli, Ze vinu kromé sméru Sifeni charakterizuje i polarizace. V pripadé fotonu
je to projekce momentu hybnosti na smér pohybu. V kazdém pripadé existuji dva nezavislé
sméry polarizace (u fotonu dvé opacné projekce), takze nas vysledek musime prondsobit dvéma
E*dE
9By dE =V o
Tolik je mikrostavi s energii mezi I/ a F/ + dFE.

Vsechny stavy z tohoto okoli maji energii pfiblizné E, pro stiedni pocet fotont (ny) v jed-
nom takovém stavu jsme vySe odvodili jisty vzorec. Tento vzorec staci pronasobit nalezenym
poctem ¢g(E)dFE a tim dostaneme kyzeny vysledek, stiedni pocet fotonti ve stavech s energii
mezi K a F+dFE

1 E’dE _V E?

n(E)dE = (n) - g(E)dE = exp(BE) —1  w2h3c3  w2h3c3 exp(BE) — 1

dE.

Nazornéjsi mozna bude rozdéleni celkové energie v krabici podle energie, které ziskame prostym
prenasobenim vztahu vyse energii. Pokud do néj pro energii £ jednoho fotonu dosadime E =
= hw, dostaneme rozdéleni energie podle frekvenci. Toto rozdéleni napiSeme jako u(w)dw,
kde u hraje roli spektralni hustoty energie. Rozdéleni se nazyva Planckiv vyzarovaci zakon
a ma tvar

|4 hw®
u(w) dw = 7207 oxp(Fhw) — 1 dw .

Plancktv zakon je znamy i ze stredoskolské fyziky jako vztah pro spektralni rozdéleni inten-
zity zatreni cerného télesa. Pojem cerného télesa je idealizace, ma reprezentovat zareni v tepelné
rovnovaze, nicméné pokud zareni unikad do prostoru, neni v tepelné rovnovaze. V kazdém prti-
padé lze experimentalné uskutecnit dobrou aproximaci zareni ¢erného télesa, vezmeme-li nasi
krabici se zarenim a do ni udélame malou dirku. Unikajici zafeni bude mit spektrum ve-
lice pfesné popsané Planckovym vztahem. Energie, ktera projde za sekundu dirkou (vztazena
na jednotkovou plochu), se nazyvé intenzita zafeni a miZeme ji velice snadno urcit ze zna-
losti vnitini energie. Za sekundu totiz jednotkovou plochou projde zatreni o objemu 1 - ¢, kde ¢
je rychlost §ifeni zafeni, v tomto ptipadé rychlost svétla. Intenzita pak bude I = c¢- U/V
a spektralni intenzita [(w)dw = ¢ - u(w)/V dw.

u(w)

T =13/2-Tp

Obr. 8. Spektralni rozdéleni intenzity zareni cerného télesa pti dvou riznych teplotach.
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Uloha IV .S ... étvrty dil

a) Jakou tepelnou kapacitu plynu slozeného z tfiatomovych molekul s atomy usporadanymi
do vrcholi trojihelniku predpovida klasicka fyzika? Na jakou hodnotu tato kapacita po-
klesne pfi snizeni teploty na 100 K?

b) Zjistéte chovani vyrazi pro vnitini energii krystalu a energetické spektrum zafeni ¢erného
télesa pro malé teploty. Odvodte déle tzv. Wientuv posunovaci zdkon. Ten ¥ika, ze frek-
vence w.,,, pro niz ma zavislost intenzity zareni cerného télesa na teploté maximum, je
primo tmeérna teploté.

c) Vypracujte lepsi teorii tepelné kapacity krystalu, aby uvazovala kolektivni kmity atom.
Pripadné integraly nemusite pocitat.

Napovéda. Uvédomte si, Ze se krystalem §ifi zvukové viny (jak pri¢né, tak podélné, a to raz-
nymi rychlostmi). Podet médii nemuze byt vétsi, nez je pocet stupta volnosti 3N krystalu
(N je pocet Castic).
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Poradi resitelu

po Il. sérii

Kategorie Ctvrtych rocnik(

jméno skola 1234PES 1II % X

Student Pilny MFF UK 4 4 45 4 8 5 34 100 68

1. Marek Pechal G Lesni ¢tvrt, Zlin 4 445 3 45 29 9, 64

2. Tomds Bedndrik Masarykovo G Vsetin 4445 4 6 3 30 85 58

3. Libor Sachl G Terezy Novakové Brno 4 4 2 2 4 4 - 20 75 44
4.—5. Roman Derco G dukl. hrdinov, Svidnik 4 441 - 3 - 16 74 40
Petra Mald G Moravsky Krumlov 242 -4 7 - 19 82 40

6. Marek Scholz G F. Palackého, Neratovice 2 42 2 2 5 2 19 70 39
7.—8. Martin Konecny G Boskovice 23 0 -1 4 - 10 66 38
Jan Vdra G Lesni ¢tvrt, Zlin 4 4 2 - - 3 - 13 84 38

9. Jan Jelinek G Konstantinova Praha 54211 4 - 17 59 35

10. Vojtéch Molda Masarykovo G Vsetin 341 -3 3 - 14 64 34
11.—12. Petr Bezmozek Dvordk SPS Jihlava 13 --3 6 - 13 71 29
Martin Kostejn G a SPgS Liberec 2421 - — - 9 63 29

13. Jenda Valdsek G Broumov 2 4 - 3 4 - 13 69 25

14. Zuzana Poébisovd G Tajovského, B. Bystrica 2 2 - - - - - 4 65 24
15.-16. Tomas Jirotka G J. Vrchlického, Klatovy -4 - - - 4 - 8 75 21
Jiri Sperka GOA Blansko - - --3 8 - 11 88 21

17.-19. Miroslav Hruby Biskupské G, Brno - - - - - - - 0 69 20
Jdan Mikulds G B. S. Timravy, Lucenec - - - - = - = 0 &80 20

Adam Prenosil G Sladkovského n. Praha 222 - - - - 6 69 20

20. Jan Bednar COP Hronov 2 -3 -2 - - 7 68 17
21.—22. Rushil Goel - - - - - - - 0 76 16
Ales Podolnik G Kapitana Jarose, Brno 4 -2 -4 - - 10 76 16

23. Peter Vanya G Ludovita Stira, Tren¢in -3 00 - - 3 34 13

24. Monika Josiekovd G Cesky Tésin 2 2 4 - 4 - 12 60 12

25. Lukas Stritesky Masarykovo G Vsetin 242 - - - - 8 67 8

26. Martin Slezdak G Vlasim -2 - - - - - 2 58 7
27.—28. Miroslav Jandcek G a SPgS Liberec - - - - - - - 0 50 6
Jakub Klener G J. Jungmanna, Litoméfice 1 3 - — 2 - - 6 50 6

29. Ladislav Stépdnek -4 - - - - 4 100 4
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Kategorie tretich rocniki

jméno skola 1234PES II % X

Student Pilny MFF UK 4 4 45 4 8 5 34 100 68

1. Pawvel Motloch G Petra Bezruce, Frydek-Mistek 443 6 3 5 5 30 90 61

2. Jakub Benda G Jana Nerudy, Praha 4 43 2 4 5 2 24 79 50

3. Martin Formadanek G Uherské Hradisté 24513 5 - 20 76 48

4. Tomds Bzdusek G Piestany 4 2 3 3 3 1 16 73 46

5. Daniel Simsa G J. Jungmanna, Litoméfice 5 4 3 - 4 4 - 20 79 42

6. Pawvol Pseno G Ruzomberok 4433 2 1 - 17 64 38

7. Peter Berta G Velké Kapusany 441 -1 - - 10 74 37

8. Lukds Malina G Ch. Dopplera, Praha 4 4 - - — 6 — 14 83 34

9. Krystof Touska G J. Vrchlického, Klatovy 24 - -1 4 - 11 65 30

10. Marek Kaleta G Terezy Novakové Brno 4431 - - - 12 67 28

11. Hana Jirkd G Terezy Novakové Brno 2230 - - - 7 62 26
12.-13. Radim Pechal SPSE Roznov p. R. 340 - -4 - 11 67 24
Jana Przeczkovd G Komenského Havitov 2 212 - 4 - 11 44 24

14.—15. Ondrej Bogdr G Ludovita Stara, Trenc¢in - 4 -1 - - 5 79 22
Marek Bukadcek G Havlickav Brod 2 4 - -2 4 - 12 59 22

16.—17. Frantisek Batysta G J. V. Jirsika, C. Budgjovice - - - - - - 0 100 17
Jaroslava Lavkova G Poprad - - - - - - - 0 68 17

18. Jana Lochmanovda G Chodovicka, Praha 1 41 - 1 - 7 38 16
19.—20. Lukds Novotny G J. K. Tyla, Hradec Kralové - - - - = - = 0 82 14
Martin Stys COP Hronov 211 - - — — 4 44 14

21. Jakub Prouza COP Hronov 211 - - - - 4 43 12
22.—24. Matéj Korvas G Jaroslava Seiferta, Praha - - - - - = = 0 59 10
Jan Stransky G Dobruska - - - - - - = 0 45 10

Jakub Vodnansky G Broumov 2 2 - -3 3 - 10 50 10

25. Premysl Srdmek G Dasicka, Pardubice - - - - - - 0 89 8

26. Martin Berka G Moravska Trebova 11 -- -1 - 3 29 7

27. Jan Hreha G Liptovsky Hradok — - - = — 0 46 6

28. Jakub Loucky G Pisek - - - = - - = 0o 2, 4

29. Hana Lesdkovd G Konstantinova Praha O ---3 - - 3 38 3
30.—31. Petr Dvordk G V.Makovského, N. Méston. M. - 2 - — — — — 2 50 2
Michal Pavelka G Strakonice -2 - - - - - 2 50 2

e-mail pro reSeni:

FYKOS

180 00 Praha 8

WWW!

e-mail: fykos@mff.cuni.cz

http://fykos.mff.cuni.cz
fykos-solutions@mff.cuni.cz

UK v Praze, Matematicko-fyzikalni fakulta
Ustav teoretické fyziky
V Holesovickach 2
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Kategorie druhych rocniki

jméno skola 1234PES I1II % X

Student Pilny MFF UK 4 4 45 4 8 5 34 100 68

1. Jakub Michdlek G Jana Keplera, Praha 3445 4 7 6 33 97 66

2. Lukds Vitovec PCG Karlovy Vary 4421 - 4 - 15 65 36

3. Vliadimir Boza G D. Tatarku, Poprad 4 43 -3 - - 14 76 34

4. Lukds Drdpal G Ch. Dopplera, Praha 2 -313 3 - 12 63 32

5. Marek Necada G Jihlava 443 - -4 - 15 &2 31

6. Jan Hermann G Cesky Krumlov 4 4 - - — — — 8 93 27

7. Zdeneéek Vais G Boskovice - - - - - - = 0 74/ 25

8. Iva Kocourkovd G nam. TGM Zlin 141 - — — 6 53 20

9.—11. Lucie Pospisilovd G Matyase Lercha, Brno 333 -3 6 - 18 66 19

Helena Svobodovad G Ch. Dopplera, Praha 2 -3 1 - -1 7 44 19

Petr Sedivy G Dasicka, Pardubice 14201 1 - 9 33 19

12. Katarina Rozvadskd G Ludovita Stura, Trencin - 21 - -1 - 4 52 17

13. Juraj Hartman G Néachod 4 40 -4 - - 12 75 12

14. Tomas Talanda G Tisnov 2 4 - - 4 - 10 63 10

15. Matej Bitnar COP Hronov - - - -3 3 - 6 36 9

16. Zuzana Jungrovd G Blovice - - - - -5 - 5 54 7

17. Jan Valasek G Ch. Dopplera, Praha 321 - - — — 6 50 6

18. Petra Navrdtilova COP Hronov 21 - - - - - 3 25 5

19.—20. Lucie Kadrmanovd G Jesenik - - - = - - 0o 33 3

Vojtéch Spuldk COP Hronov - - - - - - - 0 23 3

21.—22. Viastimil Danicek COP Hronov - - - - - - = 0 50 2

Jire Sedlak G Boskovice 11 -- - - - 2 25 2

23. Martin Fliger COP Hronov o0 -- - — — 0 0 O
Kategorie prvnich roCnikii

jméno skola 1234PES I1II % X

Student Pilny MFF UK 4 4 45 4 8 5 34 100 68

1. Lukas Cimpl G Frenstat pod Radhostém 211 - -5 - 9 39 21

2. Alzbéta Cernekovd G Ludovita Stira, Trencin 2 4 2 - - - - 8 61 20

3. Richard Polma G Mlada Boleslav -2 - -3 - - 5 50 17

4. Katarina Bazovd G Ludovita Stira, Trené¢in 4 2 - 1 - 7 50 14

5.—6. Jana Figulovd G Ludovita Stara, Trené¢in -4 - - - = 4 75 12

Dana Suchomelovd G Ludovita Stira, Trencin -4 - - - - = 4 75 12

7. Jan Sedek COP Hronov -4 - -3 - - 7 55 11

8. Petr Motloch G Petra Bezruce, Frydek-Mistek — — — — 3 5 — 8 67 8

9. Lukds Vrablic SPS Hradec Kralové -2 - -3 - - 5 24 6

10. Vojtech Kaluza G Petra Bezruce, Frydek-Mistek - 4 — — — — - 4 100 4

11.—-14. Ondrej Chvostek G Petra Bezruce, Frydek-Mistek - — — — — 3 — 3 38 3

Petr Kadéra G Petra Bezruce, Frydek-Mistek - - 3 - - — - 3 75 3

Jakub Moskor G Petra Bezruce, Frydek-Mistek - - 3 - - — - 3 75 3

Jiri Novdk COP Hronov - - - = - - = 0o 10 3

15. Ondrej Masngy G Petra Bezruce, Frydek-Mistek — — - 2 - - 2 50 2

16. Jan Mertlik COP Hronov -1 - - - - - 1 6 1

17. Martin Konecny O --- - - - 0 0 0

Fyzikalni korespondenc¢ni seminaf je organizovan studenty UK MFF. Je zastfesen Oddélenim
pro vnéjsi vztahy a propagaci UK MFF a podporovan Ustavem teoretické fyziky
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