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24. roénik, tloha III.S ... hluboka orba (6 bodi; pramér 4,33; esili 8 studenti)

a) Dopoctéte fyzikdlni vyznam konstanty a pro funkci f(z) = ai/z, znéte-li délkovou hustotu
naboje T.

b) Vypocitejte a nakreslete ekvipotencidly a silokfivky pole v okoli rohu, ktery ma vrcholovy
thel 9. Ndpovéda: pouzijte funkci tvaru w(z) = Az°, kde s je vhodna redlna konstanta.
¢) Urcete pole, které generuje elektricky dublet. Dublet jsou dvé tyce vzdalené d s opacnou

nabojovou hustotou, pricemz dr = konst. Zajima nas limita d — 0. Mala napovéda: plati

In(1+ z) = x pro x blizké 0.
d) Rozmyslete si, co se stane, pokud existujici komplexni potencidl w(z) zobrazime jinou
holomorfni funkci v(z). Bude potenciél tvaru v(w(z)) i nadéle Fesit rovnice elektrostatiky?
Vymyslel Lukds z dlouhé chvile

Neznama konstanta

Podle zadani odpovida f(z) vodiéi s konstantni délkovou hustotou néboje, pro ktery plati
podle posledniho vzorce E = a/r, kde r je vzdalenost od vodice. U takového vodice viak snadno
spocteme z Gaussova zakona. Pfedstavme si véilec délky [, jehoZ osou je nabitd ptimka. Naboj
v tomto vélci je I7, kde 7 znaci délkovou hustotu naboje na pfimce. Z transla¢ni symetrie ma
pak elektrické pole na podstavach stejny smér, ale kvili opa¢nym normaldm se pfi praimétu na
normalu plochy vyrusi. Zbude tak jen ¢len na plasti, kde ma pole E stejnou velikost a normélovy
smér, takze plati
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Ekvipotencialy v kouté

Podle zadéni by mél byt vhodny komplexni potencial w(z) = Az°. Pro klasicky potenciél
by tudiz platilo

¢ = —Imw(z) = —Im A|z|°(cos sa + isin sa) = —A|z|" sin s,

takze ekvipotencidly by mély tvar

./ C
C=|z|°sinsaa = |z|=4/— .
sin sa

s-t&4 odmocnina je ovSem prosta funkce a zévislost |z| = |z|(«) si miiZzeme pFedstavit v poldrnim
grafu. Pokud se jmenovatel blizi k nule (uvazujme jen thly, kde je sin sa > 0), vzdalenost roste
nade vSechny meze. Zavislost mé tedy tyto vlastnosti:

a) roste nade vSechny meze pro a — 0% a o — /5™,
b) je monoténni v intervalech (0,w/2s) a (x/2s,7/s),
¢) minima nabyvé tudiz pro a = ©/2s, kdy |2|min = V/C a plati, ze pro C — 0 je1|z|min — 0.
7 téchto tii vlastnosti plyne, zZe uvazovana funkce je skutecné tim spravnym potencialem,
ktery odpovida potencidlu v rohu o vrcholovém tihlu ¢, pokud volime ¥ = = /s. Silokfivky se
pak spoc¢tou z piivodniho potencidlu jako komplexni derivace, ¢ili f(2) = w'(2) = Ey +iE,.
V tomto pripadé je

f(2) = By +iE, = As|z|*"" (cos(s — 1)a + isin(s — 1)a) .
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Obr. 1. Ekvipotencidly v kouté Obr. 2. Ekvipotencidly v okoli dubletu
Dublet

Umistime obé tyce tak, aby protnuly komplexni rovinu v redlnych bodech +d/2. Necht
maji tyce délkovou hustotu naboje £7. Podle zadani mame ziejmé vypocitat ekvipotencialy
elektrického pole. Potencial pro obé tyce je dan

w:w++w,:ialn(zfd/2)71a1n<z+g> =ialn 17% ,

kde lze pro d < |z| pouzit pfiblizeni In(1 + z) ~ x platné pro z — 0 uvedené v zadani (to
lze splnit, pokud budeme tyée blizit k sobé d — d/N a zaroven zvySovat délkovou hustotu
7 +— NT, priCemz dr zustéava konstanta a prejdeme N — oo. Pak plati

w = ia 4 |y lad
z—i—g z

Pouzijeme-li vysledek z prvni ¢asti tlohy a = 7/(2we), pro potencidl plyne

iadz dr =z
=-—Imw(z)=Im—7% = —7 .
v (2) |z|2 2me |z]?
¢ili ekvipotencialy maji tvar kruznic lokalizovanych vzdy v jedné poloroviné, pro které se
se zveétsujicim polomérem posouva stied smérem od druhé tyce.

Skladani holomorfnich potencialii

Neni pochyb o tom, Ze slozenim holomorfnich funkci dostaneme opét holomorfni funkci
(pfipomenme si, ze holomorfni funkce mé kroutivou vlastnost a ze slozenim dvou funkeci
dostaneme opét funkci s kroutivou vlastnosti, takze malé ¢tverecky se opét zobrazi na malé
¢tverecky).
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Ovsem v diskuzi ve tfeti kapitole jsme ukdzali, ze jakdkoliv holomorfni funkce f(z)
spliiuje rovnice elektrostatiky (az na okrajové podminky, tj. potencidl na vodi¢ich). Ale
ted mdme zadany holomorfni komplexni potencidl w(z), ktery ma z definice holomorf-
nosti i holomorfni derivaci f(z) a tudiz pfislusné elektrickd intenzita opét spliluje rovnice
elektrostatiky. Jedina véc, na kterou si musime dat pozor, aby rovnéz spliovala okrajové

podminky, tj. potencialy na vodicich. Jakub Michdlek

jmi@fykos.cz
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