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© ;Cuando un ideal térico simplicial es interseccion
completa?

o Ideales toricos intersecciéon completa

o Delyala,
@ Dely a IA(,.J.)

o Ideales téricos simpliciales
@ El Algoritmo IC-simplicial

o ldeales téricos simpliciales homogéneos y sus variedades.

Q Implementacion
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Ideales toricos: Introduccion

Sea k un cuerpo cualquiera y k[x] = k[x1,...,xn] ¥
k[t] = k[t1,...,tm] dos anillos de polinomios sobre k.

Un binomio en k[x] es una diferencia de dos monomios y un ideal
generado por binomios se denomina un ideal binomial.

Sea A = {a1,...,an} un conjunto de vectores no nulos de N,
cada a; = (aj1,...,aim) € N se corresponde con un monomio

t% = ;.. t2m € k[t]. El ideal térico asociado a A es el niicleo
del homomorfismo de k-algebras

p:k[x] — KJt]
X; —— t¥

y lo denotaremos por | 4.
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Ideales toricos: Introduccion

@ |4 es un ideal primo, binomial y .A-homogéneo.
o ht( 14) = n— dim(QA).
I 4 se dice que es una interseccion completa (IC) si existe un

sistema de binomios . A—homogéneos gi,...,gs con s = ht(/4)
tales que

IA = (g17"' 7gs)'
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|deales téricos: de [4 a 4.,

Se satisfacen las siguientes propiedades para A = {aj,...,a,}:
o Sia ¢ Zje{ll,.-..,n} Q aj, entonces |4 es IC & 1 4\fa3 es IC.

o Sia; c Z,e{lﬂiu } Naj, entonces 14 es IC < 14\ 443 es IC.

Proposicion
Sea a; € Z]E{l 44444 . Qajy sean
Bi := min{b E Zt |ba; € Z;e{l on} Zaj} y

A’ := {a1,...,aj_1, Bjaj, aji+1,...,a,}, entonces

lg esIC <1y es IC.
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|deales téricos: de [4 a 4.,

Aplicando iterativamente estos resultados, al conjunto A C N™ se
le asocia otro conjunto A,e.q C N™ que es o bien el conjunto vacio
o cumple que A,eq = {a],...,a/}, conr < n, y que

al € Zje{lj;i..,n} Za\ ZJE{lj;_;.,n} Naf para todo i € {1,...,r}.

Como consecuencia de esta construccidn tenemos el siguiente
resulado.

Teorema 1

laesIC <= Aea =004, eslIC
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Ideales toricos: de /4 a 4,

Para ciertos i € {1,...,n} se puede definir

m; := min {b € Z7 |ba; € Y ieqt,...n} Naj}.
i#

Para todo b = (b1,...,bm),c = (c1,...,cm) € N, denotamos
por gecd(b,c) € N™ al vector cuya i-ésima coordenada es 0 si b;
o ¢; =0y ged(bj, c;) en caso contrario.

Ignacio Garcia Marco Jornadas de /\Igebra, Geometria Algebraica y Singularidades



Ideales toricos: de /4 a 4,

Teorema 2
Supongamos que existen /,j: 1 < i < j < n tales que
m; aj = m; a;.

SilaesIC = lg,, eslIC,

donde Ag;) := (A\ {ai, aj}) U {gcd(a;, aj) }.
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Ideales toricos: de /4 a 4,

Teorema 2
Supongamos que existen /,j: 1 < i < j < n tales que
m; aj = m; a;.

SilaesIC = lg,, eslIC,
donde Ag;) := (A\ {ai, aj}) U {gcd(a;, aj) }.

Nota importante: El opuesto a este Teorema no es cierto en
general. No obstante, si |A(i,,-) es IC, se puede comprobar si |4 es
IC comprobando si ciertos elementos pertenecen a ciertos
subsemigrupos de N,
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|deales toéricos simpliciales: Introduccién

Sea B = {by1,...,bc} C N, el cono de B es el conjunto:
k
Cone(B) {Zab | cvj €R>0}
i=1
Sea A = {a1,...,a,} C N™, si existen aj,...,aj con

r = dim(Q.A) tales que Cone(.A) = Cone({aj,,...,a;}),
entonces | 4 es un ideal térico simplicial y V(I 4) C A} es una
variedad térica simplicial.

Sim=10 m=2, entonces |4 es un ideal térico simplicial.
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|deales toéricos simpliciales: Introduccién

Sea A = {a1, ap, a3, as, a5} C N3, con
ap =(0,2,1), a2 = (4,2,1), a3 =(2,2,1), a, = (1,3,1) y
as = (1,1,1).

I4 no es simplicial porque dim(Q.A) =3y {a1, a2, a4,35} es un
sistema minimal de generadores de Cone(.A).

En cambio, IA\{QI} si es simplicial.

4//4

X

V4

az
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|deales téricos simpliciales: El Algoritmo IC-simplicial

Teorema 3
Sea | 4 un ideal térico simplicial. Si I 4 es IC, entonces se cumple
alguna de las siguientes propiedades:

@ existen i,/ tales que mja; = mja;

° -Afed =0.
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|deales téricos simpliciales: El Algoritmo IC-simplicial

Teorema 3
Sea | 4 un ideal térico simplicial. Si I 4 es IC, entonces se cumple
alguna de las siguientes propiedades:

@ existen i,/ tales que mja; = mja;

° -Afed =0.

A
Teorema 1

_|_

= = | Algoritmo IC-simplicial
‘Nota importante‘
+

Teorema 3 )
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|deales téricos simpliciales: El Algoritmo IC-simplicial

Consideremos el conjunto A := {aj,as,a3,a4} C N2 con
a; = (5,0), ap :=(0,25), a3 :=(2,10) y a4 := (3,15),
que define un ideal térico simplicial.
Primer paso:

@ My = mln{b € ZJF | ba4 € Zj€{172,375} Naj} = 2

@ Observamos que mzaz = mgas. Entonces definimos

a5 := (gcd{2,3}, ged {5, 10}) = (1,5) |y A1 := {a1, 2, a5}
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|deales téricos simpliciales: El Algoritmo IC-simplicial

Segundo paso:

o Calculamos Bs := min{b € Z* | bas € Za; + Zay} y
obtenemos Bs = 5.

@ Ahora tomamos y observamos que
ag = (5,25) = a3 + a» € N{ay, a»}, entonces tomamos

Az = {31, 32}.
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|deales téricos simpliciales: El Algoritmo IC-simplicial

Tercer paso:

@ Como a; y ap son Q-linealmente independientes, entonces
llegamos a que Az := 0.

Cuarto paso (Nota importante):

@ Tenemos que comprobar si Bsas € N{as, as}; en efecto,
Bsas = 5as = a3z + a4. Entonces 14 es IC.
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|deales téricos simpliciales: El Algoritmo IC-simplicial

Cuando | 4 es interseccidon completa, durante la ejecuciéon del
Algoritmo IC-simplicial se obtiene sin ningtin esfuerzo adicional un
sistema de ht(l 4) binomios .A-homogéneos que generan | 4.

En el ejemplo anterior:

{xg — xi, X1X2 — X3X4} es un sistema minimal de
generadores de | 4.

x33—xf <= 3-a3=2-a4

x1x2 —x3x4 < ag=0b%as=1-a1+1l-aa=1-a3+1 a

Ignacio Garcia Marco Jornadas de /\Igebra, Geometria Algebraica y Singularidades



Ideales téricos simpliciales homogéneos

Si /4 es un ideal térico simplicial homogéneo, entonces la variedad
V(l4) C PZ’l se dice que es una variedad térica simplicial
proyectiva.
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Ideales téricos simpliciales homogéneos

Si /4 es un ideal térico simplicial homogéneo, entonces la variedad
V(l4) C PZ’l se dice que es una variedad térica simplicial
proyectiva.

Corolario Si 14 es un ideal térico simplicial homogéneo,
entonces,

lgesIC <= A,eqg = 0.
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Ideales téricos simpliciales proyectivos y singularidades

Una variedad X se dice que es interseccion completa idealista si
I(X) es interseccién completa.

Teorema

Sean k=kyX C IP’:_I una variedad térica simplicial proyectiva
lisa. Entonces, X es interseccion completa idealista <= X es la
curva monomial plana definida paramétricamente por

2 2
X1 = Uy, X2 = Uy, X3 = Uju2.
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Ideales téricos simpliciales proyectivos y singularidades

Teorema

Sean k=ky X C IP’:_I una variedad térica simplicial proyectiva
con un unico punto singular. Entonces, X es interseccién
completa idealista si y solo si

@ X es la superficie en IP’E definida por

2 2 2
X1 = Up, X2 = Uy, X3 = U3, X4 = UjU2,

@ X es la curva monomial proyectiva en PZ_I, n> 3,
X1 = u‘li, X = ug, X3 = u‘lj_luz, Xj = u'lj_d‘ugi;4 <i<n

dondel <dg<---<dy<dyds|ds|:---|dy]|d
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Implementacién

La implementacién de Algoritmo IC-simplicial requiere el disefio de
procedimientos que resuelvan los siguientes problemas:

@ Determinar si un elemento pertenece a un subsemigrupo
n
>_j—1 Naj de N™.
@ Calcular B; := min{b €zt | ba; € Zje{l,...,n} Zaj}.
i

o Comprobar si existen /,j tales que m;a; = mja;.
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Implementacién

La implementacién de Algoritmo IC-simplicial requiere el disefio de
procedimientos que resuelvan los siguientes problemas:

@ Determinar si un elemento pertenece a un subsemigrupo
n . m
> j=1 Naj de N™.

@ Calcular B; := min{b €zt | ba; € Zje{l,...,n} Zaj}.
v

o Comprobar si existen /,j tales que m;a; = mja;.

Lema
Card(T(Z"‘/ Zje{l_;_..,n} Zaj))
JjF#i

~ Card(T(z™/ 2 ie{1,n} Zaj))’

donde T(—) denota el subgrupo de torsién de un grupo abeliano.
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Implementacién

Supongamos que A = {a1,...,a,} C N

El calculo de

my =min{b € Z* | ba; € Z Naj}
Jje{2,...,n}

se puede formular con el siguiente modelo de Programacién Lineal

Entera:
m1 = min X1
aixy = axXp + -+ apXp
x1>1;x,...,%, >0
X1, X0y ..y Xn E L

Por tanto, el cilculo de m; es un problema A/P-duro.
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Implementacién

Para calcular my; usamos una representacién del problema por
medio de la Teoria de Grafos, siguiendo una idea similar a la que
usan Clausen & Fortenbacher para resolver ecuaciones diofanticas
lineales.

La idea es representar cada solucién
n
(x1,%2,...,%,) de x1a1 = E Xxjaj
j=2

como un camino cerrado de peso x; en un grafo dirigido y
pesado.

Entonces, el problema de calcular mj se reduce a calcular el
peso del camino de minimo peso en este grafo.
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Implementacién

Consideremos el grafo dirigido pesado G = (V/, A) cuyo conjunto
de nodos es
v:={0,1,...,a — 1},

y cuyo conjunto de arcos es

n

A= U {(v.(v+aj)méd a1)|v € V},
i=2

y, para todo v € V y todo i € {2,...,n}, el peso del arco
(v,(v+ aj) mdd ap) es

W(y,i) = (v+a;) +a1.

Proposicion. Hay una aplicacidn sobre desde el conjunto de
caminos cerrados en G que empiezan en 0 con peso x; al conjunto

de soluciones (x1, x2, ..., X,) de xja; = ZJ’-':2XjaJ-.
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Implementacién

Para A ={a; =5,a = 6, a3 = 8}, tenemos el siguiente grafo:

®—
/
@qg?
SHAG

donde los arcos representados con lineas simples tienen peso 1y
los arcos representados por lineas dobles tienen peso 2.

El ciclo @ @ @ @

se corresponde con la sulucién (4,2,1) de 5x; = 6xp + 8x3.

O+a3—1-a3=3
3+a—1-a1=4| = 4a; =2a> + a3
44+a,—2-a1=0
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Implementacién

Para calcular my se puede aplicar el algoritmo de Dijkstra para
encontrar el ciclo minimo que empieza (y acaba) en 0 € V/(G).

La complejidad del Algoritmo de Dijkstra es polinomial en el
numero de nodos y arcos del grafo. En nuestro caso, como el
nimero de nodos de G es a; y el nimero de arcos es (n — 1)ay, el
calculo de m; se puede resolver en O(n - d; + d; - log(dy))
operaciones.

Corolario. Se puede calcular m; en tiempo pseudo-polinomial.
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Implementacién

Para todo i € {1,...,n}, consideramos

o k(i) €{1,...,m} tal que aj ) # 0

o L:={je{l,...,n}|j#iy3IXeQtal que \a; = a;}
y, si L # (), definimos

mi A= min{b - Z+ | bai k(i) (- ZjEE Naj k(i)}'
Ademds, se tienen las siguientes propiedades:
Lemma

@ si mja; = mjaj con i,j € {1,...,n}, j # i entonces m; = m;,
mj = mj

@ m; = m; si y solo si el sistema de ecuaciones

x1a1 + -+ - + Xpap = (M; — 1)a;
Xi + Xp41 = mMj — 2

NO tiene una solucién (X1, ..., Xns Xnr1) € NP+
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Implementacién

Por tanto, para todo i,j € {1,...,n}, i # j, se tiene que:

(a) mja; = mjaj,
mja; = mjaj <= (b) mi=m;, y

(c)  mj=mj
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Implementacién

Hemos implementado el algoritmo en C++ y en SINGULAR. La
implementacién en SINGULAR ha dado lugar a la libreria
cisimplicial.lib que se distribuye con el software.

Nuestros experimentos muestran que el Algoritmo
IC-simplicial puede resolver instancias de gran tamaiio.

Por ejemplo, le cuesta menos de un segundo comprobar en un
ordenador personal con Intel Pentium IV 3Ghz que el ideal térico
l4 con A = {dqey,...,dgeg,ag,...,a27} C N&esuna
interseccion completa, donde 0 < a;; < 4000
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When teaching algebraic geometry and illustrating simple
singularities, varieties, and morphisms, one almost invariably
tends to choose examples of a "monomial type”: i.e., va-
rieties defined by equations x - - - xP = x,b e xP and

morphisms f for which f(y;) = x* - - - x&n.

Mumford et al. (1973)

Algebra is the offer made by the devil to the mathematician.
The devil says: ‘I will give you this powerful machine, it will
answer any question you like. All you need to do is give me
your soul: give up geometry and you will have this marvellous
machine.’

Michael Atiyah
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