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Predmluva
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vedl pro studenty Fakulty elektrotechniky a informatiky VSB-TU Ostrava od roku 1994.

Jisté v ném zuistaly nedostatky a mozna i chyby. Prosim proto ¢tenare o shovivavost
a sdéleni vsech pfipominek.!

Chci podékovat svému kamarddovi Mgr. Jaroslavu Drobkovi, Ph.D., ktery cely text
peclivé precetl a svymi pripominkami ho pomohl vylepsit.

Tento i ostatni v ramci projektu Matematika pro inZenyry 21. stoleti pripravované vy-
ukové materidly lze najit na strankach http://mi21.vsb.cz/. Podivejte se na né!

V Orlové, 2012 Jiri Bouchala

'Vgechny pfipominky (vyhrady, komentafe, doporuceni, vyhruzky a dary) zasilejte (prosim) na moji
e-mailovou adresu: jiri.bouchala@vsb.cz
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Kapitola 1

Komplexni cisla, rozsirena
Gaussova rovina

1.1. Komplexni cisla

Vsichni se uz od stiedni skoly setkdavame s komplexnimi ¢isly. Pripomenme si zdkladni pojmy
a vztahy, s nimiz budeme v dalsim pracovat.

e Komplexni ¢islo z je ¢islo tvaru

z=x+iy, kdez,yc Rai’>=—1;

¢islo x resp. y nazyvame redlnou resp. imaginarni ¢asti komplexniho ¢isla z a znacime
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Komplexni cisla, rozsirena Gaussova rovina 9 P S 0

Rez resp. Im 2. !
A <l
&, O
% <

e Specidlnim pripadem komplexnich ¢isel jsou ¢isla redlnd a ryze imaginarni. Redlna cisla s>
z jsou charakterizovana podminkou Im z = 0, ryze imaginarni ¢isla podminkou Re z = 0.
ZAPADOCESKA
e Dv¢ komplexni ¢isla 21 a 29 se rovnaji pravé tehdy, maji-li tytéz redlné a tytéz imagindrni > o

casti, tj.
z1 =29 < [Rezi =Rezy A Imz; =Imzy].

e Pro kazdé komplexni ¢islo z = x + ¢y definujme jeho absolutni hodnotu jako nezdporné
(redlné!) ¢islo

el = /e + 4% = /(Re2)? + (lm 22

a C¢islo komplexné sdruzené vztahem

Z:=x—1iy=Rez—1lmz.

e Pro kazda dvé komplexni Cisla z; = x1 + iy1 a 29 = 2 + iyo definujeme

21+ 29 = (1’1 -+ .’172) -+ i(yl -+ y2),
21 — 22 = (z1 — 2) +i(y1 — Y2),

2129 = (x122 — y1y2) + (@12 + T2u1),

'"Domluvme se: napfSeme-li z = x + iy, myslime tim (nebude-li Feéeno jinak), Ze

r=RezeRay=ImzeR.
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a je-li zg # 0 = 0 4 04, definujeme taky

Z1 1 _
— = ——= (21%22).
= ™)

e Pro kazdé komplexni ¢islo z = x + 1y plati:

2z = (z+iy)(z — iy) = 2° — (iy)> = 2> + y°* = |2*.

Poznamka 1.1. Jednim ze zasadnich rozdili mezi redlnymi a komplexnimi ¢isly je skutec-
nost, ze komplexni c¢isla nejsou usporddand. Vztah z; < z9 neni mezi komplexnimi ¢isly z;
a 2o definovan, nejsou-li obé ¢isla z; a z5 redlna.

Priklad 1.2. Urcete Rez a Im z, je-li

243
C1-2i
Resend. ] ] ]
243 1+20  —4+T7i 4 .
*T1-2'1+2 5 5 5"
a proto

4
Rez=—g a Imz=§.
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Komplexni cisla, rozsirena Gaussova rovina 11 Py S 0 S

1.2. Geometricka interpretace, argument komplexniho cisla ‘,7

Protoze ziejmé existuje vzajemné jednoznaény vztah mezi body R? a komplexnimi &isly:

(l’, y) “ + Zy? D ZAPADOCESKA
P univerzima
V PLZNI

je prirozené znazornovat si komplexni ¢isla jako body roviny. Mnozinu vSech komplexnich
¢isel budeme nazyvat Gaussovou rovinou a znacit C.

S geometrickou interpretaci souvisi i tzv. goniometricky tvar komplexniho ¢isla z. Uva-
zujme z € C, z # 0. Pak zfejmé existuje ¢ € R takové, ze '

z = |z|(cos p + isinp). (1.1)

Z periodicity funkei sinus a kosinus vyplyva, ze ¢islo (tihel) ¢ neni vztahem (1.1) urceno
jednoznacné.

Definice 1.3. Mnozinu vSech redlnych ¢isel ¢, pro néz plati rovnost (1.1), nazyvdme
argumentem komplexniho éisla z € C\ {0} a zna¢ime Arg z, tj.

Argz:={peR: z=|z|(cosp+ isinp)}.

Poznamka 1.4. Je-li z =0, jei |z] = 0 a rovnost (1.1) plati pfi jakékoliv volbé ¢ € R.
Z tohoto duvodu argument ¢isla 0 neni definovan!

!Bystry étenaf nepiehlédne souvislost s poldrnimi soutadnicemi v R2.
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Véta 1.5. Bud z € C\ {0} a ¢ € Argz. Potom

Argz ={p+2kn: k€ Z}.

Diikaz. 7 periodicity funkei sinus a kosinus a z predpokladu ¢ € Argz plyne, Ze

{o+2kr: keZ} C Argz.

Presvéd¢éme se, ze plati i opacnd inkluse. Bud ¢ € Argz libovolny bod. Chceme dokéazat,

Ze existuje k € Z takové, ze ¢ = ¢ + 2km.
w, Y € Argz =
= [z = |z|(cos p + isin @) = |z|(cos ) + isiny)) A |z] # 0] =
COoS = cos Y
= cosp +isinp = cos + isiny = A =
sin ¢ = sin Y
cos? o = cos cos @
= A = cos? ¢ + sin? ¢ = cos 1 cos ¢ + sin ¢ sin p =

sin? ¢ = sin sin ¢

=1=cos(¢p —p)=>[Fke€Z: v—p=2kn|=[FkE€Z: p=p+2kn].

ZAPADOCESKA
’ UNIVERZITA
V PLZNI
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VIR

Definice 1.6. Takovou hodnotu argumentu ¢ € Arg z, pro kterou plati v 5
= g
) S

_7T<Q0§7T7

V PLZNI

nazyvame hlavni hodnotou argumentu komplexniho ¢isla z € C\ {0} a znac¢ime arg z. D enoseent
’ UNIVERZITA

Piiklad 1.7. Uréete Argz a arg z, je-li z = —/3 —i.

Reseni. Ziejmé!
T

+ in - +7T € Argz
arcsin — = — = — I
T 2- "6 6 g%

a proto2
5%s

Argz = {%r—i—Qkﬂ': keZ}, argz = 5"

1.3. Nekonecno

Podobné jako je v redlném oboru uzite¢né doplnit konec¢na realna cisla o +o00 a —oo, ukazuje
se i v komplexnim oboru potieba rozsitit Gaussovu rovinu C. Nejacelnéjsi je pridat pouze

jeding bod; budeme jej znacit oo a nazyvat nekonecno.

'Rada ¢tenéfi: nakreslete si obrazek.
2Viz vétu 1.5 a definici hlavni hodnoty argumentu.
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Ukazme si jesté jednu geometrickou interpretaci komplexnich ¢isel, tzv. stereografickou
projekci, ktera nam piiblizi volbu bodu co. Uvazujme kulovou plochu umisténou tak, ze se
dotyka svym ,jiznim pdélem“ roviny komplexnich ¢isel pravé v bodé 0, a oznaCme si jeji
yseverni pol“ N. Nyni pritadme kazdému nenulovému komplexnimu ¢islu z bod z* # N
lezici na dané kulové plose tak, aby z* byl prusecikem této plochy s pifimkou spojujici
obraz ¢isla z s bodem N. Timto zptusobem ziskdme vzdjemné jednoznac¢nou korespondenci
mezi (koneénymi) komplexnimi ¢isly (nule odpovida ,,jizni pél“) a body dané kulové plochy
(samoziejmé zmensené o bod N).

Vsimnéme si, ze ¢im vétsi je |z|, tim mensi je vzdalenost boda z* a N dané sféry. I to
nas vede k tomu pridat k C pouze jediny bod (c0) a prifadit mu pii vySe popsané projekci
praveé bod N.

Mnozinu
CU {0} =:Cx

budeme nazyvat rozsitenou (nebo taky uzavienou) Gaussovou rovinou.

ZAPADOCESKA
> UNIVERZITA

V PLZNI




Komplexni ¢isla, rozsirena Gaussova rovina 15 Py S 0 S

Definujme nyni pro kazdé z € C: I!V!I
“ 9sTRANY, 7
Q> <
e 2+ 00=00+2= 00, >
® 2-00=00"2z= 00, je-li navic z # 0, S
> UNIVERZITA
z V PLZNI
[ ] g = 0’
e & = o0, je-li navic 2z # 0,
[e.°]
[ ] 7 = w,

e 0" =00, c0"=0, 07" =00, je-lin €N,

® |oo| = 00, B0 = 0.1

0 o

Pozor, neni definovano: oo + 0o, 0 - 0o, 00 - 0, o) =, Argoo, arg oo.
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1.4. Okoli bodu ‘.7

Definice 1.8. Okolim bodu zy € C resp. oo s polomérem € € R* rozumime mnozinu

’ ZAPADOCESKA
U(ZO,E) = {Z eC: ’Z = 20| < EI} sn:’llvzsunlzm

resp. mnozinu
1
U(oo,e) ={z€C: |z| > g} U {oo}.
Prstencovym okolim bodu z € Co, s polomérem ¢ € Rt rozumime mnozinu
P(z,e) :=U(z,¢e) \ {2}

Nezélezi-li nAm na ,,velikosti“ okoli (tj. na konkrétni hodnoté ), piseme kréatce U(z) resp.
P(z) a mluvime o okoli resp. prstencovém okoli bodu z.

Definice 1.9. Mnozina M C C, se nazyva oteviend, obsahuje-li s kazdym svym bodem
i néjaké okoli tohoto bodu. Tzn.

M je otevienda < (Vze M)(3U(z)): U(z) C M.

Priklady 1.10.

a) f, C a Cy jsou oteviené mnoziny,
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RN
b) {zreC: |z—3|<|z+2—i]} a{z€C: Imz < 1} jsou oteviené mnoziny, v 7
c) {2++V3i},{#€C: Rez+2Imz="7}a{z€C: Imz < 1} nejsou oteviené mnoziny. xS
1.5. Posloupnosti komplexnich cisel D P Gnvenaa

Definice 1.11. Bud z € C4 a bud (z,) posloupnost v Cs. ¢ Rekneme, Ze posloupnost
(z,) mé limitu z a piSeme lim z, = z nebo z, — z, plati-li

(Ve e R") (3ng e N) (Vn €N, n Zng) : 2z, € U(z,¢).
Posloupnost (z,) nazveme konvergentni, existuje-li ¢islo z € C takové, ze

lim z, = z.

“Posloupnosti v C rozumime — podobné jako u redlnych posloupnosti — zobrazeni z N do C., jehoz
defini¢ni obor obsahuje vSechna dost velkd n € N.

Poznamka 1.12.

e Definice limity posloupnosti vlastné fika, Ze vné libovolného (tzn. jakkoliv malého) okoli
bodu z lezi nejvyse koneéné mnoho ¢lent posloupnosti (zy,).

e Uvazujme posloupnost (z,) a bod z v Cs a — pii stereografické projekci odpovidajici —
posloupnost (z) a bod z* na kulové plose v R3. Pak plati

zn =2 (vCs) & 2zt = 2% (vR3).
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Véta 1.13. Necht z, = xp, + 1yn pro vsechna dost velkda n € N a necht z = x + iy. Potom
plati
limz, =2 < [limz, =2 A limy, =vy].

Priklad 1.14. Urcete
(2n — )i

n

lim

Resend. ) N ) )
@r—8 (—+2¢) —lm = +4lim?2 = 0+ 2i = 2i.
n n

A

Poznamka 1.15. Definice limity je formalné stejnd jako definice limity redlnych posloup-
nosti. Plati proto i analogie mnoha vét. Uvedme pro ilustraci nékteré z nich.

Véta 1.16. Kazdd posloupnost komplexnich cisel md nejuys jednu limitu.

Véta 1.17. Posloupnost komplexnich cisel md limitu z € Co prdave tehdy, kdyz kazdd
posloupnost z ni vybrand md tutéz limitu z.

Véta 1.18. Je-li posloupnost (z,) konvergentni a takovd, Ze pro kazdé n € N je z, € C, je
posloupnost (z,) omezend (tzn. Ze existuje k € R takové, Ze pro kazdé n € N je |z,| < k).

ZAPADOCESKA
> UNIVERZITA
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Kapitola 2

Komplexni funkce realné
a komplexni promeénné

2.1. Komplexni funkce

Definice 2.1. Komplexni funkei (komplexni proménné) rozumime kazdé zobrazeni z Co
do mnoziny vsech neprazdnych podmnozin C,. Jinymi slovy: komplexni funkei f rozu-
mime predpis, ktery kazdému ¢islu z € Df C C, (a nikoho neprekvapi, Ze mnozinu D f
nazyvame definiénim oborem funkce f) prifadi jedno nebo vice komplexnich ¢isel z Cu.
Toto nebo tato komplexni ¢isla znac¢ime f(z) a nazyvame f — obrazem ¢éisla z.

Pokud je pro kazdé z € D f mnozina f(z) jednoprvkova, nazyvame funkci f jednoznaénou.
Pokud tomu tak neni, nazyvame funkci f mnohoznac¢nou, pripadné — podle poc¢tu prvku
f(2) — dvojznaé¢nou, trojznacnou, ..., nekoneénéznacnou.

Je-li Df C R, nazyvame funkci f komplexni funkei redlné proménné.

ZAPADOCESKA
’ UNIVERZITA
V PLZNI
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VIR
1849
Umluva. Zadame-li funkci pouze predpisem, rozumime jejim definicnim oborem mnozinu . =
v vz Vv ’ 7 v . = N
véech ¢isel z Coo, pro néz mé dany piedpis smysl.' N &
/0"‘ ““\‘\

Priklady 2.2.

ZAPADOCESKA
a) f(z) := 2% ... jednoznaéna funkce, Df = Cq; D P univenzima

V PLZNI

b) f(z) := Argz ... nekone&n&znaéna funkce, Df = C\ {0}.

Umluva. Nékdy budeme — nepiili§ presné — psét
Argz =argz + 2km, k€ Z,

misto spravného zapisu
Argz = {argz +2knw: k € Z}.

(Podobné i pro jiné mnohozna¢né funkce.)

Definice 2.3. Bud f mnohoznacna funkce. Jednozna&nou funkci ¢ nazyvame
jednozna¢nou vétvi (mnohoznac¢né) funkce f, plati-li soucasné

(1) Dy C Df,
(2) Vz € Dy : ¢(z) € f(2).

'Napiiklad: definiénim oborem funkce f definované predpisem

je mnozina Df = CU {oo}.
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RN
Priklad 2.4. Funkce
¢1(2) = arg z, "7
ens o
wa(z) ;= argz + 2w
jsou dvé — navzdjem ruzné — jednoznacné vétve funkce f(z) := Argz. [

V PLZNI

2.2. Neékteré dulezité komplexni funkce

2.2.1. Exponencialni funkce

Exponenciélni funkci definujeme pro kazdé z = = + iy € C predpisem '

e* =" ;= e%(cosy + isiny).

! Pozorny étenaf mize byt touto definici zneklidnén, znaéime totiz symbolem ,e* dvé rtizné funkee:

e: C—>C\{0} a ¢“: R>R".
Nemusime se vsak bat, protoze pro z = x + 0i = x je

e® =" = ¢"(cos 0 + isin 0) = e”;
jinak feceno: ,komplexni“ exponencidlni funkce je rozsitenim ,redlné“ exponencialni funkce na C.

Ze stejného dliivodu nebudeme v dal$im ménit oznacen{ ani nékterych jinych komplexnich funkei (napf.
sin, cos, sinh, cosh, In, ... ).
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Véta 2.5 (vlastnosti exponencidlni funkce).
(i) €* je funkce jednoznacnd.
(ii) Oborem hodnot funkce e* je C\ {0}.

(iii) Funkce €* je periodickd s periodou 2mi.

ZAPADOCESKA
’ UNIVERZITA
V PLZNI

Drikaz uvedenych tvrzeni plyne piimo z definice a vlastnosti redlnych funkci e”, sin x, cos z.
Ukazme si pro ilustraci, jak 1ze naptiklad dokazat 2wi-periodicitu exponencialni funkce:

e* 12 = oW — oF (cos(y + 27) + i sin(y + 27)) =

2.2.2. Goniometrické funkce

Goniometrické funkce jsou definovany predpisy

) el® _ g2
Sin z 1= : , COSZ :=
27
tgz ;= ——, cotgz :=

=e? (cosy +isiny) = e®TW = ¢,
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Véta 2.6 (vlastnosti goniometrickych funkci).
(i) Vsechny goniometrické funkce jsou jednoznacné.

(ii) sinz a cos z jsou funkce periodické s periodou 2,
tg z a cotg z jsou funkce periodické s periodou .

(iii) Pro kazdé z € C plati:

sin(—z) = —sin z, cos(—z) = cos z,

tg(—z) = —tgz, cotg(—z) = — cotg 2.

(iv) Pro kaZdé z € C plati tzv. Euleriv vzorec
¢ = cos z + isin 2.

(v)

sinz=0 & [3ke€Z: z=kn],

cosz=0 & [ElkEZ: z=g+k7r

ZAPADOCESKA
> UNIVERZITA
V PLZNI
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AZIRINA
Priklad 2.7. Urcete Rez a Im z, je-li z = cos(4 + 1). " I!!I 7
. %'/"M m\\“é?
Resend.
i(4+i) _i(4+7;) ZAPADOCESK:
z = COS(4 + Z) = c —;e = D sav;"nlzﬁm !
-1 o o _g -1 -1
4 4 —4 —4 —
_e (cos4 4 isind) + e (cos(—4) + isin(—4)) _e +ecos4+z’e esin4,
2 2
a proto
Rez =cosh1 cos4, Imz = —sinh1 sin4.
A
2.2.3. Hyperbolické funkce
Hyperbolické funkce definujeme predpisy
Z_ =z z —z
sinh z := %, cosh z := %,
inh h
tgh z := S e , cotghz := C?S c
cosh z sinh 2z
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1849
Poznamka 2.8. Podobné jako v redlném oboru muzeme i pro komplexni funkce zavést ® =
. . ’ ’ ’ ’ 7 v . ’ . = N
pojem inverzni funkce. Na rozdil od funkeci redlnych vsak budeme definovat inverzni funkci ) 4

ZAPADOCESKA
’ UNIVERZITA
V PLZNI

i pro funkce, které nejsou prosté. V takovém piipadé pak bude prislusna inverzni funkce
funkci mnohoznac¢nou. Prikladem muze byt nize definovand logaritmicka funkce.

2.2.4. Logaritmicka funkce

Logaritmickou funkci definujeme jako funkci inverzni k funkci exponencidlni, tzn.

Inz:={weC: ¥ =z}
Z vlastnosti (ii) exponencialni funkce (viz vétu 2.5) vyplyvd, ze definiénim oborem funkce
Ln z je mnozina C\ {0}.

Bud
z = |z|(cos ¢ + isin p),

kde |z| > 0 a ¢ € R, a polozme

Lnz=u+w.

Potom je
eu—l—iv — 5
t.
e" (cosv + isinv) = |z| (cos p + isiny),
a proto !

u=In|z| A [Tk €Z:v=p+2kn].

!Symbol ,In“ zde znamend pFirozenj logaritmus, tj. funkci z R™ do R.
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Zjistili jsme, ze pro kazdé z € C\ {0} je
Lnz =1In|z| +i(e + 2kn), k € Z,

neboli, ze

Lnz =In|z| + iArg z.

Priklad 2.9.

3
Ln(—1+4) = Inv2 + Iﬂi+2k7ri, kel

Definice 2.10. Funkci hlavni hodnota logaritmu definujeme na C\ {0} pfedpisem

Inz:=In|z| +iargz.

Priklad 2.11. 5
In(—1—i) =Inv2 — fz'.

2.2.5. Obecna mocninna funkce

Pripomenme si: je-li n € N resp. —n € N| je funkce z — 2" definovana predpisem

2" i=gzzz...z resp. "= —.

S —2 =N
n-krat

&
S

57

S
<

( e 94 »
) STRAN
% D
0"4' ““\‘\

-

2,

ZAPADOCESKA
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VRN
1849
Definujme nyni mocninnou funkei i pro a € C takové, ze +a ¢ N: v o7
2 N
2 S
. % Y
2% :={e?: s € Lnz} = 102, s
N Al CESKA
Piiklad 2.12. D b e
V PLZNI

9t — eiLnZ — ei(ln2+2km') — ef2k71'+iln2 — e*2k7T (cos(ln 2) + isin(ln 2)), keZ.

2.2.6. n-tad odmocnina

Funkci n-t4 odmocnina (n € N, n # 1) definujeme predpisem

Vz={weC: vw" =z}

Cviceni 2.13.

a) Dokazte, ze pro kazdé 0 # z € C a 1 < n € N plati:

b o /oy vz
a ze funkce z > zn Je prave n—znacna.

b) Dokazte, ze pro a = ", kde m € Z\ {0} a n € N jsou navzédjem nesoudélna cisla, je
funkce z — z% pravé n-znaéna.

c) Dokazte, ze pro a € C\ Q je funkce z — 2% nekone&né&znalna.
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Priklad 2.14.

Vi =it = e1mi — o1(5it2kmi) _ (FitkEi _

= cos (z—i-kg) + ¢sin (%—i—k%), k€{0,1,2,3}.

2.3. Realna a imaginarni cast funkce

Umluva. Pokud nebude feéeno jinak, budeme pojmem komplexni funkce
jednoznacénou.

Poznamka 2.15. Ukazme si, jak 1ze kazdou konecnou komplexni funkci f, pro niz plati

Df c C, tzn. ze
f: C—>C,

vyjadrit pomoci dvou realnych funkei dvou redlnych proménnych.

&
S

R
57

S
<

( e 94 »
) STRAN
% D
0"4' ““\‘\

-

2,
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L

rozumét funkei
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Definice 2.16. Bud f: C — C. Funkci
u: RZ25 R resp. v: R R

definovanou na mnoziné
{(z,y) €R?: 2 +iy € Df}

predpisem

u(z,y) := Re f(x + iy) resp. v(z,y) :=Im f(z + iy)

nazyvame realnou resp. imaginarni ¢asti funkce f.

Skutecnost, ze u resp. v je realnou resp. imaginarni ¢asti funkce f budeme zapisovat
symbolem
f=u+iv.

Priklad 2.17. Najdéme redlnou a imaginarni ¢ast funkce

f(z) ==

e .

T+ 1y xz—y2+. 2zxy
= 7 s
r—iy a24y? w2 4y?

f(2) = fz +iy) =

a proto f = u + iv, kde

22 — 2

z2 + 92

2xy

a 'U(ﬂf,y) = m

U(.’L’,y) =

ZAPADOCESKA
’ UNIVERZITA
V PLZNI
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2 RS
2.4. Limita funkce komplexni proménné ‘.7
R §
4;,,/0“ ““\“&
Umluva. Pigeme-li
20 # Zn — 20, ZAPADOCESKA
’ UNIVERZITA
myslime tim, Ze z, — 2o a ze pro vSechna dost velkd n € N je z, € C \ {20}- veLzn

Definice 2.18. Rekneme, e funkce f: Coo — Coo mé v bodé zg € Cop limitu a € Coo
a piSeme ILm f(2) = a, plati-li implikace
Z2—20

207&271_>ZO = f(zn)_>a

(tim rozumime: pro kaZdou posloupnost (z,) takovou, ze zy # z, — 2o, plati, Ze

f(zn) = a).

Véta 2.19. Necht f: Coo — Co a nechl zp,a € Co. Potom lim f(z) = a pravé tehdy,

— o
(VU(a)) (3P(20)) (Vz € P(20)) : f(2) € U(a).
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Véta 2.20. Necht f=u+iv: C— C anecht zo =xo+iyo a a=a+if.
Potom ILm f(2) = a prdvé tehdy, plati-li
Z2—20

lim wz,y) =a A lim v(z,y) = B.
(xay)_)(xoﬁyﬂ) ( y) (x7y)_>(x07y0) ( y) /8

Priklady 2.21.

a)

. zZ—1 . 1 ) 1
lim = lim -l = lim (— | =
z—i \ 22 + 1 i\ z+1 atiy—i \ T +i(y + 1)

o (e ST

atiy=i \ 22+ (y+1)2 224+ (y+1)2

= lim #) +i  lim (ﬂ) —0— lz — —li.
(zy)—(0,1) \ 22 + (y + 1)2 (zy)—0,1) \ 22 + (y + 1)2 2 2

b) lim argz neexistuje, protoze
z——1

o —1#z,:=cos <7r-|— %) —+ ¢sin (7r+ (_1)") — —1,

n

o arg(zo,) — —m,

o arg(zont1) — 7.

ZAPADOCESKA
’ UNIVERZITA
V PLZNI
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2.5. Spojitost funkce komplexni proménné ‘_7

Definice 2.22. Rekneme, 7e funkce f: Coo — Co je spojitd v bodé zy € Co, plati-li

- > ZAPADOCESKA
hm f(Z) = f(ZQ). sl:ivzsunlzm

Z—r20

Rekneme, 7e funkce f je spojitd na mnoziné M C Cu, plati-li pro kazdé zy € M impli-
kace

Zn — 20

. ZneM} = () = f(z0).

Rekneme, 7e funkce f je spojitd, je-li spojitd na svém definiénim oboru.

Véta 2.23. Necht f: Co — Cy a necht zyg € Cy. Potom ndsledujici tvrzeni jsou
ekvivalentni:

(i)
f je spojitd v bodé zp,
(ii)
zn = 20 = f(zn) = f(20),

(iii)

(VU (f(20))) (3U(20)) (Vz € U(20)) : f(2) € U (f(20))-
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&
S

=

Cviceni 2.24. Rozmyslete si, jak spolu souvisi spojitost funkce .

“ 9 7
D (Y

STRAVY,
0[(4- ““\‘\*’

f=u+tiv: C>C

se spojitosti funkei 24PADOEESKA

UNIVERZITA
V PLZNI

L

U,V R? - R.

Piiklady 2.25.

a) Funkce arg z neni spojitd, nebot neni spojitd (napr.) v bodé —1
(viz pitklad 2.21 b)).

b) Funkce arg z je spojitd na mnoziné C\ (—00,0) ={z € C: z¢ R~ A z #0}.
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2 TORS
2.6. Komplexni funkce realné proménné. Krivky ‘_7
R 5
44,/0“ ““\‘.jo”
Bud f komplexni funkci redlné proménné, tj. bud f zobrazenim z R do C,,. Podobné jako
u komplexnich funkci komplexni proménné mtiizeme i zde zavést pojem limity a spojitosti.
D o
V PLZNI

Definice 2.26. Bud f: R — C.
Rekneme, 7e funkce f méa v bodé tg € R limitu a € Cy, a piSeme ltlir? f(t) = a, plati-li
—to

to#tn —>t0 (VR) = f(tn) = a.
Rekneme, ze funkce f je spojitd v bodé to € R, plati-li

lim f(t) = f(to)-

t—to

Rekneme, Ze funkce f je spojitd na mnoziné M C R, plati-li pro kazdé to € M implikace

tn, — To . t
VYneN: t,e M :>f(n)_>f(0)

Rekneme, ze funkce f je spojitd, je-li spojita na svém definicnim oboru.

Velice dillezitou t¥idu spojitych funkei tvori kiivky.
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Definice 2.27. Kiivkou v Cy (resp. v C) rozumime kazdou spojitou komplexni funkci " =
redlné proménné %,* 4

rn D
v: I —Cyx (resp.v: I = C), s
kde I = Dy C R je interval. N
Mnozinu | 2 ‘Llu:lLvZE"nlzm\
() =7I) ={r(t): tel} CCs
pak nazyviame geometrickym obrazem krivky . Je-li M = (), fikdme, Ze vy je

parametrizaci mnoziny M.

Poznamka 2.28. Jiz jsme si vSimli, Ze existuje vzdjemné jednoznac¢ny vztah mezi body
R? a body C:
(z,y) < x+1y.

Podobné si lze v§imnout, e existuje vzajemné jednozna¢ny vztah mezi kiivkami v R?
a kiivkami v C:

¥=(,72) & Y=+

Miizeme proto i pro kiivky v C povazovat za znamé pojmy zavedené pro kiivky v R? (viz
[1]). Uvedme pro piiklad nékteré z nich:

e jednoduchd krivka,

e uzavriend ktivka,

e jednoducha uzavrena krivka,

e opacné orientovand krivka,
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2 7ORS
e hladky oblouk, I!!I

‘ OspaN™ 7
«é. 'STRA {s

%
Y, 5
70, i v “\Q‘v

e po Castech hladké krivka,

e pocatecni a koncovy bod krivky,

ZAPADOCESKA
UNIVERZITA
V PLZNI

e derivace kiivky v bodé,

L

e tecny vektor krivky, ... .

Cviceni 2.29. Znazornéte v Gaussové roviné geometricky obraz kiivky -, je-li

a) y(t) :=2—3i+ 272" t € (0,3n7);

4eit7 te <07 g>7
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Definice 2.30.

e Uzavérem mnoziny M C C,, rozumime mnozinu

M :={z € C,, : existuje posloupnost (z,) v M takova, ze z, — z}.

(Rozumime-li uzavienymi mnozinami doplnky mnozin otevienych, lze M ekvivalentné
definovat jako nejmensi uzavienou mnozinu obsahujici M.)

e Mnoziny A, B C C4 nazyvame oddélenymi, plati-li
ANB=ANnB=0.

e Mnozina M C C, se nazyva souvisld, nelze-li ji napsat jako sjednoceni dvou neprazdnych
oddélenych mnozin. Tzn. ze M C C je souvisla, plati-li implikace

M=AUB

_ _ }:»Mz@VB:m.
ANB=ANB=10

Definice 2.31. Mnozina 2 C C, se nazyva oblasti, plati-li souc¢asné tyto dvé podminky:
(1) 2 je oteviend mnozina (viz definici 1.9),

(2) Q je souvisld mnozina (tzn. — v pripadé oteviené mnoziny — Ze kazdé dva body
Q lze spojit kiivkou v €; presnéji: pro kazdé dva body 21,20 € € existuje krivka
v: (a,b) — Q takova, ze v(a) = z1, ¥(b) = 2z2).

ZAPADOCESKA
’ UNIVERZITA
V PLZNI
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Definice 2.32. Bud M C C.. Mnozinu K C M nazyvame komponentou mnoziny M,
mé-li soucasné tyto dvé vlastnosti: A\ I
) S

q . g OS>
(1) K je souvisld mnozina; TS
(2) je-li K* C M souvisld mnozina obsahujici K (tzn. K C K*), je K = K*. ¢
ZAPADOCESKA
~e sz ~ Y ’ UNIVERZITA
“Komponentou mnoziny tedy nazyvame kazdou jeji maximdlni souvislou podmnoZinu. VPLZNI

Poznidmka 2.33. D4 se ukdzat,' Ze kazd4d mnozina M C C je sjednocenim systému vSech
svych komponent; tento systém je pritom disjunktni.

Definice 2.34. Oblast 2 C Cx, jejiz doplnék v Co (tj. mnozina Cy \ 2) ma pravé n
raznych komponent, se nazyva n—nasobné souvisld oblast. Jednonasobné souvisla oblast
se nazyva jednoduse souvisla oblast.

Priklady 2.35.

a) ), C, Cx, U(2), kde z € C, jsou jednoduse souvislé oblasti.

b) P(z), C\ {z}, kde z € C, jsou dvojndsobné souvislé oblasti.
c) U(1,2010) \ {2,4,5 + i} je ¢tyfndsobné souvisld oblast.

d) U(3,2) UU(4i,3) neni oblast (neni souvisld).
)

e) Coo \ {z € C: argz € (0, )} neni oblast (neni oteviena).

Viz napt. [4].




Kontrolni testy
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Test 1. Urcete redlnou a imaginarni ¢ast daného komplexniho ¢isla. ! " || =
“o,,/% ““\“@
ZAPADOCESKA
Rez = ’
Imz =
1+
2. z= ;
1—1
Rez = 7
Imz =
2—3i
3. 2z = ;
3+ 44
Rez
Imz =

' Zlomek ,%¢

piste jako ,a/b“, nisobeni ,ab“ jako ,a*b“, mocninu ,a’“ jako ,a b“, odmocninu ,/a“
jako ,sqrt(a)“, logaritmus ,Ina“ jako ,1n(a)“, ¢islo ,7“ jako ,pi“, apod. Napi. vyraz ,,"—82 -(3In*7— é)“
napiSeme jako ,,(pi)”"2/8% (3% (1n(7))"3-sqrt (5)/2) “.
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126 ||
8. 2= <\/§+ 71) 5 ‘. s 7
2 £
s>
Rez = ,
Imz =

ZAPADOCESKA
> UNIVERZITA

V PLZNI

9. z = (141)%;
Rez = )

Imz =

Spravné zodpovézené otazky:

Ziskané body:

Procento tspésnosti:
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L]

IsTRANY

Test 2. Uréete hlavni hodnotu argumentu daného komplexniho ¢isla. ! v
)

2,
%,

4,

Xy

<l
&
s

ZAPADOCESKA

1. Zz = -1 + \/§’L, > UNIVERZITA

V PLZNI

argz =
2.2 =-1-+3i;
argz =

3—3
3. 2= :
o 2+’

argz =

1—1
2= —"
14++/3i

arg z =

! Zlomek »7 " piste jako ,a/b“, ndsobeni ,ab“ jako ,a*b“, mocninu »a’¢ jako ,a"b“, odmocninu ,/a“

jako ,sqrt(a)“, logaritmus ,lna* jako ,1ln(a)“, ¢islo ,7* jako ,pi“, apod. Napt. vyraz ,,"—82 -(3 In37— é)“

napiseme jako ,,(pi)"2/8% (3% (1n(7)) 3-sqrt(5)/2)“. _
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44
o

126
5.z = <\/§+z> ;

argz =

Spravné zodpovézené otazky:
Ziskané body:

Procento tspésnosti:

L]

IsTRANS, 7
D
%

el
e

%/
&
Zxg ynis

ZAPADOCESKA
> UNIVERZITA

V PLZNI
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Test 3. Sestavte pravdivy vyrok. .
“ 2 7
%,

O
%) <

STRAVY,
0k4- ““\‘\*’

-

ZAPADOCESKA
UNIVERZITA
V PLZNI

1. Necht z, := (3 — 44)". Pak plati, ze

L

lim z, = 0.
lim z,, = oo.
lim z,, neexistuje.

posloupnost (z,) je konvergentni.

7 =" .. .
2. Necht z, := < - + 2@). Pak plati, ze

lim z, = 0.
lim z,, = oco.

lim z,, neexistuje.

posloupnost (z,) je konvergentni.

3. Necht z, := ((—1)" + i). Pak plati, e
n

lim z, = 0.
lim z, = —1.
lim z,, neexistuje.

posloupnost (z,) je konvergentni.
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IR
14+i\"
4. Necht 2z, := ( n Z) . Pak plati, 7e v7
Ve
/0[(4- ““\‘\
lim z, = 0.
. ™ s
lim 2, = V2 (cos g sy ) D -, Zrna

V PLZNI

lim z,, neexistuje.

posloupnost (z,) je konvergentni.

6n
1—+/3i
5. Necht z, := (#) . Pak plati, ze

lim z, = 0.
lim z, = 1.
lim z,, neexistuje.

lim z,, = oo.

Spravné zodpovézené otazky:
Ziskané body:

Procento tispésnosti:
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Test 4. Sestavte pravdivy vyrok. v I!V!I o7
’é}. Isranst IS

%,
%, Q)
S

ZAPADOCESKA
UNIVERZITA
V PLZNI

1. Necht M = {2 € C: 23 =1}. Pak

L

M ={1,i,—i}.
k .. 7rk_
M:{cos?—kzsm?. kEZ}.
V3

1 1
zeEM < |z Vo z 2+22Vz 2 27,

mnozina M ma nekoneéné mnoho prvki.

P

2. Necht M = {z € C: 22 =4}. Pak

cos (% +2k7r> + 7sin (% +2k:7r> ke Z}.

{
{ 11,1,y

Vi Vi Va2

= £ £
I
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—1\?2
3. Necht M = {ZE(C: <Z ) :2i}. Pak
z+1

1 2
1 2'———-}.
+ 2, 5 51

1+@—1—@.

I
= A=

M
M
M
soucet vSech prvkt mnoziny M je roven 0.
4. Necht M = {z € C: 22 = —11 + 60i}. Pak

soucet vSech prvkt mnoziny M je roven 0.

vsechny prvky mnoziny M maji absolutni hodnotu rovnou 61.

M = 0.

Spravné zodpovézené otazky:
Ziskané body:

Procento tspésnosti:

m

2\ IsTRAvY,
S Q\I5TRAY
TRA Q

%
Y, 5
70, i v “\Q‘v

L

ZAPADOCESKA
UNIVERZITA
V PLZNI




Komplexni funkce realné a komplexni proménné 49 P S oS
X

&
S

-

Test 5. Sestavte pravdivy vyrok. .
“ 2 7
%,

»
STRAN (.\}
4,
70, i v “\"v

ZAPADOCESKA
UNIVERZITA
V PLZNI

1. Necht M = {z € C: sinz = 3}. Pak

L

{5 +2m+ilmG+V8): kez}).
:{g+2kﬂ'—iln(3+\/§): kEZ}U{g+2kw—iln(3—\/§): keZ}.
(

2. Necht M = {Z €C: cosz= \/73} Pak

Mz{%—k?kw: kEN}U{—% 2km : kEN}.
M:{gmkw: keN}U{—% U - keN}.

M C (—1,1).

mnozina M je neomezena.
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3. Necht M ={z € C: sinz+ cosz = 2}. Pak v I!V!I 5

%
Y, 5
70, i v “\Q‘v

M = {%+2k7r—zln(\/_+1): kez}.

M= {%+2k7r—zln(\/_+1): keZ}U{%—i—ka—iIn(\@—l): kez}. D wrocisus
M c (-1,1).

M=0.

4. Necht M = {sinz+cosz: z € C}. Pak

M={—%+k7r: keZ}.
mnozina M je omezena.
-le M.

Spravné zodpovézené otazky:
Ziskané body:

Procento tispésnosti:
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Test 6. Rozhodnéte, zda je dané tvrzeni pravdivé.

1.

ANO
2.

ANO
3.

ANO
4.

ANO

coshi =sin1.

NE

Ln(—5+3i) = ln\/3_4—|—i<g +arctg§ -|—2k:7r), keZ.

NE

In(—4 — V/3i) =lnm+i<—w+arctg§>.

NE

i _ 1
(—V3i+1)3 = ==

NE

&
S
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&
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=

(—1)V3 = cos(V/3m + 2kmv/3) + i sin(V37 + 2k7v/3), k € N.
ANO NE

2,

ZAPADOCESKA
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1w

1

3 3 .. (3 3
= cos (gw + §k7r) + isin (gw + §k7r), ke {0,1,2,3}.

ANO NE

ANO NE

Spravné zodpovézené otazky:
Ziskané body:

Procento tspésnosti:
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Test 7. Sestavte pravdivy vyrok.

1. Redlnou &asti funkce f(z) := 23 + 52 — 1 je funkce

u(z,y) := 23 — 3zy? + 5z — 1.
u(z,y) = 3 — 3zy® + bz + 5y — 1.
u(z,y) == x> — 3zy® + 5z — 9.

2. Imaginarni ¢asti funkce f(z) := 23 + 52 — 1 je funkce

v(z,y) = 3z’y —y® — by.
v(z,y) := 3z2y — y° + 5y.
v(z,y) = (3z°y — y° + 5y)i.

3. Redlnou ¢asti funkce f(z) := |z|Z je funkce

u(z,y) := /22 + y2.
u(z,y) = zv/ 22 + y2.
u(z,y) = Va2 +y*(z —y).

&
S
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4. Imaginarni ¢asti funkce f(z) := |z|Z je funkce

v(z,y) = —yva? +y2
v(z,y) = —xz\/ 22 + y2.
v(x,y) = (/22 + y?)i.

5. Imagindrni ¢asti funkce f(z) := sin z je funkce

v(z,y) := coshy sinz.
v(z,y) := sinhy cosh z.

v(z,y) := sinhy cosz.

Spravné zodpovézené otazky:
Ziskané body:

Procento tispésnosti:

o e
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&
S

Test 8. Sestavte pravdivy vyrok.

1. Necht () i= 222, Pak plati, 7e
z
lim f(z) = 1.
z—0
lim f(2) = 0.
lim f(z) neexistuje.
z—0
1
2. Necht f(z) := % Pak plati, ze
lim f(z) = 1.
lim f(z) = 0.
z—0

lim f(z) neexistuje.
z—0

1 2
3. Necht f(z) := mz(; ). Pak plati, 7e
lim f(z) = 1.
lim f(z) = 0.
z—0

lim f(z) neexistuje.
lim f(2) neexistu]
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&
S

22

4. Necht f(z) := Fek Pak plati, ze
z

lim f(2) = i.
lim f(z) = 1.

li istuje.
lim f(2) neexistuje

224+ 2(2—-14) -

2

i
. Pak plati, ze

5. Necht f(z) :=
lim f(z) = 0.
zZ—1
1
lim f(z) = = — .
Z2—1 2
lim f(z) neexistuje.
zZ—1

Spravné zodpovézené otazky:

Ziskané body:

Procento tispésnosti:
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Test 9. Rozhodnéte, zda je dané tvrzeni pravdivé.' .

“ IsTRaNY, 7

44,/0“ “N@

1. Mnozina Q ={z€C: |z—i] <1 V |z+41] <1} je dvojndsobné souvisld oblast.
ANO NE

ZAPADOCESKA
UNIVERZITA
V PLZNI

L

N

. Mnozina Q={z€C: [z—1] <1 A |z —2| <2} je jednoduse souvisla oblast.
ANO NE

3. Mnozina Q = {z € C: |z — 1] < |z + 1|} je neomezena oblast.
ANO NE

4. Mnozina Q = {z € C: |z + 1| > 2|z|} je omezend oblast.
ANO NE

ot

. Mnozina Q@ = {z € C: 1 < |z| < 2} je dvojndsobné souvisld a omezend oblast.
ANO NE

Kreslete si obrazky.
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IR
6. Mnozina Q = {z € C: |z2|] <1 A argz € (—m,m) \ {0}} je jednoduse souvisld oblast. v I!V!I 5
ANO NE NS
AT

ZAPADOCESKA
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7. Mnozina Q = {z € C: |22] < |1 + 2*|} je neomezen4 oblast.
ANO NE

A4

Spravné zodpovézené otazky:
Ziskané body:

Procento tspésnosti:
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Kapitola 3

Derivace komplexni funkce
komplexni proménné

3.1. Derivace funkce

Definice 3.1. Bud f: C — C.
Derivaci funkce f v bodé 2y € C definujeme rovnosti

existuje-li limita vpravo a je-li koneéna.

ZAPADOCESKA
’ UNIVERZITA
V PLZNI

Rekneme, 7ze funkce f je holomorfni na mnoziné €2, je-li Q@ C C oteviend mnozina

a existuje-li f(z) pro kazdé z € Q.

Rekneme, ze funkce f je holomorfni v bodé zy € C, je-li f holomorfni na néjakém okoli

bodu zp (tj. mé-li derivaci v kazdém bodé néjakého okoli U(zp)).
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Poznamka 3.2. Vsimnéme si, ze definice derivace je formd1lné totozna s definici derivace
realné funkce redlné proménné. Formalné stejné by byly formulace i dikazy mnoha vét
o ,pocitani“ derivaci.' Nebudeme je proto uvidét.

Véta 3.3. Ma-li funkce f: C — C derivaci v bodé zy € C, je f v bodé zy spojitd.

Dikaz. Z predpokladu

Flan) — i LA ¢

Z—20 zZ— 20

plyne existence prstencového okoli P(zy) takového, ze plati

Vz € Plz) - ‘w <If'(z0)] +1,

a proto taky
Vze P(z): 0= |f(2) = f(z0)] < (If (20)] +1) |z — 0.

Vezméme nyni libovolnou posloupnost (z,) takovou, ze z, — zo. Z vySe uvedeného
tvrzeni pak vyplyvd, ze |f(zn) — f(20)| — 0, a proto f(z,) — f(20)-
Pravé jsme dokézali spojitost funkce f v bodé zy (viz vétu 2.23).

'M4me na mysli napi. véty o derivovani souétu, rozdilu, soudinu, podilu, slozené funkee, ... .

ZAPADOCESKA
’ UNIVERZITA
V PLZNI
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Véta 3.4. Funkce f = u + iv md v bodé zg = xg + iyo derivaci prave tehdy, plati-li tyto
dve podminky:

(i) w a v jsou diferencovatelné v bodé (xo,yo), *

(ii) w a v spliuji v bodé (xo,yo) tzv. Cauchyho—Riemannovy podminky:

0 0

a—z(fﬂo,yo) = a_Z($Ouy0)7

0 0
—a—Z(anZ/O) = a_::(x()vy())-

Navic, pokud f'(z9) existuje, plati

0 0 0 0
I'(20) = 8—Z(fbo,yo) + Za—z(fﬂo,yo) = a—Z(ﬂfoayO) = ’La—z(wo,yo)-

“Pripomenme si dulezité tvrzeni - postacujici podminku diferencovatelnosti:

Bud ¢ : R* = R. Jsou-li funkce g—i a g—;‘j spojité v bodé (xo,yo),

je funkce ¢ diferencovatelnd v bodé (zo, yo).

Poznamka 3.5. Vyjadieni f’ pomoci parcidlnich derivaci funkci u a v a z ného plynouci
Cauchyho-Riemannovy podminky by nemély byt po prohlédnuti néasledujicich radkt zad-

@:
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N IRINA
nym prekvapenim. 1 - || .
Vsimnéme si: existuje-li f/(z0), je %c“ ““\&g
J— h . _ .
fia) = tim LI _ y, Slzothtivn) - flootivn)
220 Z— 20 }ilz—ig (.’170 +h+ Zyo) = (:1:0 —+ zyo) ﬁﬁ'.’?::ﬁ:i“
€ V PLZNI

U(IE() + h7 yO) + iv($0 + ha yO) - ’U,(LTIO, ?JO) B 7:/U(m(h yO) _

= lim -
ZZBS (xo+h — o) + (Yo — Yo)

— lim u(zo + h, o) — u(xo,Yo) 4 lim v(zo + h, yo) — v(xo, Yo) _
h—0 h h—0 h
ou

0
= %(xﬂu 21/0) =+ Za_::(x()a yO)a

1Je t¥eba si oviem domyslet smysl vyrazi typu: ,, }llir% .
—
hER
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RN~
a podobné ||
“ IsTRaVS, 7
) ) % &
o) = lim L =T _ oy F@otilyo +5)) = flao +ig) _
Z—20 z— 20 zzﬂg (zo + i(yo + s)) — (zo + iyo)
ZAPADOCESKA
_ lim u(zo, yo + s) + iv(zo, yo + s) — u(zo, yo) — iv(zo, Yo) _ IS
g (w0 — o) +i(yo + 5 — yo)
sER
_ iy V(%0 %0 + 8) — v(@0,%0) n 1 iy WU&0,Y0 + 8) — u(zo,0) _
5—0 S 7 s—0 S
ov o
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Priklad 3.6. Zjistéme, ve kterych bodech ma funkce

derivaci, a vyjadfeme ji.
Resent.
Pro kazdé x + iy € C plati:
f(z + iy) = "% = % cos y +i e sin y,
—— N —

@(aj ) =e"cosy = @(:1: )
8517 Y) = Y= ay ' Y)s

ou e . ov
ey = sing = 2 (@.0),

Protoze funkce u a v jsou navic ziejmé diferencovatelné v kazdém bodé (z,y) € R?, plati
pro kazdé z = x + iy € C, ze

F2) = '+ i) = () + g0 (5,y) =

= e"cosy +ie"siny = " = f(x +iy) = f(2).

R
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VIRV
3.2. Harmonické funkce,
: s R &7
harmonicky sdruzené funkce o>
0&1 ““\‘\
ZAPADOCESKA
. u 2 v ’ Ve 5 v 2 . ’ UNIVERZITA
Definice 3.7. Bud M C R~ oteviena mnozina. Rekneme, ze funkce ¢ : R* — R je D v PLZNI

harmonickd na mnoziné M, plati-li pro kazdy bod (z,y) € M tyto dvé podminky:

(1) ¢ mé v bodé (x,y) spojité vSechny parcidlni derivace az do druhého radu véetné (tj.
@ je t¥idy C? na M),

2 2
(2) Ap(z,y) = TH(@,y) + $H(=,y) =0.
Priklady 3.8.

a) Funkce o(z,y) := x + y + e® cosy je harmonicka na R2.
b) Funkce ¢(z,y) := Im (In(x + 4y)) neni harmonicka na R?\ {(0,0)}. !

Umluva. V daliim budeme psat zkracené (ale nepfilis presné), ze ,funkce ¢ je harmonicka
na mnoziné 2 C C*, misto spravného ,,funkce ¢ je harmonicka na mnoziné {(x,y) € R? : z+
+iy € Q).

Pozorovani 3.9. Predpoklidejme, ze funkce f = u + v mé v kazdém bodé oblasti 2 C C

LOté4zka ¢tendii: Proc?
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VIRV
derivaci druhého ¥ddu ! a Ze funkce u a v jsou tifdy C? na mnoziné {(z,y) € R? : x+iy € Q}. % -
Z véty 3.4 pak plyne, ze pro kazdy bod x + iy € 2 plati ’5% '3«5

/0"4- ““\‘\
ou ov ov ou
"+iy) = —(z,y) +i—(z,y) = —(z,y) —i—(z,9),
f ( y) ax ( y) 8.’17 ( y) ay ( y) ay ( y) D } lzjﬁl;c::zi.;::n
0%u 0% 0%u 0%v

[z +y) = @(ﬂf,y) +i@(l’,y) = —a—yg(%@/) - ia_yg(xay)'

Zaméfme nyni svoji pozornost na posledni z uvedenych rovnosti: porovnanim redlnych
a imaginarnich ¢asti zjistime, ze
Ve +iy € Q: Au(z,y) =0 = Av(z,y),
neboli, ze funkce u a v jsou na oblasti 2 harmonické.

Nasledujici véta toto pozorovani jesté zobecnuje.

Véta 3.10. Necht funkce f = u + iv je holomorfni na oblasti Q C C. Pak funkce u a v
jsou harmonické na €.

'Bud n € N. Definujme (n + 1)-ni derivaci funkce f v bodé zy € C indukci

10D (z0) = (£) (),

tj.

)

£ (0) = fim F™(2) = £ (z0)

z— 20 zZ — 20

existuje-li limita vpravo a je-li koneé&na.
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Definice 3.11. Rekneme, Ze funkce u,v: R? — R jsou harmonicky sdruzené na oblasti
Q) C C, plati-li soucasné:

(1) u a v jsou harmonické na €2,

(2) u a v spliuji na 2 Cauchyho—Riemannovy podminky.

Pozorovani 3.12. Vsimnéme si, ze harmonicky sdruzené funkce tvori pravé realné a ima-
ginarni ¢asti holomorfnich funkci.

Priklad 3.13. Najdéme (existuje-li) holomorfni funkci f = u + iv, je-li

u(z,y) = 22 — y* 4 2xy.

Reseni. Hledejme funkci v : R? — R ,svizanou“ Cauchyho-Riemannovymi podminkami
s funkei u:

ou B _Ov _ 9
%(x,y)—2x+2y— ay(x,y) = v(z,y) = 2zy + y° + ¢(),

kde ¢ : R — R. Nyni dosadme do druhé z Cauchyho—Riemannovych podminek:

—8—u(x,y) =2y —2x =

v B ,

a proto
p(z) = —2° + ¢, kde c € R,

v(z,y) = 2xy + 2 —2° +c

ZAPADOCESKA
’ UNIVERZITA
V PLZNI




Derivace komplexni funkce komplexni proménné 68

Snadno se lze presvéddéit,! Ze funkce
flx+iy) =a2® —y? + 2y +i(2zy + > — 22 + ¢)

je pri kazdé volbé ¢ € R holomorfni na C.

Véta 3.14. Necht u resp. v je harmonickd funkce na jednoduie souvislé oblastt
Q C C. Potom existuje aZ na ryze imagindrni resp. redlnou konstantu jednoznacné ur-
cend funkce f: C— C takovd, Ze

(i) f je holomorfni na S,
(ii) pro kazdé x + iy € Q plati: u(z,y) = Re f(x +iy) resp. v(z,y) = Im f(x + iy).

Cviceni 3.15.
a) Najdéte vsechny na oblasti C \ {0} holomorfni funkce f = u + iv, kde

v(z,y) == .
x2 + 32
b) Dokazte, ze je funkce
v(z,y) = In(z? + 3?)
harmonicka na oblasti C \ {0}, a 7e pfesto neexistuje funkce u : R? — R takovd, aby
f :=u+ iv byla holomorfni na C\ {0}.

!Stadi ovéiit podminky (i) a (ii) z véty 3.4.

ZAPADOCESKA
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3.3. Poznamka ke ,,geometrickému vyznamu
derivace

Predpokladejme, ze je funkce f: C — C holomorfni v bodé zg € C a ze
0 # f'(20) = |f'(20)| &' 778/ 20).

7 definice derivace pak plyne, ze

f(z) = f(z0)

Z— 20

lim

Z—r20

= |f'(20)| € RT,

v/

a proto pro z ,blizké“ bodu zy je ¢islo |f(2z) — f(z0)| ,blizké* &islu |f'(20)| - |z — zo|. Jinak
receno: pro ,mald*“ § > 0 se f—obraz kruznice {z € C: |z—zp| = §} ,madlo lisi“ od kruznice
{weC: Jw—f(z0) = If'(Go)l - 3}.

Ukazme si nyni, jak lze geometricky interpretovat arg f’(z9). Bud v libovolny hladky
oblouk v C takovy, Ze v(tg) = zo. Pak ¢islo arg+/(tp) udéva thel, ktery svird tecny vektor
7 (to) s kladnou ¢asti realné osy.! Ted uvazujme (na ,dostatecné malém* okoli bodu tg ko-
rektné definovanou) kiivku I'(t) := f(v(¢)) a zkoumejme odchylku tecného vektoru I''(¢g) od
kladné ¢dsti redlné osy, tj. argument I"(¢y). Protoze I (tg) = f' (v(to)) 7' (to) = f'(20)7 (to),
je

arg f'(z0) + argy/ (to) € ArgI' (o).
Jinak teceno: Cislo arg f'(29) udéva thel, o ktery je tieba otocit smérovy vektor tecny
hladkého oblouku v v bodé ~(t9) = 2o tak, abychom dostali smérovy vektor tecny kiivky
I':= fo~ vbodé I'(ty) = f(20), pficemz na konkrétni volbé kiivky ~ nezédlezi.

Kreslete si obrdzek!
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Tyto tvahy nas vedou k nasledujici definici.

Definice 3.16. Bud funkce f: C — C holomorfni v bodé zg a bud f(zp) # 0.
Cislo | f'(20)| nazyvame koeficientem roztaznosti funkce f v bodé zg. ¢ D

ZAPADOCESKA
> UNIVERZITA
V PLZNI

Cislo arg f'(z0) nazyvame tihlem otoceni funkce f v bodé z.

“Je-li navic | f/(z0)| < 1 resp. |f'(z0)| > 1, mluvime nékdy o kontrakei resp. dilataci funkce f v bodé zo.
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Kapitola 4 D

Konformni zobrazeni

4.1. Zakladni vlastnosti

Definice 4.1. Rekneme, 7e funkce f : Co — Co je konformni na oteviené mnoziné
G C Cq, plati-li soucasné:

(1) f je spojitd a prosta na G,

(2) f’ existuje ve vSech bodech mnoziny G s vyjimkou nejvyse koneéné mnoha.

Cviceni 4.2. Rozmyslete si, na jakych oblastech jsou konformni funkce:

e, Inz, sinz, 22, 24, ...
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Definice 4.3. Rekneme, Ze oteviené mnoziny G, Go C Coo jsou konformné ekvivalentni,
existuje-li funkce f: Co — Co, takova, ze

(1) f je konformni na Gy,
(2) f(G1) = Ga.

Vlastnosti konformnich funkci

i) Je-li f konformni na G, je 0 # f’(z) € C pro vSechna z € G s vyjimkou nejvyse dvou
bodti: bodu oo (pokud patif do ) a bodu (je-li v G takovy), jehoz f-obrazem je oco. !

ii) Funkce inverzni ke konformnimu zobrazeni je konformni.
iii) Obrazem oblasti pti konformnim zobrazeni je oblast.

iv) Rozdélme nyni vSechny jednoduse souvislé oblasti v Cy, do ¢tyf skupin:

skupina obsahuje pouze prazdnou mnozinu,

skupina obsahuje pouze C.o,

skupina obsahuje vSechny oblasti tvaru C \ {20}, kde zp € Co,
skupina obsahuje vechny ostatni jednoduse souvislé oblasti. 2

™ fe o =

Pak plati: jednoduse souvislé oblasti 21 a {29 jsou konformné ekvivalentni pravé tehdy,
patti-li obé do stejné skupiny.

V&imnéme si, ze odtud vyplyvé, Ze konformni funkce f zachovava Ghly mezi kiivkami vychazejicimi
z bodu zo (20 € G, 20 # o0 # f(z0)) — viz geometricky vyznam arg f'(20) na strané 70. Této vlastnosti
funkce f se fikd konformnost v bodé z.

2Tzn. vechny neprazdné jednoduse souvislé oblasti, jejichz doplnék obsahuje alespofi dva body.
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2 TPRS
1849
Prozkoumejme nyni podrobnéji jeden velice dulezity typ konformnich zobrazeni. " . =
2\ 5
>
4.2. Linearni lomené funkce
> ZAPADOCESKA
Definice 4.4. Linearni lomenou funkeci rozumime kazdé zobrazeni f : Coo — C, k né- TEE T

muz existuji ¢isla a, b, ¢, d € C takova, ze ad — bc # 0 a ze

b o
f(z) = ij, je-li z € C,

<, je-li z = oo.

Vlastnosti linearnich lomenych funkci

i) Linedrni lomené funkce jsou jedina konformni zobrazeni Co, na C.

ii) Inverzni zobrazeni k linedrni lomené funkeci je linedrni lomend funkce.

iii) Obrazem zobecnéné kruznice pii linedrnim lomeném zobrazeni je zobecnénd kruznice.
(Zobecnénou kruznici rozumime kruznici (v C) nebo primku — k té poc¢itdme i bod co.)

iv) Necht kazdad z mnozin {z1, 22, 23}, {w1, we, w3} obsahuje t¥i navzajem ruzné cisla z C.
Pak existuje pravé jedna linedrni lomend funkce f, pro niz je f(z1) = w1, f(z2) = wa
a f(z3) = ws.

v) Specidlnim pfipadem linedrnich lomenych zobrazeni jsou linedrni funkce,
tj. funkce definované predpisem f(z) := az + b, kde a,b € C, a # 0. !

'Rozmyslete si, Ze kazdou line4rni funkci lze ziskat sloZenim t¥i zobrazeni:
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Priklad 4.5. Najdéte obraz kruznice " || =
Q,‘;. IsTRANS g
K={zeC: |z—1] =1}

pfi zobrazeni 2APADOCESKA

> UNIVERZITA
V PLZNI

L

) = %

Reseni. Protoze pro body 0,2,1+ i € K plati: f(0) = oo, f(2) = %, fl+1i) = % — %z’, je
obrazem kruznice K piimka: !

f(K)={z€eC: Rez:%}u{oo}.

otocent (z — ' ™82, stejnolehlosti (z — |a|z) a posunuti (z — z +b).
1Viz vlastnost iii) linedrnich lomenjch funkci.
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Kapitola 5 D

Integral komplexni funkce.
Cauchyho véty. Cauchyho vzorce.

5.1. Integral komplexni funkce realné a komplexni proménné

Véta 5.1 (Jordanova). Necht v je jednoduchd uzavrend krivka v C. Potom
COO \ <7> = Ql UQQ?

kde 21 a Qg jsou dvé disjunktni,” neprdazdné a jednoduse souvislé oblasti, jejichZ spolecnou
hranict je (7).

“Tzn. Q1 N Qe = 0.
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Definice 5.2. Uvazujme situaci z Jordanovy véty. Tu z oblasti 1, o, ktera neobsa-
huje oo, nazyvame vnittkem ktivky v a znac¢ime int~y, tu, kterda oo obsahuje, nazyvame
vnéjskem kiivky v a znacime ext .

Definice 5.3. Bud funkce f = u+iv: R — C spojitd na intervalu (a, b)
(a,b € R; a < b).” Pak definujeme

/abf(t) dt:/abU(t)-l-iv(t) dt == /abu(t) dt-l—i/abv(t) dt.

“Tzn., ze funkee u(t) := Re f(t), v(¢) :=Im f(¢) : R — R jsou spojité na (a,b).

Definice 5.4. Bud v : (a,b) — C po c¢astech hladka kfivka a bud funkce
f=u+iv: C— C spojitd na (7). Pak definujeme®

/f(z) dlz == / u(z,y)dz —v(z,y)dy + z/ v(z,y)dx + u(z,y) dy,
Y ) ()

kde integraly na pravé strané rovnosti jsou kfivkové integraly 2. druhu’ (y zde chdpeme
jako ktivku v R?).

“Pomucka pro snadnéjsi zapamatovani:

f(z)dz = (u+iv)(dz + ¢ dy) = udz — vdy + i(vdz + udy).

"Definici kiivkového integralu 2. druhu si lze ptipomenout v [1].

ZAPADOCESKA
’ UNIVERZITA
V PLZNI
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Véta 5.5. Necht v: (a,b) — C je hladky oblouk a necht funkce f: C — C je spojitd na . o7
(). Potom plati ?o,,/ 4
D ’ ZAPADOCESKA

b
[#@a:= [ sampr@a
0% a
Diikaz. Ozname f =u+ v a v = y1 + iy2. Potom plati
/ f(z)dz = / u(z,y) dz —v(z,y) dy +i/ v(z,y)dz + u(z,y)dy =
% Q0] )

b
- / w1 (£, 127 () = v (£), )W) db+

b
i / w11 (£), 12 ()Y () + w8, (O (2) At =

(=

= [ (Mm(®),72() +iv(n(t),72) nE)+

a

+i (u(n(t), 72(t) + v (11 (t), 12(1)) 12(t) dt =

—

b b
=/ F () +iva(t)) (1a(t) +i73(t)) dt:/ fFOr®)y'(2) dt.
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Priklad 5.6. Vypoctéte

kde (t) := 5e', t € (0, 27).

Resend.
— uZitim definice 5.4:

&
S

R
/I

-

1 “ IsTRAVS 7
—dz %, &
P 9 QL s

v

L

ZAPADOCESKA
UNIVERZITA
V PLZNI

1
/—dz:/ ——d
7 # (m &= TY

) g ) €T
T+ d +z/ dz + dy =
x2 + 32 y ) x2 + g2 z2 + 92 y

dt =

25

— pomoct véety 5.5:

1
/—dz=
y 2

/2“ —25sintcost
+
0

25sint cost 2 95sin2t  25cos?t
dt +1 +
0

25 25 25

2
=0—|—i/ 1dt =27 ;
0

27 1 ) 2
/ —#5ie”dt=/ idt = 2mi.
0o He 0




Integral komplexni funkce. Cauchyho véty. Cauchyho vzorce. 79

5.2. Cauchyho véty

Véta 5.7 (Cauchyho). Necht funkce f je holomorfni na jednoduSe souvislé oblasti
Q C C. Pak pro kazdou uzavienou po cdstech hladkou krivku v v Q0 (tzn. () C Q) plati

[, f(z)dz = 0.

Diikaz. Ozna¢me f = u + iv a definujme vektorova pole
N(z,y) = (u(z,y), —v(z,9)),
fa(z,y) := (v(z,y), u(z, y)).
Potom f; a fo jsou t¥idy C? na jednoduse souvislé oblasti
Q= {(z,y) ER?: z+iyecQ}
(viz vétu 3.10), a protoze navic v Q* plati

ou  9(—v) ov  Ou

8_y_ Ox & ay_%

(viz vétu 3.4), jsou i potencialni na Q* (viz [!]). Proto

Lf(z)dz*:/m fl(m,y)ds—i—i/(w fa(z,y)ds =0+40 = 0.

ZAPADOCESKA
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Véta 5.8 (zobecnéni Cauchyho véty). Necht Q = int~y, kde 7y je jednoduchd uzaviend v 5
po castech hladkd krivka v C. Pak pro kaZdou funkci f : C — C, kterd je holomorfni na € ";r:,* ’3«5
/0"‘ ““\‘\

a spojitd na @ = QU (v), plati®

/ f(z)dz=0.
" D oy

“Vsimnéme si souvislosti s Greenovou vétou — viz [!].

Pozorovani 5.9. Budte
Yy Y1, V25 -5 Un

takové jednoduché uzaviené po ¢astech hladké a kladné orientované kiivky v C, Ze pro kazdé
i,7 € {1,2,...,n} plati:
(i) C extry;, je-li i # j,
(vi) C intry.

Pak mnozina
Q=intyNexty Nextyy N...Nexty,

je (n + 1)-nésobné souvislou oblasti.!

'Namalujte si obrazek!
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Véta 5.10 (Cauchyho véta pro vicenidsobné souvislou oblast). Necht Q je (n+1)-
-ndsobné souvislou oblasti vijse popsaného typu a necht f : C — C je holomorfni na 2

a spojitd na _
Q=QUMNUMU)U...U{m).
Pak plati

/f(z) dz = Z f(z)d=.
Y =177

5.3. Cauchyho integralni vzorce

Véta 5.11. Necht v je jednoduchd uzaviend po castech hladkd kladné orientovand krivka
v C a necht funkce f : C — C je holomorfni na Q = inty a spojitd na Q = QU (). Potom

pro kazZdé zg € Q) plati

L [ fE) dz.
~ Z — 20

f(20) =

2

Navic: je-lin € N, ezistuje ) (z9) pro kazdé zy € Q a plati

(%)

@:

ZAPADOCESKA
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AZIRINA
Diikaz. Dokazme pouze tvrzeni (). v o
Bud zy € Q libovolny bod. Definujme pro kazdé r > 0 kivku ’5% ‘&5’
/0"4- ““\‘\

Y (t) := 2o + 7%, t € (0, 2).

7 véty 5.10 pak plyne, e D p Ziosostem

V PLZNI

/ _f(z) dz = lim f( dz lim [/ f 1(z0) —i—/ 1(z0) dz] .
v %~ 20 r—0+4 -2 r—0+ Z— 20 e 2 TR0

7 predpokladu

f'(z0) = lim
Z— 20 Z = ZO
plyne
(36>0, k>0)(V2€C: 0< |z— 2] <0): ‘w <k,
— 20
a proto pro viechna ,dost mald“ r > 0 plati’
JECE e
2T 0

"Wyuzivime tohoto odhadu kfivkového integralu: Bud v : (a,b) — C hladky oblouk a bud funkce
f: C— C spojitd na (). Potom plati

z)dz

< sup I£(2)] /w Jdt .

. délka krlvky v
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VIRV
neboli
_ T7
lim M dz = 0. % &
r—0-+ v Z— 2o Chi

li . _ 5 N .
r—1>%1+ e Z — 20 r—0+ reit T_l}I(I)l_i_(f(Zo)zTrl)M,

Navic plati D > ZAPADOCESKA
o V PLZNI
1 .
Sz0) dz = lim (f(zo) / —rie" dt)

a proto (sta¢i ,zkombinovat“ podtrzend tvrzeni)

z—(—i')o dz = f(z0)2mi.
.

Pozorovani 5.12.

e 7 véty 5.11 vyplyva, ze derivaci holomorfni funkce ziskdme opét holomorfni funkci; jinak
fedeno: je-li funkce f holomorfni na oteviené mnoziné Q a n € N, je funkee £ holomorfni
na 2.

e Uvazujme situaci z véty 5.11 Pak hodnoty funkce f na () jsou jednoznaé&né urceny
hodnotami f na ().

e Vzorec (#) mizeme ziskat, zderivujeme-li formalné n-krat podle zy obé strany rovnosti

().
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Priklad 5.13. Vypoctéte

kde () := 3¢, t € (0,27).

Resend. 7 véty 5.10 plyne, Ze
e* e” e*
—dz:/ —dz—i—/ ——dz,
/y 2(1—2)3 m 2(1—=2)3 oy 2(1 = 2)3

kde ;
Vl(t) = Zeit7 te <07 27T>;

1 .
yo(t) =1+ Ze“, t € (0,27).

Nyni aplikujme tvrzeni véty 5.11:
P (=L &
/e—3dz:/udz:2m’[ i 3] — i,
- z(1 - 2) m 2—0 (1-2) 220

e® —-< 2w e*\”
e [ e Y] g
/yz z(1-2)3 b (2 —1)3 2! z il (=e)

/7z<1e—jzy’)d2=ﬂi<2—e>.

a proto

R
57

S
<

‘ e 94 »
) STRAN
X v
Ckj ““\‘\

&
S

-

2,

ZAPADOCESKA
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2 RS
5.4. Primitivni funkce, nezavislost integralu ‘,7
na cesté ‘%% ““\@‘&
Definice 5.14. Rekneme, Ze funkce F' : C — C je primitivni k funkci f : C — C D P Inaooseskh
na oblasti Q C C, plati-li pro kazdé z € Q, ze F'(z) = f(z). oLt

Véta 5.15. Necht F je primitivni funkci k f na oblasti Q). Pak funkce tvaru F + k, kde
k € C, tvori pravé vsechny primitivni funkce k f na €.

Dukaz. Mame dokéazat:

i) k€ C = F +k je primitivni k f na Q,
ii) @ je primitivni k fna Q = JkeC: ®=F +k.

Adi). (F+k)=F+0=fvQ.

Ad ii). Definujme funkci G = u +iv : C — C predpisem
G(z) :=®(z) — F(z).

Pak pro kazdé » € Q plati G'(z) = 0, a proto’

0 0
Votiy€Q: 0=C(@+iy) = 5= (@,y) +iz (@),

Wiz vétu 3.4
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a tedy taky
ov ov ou

ou
3 Q S = = — = = — = —— = .
VetiyeQ: o (z,y) a9 (z,y) =0=2-(2,9) a9 (z,y) =0

Odtud plyne, Ze funkce u a v jsou na mnoziné {(z,y) € R? : =z + iy € O} konstantni.
Dokézali jsme, ze funkce G = u + v = ® — F' je na €2 konstantni.
Ol

Definice 5.16. Rekneme, Ze integréal funkce f : C — C nezavisi v oblasti Q C C na cesté,
plati-li pro kazdé dvé po ¢astech hladké krivky ~1 a o takové, ze

e (1)U (y2) CQ,
[ ] p.b."ylz p.b.’yg OQ' 21,
e k.b.y1=k.b.yy oz 29,

rovnost

/71 £(2) dz:[m i)l " /:f(z)dz.

Véta 5.17. Necht funkce f : C — C je holomorfni na jednodusSe souvislé oblasti
Q c C. Pak integrdl funkce f nezdvisi v  na ceste.

Drikaz ponechme jako cviceni; dokazované tvrzeni je primym disledkem véty 5.7.

ZAPADOCESKA
’ UNIVERZITA
V PLZNI
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Véta 5.18 (Morerova). Necht funkce f : C — C je spojita na oblasti Q@ C C a necht
pro kazZdou jednoduchou uzavrenou po cdastech hladkou krivku ~ v Q plati

Af@yu:o

Pak f je holomorfni na 2.

Véta 5.19. Necht integrdl spojité funkce f: C — C nezdvisi v oblasti Q2 C C na cesté.
Pak existuje primitivnd funkce k f na €.
Navic: je-li zg € Q libovolny bod, je funkce F definovand predpisem ©

Fz) = | T he) e

primitivng funkci k f na Q.

4Symbolem ,, f:o (&) A rozumime integréil f,y (&) d&, kde v je libovolna po ¢dstech hladka kiivka v €,
pro niz je p.b.y = 20 a k.b.y = 2.

Dikaz. Bud zg € Q a F(2) := [ f(£)d¢.
Mame dokazat, ze pro kazdé z € Q2 plati:

__|F(z+h) - F(2) B
e h —f)| =0

@:

ZAPADOCESKA
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Bud z € Q libovolny bod.
Vezméme P(0) takové, aby

Vhe P(0): z+heQ,
a definujme pro kazdé h € P(0) kfivku ~y;, predpisem
Yh(t) == z+th, t € (0,1).
Pak pro kazdé h € P(0) plati:

F h) — F z+h
0< \ CENFE _ g = - f<§>df—f<z>h] -
L RGEI0 1d£‘ 0~ 1) ds‘ <
< . sup [£(6) = £(2)] bl = sup |£(€) — F(=)| > 0 pro h 0,
Rl eeqm) £€im)
protoze f je podle predpokladi spojita v bodé z. O

Priklad 5.20. Funkce ]
f(z) = .

je holomorfni na jednoduse souvislé oblasti 2 = C\ {z € R: z =< 0}, a proto (integrujeme
pres kiivky lezici v ) funkce

/f de = /|Z|1dx+/ %dﬁz[lnx]|z|+z/0arg(zit:1nz

ZAPADOCESKA
’ UNIVERZITA
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je primitivni funkei k funkei f na Q.

Pozorovani 5.21. Bud funkce F' primitivni k funkci f na jednoduSe souvislé oblasti {2
a bud z1, 22 € Q. Zkoumejme fzzf f(z)dz. 2
Zvolme libovolné bod zy € 2. Pak existuje konstanta k& € C takova, ze

VeeQ: F(z /f )d¢ + k

(viz véty 5.15, 5.17 a 5.19), a proto

/Zz F(2)dz = /ZO f(z)dz + / £(z)dz =
(/ f(z dz+k) (/ f(z dz+k) F(z) — F(21) °= [F(2)]2.

Toto pozorovani lze zobecnit:

Véta 5.22. Necht existuje primitivni funkce k funkci f : C — C na oblasti 2 C C. Pak
integrdl funkce f nezdvisi v oblasti Q) na ceste. Navic: je-li F' primitivni funkci k funkci f
na oblasti  a je-li v po castech hladkd krivka v €2, je

/f F(k.b.v) — F(p.b.7).

!Promyslete si podrobné!
20pét integrujeme pies po astech hladké kiivky lezici v €.

ZAPADOCESKA
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&
S

=

Priklady 5.23. l
“ 2. 7

O
%) <

STRANS,
TS

a) Bud v(t) := e, ¢t € (0, 27). Pak f7 % dz = 0, protoze (—%)/ = 2 v oblasti C\ {0}.

ZAPADOCESKA
UNIVERZITA
V PLZNI

b) f01+i sin zcoszdz = 01+i % sin(2z)dz = }1 [— COS(2z)](1)+i — le (1 — cos(2 + 20)).

L

c) 02m ze*dz = [zez]gm — 027” e*dz = 2mi — [ez]gm = 2mi

(pocitali jsme ,per partes ).
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Test 10. Rozhodnéte, zda je dané tvrzeni pravdivé. " . =
2\ S
%,

X u“\“"é\
1. Funkce f(z) := Re z je holomorfni v bodé 0.
ANO NE

ZAPADOCESKA
UNIVERZITA
V PLZNI

L

2. Funkee f(2) := |2?| je holomorfni v bodé 0.
ANO NE

3. Funkee f(z) := z%¢* je holomorfni v bodé i.

ANO NE
4. Funkce f(z) := 2%Z ma derivaci v bodé 0.
ANO NE

Spravné zodpovézené otazky:
Ziskané body:

Procento tspésnosti:
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Test 11. Rozhodnéte, zda je dané tvrzeni pravdivé. " . =
2\ S
%,

»
STRAN (.\}
&
70, i v “\“v

1. Bud u(z,y) := 23 — 32% — 2y. Pak existuje na C holomorfni funkce f = u + iv, pro niz
plati, ze f(i) = —2 + 1.

ZAPADOCESKA
UNIVERZITA
V PLZNI

L

ANO NE
2. Bud u(z,y) := 23 — 322 — 2y. Pak existuje na C holomorfni funkce f = u + v, pro niz
plati, ze f(—i) = —2 +1.
ANO NE

3. Bud v(z,y) := 322y — y® + 22 — 3. Pak existuje na C holomorfni funkce f = u+ iv, pro
niz plati, ze f(1) =3 —i.
ANO NE

4. Bud v(z,y) := 32%y — y> + 2z — 3. Pak existuje na C holomorfni funkce f = u + 4v, pro
niz plati, ze f(i) = —4.
ANO NE
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AZIRINA
5. Bud u(z,y) := 23 — 3zy? — 2y + 2. Pak existuje na C holomorfni funkce f = u+ 4v, pro . I!V!I o7
niz plati, ze f(0) = 1. *«,,““5
4 UW
ANO NE -

L

ZAPADOCESKA
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6. Bud u(z,y) := 23 — 3zy® — 2y + 2. Pak existuje na C holomorfn{ funkce f = u + iv, pro
niz plati, ze f(1) =3 —i.
ANO NE

Spravné zodpovézené otazky:

Ziskané body:

Procento tspésnosti:
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Test 12. Dopliite spravné hodnoty. '

s
1. Koeficientem roztaznosti funkce f(z) :=e* v bodé zg = —1 — Ei
je cislo
2. Uhlem otoceni funkce f(z) :=e” v bodé zg = —1 — gz
je ¢islo
. S zZ+1 . ,
3. Koeficientem roztaznosti funkce f(z) := - v bodé zp = 2i
je cislo
4. Uhlem otoéeni funkce f(z) :=e” v bodé zg = —1 — gz
je cislo

! Zlomek ,2¢ piste jako ,a/b“, nisobeni ,ab“ jako ,a*b“, mocninu ,a’“ jako ,a"b“, odmocninu Aak

"y
jako ,sqrt(a)“, logaritmus ,lna* jako ,1ln(a)“, ¢islo ,7* jako ,pi“, apod. Napt. vyraz ,,"—82-
napiSeme jako ,,(pi)"2/8*(3*(1n(7)) " 3-sqrt(5)/2)“.

(3107 L)

L]

: A\ LD 4 ’
% S

%, <
A uws
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VIRV
1849
5. Koeficientem roztaznosti funkce f(z) := 2° v bodé zg = —3 + 4i .
“ IsTRavY, 7
. N
je ¢islo . RS

ZAPADOCESKA
> UNIVERZITA

6. Uhlem otoden{ funkce f(z) := 23 v bodé zy =i

V PLZNI

A4

je cislo

Spravné zodpovézené otazky:
Ziskané body:

Procento tspésnosti:




Integral komplexni funkce. Cauchyho véty. Cauchyho vzorce. 97

Test 13. Dopliite spravné hodnoty. '

i > ZAPADOCESKA
1. Necht . T sn;llv;"nlzm
361 9 t e <0, §>,

. ™ m™ T
v(t) =S 1(3—}—5 —t), te (5,54—3),

v v v
t——-—3. 1 —+ 3, — +6).
5 ,e<2+,2+>
Pak

/|z\dz = + i.
¥
/22 dz = + i
%

! Zlomek »7 " piste jako ,a/b“, nasobeni ,ab“ jako ,a*b“, mocninu ,a’¢ jako ,,a”b“, odmocninu Aak
. . . v/ . . ~ 7 2
jako ,sqrt(a)“, logaritmus ,Ina“ jako ,1ln(a)*, éislo ,7“ jako ,pi“, apod. Napt. vyraz , % - (3 In37— é)“

napiseme jako ,,(pi)"2/8%(3%(1n(7)) 3-sqrt(5)/2)“. _
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2. Necht «v je takova jednoduché uzaviena po ¢astech hladka a kladné orientovana krivka, . o7
v . . 7 Ve 2 N
Ze () je hranici mnoZiny N
XxTS>

{z€eC: |z| <2 A Imz > 0}.

ZAPADOCESKA
> UNIVERZITA
V PLZNI

L

Pak
/|z\7dz = + i.
2l

/z4dz: 4 1.
%

Spravné zodpovézené otazky:
Ziskané body:

Procento tispésnosti:
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Test 14. Dopliite spravné hodnoty.' 2

ZAPADOCESKA
1. Necht’ D | 2 sn:’llvzsunlzm
k={zeC: |z—2i| =1}.
Pak
2 .
/z -I—ZdZ: N 1
k 4
2. Necht
k={zeC: |z|=3}.
Pak
sin z
B s O i.
/k 2—72+10 " u !

! Zlomek »3 " piste jako ,a/b“, ndsoben{ ,ab“ jako ,a*b“, mocninu La’¢ jako ,a"b*, odmocninu Aak
jako ,sqrt(a)“, logaritmus ,Ina* jako ,1n(a)“, ¢islo ,7“ jako ,pi“, apod. Napf. vyraz ,,’T—: -(3In*7— %)“
napiSeme jako ,, (pi)~2/8*(3*(1n(7)) 3-sqrt(5)/2) “.

2 Umluva. Symbolem Ji f(2)dz, kde k C C, rozumime f,y f(2)dz, kde ~ je takovd jednoduchd uzaviend

po Céstech hladka kladné orientovand kfivka, ze (y) = k. _
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3. Necht
Pak
CoS 2
/k PR dz =
4. Necht

Pak

Spravné zodpovézené otazky:

Ziskané body:

Procento tispésnosti:

k={zeC: |z|=4}.

k={zeC: |z—2|=1}.

100 3 3 0
R

“ 2 7
%,

»
STRAN §
Q
Zxg ynis

&
S

=

ZAPADOCESKA
UNIVERZITA
V PLZNI
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Test 15. Dopliite spravné hodnoty. '

1. Necht
y(t) := =€, t € (0,2n).
Pak
e® cos(mz)
2 PV 4 =
/7 212, z + 1
2. Necht oy omdmit
1) = T e (0,4)
Pak

! Zlomek »7 * piste jako ,a/b“, nasobeni ,ab“ jako ,a¥b“, mocninu La’¢ jako ,a”b*, odmocninu Aak

jako ,sqrt(a)“, logaritmus ,lna* jako ,1ln(a)“, ¢islo ,7* jako ,pi“, apod. Napft. vyraz ,,"—82 -(3 In37— é)“
napiSeme jako ,,(pi)"2/8*(3*(1n(7)) " 3-sqrt(5)/2)“.

ZAPADOCESKA
> UNIVERZITA
V PLZNI
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2 7ORS
3. Necht ~ je takova jednoduché uzaviend po castech hladkéd kladné orientovana krivka, I!V!I

Ze “ Isranss 7

. . . 94'/0[(4' ““\‘{8.

—2cint vy, 1 €int v, 1 € ext 7.
Pak D ZAPADOCESKA
UNIVERZITA
/’ dz + . V PLZNI
— = i.
y 1 =2)(z+2)(z — i)2

Spravné zodpovézené otazky:
Ziskané body:

Procento tispésnosti:
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Test 16. Dopliite spravné hodnoty. '

1414

1./ e“dz = + i
0
1414

2./ 2dz = + i
0
i

3./zQSinzdz= + i.
0
i

4./zsinzdz= + 1.
0

! Zlomek »7 " piste jako ,a/b“, nasobeni ,ab“ jako ,a¥b“, mocninu ,a’¢ jako ,,a”b“, odmocninu Aak
jako ,sqrt(a)“, logaritmus ,lna* jako ,1ln(a)“, ¢islo ,7* jako ,pi“, apod. Napf. vyraz ,,"—82 -(3 In37— é)“
napiSeme jako , (pi)”2/8*(3*(1n(7)) " 3-sqrt(5)/2) “.

L]

“ 9sTRANY,
2
0[(4-

<l
&
s

ZAPADOCESKA
> UNIVERZITA

V PLZNI
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0
5./ (22 +22-3)e” dz =
-1

Spravné zodpovézené otazky:
Ziskané body:

Procento tspésnosti:
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Kapitola 6

Ciselné Fady. Posloupnosti a fady
funkci.

6.1. Ciselné fady

Definice 6.1. Radou (komplexnich éisel) rozumime vyraz
o0

atnttmt... Y, (@)
n=1

kde pro kazdé n € N je z, € C.
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Cislo 2, nazyvame n-tym lenem fady (), posloupnost (s,) definovanou piedpisem ".7

&, O

n /0‘,‘1. ““\Qﬁ

ozn.
Sp =2l Ar By Arcecar By = E 2k

k=1 APADOCESKA
> unverema

V PLZNI

nazyvame posloupnosti ¢dsteénych souctu fady (V).
Rikdme, ze fada (©) konverguje, existuje-li (kone¢na) lim s,, € C; v takovém piipadé pak
cislo

s =lims,

nazyvame souctem rady (©) a piseme *

oo
= g Zn-
n=1

(Radu, ktera neni konvergentni, nazyvame divergentni fadou.)

o0
?Zde neptrehlédnéme, ze symbolem > z, zna¢ime fadu i jeji soucet, tj. ¢islo! Ale nebojme se, z kontextu
n=1

bude vzdy jasné, o které z téchto dvou moznosti pravé mluvime.
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o0
Véta 6.2. Uvazujme tadu Y z,. Pak plati:® A\ U
n=1 % &
0"4' ““\‘\

(i) (nutnd podminka konvergence)

oo ZAPADOCESKA
. . > UNIVERZITA
E zn konverguje = lim z, = 0. UREL

n=1

(i) (,konvergence tady = konvergence tady redlnych a tady imagindrnich casti“)

(o, ¢] [o.¢] (0.0
Z(a;n + iyn) konverguje < konverguji rady Z Tn @ Zyn;
n=1 n=1 n=1

[e¢]

navic, konverguje-li rada " (xn, + iy, ), plati pro jeji soucet:

n=1

o o o0

D @n+iya) =D Tnti yn.

n=1 n=1 n=1

“Doporucuji ¢tenari, aby si prohlédl [7].
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(iii) (Bolzanova—Cauchyho podminka)

@:

o0
Zzn konverguje &
n=1

& (Ve e RY) (3ng € N) (Vn,m €N; n,m > ng) : [sn — sm| <e

(sp = Z 2k)-
k=1

ZAPADOCESKA
> UNIVERZITA
V PLZNI

A4

(iv) (,absolutni konvergence rady = konvergence rady “)

o0 (.¢]
Z |zn| konverguje = Zzn konverguje .
- - CIRIOL
; 3 5 Lell»]
(Rekneme, ze fada ) z, konverguje absolutné, konverguje-li fada ) |z,|.
n=1 n=1

Radu, kterd konverguje, ale nekonverguje absolutng, nazyvime neabso-
lutné konvergentni fadou.)

(v) (srovndvact kritérium)

VneN: |z, £ ap o

= Yz k je absolutné

S ap konverguje = zn konverguje absolutneé.
n=1 n=1

l Cels obrazovka/Okno
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VIR
(vi) (d’Alembertovo kritérium) “7
00 %/"H u\\\“%&
lim [ <1 = Y 2z, konverguje absolutné,
" n=1
. Zn41 =2 . . > ZAPADOCESKA
lim o >1 = Zl Zn dwerguje. sl:lLvZE"nlzm
n=
(vii) (Cauchyho kritérium)
o0
lim {/|zp| <1 = > z, konverguje absolutné,
n=1
o0
lim {/|zp| > 1 = > 2z, diverguje.
n=1

(viii) (integrdlni kritérium)

Necht funkce f : R — R je nezdpornd, nerostouci a spojitéa na intervalu (1,400)
a necht pro kazdé n € N je |z,| = f(n). Pak plati

00 +o0
Z\zn|<+oo & / f(z)dz < +o00.
n=1 1
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Zpelie ady. rosliovprosy a fady ieemel. o o oo 210 R

?‘ IsTRaVY
< >
Q s
S g

3

@
=
©

-

Priklady 6.3.
a) Rada

> n
> (i)
n=1 3"

konverguje absolutné, protoze

b (L44)" ] ’1 n+1

(1+i)‘—>?<1.

= ()T 3 n




Ciselné rady. Posloupnosti a fady funkci.

111
b) Rada

2

s
'Ln

€
= 1 1
- .
n21 T COS T diverguje.

diverguje, protoze pro kazdé n € N je —

T cos% + z\/iﬁ sin% a soucasné rada

B

6.2. Posloupnosti funkci. Bodova a stejnomérna konvergence

Definice

6.4. Rekneme, 7ze

posloupnost komplexnich funkei (f,) konverguje
bodové na mnoziné 2 C C, k funkci f, a piseme f,, — f na , plati-li

Vz € Q: lim f,(2) = f(2),
tj. plati-li

(Vz2eQ) (Ve eRT)(3Fno eN) (VR eN, n2ng): fo(z) € U(f(2),¢)

Poznamka 6.5. Ptirozené ¢islo ng vyskytujici se ve vyse uvedené podmince zavisi obecné
na volbé z € Q a e € RT. Jestlize lze ¢islo ng zvolit nezévisle na volbé bodu z € 2 a jsou-li
funkce f,, a f konecné, mluvime o stejnomérné konvergenci na 2. Reknéme to presnéji:

'Rozmyslete si podrobné!

ZAPADOCESKA
’ UNIVERZITA
V PLZNI
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Definice 6.6. Budte pro kazdé n € N funkce f,, a f koneéné a definované na mnoziné v 5
Q C C. Rekneme, 7e posloupnost funkei (f,) konverguje stejnomérné na mnoziné €2 ’5% '3«5
/0"4- ““\‘\

k funkci f, a pisSeme f, = f na Q, plati-li

lim |sup |fn(2) — f(2)|| =0, D e

V PLZNI

z€Q
tj. plati-li

(Ve e RT) (Gng e N) (Vn €N, n 2 ng) (V2 € Q) : fa(z) € U(f(2),¢).

Véta 6.7. Necht f, = f na Q a necht pro kazdé n € N je funkce f, spojitd na . Pak
funkce f je spojitd na Q.

Definice 6.8. Budte pro kazdé n € N funkce f,, a f koneéné a definované na mnoziné
Q C Cs. Rekneme, ze funkéni fada

A1)+ f2(2) + o+ (D) 4 Y fal2) (W)
n=1

konverguje bodové resp. stejnomérné na mnoziné £2 ke svému souctu f,
konverguje-li posloupnost (s,) ¢asteénych souctu funkéni rady (#)* bodové resp. stejno-
meérné na ) k funkci f.

“5n(2) 1= 30 ful2).

£l
Il
s
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Véta 6.9 (Weierstrassova). Necht pro kazdé n € N je funkce f,, holomorfni na oblasti

@:

o
Q C C a necht funkéni tada " fn(2) konverguje na Q lokdlné stejnomérné, tzn. Ze
n=1

ZAPADOCESKA
UNIVERZITA
V PLZNI

o0
(Vz2e€Q)(3U(2) CQ): Z fn(z) konverguje stejnomérné na U(z).
n=1

A4

Potom je funkce f definovand predpisem

=il

holomorfni na oblasti Q a pro kazdé p € N a z € Q plati rovnost
-
fP2) =) £P(2). W <]

n=1

d
i

Navic: je-li v po castech hladkd krivka v 2, plati

L f(z)dz:i1 /7 fulz)dz. @

“Zapsano symbolicky:

N
||\
g
—
]
o
]
A~
—
~

Zavrit dokument

Cels obrazovka/Okno
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Kapitola 7

Mocninné rady. Taylorovy rady.

7.1. Mocninné rady

Definice 7.1. Mocninnou fadou o stiedu zy € C rozumime funkéni radu tvaru

(e o]

a0+a1(z—zo)+a2(z—zo)2+...OQ'Z%(Z—ZO)”’ ()

n=0

kde pro kazdé n € NU {0} je a,, € C.

Zabyvejme se nyni konvergenci fady (é), tj. zkoumejme, pro jakd z € C dand rada
konverguje. Je zrejmé, ze fada (&) konverguje pro z = zp, tj. ve svém stfedu, a ma tam

ZAPADOCESKA
’ UNIVERZITA
V PLZNI
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RN
soucet ag. Predpoklddejme nyni, ze fada (&) konverguje v bodé z; # zp, a bud z € C takovy . 5
bod, ze |z — 29| < |21 — 20|. Pak pro kazdé n € N plati SN 4
. 4'/0“. = >
Z— 20
|an(z — 20)"| = |an(21 — 20)"| | — (*)
Zl zo ZAPADOCESKA
= g
Nyni aplikujme vétu 6.2. Z predpokladu, ze fada Y a,(z1 — z0)" konverguje, vyplyvd, ze
n=0

lim (an (21 — 20)") = 0,

z—20

a proto existuje k € RT takové, Ze pro kazdé n € N je |a,(21 — 20)"| £ k.
I
21—20

Navic, z predpokladu

’ < 1 plyne konvergence (geometrické) rady

= |z—2
Sz
n=0 “1 — 20
o0
a proto ze vztahu (x) (a srovnavaciho kritéria) vyplyva, ze fada ) an,(z — 20)" absolutné
n=0
konverguje. Toto zjisténi je zobecnéno v nasledujici vété.
o0
Véta 7.2 (Abelova). Necht mocninnd rada Y, an,(z — z0)" konverguje v bodé z1 # z.
n=0

Pak konverguje absolutné a lokdlné stejnomerné v U (zo, |21 — 20]) -

o0

Dausledek. Pokud mocninnd rada », an(z—20)" diverguje v bodé zo € C, diverguje i v kaz-
n=0

dém bodé mnoziny

{z€C: |z— 2| > |z2 — 20|}
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Véta 7.3. Pro kazdou mocninnou tadu (&) o stredu zy existuje pravé jedno cislo
R € (0,+00) U {400}
(rikejme mu polomér konvergence mocninné rady (&) ) takové, Ze
(i) 7ada (&) konverguje absolutné, je-li |z — zp| < R,
(i) 7ada () diverguje, je-li |z — zp| > R.
Diikaz. Dokazované tvrzeni je snadnym dusledkem predchozi véty 7.2. Staci definovat
oo
R :=sup {|z —2p|: z€C A Zan(z — 2p)" konverguje} .

n=0

O

Definice 7.4. Plati-li pro polomér konvergence R mocninné rady (é), ze
0 < R < +o0, nazyvame U (29, R) kruhem konvergence mocninné rady (é);
je-li R = +o00, rozumime kruhem konvergence mocninné rady (é) mnozinu

U(zp,+o0) :=C.

Poznamka 7.5. Predpoklddejme, Ze pro polomér konvergence R mocninné rady
[e.e]

> an(z —20)" plati, ze 0 < R < +o00. Uvédomme si, ze obecné nelze fici nic o konvergenci
n=0

ZAPADOCESKA
> UNIVERZITA
V PLZNI
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této fady v bodech kruznice
{z€C: |z— 2| = R}.

Situaci ilustrujme témito tiemi mocninnymi fadami:'

oo oo
n 2" 2"
DIEEED DD D
n=1 n=1 n=1
Protoze L
+1 2t
n+1 2"
z n+1 (n+1)
— |'Z’7 AL —>‘Z|7 AL _>‘Z|7
n n?

je (viz d’Alembertovo kritérium) polomér konvergence kazdé z téchto mocninnych rad roven
1. Navic plati:

o0
e fada ) 2" diverguje v kazdém bodé kruznice {z € C : |z| = 1} (pro zddné z € C, |z| = 1,
n=1

o0
nen{ totiz splnéna nutnd podminka konvergence fady > 2", tj. podminka lim z™ = 0);

n=1

9 n

e fada ) Z- konverguje (neabsolutné) pro z = —1 (viz Leibnizovo kritérium) a diverguje
n=1

pro z = 1 (viz integralni kritérium);

oo

e fada ) Z; konverguje (absolutné) pro kazdé z € C, |z| = 1 (viz integralni kritérium).
n=1

e
! Jedn4 se ve vsech tfech pifpadech o mocninné fady tvaru Y an(z — 20)™, kde 20 = 0 a ag = 0.
n=0

ZAPADOCESKA
’ UNIVERZITA
V PLZNI
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e o

Véta 7.6. Necht existuje

lim Gntl | ozn. L, resp. lim W 2 K.
Qn,
o0
Pak pro polomér konvergence R mocninné rady > an(z — z0)" plati:

n=0

1, je-li L € RT, +, je-li K € RY,

R = 0, je-li L = 400, resp. R = 0, je-li K = +o0,

400, je-li L =0, 400, je-li K = 0.

Diikaz. Staci si uvédomit, ze pro z # zg je

= L|z — 2|, resp. lim %/|an(z — 20)"| = K|z — 20|,

a uzit d’Alembertovo, resp. Cauchyho kritérium.

Ap41 (Z — ZO)n+1

an(z — 29)"

Priklad 7.7. Urcete obor konvergence mocninné rad

!Tzn. uréete mnozinu véech z € C, pro néz dané fada konverguje.

ZAPADOCESKA
’ UNIVERZITA
V PLZNI
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i 1/ i Y

a proto R = 2; dand fada konverguje (absolutné) pro kazdé z € U(0,2) a diverguje pro
kazdé z € C, |z| > 2.

Resend.

Je-li |z] =2, je
. n
hm‘z—nz” = =00 # 0,
o0
a proto rada o 2" diverguje (neni splnéna nutnd podminka konvergence).
0
"~ A
Priklad 7.8. Urcete polomér konvergence mocninné rady
(0.9}
2n)!
> "
n=0
Resend. .
Gep? _ (2n+2)@n+1)
Eif‘)é (n+1)(n+1) ’
a proto R = 3
A

m

2\ IsTRAvY,
S Q\I5TRAY
TRA Q

%
Y, 5
70, i v “\Q‘v

L

ZAPADOCESKA
UNIVERZITA
V PLZNI
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o<
o0
Véta 7.9. Necht mocninnd rada ), an(z — z0)"™ md polomeér konvergence R > 0. Pak je A <l
n=0 X &Y
funkce f definovand predpisem ETS>

o
) =3 anlz - )" D S Siiiere
n=0

V PLZNI

holomorfni na oblasti U(zp, R).

Navic: pro kazdé p € N a z € U(zp, R) plati rovnost

(0.9}
fP) =) nn-1)...(n—p+1)an(z—2)"?
n=p
o
a mocninnd tada Y, n(n—1) ... (n—p+1)an (z—20)" P md taky polomér konvergence R.
n=p

Dikaz. Véta je pfimym dusledkem Weierstrassovy a Abelovy véty (viz véty 6.9 a 7.2). O

Priklad 7.10. Urcete soucet mocninné rady

v kruhu konvergence.
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Reseni. Protoze .
n+1
-1 L

n

je kruhem konvergence dané mocninné fady oblast U (0, 1). Definujme funkci f predpisem

0o o o
f&) = St
n=1
Pak pro kazdé z € C, |z| < 1, plati
/ — -1 n—-1 _n—1 _ _.\n—1 _ —
P = = S = e =
a proto existuje ¢ € C takové, ze pro kazdé z € U(0,1) je
f(z)=In(1+2)+ec
Protoze ale ztejmé plati:
0=f(0)=lnl+c=c,
je pro kazdé z € U(0,1)
S (<112 — (1
=2 () = n1+)

ol
&7

S
<

‘ e 94 »
) STRAN
% v
0"4- ““\‘\

&
S

-

2,

ZAPADOCESKA
UNIVERZITA
V PLZNI
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VIR
o0
Véta 7.11 (Abelova). Necht mocninnd tada Y, an(z — 20)™ md polomér konvergence A <l
n=0 “"’47 - £
R € (0,+00) a necht tato rada konverguje v bodé s>
21 = 20 + Rei‘p, kde (S R. D ZAPADOCESKA
’ UNIVERZITA
V PLZNI

Pak je funkce f definovand predpisem

f(z) = Z an(z — 20)"
n=0

spojita na usecce s krajnimi body zo a z1, tj. na mnoziné

{zo+71e": re(0,R)} ={z0+ (21 —20)t: t€(0,1)}.

Specidlne:

f(21) = f (20 + Rei®) = lim f (20 +7¢) = lim f(z0+ (21 = 20)t).

Priklad 7.12. Vypoctéte soucet rady

[ee)

(-1

S|

n=1
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R
57

O
%) <

STRANS,
TS

&
S

Resend. Predné si uvédomme, 7e uvedend fada konverguje. ! Uvazujme nyni funkci f defi- . l
D z
novanou predpisem: D
o0 Zn
— n—1
flz):=) (-~ =.
n
n=1

Z véty 7.11 a predchazejiciho ptikladu pak vyplyva, ze

=

£

ZAPADOCESKA
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e}

(-1

S|

= /(1) = lim f(z) = Jim (In(1+2)) =In2
n=1

Viz Leibnizovo kritérium.
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7.2. Taylorovy rady

Dosud jsme ukézali, ze souctem mocninné rady je (v kruhu konvergence) holomorfni funkce.
Nasledujici véta fiké, ze kazda holomorfni funkce je (alespon lokalné) souctem jisté moc-
ninné rady.

Véta 7.13 (o rozvoji holomorfni funkce do Taylorovy rady).
Necht funkce f je holomorfni na U(zo, R), kde z9 € C a R € (0, +00)U{+o0}. Pak existuje

pravé jedna mocninnd tada Y an(z — 20)" takovd, Ze pro kazZdé z € U(zo, R) plati
n=0

f(z) = Z an(z — 20)".
n=0

Navic, je-li o libovolné redlné cislo takové, Ze 0 < o < R, plati pro koeficienty vijse uvedené
(tzv. Taylorovy) rady

ap —

) L 10,
( )
Y

n!  2mi z — zp)"H

kde .
v(t) == 2o + o€, t € (0, 2)

(n€{0,1,2,3,...}).

Pozorovani 7.14. Je-li f holomorfni na C, je polomér konvergence jeji Taylorovy rady

@:
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VIR
(o stfedu v libovolném bodé zp € C) roven +oo. Ptiklady takovychto funkei (a jejich Tay- % -
lorovych fad o stiedu 0): SN 4
4'/4.“ >
€9 €9 2n+1 € »2n
e’ = —, sinz = —1)" ——, cosz = —1)* .
2w 2 Gy 2" Gy D e

Priklad 7.15. Najdéte Taylorovu fadu funkce f o stiedu zg, je-li
a) f(2) =523, 20 =0,
b) f(2) := g3, 20 = —1+3i,
c) f(z) :==1nz, z=2.

Resent.

Ad a) Predné si uvédomme, ze funkce f je holomorfni na U(0, 3). Pfi hledani jeji Taylorovy
fady nam dobfe poslouzi tvrzeni o konvergenci geometrické rady: !

32 () -

Ve e U(0,3): f(z) = — :%

— 33—z

OJIN

Viz vétu 6.2.
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Ad b) Postupujme podobné jako pred chvilickou. Pro kazdé
z2€U(-1+34,[3—(-1+4+3i)]) =U(-1+3i,5)

plati

1 1 1 1 B i (z+1— 39"
- _ - _ . _ _ _ . - _ . 1_3' - _ . 1 .
3=z 4-3i—(2—(-1+43¢)) 4-3i 1-= (4 — 3i)nt

n=0

Ad ¢) Funkce f je zfejmé holomorfni na U(2,2). Pro kazdé z € U(2,2) plati

n=0

a proto existuje ¢ € C takové, ze pro kazdé z € U(2,2) plati

o0 n Z o 2)n+1

Z 2n+1 ntl 1 ©
n=0
Protoze ztejmé
f(2)=In2=c¢,

je
VzeU(2,2): f(z) = ln2+z%(2—2)".
n=1

;e

2\ IsTRAvY,
G 'S \}
o TRA Q

%
Y, 5
70, i v “\Q‘v

L

ZAPADOCESKA
UNIVERZITA
V PLZNI




Mocninné rady. Taylorovy rady. 127

Véta 7.16 (Liouvillova). Necht funkce f jena C holomorfni a omezena (tzn., Ze exis-
tuje M € R takové, Ze pro kazdé z € C je |f(z)| £ M ). Pak je f na C konstantni.

Dikaz. Uz vime (viz vétu 7.13), zZe
o0
VzeC: f(z)= Zanz",
n=0

kde — pro kazdé n € NU {0} a kazdé p € (0, +00) —

_ L [ f@ L [T fee) g,
T omi ) T o iyn+1 9
v 0o (oe")

n

(*y(t) = pe, t e (0, 27r)) }
Odtud plyne (opét pro kazdé n € NU {0} a kazdé p € (0, +00)), ze

27 it 1 27TM M
%idt‘é— Zar=2
0 ee

T 2mJy o" o"
Protoze konstantu ¢ € R™ lIze volit libovolné velkou, plyne z odhadii |a,| < QMH, Ze pro
kazdé n € N je a, = 0. Dokézali jsme, ze pro kazdé z € C je f(z) = ap; funkce f je tedy
konstantni.

] = =
an| = —
" 27

O
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’ UNIVERZITA
V PLZNI




Mocninné rady. Taylorovy rady.

128

Véta 7.17 (Zékladni véta algebry). Kazdy polynom kladného stupné md v C alespon

jeden koren. Jinak receno: bud funkce f : C — C definovand predpisem:

f(2) = an2™ + an_12" ' + -+ + a1z + ag,
kde

n €N, ap,a1,...,a, € C, a, #0.

Pak existuje z € C takové, zZe f(z) = 0.

Diikaz. Predpokladejme sporem, Ze

VzeC: f(z)#0,

a uvazujme funkci

1
F(z) := .
®= 10
Pak ziejmé plati:
e F' je holomorfni na C
: _ _ ')
(‘v’z eC: Fl(z) = —fgé)),
e F' je omezenad na C
. L 1 1 _ 1 _
(Jim, F) = ity s = iy = £ =0),

a proto je (viz vétu 7.16) funkce F' na C konstantni. To je vSak spor s definici funkce F.

O]
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2 TORS

Definice 7.18. Bud funkce f holomorfni v bodé zg € C a bud p € N. Rekneme, ze zg je ‘. 57
5N &

p — nésobnym kofenem (nebo p — ndsobnym nulovym bodem) funkce f, je-li

ZAPADOCESKA
’ UNIVERZITA

V PLZNI

F(z0) = f'(z0) = f"(20) = -+ = fPV(29) = 0 # fP)(20). D

Véta 7.19. Necht funkce f je holomorfni v bodé zy € C a necht f(zo) = 0. Pak existuje
Ul(zp) takové, Ze plati prave jedna z moznosti:

(i) f je nulovd na U(zp),
(i) f(2) # 0 pro kazdé z € U(29) \ {20}

Diikaz. Jak vime, z vyse uvedenych predpokladt vyplyva, ze funkce f je na néjakém okoli
bodu 2y rovna sou¢tu své Taylorovy fady (o stfedu zp). Neni-li tato fada nulova (tj. neni-li
f nulova na zddném okoli bodu zg), existuje zfejmé p € N takové, ze zy je p — ndsobnym
korenem funkce f; tj. na néjakém okoli bodu zy plati:

n n!

() (, X £(n) (5
=3 T o gy = e = 3 (o gy = (2 - 2 (),

kde funkce
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AZIRINA

je holomorfni (a proto spojitd) a nenulova v bodé zg. ! Odtud plyne, Ze existuje U(zo) v 5
2 S
% 5

takové, ze funkce ¢ je nenulova v U(zp), a proto D) 4
/0"4- ““\‘\
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Vz e U(z0) \ {20} : f(2) = (2 — 20)P ¢(2) # 0. D

Ukazme si jeden dulezity dusledek véty 7.19.

Véta 7.20. Necht funkce f a g jsou holomorfni na oblasti Q@ C C a necht v je takovd
jednoduchd krivka v ), Ze f = g na (). Pak f = g na Q.

Cviceni 7.21. Dokazte pomoci véty 7.20, ze pro kazdé z € C plati:

a) sin®z + cos? z = 1,

b) sin(2z) = 2sin z cos z,

1+cos(22) . 1—cos(2
c) cos?z = —+C°2S( 2 sin? z = —COZS( 2

d) Rez >0 = In(2?) =2Inz.

()
Lo(20) = L0 pEzO) #0
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Kapitola 8

Laurentovy rady. Klasifikace
singularnich bodi.

8.1. Laurentovy rady

Definice 8.1. Laurentovou fadou o stfedu zy € C rozumime vyraz tvaru

(e.9]

Z an(z — 20)",

n=—oo

kde pro kazdé n € {...,-3,-2,-1,0,1,2,3,...} je a,, € C.

5
%
S

<2k

O

S

ﬂl’;‘
0@ I

/05'4' “ “\Qk
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Mocninnou radu
o0
n
E an(z — 2p)
n=0

nazyvame reguldrni ¢asti Laurentovy fady (#), funkéni fadu

E a_n(z—20)" E a_nz "
— 2p)"

n=1

hlavni ¢ésti Laurentovy fady ().

Rekneme, Ze Laurentova fada (#) konverguje na mnoziné Q C C, konverguje-li na € jeji
regularni i hlavni ¢ast. V takovém pripadé pak funkci f definovanou na €2 predpisem
f(z) == fi(2) + fa(2), kde fi resp. fa je souctem reguldrni resp. hlavni ¢asti Laurentovy
rady (#), nazyvame souctem Laurentovy fady (#).

Zabyvejme se nyni konvergenci Laurentovy fady (#); a podivejme se nejdiive na kon-
vergenci jeji hlavni ¢asti. Polozime-li

bude

E a—n E a_n€",
Z Zo o

n=1

kde fada napravo je mocninnou Fadou o stfedu 0 (,,v proménné“ £). Bud p jeji polomér
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konvergence. Pak plati: !

[o.¢]
e je-li |¢] < p, Fada > a_,&"™ konverguje absolutné,
n=1

[e.°]
e je-li |£] > p, Fada Y a_,&™ diverguje.

n=1

Definujeme-li ¢islo

%, je-li 0 < p < +o0,
r:=4¢ 0, jeli p= o0,
400, jeli p=0,
tak z predchozich Gvah plyne:

konverguje absolutné,

o0
o . 1
o je-li |2 — 29| > r, Fada Zl A—n =0
n=

o0
o je-li |z — 20| < r, Fada ) a_nﬁ diverguje.
n=1

Nyni si ozna¢me R polomér konvergence mocninné rady

o0
Z an(z — 29)",
n=0

Wiz vétu 7.3.

1849
v7
@ &
2 <
Ck, i ““\‘\

ZAPADOCESKA
> UNIVERZITA
V PLZNI

L




Laurentovy rady. Klasifikace singularnich bodii. 134

tj. reguldrni ¢asti Laurentovy fady (#). Nastane pravé jedna z moznosti:

r<R, r=R, r>R.

i) Je-li r < R, konverguje Laurentova fada (#) absolutné (a lokdlné stejnomérné) na
mezikruzi
P(zp,7,R):={2€C: r<|z—2| <R}

a diverguje v kazdém bodé mnoziny
{z€ C: |z— 2| <rnebo |z — 2| > R}.

Navic se da ukédzat, ze soucet f Laurentovy fady (#) je funkce holomorfni na P(zg,r, R)
a ze pro kazdé p € N a z € P(z,r, R) plati

F® () = i anw‘

dzP
n=—oo

ii) Pfi rovnosti r = R Laurentova rada (#) diverguje v kazdém bodé mnoziny

{ze€C: |z—2)| #r =R}

iii) V poslednim z ptipadu, tj. je-li r > R, neexistuje zadné z € C, ve kterém Laurentova
fada (#) konverguje.
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Situace je podobna té z podkapitoly 7.1. Ukazali jsme, ze souc¢tem Laurentovy rady je
(samoziejmé za predpokladu r < R) funkce holomorfni na mezikruzi P(zp, r, R). Nasledujici
véta ikd, ze kazda funkce holomorfni na mezikruzi P(zg,r, R) je souctem jisté Laurentovy
rady.

Véta 8.2 (o rozvoji holomorfni funkce do Laurentovy rady).
Necht funkce f je holomorfni na P(zg,r, R), kde 290 € C a 0 £ r < R £ +o00. Pak existuje
o0

pravé jedna Laurentova tada >, an(z— 20)" takovd, Ze pro kazdé z € P(zg,r, R) plati
n=—00

(e.e]

flz) = Z an(z — 29)".

n=—oo

Navic, je-li o libovolné redlné cislo takové, Ze r < o < R, plati pro koeficienty vyse uvedené
Laurentovy rady (tzv. Laurentova rozvoje funkce f), Ze

_ 1 f(z)
Gp = Tm/ymdz,

v(t) := 20 + 0™, t € (0,27)
(nef.. —3-2-1,01,23,..}).

kde

@:
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Laurentovy rady. Klasifikace singularnich boda.

Priklad 8.3. Najdéte Laurenttv rozvoj funkce
1
(z):= (z—1)(z—2)

na vSech maximélnich mezikruzich se stfedem 2y = 0, na nichz je f holomorfni

Resend. Laurentiiv rozvoj funkce f mame ziejmé najit na téchto tiech mezikruzich:
P(0,0,1), P(0,1,2), P(0,2,+00).

fle)=—

Nejdrive si uvédomme, ze pro kazdé z € C\ {1,2} je
1
z—1

Nyni pristupme zv1ast k jednotlivym mezikruzim.

a) Protoze plati implikace:
fe2 5 dpm e R = 5 e
22 T 2T T T2 4\ T LT
= 1 1 iojzn
z—1 = 1-z ’
n=0

|z| <1

je pro kazdé z € P(0,0,1) ={z€C: 0< |z| < 1}:

ZAPADOCESKA
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=% (1 = 2n—1+1> .

n=0

(Vsimnéme si, Ze jsme nasli — jak bylo 1ze ¢ekat — Taylorovu radu.)

b) Jiz vime (viz ¢ast a), ze pro kazdé z € C takové, ze 1 < |z| < 2, plati

1 - 1
PPN
n=0

Protoze navic plati
1 1 1 e /1" & 1
>1 = —— == =_= =) = Rl

je pro kazdé z € P(0,1,2) ={z € C: 1< 2| < 2}:

o [ee)

1A= g g

n=0 n=1

c¢) Z implikace uvedené v ¢asti b) a z pozorovani

1 1 /2\" & om
1_2:;Z<;) :Zzn—i-l
z n=0 =

n=0

1
>2 = =
12 z—2

W | =

snadno plyne, Ze pro kazdé z € P(0,2,+00) = {z € C: 2 < |z|} plati

R
57

S
<

( e 94 »
) STRAN
% D
4 ““\‘\

&
S

-

2,
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0o I!V!I,s

- OsTRAY
D 1 «é:’ 'STRA &
2 . 7, <S>
n Chj yNY

n=1 A
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Cviceni 8.4. Najdéte Laurenttiv rozvoj funkce
1
G-D(-2)

na vsSech maximalnich mezikruzich se stfedem zg = 1, na nichz je f holomorfni.

f(z) =

8.2. Izolované singularity a jejich klasifikace

Definice 8.5. Bod zy € C nazyvame izolovanou singularitou funkce f, jsou-li splnény
tyto dvé podminky:

(1) funkce f neni holomorfni v bodé zo,

(2) existuje prstencové okoli P(zp), na némz je f holomorfni.
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Je-li bod zg izolovanou singularitou funkce f, existuje ¢islo R € RT takové, ze f je holo-
morfni na P(zp, R) = P(20,0, R), a proto®

(e .9]

Vz € P(z0,R): f(2) = Z an (2 — 29)".

n=—oo

Podle poc¢tu nenulovych koeficientt hlavni ¢asti této Laurentovy rady rozlisme tii pripady:
a) vSechny koeficienty hlavni ¢asti jsou nulové (tj. a_, = 0 pro kazdé n € N),

b) existuje aspon jeden ale nejvySe koneéné mnoho nenulovych koeficient hlavni ¢asti
(tzn. existuje n € N takové, ze a_,, # 0 a ze pro kazdé k € N, k > n, je a_ = 0),

¢) existuje nekone¢né mnoho nenulovych koeficienti hlavni ¢asti.

Nastane-li ptipad a), nazyvame bod zy odstranitelnou singularitou funkce f, v pripadé b)
se bod zp nazyva pélem (ndsobnosti n) funkce f ” a za situace ¢) budeme bodu zy Fikat
podstatna singularita funkce f.

“Viz vétu 8.2.
P4l néasobnosti 1 nazyvame taky jednoduchym pélem.
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Véta 8.6. Bud zy € C izolovanou singularitou funkce f. Pak plati:

(i) zo je odstranitelnou singularitou funkce f prdvé tehdy, je-li

lim f(z) € C;

Z—r20

(ii) 29 je pélem funkce f (resp. pdlem nasobnosti n funkce f) pravé tehdy, je-li

i (o) =0

(resp. jeli lim [(z — %) £(2)] €C\ {0}) ;

Z— 20

(iii) zp je podstatnou singularitou funkce f prdvé tehdy, jestlize h_)m f(2) neexistuje.
z—20

Véta 8.7 (Velka Picardova). Necht zy € C je podstatnou singularitou funkce f.
Pak f nabjvd na libovolném prstencovém okoli bodu zy vsech hodnot z C s vyjimkou nejvys
jedné, tzn.

(VP(z0)) (32 € C) : C\{z} C f(P(20))-

@:
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8.3. Laurentova rada o stredu oo,
klasifikace bodu oo

Definice 8.8. Laurentovou radou o stfedu oo rozumime vyraz tvaru

o
Qnp
>
n=—00
kde pro kazdé n € {...,-3,-2,—-1,0,1,2,3,...} je a, € C.

Mocninnou radu
o0
E a_nz"
n=1

nazyvame hlavni ¢asti Laurentovy fady (#), funkéni fadu

oo
Qn,
on
n=0

reguldrni ¢asti Laurentovy fady (#). ¢

ZAPADOCESKA
> UNIVERZITA
V PLZNI

“Vsimnéme si, ze formélné neni rozdil mezi Laurentovou fadou o stfedu 0 a Laurentovou radou
o stfedu co. Chceme-li tyto dva piipady rozliSit, je nutno udat stfed rady nebo urcit jeji hlavni resp.

reguldrni ¢ast.

Podobné jako u Laurentovych fad o stfedu zg € C zavadime pojem konvergence Lau-
rentovy fady o stiedu oo a jejtho souctu; podobné bychom dospéli k mezikruzi konvergence,
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tentokrat tvaru

@:

1 1
P = 2 = -}
(00,7, R):={2€C R<|Z|<r}

I zde plati: konverguje-li Laurentova fada (#) na mezikruzi P(co,r, R) # (), je soucet této
fady na P(oo,r, R) holomorfni funkci. Plati i analogie véty 8.2:

ZAPADOCESKA
> UNIVERZITA
V PLZNI

A4

Véta 8.9. Necht funkce f je holomorfni na P(oco,r,R) # 0. Pak existuje pravé jedna
o

Laurentova tada ) % takovd, Ze pro kazZdé z € P(oco,r, R) plati
n=—o0o

Obsah
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. . . . / 12 oxs sy 142. strana ze 210
Navic, je-li o libovolné redlné cislo takové, Ze

[=]
[£]
=]
[=]

1< <1
R 1% r

d
i

plati pro koeficienty vise uvedené Laurentovy rady

1 f(2) 1 =1
W= %z dz = — " d )
“ 27 L z—ntl “ 27 [yf(z)z “

kde ‘
y(t) := pe®, t € (0,2m)

(n € { cey —3, —2, —1, O, 1’ 2, 3, Ce }) . Zavfit dokument

l Cels obrazovka/Okno
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Definice 8.10. Rekneme, e oo je izolovanou singularitou funkce f, existuje-li P(c0), na
némz je f holomorfni.

Je-li 0o izolovanou singularitou funkce f, muzeme na néjakém P(oco) funkei f rozlozit
v Laurentovu radu o stredu oo; tzn.

oo

Vze P(co): fl2)= . Z—Z

Stejné jako u konecénych izolovanych singularit i zde podle poctu nenulovych koeficientii
hlavni ¢asti této Laurentovy rady klasifikujeme bod co. Plati i analogie véty 8.6:

o

1849
v7
@ &
2 <
4 ““\‘\
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Kapitola 9 D

Rezidua. Reziduova véta
9.1. Reziduum funkce a jeho vypocet

Definice 9.1. Bud 2y € C (resp. o) izolovanou singularitou funkce f a bud

o (o]

> an(z—z)" (esp. Y )

n=—oo n=—0oo

Laurentuv rozvoj funkce f na néjakém prstencovém okoli bodu zy (resp. co).
Cislo a_; (resp. —ay) nazyvame reziduum funkce f v bodé z (resp. 0o) a znaéime res f(z)
(resp. res f(0)). ¢

“Nékdy budeme pouzivat i znaceni: res f(z) (resp. res f(z)).

z=2z0
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Poznamka 9.2. Na misté je pfirozend otdzka, pro¢ se ¢islo a_1 (resp. —ap) nazyva ,reziduum
funkce“. ! K odpovédi si sta¢i uvédomit, ze za situace z vyse uvedené definice plati’
) Yy

o

res f(20) /f 27m/ Z an (z — 20)" | dz
7 \n=—0c0
1 > QA
(resp. res f(o0 5 / f(z 57 Z n dz).

ol n=—oo

! Reziduum® znamen4 ,zbytek“ nebo ,zistatek*.
2Viz vétu 8.2 (resp. vétu 8.9).

6’
/0 i v “\Q‘v

ZAPADOCESKA
> UNIVERZITA
V PLZNI
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Véta 9.3. Plati:

(i) Je-li z9 € C odstranitelnou singularitou funkce f, je res f(zp) =0. ¢

(ii) Je-li funkce f holomorfni v bodé zy € C a md-li funkce g v bodé zy jednoduchy pdl,
je
res (f(2)g(2)) = f(z0) res g(z).

2=20 2=20

(iii) Jsou-li funkce f a g holomorfni v bodé zy € C a je-li bod zy jednonadsobnym ko¥enem

funkee g,° je
res <f(z)> = f/(Zo) .
=20 \g(z) ) ¢(20)
(iv) Je-li bod zy € C, resp. oo pélem nasobnosti k funkce f, je

res fle) = <k11>. Jim, ((fkk (£ - zO>’“)) ,

resp.
(_1)k ; dr+1
s @) = Gy A, S ()
(v) Je-li funkce f holomorfni v C\ {z1,22,...,2n}, kde z1, 22, ..., 2, € C jsou (navzdjem

rizné) izolované singularity funkce f, je

res f(oo0) + 2”: res f(z;) = 0.
i=1

“Varovny ptiklad! Uvazujeme-li funkci f(2) := 1, je co odstranitelnou singularitou funkce f, a presto

plati: res f(oco) = —1 # 0. .
"Tzn. g(z0) = 0 # ¢'(20).

@:

ZAPADOCESKA
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Obsah

147. strana ze 210

5
"l

Zavrit dokument

Cels obrazovka/Okno
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Cviceni 9.4. Pokuste se o ditkkaz véty 9.3. l
“ 2. 7
%,

O
%, <

STRANS,
TS

=

Priklady 9.5. Vypoctéte

o1
a) res | z%sin - |,
z=0 %

3

ZAPADOCESKA
UNIVERZITA
V PLZNI

L

z°sin 2z
b) res

=2 cos(2z2)’

) 1
C res —————..
z=2mi (€% — 1)2

Resend.

Ad a)
Pro kazdé z € C\ {0} plati

22 sinl = 22 i(—l)n ! L _ i (=1)" !

z (2n 4+ 1)1 220H1 £ (2n 4 1)1 2201

n=0
res | 2% sin 1 = -1 = 1
2=0 z) 31 6

a proto




Rezidua. Reziduova véta 149 Py S 0 S
AZIRINA

1849

Ad b) > .
~ . N N , /. v - N
Protoze % je zfejmé jednondsobnym kofenem funkce
/0[(4- ““\‘\

9(z) := cos(22),

ZAPADOCESKA
> UNIVERZITA

V PLZNI

A4

je

23sin 2 23sin 2 \/5773
z==I

Zr:es% cos(2z) | —2sin(22) 256

Ad ¢)
Protoze 2mi je ziejmé pélem nasobnosti 2 funkce, jejiz reziduum pocitime, je 2
1 1 (z — 2mi)?]’
— = ==k ¥ — Y | =coo= =il
momi (@ —1)2 1l osemi { (e — 1)2

'Viz vétu 9.3 — &ast (ii).
2Viz vétu 9.3 — &ast (iv).
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9.2. Reziduova véta

Véta 9.6 (reziduova). Necht Q C C je jednoduse souvisld oblast, necht v je jednoduchd
uzavrend po castech hladkd kladné orientovand krivka v Q a necht funkce f je holomorfni na
O\{z1,22,...,2n}, kde {21, 22, ..., 2n} € inty jsou (navzdjem rizné) izolované singularity

funkce f.
Potom plati:

/f(z)dz = 2mi Z res f(z) .
v i=1

Drikaz je snadnym dusledkem definice rezidua a vét 5.10 a 8.2.

Priklad 9.7. Vypoctéte

1
/z2 sin dz,
4 z+1

v(t) := 2e™, t € (0,27).

kde

Reseni. 7 reziduové véty plyne, ze

+1 z=—1 z+1°

1 . o1
Z2 Sin dz = 2mi res 22 sin
~ z

ZAPADOCESKA
’ UNIVERZITA
V PLZNI




Rezidua. Reziduova véta 151 Py S 0 S

VIR
Protoze pro kazdé z € C\ {—1} plati:
P \{~1}p ‘.7
‘:’4'/ - é“»\
1 =~ (=" 1 s>
2 — 2_
z“sin 1—((z+1) 2(z+1) +1) E Gnt 1) (3 1

=0

Z+ !
n
ZAPADOCESKA
P univerzima
je 1 v PLZNI

1, (G0, L
1 =27 (1T+0+1T

.1 . .
22 sin dz = 27i res z2sin
z+1 z

_5 i
5 z=—1 _371-'

9.3. Vypocet integrali funkci realné proménné
pomoci reziduové véty

a) Integraly typu fOZﬂ R(sinz,cosx) dz,

kde R : R? — R je racionalni funkce dvou proménnjch a integrovana funkce (tj. funkce
x +— R(sinz, cosx)) je spojitd na intervalu (0, 27).

Zvolme substituci

'Rozmyslete si podrobné!
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Pak (zatim pouze formaln¢) dostaneme:

o

. Z_l
SINT =

“ 2 7
%/
~ 1
, dz=e%idx, tj. do = —dz,

»
STRAN (.\}
&
70, i v “\“v

&
S

-

2
a proto

2T
/ R(sinx,cosx) dz
0

kde

ZAPADOCESKA
UNIVERZITA
V PLZNI

[l
S~
VR
IS
A
-~
W =
IS
|+
W=
~—
'||—‘
o,
N

v(z) := e, x € (0,2m).

Spréavnost rovnosti (9.1), kterou jsme ziskali pouze ,formalnim dosazenim“, plyne piimo
z véty 5.5. Integral vystupujici napravo lze casto spocitat pomoci reziduové véty.
Priklad 9.8.

21
d 1 1
/ 5—xd$=/—.
0 ol

— —dz =
4 —cosz 5 _ zhz 1z
4 2
2/ dz 22 1 4 1 8
= = —— 27i res = —4r =7
i e-9G-h i E\G-26-D) I-273
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b) Integrily typu

+oo P(l‘)
—x0 Q(2)

dz,

kde P,Q : R — R jsou polynomy, pro néz plati:

e () nema redlny koren,

e stupen polynomu @ je alespon o 2 vétsi nez stupen polynomu P.
7 vyse uvedenych predpokladia vyplyva, ze

dz = lim /
k—+o00

Oék(t) =1, te <—k,k>,

lim

k—4o00 ag Q(Z)

kde

kde

Proto plati

lim

Br(t) == ke, t € (0, 7).

&
S

-

57

S
<

“ OSTRAVY
«é:’* 'STRA
/"k,i 5 “\“v
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kde!
ap(t+ k), jelite (—2k,0),

Vi(t) = { Br(t), jelite (0,m).

Nyni uvazujme kruh U(0,7) C C tak velky, aby obsahoval vSechny kofeny polynomu @
(takovy jisté existuje!). Pak pro kazdé redlné ¢islo k > r plati

P) [ PG),
%ma“‘ﬂde’

a proto
+oo P($

B P(z2) P(z2)
oo Q) sk kllgloo /Wc Q(z) /w Q(z) £

A ted aplikujme reziduovou vétu:

™2 = P(z) z =27 res P(z)
e Q@) T e T E::z=%(axa>'

1Namalujte si geometrické obrazy kiivek ak, Bk, V-

m

2\ IsTRAvY,
S Q\I5TRAY
TRA Q

%
Y, 5
70, i v “\Q‘v

L
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Priklad 9.9.

+oo dx TED dz
/—oo (22 + 2z +2)2 o= /—oo (= (-141)) (@ = (-1-1)))

/
= 27 res 1 =27 lim ( 1 ))2)

=t (o= (C1+0) = (1= et (e (-1

e=n
(z—(-1-i)°) __ 1.

o=

=27 [—2

&
S

“ 2 7
%,

»
STRAN §
Q
Zxg ynis

=
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Test 17. Urcete poloméry konvergence danych mocninnych fad:'?

Y

o0

2" R
’anm7 -
n=1

2. Zn”(z -1)" R=
n=1

3 > 3(z—1)" B
S /(Bn—2)27
. i(z—i—l—i—i)” e
= 3"(n—1)
oo nn .
n=1

1 oco“ piste jako ,nekonecno.

2 Zlomek ,2“ piste jako ,,a/b*, nasobeni ,ab“ jako ,a*b“ mocninu ,a’“ jako ,a"b“, odmocninu Aak

»p

jako ,sqrt(a)“, logaritmus ,lna* jako ,1ln(a)“, ¢islo ,7* jako ,pi“, apod. Napt. vyraz
napiSeme jako ,,(pi)"2/8*(3*(1n(7)) " 3-sqrt(5)/2)“.

L
»° g8

(31n37— 455

L]

“ 0, 'y
) STRAN
2
0"4-

<l
Q’\}
s
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o0

6. Z (cos(in))z", R =
n=0

o0

7. Z(n2 —n—2)z", R=
n=0

Spravné zodpovézené otazky:
Ziskané body:

Procento tspésnosti:

&
S

“ 2 7
%,

»
'STRAN §
Q
Zxg ynis

=

ZAPADOCESKA
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Test 18. Dopliite soucty danych mocninnych fad. '

o
1. Pro kazdé z € C pattici do kruhu konvergence mocninné rady Z nz" plati

n=1

o
E nz" =
n=1

X _n
z
2. Pro kazdé z € C patrici do kruhu konvergence mocninné rady E — plati
n

n=1
(e.9]
>e
n
n=1
22n+1
3. Pro kazdé z € C patrici do kruhu konvergence mocninné rady 1 plati
n
=0
22n+1
2n+1
n=0
! Zlomek »7* piste jako ,a/b“, nasobeni ,ab“ jako ,a*b“, mocninu »a’¢ jako ,a"b“, odmocninu ,/a“

jako ,sqrt(a)“, logaritmus ,lna* jako ,1ln(a)“, ¢islo ,7* jako ,pi“, apod. Napt. vyraz ,,L: -(3 In®7— é)“
napiSeme jako ,,(pi)"2/8%(3*(1n(7)) " 3-sqrt(5)/2)“.

: A\ LD 4 7
% S

%, <
A uws

ZAPADOCESKA
’ UNIVERZITA

V PLZNI




Rezidua. Reziduova véta 160

€9 n
z
4. Pro kazdé nenulové z € C patfici do kruhu konvergence mocninné rady Z(— 1)t T
n
n=1
plati
= n+1 z"
—1 - — . ZAPADOCESKA
S o> sz

Spravné zodpovézené otazky:
Ziskané body:

Procento tspésnosti:
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Test 19. Dopliite spravné hodnoty. '
“ IsTRaNY, 7
xS
ZAPADOCESKA
1. Necht 1 > sr:L\lzsr‘r:zlrn
1) = ——
Pak
res f(0) =
res f(i) =
res f(—i) =
res f(o0) =

' Zlomek , ¢ piste jako ,a/b“, ndsobeni ,ab“ jako ,a*b“, mocninu ,a’* jako ,a"b“, odmocninu ,/a“

jako ,sqrt(a)“, logaritmus ,lna* jako ,1ln(a)“, ¢islo ,7* jako ,pi“, apod. Napf. vyraz ,,"—82 -(3 n®7— é)“

napiSeme jako ,,(pi)~2/8% (3% (1n(7)) " 3-sqrt(5)/2) <. _
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4. Necht
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xR

6. Necht

1
f(2) :=sin zsin —.

z
Pak

res f(0) = res f(o0) =

7. Necht
sin(7z)

f(z) = m

Pak

res f(1) =

res f(o0) =

Spravné zodpovézené otazky:
Ziskané body:

Procento tspésnosti:

&
S

“ 2 7
%,

»
STRAN §
Q
Zxg ynis

=
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Test 20. Dopliite spravné hodnoty. ' 2

1. Necht '
v(t) :=3e™, t € (0,27).
Pak
[22a ; i.
5 7
2. Necht ]
v(t) := 18", t € (0, 27).
Pak
1 1
/ cos —dz = + i.
N Z+2 z

! Zlomek %% piste jako ,a/b“, nasobeni ,ab“ jako ,a*b“, mocninu ,a’* jako ,a b*, odmocninu a“
77b ” bl bk 9 b ” ” b ”

jako ,sqrt(a)“, logaritmus ,lna“ jako ,1n(a)“, ¢islo ,7“ jako ,pi“, apod. Napt. vyraz ,,L; -(3 In37— é)“
napiseme jako ,,(pi)"2/8*(3*(1n(7)) " 3-sqrt(5)/2)“.

2 Umluva. Symbolem Ji f(2)dz, kde k C C, rozumime fw f(z)dz, kde ~ je takovd jednoduchd uzaviena
po &astech hladka kladné orientovand kiivka, ze (v) = k.

ZAPADOCESKA
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3. Necht

Pak

3

z
ds —
/kz4—1 o

4. Necht

Pak

3
/ i e%dz=
kZ—f-].

5. Necht

Pak

1
/zsinz+ dz =
o z—1

k={zeC: |z|=2}.

k={zeC: |z| =2}

&
S

“ 2 7
%,

»
STRAN §
Q
Zxg ynis

=

ZAPADOCESKA
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6. Necht
k={zeC: |z| =2}

Pak

/ dz _
K 22(210—2)

Spravné zodpovézené otazky:
Ziskané body:

Procento tspésnosti:
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Test 21. Dopliite spravné hodnoty. ' 2

6’
/0 i v “\Q‘v

ZAPADOCESKA
> UNIVERZITA
V PLZNI

1.

5+3cos:v a

)de: )

3.
4cosx

2. / cosx _cosz
3+ 2sinx v ’

2™ cos?
5—

0

4. / cos* _cos"E Lo 7
1+sm T

! Zlomek ,,%¢ piste jako ,a/b“, ndsoben{ ,ab“ jako ,a*b“, mocninu La’¢ jako ,a"b¥, odmocninu ~a
jako ,sqrt(a)“, logaritmus ,lna“ jako ,1n(a)“, ¢islo ,7“ jako ,pi“, apod. Napft. vyraz -(3In 87— %)“
napiseme jako ,,(pi)”2/8*(3*(1n(7)) " 3-sqrt(5)/2)“.

2Uvedené integraly je tieba chapat jako ,rediné“ integraly z funkce rediné proménné.

‘rr
» 8
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A dx
. [t
3r 7 — COSZT

Spravné zodpovézené otazky:
Ziskané body:

Procento tspésnosti:
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Test 22. Dopliite spravné hodnoty. ' 2

“ IsTRANY, 7
AN

/ck,i ““\Qﬁ

> ZAPADOCESKA

00 2 UNIVERZITA
e dz . v PLZNI
S — ,
oo T+ 622 + 25

oo .4
1
2_/ LAY P ,
0 fI?+1

(&9
4./ &6: 5
Ceo 1+

! Zlomek ,,%¢ piste jako ,a/b“, ndsoben{ ,ab“ jako ,a*b“, mocninu ,a’“ jako ,a"b“, odmocninu ,/a*
jako ,sqrt(a)“, logaritmus ,lna“ jako ,1n(a)“, ¢islo ,7“ jako ,pi“, apod. Napft. vyraz ,,’T—; -(3 37— %)“
napiseme jako ,,(pi)”2/8*(3*(1n(7)) " 3-sqrt(5)/2)“.

2Uvedené integraly je tieba chapat jako ,rediné“ integraly z funkce rediné proménné.
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/°° dz
5. - =
o TP+ T+ 1

Spravné zodpovézené otazky:
Ziskané body:

Procento tspésnosti:
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Kapitola 10

Priklady k procviceni

Priklad 10.1.

Urcete redlnou a imaginarni ¢ast daného komplexniho ¢isla

a) z=(1414)(3 —2i);
_ 2-3i.
b) 2 = 53ai
14

¢) z =155

d) z=2i— £,

&
S

IstR

-

“ 01
NG
Ly m\\“

<2k
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Priklady k procviceni

Priklad 10.2.

Zapiste dané komplexni ¢islo v goniometrickém tvaru

a) z=—14+/3i;

SPY
f)z—g—jri.

Priklad 10.3.

Dokazte (matematickou indukci) tzv. Moivrovu vétu:

(Vn € N) (Vo € R) : (cosp+ising)” = cos(ny) + isin(nep).

Priklad 10.4.

Bud ¢ € R. Vyjadrete sin(4¢) a cos(4¢) pomoci sin ¢ a cos ¢.

173 @
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S
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‘ e 94 »
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Priklad 10.5.

N\ 24
Urcete Rez a Im z, je-li z = ( 1= ) .

14++/34

Priklad 10.6.

Urcete Argz a arg z, je-li
2) 2= (V3+i)'™;

b) z=(1+)"7;

c) z=—1—5i.

Priklad 10.7.

Znazornéte v Gaussoveé roviné mnozinu

a) {z€Cux : Rez S 1};
b) {# € C : Re(z?) =2};
¢) {z€Cx: Imi =1}
d) {z€Cx: |Imz| <1};

e) {z€Cux: |z| =Rez+1};

&
S

57
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‘ e 94 »
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f) {z € Cxo

g) {z€Cx:
h) {z € Co :
i) {z€Cx:
j){z€Cx:
k) {z € Cos :

) {z€eCx:

|2 = 2[ = [1 - 2z]};

14z <|1—2|};
|z 4+ 1] =2|z —1|};
2 < |z+2-3i| <4}
T Sang(z+20) < 3%

|zl +Rez <1 A =% Zargz < 7}

Priklad 10.8.

Bud z1, 29 € C\ {0}. Dokazte nasledujici implikace:

p1 € Arg 2y
a)
P2 € Arg 2o

} = @1 + p2 € Arg (z129);

o2 € Arg 2

€A 5
b) ¥1 rg21} = ] — 9 € Arg (é)

&
S
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Priklad 10.9.

Rozhodnéte, zda dand limita existuje, a pokud ano, vypoctéte ji

a) lim(3 — 4i)™,
b) lim ((-1)" + 1)

A\ N
7

+

c) lim <1

bl

3

) lim (13 31‘)6".

Priklad 10.10.

Bud (z,) posloupnost komplexnich ¢isel. Dokazte néasledujici tvrzeni:

4

Zn

a) zp, >0 &

|zn| = T €R
argz, — @ €R

b)

)

— 00;

} = zn —>r(cosg0+isin<p);

a ukazte, ze implikaci v tvrzeni b) nelze obratit.
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Priklad 10.11.

Najdéte vsechna z € C, pro kterd plati

a) 2% =1;

b) 22 = i

c) 22 =24i —T;
d) (2;%)2 = 21;
elze— 1

B b =i — 1
g) 2°=1;

h) 22 = —11 + 603;

i) 22 =3+4i.

Priklad 10.12.

Urcete a zndzornéte mnozinu M = {% :

z € Q}, je-li

a) Q={z€C: argz=a}, a € (—m,m);

&
S
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b) Q={z€eC:

c)Q={z€eC:

|z — 1] = 1};

Rez =Imz};

d) Q={z+iyeC: z=1};

e) Q={z+iyeC: y=0}

Priklad 10.13.

Urcete a zndzornéte mnozinu M = {f(z) : z € Q}, je-li

a) Q={z€C:
b) Q={zeC:
c) Q={zeC:
d) Q={zeC:

Priklad 10.14.
Vypoctéte

a) sin(2 — 3i);

b) cosi;

larg 2| < £}, f(2) == 2%
Imz| < T}, f(2) := e
0<Rez<m A Imz >0}, f(2):= e

Imz =3}, f(z):=22
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c) coshi;
d) Ln (=5 + 31) a In(—5 + 31);

e) Ln (—4 — v/3i) a In(—4 — v/3i);
f) Ln (ie?).

Priklad 10.15.
Najdéte vsechna z € C, pro ktera plati

a) sinz = 3;

ot

b) cosz = ¥2;
c) sinz 4 cos z = 2;
d) sinz — cosz = 3;
e) 22 +2z+9+6i=0.

Priklad 10.16.
Vypoctéte

a) Zi;
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f) (—v/3i+1)73.

Priklad 10.17.

Najdéte redlnou a imagindrni ¢ast funkce f

d) f(z) = |2|%
Q) f(z) = 22%;
f) f() =1

: C — C definované predpisem
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Priklad 10.18.

Zjistéte, zda je funkce f(z) := 2° prostd na mnoziné 2, je-li

a) 2={z€C: Rez >0}

b) Q={ze€C: argz e (0,7)}.

Priklad 10.19.

Urcete, zda existuje dana limita, a pokud ano, vypoctéte ji
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g) lim 3= AR
4

20 1+|z] “ IsTRAVY,
%,
Ckj ““\‘\*’

&
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Priklad 10.20.
Znéazornéte mnozinu (p) := {@(t) : t € Dy}, je-li zhrADotesKh

L

a) p(t) :=1—it, Dp =(0,2);
b) ¢(t) :=t —it?, Dp = {—1,2);
c) p(t) :=1+e % Dy =(0,27);

d) ¢(t) = e** — 1, Dy = (0, 2n);

_Jem, te(0,1),
©) ¢(t) = {t— 2, t € (1,3);

f) () = {e”’ tei-gm,

3t
— —4, t e <7T,27T>.

Priklad 10.21.
Parametrizujte mnozinu  (tzn. najdéte kiivku ¢ : R — C takovou, aby (p) = Q), je-li

a) Q={ze€C: |z—2+3i| =2};
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b) Q usecka s krajnimi body a,b € C, a # b; v . 5
RO Y

O
%) <

STRAVY,
0k4- ““\‘\*’

c) Q={z€C: Rez=2Imz};

d) 0= {Z € C: Re (%) = 2} ZAPADOCESKA

L

Priklad 10.22.

Znéazornéte mnozinu ) a rozhodnéte, zda je €2 oblasti a zda je ) otevienou mnozinou, je-li

a) R={ze€C: |z—i| <1V |z+i| <1};
b)Q={z€C: |z—-1|<1 A |z-2| <2}
c) Q={z€C: |z-1| < |2+ 1|}

d) Q={ze€C: |z+1| >2|z|};

e) Q={ze€C: 1< |z| <2}
f) Q:{ZE(C: 2| <1 A argze(—ﬂ,w)\{()}};

g) Q={z€C: |22] < |1+ 2%}
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Priklad 10.23. .
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Zjistéte, ve kterych bodech mé funkce f derivaci a ve kterych bodech je funkce f holomorfni,
je-li
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[e)
N

b) f(z) = |2%|;
c) f(z2) := ze%;
d) f(2) = zzl;
e) f(2) =
f) f(z) = 2%%;

g) f(z) =22 +22—1.

Priklad 10.24.

Zjistéte, zda je funkce ® harmonickd na oblasti Q, je-li

a) ®(z,y) := 22 — y? + 2011, Q = C;
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Najdéte (existuje-li) na oblasti 2 holomorfni funkci f = u + v, je-li

a) U(l', y) =z — 3$y2 — 2y, Q= (C? ZAPADOCESKA

UNIVERZITA
V PLZNI

L

b) u(z,y) == =iz, @ =C\ {0}

) u(z,y) :=32> —y*+ 3z +y, Q=C;

d) u(z,y) == xz—y2+5x+y—ﬁ, Q=C\{0}.
Priklad 10.26.

Bud u(z,y) := 2% — 3zy? — 2y + 2. Najdéte (existuje-li) na C holomorfni funkci f = u 4+ iv,
pro niz plati
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2 TR
Najdéte (existuje-li) na oblasti 2 holomorfni funkci f = u + v, je-li O &
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a) v(z,y) ;== —3zy’ + 23+ 5, Q = C; D
b) v(z,y) ;= arctg¥, Q@ = {z € C: Rez > 0}.

Priklad 10.28.

Bud v(z,y) := 1+ arctg £. Najdéte (existuje-li) na oblasti {z € C: Rez > 0} holomorfni
funkci f = u + v, pro niz plati

a) f(3) =In3+6+1;

b) f(e) =1—i.

Priklad 10.29.
Dokazte, ze je funkce
v(z,y) := In(2” +y°)

harmonickd na (dvojnasobn& souvislé) oblasti C \ {0}, a Ze pfesto neexistuje funkce
u: R? — R takova, aby funkce f := u + iv byla holomorfni na C \ {0}.
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Priklad 10.30. .
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Urcete thel otoceni a koeficient roztaznosti funkce f v bodé zg, je-li

a) f(z):=¢€*, zg=—1-— Z4;
) f( ) » <0 27 ZAPADOCESKA
UNIVERZITA
v PLZNI

L

b) f(2) := 23, 29 = =3 + 44;
¢) f(z) =2, z = 2i.

Priklad 10.31.

Urcete, ve kterych bodech Gaussovy roviny dochdzi pfi daném zobrazeni ke
kontrakci

b) f(z) :=1n(z +4).

Priklad 10.32.
Znazornéte mnoziny Q a f(Q) = {f(2): 2 € Q}, jeli !

! Ndpovéda k néktergm z nize uvedengch prikladi. Uvédomte si (a dokazte), Ze plati tvrzen:

f je konformni na oblasti Q C Cw,
A e ~ f(ANB) = f(A)N {(B).
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a) Q=U(1,2), f(z):=1-2iz;

b) Q={z€eC:

c) Q=U(1,2), f(z):=1;

Rez <1}, f(z2):=(1+1i)z+1;

2z

d) Q=U(1,2), f(z) = 2&;

T 2+

e) N=U(1,2), f(z) = &=;

fla={zeC:
g) Q={z€eC:
h) Q={z€C:
i)Q={z€C:
j)Q={zeC:
k) Q={zeC:
) Q={z€C:

22—6"
Rez <1}, f(z):=1;

Rez < 1}, f(2) :=

z .
z—1+1°

Rez < 1}, f(z) := £

z—2;

Rez <0 A Imz <0}, f(z):=1

2

Rez>0 A Imz >0}, f(z):= ;—r},

—1<Rez<0 A Imz <0}, f(z):= =%

&
S

R

\C
«é:’ 0

-

<2k
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Priklad 10.33. .
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Najdéte linearni lomenou funkci f takovou, aby

a) f(=1)=0, f(i) =2i, f(1+1i)=1—1;
c) f(0) =4, f(i) =0, f(=1) = —i.

ZAPADOCESKA
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Priklad 10.34.

Najdéte linearni funkci, kterd zobrazi ¢tverec s vrcholy 0, 1 —i, 2, 1414 na ¢tverec s vrcholy
144, =144 —1—4, 1 —q.

Priklad 10.35.
Bud

Q={ze€C: Rez>Imz}.
Najdeéte linedrni lomenou funkci f takovou, aby f(Q) = U(0,1).

Priklad 10.36.

Najdéte konformni zobrazeni, které zobrazi oblast

{z€C: |2/ <1 A Rez>0}
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na oblast " . >
{z€eC: Imz > 0}. NS Y

-

»
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Priklad 10.37.
Bud
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N={z€C: Rez>0 A Imz <0}.

Najdéte linearni lomenou funkci f takovou, aby

f()={2z€C: |z| <1 A Rez <0}.

Priklad 10.38.

Najdéte konformni zobrazeni, které zobrazi oblast

{z€C: Rez>1Imz >0}

na oblast U(0,1).

Priklad 10.39.

Naleznéte obrazy primek rovnobéznych s redlnou resp. imaginarni osou pfi zobrazeni

fle) =+

(primky uvazujte véetné bodu o).




Priklady k procviceni 191 P S 0
X

&
S

Priklad 10.40. .
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Naleznéte obrazy mnozin

My={2€C: argz=a}, N, ={z€C: |z|=r1},

ZAPADOCESKA
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kde a € (—m, ), r € R", pii zobrazeni f(z) :=In 2.

Priklad 10.41.
Vypoctéte

/ s
Y

3e”, t € (0, %),

je-li

() =QiB+ 5 —t), te(5,5+3),

5T 8, e (E LT 46

Priklad 10.42.
Vypoctéte

/ 22 dz,
%
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je-li
et te (=5, m),

y(t) == { 3t —4, t € (m,2m),

— 2ty 4 6+ 2i, t € (2, 3m).

Priklad 10.43.
Vypoctéte

/]2|Edz,
.

je-li v takova jednoduchd uzaviend po ¢astech hladka a kladné orientovana kiivka, ze (v)
je hranici mnoziny
{z€C: |z2| <2 A Imz > 0}.

Priklad 10.44.

Vypoététe pomoci Cauchyho integralnich vzorcti dany integral !

a)

2 -
/z T, kde k={2€C: |o—2i| =1}
k V4

! Umluva. Symbolem fk f(2)dz, kde k C C, rozumime fw f(2)dz, kde v je takovd jednoduchd uzaviend
po Castech hladké kladné orientovana kiivka, ze (y) = k.

o

1849
v7
@ &
2 <
Cy, i ““\‘\
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b)

/kzlizidz, kde k={z€C: |z4+1i =1}

/k%dz, kde k:{ZE(C |Z|:3},

sin z
—_— k = . = M
/k(z_%)z,) dz, kde k={z€C: |s| =3}

COos z

/(ze—zdz, kde k={z€C: |z—2|=1};
4
22+ 22

[ S22 s, e 40 5= 2, e (0,2m)
Fy

dz — ) Ak @
—_ k = 4 9
| o ke 0w S te (0.4)
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i) | |

dz “ Isrnan® 7
6‘4,/ - Q
[a=etoe=m

kde v je takova jednoduchd uzaviend po ¢astech hladka kladné orientovand kiivka, ze
—2€int v, ¢ €int 7y, 1 € ext 7.
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Priklad 10.45.
Vypoctéte

a) fOHieZdz;
b) f01+i 22l

c) fol 2% sin zdz;

d) fOZ zsin z dz.

Priklad 10.46.

Rozhodnéte, zda dana rada konverguje

o
SN—
NgES
%ls
g

—_
_l’_
\f/.
L8
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o0
(=9)"
c) 3n—17°
n=1
Priklad 10.47. e
Uréete obor konvergence dané fady ! D P uvenzi

Priklad 10.48.

Urcete polomér konvergence dané mocninné rady

b) 3 nn(z — 1)

3 (-1 |
<) Z 1 v/ (3n— 22n’

!Tzn. najdéte viechna z € C, pro kterd dand fada konverguje.
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Priklad 10.49.

Najdéte soucet dané mocninné rady v kruhu konvergence
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Priklad 10.50.

Najdéte soucet dané rady

X1
a) > g

Priklad 10.51.

Najdéte Taylorovu radu funkce f o stfedu zg a urcete jeji polomér konvergence, je-li

a) f(2) == 2=, 20 =—1;

b) £(2) = 25, 20 =0;

c) f(z) :==In 2, 2 = 0;

1—27

d) f(z) =e%72, 2 =1,
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e) f(z) :=sin(322 +2), 2y = 0;
) £(2) = e 20— %

g) f(z) :=sin?z, 2 =0.

Priklad 10.52.

Uréete obor konvergence dané Laurentovy fady '

o0
a) > 27Inlgm

n=—o00
y 5 G

Priklad 10.53.

Najdéte Laurentovu fadu funkce f na daném ,mezikruzi‘

¢

a) f(z) =55, 0< 2] < 1

22

b) f(2) ==z, |2l > 1

2 o
0) () i= Fh, <z —i| < ;

1Tzn. najdéte viechna z € C, pro kterd dand fada konverguje.

198 o
R
57

S
<

‘ e 94 »
) STRAN
% v
0k4- ““\‘\

&
S

-

2,

ZAPADOCESKA
UNIVERZITA
V PLZNI

L




Priklady k procviceni 199 P S 0

AZIRIVA
Q) ()= 75, > & = A
’é}. Isranst IS
1 2 ‘m\“"‘gv
f) £(2) = gige, 0<lz il <2 D oo
V PLZNI

g) f(z) =252, 0 < |2] < oo

h) f(z):= %, 2 < |z—1| < oc;
i) f(2) ::W, I<|z—1|<2.
Priklad 10.54.

Najdéte Laurentiv rozvoj funkce f na vsSech ,maximéalnich mezikruzich“ se stfedem zg, na
nichz je f holomorfni, je-li

2_
a) f(2) == 5=5t5, 20 =0;

b) f(z) =2, 20 =1+1.
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Priklad 10.55.

Urcete typ kazdé z izolovanych singularit funkce f, je-li

.— 5 3 2 3.
a) f(z) :=2°+42° =2+ 3 + 3

b) f(z) = &=

g) f(2) = 35%;

h) f(2) = e2;

i) £(2) = gty
) f(z) = &35

k) f(2) == 2%sin 253

1) fl2) = Loz,
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Priklad 10.56. .
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Dokazte ’'Hospitalovo pravidlo:

Necht funkce f a g jsou holomorfni a nekonstantni na néjakém prstencovém okoli bodu
20 € C a necht lim f(z) = lim g(z) =0.
Z—r20 zZ—r20
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Potom plati

) L)
S gz) e 7G)

Priklad 10.57.

Vypoctéte reziduum funkce f ve vsech jejich izolovanych singularitach, je-li

a) f(2) = 55

22

b) £(2) == g

9) £(2) = i

d) f() = 25

z—2"

) 1(2) = sy

o
~—
~
—
I
SN—
|
&,
=R
I
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h) f(2) := cotg? z;

i) f(z) :=sinzsin %;

i) f2) =253

Priklad 10.58.

Vypoctéte pomoci reziduové véty dany integral

a)
cos z it .
/y7d2, kde ’Y(t) = 3¢’ 5 t e <O, 27'('),
b)
/ L cos ! dz, kde ~(t):= 18", t € (0,2n);
. Z+2 > ) ’y T 9 ) L I
c)
3
/kmdz, kde k:{ZE(C |Z|:2},
d)

/'ZS tdz, kde k={z€C: |z|=2}
ex dz, e k={z 2z =2}
k2+1

z
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Tz
e
/ 52— 9%
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kde v je takova jednoduchd uzaviena po Castech hladka kladné orientovand krivka, ze

inty={z2e€C: |z2|<1 A O<argz<g};

dz
Am, kde k:{ze(c |Z|:2}

Priklad 10.59.

Vypoététe pomoci reziduové véty dany integral !

/” dz ‘
_.5+3cosz’

a)

'Uvedené integraly je tfeba chapat jako ,redlné“ integraly z funkce rediné proménné.
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b)

/°° z?dz '
oo T+ 622 + 25’
oo .4
1
|t e
0 €T —|—].
[e's) :L‘2
d o
/0 (22 +1)3 v
™
/ cosa': dz:
73+ 2sinz
2w 2
2
/ cos®(2x) du
o OD—4coszx
/°° dz
oo 1+ a8’

/OO dx
o T2+ T+ 17
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Rejstrik

¢islo komplexné sdruzené, 9

¢islo komplexni, 8
absolutni hodnota, 9
argument, 11
hlavni hodnota argumentu, 13
imaginarni c¢ast, 9
realnd cast, 9

derivace funkce
v bodé, 59
vyssiho tadu, 66

funkce
n-t4 odmocnina, 27
exponencialni, 21
vlastnosti, 22
goniometrické, 22
vlastnosti, 23

harmonicka, 65

harmonicky sdruzené, 67
hlavni hodnota logaritmu, 26

holomorfni
na mnoziné, 59
v bodé, 59
hyperbolické, 24
jednoznacna, 19

koeficient roztaznosti v bodé, 70

komplexni

imaginarni ¢ast, 29
komplexni proménné, 19

realnd c¢ast, 29

readlné proménné, 19

konformni
na mnoziné, 71
v bodé, 72
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Rejstrik

koten, 129
p-nasobny koten, 129
linearni, 73
linearni lomena, 73
logaritmicka, 25
mnohoznacnd, 19
jednoznacna vétev, 20
mocninné, 26
vlastnosti, 27
nekonecénéznacné, 19
omezend, 127
primitivni, 85
thel otoceni v bodé, 70

integral
funkce komplexni proménné, 76
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Cauchyho kritérium, 109
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Leibnizovo kritérium, 110
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o rozvoji do Laurentovy rady, 135, 142

o rozvoji do Taylorovy rady, 124

reziduova, 150
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Weierstrassova, 113

Zakladni véta algebry, 128
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vnéjsek krivky, 76
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