
Difuzní rovnice na intervalu + homogenní Dirichetova

okrajová podmínka

Úkolem je °e²it Fourierovou metodou
ut = kuxx x ∈ (0, l), t > 0, k > 0 PDR
u(0, t) = u(l, t) = 0 okrajová podmínka (Dirichletova)
u(x, 0) = ϕ(x) po£áte£ní podmínka

�e²ení: P°edpokládejme °e²ení ve tvaru u(x, t) = X(x)T (t) a °e²me PDR +
okrajovou podmínku

XT ′ = kX ′′T , X(0) = X(l) = 0

T ′

kT
=
X ′′

X
= −λ

Obdrºíme tak soustavu dvou ODR (ta s prom¥nnou X je vlastn¥ Cauchyovou
úlohou)

X ′′ + λX = 0, X(0) = X(l) = 0

T ′ + kλT = 0

�e²me nejprve rovnici s X. Tato ODR má °e²ení X(t) = c1e
ξ1x+ c2e

ξ2x, kde ξ1
a ξ2 jsou ko°eny charakteristického polynomu ξ2 + λ = 0, který muºe mít dva
reálné, nebo komplexn¥ sdruºené imaginární ko°eny.

V prvním p°ípad¥ dvou reálných ko°en·, λ ≤ 0, ξ ∈ {−
√
−λ,
√
−λ} je

X(t) = c1e
−
√
−λx + c2e

√
−λx. Pak

0 = X(0) = c1 + c2 ⇒ c2 = −c1

0 = X(l) = c1e
−
√
−λl − c1e

√
−λl = c1e

−
√
−λl
(
1− e−λl

2
)

aby platilo 0 = X(l), musí být bu¤to λ = 0, nebo c1 = 0 a oba p°ípady vedou ke
konstantnímu X(x) ≡ c, pokud c1 = 0 je navíc X(x) ≡ 0. Takto ale nebudeme
moci splnit po£áte£ní podmínku pro ϕ.

V druhém p°ípad¥ (komplexn¥ sdruºené imaginární ko°eny) je λ > 0, ξ ∈
{−i
√
λ, i
√
λ} a tedy

X(t) = Re
(
c1e
−i
√
λx + c2e

i
√
λx
)
= k1 cos(

√
λx) + k2 sin(

√
λx).

Pak

0 = X(0) = k1

0 = X(l) = k2 sin(
√
λl).
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Jelikoº nás nezajímá p°ípad k1 = k2 = 0, v¥nujme se p°ípadu sin(
√
λl) = 0, coº

platí pro
√
λl ∈ {nπ, n ∈ N}, tedy pro

λn =
(nπ
l

)2
, n ∈ N.

Pak v²echny Xn(x) = Kn sin
(
nπ
l x
)
, n ∈ N °e²í Cauchyovu úlohu pro X. V¥nu-

jme se tedy druhé ODR
T ′n + kλnTn = 0

která má °e²ení Tn(t) = Lne
ξnt, kde ξn je ko°enem charakteristického polynomu

ξn + kλn = 0, tedy ξn = −kλn a

Tn(t) = Lne
−k(nπl )

2
t.

V²echny

un(x, t) = Ane
−k(nπl )

2
t sin

(nπ
l
x
)

tedy °e²í PDR + Dirichletovu okrajovou podmínku. Hledejme tedy °e²ení u ve
tvaru

u(x, t) =

∞∑
n=1

Ane
−k(nπl )

2
t sin

(nπ
l
x
)

a snaºme se splnit po£áte£ní podmínku

ϕ(x) = u(x, 0) =

∞∑
n=1

An sin
(nπ
l
x
)
,

tedy

An =
2

l

ˆ l

0

ϕ(x) sin
(nπ
l
x
)
dx.

Poznámka: Ke stejnému výsledku se samoz°ejm¥ dopracujeme taky kdyº
dáme k do ODR s prom¥nnou X a u λ zm¥níme znaménko (µ = −λ):

XT ′ = kX ′′T , X(0) = X(l) = 0

T ′

T
=
kX ′′

X
= µ

kX ′′ − µX = 0, X(0) = X(l) = 0

T ′ − µT = 0

X(t) = c1e
ξ1x + c2e

ξ2x, kde ξ1 a ξ2 jsou ko°eny charakteristického polynomu
kξ2 − µ = 0. Vynechme p°ípad dvou reálných ko°en·. V druhém p°ípad¥ je
µ < 0, ξ ∈ {−i

√
−µk , i

√
µ
k } a tedy

X(t) = Re
(
c1e
−i
√
−µk x + c2e

i
√
−µk x

)
= k1 cos

(√
−µ
k
x

)
+ k2 sin

(√
−µ
k
x

)
.
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Pak

0 = X(0) = k1

0 = X(l) = k2 sin

(√
−µ
k
l

)
,

tedy

µn = −
(nπ
l

)2
k, Xn(x) = Kn sin

(nπ
l
x
)
, n ∈ N.

Druhá ODR
T ′n − µnTn = 0

má °e²ení Tn(t) = Lne
ξnt, kde ξn je ko°enem charakteristického polynomu ξn −

µn = 0, tedy ξn = µn a

Tn(t) = Lne
−k(nπl )

2
t, un(x, t) = Ane

−k(nπl )
2
t sin

(nπ
l
x
)

Difuzní rovnice na intervalu + homogenní Neu-

mannova okrajová podmínka

Úkolem je °e²it Fourierovou metodou
ut = kuxx x ∈ (0, l), t > 0, k > 0 PDR
ux(0, t) = ux(l, t) = 0 okrajová podmínka (Neumannova)
u(x, 0) = ϕ(x) po£áte£ní podmínka

�e²ení: Op¥t p°edpokládejme °e²ení ve tvaru u(x, t) = X(x)T (t) a °e²me
PDR + okrajovou podmínku

XT ′ = kX ′′T , X ′(0) = X ′(l) = 0

T ′

kT
=
X ′′

X
= −λ

X ′′ + λX = 0, X ′(0) = X ′(l) = 0

T ′ + kλT = 0

ODR pro X má °e²ení X(t) = c1e
ξ1x+c2e

ξ2x, kde ξ1 a ξ2 jsou bu¤to dva reálné,
nebo komplexn¥ sdruºené imaginární ko°eny charakteristického polynomu ξ2 +
λ = 0. P°ípad, kdy vyjde ko°en dvojnásobný a nulový probereme tentokrát
spolu s imaginárními ko°eny.

V prvním p°ípad¥ λ < 0, ξ ∈ {−
√
−λ,
√
−λ} je X(t) = c1e

−
√
−λx+c2e

√
−λx.

Pak

0 = X ′(0) = −
√
−λc1 +

√
−λc2 ⇒ c2 = c1

0 = X ′(l) = −
√
−λc1e−

√
−λl +

√
−λc1e

√
−λl = c1

√
−λe−

√
−λl
(
e−λl

2

− 1
)
⇒ c1 = 0
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tedy op¥t X(x) ≡ 0, coº nám nepom·ºe.
V druhém p°ípad¥ (komplexn¥ sdruºené imaginární ko°eny) je λ ≥ 0, ξ ∈

{−i
√
λ, i
√
λ} a tedy

X(t) = Re
(
c1e
−i
√
λx + c2e

i
√
λx
)
= k1 cos(

√
λx) + k2 sin(

√
λx).

Pak

0 = X ′(0) =
√
λ
(
−k1 sin(x) + k2 cos(

√
λx)
)
|x=0

⇒ k2 = 0

0 = X ′(l) = −k1
√
λ sin(

√
λl).

Jelikoº nás nezajímá p°ípad k1 = k2 = 0, v¥nujme se p°ípadu sin(
√
λl) = 0, coº

platí pro
√
λl ∈ {nπ, n ∈ N ∪ {0}}, tedy pro

λn =
(nπ
l

)2
, n ∈ N ∪ {0}.

Pak v²echny Xn(x) = Kn cos
(
nπ
l x
)
, n ∈ N ∪ {0} °e²í Cauchyovu úlohu pro X.

V¥nujme se tedy druhé ODR

T ′n + kλnTn = 0

která má °e²ení Tn(t) = Lne
ξnt, kde ξn je ko°enem charakteristického polynomu

ξn + kλn = 0, tedy ξn = −kλn a

Tn(t) = Lne
−k(nπl )

2
t.

V²echny

un(x, t) = Ane
−k(nπl )

2
t cos

(nπ
l
x
)

tedy °e²í PDR + Neumannovu okrajovou podmínku. Hledejme tedy °e²ení u ve
tvaru

u(x, t) =
1

2
A0 +

∞∑
n=1

Ane
−k(nπl )

2
t cos

(nπ
l
x
)

a snaºme se splnit po£áte£ní podmínku

ϕ(x) = u(x, 0) =
1

2
A0 +

∞∑
n=1

An cos
(nπ
l
x
)
,

tedy

An =
2

l

ˆ l

0

ϕ(x) sin
(nπ
l
x
)
dx.
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