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Abstract

One problems which has lead the advance of number theory since the 20th
century until now, is Hilbert’s twelfth problem, a problem which aims to find
explicit generators for the maximal abelian extension of each number field.
This problem has been solved in the case of quadratic imaginary number
fields and has been extended to fields with complex multiplication.

The objective of this thesis is to give the proof of the quadratic imaginary
case. In order to do that, the tools needed will be studied. Those tools are:
class field theory, modular forms and elliptic curves.

Resumen

Uno de los problemas abierto que ha guiado el avance de la teoria de
nimeros desde el siglo XX hasta ahora, es el problema duodécimo de Hilbert,
un problema que pretende encontrar generadores expicitos para la extension
abeliana maximal de cada cuerpo de nimeros. Este problema se ha resuelto en
el caso de los cuerpos de nimeros cuadraticos imaginarios y se ha extendido
a los cuerpos con multiplicaciéon compleja.

El objetivo de esta memoria seréd llegar a la prueba del caso cuadrético
y para ello, se estudiaran las herramientas necesarias que son: la teoria de
cuerpos de clase, las funciones modulares y las curvas elipticas.
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Capitulo 0

Introduccion

Tal y como comenta Robert Langland en |[RL] el problema duodécimo de
Hilbert nos recuerda, la gran relacion que hay entre la teoria de cuerpos de
clase, la teoria de multiplicacién compleja y la teoria de funciones automorfas.

Fue en el ano 1853 cuando Kronecker enuncia el siguiente teorema:

Teorema 1 (Teorema de Kronecker-Weber.). Toda extension abeliana finita
de Q estd contenida en una extension ciclotomica.

Cuando enunci6 el teorema dio una prueba pero esta estaba incompleta.
En 1886 Weber completo la prueba faltandole atin algtin detalle por rellenar
que completaron Hilbert y Speiser.

Kronecker, sigue interesado en este resultado y en 1880 le escribe una
carta a Dedekind en la que le comenta la relacion que encuentra entre las
extensiones abelianas de cuerpos cuadraticos imaginarios y la teoria de cur-
vas elipticas. Serd en 1900 cuando Hilbert publicé el problema de encontrar
generadores de la extensién abeliana maximal de los cuerpos cuadraticos
imaginarios en su lista de 23 problemas.

La teoria de cuerpos de clase nace como un intento para caracterizar las
extensiones abelianas en términos de datos analiticos del cuerpo. Se obtienen
resultados muy interesantes como por ejemplo, una biyecciéon entre ciertos
subgrupos abiertos del grupo de ideles de un cuerpo de nimeros K y sus
extensiones abelianas finitas (que se llamaran cuerpos de clase). El enfoque
que se toma es el de encontrar los generadores de algunos de estos cuerpos
relacionandolos con el grupo.

El cuerpo de clases de Hilbert, es uno de los cuerpos de los que se en-
cuentran los generadores. Tiene la particularidad de que es una extension
que cuya dimension como espacio vectorial sobre el cuerpo de nimeros es
el nimero de clases del anillo de enteros. De hecho, el grupo de Galois es
isomorfo al grupo de clases de ideales.
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Si se toma como cuerpo base un cuerpo cuadratico imaginario, el interes
de encontrar generadores se puede poner de manifiesto dado que de acuerdo
con el siguiente teorema que aparece en [COX]:

Proposicién 1. Sean > 0 un entero libre de cuadrados tal que n Z 3 mod 4,
entonces existe un polinomio monico irreducible f(x) € Z[z] cuyo grado el el
nimero de clases de K = Q(v/—n) tal que dado un primo p impar que no
divide ni a n ni al discriminante de f(z), se tiene que p = a* + nb? tiene

solucion si y solo si (%) =1y f(x) =0 mod p tiene una solucion entera.

Se puede elegir f como el polindmio minimo de un « tal que L = K(«)
es el cuerpo de clase de Hilbert de K.

El problema se resolvio para el caso de cuerpos de niimeros cuadraticos en
1927 por Hasse. También estuvo tras la solucion Weber pero se vio envuelto
en argumentos complicados. La solucién se extendio al resto de los cuerpos
cuadraticos gracias a Shimura en 1967.

En esta memoria sélo se explorard la solucion parcial dada por Shimura
para cuerpos cuadraticos imaginarios. Para ello, se daran herramientas que
seran necesarias para la comprensién de la prueba.

En el capitulo 1, se desarrollara la teoria de cuerpos de clase. Se introdu-
cirdn los ideles, se explicara la reciprocidad de Artin, se explicara qué son los
cuerpos de clase y se dara la correspondencia entre las extensiones abelianas
finitas de un cuerpo y los subgrupos abiertos del grupo de ideles. En este
capitulo, la fuente principal ha sido [NC].

En el capitulo 2, se introduciran las funciones modulares. Se definiré el
dominio fundamental de un subgrupo discreto de SLy(R) y se encontrard
un dominio fundamental de SLy(Z). Acto seguido se introduciran algunas
funciones modulares que serdn ttiles mas tarde, entre ellas la mas importante:
J(z). Todo lo que sale en este capitulo, se puede encontrar en [SH|, pero
muchas veces se ha tomado el enfoque de [SE], que puede resultar algo maés
sencillo.

El capitulo 3 serd donde se introduzcan las curvas elipticas. Se comenzara
hablando de los divisores para explicar el teorema de Riemman-Roch que
sirve por ejemplo para reducir el estudio de las curvas a aquellas que estan
en forma de Weierstrass. Se vera que cuando se trabaja sobre C, se puede
parametrizar la curva a partir del toro complejo y se usara esto para estudiar
los morfismos entre curvas. Finalmente veremos las propiedades de J(z) que
la empiezan a relacionar claramente con la teoria de niimeros. El principio de
este capitulo tiene como referencia principal [SIL], y al final, cuando habla
de 6rdenes y de las propiedades de J(z), se basa en [SHJ.



Finalmente, el capitulo 4 se basa completamente en el capitulo 5 de [SH].
Alli, se dara la solucion del problema de Hilbert en el caso particular de los
cuerpos cuadraticos imaginarios.
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CAPITULO 0. INTRODUCCION



Capitulo 1

Teoria de cuerpos de clase

1.1. Primeras definiciones.

Esta seccion servird para introducir algunas definiciones sin entrar en
demasiada profundidad en ellas. Estas definiciones seran el punto de partida
para marcar el objetivo de esta memoria.

Sea K /F una extensién finita de cuerpos de nimeros algebraicos y sean
Ok y Op sus respectivos anillos de enteros, se elegira un ideal primo p C Op.
Como Ok es un dominio de Dedekid [IR, Cap 12], el ideal extendido pOy se
factoriza inicamente como:

— €1 €
POk = P+ R
Para ciertos ideales primos B; de O,. Con esta notacién se pueden dar
las siguientes definiciones:

Definicién 1. Se dice que p:
» No ramifica en K/F sie; =1 para todo j =1,..., g
» Ramifica totalmente en K/F sig=1ye, = [K : F|
» Permanece inerte en K/F si el ideal extendido pOg es primo.

» Se descompone totalmente en K/F sig=[K : F].

Para trabajar de forma mas natural se introduce el concepto de ideales
fraccionarios.

Definicién 2. Sean R un dominio de integridad, K su cuerpo de fracciones
e I un R-submaodulo de K. Se dice que I es un ideal fraccionario de R si
existe un elemento a € K tal que al es un ideal de R. Si al es principal se
dice que I es un tdeal principal fraccionario.

11
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Ahora bien, sea K un cuerpo de numeros, la ventaja de trabajar con este
tipo de ideales es que el conjunto Zx de ideales fraccionarios de Ok con la
multiplicaciéon habitual es un grupo abeliano. Si I es un ideal fraccionario
de Ok, su inverso es 7! = {z € K | I C Og}. Se puede definir Px como
el subgrupo de ideales principales fraccionarios. De esta forma, el grupo de
clases de ideales (del que se habl6 en [ADL Capitulo 2]) se puede definir como
Cr = Z£.

Si I es un ideal fraccionario de Ok tiene una factorizacién de la forma:

I = p‘lll .. .p?T
Con py, ..., p, ideales primos de Ok y ay, ..., a, € Z \ {0}.

Definicién 3. Con la notacion anterior, si p es un ideal primo de Oy, se
define el orden de p en I como:

a; stemistei=1,....r tal que p =p;
0 en otro caso

ordy(I) = {

Sia € K se define el orden de p en a como ordy(a) = ordy(a)

Ahora bien, usando esta funcion, se puede definir un valor absoluto para
cada p:
K — R
a NK<p)—ordp(a)

Siendo Nk(p) = #(OTK)

Este valor absoluto cumple que |a+ 3], < méx(|al,,[8],) para todo
a, b e K.

Se denota a la completacién respecto a esta norma como K. Se tiene una
inclusiéon de K en K, si se envia o € K a la sucesién constante {a}n

Se define el anillo de enteros p—adicos como O, = {z € K | [z|, < 1}.
Este es un anillo local cuyo ideal maximal es m, = {z € O, | |z, < 1}. [CE|
Cap 1.1]

Dado a € K se dird que es totalmente positivo si para todo monomorfismo
o0: K — R se tiene o(a) > 0. Se denotard como « > 0. También se notard

Hp:

o =1 mod m si para cada p tal que p | m se tiene que en el anillo de enteros
de K,, a =1 mod mgrd"(m)
Teniendo estas definiciones, dado un ideal m de Ok se pueden definir los

siguientes subgrupos de Zg:

" PIJ?,m:{<Oé>‘04€KOé>>O,yaélmodm}
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» Zg(m) = {a| a € Igx y ordy(a) = 0 para cada p tal que p | m}

s Pim={(a)]aeKya=1modm}

Finalmente, a partir de estos subgrupos se se puede acabar dando las
definiciones siguientes:

Definicién 4. Se define el grupo de clases de ray estricto de K para

m como Ry, = %
De la misma manera se define el grupo de clases de ray de K para m
Tk (m)

como R[gm = Prm
,m

En este caso, hay que notar que los grupos de clases de ray juegan un
papel similar al grupo de clases de ideales. De hecho, si m = O, entonces
Rim = 713—‘; que es el grupo de clases de ideales.

Ahora bien, dado un conjunto de primos S de O, es interesante ser capaz

de definir qué proporcion del total significa este conjunto. Para ello, se define
la densidad de Dirichlet:

Definicién 5. Con la notacion anterior, si

Ik (S) = lim 2yes le(m_
s—1 log(a)

existe, se dice que S tiene Densidad de Dirichlet ik (S)
St T y S son conjuntos de ideales primos de O, se denota S =~ T si

Ok(S\T)=0x(T\S)=0.
Para terminar esta seccion de definiciones se definiran los cuerpos de clase:

Definicién 6. Sea K/F una extension de cuerpos de nimeros, se define
Sk/r = {p | p ideal primo de Op tal que descompone totalmente en K/F'}.
Dado un ideal m de Op y un grupo H que cumple PEm < H < ZIp(m) se dice
que K es el cuerpo de clases sobre F respecto de H si K/F es Galois
y Sk~ {p|p esprimoypeH}

Si existe el cuerpo de clases es tnico. [NC, Prop 2.2, cap 3]

1.2. Ideles

En esta seccion, el objetivo sera reformular algunas definiciones dadas
en la secciéon anterior. Durante esta seccion K serd un cuerpo de numeros
algebraicos.

Dados dos valores absolutos [|-||; v |||, en K, se define la relacién de
equivalencia ||-[|; ~ [|]|, si y s6lo si generan el mismo espacio topoldgico.
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Definicién 7. Cada clase de equivalencia por la relacion anterior se llamard
lugar y el conjunto de lugares se denotard Vi .

Cada lugar estd tiene un representante que sera una norma de uno de los
siguientes tipos [BS, Cap 4, Thm 1]:

1. ||, para algtn ideal primo p de Ok-.

2. Una norma definida como |||, = |o(a)| para cada monomorfismo
o: K = R.
2
3. Una norma definida como |laf, = |o(a)* = ‘O'(CK) para cada par

monomorfismos conjugados 7,0: K — C.

Ademas los valores absolutos anteriores no son equivalentes entre si. Para
agilizar la notacién, si v € Vi, se denotard como ||-||, al representante men-
cionado anteriormente y se denotara K, a la completacion de K respecto al
representante mencionado antes.

Definicién 8. Siv € Vi, se dird que v es un lugar finito si |-, = |-[, para
algin ideal primo p. En otro caso se dird que v es un lugar infinito. Si v es
infinito, se dird que v es real si v es del sequndo tipo mencionado antes y
complejo si es del tercer tipo.

Si v es un lugar se llamara K, a la completacién de K respecto del valor
absoluto ||-||,. Si v es finito, como se vio antes, K, = K, para el primo p tal
que ||‘J es un representante de v, si v es infinito y real, entonces K, = R y
si es complejo K, = C. Se denotard i,: K — K, a la inyecciéon natural y se
denotard U, = O, si v es finito y U, = K si v es infinito.

Ahora se tiene suficiente notaciéon como para definir los ideéles.

Definicién 9. Un ideéle de un cuerpo de nimeros K es un vector a =
(ay)vevy, donde cada a, € K y a, € U, excepto para una cantidad finita de
lugares.

El conjunto de ideles de K, que denotaremos como Jx forma un grupo
con el producto (a,)(b,) = (a,b,). Existe una forma canénica de ver K* como
subgrupo de Jg, via el homomorfismo:

i:KX—>JK

a — (iy(a))



1.2. IDELES 15

Se puede dotar a este grupo de una topologia definiendo como base de abiertos
el siguiente conjunto:

{ H C, | C, € K)es abierto y C, = U, exepto para una cantidad finita de lugares}

veVK

Con esta topologia Jx es un grupo topoldgico. Es decir, las funciones

T Je X Jpg = Jx
(a,b) — ab

v: Jx = Jk

ar—at

son continuas. Ademads esta topologia lo hace localmente compacto. Para
entender la relacion de este grupo con las clases de ideales, se define primero

el subgrupo & = H U,. Con esta notacion se tiene el sigiente resultado:
veEVK

Proposicion 2. g—i =Tk

Demostracion. Se define el siguiente homomorfismo:

n: JK — IK
(av)veVK = H pgrdv(av)

v finito

Donde p, es el primo tal que ||-||, = ||, . Con esta notacién se tiene:

kern = {(a,): ord,(a,) =0V v € Vi y v finito} =
{(ay): a, € U, Y v € Vi y v finito} = Ex

Para probar el resultado sélo habria que probar que n es sobreyectiva.
Para ello, si I € Zx se factoriza como I = p{* ---pi*, entoces se elige a, de
forma que ord,(a,) = e; si v tiene como representante ||p1 y a, = 1 en otro
caso. Entonces, n((a,)) =1 O

El siguiente resultado de esta seccion se enuncia tras definir dos subgrupos
dado un ideal no nulo m C Og:
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ord,

= Jim = {(a) € Jg | ay >0V vreal, y a, = 1 mod py (m)va\m}
= = Exk N

Proposiciéon 3. Dado un ideal no nulo m C Ok, se tiene el siguiente iso-
morfismo:

J K ~ T K (m)
K*E€fn  Phm
Para probar esta proposicién se usara el teorema de aproximacion que se
enuncia de la siguiente forma:

Teorema 2. (Teorema de aprozimacion) Sean ||-||,, ..., ||-||,, valores absolutos
no equivalentes dos a dos sobre un cuerpo de nimeros K y sean (1, ..., By ele-
mentos no nulos de K. Para todo € > 0, eziste un o € K tal que ||a — f;, <
€.

Demostracion. [NC, Thm 1.1, Cap 3 | ]
La prueba de la proposicion 2 es como sigue:

Demostracion. Para comenzar se define como antes el homomorfismo:

77m3 ‘]IJg,m - IK<m)
(G’U)UEVK = H pgrdv(av)

v finito

Andlogamente a la prueba de la proposicién anterior 7, es sobreyectiva
y ket = Ex N Iy = Ex - Ademis (K N J ) = P(m). Por tanto:

Z(m) T T

Pm)  (KXN T K*Ef.NJi,

Por el segundo teorema de isomorfia se tiene que:

+ + x o+
JK,m ~ JK,mF gK,m

K> o Vg B sz;vm

Falta probar que J;g’mFXSEm = Ji. Para probar esto, dado (a,) € Jx y
dado € > 0 para todo v infinito y para todo v tal que p, | m, se elige b, € K
tal que |la, —iy(by)[|, < §. Esto existe por la definicién de completacion.
Por el teorema de aproximacion existe un o € K tal que [|i,(b,) — i,(a)||, =
by — |, < §. Por tanto, usando la desigualdad triangular ||a, — i,(c)||, <
llay — v (bo)ll, + l2w(by) — in(@)]|, < €. Si € es suficientemente chico se tiene
que:
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= signo(a,) = signo(i,(a)) para cada lugar v infinito.

= iy(0) 'y, = 1 mod po ™™ para cada lugar p, | m.

Por tanto, el idele a~'(a,) estd en J;- v por tanto existe un idele (b,) €
Jiew tal que (ay) = a(b,). Por tanto, (a,) € Ji  K* y por tanto, Jx =
Jie wK*. Como € C Ji ,, entonces, Ji (F*Ex = Ji F* O

Se definira ahora la aplicacion:

NK/FZ IK — IF
De la siguiente forma:
Definicién 10. St w es un lugar de K y v un lugar de F, si ambos son
finitos, se dice que w divide a v y se denota w | v si By, | By y st ambos son

infinitos, se dice que w divide a v si para un o tal que |||, = ||-||,, ¥ para un
7 tal que |||, = |||, entonces, op =T 6 op =T

Sia = (aw)wevx € Ji entonces, dado v € Vi se denota b, = H Nk, /r, ().
wlv
Asi se define Np/k(a) = (by)vev,. Habiendo definido esta aplicacién se dard
la ultima proposicién de la seccion:

Proposicién 4. Dada una extension abeliana K/F de cuerpos de nimeros.
Sea H = F* Nk pJi. Entonces:

1. M es abierto y existe un ideal m tal que £, € H

2. La imagen de H bajo el isomorfismo

FxEf. Pha
Pl Nk p(m)

Dado en la proposicion anterior es T
F,m

3. Se tiene el isomorfismo

JF o Ip(m)
FXNK/FJK PEmNK/F(m)

Idea de la demostracion. Para probar el primer apartado, la idea es primero
probar que Np/x& y ver que si a € H, entonces a € aNp/x& C Hy por tanto
H es abierto. Luego, a partir de la proposicién [ se deduce la segunda parte
del apartado. Para la parte 2. hay que trabajar a partir de la definicién del
homomorfismo 7,, definido en la proposicién

Para probar el segundo apartado, [NC| prop 5.6, cap 4] O
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1.3. Reciprocidad de Artin

Sea K /F una extensién de cuerpos de nimeros, sea p un ideal primo de
Op y B un ideal primo de O que divide a p, entonces se define Nk, p(B) =
p/F/®) donde f(P/p) = [9£ : ©£]. Haciendo que sea multiplicativa, esta

— . P b . .
aplicacion se extiende a ideales fraccionarios, es decir:

Ng/p(BT - PB) = Ngyp(PB1) - - Ngyp(PBr)*

Definicién 11. Dada una extension de cuerpos K/F y un ideal m no nulo
de Op, se define Nx/p(m) = {a € Zp(m) | a = Ng,p(I) para algin I € Ik}

Se tiene el siguiente resultado:

Proposicién 5. (Sequnda desigualdad fundamental de teoria de cuerpos de
clase). Sea K/F una extension de Galois de cuerpos de nimeros, sea (m) un
ideal no nulo de Oy y sea H = P N p(m), entonces:

[Zrp(m): H] < [K : F]
. INC, Thm 2.6, cap 3] O

En esta seccién se probara la reciprocidad de Artin que da un isomorfismo

explicito entre el grupo de Galois de una extensién abeliana K/F' y el grupo
IF(m)

—F—/ ___ para un cierto ideal m.
PrNic pm) P

Definicién 12. Dada una extension de Galois K/F con grupo de Galois G,
un primo p de Op y un primo B de Ok tal que P divide a p, se define el
grupo de descomposicion como:

Z(B/p) ={o G |a(B) =P}

A partir de aqui K/F siempre serd una extensién de Galois de cuer-
pos de numeros y serd abeliana cuando se especifique. Dado un primo B
de Ok que divide a un primo p de Op, existe un homomorfismo natural
Z(B/p) — Gal(%f / %) que consiste en restringir a Oy, y pasar al cociente
que es sobreyectivo. Su nicleo se denota como T'(P/p). Se puede notar que
[Z(B/p) : T(R,p)] =[5 : ©=] v que ademds #(T(P/p)) = ordy(p). DL
Cap 3.8

Si p no ramifica este homomorfismo es un isomorfismo. Ademads, como
Gal(%( / %) es un grupo ciclico que estd generado por el automorfismo de
Frobenius, entonces, si o es la contraimagen, se tiene que Z(B/p) = (o). Se
tiene que o es el tinico automorfismo que cumple que o(a) = N7 ®) mod 9.
Si K/F es una extensién abeliana, ademés ¢ no depende de ‘B.
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Definicién 13. Si K/F es una extension abeliana y p un primo de Op que
no ramifica, se define el automorfismo de Artin para p al automorfismo
o mencionado anteriormente. Se denotard (ﬁ) St estd clara la extension

también se denotard oy.
Con todo esto se puede definir el homomorfismo que nos dara la biyeccion.

Definicién 14. Sea K/F una extension abeliana, y m un ideal de Op divi-
sible por todos los ideales que ramifican, entonces se puede definir el homo-
morfismo:

e e [
]P—>O']:0'pi"'0'p: = <K—/F>
Donde I = p7*---p¥ y cada p; con i = 1,...,k ideales primos. A este
homomorfismo se le llama Aplicacion de Artin. Si no hay ambiguidad
con la extension de cuerpos a veces se notard solo A. Hay que notar que
(ﬁ) no depende de m, A esta aplicacion se le llamard el simbolo de
Artin.

Nos interesara saber como se comporta el simbolo de Artin en extensiones
intermedias y para esto se tiene la siguiente proposicion:

Proposicién 6. (Propiedad de consistencia) Sean F C LC K, FC ECK
cuerpos de niumeros tal que K/F es una extension abeliana. Sean p un ideal
de O que no ramifica en K/F, B un ideal de O que divide a p, P = PNL
y* PN E.

f
Entonces (%) ‘L = <L/LF> donde f = [g_i . %]

-, _ p , . .
Demostracion. Sea oy, = (—L/F>, o, estd caracterizado por:

op(a) = NP mod P,

Sea op, = (%), entonces oy, estd caracterizado por:

og,(a) = oNEFE) mod Py

Sia € Oy, entonces oy, () = N*F) mod PN L. Como Py, entonces,
se tiene que oy, |1 (o) = oVE®E) mod Py
Como N (Bg) = Nr(p)/, entonces
Ug(a) = NP0 = o Ne®E) mod B,

. Por tanto, o} (a) = oy, | @ mod B, y esto prueba el resultado. O
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Corolario 1. Sean FF C E C K donde K/F es una extension de Galois
abeliana. Sea p un primo de O que no ramifica en K/F y B un primo de
Og tal que P | p. Entonces:

( Y ) _ (NE/F(‘B))
K/E K/F
Demostracion. Eligiendo en el teorema K = L, se tiene. O]

Teorema 3. (Reciprocidad de Artin) Sea K/F una extension abeliana de
cuerpos de numeros, m un ideal de Op divisible por todos los primos que

ramifican y G = Gal(K/F):
1. Ag/p: Z(m) — G es sobreyectiva

2. Se puede elegir m tal que solo lo dividan los primos que ramifican y
P;m C ker Ag/p. De manera que se puede definir un homomorfismo
sobreyectivo:

Z(m)

-G
P

3. Ngp(m) C ker Ag/p

Eligiendo m como en el sequndo apartado se tiene un homomorfismo sobre-

yectivo:
Z(m)

ProNK/r(m)

Ademds el homomorfismo es un isomorfismo.

— G

Demostracion. Primero se probara 1. Sea H = A(Ip(m)) C G y sea L el
cuerpo fijo de H, entonces, si p es un ideal primo con m, usando el teorema
de consistencia para £ = F se tiene que:

(L?F) - (KiF)'L

En concreto, por definicion de H, se tiene que:
(2 )= (-5) =1
K/F)" \L/F

Entonces si P es un primo de Op que divide a p, L) = 1 genera
o

Z(B/p) y por tanto se tiene que [Z(B/p) : T(P,p)] = [%( t=F] =1y que
ademés #(T'(B/p)) = ordyp(p) = 1.
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Sea Spyp = {p | [F : SF] = Ly ordg(p) = 1}, y sea Sp = {p |
p es un primo de Op}, entonces Sy r \ Sp es finito y por [NCJ[Cor 5.2, cap
2] (en la prueba, usa que la extensién es Galois porque usa que los primos
que descomponen totalmente cumplen [9X : %] =1y ordg(p) =1 asi que

B
realmente el resultado es el mismo)

%F} = 0p(Syp) = 0r(Sp) =1
or tanto, L = F y por el teroema fundamental de teoria de Galois
H=G.
Para probar 2. se empieza probando en el caso F' = Qy K = Q((,,) siendo

(m una raiz primitiva m-ésima de la unidad. Sea (p) un primo de Z donde p

y m son coprimos. Entonces se denotara o, = (%) que esta definido como

0p(Cm) = (2. Esta definicién es compatible con la anterior dado que si [K :
F] = k, un elemento de O se puede escribir como x = ag+a(p+ ... +axC 1
y entonces z¥ = af + ajCP + ... + akgfg(’“‘” =af + aj¢? + ... + ap(EFY =
ap + a10,(Cn) + - + a0, (C571) = 0,(2) mod p. Por tanto, también se da la
igualdad médulo un primo que divide a (p).

Sea a € Z, tal que a se factoriza como a = p{' - p¢, y es coprimo con

m. Entonces, denotando o, = (é%)? 0a(Cm) = G-

Seaa=2conb,ce Z., entonces se tiene que 0.0, = 0., = 03. Es decir,

Oy = abac_l.cEligiendo d € Z, tal que dc = 1 mod m, o.! = 04. Por tanto
04 = Opg- Si {a) € 7367<m>, entonces c¢d = 1 mod m. Y eso implica que o, = 1.
Por tanto 7367 (m) C ker A.

Si ahora F' es un cuerpo de nimeros cualquiera y K = F((,), por la
propiedad de consistencia se tiene que:

(e = (s
K/F Q(¢m) @(Cm)/@
Como un automorfismo ¢ de Gal(K/F) fija F, entonces este es trivial si

y sélo si o |g,.)= 1.
Sea m = (m), y sea a € Py . Entonces a = (o) para un « tal que

a=1 mod m y a > 0. Por tanto:

(777) e <%> o= %F@%)) - <<<g<?f>(7é>>

Como o > 0, enonces Np/g(a) > 0. Como ademds o = 1 mod m, en-

tonces se debe tener Np/g(o) = 1 mod m. Como vimos antes, eso implica
que
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(Nrjg(a))
(aieoa)

Por tanto, se tiene que

<KjF> =1

Por tanto a € ker A cumpliendose 2.

Si ahora se tiene F' C E C K como en el apartado anterior, por la
propiedad de consistencia, se tiene que P;{m C ker Ag/r.

Si K/F es una extensién ciclica arbitraria, por [NCl Cor 5.11, cap 4] se
tiene que existe un ideal m de Op tal que [K : F] = [Zp(m) : Pp Ni/p(m)].
Como A es sobreyectiva, se tiene que:

[Zr(m) :ker A] = #G = [K : F| = [Zp(m) : Pf Nk/r]
Por [NC| Prop 2.2, cap 5] se tiene que ker A C Plff,m./\/}(/p. Por tanto, se
debe dar ’P;f,m C P;mNK/F = ker A y por lo tanto se da 2.

Si K/F es una extensién abeliana arbitraria, entonces para cada cada ex-
tensién ciclica F/F se tiene que existe un ideal mg tal que P}mE C ker Ag/p.

Se define m = H mg. Como Pj C Pp., para cada £ como en el
E/FciclicaECK
producto, entonces, si a € Pi vy E/F es una extensién ciclica con £ C K,

se tiene que si 0 = (ﬁ), por la propiedad de consistencia, se tiene que

o |E: 1.
Sio # 1, entonces existe un caracter no trivial x: (o) — C*. Este caracter
se puede extender a un caracter y de G. Sea H = ker x, entonces % es ciclico.

Efectivamente, primero si dado un grupo 7', T denota el grupo de caracte-
res de T, se tiene que H 2 (x)* = {¢) € G | 1(x) = 1} Por el homomorfismo

¢o: G — G que se ha definido y probado que es isomorfismo en [NC|, Prop
1.2, cap 2] restringido a H. La imagen es (x) porque si g € G\ H x(g) # 1.
Entoncgi se tiene que (x) = H* Por [NC|, Prop 1.3, cap 2] se tiene que
Ht =~ (%) y por [NC| Prop 1.1, cap 2] se tiene que (%) = % y por tanto es
ciclico.

Si E es cuerpo fijo de H, entonces Gal(E/F) = £ via el morfismo que
restringe un automorfismo de G a E. Como es ciclico, se tiene que o |p= 1
y por tanto o € H = ker x, lo cual estd en contradiccion con que x | es no
trivial.

Para probar 3. usando el corolario 1. y usando K = F se tiene que si p
es un primo de O que no ramifica y 8 un primo de O tal que P | p
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)~ (3e)

Si I es un ideal K primo con cada primo que ramifica en K/F, entonces

(NK/F(I )) .
K/F
Finalmente el homomorfismo es biyectivo porque por la segunda desigual-
dad fundamental, se tiene que [Z(m) : Py N/ p(m)] < #G.
]

Finalmente se dara una reinterpretacion en ideles de la reciprocidad de
Artin. Esta consistird en, dado un ideal m como en la proposicion [ tal que
S;m C F* Ng/rpJKk componer los siguientes morfismos:

Jr Z(m) -
— \
Fx NK/F JK ,P;‘,mNK/F (m) Aplicacién de Artin

Jr

Siendo el primer morfismo sobreyectivo el canénico. Componiendo se de-
fine la aplicacion de Artin en ideles:

pr/p: Jp— G
Se dird que K es el cuerpo de clase de F* Ng/pJg.

1.4. Correspondencia de subgrupos abiertos
y extensiones abelianas.

El objetivo de esta seccion sera dar una correspondencia entre las exten-
siones abelianas de un cuerpo de nimeros F' y ciertos subgrupos abiertos de
Jp.

Proposicion 7. Sea
¢: { Extensiones abelianas finitas de F'} — {Subgrupos abiertos de Jr que contienen a F*}

La aplicacion dada por ¢(K) = F*Ng,pJi. Entonces si K, K' y E son
extensiones finitas de F, se tiene:

1. K C K’ siysolo si p(K') C ¢(K)

2. (KK') = 9(K) N 6(K')
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3. 9(KNK') = ¢(K)p(K')

4. SiH =¢(FE)=F*NgpJg y E C K, entonces E es el cuerpo fijo de
pr/r(H)

Demostracion. Sean H = ¢(K) y H' = ¢(K’), entonces se tiene que H =
ker pg/p y H' = ker pgr/p. Sea a € Iy entonces, px/r v px’/r vienen dados
de la siguiente forma para ideales m y m’ adecuados y siendo G = Gal(K/F)

y G' = Gal(KK'/F):

pr/r: Jp = FXN{(# — ﬁ;&a(m) - G
a — a — <%}> = (é?/iz)
prK//F: Jr = FXNKJ# — % — ¢
a = A e (da) o ()

Donde «, o’ € F'* estan definidos en la proposicion . Como
((aa>><<0z’a>_1) B ((aa‘1>> _
K/FJ\ K/F ) \ K/F )

(e = (i)

Por el la propiedad de consistencia del simbolo de Artin se tiene que:

Entonces

o’a o’a aa
(@) b= () I = (70) = (£78) = pwseta

Por tanto, ker pxg/r C ker pg/p. Haciendo lo mismo con K " se consigue
ker pxgr/p C ker pgryp. Por tanto, como ¢(KK') = ker pxgr/p, entonces
HKK") C 6(F) N o(K).

De la misma forma si a € ker pg,r y, a € ker pg/p. Entonces pKK//F(a) €
G’ es trivial en K y en K’'. Por tanto debe ser la identidad y por esto
O(KK') D ¢(K)No(K'). Asi que se tiene 2.

1. se prueba porque en este caso KK’ = K'. Por tanto ¢(K') = ¢(K) N
d(K') C ¢(K). Por otro lado si ¢(K') C ¢(K), entonces ¢(K') = ¢(K) N
¢(K') por el apartado 2.

)= #(575) = Grnan) = # (ki) =1 1
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Como K’ C KK', entonces se tiene que K K’ = K’ y por tanto K C K'.

Para probar 4. si a € H entonces pg/rp(a)lp = pg/r(a). Como H =
ker pg/p entonces, 1 = pE/F = pg/p | E. Por tanto, el cuerpo fijo de px/r
contiene a F

Si pi/r fija x € K, entonces fija F(x). Por tanto, para a € H, 1 =
pr/F(a) |E@= pE@)/r(a). Por tanto, a € ker pgy/p y por ello H C ¢(E(x)).
Usando 1. E(z) € E y por tanto € E. Asi que E es el cuerpo fijo de
pr/r(H). Por tanto 4. es cierto.

Falta probar 3. para ello, como K, K’ C K N K’, por 1. ¢(K), p(K") C
o(K N K'). Por tanto ¢(K)p(K') C ¢(K N K').

Sia€ ¢(K)ybep(K'), entonces:

PKK'/F(ab) \KmK/: pKK’/F<a) \KmK/ PKK'/F(a) \KmK/Z 1

Por tanto, pxk//r(ab) fija K N K'. En concreto px g r(¢(K)p(K')) fija
K N K'. Por tanto, si £ es el cuerpo fijo de prrr/p(¢(K)@(K')), entonces
KNK' C E. Por 4. E es el cuerpo fijo de pgri/r(¢(E)) y por el teo-
rema fundamental de teorfa de Galois se tiene que pxr/r(P(K)p(K')) =
prkrd(E). Esto implica que si a € ¢(F), entonces existen b € ¢(K)
y b" € ¢(K') tales que prr/r(a) = prrr/r(bb’). Por tanto, a(bb’)™! €
ker pxgr/r = O(KK') = ¢(K) N ¢(K'). Por tanto a = a(bb’)~!(bb’) €
(6(K) N oK) o)) = (KoK,
[

Este teorema tiene el siguiente corolario

Corolario 2. Si K es el cuerpo de clases asociado a un subgrupo abierto H
de Jr que contiene a F* y H' O H es un subgrupo abierto de Jp, entonces
H' tiene cuerpo de clases.

Demostracion. Sea E el cuerpo fijo de pg/p(H'), como H C H' y K es el
cuerpo fijo de pg/p(H), entonces F C E C K.

Sea a € Jp, como ¢(E) = kerpg/p, entonces a € ¢(&) si y sélo si
a € ker pp/p. Como pg/r = px/r |E, entonces a € ker pg/p siy solosi px/p |E
(a) =1y esto es siy sélo si pr/r(a) fija E, es decir, si pg/r(a) € pr/p(H').
Esto 1ltimo es equivalente a que exista un b € H' tal que px/r(a) = px/r(b)
o lo que es lo mismo, que exista un b € H’ tal que ab™!' € ker pr/r- Como
ker pr/p = H, esto equivale a que a € HH' = H'. ]

Teorema 4. (Teorema de existencia) Sean F un cuerpo de nimeros, todo
subgrupo abierto H de Jr que contiene a F* tiene cuerpo de clase.
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Demostracion. Primero hay que probar que si F' es un cuerpo que contiene
todas las raices n-ésimas de la unidad, S un conjunto finito de lugares que
contiene a todos los lugares infinitos, los lugares v tal que p, | n y tal que
Jp=F*Jps,s1 B = H(FX)” H U,, entonces F'* B tiene cuerpo de clases.

veED vgS
El resto de la prueba consiste en ver que para todo subgrupo abierto H de

Jr que contiene a F'* existe un & como antes, tal que el B correspondienbte
cumple que B C H. De aqui se deduce que F*B C F*H = H y el teorema
te lo da el corolario. 2l

La prueba completa estd en [NC, thm 2.7, cap 6] ]



Capitulo 2

Formas modulares

2.1. Grupos Fuchsianos.

Se denota P = CU {oo}. Se puede definir la accién del grupo GLs(C) de

la siguiente forma: sea o = ( Z Z > € GLy(C)

az+b
oz =

= Vze P
cz+d ®

Se pueden conseguir identidades interesantes denotando j(o, z) = ¢z +d.
Con esta notacion, es una comprobacién directa que:

(1) =07

Si 7 € GLy(C), entonces, usando esta identidad se tiene que:

j((TO'),Z)( (7’(17)2 )7‘0‘( i ) =T<j(0, Z)( O<12> )) = j(o, Z)j(77‘72)< 7'(172 )

Obteniendo de aqui las siguientes dos identidades:

j(ro,z) =j(o,2)j(1,02) (2.1)

(10)z = 71(02)

Como Id es la transformacion identidad, entonces, la ultima identidad
implica que o~! también es la inversa de o como transformacién en P. Por
otro lado, se tiene que:

27



28 CAPITULO 2. FORMAS MODULARES

()= T e

tomando determinantes queda:
det(o)h = j(o,2)j(0, 2+ h)(o(z+ h) — 02)
Dividiendo por h y tomando limite cuando h tiende a 0 se tiene:

det(o) = lim (0 2)j(o, 2 + WITETZ0D (g 7B o

A partir de ahora nos restringiremos a SLy(R). Aqui, obtendremos una
nueva identidad a partir de la igualdad:

(3 )= s s ) = Uy )

Tomando determinante, se obtiene la identidad:

oIm(oz)
Im(2)
Si se define H = {z € C | Im(z) > 0}, entonces, H es estable bajo la

accion de SLq(R).
Se quieren buscar como son los puntos fijos en P bajo esta accion del

Z > € SLy(R)

det(o) = ||j(o, 2)|

(2.4)

grupo SLy(R). Para ello, hay que coger un elemento o = ( ﬁ

y los puntos fijos de ¢ son las soluciones a la ecuacion:

az+b
cz+d ‘

Sic=0, ad =1y entonces oo es un punto fijo. Para z # oo, z es punto
fijo si y sélo si az + b = dz tiene solucién, pero en este caso la solucion seria
real.

Si ¢ # 0, entoncs, coo = % y por tanto co no es un punto fijo. Si z # oo,
cz+d=0siz= —%, pero en este caso z no es un punto fijo. Por tanto, z
es un punto fijo si y sélo si az + b = dz? + cz tiene solucién. Esto da tres
posiblidades: o bien tiene dos puntos fijos reales, o bien tiene dos puntos fijos
complejos (no reales) y conjugados o bien sélo tiene un punto fijo real.

Entorno a esto, se pueden clasificar las transformaciones de SLy(R).

Definicién 15. Dada o € SLy(R), entonces:
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n Se dice que o es una transformacion eliptica si tiene un punto fijo
z € H y su otro punto fijo es z

» Se dice que o es una transformacion parabdlica si solo tiene un punto
fijo z € RU {00}

» Se dice que o es una transformacion hiperbolica si tiene dos puntos
fijos en RU {oo}.

Se fijara hasta el final de esta seccién un subgruo discreto (con la topologia
inducida de la euclidea) I" de SLy(R). A los puntos fijos también se les puede
dar nombres:

Definicién 16. Un punto z € H se dice punto eliptico de I' si existe una
transformacion eliptica o € I' con 0z = z. Un punto s € RU{oo} se llama
una cusptde de 1" si existe una transformacion o € ' tal que os = s.

Se define el conjunto H* como la unién de H y las ctspides. En H* se define
la relacion de equivalencia z ~ 2’ si y sélo si existe o € I' tal que oz = 2.
El conjunto de las clases de equivalencia se denota I'\H* y el conjunto de las
clases de equivalencia en H se denota I'\ H.

Se puede definir una topologia en I'\H* definiendo una base de abiertos
que consistird en para cada z € H todas las bolas abiertas de centro z y para
cada cuspide s € R, los conjuntos de la forma {s}U{ el interior de un circulo
en H tangente a la recta real en s} y los conjuntos de la forma {oco} U {z €
H | Im z > ¢} para cada ¢ > 0.

Definicién 17. Se dice que un subgrupo dicreto T' de SLy(R) es un grupo
Fuchsianos de primer tipo si I'\H* es compacto.

Se llama grupo modular a cualquier subgrupo de SLy(Z) de indice finito
pero aqui cuando hablemos del grupo modular nos referiremos sélamente a

SLy(Z).

2.2. Dominio fundamental.

Para estudiar I'/H es conveniente encontrar un subconjunto de H* que
modelice bien este espacio topoldgico. Para ello se da la siguiente definicién:

Definicién 18. Dado un subgrupo discreto I' de SLs(R) y un subconjunto
F de H, se dice que F' es un dominio fundamental de " si satisface:

» H = UUEF oF



30 CAPITULO 2. FORMAS MODULARES

= existe un subconjunto abierto U de F tal que U = F

» UNoU =0Vo el'\ Z(T') siendo Z(T') el centralizador de T.

En esta seccién el objetivo sera encontrar un dominio fundamental para
SLy(7Z) y sacar de esto algunas conclusiones. Para ello, primero, se conside-
raran las siguientes matrices:

11 0 —1
TZ(O 1>y5:<1 o)
Se tienen las siguientes identidades:

1
Tz=z2+1, Sz2=—=, S’2=2, (ST)’2 =2
z

Se define el conjunto F' = {z € H | |z| > 1,|Re(z)| < 3}. Para probar
que F' es un nominio fundamental se usara la siguiente proposicién:

Proposicién 8. 1. Para toda z € H existe 0 € SLy(Z) tal que oz € F.

2. Size F yzZ €F son distintos y tales que existe un o € SLy(Z) con
oz =72, entonces, Re(z) =+3 yz=2"£16 2| =1y = —-1.

3. Sil(z) ={0 € SLy(Z) | 0z = 2z}, entonces I(z) = {£Id} excepto en
tres casos:

» Siz =1, entonces 1(z) es el grupo de orden 4 generado por S y

—1d.
s Siz=p= e en cuyo caso 1(z) es el grupo de orden 6 generado
por ST y —Id
s Siz=p= e%i, en cuyo caso 1(z) es el grupo de orden 6 generado
por TS y —Id.
Demostracion. Para probar 1., si o0 = < CCL Z ), entonces Im(oz) = éﬁ;f%

Se tiene que cz +d € B(0,r) siy sélo si z € B(—%, ﬁ) Fijado un r tal
—%, ﬁ), como z € R, entonces, se
a
le|

que existan un ¢ y un d’ con z € B(

> €. Por tanto, debe ocurrir que

tiene que existe un € > 0 tal que ‘z +

€< |%| y como ¢ € Z hay un numero finito de c. Fijado una ¢, como los d son
enteros, solo hay un nimero finito de d tal que z € B(—‘%', ﬁ

que debe existir un o € G (donde G es el grupo generado por Ty S) para el
cual |cz + d\2 alcance el minimo y por tanto, que Im(oz) alcance un maximo.

). Esto prueba



2.2. DOMINIO FUNDAMENTAL. 31

Re(T"oz) < i.Si [T"oz] < 1,

Se puede elegir un n entero tal que — e(T"
Im(T"0z). Por tanto |T"oz| > 1

entonces Im(ST"oz) = I Im(T"o
y por tanto T"oz € F.

1
5 <

\ST" z) >
2.y 3. se pueden probar a la vez. Sea z € Hy o € SLy(Z) que cumplan

2., entonces, sin pérdida de generalidad se puede suponer que Im(oz) > Im z
porque si no, se elige 0z como z y o~ ! como o. Para que esto ocurra, si 0 =

( CCL Z ), entonces, |cz 4+ d| < 1. Como |z| > 1, eso implica que Im*(z) > 2.
Por tanto, |Im(cz + d)| = |c¢|[Im(z)| > ]c|\/§ y por tanto |¢| < 2. Esto deja
las posiblidades c=0,c =1y ¢ = —1.

Si ¢ = 0, entonces, d = 1, en cuyo caso a = 1 y o es la translacién por b
od= —1, en cuyo caso a = —1 y o es la translaciéon por —b. Esto implica
b=+1y Re(z) = £3.

Si ¢ = 1, entonces, como |z + d| < 1, dado que |z + d| = Im?(2) +Re?(z +
d) > 3 + Re’(z + d), debe ocurrir [Re(z +d)| > L. Esto puede ocurrir en
varios casos:

si d = 0, en cuyo caso se tiene |z| < 1 y por tanto |z| = 1 y como
ad—cb=1,b= —1. En ese caso 0z = a — -. Tomando la parte real, se tiene
que Re(a— %) =Re(a— %) = Re(a—z) Re( ) —Re(z). Esto implica a = 0
excepto si Re(z) = 3 o si Re(z) = —1. En el primer caso z = —p y por tanto
a=1o0a=0. Sia:1,0:TSya(—,6):—ﬁysiazo,setienez En
el caso Re(z) = —%, entonces, z =pya=—10a=0.5ia= —1, entonces
= (ST)? op = p ysia=0se tiene 2.
Si d = 1, entonces Re(z) = —l y por tanto z = p. Ademas debe ocurrir

ad —cb = 1y por tanto a = b + 1. Por esto, op = (b+1)p+b — b(ﬂ+1)+p _

b—i—pJr1 = b — p y por tanto, para que siga en F', b—Oob——l Slb—O
entonces, op = —p = p + 1 cumpliendo 2. y si b = —1, entonces 0 = STy
op=1

Si d = —1, entonces Re{z} = 5. Anédlogamente al caso anterior, z = —p
o bien 0 = (T'S)? y o(—p) = —p, o bien o(—p) = p=—p — 1.
El caso ¢ = —1 traspone al caso ¢ = 1 considerando la matriz —Ido.

Falta considerar que 0z = z + 1 no da ningtin punto fijo, pero oz =
da ¢ como punto fijo en F'. Por tanto se ha probado 2. y 3.

aNs

Corolario 3. F' es un dominio fundamental de SLo(Z)

Como primera aplicacién del dominio fundamental se tiene el siguiente
resultado:

Proposicién 9. SLy(7Z) estd generado como grupo por S,T y —Id
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Demostracion. Dado z € intF'y o € SLs(Z), entonces, se prob6 en la pro-
posicién anterior que existe un 7 en el grupo generado por S y T tal que
Toz € F. Como z € F, por el segundo apartado de la anterior proposicion
como z no pertenece a la frontera de F', z = 7oz y por el apartado 3. eso
implica que 7o = +Id. Por tanto ¢ = £7~! y por tanto, estd en el grupo
generado por S, Ty —Id. O

Para conocer H* se calcularan las cuspides.

Lema 1. Las cuspides de SLy(Z) son QU {oo} y son todas equivalentes.

Demostracion. Si o = < @b

c d
rabdlica y s € R un punto fijo, entonces cs* + (d — a)s — b = 0. Como sélo
hay una solucion el discriminante es 0 y por tanto, s = ‘g;cd € Q. Ademas oo
es un punto fijo de Ty por tanto es una cuspide.

) € SLy(Z), si 0 es una transformacién pa-

Sélo queda probar que todos los racionales son cuspides para ello, si p

y ¢ son enteros coprimos y s = §, existen enteros A\ y 3 tales que 1 =

. A
Ap—Bq.Sio = ( . ﬁ ), entonces 0 1T'os = s. Para ver que 070 es una

transformacién parabdlica, si 7 € R U {oco} es tal que o~ 'Tor = r, entonces
T(or) = or, por tanto or = 0o y eso implica que s = r.Se deduce de aqui
que 0~ 'To es una transformacién parabdlica y entonces s es una cispide.

]

Por el lema 1, SLy(Z)/H* = SLy(Z)/H* U {o0}. Se tiene una aplicacién
sobreyectiva y continua: F'U {oo} — H*. F'U {cc} es compacto porque si U
es un entorno de oo, entonces F'\ U es un subconjunto cerrado y acotado de
F'. Por tanto SLy(Z) es un grupo Fuchsiano de primer tipo.

2.3. Funciones modulares.

Dada o € GLy(R) una matriz con determinante positivo, k € Zy f: H —
C, se denota:

SIS

f 1 o]k = det(0)? f(o(2))j(0, 2) ™"

Se tiene que si 0,7 € I, entonces:
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f | [r0) = det(70)? f(r(0(2)))j (70, 2)*
= det(0)* (det(r)* [ (r())j(r, 02)*) - (0, 2) *
= det(0)* f(0(2) | [Tei(o,2)™
= (f(2) [ [71e) | o]k
Definicién 19. Sea k un entero y I' un grupo Fuchsianos de primer tipo,

una funcion f: H — C se llama una forma automorfa de peso k con
respecto a I' si satisface las siguientes condiciones:

1. f es meromorfa en H.
2. f|lole = f para todo o € T.

3. f es meromorfa en las cuspides de I'.

Para entender esta definicién hay que explicar qué significa que f sea
meromorfa en las cispides de I'. Primero, si I' es un subgrupo discreto de
SLy(R), tal y como se prueba en [SH|[prop 1.17], si I's = {0 € " | 05 = s},
v p € SLy(R) es tal que p(s) = oo, entonces, pl'xp~! - {+Id} es un grupo
0 }f ) para algun h y £1d. Por 2. se tiene que si
o€ plyp™t, ysi T es tal que o = prp~!, entonces:

generado por la matriz (

(F 1) ol = ((CF LT e) [lele) TIrle) o™k = (F 1 I7le) [ I~ e =
R

Si k es par, entonces f | [p7!]; es invariante bajo z — z + h. Por tanto,
existe una funcién meromorfa ®(g) en el dominio 0 < |¢| < r para algin r
positivo tal que:

-1 27miz
FE) e =2(e )
Se dice que f es meromorfa en las cuspides si & es meromorfa en 0.
Si k es impar, entonces si —Id € T', por 2. se tiene que f = — f y por tanto

. . , 1
fes0.Si—Id¢gT, entonces o bien pI';p~! estd generado por ( 0 QL ), en
cuyo caso la definicién es como en el caso k par o bien pI';p~! estd generado

1 h . . . , .
por —( 0 1 ) y por tanto es invariante bajo z — z+ 2h. Asi que existe una
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funcién meromorfa ®(¢) en el dominio 0 < |g| < r para algin r positivo tal
que:
FE) [ p ™k =2(e™)
Se dice que f es meromorfa en las cuspides si ® es meromorfa en 0.
En ambos casos, la funcion ®, como es meromorfa en el 0, se puede
expandir en series de Laurent alrededor del 0 como ®(q) = Z Cnq" para un

n>ng

ng € 7.

Se denotara como A(I"); el conjunto de las formas automorfas de peso
k con respecto a I'. Con la notaciéon de antes denotara G(I'); al conjunto
de elementos f € A(D'); tal que ¢, = 0 para todo n < 0. A los elementos
de este conjunto se les llamara formas integras de peso k con respecto
a I'. Finalmene se denotara S(I'); al conjunto de elementos f € A(I"), tal
que ¢, = 0 para todo n < 0 A los elementos de ese conjunto se les llamara
formas cuspidales de peso k£ con respecto a I'. Para cada k, estos
conjuntos tienen estructura de espacio vectorial sobre C y ademads se cumple
que :

w fe Ay, g € A implica que fg € A(D)grw
. £ €G(D).g € G()y implica que fg € G(T)w
» [ €Sk, g€ Sy implica que fg € S(T)panr

Por tanto @A(F)k, @Q(F)k, y @S(F)k, tienen estructuras de élge-

k>0 k>0 k>0
bras graduadas.

Una funcién f: H — C se llama funcién modular de peso k si es
una forma automorfa de peso k con respecto a SLy(Z) y se llama forma
modular si es una forma integra y es holomorfa en todo H.

Como —Id € SLy(Z), entonces no hay funciones modulares de peso impar
a parte del 0. Para un peso k se tiene un resultado que hace mas sencillo
comprobar la segunda parte de la definicion:

Proposiciéon 10. Dado k € N, una funcion f: H — C cumple que f |
[0)or, = f para todo o € SLy(Z) siy solo si cumple: f(z+ 1) = f(2) para y
f(=2) =2 f(2).

Demostracion. De acuerdo con la proposicion |§] SLy(Z) esta generado por
S,T y —Id. por tanto una funcién f: H — C cumple que f | [o]ar = f para
todo 0 € SLy(Z) si y sélo si lo cumple para 0 = S, 0 =T y o = —1d.
Usando las siguientes identidades, se tiene el siguiente resultado.
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FI T = 7z +1)
£l = 7 £(—)

f1=Tdlor = (=1)%kf(2)
O

Usando este resultado, es inmediato comprobar que si f € A(SLy(Z)), y
g € A(SL2(Z))), con k y k" ambos nimeros naturales pares tales que k > &/,
entonces § € A(SLy(Z)) sy

Esta seccion la terminaremos dando ejemplos de algunas formas modula-
res relevantes. Dado L un reticulo sobre C y {w;,ws} una base de L tal que
g—; € H, entonces para un k par, se define:

Gr(I) = Gr(wy,wy) = Z ik

weL\{0}

Esta serie es absolutamente convergente para k > 4 y eso se tiene por el
siguiente lema:

Lema 2. Sea L un reticulo, la serie

1
2 jwl*

weL\{0}

es convergente para s > 3.

Demostracion. Primero se tiene que:

1 1
R e 2.5
Z |w|® Z 5 law; + bws|® (2.5)

welL\{0} (a,b)ez2\{(0,0

Para cada natural m define el conjunto A,, = {(a,b) | a = £m y [b] <
m b= 4myla] < m}. Se tiene que A,, N Z?* tiene 8m elementos. Y es
compacto. Si se llama M = min{|aw; + bws| | (a,b) € A;} (existe por-
que A; es compacto y la funcién (a,b) — |aw; 4+ bws| es continua) entonces
se tiene que para cada m natural (a,b) € A, implica que |aw; + bws| =
Swy + %wg‘m > Mm. Por tanto:

1 8m
- - < _
Z ) ]awl + bU)2|s - Z (Mm)s

(a,)€Z2\{(0,0 meN

Como esta tultima serie converge si s > 2, entonces se tiene el resultado.
]
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Se define )

(a,0)€Z>\{(0,0)}

Proposiciéon 11. Dado un entero par k > 4 entoces se tiene que para todo
zeHG(z+1) =Gi(z) y que G,’;(—%) = kG (2)

Demostracion. La identidad G (z 4+ 1) = Gj(z) se tiene porque:

1 1
DD vy s D DR rrwr

(a,b)€Z2\{(0,0)} (a,a+b)€Z?\{(0,0)}

1
2 (a(z +1) +0)*

(a,b)€Z2\{(0,0)}
La identidad Gj(—1) = 2*Gj(2) se tiene porque:

Gi—) = > (e 2 (al + b)F

(a,b)€Z2\{(0,0)} (a)ez\[(00)) 2

= 2 (a+ba)f 2 (az +0)% Gl

(a,0)€Z2\{(0,0)} (a,0)€Z2\{(0,0)}
[l

Para probar que las funciones G} son formas modulares de peso k faltaria
probar que son holomorfas en H, que meromorfa en las cispides y que es una
forma integra. Respecto a esto se tienen los siguientes resultados:

Proposicién 12. Para cada nimero par k > 4 la funcion Gj es holomorfa
en H

Demostracion. Si F' es el dominio fundamental de SLy(Z), dados a,b € Z
y z € F tiene que |az 4+ b|° = (az + b)(aZ + b) = a?|z° + abRe(z) + b* >
92mi i

it ab 4 1 = (ae’F 4 D)ae?™ 1) = (0’ 1 b)(ac’F +b) = [ae’F + 1]
Por eso:

Z b Z ;<oo

k — ] k
@pezngooy 192 T @ heznoo ‘aeQT + b‘

Y por tanto Gj, es holomorfa en F'. Para ver que G}, es holomorfa en H,
dado z € H existe un o € SLy(Z) tal que oz € F. Como por la proposicién
Dj] k

G(2);, = det(0)? Gi(o(2))7 " (0, 2)
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Entonces, como ¢ es holomorfa en z y G en o(z), entonces Gj o o es
holomorfa en z y como j(o, z) es holomorfa en z entonces G} es holomorfa
en z y por tanto Gy, es holomorfa en H

]
Proposiciéon 13. Se tiene una expansion de Fourier en oo de la forma:
Gi(z) = 20(k) + 2¢ 27”) Zak 14" Siendo q = e*™* y o st
dn

Demostracion. Se usard la formulas

=, 1 1
7TCOt7TZ=Z_1+Z(Z + )= Z (z4+m)™"
m=1

+m Z—m

Por otro lado se tiene que:

COS T2 emﬁz + e—m’z em‘z em’z + e—m‘z
mecot mz = m— =T — = T — , -
sin 7z 7~ (67712 _ efmz) emiz (efrzz _ 6771'12)
%9
q+1
= mi =mi(l —2 g q")
q n=0

Si se igualan las ecuaciones queda:

Z (z4+m)™ "t =mi(l — QZq”)

Si se deriva r — 1 veces queda:

o0

(=1)"(r —1)! Z (z4+m)™" = (2m)" Zn

m=—0oQ

Efectivamente, porque para r = 1 se tiene:

y
dmi(1—2) q")
= — dg" S
= n=0  _ —712'2; d_qz = —2m';(2nm) —(2mi) an"
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Multiplicando ambas expresiones por —1 e igualandolas se tiene el resul-
tado. Si es cierto para r entonces para r — 1 se prueba derivando una vez
mas:

[e.9]

A=) (r =18 Y (z+m)” o d(s 4 m)"
— = (-1 -1 Y %:

m=—0Q

(D rr=1)! Y (z+m) T = (=D Y (2 m)
y
d(2mi)" Z n " L,
le = (2mi)" Z dnd (2mi)" Z 2min’q"

n=1

_ (27_”-)(7'-1-1) Z nrqn
n=1

Entonces, el resultado se obtiene finalmente porque:

k(2) = Z (mz+mn)” —227’& +2Z Z mz+mn)”

(m,n)eZ\{(0,0)} m=1 n=infty
NE 00 00
ZQC(k)‘i‘Q(fil)wZanlqmn:%( 'ZZ Je=tgn
" m=1n=1 d=1 dln
2y + 2 200 S5 et gy 2 2T S5 e
n=1 dn n=1 d|n

]

Estas tres ultimas proposiciones prueban que G es una forma modular
de peso k para cada par k > 4.
Sabiendo esto, se definen las siguientes formas modulares:

= 92(2) = 60G](2)
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.« go(2) = 140GH(2)
n A2) = go(2)% — 27g3(2)?

— 1939
n J(2) = 12°% 5

Por la estructura de algebra graduada que se vio antes, es facil comprobar
que A es una férma modular de peso 12. Ademéds como los valores de ((k)
son conocidos [IR][Cap 15.] se tiene que A(oo) = 0.

Proposicién 14. J(z) es una forma modular de nivel 1 cuya expansion de
Fourier en el infinito es:

J(z)=q ' (1+ ) caq")

con ¢, €7

Demostracion. Se define X = 203 n)q" eY = 205 n)q" donde oy(n)

denota la suma de las poten(nas k; ésimas de los d1V1sores de n. Con esta
notacion ga(z) = (2m)*(55 + 20X) y g3(2) = (2m)°(55 —X§ Y). Por tanto,
se tiene que (2m)7"2A(2) = (2m) 7 (ga(2)® — 27g5(2)?) = 2L + 100X +

3v3 212 = 5d3+7d5n = n
20°X° —3-7°Y :Z Z —q —|—Zanq donde los a,, € Z dado

n=1 d>0,d|n 12 n>1
que corresponden a la expansién de 100X? + 203X3 — 3 - 72Y2.
Como d°> =d®> mod 12y 5 = —7 mod 12 entonces 5d° +7d es un numero
entero para cada d. Por tanto (27) 2A(z anq con b, € Zy b =1.
n=1

+20X)3

D nd”
Finalmente, J(z) = 123 (12 = =)
q+ Z bnqn q+ Z bnqn

tanto, finalmente se obtiene una serie como la de la proposicién.

con los a,, y b, enteros. Por

2.4. Dimensiones

En esta secciéon se calculard la dimension del espacio vectorial de las
formas modulares de peso k para cada k > 0. Para ello hay que introducir
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algunas herramientas. Como las funciones modulares son meromorfas en H,
entonces para cada p € H existe un tunico entero n tal que g(z) = (fo;))n
es holomorfa en p y ademés g(p) # 0. Se define entonces v,(f) = n. Esta

funcién tiene las siguientes propiedades.

Proposiciéon 15. Dado p € H y dos funciones modulares f y g, entonces
up(f9) = vp(f) +vp(9) y vp(f + g) = minf{v,(f), vp(9)}

Sipe M, o€ SLy(Z)y k> 0, entonces v,(j(c,2)%) = 0. Por tanto, si
p € Hy f es una forma modular, entonces vy, (f | [0]x) = Vo (f). Por tanto,
para cada p € SLy(Z)\H y cada forma modular f se puede definir v,(f)
como el valor de uno de los representantes. Se define v, (f) como el orden de
la funcién ® que fue definida para ver que f es meromorfa en las cuspides.
Para oo también se dan los resultados de la proposicion 13

Proposiciéon 16. Dada una funcion modular f de peso 2k no nula, se tiene
que:
1 1 k
v 1)+ 5ulH) + 30+ Y wlf)=¢
pESLa(Z)/H\{i,p}

Demostracion. Primero hay que probar que esta expresion tiene sentido. Es
decir, que el nimero de polos y ceros es finito. Como f es meromérfa en
las cuspides, entonces existe una funcién ® meromorfa para 0 < |g| < r
para algtin r con f(z) = ®(q) siendo ¢ = e’Z. Como es meromorfa se puede
suponer sin pérdida de generalidad que en 0 < |g| < r no hay ceros ni polos.
Por tanto, f no tiene ni ceros ni polos en Im(z) > % log(%). Por tanto, todos
los ceros y polos deben estar en el conjunto FN{z | Im(z) < 5-1log(1)}. Como
este conjunto es compacto solo tiene un nimero finito de ceros y polos. Por
tanto se tiene que la expresiéon tiene sentido.

Ahora se probara la formula. Para ello se consideran dos casos:

Caso 1 Si f no tiene ni ceros ni polos, en el borde de FN{z | Im(z) < 5-log(+)}
excepto quizas i,p y —p, entonces, existe un € > 0 tal que en B(i,€) U
B(p, €) U B(—p, €) no tiene ceros o polos salvo, quizas, i,p y —p. Si se
llama I" al borde de (F N {z | Im(z) < 5-1log(1)})\ B(i,e) U B(p,€e) U
B(—p, €) recorrido en sentido antihorario, por el teorema de los residuos
se tiene que:

A T

2mi Jr f PESLy(Z) /H\{i,p}
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Por otro lado, si se llama I'y, I'; y I'3, a la parte de I" que es entorno de
B(i,e), B(p,€) y B(—p, €) respectivamente, se llaman T'y, T's y T's a las
rectas que van de %+ z% log(%) a —% + z% log(%), de —% + z% log(%)
ap+ieyde —p+iea % + z% log(%) respectivamente y se llaman I'; a
la parte de I' que cumple |z| = 1 y tiene parte real negativa y I's a la
que tiene parte real positiva. Entonces:

1 !/ 1 ! / / / /
— i — _(/ L + / _|_L _|_L _|_L _|_L
2m Jp f 0 2mi Jp, f o fJrs S fJrs T v
!/ / !/
_|_L L + L)
fIe F U f
Primero se usa que T transforma I's en —I's. Como ademas f(7'z) =
f(2), se tiene que

R S A

271 Ts f 21 Ts f

Por otro lado el cambio ¢ = e*™* transforma I'y es un circulo w en
sentido anihorario centrado en el 0. Por tanto,
1 o1 ol

omi Jp, [ 2mi ), @

0

= _UOO(f)

Siendo f(z) = ®(q) para 0 < |g| < r.

Sil'y vade BaB' I'svade C aC"yI3vadeD a D, entonces,
la integral de ﬁ% en el circulo que contiene el arco I'; es decir, de

0B(i,€) es —uv;(f). Por tanto, como el éngulo BiB’ = 7.

1 f! 1
lim — = =——y
i o7 €n 7 = —gulf)
De la misma forma, como el angulo 0,50’ = 2m.
1 1 1
i omi ), 7= 6ol

Y analogamente se hace para probar que

1 f 1
5 | F = gvel)

1m ;
e=02m1 Jp, f
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Finalmente, se tiene que S transforma I'; en —I's. Como f(Sz) =

2 f(2), entonces £452) — 2k 4 S

7(5) o) Por tanto:

2mi Jp, f 2mi rs J - 2mi r, f(z)  f(5(2)) - 2mi

z

R OF R N R Ry N C IO R

Y si € tiende a 0, eso tiende a %.

Sustituyento todo, se tiene la igualdad

Caso 2 Si f tiene un cero o un polo en el borde distinto de i, se puede suponer
que la parte real es negativa y entonces, o bien p y Tp estan en F' o
bien p y Sp estdan en F. Si A es el conjunto de estos polos y ceros p, y
A’ el conjunto de los Tp y Sp que estén en F con p € A, este resultado
se prueba de una forma andaloga solo que se usa el borde del conjunto:

(U (U B\ (U B0 G | ) < oo 1))

peEA peA’ r
B(l> E) U B(pa 6) U B(_ﬁ7 6)'

]

Dado un k par, se puede definir el homomorfismo ¢: Gy (SLs(Z)) — C
definido como ¢(f) = f(oc0). Entonces, se tiene que Si(SL2(Z)) es el niicleo
y por tanto, dim S,(SL2(Z)) < dimGr(SLy(Z)) < dim Sp(SLo(Z)) + 1.
Ademads, si k > 4, se tiene que G}, € Gp(SLa2(Z)) \ Sk(SL2(Z)) y por tanto,
si k > 4 se tiene que Gp(SL2(Z)) = S,(SLy(Z)) & CG;. Usando esto y la
siguiente proposicién se podra calcular la dimensién de Gi(SLa(Z)).

Teorema 5. 1. Gp(SL2(Z)) = {0} para k <0, k =2 y k impar.

2. dim Gog(SL2(Z)) = 1 para k = 0,2,3,4 y5 y sus generadores son
1, G5, G, GE y Gy, respectivamente. Ademds Sa(SL2(Z)) = {0} en es-
tos casos.

3. Multiplicar por A define un isomorfismo de Gop(SLo(Z)) a Sogy12(SLa(Z))

Demostracion. Sea f € Goy,(SLo(Z)), entonces se tiene que:

1 1
)+ e+ 3o+ > w)=
PE(SL2(Z)\H\){i,p}

Ademaés como f es holomorfa en H y es una forma integra, se tiene que
v,(f) > 0 para cada p € SLy(Z)\H*. Por tanto, no hay formas modulares

k
6
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de peso par negativo. Igualmente, si & = 1, se debe tener que para algin
p € SLy(Z)\H*, v,(f) > 1. Eso significa que si f es una forma modular de
peso 2 vy(f) > v,(f) > 3v,(f) > 5. Por tanto,

W+ s+ Y >

vaelf) + Fuilf) + 5
pE(SL2(Z)\H)\{i,p}

1
6

oa|>—n

1
2

Y por tanto no hay formas modulares de peso 2. Esto prueba 1.

Como la tnica forma de escribir a + %b + %c +d= % con numeros enteros
positivos es con a = 0,b =0,c =1y d = 0, entonces, como G} es una férma
modular de peso 4, se tiene que v,(G§) = 1si p = py v,(G§) = 0 en otro
caso.

De la misma forma, como la tinica forma de escribir a + %b + %c +d=
con numeros enteros positivos es con a = 0,b = 1,¢ =1y d = 0, entonces,
como G es una féorma modular de peso 6, se tiene que v,(G§) =1sip=iy
v,(G§) = 0 en otro caso.

De esta forma, se tiene que Gj(i) # 0 y G§(i) = 0. Por tanto, se tiene

que A(z) = (60G5(1))? — 27(140G5(4))? = (60G*(2)) # 0. Por tanto A es no
nula. Como tiene peso 12, debe cumplir:

3

=]

1 1
Uoo(f)+§ﬂi(f)+§vp(f)+ Z | vp(f) =1
PE(SLa(Z)\H)\{i,p}

Como vo(A) > 1, entonces, debe ocurrir que v,(A) = 0si p # ooy
Veo(A) = 1. Eso implica que A(z) # 0 para todo z € H.

La funcién f — fA que va de Gy (SLy(Z)) en Sopi12(SLa(Z)) esté bien
definida porque voo (fA) = Voo (f) + Voo (A) = v (A). Para ver que es biyec-
tiva se construye una inversa. Se usa que % es una funcién modular que es
holomorfa en H por ser cociente de una funcién holomorfa por una funciéon
holomorfa sin ceros en H, y veo(4) = vao(f) — vao(A) = vao(f) — 1. Como
f € San(SLy(Z)) entonces veo(f) > 1y por tanto ve(£) > 0 por lo que la
funcion f — % va de Sori12(SL2(Z)) a Gar(SL2(Z)) v es la inversa. Esto
prueba 3.

Para probar 2. Se usa:

Gr(SLy(Z)) = Sk(SLa(Z)) ® CGY,

Y se usa que para k = 0,2,3,4,5, Gor_12(SLo(Z)) = {0}. Entonces, apli-
cando 1. y 3. se tiene 2.

O

Corolario 4. Si k=1 mod 6 y k > 0, entonces dim Goy,(SLa(Z)) = | %] y si
k#1 mod6 yk>0 entonces dim Goy(SLa(Z)) = | 5] + 1.
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Capitulo 3

Curvas elipticas.

3.1. Divisores.

Una curva eliptica sobre un cuerpo K es una variedad proyectiva no
singular de género 1, con un punto base. El primer objetivo de este capitulo
serd definir qué significa el género de una curva. Para ello, comenzaremos
introduciendo los divisores.

En este capitulo, al referirnos a una curva proyectiva nos referiremos siem-
pre a una curva irreducible. Dada una curva proyectiva C' sobre un cuerpo
K, se define el grupo de divisores de C' como el gupo libre generado por
los puntos de Py se denota como Div(C'). Asi mismo un divisor de C es
un elemento D € Div(C) y se puede escribir de la forma D = Z npP con

peC
np € Z y np = 0 excepto para una cantidad finita de P € C. En este caso, se

denota vp(D) = np y deg(D) = Z np. Ademas, se denota D > 0sinp > 0

PeC
para todo P € C. Finalmente, dados dos divisores A y B, se denota A > B

si A— B >0, es decir, si vp(A) > vp(B) para todo P.

Si K es un cuerpo algebraicamente cerrado C' una curva y P € C| se
denota como Oc¢ p al anillo local de C'en Py K(C) al cuerpo de funciones
racionales de C. Si P es regular, entonces O¢ p es integramente cerrado y
su cuerpo de fracciones es K (C'). Como ademds es un anillo local, entonces
tiene factorizacion unica de ideales.

Si Mp es el ideal maximal de O¢ p, entonces, andlogamente a como se hizo
en el capitulo 1, para cada f € O¢ p, se puede definir vp(f) = ord, (f).
Por tanto, si f € K(C)*, se puede definir el divisor asociado a f como

div(f) = > pecvr(f)P-

Proposicién 17. Dada una curva eliptica C y f € K(C)*, entonces:

45
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1. div(f) =0 siy sdlo si f € K*
2. deg(div(f)) =0

Demostracion. 1. Esto ocurre porque si div(f) = 0 entonces no tiene
polos y por tanto es una funciéon regular. Las funciones racionales de
una variedad proyectiva irreducible son sobreyectivas o constantes y
por tanto, deben tener algiin cero.

La otra implicacion es trivial.

2. [SIL| Prop 3.1]
[

3.2. Diferenciales y teorema de Riemman-Roch

Definicién 20. Dada una curva C y un K(C)-espacio vectorial Q¢ de di-
mension 1 junto con un homomorfismo:

d: K(C) — QC’

que cumple:

= d(fg) = fd(g) + gd([) para todo f,g € K(C)
» d(f) =0 siysdlosi feK.

Se llama a Q¢, espacio de formas diferenciales (meromorfas) en
C' y a sus elementos formas diferenciales (meromorfas) (de grado

1) en C.

Se puede notar que dada f € K(C') no constante, Qo = K(C) - d(f) y
por tanto, toda forma diferencial w € (¢, se puede escribir como w = hd(f)
con h € K(C). Por tanto, para cada forma diferencial w y f € K(C) no
constante (i.e. div(f) # 0), ip € K (C) esté bien definido.

Se pueden definir los divisores de las formas diferenciales definiendo para
cada w € Qc, y P € C, vp(w) = vp(g) para un f tal que vp(f) = 1.
Entonces div(w) = Z vp(w).

PeC
Esto estd bien definido porque si f,g € K(C) cumplen que vp(f) =

vp(g) = 1, como O¢p es un anillo de Dedekind y anillo local, entonces es
dominio de ideales principales [DL, Prop 2.7., cap 3|. Por tanto, existe h con
vp(h) = 0 tal que g = hf. Por tanto: d(g) = hd(f) + fd(h) y por esto,
% = h—l—f%. Como h(P) # 0y f(P) =0, entonces, % # 0y eso implica

que Up(%) = 0.
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Definicién 21. Dada D € Div(C), se define el conjunto:

L(D) ={f € K(C) | div(f) = —D} U{0}

El conjunto L(D) tiene estructura de espacio vectorial y tiene dimension
finita [SIL, prop 5.2., cap 2]. Se denota a su dimension como (D)

Finalmente, se tiene el siguiente teorema que se puede usar como la defi-
nicion del género:

Teorema 6 (Riemman-Roch). Sea C' una curva no singular. w una forma
diferencial no nula C. Ko = div(w). Existe un entero g > 0 llamado el
género que cumple que para todo D € Div(C):

(D) —I(Kg — D) =degD — g — 1

Demostracion. [RH, Thm 1.3., cap 4] ]

3.3. Curvas elipticas.

Ya entendemos la definicién de curva eliptica, y ahora toca empezar a
manipularlas. Dada una curva elipica C, si denotamos O como el punto
base, entonces, por el teorema de Riemman-Roch, se tiene que ((nO) = n.
Eligiendo dos funciones z,y € K(C) y otra tales que {1,z} es una base
de L(20) y {1,x,y} es una base de L(30), se puede comprobar que L(60)
contiene las funciones 1, z, vy, 22, zy, y?, 2.

Como L(60) tiene dimensién 6, entonces, existen Aj, ..., A; € K tales
que:

A1 + AQI‘ + Ag’y + A4l‘2 + A5Iy + A6y2 + A7l’3 = O

Entonces, existe un isomorfismo de C a la curva en P} definida por la
ecuacion anterior homogeneizada. Dado por ¢ = [x,y,1] y ¢(O) =[0:1:0].
Finalmente, si K no tiene caracteristica 2 o 3, tras unos cambios de variables
se puede probar que toda curva eliptica es isomorfa a una curva proyectiva
de ecuacion:

yir = 42 — gona® — g32°

Con go, g3 € K tales que A = g5 — 27g2 # 0 (A se llamaré4 el discrimi-
nante de (). Todo esto esta detallado en [SIL][Cap III]. Se elige entonces



48 CAPITULO 3. CURVAS ELIPTICAS.

como punto base el punto [0 : 1 : 0]. Ademds, por comodidad, normalmente
se escribird la ecuacién en su forma afin como:

y* =42’ — gox — g

Las curvas que nos interesan estaran definidas sobre C. Este dominio, nos
permite estudiar la estructura de grupo de las curvas elipticas de una forma
muy visual. Para ello, se usard un reticulo L sobre C generado por w; y ws.
Se usard a partir de ahora la notacién L = [wy,ws]. Dado un reticulo L, se
puede definir el toro complejo C/ L. Este toro tiene una estructura natural de
grupo derivada de la estructura de grupo de C con la suma. Veremos cémo
esta estructura puede dotar de estructura de grupo a las curvas elipticas y
ademas veremos como se pueden estudiar los morfismos entre curvas elipticas
gracias a esto.

Definicién 22. Una funcion eliptica con respecto al reticulo L es una funcion
meromorfa sobre C tal que f(z + w) = f(z) para todo w € L y todo z € C.

Se debe notar que si L = |[wy,ws], entonces, f es una funcién eliptica si y
s6lo si f(z+wy) = f(z + we) = f(2) para todo z € C.

Definicién 23. Dado un reticulo L, se define la funcion p de Weterstrass
relativa a L como:

p(Z;L)—éJr > <ﬁ—§)
0AweL

Si se sobrentiende el reticulo sdlo se denotard p(z)

De la definicién es facil comprobar que g es una funcion eliptica. Ademas,
su derivada es:

9%2)==§E:Z;j%;55

weL

o
Que también es una funcién eliptica. Usando que ﬁ — é = Z(n +

n=1
n

z
1)wn 5 se puede obtener la siguiente expresion de g:

$) = 5+ >0+ DGanial 1)

n=1

Proposicién 18. Dado un reticulo L, se tiene que:

§(2) = dp(=)° — 60G(L)p(=) — 140Gs(L)
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Demostracion. Se define la funcién f(z) = @'(z) — 4p(2)® + 60G4(L)p(z) +
140Gg(L). Por ser suma de funciones elipticas, esta es una funcién eliptica.
Ademas dado que:

1 1
1
p(z) = = +
4 1

Se tiene que f es holomorfa y f(0) = 0. Como f es una funcién eliptica,
entonces f(w) = 0 para todo w € L por tanto f es la funcién nula. ]

Esta proposicién nos da pistas para pensar que la funcion o parametriza
una curva eliptica. Sin embargo, para que eso sea cierto, la curva debe ser no
singular. Para probar esto, se tiene el siguiente resultado:

Proposicién 19. Dado un reticulo L, sean go = 60G4(L) y g3 = 80Gs(L),
el polinomio:

4z° — g2 — g3

tiene raices distintas.

Demostracion. Para probar este resultado, se elige una base wy,ws de L y se
nota que g’ es una funcién impar y eliptica. Como g es impar, si se denota
w3 = w1 + wy se tiene que para cada i = 1,2, 3:

O (%) =—0'(=%) = —¢'(%)

Por tanto, (%) = 0 y por tanto, cada p(%) es un cero del polinémio.
Se considera la funcién eliptica:

w,
p(r) - o(5)

Como es una funcion eliptica, tal que en el paralelogramo fundamental
P = {—QM—J:E — 3% + hiwr + taws | 0 <ty,to < 1} (con un € > 0 tal que € € P
y el dnico punto del reticulo es 0) sélo tiene un polo de orden 2 (dado que
sélo tiene polos de orden 2 en los puntos del reticulo), eso significa que sélo

Wi

puede tener dos ceros en F;. Estos dos ceros son para x = % y parax = —%.

_ 2
Por tanto, p(%) # ©(%)-
]
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Este resultado implica que el discriminante es distinto de cero y por tanto,
que la curva no sigular (por [DL, Lema 2.6., cap 2| teniendo en cuenta que A
es el resultante de 42 — gox — g3 y su derivada) por tanto la curva el eliptica.

Para probar que dados g, y g3 tales que g5 — 27g3 # 0 existe un reticulo
L tal que la curva

¢'(2; L) = 4p(2)° — g2(2; L) — g5
se necesita el siguiente lema:
Lema 3. La aplicacion j: SLy(Z)\H — C es una biyeccion.

Demostracion. Usando la proposicién [16] se tiene que:

1 1
Vo] =€)+ 5uilJ =€)+ gup(] — ) + Y u(J—0)=0
pESLy(Z)/H\{i,p}

Como J — ¢ tiene un polo simple en el infinito, se tiene que:

1 1
SUilJ =)+ 30,(J =) + > | vp(J —¢) =1
PESLa(Z)/H\{i,p}
Esto implica que J(z) — ¢ = 0 para algun z. Por tanto, existe z tal que
J(z2) =123 52— g2 m

3 2793

Se definen ahora para un reticulo go(L) = 60G4(L) v g3(L) = 140G¢(L).
Por tanto, se tiene que si L = [wz,w], g2(L) = w™g2(2) v g3(L) = wCg3(2).
Entonces:

= si gy = 0, enotonces J(z) = 0 y por tanto go(z) = 0. Se elige w tal que
w8g3(2) = g3 y entonces, L = [wz, w] funciona.

» sicy # 0, se elige w tal que si j(z) = 123 p g§7g2 wga(2) = go y por tan-
—4 3
to se tiene que 123 2 = j(z) = 123 ( )92(Z) — (w"g2(2))

95—27g5 92(2)°=27g3(2)> ~ (w™92(2))®—27(wOg3(2))*"
Por tanto se tiene que w 6g3(2) = g3 y por tanto, L = [wz, w] funciona.

Por tanto, todas las curvas elipticas en forma de Weierstrass se pueden
parametrizar a partir de un toro complejo.

Con la notacién de la proposicion 16, esta claro que si E es la curva
definida por la ecuacién y*> = 4 — gow — g3 la aplicacién ¢: C/L — FE
definida como ¢(z) = (p(z),9'(2)) siz # 0y ¢(0) = [0 : 1 : 0] estd bien
definida:
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Se puede comprobar que es sobreyeciva porque si (x,y) € E, se puede
considerar la funcion eliptica p(z) — . Como no es constante, debe tener un
cero. Si zp alcanza un cero en esta funcién entonces por la proposicion 16
debe ocurrir que ¢'(z)? = y?. Como ¢’ es impar, entonces, o bien ¢/(zy) =y
o bien ©'(—zy) = y.

La funcién también es inyectiva dado que si ¢(z1) = ¢(22), entonces,
la funcién p(z) — p(21) es una funcién eliptica de orden 2 que tiene como
ceros z1, —z1 y 29. Por tener orden 2, tiene que tener como mucho dos ceros
diferentes en C/L contando multiplicidad. Entonces, si 2z; ¢ L, se tiene

que z; Z —z; mod L y por tanto, 2o = +2; mod L. Si zp = —z; mod L,
entonces ©'(z1) = ¢'(22) = p(—21) = —p(z1) y por tanto, p(z1) = 0, pero
eso implica que z; = %, < 6 <. Pero entoces 23 = —2; mod L. En el caso

en el que 2z; € L, entonces, se tiene que z; es un cero doble de p(z) — p(z1)
(se puede comprobar con la serie de Laurent) por tanto, debe ocurrir que
29 = zymod L.

Que ¢ sea biyectiva permite darle a F una estructura de grupo de forma
que ¢(z1 + 22) = 6(21) + 9(22).

3.4. Ordenes e isogenias.

En este capitulo nos centraremos en estudiar los morfismos de curvas
elipticas, en concreto de aquellas definidas sobre C (en este capitulo todas
las curvas serén asi), y esto se empezara a relacionar con los anillos de enteros
via la multiplicacién compleja.

Definicién 24. Sean E, y Ey dos curvas elipticas, se dice que un morfismo
¢: By — Ey es una isogenia si ¢(0) = 0.

Se denota como Hom(E, Es) al conjunto de isogenias de F; a Fs. Se
define la suma de isogenias como (¢p+1)(P) = ¢(P)+1(P) y asi se convierte
a Hom(E}, Ey) en un grupo. Se denotard también End(E) = Hom(E, E). En
este caso, se pueden componer isogenias. Se denotard ¢ = ¢ o 1. Con esta
operacién End(£) es un anillo.

Definicién 25. Dada una curva eliptica E, se dice que tiene multiplicacion
compleja si End(E) 2 7

Un resultado importante es que todas las isogenias son homorfismos de
grupos para la suma definida anteriormente. [SIL][Thm I114.8]

Las isogénias se pueden relacionar con los reticulos gracias al siguiente
teorema:
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Teorema 7. Dados dos reticulos Ly y Lo y sean Ey y Fy sus curvas elipticas
correspondientes, entonces existe una biyeccion entre el conjunto de o € C
tales que aly C Lo y las isogénias de E1 a Fy

Demostracion. [SIL, Thm 4.1., cap 4] ]

Definicién 26. Dado un cuerpo de numeros cuadrdtico imaginario K, un
orden es un subanillo de K que contiene a Z y es un Z-modulo de rango 2.
Para un cuerpo de nimeros algebrdicos en general K, se puede dar la misma
definicion de orden pidiendo que sea un Z-mddulo de rango [K : Q).

Dado un orden a, y dado x € a, como a es un Z-mdédulo finitamente
generado tal que xa C a, entonces, x es integro sobre Z y por tanto, todo
orden estd contenido en el anillo de enteros del cuerpo. Ademads, por ser un
Z-médulo de orden [K : Q], su cuerpo de fracciones debe ser K.

Si el orden a se define sobre un cuerpo cuadratico imaginario K, entonces
se puede considerar como un reticulo. Por tanto, se tiene que End(C/a) =
{z € C | za C a}. Como a estd contenido en K, entonces se tiene que
End(C/a) = {z € K | za C a}. Finalmente, como a C {z € K | za C a} C
K, entonces, Endg(C/a) := End(C/a) ® Q = K y ademas la curva asociada
a C/a tiene multiplicacién compleja.

Definicién 27. Dado un Z-submodulo a de K, se dice que es un o—ideal
propio sio ={\ € K | A\a D a}.

Proposicién 20. Sea E una curva eliptica tal que Endy(E) = K, entonces,
sea o el orden correspondiente a End(E), se tiene que existe un 0-ideal propio
a tal que End(E) = End(C/a). Ademds, dado cualquier o—ideal propio a,
End(C/a) es isomorfo a o. Finalmente, dado dos ordenes a y b, C/a es
isomorfa a C/b si y sdlo si existe p € K* tal que a = pb.

Demostracion. Lo primero que se probara es que o no depende de la eleccion
de isomorfismo. Esto ocurre porque si a € o, entonces, & € 0. Por tanto,
no depende de la eleccion de isomorfismo. Como E es una curva eliptica,
entonces, existe un orden a tal que E es isomorfa a End(C/a). Como se vio
antes, End(C/a) = {z € K | za C a}. Como o no depende de isomorfismos
debe ocurrir que a es un ideal propio de o.
Que dado cualquier o—ideal propio a, End(C/a) es isomorfo a o, es evi-
dente de la definicion de ideal propio.
]

Corolario 5. Dadas dos curvas elipticas E y E’', si E tiene multiplicacion

compleja, entonces E' es isomorfa a E si y solo si End(E) es isomorfo a
End(E'").
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Corolario 6. Dado un orden o de K, el numero de clases de o-ideales pro-
pios es iqual al numero de clases de isomorfismos de curvas elipticas tal que

End(E) = o.

[SH, Prop 4.9 y 4.10]

3.5. Propiedades del J invariante.

Se probé que J(z) tiene una expansién de la forma:

I = 1S e

Donde los ¢,, son numeros enteros. Esta funciéon permitira encontrar una
relacién entre la teoria algebraica de nimeros y las curvas elipticas. Para ver
esto, primero se considera una curva F en forma de Weierstrass.

E:y2:4x3—g2x—gg

A partir de esta curva, se puede definir el J-invariante como:

3
g
Jp = 12322
A
Proposicién 21. 9i E : y? = 42% — gox — g3 y E' : y* = 422 — ghx — g} son
curvas isomorfas entonces existe un nimero u tal que gh = gy y g5 = pbgs.
Ademds, si dos curvas tienen el mismo J-invariante, entonces, son isomorfas.

Demostracion. [SIL, Prop 1.4., cap 3] ]

Como consecuencia de esta proposicién se tiene que dos curvas elipticas
son isomorfas si y sélo si tienen el mismo J-invariante. Si o € Aut(C), dada
la curva E definida como antes, se puede definir £ como la curva definida
por la ecuacién y? = 2% — o(g2)x — 0(g3). Estd claro que o(Jg) = Jgo. Por
tanto, 'y E“ son isomorfas si y sélo si o es la identidad en Q(J).

Dada una curva eliptica FE, existe una curva eliptica isomorfa que se
puede parametrizar con la funcién p de Weierstrass a partir de un reticulo
L generado por 1 y un z € C, teniendo g = 60G4(L) = 60G4(2) v g3 =
80G¢(L) = 80G¢(2). Entonces, Jg = J(z). Conociendo esto, se enunciara la
primera proposicién que relaciona J(z) con la teoria algebraica de nimeros.

Proposicion 22. Si z pertenece a un cuerpo cuadrdtico imaginario de niume-
ros, entonces J(z) es un nimero algebrdico.
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Demostracion. Lo primero que hay que notar es que dado un cuerpo cuadrati-
co imaginario, el nimero de clases de isomorfismos de curvas elipticas es
numerable dado que el nimero de ordenes posible es numerable y por el co-
rolario [6] hay un ndmero finito de clases de isomorfismos con un anillo de
endomorfismos isomorfo a cada orden. Como ademds, dado o € Aut(C) si £
es isomorfa a E7 siy s6lo si o(Jg) = Jg, se tiene que {o(J(E)) | 0 € Aut(C)}
es numerable.
Para terminar la prueba se usaran el siguiente lema:

Lema 4. Si a € C es trascendente, entonces, {o(a) | o € Aut(C)} es no
numerable.

Demostracion. Para probar esto, se dird que A C C es una base de tras-
cendencia de C sobre Q si A es un conjunto algebraicamente independiente
sobre Q y C es una extensién algebraica de Q(A). Si existe tal base A, como
C es no numerable, entonces, A debe ser no numerable.

Por [JM| Thm 9.9] existe una base de trascendencia A de C sobre Q que
contiene a «. Finalmente, dado § € A y una permutacién 7 de A tal que
7(a) = B, 7 se puede extender a un homomorfismo o: Q[A] — Q[A]. Este
homomorfismo se puede extender a un homomorfismo entre los cuerpos de
fracciones y finalmente a la clausura algebraica. Por tanto, A C {o(«a) | 0 €
Aut(C)} y por esto {o(a) | o € Aut(C)} no es numerable.

O

]

En lo que queda de capitulo, lo dedicaremos a ampliar este resultado hasta
llegar al hecho de que J(z), si z pertenece a un cuerpo cuadratico imaginario,
es un entero algebraico.

Proposicién 23. Dados m € N, ng € Z, {a € C}7*, y {bn € C}pi>p,, Si

m

ZakJ(z)k = Z bq"

k=0 n>ng

Entonces cada ay, pertenece a Z[{by}n>n,)-

Demostracidén. Sustituyendo J(z) por ¢~ (1—|—Z caq") se tiene que ayJ(2)F =

n=1

apq " + akZdnq" con d, € Z. Por tanto para cada £k = 0,...,m se tiene

n=0
que:
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b = ax + q(Qks1, s Q)

Con q € Z[xgyi1, ..., Ty). Por tanto, ap, = by, v si ax € Z[{by}n>n, para
k = ko, ...,m, entonces ag, = by — q(Akgt1, -y @m) € Z[{bn tn>n,)- O

Para llegar al resultado, se necesitard una proposiciéon algo mas técnica
que dice lo siguiente:

Proposicién 24. Si T = SLy(Z), dadon € N, T - ( 0 (1) ) T =U,,Ta

donde A es el conjunto de matrices v = ( 8 Z) con d > 0, ad = n,
0<b<dyged(a,b,d)=1.
Demostracion. [SH, Prop 3.36] O

Dado un numero natural n, dado A como en la proposicion, se considera
el polinomio:

M
Fu(X,J)=[[(X=Joa)=) s, X"
acA m=0

Donde cada s,,, es una funcién simetrica en las variables J o« con a € A.

Si v € I', usando la proposicion [24] se puede deducir que U lNa = U Fany.
a€cA acA

De aqui se puede deducir que {Joa | @« € A} = {Joaoy | a € A}
Finalmente, se puede deducir que s,, oy = s,,. Por tanto, cada s,, es una
funcién modular de peso 1. Por J(z) es holomorfa en H. por tanto, para cada
m S, es holomorfa en H, por tanto, s,, = S,,(J), siendo S,, un polinémio. Se
quiere probar que S, tiene coeficientes enteros racionales, para ello, se vera
que la g-expansién de s, tiene coeficientes pertenecientes a Z y se usara la
proposicién [23|

Dado a = < b

a
0 d

J(a(2)) = Glq (14 en(yqt)
m=0

) € A, se tiene que:

Por tanto, los coeficientes son enteros en Q((,) y en concreto, los coeficien-
tes de s, son enteros en Q((,) . Falta probar que los coeficientes pertenecen
a Q. Para probar esto, se elegird 0 € Gal(Q((,)/Q) y se vera que fija los
coeficientes. Dado o € Gal(Q(¢,)/Q), o(¢,) = ¢ con ged(l,n) = 1. Por
tanto:
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o 11+ Y o(emlF™)a?) = (7T (1+ ) enli™qi) = Jo 3
m=0 m=0

a UV
0 d
cientes, por tanto, lo que hace es permutar los elementos de A, asi que si
se aplica o a los coeficientes de F'(X, J), no cambia nada y por tanto, si se
aplica o a los coeficientes de s,,, no los cambia. Por tanto, sus coeficientes son
racionales. De aqui, aplicando la proposicién [23| se obtiene que S,,(J) tiene
coeficientes enteros. Finalmente, de aqui se consigue que F,, (X, J) € Z[X, J].

Se considera ahora H,(J) = F,(J,J). Esta claro que H,, € Z[J]. Como el
objetivo era probar que si z pertenece a un cuerpo de nimeros cuadratico e
imaginario, J(z) es un entero algebrdico, lo que nos quedaria probar es que
el coeficiente lider de H,, es 1 y que H,(J(z)) = 0. Encontrar el coeficiente
lider es facil dado que para o € A, el coeficiente lider de J — J o« es una raiz
de la unidad. Por tanto, el coeficiente lider de H,, es una raiz de la unidad.
Como se ha probado que es racional, entonces es £1.

Para probar que si K = Q(z) es un cuerpo cuadratico imaginario H,(J(z))
0, lo que se hard es elegir 0 = End(C/L). Se separara la prueba en dos casos:

Donde g = ( ) € A siendo b = bl mod d. Aplicar o a los coefi-

caso 1: Sio es un orden maximal, entonces existe un p € o tal que N o(p) = n
es libre de cuadrados mayor que 1. Efectivamente, si K = Q(y/—m) con
m libre de cuadrados y m > 1, p=+/—mysi K =Q(i), p =1+ 1.

Si n una matriz con coeficientes en Z tal que u( i ) = 77( i ) que
m

efectivamente existe porque si m > 1, n = ( (1) _0 ) ysim = 1,

n = ( 1 _11 ) estas matrices cumplen que det(n) = n es libre de

cuadrados, por tanto, el maximo comun divisor de los coeficientes es 1.
Por tanto, existe a € A tal que Joa = Jon. Como n(z) = z, entonces
J(a(z)) = J(z) y por tanto H,(J(z)) = 0. Por tanto, en este caso, z es
un entero.

caso 2: Si 0 no es el orden maximal, para reducirnos al caso anterior sélo hay
que tener en cuenta que si J(z) es integro sobre un anillo compuesto
por enteros algebraicos, entonces J(z) es integro. Por tanto, si existe un
2" tal que End(C/L’) es un orden maximal y J(z) es integro sobre J(z')
entonces es un entero algebréico por el caso anterior.Por [SH] Prop 4.3]
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existe un 8 € GL; (Q) tal que End(C/L’) es el orden maximal siendo
L' el reticulo generado por f(z) y 1. J(z) es integro sobre Z[J(5(z)]
por la siguiente proposicion.:

Proposicién 25. Para cualquier € GLy(Q) con determinante posi-
tivo, J o 8 es integro sobre Z[J]

Demostracion. Como multiplicar la matriz por un niimero no cambia
la transformacién, se puede suponer que [ es primitiva. Si tiene deter-

minante igual a n > 1, entonces (8 € F( ?(; (1) )F. Por esto, se tiene
que existe un « € A tal que I'8 = I'a.Por tanto, Jo 8 = J o« y por
tanto F,(J o 3,J) = 0. O

Aplicando el resultado en z = $71(z) queda probado.
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Capitulo 4

Construccion de cuerpos de
clase.

El objetivo de este capitulo serd aplicar las herramientas que se vieron en
los capitulos anteriores para resolver el problema duodécimo de Hilbert en el
caso particular de los cuerpo cuadréaticos imaginarios.

4.1. Isomorfismo normalizado.

Dada un cuerpo cuadratico e imaginario de nimeros K, existe una curva
eliptica £ tal que Endg(£) = K. Como son extensiones isomorfas de dimen-
sion 2 de Q, existen dos isomorfismos posibles, esta seccién se concentrard
en encontrar un isomorfismo candnico.

Dada una curva proyectiva no singular V', se define D(V') como el subcon-
junto de los elementos w € Qy tal que div(w) > 0. Los elementos de D(V) se
llaman formas holomorfas (En el capitulo anterior a este espacio vectorial
se le llamaba L(0)). Como se vio en el pasado capitulo, si f € K(V) es no
constante, dada w € D(V'), se tiene que existe h € K(V) w = hd(f).

Se consideran dos curvas proyectivas no singulares V' y W sobre un cuerpo
K y un morfismo ¢: V — W. Dadaw € Qu, siw = hd(f) con h, f € K(W),
se puede definir wo ¢ = (ho @)d(f o @) € Q.

Se considera una curva E sobre C tal que Endg(E) es isomorfo a un
cuerpo cuadratico imaginario /K. Por la proposicién (17| se puede probar que
D(FE) es isomorfo a C como espacio vectorial dado que si w = hd(f) € D(E),
entonces, como deg(div(h)) = 0, se tiene que div(h) > 0siy sélo si div(h) = 0
y esto ocurre si y sélo si h € C. La prueba esta completa teniendo en cuenta
que div(w) = div(h). Dado w = hd(f) € D(F) y a € End(F), como h € C,
hoa = hy por tanto wo o € D(E). Como D(F) es un C espacio vectorial

29
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de dimension 1, existe p, € C tal que w o a = pow. Si L es el reticulo tal
que E es isomorfa a C/L, dado p € K, si a se corresponde con el morfismo
u — pu, entonces cd(u) o o = cd(pu) = ped(u). Por tanto, si w € D(FE), se
tiene que w o a = pw. Con todo esto, se puede definir el isomorfismo 6 como
el isomorfismo que cumple w o (1) = p(w). Se dird que la pareja (F,0) esta
normalizada.

Un teorema fundamental para la prueba de este caso particular es el
teorema fundamental de multiplicaciéon compleja en curvas elipticas. Para
enunciarlo, se considerara una pareja normalizada (FE, ). Sea K el cuerpo
cuadrético imaginario isomorfo a End(F), se puede encontrar un orden a de
K tal que E es isomorfo a C/a.Se elige un isomorfismo & de C/a en E. Dado
s € Jg, dado que para K C L C F se tiene que pp/x(s) |r= pr/k(s), se
puede definir [s, K] € Gal(K,,/K) (siendo K, la extensién abeliana maximal
de K) como el automorfismo tal que [s, K| [,= pr/x(s) para cada extensién
abeliana L de K. El teorema fundamental de multiplicacion compleja en
curvas elipticas dice lo siguiente.

Teorema 8. Sean K, (F,0), a y & como antes, y dado un automorfismo
de C sobre K, y s € Jg tal que 0 = [s, K| en K, . Entonces, eziste un

isormofismo
¢ K/s'a— E°

tal que el siguiente diagrama es conmutativo:

Kjla —*— E

!

K/s'a —— E°

Demostracion. Para probar esto, primero hay que reducir el caso a cuando
End(E) = 0(Ok). Luego, a base de reducir médulo pprimo, se obtiene un
isomorfismo ¢”: C/s™'a — E° tal que £(v)? = &’(s7'v) para cada v €
n~'a/a. A partir de aqui se obtiene que £” = 6°(() o &’ para un cierto & que
se ha fijado antes y lo que queda probar es que ¢ = 1 para que " = ¢'. Los
detalles se encuentran en [SH, Prop 5.4] O

4.2. Construccion de la extension abeliana ma-
ximal.

Esta sera la tltima seccién de la memoria y lo que se hara sera finalmente
dar la solucién particular al duodécimo problema de Hilbert.
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Si se denota j(a) al invariante de una curva isomorfa a C/a, entonces, por
el teorema fundamental de multiplicacion compleja, se tiene que usando la
misma notacién que en el teorema j(a)? = j(s~'a). Por tanto, como j(a) sélo
depende de la restriccion a Ky, j(a) € Kgp. Se definiran tres clases de curvas
elipticas para ello, hay que notar que si £ es una curva con multiplicacion
compleja y End(E) = o, se tiene que el grupo de automorfismos es isomorfo
a 0. Como o es un orden de un cuerpo cuadratico imaginario, esta contenido
en su anillo de enteros donde las posibles unidades son conocidas y son menos
que 6 siempre. Ademas, si x € 0%, entonces —x € 0. Por tanto, el niimero
de automorfismos es par. Asi que una curva eliptica puede tener 2,4 o 6
automorfismos. Se dirda que la curva es de clase ¢; si tiene 2¢ automorfismos.
El teorema que terminara de resolver el problema es el siguiente:

Teorema 9. Sean K, E,a y £ como se notd en el teorema fundamental de
multiplicacion compleja, sean:

cac3

. }l}3<3772/) = Q?-:i—

M)

 hy(z,y) = a* 2

= hip(r,y) =2°%

Seaue KjlayW ={s € Jx | sa=a,su=u} Si E pertenece a la clase
€, entonces, K(jp,hi(&(u))) es la extensidn que corresponde al subgrupo
abierto K*W de Jg

Demostracion. Se elige 0 € Aut(C/K). Dado s € J, tal que o = [s, K] en
K. Se elige entonces £ como en el teorema fundamental de multiplicacion
compleja. Entonces:

Si o actia como la identidad en la extension F' correspondiente a K*W |
por la definicién de F, se tiene que se puede elegir un s € W, entonces
j(sa) = j(a) y por tanto, E es isomorfa a E7 y por tanto jp = j%. Ademds,
dado un isomorfismo € de E7 a F tal que e o & = &, si se define t = &(u)
entonces se tiene que hiy(et?) = hiy, (t7) = h,(t)?. Esto se puede comprobar
simplemente sustituyendo en las expresiones de los A’

Como €(t7) = e(&(u)?) = €e(¢'(s7'u)) = &(u) = ¢, entonces se tiene que
h;(et”) = h'y(t)?. Por tanto, o actiia como la identidad sobre K (jg, hi;(£(u)))
y por tanto, K (jg, hz(&(u))) C F.

Por otro lado, si o actiia como la identidad en K (jg, hi(£(u))), se tiene
que j(E) = j(E)? = j(E). Por tanto, E' y E? son curvas isomofas. Dado
un isomorfismo 6 de E? a E, existe un elemento u € K* tal que us™'a =a
(proposicién . Se puede elegir entonces un ¢ tal que el diagrama siguiente
es conmutativo:



62 CAPITULO 4. CONSTRUCCION DE CUERPOS DE CLASE.

C——C/s'a -y 7

A .

C y Cla ——— E

Se tiene que h';(6t7) = h'y. (t7) = h;(t)7 = h;(t). Por tanto, por existe
un elemento ¢ € K tal que (a = a 'y 6(¢)d6(t7) = t (hay que notar que por
esto Cus~'a = a). Por otro lado §(¢7) = 6(£(u)?) = 6(&' (s u)) = E(us ' u).
Por tanto, t = &(u) = &(Cus™'u). Por la inyectividad de &, se tiene que
Cps™tu = u. Por tanto, se tiene que (us™! € W y por esto s € K*W. Por
tanto o = Id en F. Por tanto se tiene que F' C K(Jg, hiy(t)). O

Este teorema unido al hecho de que Jg es la unién de los subgrupos K*W
prueba que si E es una curva eliptica que pertenece a ¢;, entonces K, es la
extensién de K generada por Jg y los hiy(t) donde los ¢ son los puntos de F
de orden finito.
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