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0. INTRODUCCION.

Es un hecho conocido que la teoria de las dlgebras de Banach conmutati-
vas permite '"algebrizar'" el problema de la caracterizacién de las com-

pactificaciones de un espacio completamente .regular X (ver [ 3] Algebres
de Banach Commutatives 8.1).

El objeto de esta nota es mostrar un desarrollo andlogo para la teoria
de las C”-4lgebras (expuesta en [1]) y las compactificaciones diferen-
ciables de una variedad X (definiciones en §3).

1. INMERSIONES, SUMERSIONES, SEPARACION.

En lo que sigue convendremos en llamar variedad a una variedad C~ para-
compacta (sin borde) de dimensién finita.

Las dlgebras que consideraremos son las C”-dlgebras, es decir, las que
son isomorfas a Cw(Xj para alguﬁa variedad X. Una caracterizacién de e-
llas.se encuentra en [1], §8. De alli conviene tener presente el resul-
tado siguiente: ’

"A es una C -4lgebra si y solamente si

a) A es un 4lgebra de Fréchet m-convexa formalmente real
b) A es fuértemente regular

c) 2(A) es un A-médulo proyectivo

d) la diagonal A es un ideal de A®A de tipo finito y A% es cerra-
do

e) A es topolSgicamente finitamente generada
£) para cada h € X(A) se verifica A" nM(h) c M(h)?
g) A es diferenciablemente completa."

(Para la notacidén y definiciones generales, ver [1]).

(*) E1 primero de los autores contd con el apoyo de una beca del
CONICET.
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Sea f: A —. B un morfismo de Cm—élgebras. Para cada h € X(B) definimos
f*(h) = hf € X(A). Obtenemos asi una aplicacién f*: X(B) — X(A). En
[1], §8 se prueba que f* es diferenciable; mis precisamente, la aplica-
cién lineal tangente df f* en el punto h € X(B),fe obtiene como sigue:
si M(£*(h)) = {a € A: a(f*(h)) = 0} = {a € A: f(a)(h) = 0} ¥y

M(h) = {b € B: b(h) = 0}

entonces £(M(£*(h)))CM(h) y £M(f*(h))%) c M(h)? ; si definimos

fh = £|M(£f*(h)): M(f*(h)) — M(h), por lo anterior queda bien definida

una aplicacién lineal
Tyt M(E*(h))/M(E* (h)) *— M(h) /M (h)?

que hace conmutativo al diagrama

f
M(£* (h)) — M)

- l m
H

M(£%(h)) /M(£* (h))2 —B & M(h)/M(h)?2

y asi la aplicacidén tangente de f* en h € X(B) es la traspuesta de T‘:
To(£%) = (F)%: IMM)/MM)Z*  — [M(E* () /M(£* (1)) 21* (2)

Este hecho permite formular en el lenguaje de las C*-dlgebras las pro-
piedades locales de una aplicacién entre variedades (cf. [2], XVI).

PROPOSICION 1.1. Sea f: A — B un morfismo de Cm-ngebras Yy sea
f*: X(B) — X(A) la aplicacidn C” asociada.

a) f* es una inmersidn si y sdlo si para cada h € X(B) se verifica
M(h) = £(M(£*(h))) + M(h)2.
b) f* es una sumersidén si y 8b6lo si para cada h € X(B) se verifica

£1Mm?) = e ).

Demostracidén. Ambas afirmaciones resultan del diagrama (1) y del hecho
de que Th(f*) es inyectiva (resp. suryectiva) si y s6lo si I; es suryec
tiva (resp. inyectiva).

Precisamos ahora algunas definiciones.

DEFINICION. 1.2, Sea B una C”-4lgebra, sea S C B una subdlgebra; diremos
que S distingue los puntos de X(B) si para cada par de elementos distin
tos hl’ hz de X(B) existe un s € S que verifica §(h1) # s(hz). Se dira
que S es una subdlgebra separadora si para cada cerrado FCX(B) y cada
h € X(B) existe un s € S tal que S(h) = 1y §|F = 0 (se expresa este
hecho diciendo que s separa a F y h).

Cuando f: A — B 'es un morfismo de C“—élgebras, diremos que f distingue
los puntos de X(B) (resp: f es un morfismo separador) si ello ocurre
con la subdlgebra S = f(A) de B.
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OBSERVACIONES 1.3. i) Obviamente toda subdlgebra separadora de B dis-
tingue los puntos de X(B). -

ii) Es evidente asimismo que un morfismo f: A — B de Cm-élgebras dis-
tingue los puntos de X(B) si y s6lo si la aplicacién f*: X(B) — X(A)
es inyectiva. : :

iii) Para toda Cw-élgebra B, la subdlgebra B, = {b € B: sop(g) es com-
pacto} es una subdlgebra separadora. Es un hecho conocido que esta sub
dlgebra es densa en B (cf. [1]).

En particular toda subdlgebra S D Bo resulta separadora.

iv) No obstante una subdlgebra S C B puede ser separadora sin contener
a B . EJEMPLO. Sea B = C”(R) y sea S la subdlgebra imagen del cdlculo
operacional univocamente definido por t — x, donde x(t) = 3 (de otra
forma, S consiste de las aplicaciones del tipo t — f(t3) con

f e Cm(R)). No puede ser B° C S pues para toda x € S se verifica

x'(0) = 0 y sin embargo S es separadora ya que t — t3 es un homeomor-
fismo de R sobre R. .

LEMA 1.4. Sea f: A — B un morfismo de Cw-dlgebras. Entonces f es sepa
rador si y sdélo si f*: X(B) — X(A) es un‘homeomorfismo entre X(B) y
£%(X(B)).

Demostracidn. Supongamos que f es separador; se probari que para todo
cerrado F C X(B) es f#(F) = £%F(F) N f*(X(B)). Esto es trivial si F =

= X(B). Sea entonces h € X(B) - F. Siendo f* inyectiva (1.3 i) y ii))
resulta que f*(h) € £f*(X(B)) - £*(F), asi que si f(a) separa a Fy h
tendremos a(f*(h)) = 1y &|£*(F) = 0, luego a|F¥(F) = 0. Por consiguien
te £*(h) ¢ TF(F) como queriamos probar.

Reciprocamente, si f* es homeomorfismo y F c X(B) es cerrado, para cada
h € X(B) - F resulta f*(h) € £f*(X(B) - F) = £*(X(B)) - f*(F), luego
f*(h) ¢ TF(F). Si a € A separa a T#(F) y £*(h), es claro entonces que

a separa a F y h,

PROPOSICION .1.5. Sea f: A — B un morfismo de C -dlgebras. Entonces:
i) f es inyectiva si ysélo si £*(X(B)) es un subespacio denso de X(A).

ii) f es suryectiva si y sélo si f*: X(B) — X(A) es una immersidn re-

gular sobre wuna subvariedad cerrada de X(A).

(Recordemos que una inmersién g: X — Y se dice regular si es un homeo
morfismo sobre su imagen; ello implica automiticamente que g(X) es una
subvariedad de Y y que la aplicacién g: X — g(X) es un difeomorfismo,

T21).

Demostracidén. i) Sea I el ideal f'l(O); claramente la '"cdpsula" de I
(esto es, el conjunto de los h € X(A) tales que h(I) = 0) coincide con
la clausura de £*(X(B)) para la topologia de Jacobson. Como A es fuer-
temente regular, tendremos
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I*(X(B)) = (h E‘X(A)L“I CcM(h)}

y de aqui resulta la tesis (cf. [1], §1) ya que A es sin radical.

ii)“Una afirmacién es bien conocida ("teorema de Tietze ¢, ver [ 2]).
Para-la otra afirmacién, rotemods en prime?fiﬁgarfque, por el teorema
del grdafico cerrado, B se identifica-al“cqciente de A por el ideal ce-
rrado I = f'l(O). De esto sigue que la aplicacidﬁhf*: X(B) — X(A) de-
fine un homeomorfismo (para las respectivas tppolbgias de Jacobson) de
X(B) sobre el cerrado 'cdpsula" de I, esto es,

{h € X(A): h(I) = 0} = nix1(0); x € I}

Sigue de esto y de la regularidad de A y B que f* és un homeomorfismo
sobre. su imagen.

Falta ver que f* es una inmersién, para lo cual verificaremos la con-
dicidén a) de 1.1; notemos que, debido a la suryectividad de f, se tie-
ne f(M(f*(h))) = M(h) para todo h € X(B), y de aqui sigue la tesis.

El siguiente resultado resume algunas equivalencias dtiles:

PROPOSICION 1.6. Sea f: A — B un morfismo de Cm-élgebras. Son. equiva~

lentes:

a) f*: X(B) — X(A) es una immersidn regular (0 lo que es igual, es un
difeomorfismo sobre una subvariedad de X(A)).
b) £(A) D Bo.

/
c) f(A) es una subdlgebra separadora y densa.

Demostracidn. Supongamos que vale a); con identificaciones evidentes
para probar b) es suficiente ver que si Y C X es una subvariedad de
una variedad diferenciable X entonces toda aplicacién u € Cc”(Y,R) con
soporte compacto admite una extensién u € C”(X,R). Como esto es eviden
"té si Y es cerrada o abierta, resulta cierta en el caso general (ya
que Y es subvariedad cerrada de una, subvariedad abierta).

Trivialmente b) = c). : \

Finalmente supongamos que vale c). Por 1.4 resulta que f*: X(B) — X(A)
es un homeomorfismo sobre su imagen, de modo que s6lo falta ver que f*
es una inmersién, o 16 que es igual, que para cada h € X(B) 1la aplica-
cidén T£ es un epihorfismo (cf. (1)).

Como dim(M(h)/M(h)z) < o es suficiente probar que la imagen de‘fg es
densa; pero esto es consecuencia de un hecho aGn mds fuerte: 'para ca-
da h € X(B) fh(M(f*(h))) = M(h) n £(A) es denso en M(h)" que se dedu-
ce del

LEMA 1.7. Sea E un espacio vectorial localmente convexo sobre R, sea
H C E un hiperplano cerrado y sea S C E un subespacio vectorial denso.
Entonces H'N S es denso en H.
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; -1, P
Demostracién. Sea H = ¢ }(0) con ¢: E — R lineal y continua, y sean

1 -
((0,%)) (resp: ¢™'((-=,0))).
Sea x, € H, U un entorno de !0. Si V es un entorno abierto convexo de 0

E" (resp: E7) los semiespacios abiertos ¢~

con V C % U, existen elementos Sy €S, S, € S tales que
. . . _
sle(x°+V)n(SnE) sze(x°+V)n(SnE)

Por consiguiente para un conveniente t € [0,1] serd s = tsl+(1-t)52 €
€ HN S, y entonces X, "s € V+VcUuU.

2. ALGEBRAS A INVERSA CONTINUA.

Recordamos que un 4dlgebra m-convexa A se dice un dlgebra a inversa con
tinua (o una Q-dlgebra) si el conjunto U(A) de elementos inversibles
de A es abierto [4]. En la misma referencia se prueba que un dlgebra
de Fréchet m-convexa es a inversa continua si y solamente si X(A) es
compacto (equivalente a su vez al hecho de que todo x € A tiene espec-
tro acotado; ver [4], §13). En particular, si X es una variedad dife-
renciable, Cw{X) es a inversa continua si y sélo si X es compacta.

3. COMPACTIFICACIONES DIFERENCIABLES.

DEFINICION 3.1. Sea X una variedad diferenciable. Una compactificacidn
diferenciable de X es un par (Y,x), siendo Y una variedad compacta y
a: X — Y es una inmersién regular con imagen densa.

Como nos restringimos .al estudio de variedades de dimensién finita, X
es localmente compacta; en consecuencia la imagen de a es un abierto
(denso) de Y y para cada x € X la dimensién de X en x coincide con la
dimensién de Y en a(x).

TEOREMA 3.2. Sea A una vadlgebra, X una variedad diferenciable e
it A — CW(X) wun ‘morfismo inyeetivo. Entonces el par (X(A)),i*) es una
compactificacidén diferenciable de X si y solamente si

(I) i(A) es separadora y densa.

(II) A es a inversa continua.
Demostracidén. Es consecuencia de 1.5 i) y 1.6 (cf. §2).

Vamos a probar ahora que la correspondencia entre las compactificacio-
nes y las subdlgebras de C”(X) que estdn en las condiciones de 3.2 res
peta el orden.

Sea C la clase de las subdlgebras de C”(X) que estdn en las condicio-
nes de 3.2, ordenada por inclusifn: A; < A, si y s6lo.si Aj CAj.
Sea C* la clase de las compactificaciones diferenciables de X. Defini-
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mos en C* la siguiente relacidén de orden:
(Yl,al) < (Yz,az) si 'y s6lo si existe una aplicacién diferenciable

6: Y, =Y, tal quef a, = a,:
X \ l_e
a
1 Y1

Diremos que las dos compactificaciones son equivalentes cuando
(Yl’al) < (YZ?aZ) < (Y'l’al)"

TEOREMA 3.3. Consideremos las correspondencias: .
C — C* definida por A — (X(A),i*)
Y C* —.C definida por (Y,a) — Ay = (Y a: a € c()1;
ambas correspondencias conservan el orden. Mds ain, (Yl,al) es equiva-

lente a (Yz,az) st y sblo si AYl = AYZ.

Demostracidén. Si A, < A2 hay un diagrama conmutativo evidente
1-h
) T
A /

que induce un diagrama conmutativo entre las variedades correspondien-

tes
X(A}) i
* | X
. 12

La conmutatividad de este diagrama es precisamente lo que expresa la
. o .* o )
relacidn (X(Al)’ll) < (X(Az),ii).

Reciprocamente si (Yl,al) < (Yz,az) y 0 @, = &, entonces

AYl =Wa: yeEC (YD) ={¥0b a

,ivecTu) c Ay -

En consecuencia si (Y1 ,dr) es equivalente a (Yz,az) entonces

AYl C AYz C AYl

Debe notarse que, salvo equivalencias, las cqrrespondenciaé anteriores

son reciprocas una de otra.

En efecto, dada una subdlgebra A en las condiciones de 3.2 obtenemos la
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compactificacién (X(A),i*); el dlgebra que corresponde a esta compacti-

ficacidn es Ay ,y = (¥2: ¥ € A= €°(X(A))} = {ai*: a € A} =

A
= {i(a); a € A} o0 sea A

a
X (A) = A,

Anilogamente dada una compactificacién (Y,x) obtenemos un dlgebra Ay vy
la compactificacién correspondiente (X(AY),i*) es equivalente a (Y,a)
ya que el morfismo ¥ — ¢ a de Cc”(Y) en Ay es un isomorfismo algebrai-

co (luego topolégico por grdfico cerrado) (cf. [1]1, 4.1y 4.3).

EJEMPLO 3.4. Consideremos en C”(R) la derivacién D = % (1+t2) %T y sea

A la subdlgebra definida por: f € A < para todo n > 0 la funcién
t — (D"f) (t) es acotada.

Es fédcil ver que las seminormas p, (f) = sup {|D™E(t)| : t € R} definen
en A una estructura de dlgebra de Fréchet a inversa continua y que la
inclusién i: A — C”(R) es un morfismo separador con imagen densa (de
hecho, CO(R) c i(A)).

y 2
Si x(t) = th , y(t) = t2’1 entonces x € A, y € A, y como x2+y2 =1,
1+t to+1

sigue que la aplicacidn ¢: X(A) — S1 dada por ¢(h) = (h(x),h(y)) es
continua. Utilizando la proyeccién estereogrdafica t — (x(t),y(t)) re-
sulta énseguida que A =~ Cw(Sl), de modo que el par (X(A),i*) es una com
HpactificaciGn de R en el sentido de la definicién 3.1.
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