6. Zakladni pojmy teorie hromadné obsluhy (THO)
6.1. Motivace

THO je matematicka disciplina, ktera se zabyva matekym modelovanimiinnosti systému hromadné
obsluhy (SHO), tj. systému zakaznik — obsluzn&dirlobsluha. THO se pouziva pro modelovani
komunika&nich, dopravnich, obchodnich a zdravotnickych sg&té vyrobnich procés Paiatky THO
spadaji do 30. let 20. stoleti a jsou spjagdevsim s modelovanim provozu telefonnicheaksn.

6.2. Zakladni pojmy
Zakladni jednotkou SHO je trojice zakaznik — obstulinka — obsluha.

Zakaznik je subjekt, ktery vyZaduje vizeni svého pozadavku. Napakaznik je telefonnicastnik, ktery
vyzaduje uskut@neni telefonniho spojeni.

Obsluzna linka je osoba nebo Faeni, které zpracovava poZzadavky zakaxniag. to mize byt telefonni
ustedna.

Obsluhaje ¢innost, ktera vede k uspokojeni poZzadavku zakazniégd. spojeni s volanymaastnikem.



Do SHO pichazeji zdkaznici vestupnim proudu, coz je posloupnost okamaikiichodi zakaznik do
SHO. Okamziky pichodi mohou byt deterministické nebo nahodné &epaakaznik mize byt omezeny
nebo neomezeny.

Zdroj zakaznilt mize byt prakticky neomezenyado\ tisice — klienti banky, auta, ktera jezdi k beoxin
cerpaci stanici, registrovani pacienti l&kaklienti mobilniho operatora) nebo omezeny (strag vyrobni
hale, které je nutné udrzovat a opravovat).

Pokud zakaznici nemohou byt po svéfitipodu do SHO okamZibbslouzenifadi se do fronty. dsob
razeni zadkaznikdo fronty a vykr zakaznik k obsluze se nazyvéontovy rezim.

NejznangjSi frontoveé rezimy jsol

FIFO (prvni vstupuje, prvni je obslouzen)
LIFO (posledni vstupuje, prvni je obslouzen)
SIRO (obsluhy v nahodném ifzali)

PRI (obsluha podle priorit).

Doba obsluhy rize byt:

pevna (ij. stejna prvSechny zakazniky)
zavisla na typu zakaznika

nahodna

Vystupni proud je posloupnost okamaikvystupi zakaznik ze SHO. Vlastnosti vystupniho proudu jsou
zavislé na vlastnostech vstupniho proudu a n& dbbluhy.



Zakladni struktura SHO

Systém obsluhy

Linka obsluhy

Vstup prvku Vystup prvkd

Fronta | Linka obsluhy

Linka obsluhy
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Uloha THO: najit funkéni zavislost velin, které charakterizuji kvalittinnosti SHO na charakteristikach
vstupniho proudu, linek obsluhy a naigpbu organizace SHO jako celku.

Priklady SHO

systém obsluzné linky zakaznici
banka iednici Klienti banky
samoobsluha pokladny nakupujici
poliklinika lekari pacienti
benzinovaerpaci stanicgcerpadla vozidla
dopravni systém ikzovatky se semafonozidla




6.3. Déleni SHO podle miznych kritérii

a) Podle typu matematického modelu

- markovské modely (doby meziiphody zakaznik sefidi exponencialnim rozlozenim)
- semimarkovské modely (doby me#*ighody zakaznik setidi Erlangovym rozloZenim)
- nemarkovské modely

b) Podle pd@tu zakazniki
- systém s ohradenym pétem zakaznik
- systém s neohratf@nym p&tem zakaznik

c) Podlec¢ekani zakaznili na obsluhu

- systém bezekani (zakaznik, ktery se nedostane k obsluze pogtichodu, néeka a odchazi)

- systém sekanim (zakaznik neime odejit bez obslouzeni. Jsou-li vSechny linkyagbségeka ve front,
ktera je bd’ ohrantena nebo neohraf@na)

- systém smiSeny (zakazrigka ve front jen tehdy, je-li spléna réjaka dodatena podminka)



6.4. Kendallova klasifikace SHO

David Georg Kendall (1918 — 2007): britsky stakisptisobil na univerzitach v Oxfordu a Cambridge.riPat
ke s\wtove Spéce v oblasti teorie pra¥godobnosti a analyzy dat a byl jednim ze zakladateichasticke
geometrie.




Pri Kendallow klasifikaci se SHO di podle:
- rozlozeni doby mezifchody zakaznik

- rozlozeni doby obsluhy

- poctu linek obsluhy

- kapacity systéemu

- frontového rezimu,

Pouziva se oziani X/Y/n nebo X/Y/n/m/z

X ... ozn&uje rozlozeni doby mezitfghody zakaznik
Y ... ozna&uje rozlozeni doby obsluhy

n ... paet linek obsluhy

m ... kapacita systemu

z ... frontovy rezim

Na mist X a 'Y mohou byt tyto symbol

M pro exponencialni rozlozeni

E« pro Erlangovo rozlozeni s parametrem k
D pro degenerované rozlozeni

G pro obecné rozlozeni

Na mis€& n a misla 1, 2, ..

Na mist z: FIFO, LIFO, SIRO, PF



Nap:. M/D/2/</FIFO je systém, kde tupni proud tvéi Poissofiv proces, doba obsluhy je konstantni,
v systému jsou dvlinky, systém ma neomezenou kapacitu a frontovyrrgz ,prvni vstoupi, prvni je
obslouzen®.

6.5. Pouzivana ozné&ni v SHO

A ... intenzita vstupniho proudu {pnérny paiet zakaznik, kteti vstoupi do SHO za jednotkiasu)
H ... intenzita obsluhy (fmeérny patet zakaznil, ktere linka obslouzi za jednotkasu)

p="
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P ... intenzita provozu (zakladni charakteristika yst,casto se udava v %)

Casové charakteristiky

W ... doba pobytu zakaznika v systému
Ws ... doba obsluhy

Wy, ... dobacekani zakaznika v systému
Je zejmé, ze W = W+ W,

Charakteristiky tykajici se poctu zakaznika

N ... patet zakazika ve stabilizovaném systému — nezavisi jiXase t
Ns ... patet obsluhovanych zakazriik

Ng ... pacet zakaznik ve front

Je Zejmé, Zze N = N+ No.



Pravdépodobnostni charakteristiky

a ... pravépodobnost, ze system je prazdny

g ... pravépodobnost, Ze v systému je ptgweakaznik

Po ... pravdpodobnost, Zeifrhazejici zakaznik budekat ve front
P, ... pravéépodobnost, Zeifrhazejici zakaznik bude odmitnut

Nakladové charakteristiky

Pokud je uzivatel schopen ohodnotit ndkladyeleani zakaznika, naklady na prostigprovoz linek
obsluhy, je mozno systém optimalizovat vzhlederfeha nakladovou efektivnost.

Je mozno uifit nag. optimalni intenzitu obsluhy nebo optimalniépbobsluznych linek.

6.6. Littledv vzorec

V systémech s neomezenym zdrojem zakazpi#iti, ze stedni hodnota piiu zakazniku wystému (resp. \
fronté resp. u obsluhy) je rovna soou intenzity vstupniho proudu aatini hodnoty doby pobytu zakazn
v systému (resp. ve frantesp. u obsluhy):

E(N)=AE(W)

E(N, )= AE(W,)

E(Ng) =AE(W,)

Za predpokladu, Ze zname intenzily, L, Ize ze znalosti aspgedné charakteristiky E(N), E@Y, E(N),
E(W), E(Wo), E(Ws) ostatni charakteristiky dopivat.



6.7. Metody zkoumani SHO
Existuji dw rizné metody zkoumani SHO.

Analytickd metoda: Analytik zna nebo je schopen odvodit vzorce prpodgt jednotlivych charakteristik
systému. Pak stajenom dosadit daithto vzoré konkrétni parametry systému.
Nevyhoda: analytickéeSeni je znamé jenom gkolika nejjednodussich model

Simulaéni metoda Systém nahradime simdldm modelem a jeh&innost mnohonasokmezavisle
simulujeme na pataci. Jednotlivé vystupni charakteristiky systému pakradime jejich odhady, nap
sttredni hodnotu gimérem, pravdpodobnost relativnietnosti apod. Takto lze analyzovat i velmi slozité
systemy.



6.8. Intenzita provozu v SHO s jednou linkou obslui
V tomto gipact je intenzita provozy = —.

Mohou nastatit rizné situace:
a) Intenzita vstupu = intenzita obsluly= 1
Idealni situace, net¥bse fronta a linka obsluhy je vyuzita na 100 %.

b) Intenzita vstupu < intenzita obsluhyx 1
Nove prichozi zakaznik je obslouzen hiaskani, ale linka obsluhy je poditou dobu nevyuzita. Vyuzi
linky je 100*p %.

C) Intenzita vstupu > intenzita obsluhly> 1
Nestabilni systém, Z&naji se postuphhromadit zakaznici, i kdyzZ linka obsluhy pracugpietrzitt. Pokud
zakaznici néekaji na obsluhu a odchazeji, jde o systém se mirata



6.9. llustrace SHO s jednou linkou obsluhy

Mame k dispozici zaznamy o okamzicidtichodi a odchod 16 zakaznik do SHO Bhem 8 hodin.

¢. zak.| prichod| odchod dobacekani| doba mezi fichody| obsluhg prostoj| celkem
1 0,20 0,30 0 20 10 20 10
2 0,40 1,10 0 20 30 10 30
3 0,50 1,30 20 10 20 0 40
4 2,10 3,10 0 80 60 10 60
5 3,20 3,50 0 70 30 10 30
6 3,40 4,10 10 20 20 0 30
7 4,10 4,40 0 30 30 0 30
8 4,20 5,00 20 10 20 0 40
9 4,50 5,50 10 30 50 0 60
10 5,10 6,00 40 20 10 0 50
11 5,50 6,10 10 40 10 0 20
12 6,20 6,40 0 30 20 10 20
13 6,40 6,50 0 20 10 0 10
14 7,10 7,30 0 30 20 20 20
15 7,40 7,50 0 30 10 10 10
16 7,50 8,00 0 10 10 0 10




Predpokladame, zZe vstupni proud zakai#nékPoissofiv proces s parametrek(tj. stedni hodnota pitu
zakazniki, ktefi vstoupi do SHO za jednotkiasu, je)). Zacasovou jednotku zvolime 1 hodinu.

Odhad parametri: A :1—86 =2.

Pacty zakaznik v jednohodinovych intervalech se miagit Poissonovym rozlozenim.

¢. hodiny 12|34
2

2 6|78
pocet zakaznik [ 3|01 2

5
312|2]3

Pouzijeme jednoduchy test Poissonova rozlozenimlad/znamnosti zvolime 0,05.
m =2

1
5 :?[(3—2)2 +(0-2) +...+(3-2)]=

-1 75 _
= =4
m 2
Kriticky obor: W = <O’ X2 0'025(7)> L <X2 0975(7)’ °°) = < 0;169> | <16’01; °°)
K W = Hynezamitame na asymptotické hlaguyznamnosti 0,05.

~ | 00

Testova statistikak =



1 :
Odhad parametry: praimsrna doba obsluhy j& = 1_6(10+ 30+...+10) = 225min = 0,375

=26 zakaznik za 1 h.

1
==
m

Doba obsluhy se miadit exponencialnim rozlozenim. Pouzijeme Darlimgest, hladinu vyznamnositi
volime 0,05.
m =225

s?= 1—15 [(10— 225) +(30-225) +...+(10- 22,5)2] =220

(n-1)s* _ 15220
m? 225°
riticky obor: W = {0, X% 0025(15)) 0 (X 0s75(15), ) = (0:6,262) [ (27,488 )

K W = Hynezamitame na asymptotické hlagiyznamnosti 0,05.

K = =6,5185

>
>
N

Vyuziti systému: ﬁ 2,6 " 7, tedy systém je vyuzit na 75 %.



Doba mezi pichody zakaznik se m&idit exponencialnim rozlozenim. Pouzijeme Danlimgest, hladinu
vyznamnosti volime 0,05.

m :1—16(2o+ 20+...+10) = 29375

S = 1—15 [(20— 29375 +(20-29375f +...+(10- 29,375)2] =3929167

n-1)s° _15[3929167
m? 29375
riticky obor: W = (0,X”002s(15)) O (X 0s7s(15), 00) = (0:6,262) 1 (27,488 e0)

L

=6,8302

K W = Hynezamitame na asymptotické hlagiyznamnosti 0,05.



