Funkce komplexni proménné - zapoctové priklady (jaro 2018)

Pro ziskani zapoctu je tfeba spravné spocitat a odevzdat nasledujici priklady. Regent odevzdejte osobné,
nebo poslete na [rihacek@physics.muni.cz.

1) Reste rovnici
L +8=0,
a vysledek pfeved'te do algebraického tvaru.
2) Necht z1, 29, 23 tvori t¥i vrcholy rovnobézniku. Vyjadrete ¢tvrty vrchol zy4.

3) Popiste nasledujici mnoziny a uvedte jejich geometricky vyznam

M={2€C|z]*=Imz} .
4) Dokazte nasledujici tvrzeni

(a) Necht holomorfni funkce f nabyva na oblasti D pouze imaginarnich hodnot. Pak f je kon-
stantni funkce.

Hint: pouzijte Cauchyho-Riemannovy podminky.
(b) Necht f(z) = u(z) +iv(y) je holomorfni na C. Pak f je polynom stupné nejvyse 1.

5) Naleznéte holomorfni funkci f(z) = u(z,y) +iv(x,y), znate-li:
(a)
U(:I"ay) = ln(a:2 +y2) +$_2y7
(b)
u(z,y) = 2° — 3y — 2y.

6) Necht C je jednoduchd, uzaviena a kladné orientovana kiivka neprochéazejici body +ia, a > 0.
Zjistéte viechny hodnoty integralu

eZ
/ 22 +a?

c

v zévislosti na kiivee C.

7) Rozviiite nésledujici funkce v mocninnou fadu se stfedem v zy a urCete polomér konvergence
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z

f(z):z2—22+5’

Z0=1.

8) Urcete obor konvergence Laurentovy fady

1 n
n;oo 14 emn” 7
(b)
i ell(z —2i)™.

9) Najdéte Laurentovu fadu se zadanym stiedem, kterd konverguje v zadané oblasti

(a)
3z

= —F—, P(0,1/2,2
(b)
f(z) = 3zsin 7:_25 , {maximalni mozné mezikruzi se stfedem v zop = —5}.
z
10) Najdéte prvni tii ¢leny Laurentova rozvoje funkce f(z) = -F se stfedem v bodé 0 a urcete
sinmz
oblast konvergence.
11) Necht funkce f je holomorfni v P(0,r, R), r < R a necht
|f(z)] < M pro viechna z € P(0,r, R).
o

Pro koeficienty {a,} Laurentova rozvoje funkce f(z) =>_ anz" odvodte:

n=—oo

M M
|an| < min <n , n) pro vechna z € Z.
™’ R

12) Besselovy funkce J,,, n € Z jsou definovany jako koeficienty a,(b) v Laurentové rozvoji funkce
f(z) = 32
se stfedem v bodé 0. Vyjadiete J,(b) pomoci nekonecné fady.

13) Najdéte a klasifikujte izolované singularity funkci



Z4+m
f(z) = 22sinz’
(d)
_ 1/z 1
J(z)=e 2(22 —2i)2°

14) Vypoctéte rezidua

(a)

224+z2-1 n sin z
res
"= 1)22 22 )7

(b)

o 22+z—1+sinz
iy
"\ (z=1)22 22 )7

2242-1 n sin z
res
P\ (2 —1)22 22 )7

res (cotaan) , keZ,

res g (Cotan3z) , keZz,
(f)
resg (e“sinl/z) .
15) Spoctéte integraly vyuzitim reziduové véty

(a)

o0
cos ax
/ a€eR, a>0.
x
0

/ x
sinhz

Hint: jako integra¢ni cestu zvolte vhodné upraveny obdélnik s vrcholy R, —R, R+mi,—R+7i.

(c)

o0

x(l
/14_;1:37 aER, —1<a<?2.
0

Hint: je tfeba vhodné definovat mnozinu, na které 1ze hledat integra¢ni cestu, tj. na které plati
reziduova véta. Rozmyslete si, ze je to mnozina C \ [0, 00).

(d)

1

/ =1 32 C je kladné orientované asteroida s parametrizaci
z? — z—

C

z=2cos’t+2isin®t, te(0,2n].



