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Abstrakt

V této bakalarské praci se vénujeme studiu elementarnich funkci v komplexnim oboru.
Postupné studujeme exponencidlni funkci, goniometrické funkce, hyperbolické funkce a
ukazujeme jejich zdkladni vlastnosti a odliSnosti od redlnych elementarnich funkci. Déle
rozebirdme vzorce, které v redlném oboru plati pro logaritmus a obecnou mocninnou
funkci, a srovndvdme je s komplexnim oborem.

Abstract

In this thesis we study elementary functions in the complex domain. Sequentially
we study exponential functions, trigonometric functions, hyperbolic functions, and show
their properties and differences from real elementary functions. Furthermore, we discuss
formulas that apply in the real domain for the logarithm of a general power functions and
compare them with a complex subject.
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Uvod

V této bakalaiské praci se budeme zabyvat komplexnimi elementdrnimi funkcemi s dira-
zem na srovnani s funkcemi, které jsou zndimé z redlného oboru. Budeme se zde potykat
s problémy mnohoznacnosti funkci, coZ v redlném oboru nebylo ptipustné. V prvni kapitole
nadefinujeme a zavedeme nezbytné mnozstvi pojm, které ndm budou slouzit k vysetfovani
vlastnosti téchto funkci. V dalSich kapitoldch postupné probereme jednotlivé funkce.

Ve druhé kapitole probereme polynomy, odmocninu a raciondlni lomenou funkci v kom-
plexnim oboru.

Ve tfeti kapitole se budeme vénovat exponencidlni funkci, kterd je nezbytnd pro de-
finovéani vSech ostatnich elementarnich funkci, a také poukdZeme na spojitost s feSenim
diferencidlnich rovnic vysSich fadd. V dalsi kapitole se podivime na goniometrické funkce
a v nésledné paté kapitole probereme funkce hyperbolické. PoukdZzeme na vztahy mezi
témito dvéma typy funkci.

V predposledni, Sesté, kapitole se budeme vénovat studiu logaritmu a budeme vySetio-
vat, zda-li plati vzorce, které zndme z redlné analyzy. Obdobné vySetiime vzorce v posledni
kapitole vénované obecné mocninné a obecné exponencidlni funkci. V poslednich dvou
kapitoldch se nebudeme vénovat prili§ vlastnostem téchto funkci, nebof ndm jde predevSim
o rozebrani problematiky mnohoznacnosti funkci. V praci jsou vloZeny na nékolika mistech
obrazky, které maji ¢tendfi pomoci si pfedstavit zobrazeni z roviny do roviny, se kterym se
v komplexnich &islech setkdvame.

Prvnich 5 kapitol prace vznikaly jako kombinace mnoha studijnich texti, které jsou
uvedeny v Seznamu literatury. Oproti tomu zdkladnim studijnim textem pro kapitolu 6 a 7
byl ¢lanek [10]. Vzhledem k tomu, Ze tento text m4 slouzit jako dopliikovy uc¢ebni materiél
pro [1], neuvddime v prvni kapitole témét Zadné dikazy, nebof vSechny se daji nalézt v jiz
zminéném [1]. Od ¢tendfe ocekdvame znalost redlné analyzy.

Vsechny obrazky byly vytvoreny za pouZziti programu Geogebra.

—viii—



Kapitola 1

Z.akladni vlastnosti

Definice 1.1. Komplexni ¢islo z je uspofddana dvojice redlnych ¢isel x, y. Zapisujeme jej
jako z = (x,y) € C. Prvni &ast, tedy x, se nazyva redlnd Cdst, y se nazyva imagindrni ¢dst.
Zapisujeme x = Rez,y = Imz.

Pro libovolnad dvé komplexni ¢isla z; = (x1,y1) azo = (x2,y2) definujeme operaci s¢i-
tdni a ndsobeni nasledovné:

21+ 22 = (x1 +x2, y1 +¥2),

21 -22 = (X102 — y1y2, X1y2 +x251).

Komplexni ¢islo (0,0) znac¢ime jako 0 a nazyvame jej nulovym prvkem, komplexni ¢islo
(1,0) znac¢ime jako 1 a nazyvame jej jednotkovym prvkem a opaénym prvkem k prvku
(x,y) myslime prvek (—x,—y). Komplexni ¢islo (0,1) znacime jako i a nazyvdme jej

imagindrni jednotka, pro kterou plati i = (—1,0). Komplexni &islo z = (x,y) také miZzeme
psét jako z = x +iy.

Komplexné sdruzenym ¢islem k ¢islu z nazveme ¢islo Z s vlastnosti 7 = x —i-y. Snadno
se presvédc¢ime, Ze plati

(z1+z22) = (1 + iy +x2+iy2) = [(x1 +x2) +Hily1 +y2) ] =x1 +x2—i(y1 +y2) =
=X —iy1 +x2 —iy2 =71 + 22,

a obdobnymi dpravami ziskdme 77 -2, =71 - 22, (%) = %

Je dilezité zminit, Ze komplexni ¢isla nejsou usporddand a nelze je porovnavat. Jediné
pokud jsou ¢isla z; a zp z redlného oboru, tedy z1, zo € R, tak miiZzeme psit z; < z3, tedy
je porovnat. Pokud tedy v této praci napiSeme z; < zp, myslime tim vyhradné reédlna ¢isla.

Jedind situace, kdy tak lze Cinit, kdyZ u obou komplexnich cisel z; a z2 je jejich
imagindrni ¢ast nulov4, tedy plati, Ze z1,z; € R. Pokud tedy napiSeme z < z;, myslime tim

vyhradné redlnd ¢isla.

Definice 1.2. Absolutni hodnotou komplexniho ¢isla z rozumime

2| = VX2 +y2=VzZ
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A ImZ

Z=x-+Iiy

2|

—7=—Xx—1Iy Z=x—1y

Obrézek 1.1: Komplexni ¢islo v roviné

Véta 1.3. Pro z € C plati:

2 >0, |z]=0s2z=0, |z+z|<|a|+|z]
al_ |l

|21 -22] = |z1] - [z2], = proz; #0.
|22

Komplexnimu &fslu z = (x,y) odpovidd bod roviny o soufadnicich [x,y] € R?. Pro
C se pouziva nazev oteviend komplexni nebo také Gaussova rovina a ¢islo z € C bod
Gaussovy roviny. V tomto piipadé pak |z| zna¢i eukleidovskou vzdélenost bodu z od
pocatku. To mizeme vidét na Obrazku 1.1.

Poznamka 1.4. Je-li 7z nenulové komplexni ¢islo, pak kombinaci absolutni hodnoty kom-
plexniho Cisla a cisla komplexné sdruZeného muZeme vyjddrit jeho prevrdcenou hodnotu

ndsledovné:
(1.1)

Definice 1.5 (Rozsifend Gaussova rovina). Komplexni rovinu C rozsifime o nevlastni prvek
oo, Tuto mnozinu pak zna¢ime jako S = CU {eo} a hovoiime o rozsifené nebo téZ uzaviené
komplexni roviné.

Pro pocetni operace s « v S definujeme ndsledujici vztahy. Pro kazdé z € C plati:

Z
Z:I:oo:ooj:z:oo, —:O, — — oo,
)
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Pro n € N definujeme:

oo’! = oo 0" = o =0
A déle definujeme:
000:1, |oo,|_oo, S5 = oo, Oo_lzooo
Nedefinujeme ndsledujici vyrazy:
oo 0
oo 0

Pro budouci dsporu je vhodné oznacit mnozinu P = C\{0}. Dalsim dileZitym pojmem je
okoli bodu z — v nasledujici definici uvedeme jak pojem kruhové, tak i prstencové okoli.

z Mz z w7z

Definice 1.6. Pro libovolné redlné ¢islo € > 0 a libovolné ¢islo zg € C definujeme kruhové
g-okoli bodu z pfedpisem

U(z0,€) ={z|z€C, |z— 20| < €}.
Prstencovym okolim' bodu zg potom rozumime mnoZinu

P(z0,€) = U(z20,€)\{20}

1.1 Argument

Definujme nyni pro o € R symbol e'* = cos & +isin &t. Pak mizeme vyjadfit komplexni
¢islo také ve tvaru

7 =|z]e®. 1.2)

Opravnénost tohoto zatim pouze formdlniho pfifazeni se ukdze v kapitole vénované expo-
nencidlni funkci. Tento tvar bude uZite¢ny napiiklad pfi definovani pifimky v komplexnim
oboru.

Definice 1.7. Necht z # 0 je komplexni ¢islo. Pak kazdé realné ¢islo o vyhovujici vztahtiim

. Imz Rez
sint = ——, coso =

(1.3)
2|

2]
nazveme hodnotou argumentu komplexniho ¢isla z.

Lze si v§imnout, ze kazdé z # 0 ma nekone¢né mnoho hodnot argumentu ¢, coZ plyne
z periodi¢nosti funkci sinus a kosinus. Proto rozliSujeme pojmy argument a hlavni argument
komplexniho ¢isla z.

Definice 1.8. Mnozinu {o | o = o+ k-2, k € Z} nazveme argumentem ¢isla z a zna¢ime
jej argz. Pro ¢islo z = 0 hodnotu arg z nedefinujeme.

'MiiZeme se setkat s pojmem redukované okoli.
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Definice 1.9. Je-li z # 0, pak existuje jediné o € argz, pro néz —m < a < 7. Toto ¢islo
nazyvame hlavni hodnotou argumentu ¢isla z a oznacujeme jej o = Argz.

Duvod, pro¢ nedefinujeme hodnotu argz pro z = 0 je ziejmy. UvaZzujme z = 0, potom
nutné musi byt |z| = 0. Tedy bychom mohli zvolit jakékoli & za argument a rovnost z =0
by byla splnéna.

Véta 1.10. KaZdé nenulové komplexni Cislo lze vyjddrit ve tvaru
z=Rez+i-Imz=z|-cosa+i-|z|-sina = |z|-(cosa+i-sina).

Tento tvar nazyvame goniometricky > tvar komplexniho &isla z.
Pro lepsi predstavu se jesté podivejme, jak se ndsobi dvé komplexni ¢isla, respektive
co se déje s thly o1 a .

7122 = |z1] (cos oy +isinay) - |z2| (cos o + isinoyp) =
= |z122| ((cos aj cos 0 — sin oy sin 0 ) + i(cos ¢ sin A + sin o cos &) ) =
= |z122| (cos(a; + o) +isin(ot; + 05)) .
Snadno miizeme odvodit ndsledujici vzorce pro argument komplexniho ¢isla pro z €

C\{0} an € N. Jest¢ pfedtim ale poznamenejme, Ze vyrazem |x| rozumime dolni celou
&dst &isla, tedy celé &islo z intervalu (x — 1,x].°

Véta 1.11. Pro kazdé z € C\ {0} plati:

Argz) 20 = Argz) + Argzy + 27N, (1.4)
Arg <L = Argz) — Argzo + 27N, (1.5)
22
1 A kud Imz =10 0
Argt = Argz—{ A% pokudImz=0,z7£0, (1.6)
z —Argz, pokud ITmz # 0,
ArgZ' = nArgz+2nN,. (1.7)

Hodnotu N definujeme jako

-1, pokud Argz) +Argz > T,
N = 0, pokud — 1w < Argz + Argzy < T,
1, pokud Argz1 + Argzy < —T.

Hodnotu N, mitZeme zadefinovat jako p-krdt opakovdni postupu pri urcovdni hodnoty N,
nebo toto ¢islo miiZeme zavést jako

2V literatufe se miizeme potkat s pojmem kanonicky &i poldrni.
3Tedy napiiklad |2,67] = 2.
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Prikladem pfidani podminky 27N muze byt soucin komplexnich Cisel z1 =i a zp =
—% +i ? Snadno ovéiime, Ze Argz; = § a Argzy = %” Pak ov§em

Argzizo = Argzi + Argz = g-i- 2?71 = %t ¢ (—m,ml,
coz je ve sporu s definici hlavni hodnoty argumentu komplexniho ¢isla, a je tedy nutné tuto
podminku pfidat. U vzorct pro argument musime ovSem postupovat opatrnéji. Zatimco
funkce Argz nabyva jediné hodnoty, a je tedy ¢islo, funkce arg z nabyva hodnot nekone¢né
mnoho, a proto je mnoZinou. * Proto napiiklad rovnost argziz, = argz; +argz, je spise
symbolického rdzu. Je to tedy mnoZina argz;z», kterd je tvorena jako soucet vSech hodnot
argz; se vSemi hodnotami arg z,, coZ je mnoZinové zapsano jako

argzizo ={a1+ +2kw | oy € argzy, op € argzy, k € Z}.

Jedno z dalSich moZnych nedorozuméni pfi této notaci muze nastat v situaci, kdy
21 = 2. Intuitivn& bychom nejspie psali argz> = argz + argz = 2argz, to ale neni vzhle-
dem k mnoZinové povaze hodnot téchto funkci mozné. Vskutku, zatimco mnoZinu vSech
hodnot vyrazu argz + argz muzeme zapsat jako {a + a +2kw | o € argz, k € Z}, tedy
{200+ 2k | a € argz, k € Z}, mnoZina 2 arg z vypada jako {20 +4kn | o € argz, k € Z},
coZ zjevné nejsou stejné mnoziny. Vzorce, které nyni uvedeme, tedy nesmime brat jako
klasickou rovnost, ale pfi operacich s nimi musime postupovat s jistou mirou opatrnosti,
kterd je popsédna v odstavcich vyse. Plati tedy:

argzizp = argzy +argzy, (1.8)
Z
arg (—1> =argz; —argzy, (1.9)
<2
1
arg (—) = —argz. (1.10)
Z
Jest€ poznamenejme, Ze vyrazem N’ myslime
1 Imgz
= 1.11
{2 2 J (111

Pokud tedy shrneme dosavadni poznatky, miZeme fict, Ze soucet dvou komplexnich
¢isel je posunuti o vektor. Déle pro ndsobeni komplexnich Cisel a a z plati:

e Pro a € R je soucin a - z stejnolehlosti s koeficientem a (nebo také |al).
e Proa € C\R, |a| =1 je soudin a- z oto¢ni kolem thlu arga.

e V ostatnich pifipadech kombinujeme piedchozi dva body.

4Podrobn&ji u definice mnohoznaéné a jednoznaéné funkce.
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1.2 Primka, kruznice, zobecnéna kruznice

Piimku mizeme zavést dvéma zpisoby. Prvnim zplisobem je zvolit dva rizné libovolné
body a, b € C a pfimku zadefinovat jako

z=a+ (b—a)t, kder € R.

Jednd se o parametrickou rovnici a vyraz b — a je smérovy vektor piimky. Druhym zpiso-
bem je zvolit bod zp, kterym piimka bude prochézet ve sméru ¢'?, pak tedy piSeme

z=z0+1e", kdet € R.

ODbé tyto pfimky miZeme vidét na obrazku 1.2.
Usecku mezi body a a b ziskdme tak, Ze u prvniho vyjadfeni volime parametr ¢
z intervalu [0, 1].

 Im z

z=z0+1e z=a+ (b—a)t b

20 a
¢ Re z

Obrazek 1.2: Pfimky

KruZnici o poloméru r se stredem v bod¢ zp € C Ize popsat opét dvéma zptisoby. Prvni
je, podobné jako u pfimky, vyjddien pomoci otd¢eni Ghlu a bodu, tedy

z=1z0+re?.
Druhy zptisob je definovan pomoci absolutni hodnoty jako
z—z20| =r.

Tuto rovnost miZeme pomoci zavedenych vztahi upravit jako

(z—20) (z—20) =17,

coZ ptimo vede na rovnici
Z+7ZB+zB+c=0, (1.12)

kde jsme z nahradili B a vyraz zoZg — r2 jsme nahradili c. Rovnice (1.12) definuje kruZnici se
sttedem —B a polomérem r = +/|B|? — c¢. Zobecnénou kruZnici rozumime pro o, B, ¢ € C

azZ+7B+zB+c=0. (1.13)

Pro a # 0 a |B|> — ac > 0 rovnice popisuje kruZnici, zatimco pro o = 0 a B # 0 popisuje
tato rovnice pifimku.
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T Imz

> W

20 {

wi

D
L Rez

Obrazek 1.3: Kruhova inverze

Definice 1.12. Je-li zo € C, a r € (0,+o0), pak funkci f definovanou na S pfedpisem

2

f(z) =20+

Z—20

nazveme kruhovou inverzi. Bod z je stfed a ¢islo r je polomér inverze. Kruznice {z | z €
C, |z—zo| = r} je zdkladni kruZnice inverze.

Ziejmé plati nasledujici vlastnosti:

1. Jedna se o zobrazeni f:S — S

2. f(z0) =¢°, f(e) = 2.

3. Pro body lezici na zdkladni kruznici inverze plati f(z) = z.

4. Body lezici uvnitf zdkladni kruZnice inverze se zobrazi do jejtho vnéjSku, bodu
z vnéjSku se zobrazuji dovnitf.

5. Vzor a obraz lezi na téZe polopiimce o pocite¢nim bodu z.
Kruhovou inverzi se stfedem v bodé€ zg a polomérem r miizeme vidét na Obrazku 1.3.

Véta 1.13. Kruhovd inverze zobrazi kaZdou zobecnénou kruznici na zobecnénou kruZnici.
Obrazem zobecnéné kruznice je primka prdvé tehdy, kdyz vzor prochdzi stfedem inverze.
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1.3 Funkce, derivace

Definice 1.14. Zobrazeni f : M — f(M) se nazyva funkci komplexni proménné. MnoZinu
M = D nazyvame defini¢nim oborem funkce f, mnozinu f(M) = H nazyvdme oborem
hodnot. Je-li f(M) C C, pak je f kone¢nd funkce. Navic se rozliSujici nasledujici piipady.

e je-liM C S, pak se f nazyva komplexni funkci komplexni proménné,
e je-li M C R, pak se f nazyva komplexni funkci redlné proménné,

e je-li /(M) CR, pak se f nazyva redlnou funkci komplexni proménné.

Definice 1.15. Funkci, pro kterou plati, Ze pro kazdé z € D je mnoZina f(z) jednoprvkovd,
nazyvame jako jednoznacnou. V opa¢ném piipadé mluvime o funkci mnohoznacné. Podle
poctu obrazli prvku z mizeme mluvit o funkci dvojznacné, trojznacné, ---, poptipadé
nekonecné znac¢né.

Jednim z piikladi nekonecné znac¢né funkce je argz.

Definice 1.16. Necht f : D — H je jednozna¢na funkce. Funkci f~! (obecné mnohoznag-
nou) definovanou ptredpisem

f'w)={z|zeD, f(z) =w}, weH
nazveme inverzni funkci k funkci f.

Piimo z definice plyne platnost identity

FUF W) =w, weH,

tedy fo f~! je identické zobrazeni z mnoZiny H do H. Naopak oviem obecn& identitu
ziskat nemusime. Zatimco u prvniho pfipadu jsme méli vlevo funkci jednoznacnou, v tomto
pfipadg, tedy f~! o f, mame obecné vlevo funkci mnohozna¢nou. Tuto E4st budeme déle
rozebirat v dalsi ¢asti prace, zejména v kapitole vénované komplexnimu logaritmu.

V nésledujici ¢asti rozebereme postupné limitu v komplexnim oboru a nasledné i de-
rivaci. Pro definici prvniho z pojmi je potfeba nicméné znét pojem hromadny bod a déle
budeme pouZivat pojem oblast, proto tyto pojmy nyni pfipomeneme. Necht A C P, a € P.
Potom hromadnym bodem mnoZiny A rozumime takovy bod a, pro ktery plati, Ze kazdé
okoli tohoto bodu obsahuje nekone¢né mnoho bodli z mnoZiny A.

Definice 1.17. Funkce f ma v bodé zg € C limitu L € C vzhledem k mnoziné M C D pravé
tehdy kdyZ plati, Ze bod zp je hromadnym bodem mnoZiny M a ke kaZdému kruhovému
okoli U (L) existuje prstencové okoli P(zg) takové, Ze

f(P(zo)NM) CU(L).

Pak piSeme lim,_,;;, ;epm f(z) = L.
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Pokud je mnoZina M ryzim neboli prstencovym okolim bodu zp, pak miZeme limitu
nadefinovat analogicky jako v redlném oboru, tedy

Ve >0 3P(z0) Vz€ P(z0) M : (|f(z) —L| <€)
a piSeme

lim f(z) =

Z—20

Stejné jako v redlném oboru plati pro limity v komplexnim oboru nékolik obdobnych
vét.

Véta 1.18. KaZdd funkce komplexni proménné md v bodé zo nejvyse jednu limitu.
Véta 1.19. Necht existuji konecné limity lim,_., f(z) = L a lim;_,;, g(z) = K. Pak plati:

lim (f(z) + g(2)) zzlggf(z) + lim g(z) =L+K,

lim (f(2) - (2)) = lim f(2) - lim g( )=L-K,
im (f(Z)) _ limeo, f() L
=\ g(2)/  limegg(z) K

Definice 1.20 (Derivace funkce). Nechf f komplexni funkce komplexni proménné, ktera
je definovand v néjakém okoli U (z) bodu z € C. Funkce ma derivaci v bod¢ pravé tehdy,
kdyZ existuje kone¢na limita

i SO = 0)
=720 Z—20
nebo také
G ) e A SO
h—0 h

Cislo L nazyvame derivaci funkce f v bod& zg a znac¢ime f(z).

Pravidla pro derivovani komplexnich funkci v komplexnim oboru jsou shodna s témi,
které zndme z redlného oboru. Tento fakt je dén tim, Ze limita a vlastnosti limity v téch
dvou oborech jsou definovdny analogicky.

Véta 1.21. Necht f(z),g(z) maji derivace v bodé zo € C. Pak pro kazdé a, b € C plati:

)" =af'(z0) +bf (z0),

~—

(af(z0) + bg(zo

(f(z0) - 8(z0)) = f'(20)8(20) + £ (20)¢' (z0),
f(20)Y  f'(z0)-8(z0) — £(2) - & (z0)
(8(Z0)) () pro gleo) #0.

Definice 1.22 (Holomorfni funkce). Funkce f je diferencovatelnd na mnoziné M C C
pravé tehdy, kdyZ existuje derivace f’(z) v kazdém bodé z € M. Funkce f je holomorfni
v bodé z € C pravé tehdy, kdyz je diferencovatelnd v néjakém okoli U(z) bodu z, tedy
pokud existuje derivace f’(z) pro kazdy bod z € U(z). Funkce f je holomorfni na oteviené
mnoziné M C C, pravé kdyz je diferencovatelnd na mnoziné M, tedy kdyz je holomorfn{
v kazdém bodé z € M.
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Pro dalsi vétu je nutné znét pojem oblast. Proto pfipomeiime, Ze se jednd o otevienou
a souvislou podmnozinu C.

Véta 1.23. Necht G C C je oblast. Funkce f : G — C je konstatni v G prdvé tehdy, kdyZ je
holomorfniv G a f'(z) =0 pro z € G.

U nésledujici definice a véty, které se vztahuji ke specidlnim vlastnostem funkci, se
Casto uvadi i Liouvilleova véta. Pro nase dcely ovSem bude stacit, kdyZ uvedeme pouze
Vétu 1.25, kterd je jeji silnéjsi verzi.

Definice 1.24. Funkce f : C — C se nazyva celd, kdyZ je holomorfni na celém C. Celé

funkce, které nejsou polynomy, se nazyvaji transcendentni.

Véta 1.25 (Mal4 Picardova véta). KaZdd nekonstantni celd funkce nabyvd vsech hodnot C
kromé nejvyse jednoho bodu.

1.4 Mocninné rady

Definice 1.26. Posloupnost kone¢nych komplexnich ¢isel z1,z2,- -+, 24, - -, kde z, = x,, +
i -y, zna¢ime (zn),fjl.

Definice 1.27. Posloupnost (z,)®_, je ohraniend, pokud existuje k € R™ takové, Ze |z,| < k
pro kazdé n € N .

Véta 1.28. Posloupnost (z,);,_, je ohranicend prdavé tehdy, kdy obé posloupnosti (x,)5_,
a (yn);r_, jsou ohranicené.

Definice 1.29. Posloupnost komplexnich ¢isel (z,);,_; nazveme konvergentni, pokud exis-
tuje komplexni &islo z € C takové, Ze pro kazdé € > 0 existuje ng € N tak, Ze |z, —z| < €
pro n > ng. Pak fikdme, Ze (z,);_, konverguje k ¢islu z a toto ¢islo nazveme limitou
posloupnosti (z,);._,. Pak znacime

lim z, = z.
n—oo

Definice 1.30. Kazda posloupnost, kterd neni konvergentni, je divergentni.

Definice 1.31. Nechf 71,2, -- posloupnost konecnych komplexnich ¢isel. Pak

Zznzm—i-zz—i----—i-zn—i—---

n=1

je fada komplexnich &isel nebo také komplexni fada. Cislo z, se nazyva n-ty ¢len fady nebo
také obecny clen.

Cislo .
sn:Zzi pron=1,2---
i=1

nazveme n-ty ¢astecny soucet rady.

Rada ¥/ | z je zbytek fady po n-tém &lenu.
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Definice 1.32. Necht Y ', z, fada komplexnich &isel, (s,)nen posloupnost jejich cdsted-
nych souctl. Existuje-li kone¢nd limita

lim s, = s,
n—yoo

pak Z;; Z, konverguje a ¢islo s je jejim souctem.
Poznamka 1.33. Rada je divergentni, pokud nent konvergentni.

Definice 1.34 (Absolutné& konvergentni fady). Radu Z;:l Zn nazveme absolutné konver-

gentni pravé tehdy, kdyz Y°°_|z,| konverguje. Radu Y'°°_, 7, nazveme relativné konver-
gentni pravé tehdy, kdyZ je fada konvergentni, ale neni absolutné konvergentni.

Véta 1.35. Konverguje-li fada ¥\ |za

, pak konverguje i fada ¥ zy.
Naopak tato implikace ovSem neplati, nebof neplati ani v redlném oboru.

Véta 1.36 (Prerovnavani absolutné konvergentnich fad). Libovolné prerovndni ¢lenii ab-
solutné konvergentni komplexni Fady nemd vliv ani na jeji konvergenci, ani na jeji soucet.

Véta 1.37. Necht mdme dvé absolutné konvergentni rady Z,fjl a, a Z,fjl b,. Pak soucin

téchto dvou rad, tedy
~+oo

~+oo ~+oo
n=1 n=1 n=1
Jje absolutné konvergentni.
Definice 1.38. Nechf zg, a9, a1,a, - - € C jsou kone¢nd komplexni &isla. Radu funkei

~+oo
Y an(z—z0)"=ao+ai(z—z1) +az(z—20)* + -+ (1.14)
n=0

nazyvame mocninnou® fadou o stiedu zg. Cisla ag,ay,as, - -- nazyvame koeficienty, &islo
ao absolutnim ¢lenem tady.

Kazd4 mocninnd fada konverguje alespoii ve stfedu a mé zde soucet ag. KaZzdou moc-
ninnou fadu lze substituci w = z — zg posunout tak, aby jeji stfed byl v pocatku. Mocninna

fada m4 pak tvar
~+oo
Z aw" = ag+ayw+asw? +--- .
n=0

Véta 1.39. (Prvni Abelova véta) Necht mocninnd fada 1.38 konverguje v bodé z; # 7.
Pak konverguje absolutné v celém otevieném kruhu U (zo, |21 — z0|)-

SmiiZzeme se také setkat s ndzvem potenéni fada
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UvaZzujme pro jednoduchost pripad, kdy z9 = 0, ¢ehoZ miiZeme snadnou substituci
w = z — 7o docilit. Uvazujme dva body z; a zp, pro které plati, Ze |z;| < |z2| a mocninnd
fada v nich konverguje. Pak podle predchozi Véty 1.39 mocninnd fada konverguje ve vSech
bodech z, pro které plati |z| < z1 < z2. Zfejmé je tedy kruh U;(0,|z;1|) cely obsaZen v
kruhu U5 (0, |z2|). To vede k my3lence, Ze bude existovat n&jaké &islo R, které bude uréovat
polomér maximalni kruZnice, na které bude mocninna fada absolutné konvergovat. O tom
pojednava nasleduji Véta. TaktéZ pfipomeiime, Ze vyrazem A myslime uzivér mnoZiny A.

Véta 1.40. Pro kaZdou mocninnou Fadu (1.38) existuje prdvé jedno Cislo R € (0,+), Ze
tato Fada konverguje absolumé v U (z9,R) a diverguje v mnoZiné S\U (zo,R).

Pfi Vyéetfovénl’ konvergence mocninnych fad budeme tedy zjiéfovat polomér této kru—

vvvvvv

pomoci kterého se odvozuji dalsi, je kritérium zformulovane v nasledujici vété.

Véta 1.41 (Cauchy—-Hadamardova véta). Nechf pro koeficienty mocninné rady (1.38) plati

r=1limsup \/|ay|.

n—»+-o0

Polozme R = % Pokud R =0, pak rada diverguje v kazdém z € C s vyjimkou svého stiedu.
Pokud R = oo, konverguje rada absolutné v kazdém z € C.
Pokud 0 < R < oo, pak fada konverguje absolutné pro kazdé z € C, které spliiuje |7 —zo| < R.

Nyni zdmérné zvolime oznaCeni K(zp,R) misto U(zp,R), abychom formélné odlisili
pojmy kruh konvergence a okoli bodii (vlastnosti t&chto pojmi jsou viak stejné). Cislo
R, které je definované v predchozi vété, se nazyva polomér konvergence mocninné fady
(1.38) amnozina K(zo, R) kruh konvergence této fady. Déle zavedeme ndsledujici oznaceni:
K(z0,0) = z0, K(z0,R) = U(z0,R) pro 0 < R < +o0, K(z9,%0) = C.

Poznamka 1.42. Pokud existuje limita lim,,_, | o

a’;* L ‘ =r, pak lze polomér konvergence
n
urcit jako R = -~

Nasledujici véta o zdméné derivace a sumace se vyuZije hlavné pfi odvozovani derivaci
elementdrnich funkci.

Véta 1.43. Mocninnd fada f(z) =Y, an(z—20)" s polomérem konvergence R > 0 je
holomorfni uvniti kruhu konvergence |z —zo| < R. Ddle plati, Ze

/
<Zan(z—zo)”> =Y (an(z—z0)" Znanz 20)" =Z (n+ Dap1(z—20)".
n=1 n=1

n=1

Tato fada md opét polomér konvergence R.



Kapitola 2

Polynom, n-ta odmocnina a racionalni
lomena funkce

Definice 2.1 (Polynom). Polynom stupné n € N definujeme pro z, ag, -, a, € C,a, #0
jako funkci predpisem

f2)=apd"+an_12" '+ a1z +ag.
Nulovym polynomem rozumime f(z) = 0.

V literatufe mize byt stupeit polynomu definovdn i pro n = 0, nicméné vzhledem
k podstaté vysledné funkce tento stupert vynechdvdme. ProtoZe prvni z elementirnich
funkci se zavadi pomoci mocninné fady, odvod'me vzorec pro derivaci jednotlivych ¢4sti
polynomu, tedy mocniny f(z) = z".
n n
) n—2_1 - n—1

=20 T— 20 Z—20

Jednim ze specidlnich piipadl polynomu je zndma linedrni funkce.

Definice 2.2 (Linearni funkce). Nechf a, b € C, a # 0. Funkci f definovanou na S pted-
pisem
fz) =az+b

nazyvame linedrni funkci nebo také linedrnim zobrazenim.
Je vidét, ze:
1. f(e0) = o, f(0) = b.
2. Lineérni funkce je prostym zobrazenim S na S.
z=b

3. Inverzni funkce je rovna f~! = <=, coZ je opét linedrni funkce.

4. Derivace je rovna f'(z) = a.

_J]3_
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Linearn{ funkci miiZzeme vyjadfit sloZenim tff jednodusiich funkci, a to fi(z) = e'?,
f2(z) = |alz a f3(z) = z+ b. Prvni zminénd funkce je otoceni o thel @, druhd zminénd
funkce je stejnolehlost o koeficientu |a| a téeti zminéna je posunuti o vektor b. Pak tedy
muZeme psat

@) = f(R(A1) = £(46€9) = f(|lale®) = az+b

Diky tomu, Ze vSechny tfi zminéné funkce jsou prosté, je zfejmé i linedrni funkce
prostd, coZz jsme jiz zmifovali ve vlastnostech. Déle je vidét, Ze tato funkce zobrazuje
pfimku na pfimku a kruZnici na kruZnici.

Definice 2.3 (n-t4 mocnina). Funkce f(z) = 7", kde z€ C a nc NU {0} se nazyva n-td
mocnina.

Na zacatek pripomene Moivreovu vétu.
Véta 2.4 (Moivreova). Nechfz # 0, n € Z, ¢ € R. Pak pro z = |z|-¢'? plati:

2= (|z]-€®)" = |z ™. (2.1

Snadno vidime, Ze pro n = 1 ziskdvdme identitu a n = 0 ziskdvdme konstantni funkci.
Stejné jako v redlném oboru, ani tato funkce neni prosta. ProtoZze budeme pozd¢ji rozebirat
inverzni funkci, vySetiime, na jaké mnoZin€ je funkce prostd. Uvazujme tedy piipady, kdy
n > 1. PH vySetiovani prostého zobrazeni zjistujeme, kdy f(z1) = f(z2), coZ pfi vyuziti

z v v*

Moivreovy véty vlastné znamend fesit rovnici

|Z1 |n _ein(pl _ |Z1|n _ein(pz )

Porovndnim redlné a komplexni ¢asti rovnice ziskdvame soustavu dvou rovnic
n n in in
jz1]" = |z2/", P =P,

ProtoZe |z1| = r1, |z2| = r jsou kladna redlnd &isla, je z prvni rovnice ziejmé, Ze ry = rp. S
vyuzitim vyrazu (1.2) snadno dojdeme i k druhé rovnosti n¢; = n¢, + 2kx, coz mizeme
prepsat jako @ — @2 = "27” Vidime tedy, Ze pokud k = 1,--- ,n — 1, komplexni Cisla se
nemohou rovnat. MiZeme tedy shrnout: Funkce n-td mocnina je prostd na mnoziné M C C
préavé tehdy, kdyZ v mnoZin& M neexistuji zadné dva body z; # z; takové, Ze |z1| = |z2| a
soucasné Q1 — @ = %, kde ¢, =argz;proi=1,2ak € Z.

Definice 2.5 (n-td odmocnina). Funkci inverzni k funkci f(z) =z7" pro z€ P, n € N
nazyvame n-tou odmocninou a definujeme ji pfedpisem

f@)=z={wweCw" =z}

Opét, pro n = 1 se jednd o identitu. V dalSich pfipadech je funkce ale mnohozna-
¢nd. V nasledujicim piikladé€ zjistime vSechny feSeni dané rovnice a zjistime, na kterych
mnoZinéch je funkce prosta.
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Piiklad 2.6. Reste v C rovnici
22—1=0.
Reseni. Rovnici si nejprve prepiSeme do goniometrického tvaru, tedy
2> =1-(cos2krm +isin2km).

Uzitim Véty 2.4 miZeme snadno psat jako

2km . 2km

Z—cos?—i-zsm?.
Nyni vidime, Ze pro riznd k nabyvd komplexni él’slo z riznych hodnot, a to celkem
péti. Tyto resemjsou 0= cos0+zs1n0 =1,z; =cos & < +isin 25”, 2 = cos 4& 3 +isin 4;’,

73 = cos & 3 L +isin 6;’, 74 = cos 3% =+ isin 8” . Na obrazku muiZeme vidét FeSeni graficky.

Vidime, Ze jednotlivd feSeni tvorii prav1delny n-thelnik a tato feSeni lezi na kruZnici
s polomérem |z|. Funkce n-t4 mocnina je prostd na mnoZinach odpovidajici jednotlivym
kruhovym vyse¢im ohrani¢enymi body z;.

\
Imz

<1

<2

[W,1]\)
S

20 Rez

<3

<4

Obrazek 2.1: Grafické feSeni rovnice

Definice 2.7 (Linearni lomend funkce). Nechf jsou dédna Cisla a, b, ¢, d € C takova, Ze
ad — bc # 0. Pak funkci f definovanou na mnoziné S s predpisem

az+b

f(Z) — [clz+d -

proz € C
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nazveme linedrni lomenou funkci (zobrazenim), poptfipadé homografii. Cisla a, b, ¢, d
jsou koeficienty linedrniho zobrazeni a jsou ur¢eny jednoznacné (s vyjimkou nenulového
nasobku).

Znasich tvah vylou¢ime dva pfipady. Prvni z nich je jiZ zminénd podminka ad — bc = 0.
V ptipadé, Ze by tato rovnost byla splnéna, je velmi jednoduché ovéfit, Ze je funkce
konstantni. Druhy pfipad nastdva v ptipadé, kdy ¢ = 0. V tomto piipad¢ se z této funkce
stavd linedrni funkce, kterou jsme jiZ rozebirali.

Linedrni lomend funkce je prosté zobrazeni mnoZiny S na sebe a inverzni funkce je
definovana jako

dz—b
Fle=qge o PeEet
4, proz=oo
Definice 2.8. Raciondlni lomend funkce R je definovana jako podil dvou polynomi, tedy
P
R(z) = ﬁ
0(2)

Defini¢nim oborem je mnozina C\ {w | Q(w) = 0}.
Definice 2.9 (Zukovského funkce). Funkci definovanou predpisem

1 1
f(z)z—(z—i——) proz€S
2 z
nazyvame Zukovského funkci.

Ziejmé plati f(0) = f(o0) = o0. Funkce nenfi prostd, protoZe zjevné plati f(z) = f (%)
Pro nés tedy budou zajimavé pdsy, ve kterych je funkce prostd. PiSme tedy f(z1) = f(z2),

coz zjevné vede na

0= )~ fe) = 5 -22) (1- =),

{112

Funkce tedy nabyva stejné hodnoty, pravé kdyZ z; = z» nebo z1zp = 1. ProtoZe prvni
podminka je trividlni, uvaZzujme pouze druhou podminku, ze které plyne, Ze z; = é
Podminka prostoty je tedy splnéna napiiklad pro vnitiek nebo vnéjSek kruznice (nebof
lzl<1la ‘%‘ > 1) nebo tieba pro horni nebo dolni polorovinu Gaussovy roviny (coZ plyne
z identity (1.4)). Rozeberme tedy nyni kruznici |z| = r, kterd rozdé€luje defini¢ni obor a

sledujme, na co se zobrazi. Pro |z| = r > 0 muZeme psat pomoci z = r e'*

1 A 1 1 1 1
flz) = 5 (re‘“—i—; el“> =3 (r—i— ;) cosoc—i—iz (r— ;) sin Q. (2.2)

Pokud polozime u* = (Ref(z))2 av? = (Imf(z))z, pak z 2.2 plyne

u2 V2

1 N2 1)2

p(r+3)" 2(r=3)
Vidime tedy, Ze se jednd o elipsu s poloosami a = (r+ %) /2ab= (r— %), kterd ma
ohniska v bod& 41, coZ zjistime ze vztahu ¢*> = a® — b?, kde e je vzddlenost ohniska od
pocatku.

:cos2a+sin2a: 1.
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Imw
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»*

Obrézek 2.2: Zukovského funkce
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Exponencialni funkce

Definice 3.1. Exponencidlni funkce v komplexnim oboru se znaci expz a je definovdna

predpisem

expz=) —.
!
= k!

Z uvedené definice je hned vidét, Ze exp0 =1 a (expz)’ = expz.

Véta 3.2. Rada na pravé strané Definice 3.1 je absolutné konvergentni v celém C.

(3.1)

Diikaz. Pro dokdzani této vlastnosti se nejvice hodi pouZiti podilového kritéria. Diky jiz

zminénym vlastnostem 1.41 a vztahu (1.42) miZeme psat

—_3

1
lim _ lim "

—oc =R

Y

coz odpovida celé roviné C.

Véta 3.3. Pro kazdé z, w € C plati, Ze exp(z+w) = expz-expw.

Diikaz. Necht z, w € C. Pak podle Definice 3.1 mame
o k o n
b4 w
epoZZH, expw = Zﬁ
k=0 n=0

Diky absolutni konvergenci a Vété 1.37 miZeme upravovat

o0 Z o0 n S Zk wnfk
eXPZ-eXPW—kZOE ’;)F_ké"on;)_'(n—k)'_

> = n n—k 1 hnd 1

= w2 )

(24 w)k =expz+w).

_]8—
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Véta 3.4. Pro kaZdé z € C plati
expz =¢€"-(cosy—+i-siny), (3.2)
kde e, cosy, siny jsou zndmé funkce definované v R.
Diikaz. Z Véty 3.3 plyne, Ze
expz =exp(x+i-y) =expx-expiy.

Zbyva tedy dokazat, Ze expiy = cosy-+i-siny. S vyuzitim véty 1.36 mizZeme psit:

o (- k . 2 2 3 .3 4 4
l- l- - - l -

= k! 2! 3! 4!
. .3 2 4
iy =iy -1y 1y _
ST L TR TR
o y2k+1 0 y2k
—=i- (=4 ——-(=1)"=cosy+i-siny.
k;)(Zk—i—l)! ) ’S;( k)! .
S;I:y C(;gy

O

Poznamka 3.5. Ve starsi literature se exponencidlni funkce zavddéla pomoci rovnosti 3.4. V
tomto pripadé se ditkaz Véty 3.3 provddél pomoci zndmych goniometrickych vzorcii z redlné

analyzy a byl (dle ndzoru autora) prithlednéjsi, proto jej uvedeme také. Pro z = x+1iy a
w = u+ iv miiZeme upravovat

exp(z+w) =exp((x+u) +i(y+v)) =e" ™ (cos(y+v) +isin(y+v)) =
=¢e* e"(cosycosv —sinysinv) +i(sinycosv+ cosysinv)) =
=¢e"(cosy+isiny)e”(cosv+isinv) = expz-expw.

VétSina autori poté, co dokdZze tyto zdkladni vlastnosti, pfechdzi od znaceni expz
ke znaceni e*. ProtoZe se ovSem chceme vyvarovat zaméné téchto pojmu a chceme klést
co nejvyssi duiraz na jejich rozdilnost, budeme déle pokracovat v tomto znaceni.

Véta 3.6. Funkce expz je holomorfni v celéem C, je tedy celd. Oborem hodnot této funkce
je P.

Diikaz. ProtoZe fada konverguje absolutné v celém C, pak ma i v celém C derivaci, je
tedy holomorfni. Diky Vété 1.25 nam staci dokazat, Ze expz # 0 pro kazdé z € C, tedy
Ze oborem hodnot funkce expz je P. Jednoduchymi tdpravami se dostaneme ke dvéma
rovnicim
e*-cosy =0, e’ -siny = 0.

ProtoZe redlnd funkce e* je kladnd pro vSechny body defini¢niho oboru, snadno dojdeme
k nefeSitelnému systému cosy = 0, siny = 0, coZ neni splnéno pro zZddné y € R. Tedy
neexistuje Zadné z, aby funkce expz = 0. O
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V nasledujici vété uvedeme dalsi dilezité vlastnosti exponencidlni funkce.

Véta3.7. ProneN, ke Zaz,z1,22 € Cplati

1.

~
S

O X N S A WD

exp(z+ 2mik) = expz,

expz =1 & z=2kmi,

expz=—1<z=2k+1)- mi,

expz) = expz2 & 71 = 22 + 2kmi.

exXpz = expg,

(expz)" = expnz.

Re(expz) = exp(Rez) cos(Imz), Im(expz) = exp(Rez) sin(Imz),
lexpz| = exp(Rez),

arg(expz) = Imz.

Komplexni exponencidla je periodickd funkce s periodou 2wi. MnoZina vsech period
je {2miZ}.

Diikaz. 1. Proz=x+iy € Cplati:

exp(z + 2kmi) = exp(x +i- (y+ 2km)) = €*- (cos(y + 2km) + i - sin(y + 2kx)) =
e*(cosy+i-(siny) =expz

S vyuzitim exp0 = 1 a pfedchozi vlastnosti staci upravovat

1 =exp0 = exp(0+ 2kmi) = exp2ki.

. Rozepsdnim rovnice a porovnanim redlné a imaginarni ¢4sti ziskdvame soustavu

dvou rovnic
e*-cosy=—1, e -siny =0. (3.3)

Protoze pro redlnou exponencidlni funkci plati ¢* > 0, pak feSeni druhé z rovnic
musi byt ve tvaru y = k7 pro k € Z. Dosazenim do prvni rovnice snadno zjistime,
Ze se feSeni zuzi na y = (2k+ 1) 7. Protoze cos(2k+ 1)m = 1, pak musi byt ¢* = 1,
z ¢ehoz vyplyva, Ze x = 0. Tim je tvrzeni dokdzéano.

Diikaz je analogicky jako u bodu 1 z této Véty.

S vyuZzitim vlastnosti redlnych funkci cosx a sinx, respektive sudosti a lichosti téchto
funkci, je zfejmé, Ze expz = exp(x — iy) = €*(cos(—y) +isin(—y)) = e*(cosy —
isiny) = e*(cosy+isiny) = expz.

. Nékolikandsobnou aplikaci Véty 3.3 dostdvame, Ze

eXpz-expz---expz =exp2z-expz---expz = --- = expnz.
~ ~ - —— —
n n—2
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7. Diikaz plyne pfimo z odvozeného tvaru ve Vété 3.4.

8. |expz| = |e¥-(cosy+i-siny)| = e*-y/cos?y +sin’y = ¢* = exp(Rez).
9. Tvrzeni plyne piimo z Véty 3.4.

10. Tvrzeni plyne piimo z prvniho bodu této Véty.
O

Exponencidlni funkce zobrazuje piimky y = yg (konstanta) na polopiimky z = ¢ exp(iyg)
pro t € [0,00). Pifmky x = x( zobrazuje na kruZnice z = expxpexp(it) pro t € (—oo,0).
V prvnim piipadé parametr t = e*, z ¢ehoZ plyne, Ze interval parametru ¢ odpovida oboru
hodnot pro exponencidlni funkci v redlném oboru.

Almz A

Imz
i .
2 f(z) =3-e¥
Zﬂ:l
1 0
gﬂ'l
1|3 ~Rez Rez
3
Q=37
_ 1
=37
—Ti

Obrazek 3.1: Exponencidlni funkce

Pro vétsi prehlednost uvedeme, co znamenaji jednotlivé body na obrazku 3.1, tedy
A=B il B=2 42 =113 E:\/§(‘/T§+i%>  D=-¥242,

V prvni ptipadé, tedy y = yg, se ndm zobrazuji polopiimky. To je diky vlastnosti 9
z 3.7 je ztejmé, nebof z roviny vybereme ta ¢isla, kterd maji argument této funkce stejny
(neboli bereme k-ndsobky y), coZ d4 dohromady polopiimku. V druhém piipadé vidime
(1 numericky diky bodim A,B,C,D), zZe vybirame vSechny body z roviny, které maji
absolutni hodnotu rovnu danému x(, coz v nasem piipadé zobrazuji kruznice g(z) a f(z).

Disledek 3.8. Plati, e —— = exp(—z) pro kazdé z € C.

expz

Diikaz. Diky vlastnostem z Véty 3.7, Véty 3.3 a Véty 3.6 mliizeme snadno psat
1 =exp0 =exp(z—2z) = expz-exp(—2z),

coz snadno muizZeme piepsat jako

1
expz

exp(—z) =
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O

Véta 3.9. Nechi G C C oblast obsahujici pocdtek. Je-li f : G — C holomorfni a f(0) = 1,
f(z) = f(z) proz € G, pak

f(z) =expz, proz € G.

Diikaz. Necht h(z) = f(z)exp(—z). Pak z Véty 1.21 arovnosti f’(z) = f(z) plyne

h(z)" = f'(z)exp(—z) — f(z) -exp(—z) = 0.

Pak tedy dle Véty 1.23 musi byt h(z) = ¢ pro néjaké ¢ € C. ProtoZe plati, Ze f(0) =1,
exp0 =1, pakih(0) =1, tedy h(z) = 1. Potom s vyuZitim Disledku 3.8 obdrZime z rovnosti
1= f(z)exp(—z), Ze

f(z) = expz.

0J

Jednou z oblasti, kde se vyuZije vlastnosti komplexni exponencidly, je feSeni diferenci-
alnich rovnic s konstantnimi koeficienty. Pfipomeiime, Ze mluvime o rovnicich typu

any™ +a, 1y 4 ayy +agy =0,

kde ag, ay,-- -, a, € R. Pak jsou feseni definovdna pomoci exponencidlni funkce a kofenti
charakteristického polynomu

a A"+ +aiA+ayg=0.

Pokud je kofen charakteristického polynomu komplexni, pak by i odpovidajici feSeni bylo
komplexni, coz jisté neni vhodné. Pii hledani redlného fundamentalniho systému se vyuZzije
vlastnosti, Ze pokud je y(x) = u(x) 4 iv(x) feSenim diferencidlni rovnice, pak i funkce u(x)
a v(x) jsou feSenim této diferencidlni rovnice [11]. Pokud je tedy feSeni rovnice ve tvaru
y(x) = e* kde A = a+ib € C, miZeme psit
y(x) = e** = elaHY — o™ (cosbx + isinbx).
Snadno tedy vidime, Ze u(x) = Rey(x) = e¢** cosbx, v(x) = Imy(x) = e* sinbx, coZ
jsou (dokonce linedrné nezavisla) reSeni diferencidlni rovnice. Obecné feSeni tedy potom
muZeme zapsat jako
y(x) = e*(C)cosbx+ Cy sinbx).

Stejné obecné feSeni mizZeme ziskat i pro komplexné sdruzeny kofen A.
P¥iklad 3.10. Reste diferencidlni rovnici y" —4y +5y =0.

Reseni. Charakteristicky polynom md tvar A2 —4A 4+ 5 = 0 a jeho feSeni jsou

_4+V16-4-1-5 4+\/—4 42
- 2 - 2 2

Ao

I

241,
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Reseni tedy jsou y(x) = e?*)* &im7 se dostdvame k jednotlivym fesenim

2x

u(x) = e cosx, v(x) = e”*sinx.

Ovéfeni, Ze obé tyto funkce jsou feSeni je potom snadné. Pocitejme

2x

U (x) = 2e* cosx — e sinx,

1/ .
" (x) = 3¢** cosx — 4™ sinx.
Po dosazeni do ptivodni rovnice dostdvame

u(x)’
§e2x cosx — 4e™ sinx —4(2e* cosx — e™ sinx) +5(¢* cosb) = 0.

u(x)" u(x)

23

Obdobnym postupem muzeme taktéz ovéfit, Ze je i funkce v(x) feSenim rovnice, stejné

jako zminéné obecné feSeni.



Kapitola 4

Goniometrické funkce

V této kapitole se budeme zabyvat komplexnimi goniometrickymi funkcemi. Pro odliSeni
od redlnych goniometrickych funkci budeme pouZzivat znaceni snz, csz, tngz a ctngz.
Definice 4.1. Pro z € C definujeme funkce snz a csz pomoci mocninnych fad jako

00 2n 0 Z2n+ 1

csz= Y (—1)" (;z)!’ snz = Z(—l)”m 4.1

n=0 n=0

Vzhledem k tomu, Ze plati vztah z Véty 3.4 a diky tomu, Ze definice redlnych a kom-
plexnich goniometrickych funkeci a exponencialni funkce jsou podobné, neni pfekvapenim,
Ze plati vztah

expiz =csz+i-snz.

Vskutku, pokud budeme upravovat, ziskdme

0 ; Z2n oo ; Z2n+1
csz+i-snz= —1)"- +i- -1y =
,§0< o ,§O< PR
R
= 2'+4'+ '+l'1!—l g'i‘l ;"‘
1ai d 2 .2 7 _
B .2 2T 3 42 e ) .
_1+ZF+Z 5-’-1 §+l Z-ﬁ-—]{_z‘z)?—eXplZ,

coZ je na$ pozadovany vztah. V nékteré literature se goniometrické funkce zavadéji pomoci
exponencidlni funkce rovnou, a to za pomoci Eulerovych vzorci jako

g SREAOR) -, explemexpl-ty) @2
1

Pak je tento vztah zfejmy, nebot

expiz+exp(—iz) . expiz—exp(—iz)
2 +1- o

Stejné jako v redlném oboru plati velké mnoZstvi vzorci pro goniometrické a navic
jsou tyto vzorce shodné s témi redlnymi.

csz+i-snz= = expiz.

24
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Véta 4.2. Pro z, 71, 22 € C plati:

cs(z1 £ 22) =cszycszp Fsnzpsnzy,
sn(z) £ z2) =snzjcszp £cszysnzy,
cs2z :cszz—snzz,
sn2z =2snzcsz,
1 :sn2z+cs2z,
csz=sn(z+m/2),
snz =cs(z—m/2),
1+ -2

snzj; +snzx =2sn cs
2 2 7
sn sn 2sn 4 cs ata
7] —Snzp =
2 2 7
21+22 21—
cszy+cszp =2cs cs ,
2 2
21t u1—22
cszp+cszp = —2sn 5 sn 5

Diikaz. Nejprve provedme dukaz prvniho vzorce, ze kterého bude vyplyvat vétSina ostat-
nich vztaht. Pro tsporu si dovolime v této ¢asti pouzivat jednodussi zapis a psat misto expz
pouze e* a zavedeme substituci iz; = A a izp = B. Pro pfehlednost nejprve rozndsobme

eAeB—i—e’Ae’B + e 4 B+eAe

CcSzZ1Cs8zp =

4 4 ’
Al e e B AL A B
Snzisngpy = 4 — 4

Nyni mizeme vidét, Ze pokud secteme rovnice, ziskdme s vyuzitim prvni identity rovnost

2
csz1Cs2y +snZy$NZy = 7 (é‘HB—i-e*(AH;)) =cs(z1 +22).

Diky tomuto vztahu je snadné dokdzat dalsi vztahy z Véty 4.2, nebof staci pouze vhodné
dosadit za z; = z2, nebo u dalich dvou vzorcii z5 = 7.

Dokézéani poslednl’ch Vztahﬁ je opét ndro¢né na misto, proto zavedeme tuto substi-
tuci: sn3 =Sy, sn¥ =S5, cs§y = Cj a csF = C. V prvnim kroku opét vyuZijeme jiz
dokazanych vzorcu a pak jiz sta¢i upravovat Jako

2sn (Zl ;m) cs (Zl ;ZZ) =2(51C2 +5261)(C1C2+8152) =

=2(851C2C182 4 S181C282 + $2C1C1Cr + $2C18182) =

=2(S1C1(C3 +53) +$2C2(ST +BY)) =

_2s1n%1cs5+2sn%2cs%2 =snz| +snzp.

Nyni rozebereme a srovndme nékteré vlastnosti téchto funkci.
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Véta4.3. Necht'z,z1,220 € Cak € Z plati:

1. Funkce csz je sudd, tedy plati cs(—z) = csz. Funkce snz je lichd, tedy plati sn(—z) =
—snz.

2. ProvSechna redlnd cisla z = x € R jsou funkcni hodnoty goniometrickych funkci 4.1
totozné s funkcnimi hodnotami redlnych goniometrickych funkci cosx a sinx.

Vv

3. Funkce csz a snz jsou holomorfnim rozsirenim redlnych goniometrickych funkci na

s v

mnoziné C a pro kaZdé cislo z € C plati

(csz)’ = —sngz, (snz) =csz.
4. Plati
csz=0 & z=n(2k+1)/2,
snz=20 & 7 = k.
5. Plati
CS71 =CS2p & 721tz = 2km,
sSnz; =snz & 21+ =2k+ 1w nebo

21—2 = 2km.

6. Funkce csz a snz jsou periodické funkce s periodou 27, tedy plati

cs(z+2m) = csz, sn(z+27) = snz.

7. Funkce snz a csz jsou celé funkce.

Diikaz. 1. S pomoci definice goniometrickych funkci (4.1) hned miZeme vidét, Ze
funkce cosz je sudd, nebof v exponentu je mocnina sudd. ProtoZe v exponentu
u funkce sinz je mocnina lichd, je hned vidét i lichost této funkce.

2. Tvrzeni je zfejmé z porovnéni vyjadfeni redlnych a komplexnich goniometrickych
funkeci.

3. Diky vlastnosti z Véty 1.43 jednodusSe zjistime, Ze

o Z2n+1 ! o0 Z2n
(snz) = <Z(—l)”-m> =Y (- ()1 =csz.

n=0

Obdobné muzeme postupovat pro derivaci funkce kosinus.

4. Tvrzeni dokdZeme pro sinus. ProtoZe plati, Ze exp(ir) = exp(—ir) = —1, muZzeme
snadno psat

N . a1
Snﬂ:exp(zn’) exp( m’): + _

0.
2i 2i
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5. Tvrzeni plyne pfimo z pfedchoziho bodu a Véty 4.2.
6. Tvrzeni plyne ihned z Eulerovych vzorct a z periodicity funkce expz.

7. Protoze je funkce holomorfni v celém C, pak je podle definice celd.
O

Stejné jako v redlném oboru je funkce cs z periodickd, proto se podivejme, kde je prosta:
P={z]|zeC,Imz>0, 2k—1)m <Rez< (2k+1)x}.
Didle se miizeme podivat, na jakou mnoZinu se tato funkce zobrazuje:

M=C\{z| € C,Imz=0,Rez < 1}.

4Imz Y 1mw

1 Rew

\

o
[FRE I A Ny R ——
e
S
~
(¢]
la\|

Obrézek 4.1: Komplexni kosinus

Rozeberme napiiklad, pro¢ se na obrdzku 4.1 zobrazuje Zlutd usecka na pilku elipsy.
Tato usecka obsahuje body ve tvaru z =t + i, kde parametr ¢ € [0,7]. VyuZijme nyn{
goniometrickych vzorcii y Véty 4.2 a Eulerovych vzorct a piSme:

xp(—1)+expl . exp(—1)—expl

cs(t—i—i):cstcsi—sntsni:cste 2 +isnt 5 . 4.3)

Z tohoto vypoctu je vidét, Ze se tato usecka zobrazuje na elipsu (s ohnisky v bodech +1).

Specidlnim pfipadem je potom Cernd dsecka, kterd mé zjevné Im z = 0. Ta se zobrazuje na

degenerovanou elipsu, coZ znazortiuje opét Cernd usecka. DalSim z piikladii mizZe byt zelend

polopiimka splyvajici s osou Imz. Jeji body se daji vyjadfit jako z =i-7, kde r € (—eo,0].

Zvolme t; = 0,1, = 1. Pak s vyuzitim stejnych vzorct jako v pfedchozim bodé ziskame,

exp(—1)+expl
2

ze csO0i=1,csi= . Obé tyto komplexni ¢isla maji nulovou komplexni ¢ast a
proto se zobrazuji na polopiimku, kterd splyva s osou Rew. Obdobné miiZeme postupovat
u dalSich polopfimek ¢i u zndzornénych parabol, nicméné u popisovani téchto obrazi je
vhodné vyuZzit vztaht, které se definuji az u hyperbolickych funkci v nésledujici kapitole.

Z bodu 7 z Véty 4.3 plyne, Ze jsou funkce neohraniené, coZ je jeden z nejvétSich
rozdili oproti redlnym goniometrickym funkcim. Také mizeme funkci csz vyjadfit jako
sloZeni tff jednodus$ich funkci, které jiz zname.
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Véta 4.4. Pro kazdé z € C plati, Ze

cosz=(f30 fr0 f1)(z),

kde f1(z) = iz, f2(z) =expza f3(z) = (z+ 1/z)/2. Prvni zminénd funkce je otocenti o iihel
7t /2, druhou funkci je komplexni exponencidla a tieti funkci je Zukovského funkce.

Diikaz. SloZeni funkce funkce fi(z) a f>(z) je trividlni, oznacme ji g. Proto zacneme az
slozenim funkce f3 a g.

expiz+ %piz _expiztexp—iz
2 B 2

(f308)(z) = =csz,

¢imZ jsme dokdzali naSe tvrzeni. O
Obdobné 1ze rozlozit funkce sinus.
Priklad 4.5. Md v C FeSeni rovnice snz =27

Reseni. Nejprve vyuzijme Eulerovych vzorci (4.2) a rozepisme tak sinus, rovnice tedy
vypada jako
expiz —exp(—iz) = 4i.
Nyni vyuZijeme vztaht (3.4) a za predpokladu, Ze komplexni ¢islo z je ve tvaru z =y — ix
(coZ miizeme bez problému predpoklddat), mizeme psat

e*(cosy+isiny) —e *(cosy —isiny) = 4i.

Vzhledem k tomu, Ze vSechny funkce v rovnici jsou redlné, miizeme porovnat redlnou a
imaginarni sloZku pravé a levé strany. Pak tedy ziskdvdme soustavu dvou rovnic

cosy (e¥—e™) =0, siny (€' +e) = 4. 4.4)

Nejprve za¢neme s rovnici vlevo. Aby byla splnéna tato rovnost, pak musi platit

cosy=0 nebo ef=e*.
Prvni rovnost je splnéna, pokud y = T + k7. ProtoZe funkce e* je rostouci na celém R,
druhd rovnost je splnéna pouze pro x = 0. Pokud bychom x = 0 dosadili do druhé rovnice
soustavy (4.4), ziskdme siny = 2, coZ neni definované pro Zddné y. Dédle dosadime prvni
reSeni a ziskdvdme
et +e =14

1. Re$me prvni piipad, kdy y = T +2km, tedy e* +-e™* = 4. Substituci e = A pfevedeme
rovnici na kvadratickou a snadno zjistime, ze Aj, =2+ V3. Po dosazeni zpét
ziskdvame, 7e x = In(2 £ 1/3). Refeni rovnice je pak ve tvaruz = y — ix = L+ 2km —
iln(2++/3), k€ Z.
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2. Obdobnym postupem snadno zjistime, Ze druhy pfipad, tedy y = 37”71' +2km a jemu

pridruZend rovnice e* +e " = —4, ma feSeni

Ala=-2+3.

ProtoZe v obou piipadech je A zdporné, coz redlna exponencidlni funkce neni v Zad-
ném bodé, nema pro y = 37”71' + 2k plivodni rovnice feSeni.

Pfiklad 4.5 m4 tedy nekone¢né mnoho feSent, které odpovidaji z = £ +2kxw —iln(2 £

V3), ke Z.

Definice 4.6. Funkci tangens rozumime funkci definovanou pro z € C timto predpisem

fugz = snz _ eXpl:Z-i-eXp(—l:Z)
csz expiz — exp(—iz)

Funkci kotangens rozumime funkci definovanou z € C timto pfedpisem

csz . expiz—exp(—iz)
=1-
snz expiz+exp(—iz)
Plati nésledujici vlastnosti:

Vétad.7. Pro z € C plati:
1. Funkce tangens a kotangens jsou liché, tedy plati
ctng(—z) = —ctngz, tng(—z) = —tngz,
pro kaZdé z € C.

2. Funkce tangens a kotangens jsou periodické funkce s periodou © pro z € C, tedy
plati
ctng(z+ ) = ctngz, tng(z+ ) = tngz.
3. Pro kazZdé z € C plati

1
ctngz

1
Ctn - tn =
g2 tngz’ g2

4. Pro vSechna redlnd cisla z = x € R jsou funkcni hodnoty ctngz a tngz shodné
s funkcénimi hodnotami redlnych goniometrickych funkci. (nejsou stejné jako v R
definovdny po radé proz=knaz= 2k+1)n/2, k € Z).

5. Funkce cotgz nabyvd vsech hodnot kromé +i. Plati, Ze
ctngz=0 < z=2k+1)n/2, k€ Z,
ctngz =oc0 & z=km, k€ Z.
Funkce tng z nabyvd vSech hodnot kromé +i. Plati, Ze

tngz=0 & z=km, k€ Z,
tngz=oc0 & z=(2k+1)m/2, k€ Z.



Kapitola 4. Goniometrické funkce 30

6. Funkce tangens je holomorfni na oblasti C\{z|]z € C, z= (2k+ 1)n/2, k € Z} a

na této oblasti plati
(ing2)' = —
ngz) = ——.
82 = 27
Funkce kotangens je holomorfni na oblasti C\{z|z € C, z = kn, k € Z} a na této

oblasti plati
1

ctngz) = ———.
(ctngz) sn2z

Diikaz. 1. S pouZzitim 1. bodu z Véty 4.3 je hned vidét, Ze

sn(—z)  —snz
tng(—z) = = =—t .
ng(—) cs(—z)  csz nes

Diikaz pro kotangens je zcela analogicky.

2. Tvrzeni dokdZeme pro kotangens.

) ) . 1 exp2iz—1 .
exp(iz) —exp(—iz) . SXPEZ—gom  Teon . expliz—1
cotgz =1 exp(iz) +exp(—iz) T epizt L e T izt 1
p expiz expiz

ProtoZe plati, Ze exponencidlni funkce je periodickd a plati vlastnost 4 z Véty 3.7,
pak miiZeme psat
2iz =2iz+2kin < z=z+km.

Tim je tvrzeni dokdzéno.
3. Dikaz tohoto tvrzeni je vidét pfimo z definice té€chto dvou funkci.
4. Tvrzeni plyne piimo z 3. bodu 4.3.
5. Pokud by mélo platit, Ze cotgz = i, pak nutné
exp(iz) —exp(—iz) = exp(iz) +exp(—iz).

v, 2

Dals{ upravou ziskdme

2exp(—iz) =0.
ProtoZe ovSem plati, ze expz # 0 pro z € C, je predchozi rovnost nefesitelna. Ozna-
¢me ' '
cotgz=w= exp(z'z) - exp(—'lz) .
expiz+exp(—iz)
Pak mizeme vyjadrit
Dir— 1—iw
exp2iz = i
ProtoZe funkce expz nabyva vSech hodnot kromé 0, musime vySetfit piipady, kdy
je tento zlomek roven 0. To nastdvd pouze v piipadé, Ze w = —i. Postup miZeme

opakovat s tim rozdilem, Ze si vyjadiime kotangens jako

1 —exp(—2iz)

t =w=——=.
ctngz =w [T exp(—2i2)
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Pak stejnymi dpravami dojdeme k tomu, Ze w # i. Tim je tvrzeni dokdzano. Dale
cotgz=0 <« csz=0 & z=0Q2k+1)/2 proz €Z,

4.5)
cotgz=o <& snz=0 & z=kmproz e Z.

6. Tvrzeni plyne pfimo z Véty 1.21.
0J

Podobné jako u funkci sinus a cosinus, i pro funkce tangens a kotangens se souctové

vvvvvv

Véta 4.8. Pro z, 71, 2o € Cplati:

ctng(z1 £z2) = (ctngzictngzp F 1)/ (ctngzo ctngzy),
ctngz) ctngzy = (sn(zp £snzy))/(snzasnzy),
ctng?z = (1/sn%z) —1,
tngz = ctng(m/2 — 7).

Za pomoci vlastnosti 3. z 4.7 se daji lehce dodefinovat pfisluSné vzorce pro tangens.
Dalsi vzorce se (naptiklad pro dvojndsobny argument) se daji odvodit vhodnym dosazenim
zazy azp.

Diikaz. Pfimym vypoctem dostdvame

CSZ1CSZpFsnzy snzp
cs(z1+z2) cszicszpFsnzyisnzy snzisnz _

sn(z) £ 22) snzjcszpcszysnzy  ShacspEcszsng

cotg(zi +2) =

SNz Snzp
= (cotgzjcotgzo F 1)/(cotgzr £cotgzy ),
csz Ccsz cszypsnzpcszysnz
cotgz) £cotgzy = Ly 22 12722 1772 _
Nivg| N1Vé) Snzpsnip
= (sn(z2+snzy))/(snzzsnzy),
2 2 2 2
2 cS“z Ccs“z+sn“z sn°g )
cotg”z = = — =(1/sn"z)—1
& sn2z sn2z sn2z (1/ )= 1,
cotgm/2cotgz+ 1 0+1 1
cotg(n/2—z) = g7/2cotg = = tngz.

cotgz —cotgm/2  cotgz—0 - cotgz

Véta 4.9. Funkci cotgz lze vyjddrit jako sloZeni ¢tyr jednodussich funkci, tedy

cotgz = (f4o f30 fr0 f1)(2),

kde fi = 2iz (dilatace a otoceni), f, = expz (exponencidlni funkce), f3 = (z+1)/(z—1)
(linedrni lomend funkce) a f4 = iz (otocCeni).

Diikaz. Skliadanim funkci ziskavame

2iz—1
(fiofyo fr0 f)) = (fao fr0 f2)(2i) = (fao f3)(exp2iz) = (f3) (—Zﬁzﬁ; 1) -
_.oexp(2iz) -1
= .W = cotgz.
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Hyperbolické funkce

V této kapitole probereme postupné hyperbolické funkce. Pro odliSeni od redlného oboru
zvolime oznaceni snhz, cshz, tnghz a ctghz.

Definice 5.1. Funkce hyperbolicky sinus a hyperbolicky kosinus definujeme pro kazdé
¢islo z € C predpisy

expz—exp(—z)’ cshz — expz—l—exp(—z).
2 2
Vlastnosti hyperbolickych funkci jsou velmi podobné tém, které maji goniometrické

komplexni funkce, stejné tak i diikkazy téchto vlastnosti. Proto v této kapitole jiz nebudeme
provadét zadné dikazy téchto vztahi.

snhz = (5.1)

Véta 5.2. Funkce hyperbolicky sinus a hyperbolicky sinus maji pro kaZdé z,z1,zp € C a
k € Z tyto vlastnosti:

1. Funkce cshz je sudd, tedy plati csh(—z) = cshz.
Funkce snhz je lichd, tedy plati snh(—z) = —snhz.

2. Pro vSechna redlnd cisla 7 = x € R jsou funkcni hodnoty hyperbolickych funkci 5.1
totozné s funkcnimi hodnotami redlnych hyperbolickych funkci coshx a sinhx.

3. Funkce cshz a snhz jsou holomorfni na mnoZiné C a pro kazdé cislo z € C plati

(cshz)’ = snhg, (snhz)" = cshz.
4. Plati
snhz =0 = z=kir,
cshz =0 & z=in(2k+1)/2.
5.
cshzy =cshz & 71tz = 2kinm,
Plat snhz; = snhz & 21+ =2k+1)mi
nebo 21—2 = 2kim.

32—



Kapitola 5. Hyperbolické funkce 33

Podobné jako u goniometrickych funkei se da odvodit velké mnozstvi vzorct pro hy-
perbolické funkce.

Véta 5.3. Pro kazdé z,z1,20 € C plati:

csh?z—snh?z = 1,
csh(z) +22) = cshzj cshzp £ snhzjsnhzp,
snh(z; +z1) = snhzj cshz; £ cshzysnhzp,
csh2z = snh2z+csh2Z,
snh2z = 2snhzcshz,
cshz+snhz =expz,
cshz —snhz = exp(—z),
21+22 71 —22

cshz; +cshzp =2csh 5 csh 7

cshzy —cshzp = 2snh 4 ;ZZ snh al ;ZZ,
+

snhz; £=snhzy = 2snh 4 2 2 csh 4 :2FZ2'

Véta 5.4. Funkci cshz lze pro kazdé 7 € C sloZit z jednodussich funkct

coshz = (f20 f1)(2),
kde f1(z) = expz, f2(z) = (z+1/2)/2.

Nyni mdme dostatek znalosti k tomu, abychom poukdzali na vztahy mezi goniometric-

kymi a hyperbolickymi funkcemi. Ty mohou pomoci pii feSeni zobrazeni funkce csz, viz.
Obrazek 4.

Véta 5.5. Pro kaZdé z € C plati:

csz = cshiz,

snz = —i-snhiz,
Resnhz = snh(Rez)cs(Imz),
Recshz = csh(Rez)cs(Imz),
Imsnhz = csh(Rez) sn(Imz), (5.2)
Imcshz = snh(Rez)sn(Imz),
(

|snhz| = \/[snh2 Rez) +sn(Imz)],

|cshz| = \/[cshz(Rez) —sn(Imz)].

Definice 5.6. Pro kazdé z € C definujeme piedpisy

snhz  exp(2z) — 1

_cshz  exp(2z)+1
T eshz exp(2z)+1’

~ snhz  exp(2z)—1

ctghz

(5.3)

komplexni hyperbolicky tangens a kotangens.



Kapitola 5. Hyperbolické funkce 34

Stejné jako u komplexnich goniometrickych funkci tangens a kotangens miZeme od-
vodit nékolik zdkladnich vlastnosti.

Véta 5.7. Plati:

1. Funkce jsou liché, tedy

ctgh(—z) = —ctghz, tngh(—z) = —tnghz.

2. Pro vSechny redlnd cisla 7 = x € R jsou funkcni hodnoty komplexnich funkci ctghz
a tnghz shodné s hodnotami redlnych hyperbolickych funkci.

3. Pro kazZdé z € C plati

ctghz = tnghz 5.4)

1
tnghz’ ~ ctghz’
4. Funkce ctghz nabyvd vSech hodnot kromé +1. Pro k € Z plati, Ze
ctghz=0 ©z=in(2k+1)/2,
ctghz =00 & z=ikm.
Funkce tngh z nabyvd vsech hodnot kromé £1. Plati, Ze
tnghz =0 <& z=ikm,

tnghz = & z=in(2k+1)/2.

5. Funkce hyperbolicky tangens je holomorfni na oblasti C\ {z|z € C, z = in(2k +
1)/2, k € Z} a na této oblasti plati

tnghz) = .
(tnghs) csh?z

Funkce hyperbolicky kotangens je holomorfnina oblasti C\{z|z € C, z=ikn, k€ Z}

a na této oblasti plati

1
snh? 7

(ctghz) = —

6. Mezi hyperbolickymi a goniometrickymi funkcemi plati tyto vztahy.
ctgh z= icotgiz, tngh z = —itngiz,

ctghiz = —icotg z, tnghiz= itng z.

TaktéZ miizeme uvést nékolik vzorci pro hyperbolické funkce. Opét pfipomene jen par
zakladnich, ze kterych vhodnou kombinaci miiZeme ziskat dalsi.
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Véta 5.8. Proz, 71, 20 € C plati

1 +ctghz;ctghzy
tgh(z1 £20) =
ctgh(z +22) ctghzy £ctghzy ’
snh(z] £z
ctghz; +ctghz = isnh(zllsnhzz’

tnghz = ctgh(z —im/2).
Véta 5.9. Funkci ctghz lze sloZit z jednodussich funkct
cghz=(fz020f1)(z) z€C,

kde f(z) = 2z, tedy dilatace, f>(z) = expza f3(z) = (z+1)/(z—1), coZ je zndmd linedrni
lomend funkce.

Obdobné mizeme vyjadiit také funkci tngh z (napfiklad vyuzitim vztaht (5.4)).



Kapitola 6

Logaritmus

V této kapitole budeme probirat logaritmus a vzorce platné pro tuto funkci. Pro odliSeni
jsme zvolili znaceni Lgz jako hlavni hodnota logaritmu a gz, coZ zna¢i mnohozna¢nou
vétev. Oznaceni In |z| tedy znaci zndmy redlny logaritmus.

Definice 6.1. Logaritmicka funkce je funkci inverzni k exponencidlni funkci, tedy plati
lgz={wlw e C,z=expw}. 6.1)

Exponencidlni funkce mé jako obor hodnot mnoZinu P, proto je tato mnoZina definicnim
oborem pro logaritmickou funkci. Nyni odvodime mnohoznac¢nost logaritmické funkce.
Uvazujme w = wq + 2kmi. Pak

7z =-expw = exp(wo + 2kim) = expwo = exp(Rewg + i Imwy).

Pak plati, Ze
|z| = exp(Rewy), Imwy € Argz,

diky ¢emuz mizZeme psat
w = wo+2kin = (Rewo +i-Imwg) + 2kir = In|z| +i- (Argz+ 2km),
coz odpovida
lgz =1In|z| +i-argz. (6.2)

Vzhledem k charakteru funkce argz mizeme tedy tvrdit, Ze je logaritmus mnohozna¢nd
funkce. Podobné jako u argumentu, i u logaritmu si zavedeme pojem hlavni hodnoty.

Definice 6.2. Pro kazdé z € P definujeme hlavni hodnotu logaritmu ¢isla z pfedpisem
Lgz=1In|z|+i-Argz. (6.3)

Priklad 6.3. Urcete hodnotu logaritmu a hlavni hodnotu logaritmu ¢islaz =2 - (\/§ —1i \/E)

—_36—
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Regent. Pro hodnotu logaritmu pocitejme
lg(2-(V2-iV2)) =In|V16| +iarg (2- (V2 —iV2)) :1n4+i(— % +2kn>.
Pro hlavni hodnotu je ziejmé
Lg (2-(V2—iv2) =In|V16| +iArg (2- (V2 - iV2)) = 1n4+i(— %)

Nyni pfipomenime nékolik zdkladnich vzorcl pro logaritmus z redlného oboru, které
budeme postupné rozebirat.

et = x, Ine* =x,
Inxy = Inx+Iny, m? = Inx —Iny,
y
1
Inx? = plnx, In— =—Inx.
X

Z Definice 1.16, kterd se vénovala inverznim funkcim, vime, Ze pfi skldddni funkci

zalezi na poradi, tedy kterd funkce je vnitini a kterd vnéjsi. To miZeme demonstrovat
na prvnich dvou vzorcich.

exp (lgz) = exp (In|z|) exp(i argz) exp27i = |z|exp(i Argz) = z.

Tento vzorec je tedy shodny s vzorcem z redlného oboru. V opacném piipadé, tedy
kdyZ bude vnéjsi funkei funkce mnohoznacnd, tento vzorec platit nebude.

lg(expz) =Inlexpz|+iarg(expz) =x+i(y+2kn) = x+iy+ 2kmi = z+ 2k,

kde k je celé Cislo. Vidime tedy, Ze tento vztah by odpovidal pouze v ptipadé, Ze k = 0. Stejné
jako u vySetfovani argumentu funkce i zde musime dat pozor na interpretaci vysledkd, tedy
rozdil mezi komplexnim ¢islem a mnoZinou. Zatimco v prvnim piipadé ziskdvdme Cislo z,
v druhém piipadé je vysledkem mnozina definovand jako {z+ 2kxi, k € Z}.

U dalSich vzorcli miZeme postupovat obdobné, ale opét s diirazem na mnoZinovy
vyznam téchto funkci

lgxy = In|xy| +iargxy = In|x| 4 In|y| + i (argx +argy) = Igx + gy,

Zde si musime dat pozor na znaménko +, kterd spiSe neZ s¢itdni dvou hodnot logaritmu
znamena s¢itani kazdé hodnoty logaritmu (tedy argumentu) ¢isla x s kazdou hodnotou y.

{w|w e C,xy =expw} ={wi +w2|wi, w2 € C, w; =expx, wa = expy}.

U dal$itho vzorce miiZeme postupovat analogicky, tedy

lgE =1In E‘ +iarg)—c = In|x| —In|y| +i(argx —argy) = 1gx —1gy.
y y y
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Jeho aplikaci lehce ziskame
1
lg—=—lgz.
b4

Opét si musime dat pozor na dasledky plynouci z téchto vzorcd, které plati pro hodnoty
redlného logaritmu. Napfiklad nelze tvrdit, Ze plati rovnost

lgz+1gz=21gz nebo lgz—1gz =0,
nebof pro k = k; — k> plati:

lgz—1gz =In|z| +iargz—In|z| —iargz =i Argz + 2k wi — i Argz — 2kp7wi = 2kmi.
Interpretovat by se tento vzorec dal jako rozdil vS§ech moznych hodnot argumentli kom-
plexniho logaritmu, tedy {2kmi, k € Z}.

Obdobné (napiiklad za pomoci Véty 1.11) dojdeme ke vztahu

lgz+1gz =2lgz+ 2kmi.
Pokud toto tvrzeni zobecnime, ziskame
Inz’ =Inz+---+Inz= plnz+ 2kmi,
—_—
p
coz je v rozporu se vzorcem, ktery zname z redlného oboru. DileZité je ovSem zminit, Ze
tento vzorec plati pouze pro p € Z.

Nyni vySetfime, jak se chovd jednoznacné urcend vétev komplexniho logaritmu. Ten-
tokrét jiz budeme operovat s Cisly, proto tyto rovnosti nemaji pouze symbolicky charakter.
Prvni vzorec u mnohozna¢né funkce se odvozoval za pomoci funkce Argz, miZeme tedy
rovnou psat

expLgz=z
Druhy vzorec u mnohozna¢né logaritmické funkce neplatil, coz bude obecné platit i
u jednozna¢ného logaritmu.
Lgexpz = Lgexp|z| + iArgexpz = x+ i Argexpiy =
) ) |1 argexpiy A1y
= 2AMi | = — ———— | =2+2Wi| - — —|.
Xtiargexpiy + 1{2 o Z+2m 5 o

U souctového (respektive podilového) vzorce budeme celit problému, ktery jsme popsali
ve Véte 1.11.

Lg(z1z1) = Lgz1 +Lgzo + 27iN,
z .
LgZ—1 =Lgz1 —Lgz +2miN,
1

a pokud prvni vzorec zobecnime (pro n celé), pak ziskdme

Lg7" =nLgz+2miN.
Nasledujici vzorec je disledkem podilového vzorce, nebo se dé také odvodit jako
1

2|

Z Z

— | +iArg—5 =1In

2| T

) —Lgz+2mi, prozeR,z<0
—Lgz pro ostatni z.

1 Z
Lg; =Lg—==In

2] +iArgZ= —In|z| +iArgz =
z




Kapitola 7

Obecna mocninna a exponencialni
funkce

V redlném oboru jsme definovali obecnou mocninu vztahem x* = e?I™*, proto se nabizi

definovat tuto funkci podobné, tedy jako z© = exp(clgz). ProtoZe ovSem lg z neni ¢islo, ale
mnoZzina ¢isel, musime dat pozor na zdpis a interpretaci této funkce. Definujme ji proto
nasledovné.

Definice 7.1. Obecnou mocninnou funkci rozumime funkci definovanou pro kazdé z € P
a c € C predpisem

Z={w|weC, w=exp(cL), L€lgz} (7.1)
Pro dplny zacatek uvedeme tvar funkce, na ktery se budeme odkazovat
w=2z"=exp(clgz) =exp(cLgz) exp(c2min). (7.2)

Asi nebude prekvapenim, Ze tato funkce nebude mnohoznaénd pro vsechny hodnoty C.
UZ jen pro ¢ = k € Z by méla byt jednoznacnd, nebof v tomto piipadé dostdvime polynom,
ktery je jednoznacny, o ¢emz se miZeme presveédcit

ZF = exp (klgz) = exp (k(Lgz +2min)) = exp (kLgz) exp (27ink) = exp (kLgz).

Dalsi krok taktéz nebude prekvapivy, nebof u n-t€ odmocniny (2.6) jsme fesili problém
mnohoznacnosti. Zaénéme tedy pocitat s raciondlnim ¢islem ve tvaru ¢ = %, kde k € Z.
Pokud dosadime do tvaru (7.2), miZeme psat

1 1
Z% = exp (z ng) exp (; 2nin)

Z tohoto tvaru vidime, Ze funkce je jednoznacnd pouze v piipadé, Ze k déli n. V opacném
pfipad¢ je funkce k-znacnd, protoZe funkce expz je periodickd a podil 7 ndm nemiiZe dat
vice hodnot nez k. Obdobné miZeme postupovat pro jakékoliv raciondlni ¢islo.

—39_
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Nyni pfistoupime k rozebrani nékterych vzorcii, proto je nejprve pfipomene.

yayb — yatb X xa—b
- I Xb - I
1
= = xib, (xa)b — xab’
X
a
X
(xy)(l :xayba (_) :xayiaa
y
lgz¢ =clgz.

Zatneme nejprve s poslednim vzorcem, nebof jsem uz jej Vyéetfovali u logaritmické

wev s

odvozenych vztahi (7.2)
lgz =lg [exp (cLgz) exp (c2min) | =lg[exp(cLgz) | +1g [exp (c2min) ]

2rik
= c(Lgz+2min) + 2mik = clgz+2mik = ¢ (lgz—i— ﬂ)

Vidime tedy, Ze tento vzorec je shodny s tim z redlné analyzy pouze v pfipadég, Ze ¢ = %
V prvnim ze zminénych vzorct se opét projevi problém se s¢itdnim logaritmu, ktery jsme

JiZ odvodili.

297" = exp(algz)exp(blgz) = exp(algz+ bLgz) exp(a2min+ b2mik)
= exp [(a+b)Lgz] exp [2mi(an + bk)].

V redlné analyze by se nabizelo hned ve druhém kroku secist logaritmy jako algz+
blgz = (a+b)lgz, nicméné tento vzorec uz byl dokazan jako neplatny v pfedchozi kapitole.
Aby byl tento vzorec splnén, musel by byt vyraz exp2mi(an + bk) nasobkem 27i. To by
ovSem platilo pouze v piipadé¢, Ze Iman = —Imbk.

Také je vhodné srovnat, jak vypada tento vzorec po Upravé z druhé strany, tedy

2P =exp [(a+b)lgz] = exp [(a+b)Lgz] exp [2mik(a+b)].

Je vidét, Ze tento vzorec neni splnén ani v tomto piipadé.
Podobné muzeme postupovat u dalSich vzorct. Stejnymi dpravami dojdeme k

75 = oxp [(a—b) Lgz] exp [2mi(na — b)), (13

27" =exp [(a—b)Lgz] exp [2mik(a —b)].

Dale miZeme vysetfit specidlni pripady téchto vzorcli. Vhodnym dosazenim do (7.3)
se snadno presvédcime, Ze
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Musime si ale dat pozor na to, Ze neplati rovnost z*~¢ = z%z~%. V prvnim pripadeé je sice
vysledek 0, nicméné v druhém se dosazenim do odvozeného vzorce dostaneme k rovnosti
79774 = exp2mi(na — ka) = exp (2wima). Pro neceld ¢isla a tedy nebude platit z%z7¢ = 1.
Dalsi ze vzorcti pro mnohozna¢nou obecnou mocninu platit opét nebude. Mizeme se

lehce presvédcit, ze

algz+-2mik
——l~
(2)? = exp(blg(exp(algz))) = expb(algz + 2mik)
—_——

Zd

= exp(ablgz) exp(2mikb) = z°° exp(27ikb),

s w7

tedy tento vzorec neni splnén opét pro jind nez celd ¢isla b, nicméné a miZe byt libovolné
komplexni ¢islo.
Nasledujici vzorce jsou shodné s t€mi redlnymi. Opét stejnymi Gpravami a vyuZitim

odvozenych vztahi zjistime, Ze
(z122)" = expalg(z122) = expa(lgzi +18z2) = explgzi explgzs = {73,

a
b4 b4 _
(—1> = exp (alg —1) =expa(lgz) —1gz) =21z, .
22 <2

Stejné jako u logaritmické funkce, i nyni nadefinujeme hlavni hodnotu mocninné
funkce.

Definice 7.2. Pro ¢ € C a z # 0 rozumime piedpisem
Z¢ =expclgz (7.4)
hlavni hodnotu c-t€ mocniny cisla z.

Opét, hlavnim rozdilem mezi Definicemi 7.4 a 7.1 je jejich mnoZinova povaha. Funkce
(7.4) je jednoznacna a proto jeji hodnoty jsou ¢isla, nikoli mnoZiny. Musime si ovSem
uvédomit, Ze tato funkce nemusi ddvat vysledky, které bychom na prvni pohled ocekdvali.
Jako piiklad méizeme uvést feSeni rovnice z3 = — 1. Z jiZ fe¢enych poznatki piijdeme lehce
na to, Ze rovnice ma 3 feSeni, a to

Intuitivng by hlavni hodnota byla popsdna jako v/—1 = —1, tedy vysledkem znimym z
redlné analyzy a také shodnym s jednim z kofenti pfedchozi rovnice. Dosadime-li v§ak do
hlavni mocninné funkce, ziskame

Lg(—1 1
\3/__1:exp7g(3 ):exp%zi(l—i-i\/g)-

To se sice samozfejmé shoduje s jednim z feSeni rovnice, nicméné nas prvotni odhad to
nepotvrzuje.
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Pristupme nyni opét k rozebirdni vzorci a ur¢ovani jejich shodnosti s redlnymi vzorci.
Ve stejném poradi jako u mnohoznacné funkce snadno zjistime nédsledujici:

LgZ=Lg[exp(cLgz)| = cLgz+2min.

z w7

V tomto piipadé budeme dosazovat za n vhodné celé ¢islo tak, aby hodnota argumentu
funkce se nachdzela v intervalu (— 7, 7|, coZ vychdzi z pfedpokladu, Ze vlevo je jednozna¢nd
vétev logaritmu. Vzorec tedy opét obecné neplati. Déle je snadné ovéfit, Ze

797 = exp (aLg) zexp (bLgz) = exp ((a+b)Lgz) = 277,
;—Z = % —exp((a—b)Lgz) =2°7?,
77 " =exp(algz)exp (—algz) = 1.
Vhodnym dosazenim ovéfime, Ze
z°=1.
Nasledujici vzorce, i piesto, Ze platily u mnohoznacné funkce, neplati. MliZzeme pocitat
(Z12,)" = exp(algzizz) = exp (a(Lgzi + Lgzo +27iN)) = Z{Z5 exp (2wiaN) ,

a obdobné pak také pfijdeme na

Z\“¢ z¢
(Z_;) :Z—élexp(btiaN),

kde N jsme definovali ve Vété 1.11.

Vs v 2

V dalsi ¢asti se budeme zabyvat zobecnénou komplexni exponencidlni funkci. Tu defi-
nujeme pro néjaké c € P, z € Can € Z jako

w=c* =exp(zlgc) = expz(Lgc+2min).
ProtoZe tato funkce je mnohozna¢nd, opét zavedeme jednoznacnou funkeci.

Definice 7.3. Obecnou komplexni exponencidlni funkci rozumime pro kazdé z € C funkci
danou predpisem

w=c* =exp(zlnc) = expz(Lgc+2xin), (7.5)
pro n € Z. Pro n = 0 uvazujeme jeji jednoznacnou vétev a pak ma funkce tvar
w=c"=expzlgc. (7.6)

Nyni opét pfipomeneme vzorce z redlné analyzy, které budeme zkoumat.

at = exlna’ ad _ax+y,
by
a 1
I X
—y =da y, -~ =a -,
a a
(@) =da%,  (ab)* =d'b",
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Nyni pfichdzime k vzorctim, které plati pro exponencidlni funkce. Vzhledem k jedno-
znacné povaze této funkce je snadné ovéfit, Ze plati
¢ = exp(z1 Lgc) exp(zaLge) = exp(z1 +22) Lge = 41722,

<1722
’

cll o M = eXp(Zl —Zz)LgC =C
(

E ~ exp(zaLgc)
= exp(zLgc) -exp(—zLgc) = 1.

Dalsi vzorec ovSem obecné platit nebude, nebof plati
(%)% =exp(za Lg(c™)) = expza(z1 Lgc +27iN") = exp(z2z1 Lgc) exp(2mizpN') =
= %2 exp(2mizaN').

Na zacatek ptipomeiime, Ze N’ jsme definovali jako (1.11). Jak vidime, tento vztah je
splnén pouze v piipadg, Ze 2, je celé &islo nebo je N’ = 0. Dalsi dva vzorce splnény taktéz
nebudou, nebof

(ab)* = exp(zLgab) = expz(Lga+Lgb+2niN) = a“b*exp(2mizN),

z Z
(%) = exp(ZLga/b) = eXpZ(Lga—Lgb-i-ZTCiN) = %CXP(ZTCZZN)

Opét vidime, Ze je tento vztah splnén pouze v piipadé, Ze z € Z nebo N = 0.
Na nésledujicich prikladech si ukdZeme, jak se mocninnd funkce zobrazuje v Gaussové
roviné.

Priklad 7.4. Urcete obraz (1+1)1+ a (1+i)V2+V2,
Regent. Diky odvozenym vztahiim miiZeme snadno upravovat jako:
(1+)" = exp((1+1)1g(1+1)) = exp((1 +i)(In V2 +iarg(1 +1i))) =
= exp (ln\/i— g —2k7t> expi (ln\/§+ % —|—2k71> ,
(1) = exp (V2(1+0)lg(1+1) ) = exp (V2(1+0) (V2 +iarg(1+4)) ) =
—expV2 (ln\/i— g —2k71'> expiv2 (ln\/i—i- g +2k71'> .

Vidime tedy, Ze body z prvniho piikladu leZi na polopfimce s pocatkem v bodé 0 a thlem
Inv2+ 7 = o, nebof vzhledem k periodicité exponencidlni funkce se pii ménicim k bude
meénit pouze redlnd ¢ast, jak mizeme vidét na levém Obrazku 7.1. Druhy piiklad uz nema
stejnou imagindrni ¢ast pro riiznd k, tedy se bude ménit tihel o, a zdroven se bude pfibliZovat
k pocatku. Proto se zobrazi na spirdlu, jak miZzeme vidét na pravém Obrazku 7.1.
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Obrazek 7.1: Obecna mocninna funkce
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