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Abstrakt

V této bakalafské praci se vénujeme komplexnim funkcim a jejich geometrickému
zobrazeni. Prvni kapitola obsahuje zdkladni pojmy potfebné k lepSimu porozuméni nésle-
dujicich kapitol. Druha kapitola se vénuje elementdrnim funkcim komplexni proménné a
jejich zdkladnim charakteristikdm. Treti kapitola se zabyva linedrni funkci a specidlnimi
piipady linedrni funkce. Ctvrt4 kapitola se vénuje linedrni lomené funkci, jejim vlastnos-
tem a specidlnim piipadim linedrni lomené funkce. Treti a ¢tvrtd kapitola obsahuje feSené
pfiklady a dlohy k samostatnému vypoctu.

Abstract

In this thesis we study complex functions and their geometric mappings. First chapter
contains basic terms, which are needed in order to better understand subsequent chapters.
Second chapter deals with elementar functions of complex variable and their basic charac-
teristics. Third chapter is dedicated to linear function and special cases of linear function.
Fourth chapter is focused on linear fractional function, its properties and special cases of
linear fractional function. Third and fourth chapter contains solved and unsolved exercises.
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Prehled pouzitého znaceni

MMz N=E A

tgz

cotgz
sinhz
coshz
tahnz
cothz
Arcsinz
Arccosz
Argsinhz
Argcoshz

mnoZina vSech komplexnich cisel
mnoZina vSech redlnych ¢isel
mnoZina vSech celych ¢isel

mnoZina vSech pfirozenych ¢isel

mnoZina vSech komplexnich ¢isel rozsifena o oo

s N oz

redlnd ¢ast komplexniho ¢isla z
imagindrni ¢4st komplexniho ¢isla z
imagindrni jednotka
komplexné sdruzené ¢islo k ¢islu z
absolutni hodnota ¢isla z
hlavni argument ¢isla z
mnozina v§ech argumenta ¢isla z
limita funkce f
exponencidlni funkce
logaritmus ¢isla z
hlavni vétev logaritmu ¢isla z
zobrazeni do mnoZiny nebo konvergence
funkce sinus
funkce kosinus
funkce tangens
funkce kotangens
funkce hyperbolicky sinus
funkce hyperbolicky kosinus
funkce hyperbolicky tangens
funkce hyperbolicky kotangens
funkce arkussinus
funkce arkuskosinus
funkce argument hyperbolického sinu

funkce argument hyperbolického kosinu
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Prehled pouZitého znaceni

fog skladani funkci

oo =B(mod2n) a=PB+2kn, ke

1 (o) derivace funkce komplexni prom&nné v bodé z
i fl parcidlni derivace funkce f

—

ab pfimka prochazejici body a a b



Uvod

V této préci se budu vénovat komplexnim funkcim a jejich geometrickému zobrazeni.
Préce je rozdé€lena do Ctyt kapitol.

V prvni kapitole uvedu zdkladni teorii nutnou k porozuméni zbyvajicich kapitol. Tato
kapitola obsahuje definici komplexnich ¢isel a jejich vlastnosti, vlastnosti komplexnich
funkci a na konci této kapitoly definuji pojmy pfimka, kruZnice a zobecnéna kruZnice.

V druhé kapitole se zaméiim na elementdrni funkce komplexni proménné. Popisi jejich
zakladni charakteristiky a pomoci grafii ukdZzi, jakym zptisobem se zobrazi do Gaussovy
roviny.

Tteti kapitola se zabyva linedrni funkci. PopiSi jeji zdkladni vlastnosti a specidlni
ptipady linedrni funkce: posunuti, otoceni a stejnolehlost. Kapitola je doplnéna obrazky
demonstrujicimi jednotlivé pfipady. Na konci kapitoly jsou feSené piiklady a ulohy k pro-
cviceni.

Ctvrté kapitola pojednévi o linedrni lomené funkci, o jejich vlastnostech a o specidl-
nich pfipadech linedrni lomené funkce: zobrazeni redlné osy na sebe, transformace redlné
osy na jednotkovou kruZznici, zobrazeni jednotkové kruZnice na sebe. Tyto specidlni pii-
pady jsou pro ilustraci doplnény obrazky. Na konci kapitoly jsou feSené priklady a dlohy
k samostatnym vypoctim.

Zdroj bakalarské prace je predevsim [1] a [3], doplnény o [2]. Inspirace ptikladd byla
Cerpéna z [1], [3] a [4]. Text je vysdzen systémem I&TEX. Obrazky byly vytvofeny piimo
v systému IATEX.



Kapitola 1

Uvodni kapitola

V této kapitole si uvedeme definici a zdkladni vlastnosti komplexnich ¢&isel, které budeme
vyuZivat v celé bakalarské praci. V druhé ¢4asti dvodni kapitoly popiSeme v jakém tvaru
zapisujeme piimky, kruZnice a zobecnéné kruZnice.

1.1 Komplexni ¢isla

Komplexnim ¢islem rozumime uspoiddanou dvojici z = [x,y], kde x, y € R. Cislo x nazy-
vame redlnd ¢dst komplexniho &isla z a znacime ji R(z), ¢islo y nazyvame imagindrni édst
komplexniho ¢isla z a zna¢ime ji 3(z). Mnozina C zna¢i mnoZinu v§ech komplexnich ¢&isel.
Dile oznaéme C = CU{eo}. Séitdni a ndsobeni komplexnich &isel z; = [x1,y1], 22 = [x2,y2]
definujeme ndsledovné

21+ =[x +x2, yi+y2), 2122 = [X1x2 — y1y2, X1y2 +X2)1].
Ocividné plati
[xvy] + [070] = [070] + [xvy] = [xvy]v [xvy] ’ [070] = [070] ’ [xvy] = [070]7

[, y] - [1,0] = [1,0] - [x,y] = [x,y].

S¢itani a ndsobeni jsou komutativni, asociativni a pro zy, z; a z3 € C plati distributivni
zékon (z1 +22)23 = 2123 + 2223. Opacnym prvkem k &islu z rozumime ¢islo —z = [—x, —y)]
a definujeme odcitdni jako pricteni opaéného prvku. Inverznim prvkem k &islu z # [0,0] je
¢islo

= o 7
x2+y2’ x2+y2 :
Délenim komplexnich ¢isel rozumime ndsobeni komplexniho ¢isla inverznim prvkem
komplexniho ¢isla, tedy % =212, L. Nulovym prvkem nazyvame prvek [0,0] a budeme
ho znadit 0. Jednotkovym prvkem nazyvame prvek [1,0] a imagindrni jednotkou nazy-
vame &islo i = [0, 1]. Vidime, Ze i2 = [0,1]-[0,1] = [~1,0] = —1. Cislo z miiZeme zapsat
jako z =x+iy = [x,0] + [0, 1] - [y,0] = [x,y], tedy déle budeme pfedpoklddat, Ze pro zépis

z=x+iyjex,yeR.
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Komplexné sdruzené ¢islo ke komplexnimu ¢&islu z = x + iy je definovéno jako Z =
x —1iy,. Pro z, z1, 2o € C plati

- - 21 21
2=z, uxn=+2, L=z, (—) =—,2#0,
22 22

217=2R(x), z-2=2i3(2), R@)=RE), 3()=-30).

Absolutni hodnotu nebo t€Z velikost nebo také modul komplexniho ¢isla z definujeme jako
lz| = V/x2+y?aproz, zi, 22 € C plati

_ _ 21|zl
=l k=l |zl =l (2= 220
2l |z
RE@)| <z, B@I<Izl,  all=llz2l] < lz1+z2] < a1+ []z2]],
Z+2
C‘R(Z):Ta

3(7) = %

Geometrické zobrazeni

2 w7

Komplexni ¢islo z = [x,y] geometricky zndzornime tak, ze mu v komplexn{ roviné pfifa-
dime bod se soufadnicemi x,y. Komplexni rovinu téZ nazyvdme Gaussova rovina. Na ob-
rdzku 1.1 je zobrazeno ¢&islo z, opacny prvek k Cislu z a ¢islo komplexné sdruZené k Cislu
Z.

3(z)
_____ = _|_
5 :z x+1y
I
I
I
! S)i(z)
/ X
/ I
// !
/ l
/ 1
¢ ] Z=x—1y
—I=—Xx—1y

Obrazek 1.1

Goniometricky tvar

7 w7z

Komplexni ¢islo z # 0 mizeme taktéZ zapsat v goniometrickém tvaru

z=z|(cos @ +isin@) := |Z|ei‘p,

kde cos ¢ = % asinQ = % Cislo @ nazyvame argument komplexniho &isla z a vidime,
Ze neni jednoznac¢né urceno, nebot ¢ + 2k, k € Z je taktéZ argument komplexniho Cisla
z.Je-li ¢ € (—m, 1), pak ho nazyvame hlavni (zdkladni) argument komplexniho ¢isla z a

zna¢ime ho argz. MnoZinu vSech argumentt zna¢ime Argz. Plati argz = Argz (mod 27).
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Mime-li komplexni &isla zy, zo ve tvaru z; = |z1|€'?!, zp = |z2|e'?2, pak jejich soudin vypada
nasledovné

2122 = |21€'? |22[€'® = |z1]|z2|(cos @1 +isin @;)(cos @y +isin @) =

= |z1||z2|[(cos @; cos @2 — sin @; sin @y) + i(sin @} cos @2 +sin Py cos ;)] =
21|22/ (cos (@1 + @2) +isin (@1 + @2)) = |z |z2]e/( P+,

Z ¢ehoz vyplyva nasledujici véta.
Véta 1.1.1 (Moivreova véta). Necht’z = |z|e!?. Pron € Z je
7" = |z|"[cos (nargz) + isin (nargz)] = |z|"e™M e,
Pro argumenty komplexnich ¢isel z, z1, 2o € C plati

Argzizo = Argz) + Argzo, Argi—l = Argz) —Argzp, Argz= —Argz,
2

argzizp = argz) +argzp (mod 27), argi—1 = argz; —argzp (mod 27),
2
arg7 = —argz, je-li argz € (—n,m), arg?’ =nargz(mod 27m).
Z goniometrického tvaru komplexnich ¢isel vyplyva

i @ei(tpr(pz)
2 |z

2t =12 Wl =V

i(argz+2km)

Vz=R/lzle " ,k=0,1,...,n—1.

1.2 Komplexni funkce

Komplexni funkci komplexni proménné rozumime zobrazeni f: M — C, kde M C C.
Komplexni funkci miZeme rozdélit na redlnou &ast u(z) = R(f(z)) a imaginarni ¢ast
v(z) =3(f(2)), tedy f(z) = u(z) +iv(z).

Derivace

Méjme otevienou mnozinu G C C, bod zg € G afunkci f: G — C. JestliZe existuje kone¢na

limita
i F@) = f(@0) _ . fzo+h) —f(Zo)’
=20 Z2—20 h—0 h

pak funkci f nazyvdme komplexné diferencovatelnou v bodé zpa uvedenou limitu nazyvame
derivaci funkce f v bod€ 7o a znatime f’(zo). Aby byla komplexni funkce f komplexn&
diferencovatelnd v bodé zo musi spliiovat Cauchy-Riemannovy podminky

(z0) = vy(20),  uy(20) = —vi(20)-
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Holomorfni funkce

Funkci f nazveme holomorfni v bodé€ zg € C, jestliZze existuje okoli bodu zg takové, Ze
funkce f md v kazdém bodé¢ tohoto okoli derivaci. Pokud je funkce f holomorfni v kazdém
bod€ z € M C C, nazyvame ji holomorfni na mnoziné M.

Véta 1.2.1. Necht'f : G — C, kde G C C je oblast. Funkce f je konstantniv G prdvé tehdy,
kdyz f'(z) =0 proz € G.

Véta 1.2.2. Holomorfni funkce f : G — C, kde G je oteviend mnozina a f(z) # 0 proz € G,
zachovava vihly krivek.

Diikaz. Dlkazy ke vétdam 1.2.1 a 1.2.2 nalezneme v [1].

1.3 Primka, kruznice a zobecnéna kruznice
Primka

Piimku, kterd prochdzi bodem zg € C a svird s kladnou redlnou poloosou uhel @, 1ze zapsat
parametrickou rovnici s parametrem ¢ € R

7 =2z9+1€".

Piimku miZzeme také zapsat pomoci dvou bodt a, b € C, a # b kterymi piimka prochazi,
v parametrickém tvaru
z=a+(b—a)t,t eR.

Ma-li pfimka normélovy vektor ¢, ¢ # 0, ¢ € C kolmy na onu piimku, miZeme ji zapsat
ve tvaru
cz+cz+a=0,a cR.

KruZnice
KruZnici o poloméru r > 0 se stfedem v bod€ zg € C miiZeme zapsat rovnicemi
lz—z0|l =7, z=z9+re", t€(0,27).

Pokud rozepi§eme prvni rovnici do tvaru zZ — 29z — 20Z + 2070 — > = 0 a poloZime b =
—20, € = 2020 — 1* = |z0|* — r?, pak miiZeme kruZnici zapsat ve tvaru

- T - 2
2Z+bz+b7+c=0,|b|" >c.
Zobecnéna kruznice
MnozZinu bodu uréenou rovnici

azz+bz+bi+c=0,[b*—ac>0,b€C,a,ceR,
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nazyvame zobecnénd kruznice. Pokud je a = 0, pak se jedna o pfimku bz +b7+c=0a
b # 0 je normdlovym vektorem této pfimky. Pokud a # 0, pak miZeme rovnici upravit

na tvar

_ b b_ <
2Z+-z+-z+-=0,
a a a

tedy jak vidime, ziskdvdme kruZnici se stfedem zg a polomérem r, které maji nasledujici

tvar
b [b]2 ¢ 1
=——, r= %——:— b|> —ac > 0.
a a a |a

b 7

Tedy zobecnéna kruZnice je bud piimka a nebo kruZnice.



Kapitola 2

Elementarni funkce

2.1 N-ta mocnina

N-tou mocninu definujeme vztahem

kde z € C an € N je konstanta. Polozime-li z = re'?, pak w = r"e™?.

Nyni se podivdme na geometrickou interpretaci n-t¢ mocniny. Budeme uvazovat dva
piipady, bud je r pevné dané anebo je ¢ pevné dané. Na obrazku 2.1 méame vyobrazeny
tyto pripady.

1. Pokud mame pevné r = ro > 0 a @ probéhne interval délky 27, pak bod z obéhne
kruZnici se stfedem v pocatku a polomérem ry a bod w = rgei”‘/’ obéhne n-krat
kruZnici se stfedem v pocétku a polomérem r(j. Tedy pokud ¢ probéhne interval
délky 27”, pak w = rgein‘/’ ob¢hne kruznici se stfedem v pocitku a polomérem 77
pouze jednou.

2. Mame-li pevné ¢ = @p a r € (0,0), pak bod z = re’® prob&hne polopiimku, kterd
zaéind v pocatku a ma argument @ a bod w = r"e"® € (0,27) prob&hne polopiim-
kou, ktera zacind v pocatku s argumentem n¢y. Tedy zobrazeni w = 7" je zobrazeni
C — C akazdy bod w # 0 ma n vzora.

2.2 N-ta odmocnina

Chceme-li definovat n-tou odmocninu {/z jako inverzni funkci k z", pak musime zuzit
defini¢ni obor zobrazeni w = 7" tak, aby bylo injektivni. Tuto vlastnost ma napiiklad
kazdd mnozina Dy j={z€ C: 0+ (2j—1)% <argz < 9+ (2j+1)2} U{0}, kde j =
0,1,...,n—1ad € R. Mnozina hodnot n-t¢ odmocniny z obsahuje pro kazdé z € C\ {0}
celkem n rtznych hodnot. Pro n > 2 tvoii body téchto hodnot vrcholy pravidelného n-
tihelniku vepsaného do kruZnice se stfedem v po¢atku a polomérem |z| 1/n Pron=2jdeo
krajni body tsecky. Pro n = 1 dostaneme identitu.
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3(z)

27 /n 30)

Obrazek 2.1: Jak se zobrazi n-ta mocnina.

2.3 Exponencialni funkce

Exponencidlni funkci definujeme pro z € C rovnosti

Polomér konvergence této fady je R = co. Derivovanim funkce e* ziskdme opét e*. Pro z =
x+iy € C plati

e“ = e*(cosy+isiny).
Diikaz Dukaz mizeme nalézt v [1].

Z této rovnosti vidime, Ze

R(e*) =e*cosy, J(e°) =e'siny.

Na obrazku 2.2 vidime zobrazeni redlné a imagindrni ¢asti.

£

L2
AT T AR
T FITT TS

LTI AT T TS [Pl
AT T HT T LT T T =

ST

s ¥z

Obrazek 2.2: Grafické znazornéni realné a imagindrni ¢dsti funkce e*.
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Véta 2.3.1. Pro z € C je funkce e* riiznd od 0 a plati
() T=e2

Diikaz. Méjme holomorfni funkci g(z) = e*e¢™%,z € C. Pokud ji zderivujeme, ziskdme
g'(z) = efe % — efe % = 0. Z vlastnosti holomorfnich funkci vime, Ze existuje konstanta

¢ € C takova, Ze g(z) = c. Pro funkci g(z) je c = 1, nebot' g(0) = 1 a tedy e*e * = 1.

Redlnd funkce e* je specidlni piipad komplexni funkce €%, kdy y = 0, funkce €* je tedy
rozsiteni realné funkce ¢* z R do C a disponuje nasledujicimi vlastnosti proz, w e C, k€ Z:

1. & = e%e.

2. ¢ =14 z="2kmi.

3. éé=—1z=2k+1)mi.

4, el =€ & 71 =20+ 2kmi.

5. £ =¢2.

Diikaz. Dikaz mizeme najit v [1].

Z vlastnosti 4. je zfejmé, Ze exponencidlni funkce je periodickd s periodou 27i, tedy
o8 = eit2mi

Dile z téchto vlastnosti e* vidime, Ze funkce €° je surjektivni homomorfismus aditivni

grupy C na multiplikativni grupu C\ {0} a plati

le*| = em(z), arge = 3(z).

Abychom popsali geometrickou interpretaci exponencidlni funkce, uréeme si obor
prostoty. Mé&jme napiiklad pds D = {z € C: —w < 3(z) < 7}, ktery se zobrazi na C\ {0}.
Pak funkce w = ¢* zobrazi pfimky z =1 +if3, t € (—0,00), kde B € (—m, 1) na polopiimky
s argumentem f3 ausecky z = a +it,t € (—m, ), kde o € R na kruznice s polomérem e?,
jak vidime na obrdzku 2.3.

-7
Vysvétlivka:
___Z:1+it7t€<_ﬂ7ﬂ) T Z:t'i‘%i,lE(—OO,OO)
—z=it,t€{—m,7 z=t—Ti t € (—oo, )
r=—4+it, t(—m,x) -z =t+ i, t € (o0, )

Obrazek 2.3: Zobrazeni exponencidlnich funkci v jednotlivych pfipadech.
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2.4 Logaritmicka funkce

Logaritmickou funkci definujeme jako inverzni k exponencialni funkci w = e*. Zna¢ime ji
Logz = w. Jeji defini¢ni obor je C\ {0}. Je-li mnozina G = {w: —n < 3{w} < n} oborem
hodnot této funkce, nazyvame ji hlavni vétvi logaritmu a zna¢ime ji logz. Pokud nahra-
dime mnoZinu G jinym oborem prostoty, ziskdme odliSnou jednozna¢nou vétev logaritmu.
Naptiklad zaménime-li interval mnoziny G z (—x, 7) na (0, 27), pak dostaneme jednozna-
¢nou vétev w = log,  z, pro kterou plati 3{z} € (0,2x). Z kapitoly o exponencidlni funkci
vime, Ze pro z = x+iy plati y = Argz = argz + 2km, k € Z a |z] = €*, tedy x = In|z|, kde
In je pfirozeny redlny logaritmus. Tedy logaritmickd funkce m4 tvar

Logz =1In|z|+iArgz =In|z| +iargz+2kmi, z # 0, k € Z
a hlavni vétev logaritmu m4 tvar
logz =1In|z|+iargz.

Pokud je y =0 a z > 0, pak Logz = Inz. Pro Logz, a € N neplati vztah Logz? = alogz,
tak jako plati u redlného logaritmu. O¢ividné plati

Loge® =z+2kmi,z€C, €% =z zeC\{0}.

2.5 Obecna mocnina

Obecnou mocninu definujeme vztahem

Za — eaLogz,

kde a, z € C, z # 0. Polozime-li a = o + i3, pak
2% = ealnm’ﬁArgz, Argz* = Bn|z| + o Argz.
Zobrazeni obecné mocniny:

1. Pokud je a neredlné, tedy B # 0, pak
|| = e*Inldl—Barez=2k7B  Apo @ — Bn|z|+ qargz+2kna, k € Z.

|z*| ma spocetné mnoho hodnot a Argz® md nejvyse spocetné mnoho hodnot. Je-li
B > 0, pak pro k — 0 je |z%| — 0 a pro k — —o je |z%| — oo. Je-li B < 0, pak pro
k — oo je |z%| — oo a pro k — —oo je |z%| — 0. Hodnoty Argz“ jsou takové, Ze se jejich
rozdil rovnd 2kma. TakZe v kazdém z # 0 je funkce z* mnohoznacna se spocetné

7 w7

mnoha hodnotami. Je-li & celé ¢islo, pak body odpovidajici hodnotdm této funkce

z M7

lezi na polopfimce zacinajici v pocatku. Neni-li & celé ¢islo, pak body leZi na spirdle
zacinajici v pocatku a jdouci do nekonecna.

Na obrdzku 2.4 vidime piiklad obecné mocniny, kde o je celé ¢islo, napiiklad

1(2+i) — e(2+i)LOg1 — e4k7ti*2kﬂ? — e*2kﬂ?(cos4kﬂ+isin4kﬂ) — e*2kﬂ?.
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7 ¥ 2

Imagindrni ¢4st se vskutku rovna 0 a body leZi na polopiimce zacinajici v po¢atku a
leZici na ose R(z).

z w7z

Na obrdzku 2.5 je zobrazen piipad, kdy o neni celé ¢islo, tedy napiiklad
((92-5) _ (24 vogi _ (2-4) (n1+Fi+2kni) _ n(d+k) ,V2mi(3+k)

s N2z

V tomto pfipad€ imaginarni ¢ast funkce nabyva riznych hodnot a body téchto hodnot
jsou rozloZeny spirdlovité.

3(2) 3(2)

 Jo1 \Vg/ A

Obraizek_2.4: Grafické znazornéni Obrézefl; 2’. : Grafické znazornéni
pro 12+, pro i 77%).

2. Necht' a je iraciondlni a B = 0, pak
1% = el = |7]% = |2|*,  Argz* = aargz+ 2k7ar.

Tedy vidime, Ze |z%| nabyva pouze jednu hodnotu a Argz? jich nabyva spocetné
mnoho a tyto hodnoty se opét lisi o cely ndsobek 27wa. Pokud je z # 0, potom ma
z% spocetné mnoho hodnot, které jsou nekongruentni modulo 27 a leZi na kruZnici
o poloméru |z|* se stiedem v pocatku.

3. Jelia= g #0,kde p € Z, g € N jsou nesoudélnd a f = 0, potom

2] = [|* = |Z|§, Argz® = = (argz+2kn), k € Z.

ESH N

|z*| ma opét pouze jednu hodnotu. Argz® md g hodnot nekongruentnich modulo
27. z% ma g hodnot pro kazdé z # 0. Jestlize je ¢ > 2, tvoii tyto hodnoty vrcholy
pravidelného g-uhelniku, jenZ je vepsany do kruznice o poloméru |z|* se stfedem
v pocatku.
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2.6 Goniometrické funkce

Necht'z € C. Goniometrické funkce sinus, kosinus, tangens a kotangens definujeme vzorci

P el fe iz
COSZ =

sing = ——— _—
2i 2 7

sing COSZ
tgz=——, cotgz=——.
Cosz sing

Miizeme je ekvivalentné definovat pomoci Maclaurinova rozvoje:

[e0)

Z2n+ 1 0 2n

sinz = Z(—l)nm, cosz = Z(—l)”én)!, zeC.

n=0 n=0

Piimo z definice vidime, Ze funkce sinz, cosz jsou holomorfnimi rozsifenimi piislus-
nych redlnych funkci na C a plati rovnosti

(sinz)’ =cosz, (cosz)’ = —sinz.

Vynasobime-li sinz ¢islem i a pfi¢teme nebo odecteme od cos z, ziskame tzv. Eulerovy
vzorce

e = cosz+isinz.

Ocividné plati pro sinus a kosinus ndsledujici vlastnosti
1. funkce sinz je licha, tj. sin(—z) = —sinz.
2. funkce cosz je sudd, tj. cos (—z) = cosz.
3. sinZ = sinz.
4. cosz =Cosz.

Véta 2.6.1. Pro funkce sinx,cosx plati souctové vzorce
cos (z+w) = coszcosw —sinzsinw, z, w € C,

sin(z+w) = sinzcosw+coszsinw, z, w € C,

sinz+cos’z=1,z€C.

Diuikaz.
eiz+iw + e*izfiw eizeiw + e*izefiw e*izeiw o e*izeiw
cos(z+w) = 7 = > + 2
eIV _ plzp—iw el eI oW | pmIW el — 7T oW _ oW
4 ) 2 2 2i
= C0SZCOSW — sinzsinw,
‘ eizeiw o e*izefiw e*izeiw o e*izeiw eizefiw o eizefiw
sin(z+w) = 2i 4i 4
el —e T gW 4 pmIW el 4 eIz plW _ pmiW
20 2 2 2i

= sinzcosw + cos zsinw,
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= ) e2iz _zeizefiz _i_efZiz e2iz _i_zeizefiz_i_efZiz
sin“z-+cos“z = —
4 4
_8212+2_87212+e212+2+87212 _ 4 .
= 1 = 1 =

Véta 2.6.2. Funkce sinz a cosz jsou periodické s periodou 27 a plati
sinz=0&z=kn, k € Z,

T
cosz=0&z= (2k+1)5,kEZ,

. (T
cosz=sin| ~-—2z]).
2

Diikaz. Periodi¢nost sinu a kosinu vyplyva z vySe uvedenych vztahii a ze skutecnosti,

7e e je periodick4 s periodou 27i. Dikaz tvrzeni prosinz =0,cosz =0acosz=sin(Z —z):
2

eiz—efiz . . . . o
sinzzOéT:Oéelz—eﬂzzO@elzzeﬂzée lZ
i
=1<2iz=2kni<s z=kn, k €Z.

el.Z_i_e*l.Z . . . .
Cosz:O@T:Oéelz—i-e*lZ:O@e‘Z:—eilzée
i

=—-12iz=2k+ )i z=(2k+1)

2iz

T
T ke
7K€

e e eV L VT o7V (cosx + isinx) 4 ¥ (cosx — isinx)
COSZ = = =

2 2 2
_ e (sin(§ —x) +icos (5 —x))+e(sin(F—x)—icos(5—x))
2
_ e’(cos (% —x) +isin(§ —x)) —e ¥ (cos (5 —x) —isin(§ —x))
2i
ey+i(%fx) _efyfi(gfx) ei(%fz) _efi(gfz) e
_ > — 5 = sin (— —z).

2 ¥z

Nyni se podivdme, jak vypadd redlnd a imagindrni ¢4st funkci sinz a cosz, pro kosinus
plati

cosz = cos(R(z) +i3(z)) = cos(R(z)) cos(iS(z)) —sin(R(z)) sin(i3(z))
= cos(R(z)) cosh(3(z)) —isin(R(z)) sinh(3(z)).

Z cehoz vidime, jak vypada redlnd a imagindrni ¢4st kosinu. Redlnou a imagindrni ¢ast
pro sinus a velikosti sinu a kosinu nalezneme analogicky a ziskame

R(sinz) = sin(R(z)) cosh (3(z)),
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S (sinz) = cos (R(z)) sinh (3(z)),
R(cosz) = cos (R(z)) cosh (3(z)),
S (cosz) = —sin (R(z))sinh (3(z)),

[sinz| = \/sin? (R(2)) + sinh? (3 (2)),

|cosz| = \/cos2 (R(z)) + sinh? (3(z)),

13

z nichz je zfejmé, Ze funkce sinz a cosz nejsou ohrani¢ené v C. Na obrazcich 2.6, 2.7
a 2.8 je zobrazeno, jak vypadaji redlné a imagindrni ¢asti funkci sinus a kosinus a jejich

velikosti.

Obrézek 2.6: Ukdzka redlné a imaginarni Casti sinz.

Obrézek 2.7: Ukdzka redlné a imagindrni Casti cosz.

Dile se podivame na obory prostoty. Aby byla funkce sinus prost4, pak prosinz; = sinz,
musi byt z; = zp +2k7 nebo z; = —zp + (2k + 1)x. Tedy jako obory prostoty funkce sinus

mizeme vzit napfiklad mnoziny Dy = {z € C: kn — 5 < R(z) <kn+%,3(z) >0} U{z €

C:kn—% <R(z) <km+%,3(z) <0}, k € Z. ProtoZe plati cosz = sin(%F —z), pak


file:///Jsin2
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Obrazek 2.8: Ukazka velikosti sinz a cosz.

mnoZina, na které je funkce kosinus prostd mize mit tvar Dy = {z € C: kn < R(z) <
(k+1)m,3(z) >0} U{ze C:kn < R(z) < (k+1)7, 3(z) < 0}, k € Z. Tyto mnoZiny

jsou vyobrazeny na obrazku 2.9.

Obrazek 2.9: Mnozina Dy pro funkce sinz a cosz.

Nyni se zaméfime na grafické zobrazeni funkci sinz a cosz. Vime, jak vypadaji jejich
redlné a imagindrni ¢asti a tak se miZeme podivat na nékteré ptipady, které jsou vykresleny
na obrdazku 2.10

e Pro w = sinz; polopiimka z; = § +ir, 1 € (0, ) a pro w = coszp polopiimka
7o =it, t € (0,00) se zobrazi na polopiimku w =1, € (1, ) a polopiimky z; =
—Z4it,t € (—o0,0) azp =7 +it, t € (—o0,0) se funkcemi sinz resp. cosz zobrazi
na polopfimku w =t¢,t € (—eo, —1).

e Prow =sing; Useckaz; =1,1 € (— %, ) aprow = cosz tsecka zp =1, 1 € (0,7)
se zobrazi na useCkuw =1,1 € (—1,1).

e Prow = sinz; pfimka z; = if, 1 € (—oo,00) a pro w = coszp piimka zp = § +it, 1 €
(—o0,00) se zobrazi na pfimku w = it, t € (—oo,00).

e Prow =sinz; pfimka z; = 0 +if, 1 € (—o0,00), kde & € (— 5,0) a pro w = cosz»
pifmka z) = @+ if, 1 € (—o0,00), kde o € (5, 7) se zobrazi nalevou vétev hyperboly
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2 2
(E:I(IVZVB — ‘Z’(();VZ)L =1.Prozi =z =0 +it, 1 € (—o0,), kde a € (0,%) se zobrazi

na pravou vétev hyperboly.

Pro w = sinz; tsecka z; =1 +if, 1 € (—%5,5), kde B € (0,00) a pro w = cosz,
tseCka zp =r+if,t € (0,7), kde B € (—o0,0) se zobrazi na horn{ polovinu elipsy
(Rw)? | S(w))?
cosh? B sinh? B
bez pravého krajniho bodu. Usecky z1 =t +iff, 1 € (—£,Z), kde B € (—,0)
azp=t+if,t€(0,x), kde B € (0,00) funkci sinus a kosinus se zobrazi dolni
polovinu elipsy, pro funkci sinz bez pravého krajniho bodu a pro funkci cosz bez
levého krajniho bodu.

= 1, pro funkci sinz bez levého krajniho bodu a pro funkci cosz

- 13(2) NG 3(2), B
T w=sinz | . w=cosz l o
S e R
IR SO T R PR 7 ! Rz
B e E A B : " &

Obrazek 2.10: Na obrazku vidime, jak se zobrazi sinus a kosinus pro odli$né pocdtecni
hodnoty na stejné kiivky.

2.7

Hyperbolické funkce

Funkce hyperbolicky sinus, hyperbolicky kosinus, hyperbolicky tangens a hyperbolicky
kotangens definujeme vzorci

. eZ _ e*Z eZ + e*Z
sinhz = 7 coshz = 7
tanh sinh z h coshz
= = —0——

coshz’ sinhz’

kde z € C. Tyto funkce mizeme také definovat pomoci fad

oo oo
Z2n+ 1 2n

. Z
sinhz = Zm, coshzzn;)(zn)!

n=0

Z definice je ziejmé, Ze souctem funkci hyperbolicky sinus a hyperbolicky kosinus
ziskdme

et = coshz =+ sinhz.
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Stejné jako pro funkce sinus a kosinus, funkce hyperbolicky sinus a hyperbolicky
kosinus jsou holomorfnim rozsitenim jim piislusnych realnych funkci na C a plati

(sinhz)’ = coshz, (coshz)' = sinhz.
Z definic goniometrickych a hyperbolickych funkci ziskdvame
cosz = cosh (iz), sinz= —isinh(iz),
cosiz = coshz, siniz =isinh(iz).

Odtud plynou tyto vlastnosti:
1. funkce sinhz je lich4, tj. sinh (—z) = —sinhz.
2. funkce coshz je sud4, tj. cosh (—z) = coshz.
3. sinhZ = sinhz.
4. coshz = coshz.

Véta 2.7.1. Pro z € C,k € Z plati

sinhz =0 < z = ki,
coshz=0<z=1i(2k+ l)g,
cosh?z —sinh?z = 1.

Duikaz. Dlikaz pro sinhz = 0 a coshz = 0 se ziskd analogicky jako ve vété 2.6.2 Dikaz
pro cosh’z —sinh?z =1 :

2 2
‘et et —et
h2z —sinh?z = | ~
cosn~z—Ssmn-z < 3 ) < 3 )

B e 4 2e%e it e R @R _Dele i 4o
N 4 4
42 be gy D e 4

= :—:1

4 4
Ze vztaht sinhz = —isin(iz) a coshz = cos(iz) vyplyvaji vzorce pro redlné a imaginarni
¢asti hyperbolického sinu a hyperbolického kosinu a jejich velikosti, tedy

R(sinhz) = sinh (R(z)) cos (3(z))

|coshz| = \/cosh2 (R(z)) —sin® (3(z)).

Na obrdzku 2.11 mdme vykresleno, jak se zobrazi redlnd a imagindrni ¢4st funkce
hyperbolicky sinus.
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Obrazek 2.11: Redlna a imaginarni ¢ast funkce sinhz.

2.8 Cyklometrické a hyperbolometrické funkce

Piipomerime si obor prostoty pro sinus Dy = {z € C:kr — % < R(z) <km+ T, 3(z) >
0}U{zeC:hkrn—T <R(z) <km+7%,3(z) <0}, k€ Zakosinus Dy ={z€ C:kn <
R(iz) < (k+1)7,3(z) >0} U{ze€ C:kmr < R(z) < (k+1)7,3(z) <0}, k € Z.

Funkce arkussinus a arkuskosinus definujeme jako inverzni funkce k funkcim sinz a
cos z, z € C. Nyni odvodime, jak vypadd inverzni funkce k funkci kosinus, pro funkci sinus
se odvodi analogicky. Vime, Ze pro funkci kosinu plati

elZ_l_e*lZ
W =CcoSz= — 5

coZ muzeme zapsat ve tvaru
2w—e—eTm =0 e? 2wt +1=0.

Tedy
et =wtvw2—1,

z ¢ehoZ vyplyva

7= Arccosw = %Log (wxvw?—1) =—iLog (w+Vw?—1).

Pro funkce arkussinus a arkuskosinus tedy plati

Arccosz = —iLog (z£Vz2—1), Arcsinz= —iLog(i(zVvz2—1)).

Inverzni funkce k funkcim sinhz a coshz jsou funkce argument hyperbolického sinu a
argument hyperbolického kosinu. Jejich tvar

Argsinhz = Log (z:l: V2 + 1), Argcoshz = Log (z:l: V2 — 1), z€C,
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odvodime analogicky jako u arkuskosinus .

Funkce arkussinus a arkuskosinus jsou mnohoznac¢né funkce definované na C. Jedno-
znacné vétve arcsinz a arccos z ziskdme pro jednotlivé mnoZiny Dy, kde pfisluSné mnoZiny
Dy jsou oborem hodnot funkci arkussinus a arkuskosinus. Je-1i kK = 0, tedy obor hodnot je
Dy, pak ptislusnou jednozna¢nou vétev nazyvame hlavni vétev. Pro z € C plati

7+ 2km,

sin(Arcsinz) =z, Arcsin(sinz) =
( ) (sinz) {—z—i—(Zk—i—l)Jt,

7+ 2k,

cos(Arccosz) =z, Arccos(cosz) =
( ) ( ) {—Z+2k7t.



Kapitola 3

Linearni funkce

V nésledujici kapitole definujeme tfi zobrazeni a to posunuti, otoCeni a stejnolehlost, které
ndsledné vyuzijeme pro popis vlastnosti linedrni funkce.

3.1 Linearni funkce
Linedrni funkci definujeme vztahem
f(z) =az+b,

kde z € C, pficemz C = CU{eo}, b € C, a € C\ {0}. Linedrni funkce mé ndsledujici
vlastnosti

1. funkce f(z) = az+ b je prosta,

2. f(eo) = o0,

3. flz) = %.
Nyni se podivdme na specidlni pfipady linedrni funkce.

Posunuti

Posunutim nebo téZ translaci nazyvame zobrazeni
fi(z) =z+b,

kde z € C, b € C. Tato rovnost pfifadi kazdému bodu z bod z+ b. Smér posunuti je urcen
argb a velikost posunuti je urcena |b|. Inverzni funkce f° ! (z) = z— b je opét posunuti.
Pro specidlni ptipad, kdy je b = 0 je funkce f(z) identické zobrazeni. Na obrdzcich 3.1a3.2
jsou vyobrazeny piiklad posunuti dsecky a posunuti obdélniku. Vidime, Ze useCka se
zobrazi na rovnobéZnou usecku.

_19—
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3(w)
» 71+b
71 &
73 +b
X 3
R(w)
Obrézek 3.1: Posunuti isecky Obrézek 3.2: Posunutf obdéIniku.

a k nému inverzni funkce.

Otoceni

Je-lia = e, kde © € (—m, ) m4 linedrni funkce az tvar
f(z) = €z = (cos ¥ +isin )z

a nazyvame ji otocenim nebo také rotaci. OtoCeni pfifadi kazdému bodu z = r(cos ¢ +
ising) bod f>(z) = (cosV + isin®)r(cos @ + isin@) = r(cos (¥ + @) +isin(d + @)).
Tedy funkce f>(z) oto&i bod z kolem po&itku o tihel ©. Nové ziskany bod Pz si za-
chova stejnou vzdélenost od pocatku, tj. |z| = ‘emz‘ = r a jeho argument je ¥ + ¢. Smér
oto¢eni zdvisi na znaménku . Pokud je ¥ > 0, pak se bod z oto¢i proti sméru hodino-
vych rucicek, je-1i ¥ < 0, pak se otoc¢i ve sméru hodinovych rucic¢ek. Inverzni zobrazeni
f5 1(z) = e ™z je otoeni v opaéném sméru neZ funkce f»(z). Specidlni pipady nastévajf,
je-li ¥ =0 nebo ¥ = m. Pro ¥ =0 je funkce f>(z) identita, pro ¥ = 7 se jednd o tzv.
stredovou symetrii, v tomto piipad¢é se useCka zobrazi na rovnobéznou usecku. Piiklad
oto¢eni mame na obrdzcich 3.3 a 3.4.

Obrazek 3.3: Otoceni tsecky o 95° Obrazek 3.4: Specidlni pfipad otocent,
a prislus$nd inverzni funkce. kdy ¢ =mx.
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Stejnolehlost

Stejnolehlosti nebo také homotetii se sttedem v poc¢atku nazyvame funkci
f3(Z) =az,ac R\ {0}7

kterd kazdému bodu z € C pfifadi bod w = az, jenZ leZ{ na piimce 07. Pokud je lal >1
jednd se o dilataci a bod az je vzdélenéjsi od pocatku nez bod z. Naopak je-li |a| < 1 jedna
se o0 kontrakci a bod az ma mensi vzdalenost od pocatku nez bod z. Pro specidlni piipad,
kdy a = 1, je funkce f3(z) identita. Inverzni funkce f;'(z) = < je také stejnolehlost. Je
zfejmé, Ze usecka se zobrazi na usecku ji rovnobéZnou. Na obrazcich 3.5 a 3.6 mame
ptiklady stejnolehlosti.

Obrazek 3.6: Priklad stejnolehlosti

Obrazek 3.5: Ukdzka stejnolehlosti pro obdéInik.

a jeji inverzni funkce.

Zapis linedrni funkce f(z) = az+ b muzeme upravit na tvar

a
f(z) = —lalz+b,
jal
z ¢ehoz vidime, Ze linedrni funkci f(z) miZeme zapsat jako sloZeni funkei f = fi o foo f3,
kde

fi(z) =z+b, fz(Z)=ﬁz=eiaz, fi=lalz, zeC.

Funkce f| je posunuti, funkce f> je otoceni a funkce f3 je stejnolehlost. Linedrni funkce
zobrazi iseCku na tdsecku a kruznici na kruZnici.

3.1.1 Resené piiklady
Priklad 1

Urcete transformaci T, kterd mnoziné G = {z: [z+ 1| <1, R(z) > —1, 3(z) > 0} pfifadi
mnozinu H = {z: |w| < %, R(w) >0, —R(w) <3 (w) <R(w)}.

Reseni: Pozadovanou transformaci T rozd&lime na tii transformace T\, T, a T3 a po-
stupné je aplikujeme na mnoZinu G. Na obrazku 3.7 jsou vyobrazeny jednotlivé kroky.
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1. Nejdfive posuneme mnoZzinu tak, aby stfed kruznice, ze které je mnoZina utvofena,
lezel v pocédtku, tak jako u kruznice ve vysledné mnoziné. Tedy 7T1(z) =z+1 a
ziskdvame novou mnozinu G = {w: |w| < I, R(w) > 0, 3(w) > 0}.

2. Dile oto¢ime mnoZinu G o § ve sméru hodinovych rucicek tj. o thel ¢ = —%. Tedy

_\2

T (z Ze*%izl——zl 1 —i) a novd mnoZzina ma tvar G, = {w: |w| < 1, R(w) >
2

0, —R(w) < S(w) < R(w)}.

3. Nakonec pouZzijeme stejnolehlost 73(z) = %Zz a vidime, Ze ndm vychdazi poZadovand
mnozina H = {w: |w| < %, R(w) >0, —R(w) <3 (w) <R(w)}.

Vyslednd transformace je tedy T = T30 T 0 Ty (z) = 3‘/§Z3ﬁiz + 3‘@13‘@'. MiZzeme zku-
sit ovéfit spravnost vysledku. Napfiklad pro bod —1 +i je transformace T(—1+i) =
VLAV g SV 4 VAV WAEIVD ysledny bod je 22 + Y2, 7 obrdzku 3.7

muzZeme vidét, Ze vysledek je spravny.

T
[ ¥ — i
G ’A
-1 0 0 1
TZ T3 32 -
[E— 5 7 K
ﬁ'»
Zl
G> H
1 1.5
V24
—Z2;
_M'c
vt

Obrazek 3.7: Priklad 1.

Priklad 2

Ur&ete mnozinu H, kterou ziskdme transformaci mnoziny G = {z: 1 <3 (z) < —V/3%R(z) s
pii transformaci 7'(z) = (— % + %gi)z—i- V3+3i.

Reseni: Nejdfive si transformaci T rozloZime na jednotlivé jednodussi transformace.
Ziejmé je posunuti T3(z) = z++/3 + 3i. Déle si upravime (— 3 + %z) tak, abychom

ziskali tvar ¢C. MaZeme vimnout, Ze pokud vytkneme 3, ziskdme —% + ‘/T§i = cos 2?” +
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: 2 ; . . 21, —
ism%’r — ¢3, tedy dostaneme stejnolehlost 7»(z) = 3z a otoceni Tj(z) = €3 'z. Jelikoz

mame transformaci 7 ve tvaru T = T3 0 T; o T;, mlizeme aplikovat jednotlivé transformace
na mnozinu G.

1. Nejdfive oto¢ime mnozinu G podle 71, pak se krajni piimka 3 (z) = 1 oto¢i na ptimku
3(z) = —V3R(z) — 2 a krajni piimka 3 (z) = —v/3R(z) na pifmku 3(z) = V3R (),
tedy dostdvdme mnozinu G| = {w : %S(w) <R(w) < —%S(w) +2}. Prusecik

krajnich pfimek je bod a; = —? —1.

2. Poté na mnozinu G; pouZijeme stejnolehlost 75. Jelikoz krajni pfimka 3(z) =
V3R (z) prochdzi pocitkem a je to pifmka, zobrazi se sama na sebe. Krajni pifmka
3(z) = —V3R(z) — 2 se zobrazi na pfimku 3(z) = —v/3R(z) — 6. Prisedik krajnich
ptimek je bod a; = —+/3 — 3i. Novd mnoZina G, vypadd nésledovné G, = {w :
%S(W) <R(w) < —%S(w) +6}.

3. Nakonec mnoZinu G, posuneme podle transformace 73. Krajni pfimka 3(z) =
—/3%R(z) — 6. se posune na piimku 3(z) = —v/3R(z) a krajni pifmka 3(z) =
V3R (z) se opét zobrazi sama na sebe. Prise¢ik krajnich pfimek se posune na bod
az; =0.

Vyslednd mnozinamatvar H = {w: %S(w) <R(w) < —%S (z)}. Naobréazku 3.8 vidime
jednotlivé kroky.

T
—_—
1
0
) T;

Obrazek 3.8: Priklad 2.

3.1.2 Ulohy k samostatnému vypo&tu

1. Urcete linedrn{ transformaci 7', kterd mnoziné G = {z:3 < R(z) <6,2 <3(z) <3}

pfifadi mnozinu H = {w : % <R(w) < %, % <3 (w) <2}
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[T(z) = $z—-2i+3]

2. Urcete transformaci 7', kterd mnoziné G = {z: |z +2| < 4,%R(z) > —2} pfifadf
mnozinu H = {w: ‘w—2—|— %‘ <4,3(w) < _%}

[T(z) = —iz+2+3i]

3. Urcete transformaci T, kterd mnoZin& G = {z: % <lz—i—1|<1,R(z) <1

3(z) <
1} ptifadi mnoZinu H = {w: % < ‘w—i—%i—l—%‘ <3,%(w) < —5,3(w) }.

)
9
=73

[T(2) = —3iz— 3 + 3]

4. UrCete mnoZinu H, kterou dostaneme transformaci mnoziny G = {z: éll <|z=3+i|<
1,3(z) > —1}, pfi transformaci 7' (z) = e™z+6.

[H={w:3<|]z—3-i] <1,3(w) <1}]

5. Uréete mnoZzinu H, kterou dostaneme transformaci mnoziny G = {z: ‘Z _ % B 21,‘ <
%}, pii transformaci 7' (z) = gz— %i—i— 1.

[H={w:|w—3+35i| <3}]

6. Urete mnozZinu H, kterou dostaneme transformaci mnoziny G = {z: |R(z)| +2 <
3(z) < —|R(z)| +4}, pti transformaci T (z) = z(1+1) +3 + Ji.

[H={w:—1<R(w) <1, <3(w) <

*|3

}]

o



Kapitola 4

Linearni lomena funkce

Dftive neZ se pfesuneme na definovani linedrni lomené funkce, podivdme se na dalsi dvé
transformace, které pozdé€ji v této kapitole vyuZijeme. Jednd se o kruhovou inverzi a
soumérnost vzhledem k ose.

Kruhova inverze

Kruhovou inverzi nebo téZ polaritou nazyvame funkci

kde z, w € C. Inverzni funkce ke kruhové inverzi je téz kruhova inverze. Pro body w a
z plati vztahy |wz| = 1 a argw = argz, s pomoci tohoto vztahu je ziejmé, jak ziskdme
konstrukci bodu w.

Je-li |z] = 1, neboli bod z lezi na kruZnici se stfedem v pocdtku a polomérem r = 1,
tedy jednotkové kruznici, pak se bod z zobrazi sim na sebe.

Je-li |z] < 1, neboli bod z leZi uvnitié jednotkové kruZnice, pak se bod z zobrazi na
prasecik dvou tecen, které jsou sestrojeny v bod¢€ priiseciku jednotkové kruznice a primky
prochézejici bodem z, kterd je kolmd na pfimku 0z.

Je-li |z| > 1, tedy bod z nelezi uvnitf jednotkové kruznice, potom se bod z zobrazi
na praseCik piimky 0z a pfimky prochdzejici body dotyku tecen vedenych z bodu z
k jednotkové kruznici.

Nyni se podivame, jak se zobrazi zobecnéna kruZnice. Vime, Ze zobecnénou kruznici
muZeme zapsat ve tvaru azZ—i—l_Jz-i-bZ—l—cl: 0,kdeb € C,a, c €R, |b|> —ac > 0. Vyjadiime-

C v, . I P o 1 71 1 _ -
li ¢islo z z rovnice w = £ ziskdme z = 3, tedy a5 + b5 + by, +c=0<a+bw+bw+

cww = 0, coZ je opét zobecnénd kruznice. Mohou nastat Ctyfi situace:

1. Pfimka bz+ bz +c =0, c # 0, kterd neprochdzi po¢itkem, se zobrazi na rovnost
ww + %w + IE’W = 0, coZ vidime, je kruZnice prochdzejici pocitkem.

2. Pi¥imka bz + bz = 0, kterd prochazi po¢itkem, se zobrazi na rovnost bw + bw = 0,
tedy na tu stejnou piimku.

25—
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3. Kruznice zz+bz+bz+c=0,c# 0, ktera neprochézi pocétkem, se zobrazi narovnost
WW+bw+bw+1=0< wiw+ %w + %W + % = 0, tedy kruZnici, kterd neprochdz{
pocatkem.

4. KruZnice zZ+ bz + b7 =0, kterd prochézi poc¢atkem, se zobrazi na rovnost bw + bw+
1 =0, tedy pfimku, kterd neprochdzi poc¢dtkem.

a transformaci kruznice

=

Na obrazcich 4.1 a 4.2 vidime piiklad konstrukce bodu
prochézejici po¢atkem na primku.

Obrézek 4.1: Kruhovd inverze Obrazek 4.2: Kruhovd inverze pro kruZnici
pro bod leZici vné jednotkové kruznice. protinajici pocatek.

Soumérnost vzhledem k realné ose

Pro z € C definujeme osovou soumérnost vzhledem k redlné ose rovnosti
w=2Z.

Tedy bodu z pfifadime komplexné sdruzené ¢islo. Inverzni zobrazeni k osové soumérnosti
je opét osova soumérnost. Pfiklad osové soumérnosti vidime na obrazku 4.3.

3(e)
24 |Z2
Be e %
s
e IZ_z

Obrazek 4.3: Priklad osové soumérnosti vzhledem k realné ose.
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4.1 Linearni lomena funkce

Funkeci
az+b

L(z) =
(2) cz+d

kde L: C— C, a, b, ¢, d € C, nazyvame linedrni lomend funkce nebo
Mobiova funkce nebo téZ homografie. Determinantem homografie rozumime

a b
det(c d)-ad—bc.

Piislu$né inverzni zobrazeni z = C‘fVWH’

ad — bc.
Pro ¢ = 0, dostaneme linedrni funkci. JestliZe je ¢ # 0, pak je zobrazeni L bijekci CnaC
aC\ {—%} na C\ {¢}. Je-liz= —‘—Cl, pak L(z) = e a je-li z = oo, pak L(z) = ¢

c*

=w, ad—bc#0,

je téZ homografie a jeho determinant je taktéz

Véta 4.1.1. SloZenim (superpozici) dvou homografii je opét homografie.

Diikaz. Méjme

a1z+ by arz+by
Li(z) = , ILa(z) = ,
12) c1z+d; 2(2) cz+do
potom jejich sloZenim ziskame
b
1925+ by Z(arax+bic2) tarby+bidy  az+b

L(2) = LioLy(z) = —2

aztb - = .
2 gy iyt cad) Hbaci+didy  czt+d

Pritom vidime, Ze
a=ajay+bicy, b=aby+bidy, c=ciar+crdy, d=byci+ddy,

coz lze zapsat jako souc¢in dvou matic nasledujicim zptisobem
a b\ (a1 b a b
c d)] \c; di)\cr db)°
Stejnym zpusobem, kterym jsme rozloZili linedrni funkci na vice funkci, mizeme rozloZit

i linedrni lomenou funkci. Je-li ¢ # 0, mizeme ji upravit nasledovné

L(Z):az—l—b_a (az—i—b a)_a —(ad —bc) a 1

cz+d ¢

cz+d ¢

¢ C(CZ-i—d) ¢ bc ad +bc ad

z ¢ehoz ziskdme slozeni funkcei L(z) = LgoLsoLyoLz oLy oLy, kde

a 1

L6:Z+Ea Ls = Ly=17,

E
cd
bc—ad’
Tedy vidime, Ze L¢ a L3 jsou posunuti, L5 je kruhovd inverze, L4 je soumérnost vzhledem

k redlné ose, L, je stejnolehlost a L; je otoCeni. Z ¢ehoZ ndm vyplyva ndsledujici véta.

ILy=z+

Ll = eiarg (%) Z.
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Véta 4.1.2. Linedrni lomend funkce zobrazuje zobecnéné kruzZnice na zobecnéné kruZnice.

Véta 4.1.3. Linedrni lomend funkce zachovdvd iihly grafii krivek v kaZdém bodé zy € C,
pro které plati, Ze czo+d # 0.

Diikaz. Dikaz mizeme najit v [1].

Nyni se podivdme na to, jak ur¢it homografii.

Véta 4.1.4 (Urceni homografie). Méjme tFi pdry bodii z;, wi, i = 1, 2, 3, kde jednotlivd z;
a w; jsou navzdjem odlisnd, pak existuje jedind homografie

az+b
L = =
(2) =w cz+d’
takovd, Ze L(zj)) = wi, i=1,2, 3.
Diikaz. Nejdiive vypocteme
(ad — bc)(z1 — 22) (ad — bc)(z1 — z3)
w1 —wy = y W1—W3= )
(cz1 +d)(czo+d) (cz1 +d)(czz+d)
w_wzz(ad—bc)(z—zzi, _ (ad=bc)(z—z3)

(cz+d)(cz2+d ~ (cz+d)(czz+d)’

ndsledné vypocteme podily

wi—wy  (z1—22)(czz+d) w—wr  (z—22)(czz+d)
wi—w3  (z1—n3)(ca+d) w-w3 (z—2z3)(cz2+d)

Tedy je vidét, ze
Wi—wy WwW—Wwpy 21 —22 I—22

Wi —W3 W—Ww3 Z1—23 Z—23

coZ muzeme zapsat jako
w—wy Z—2 Wi—wzy 21 —22
= , kde ¢ = : .
w—Ww3 Z—23 wi—w3z 21 —213

Upravime-li nalezeny vztah déle, ziskdme

_z(wa — aw3) —wazz + awsz
(l—a)+oz—2z3 '

Aby se jednalo o homografii, nesmi se determinant rovnat nule, tedy
(w2 — aws)(az2 —z3) — (—wazz + awsz) (1 —a) =
= OwpZp —W323 — 062W3Z2 + Ow3z3 + w3 — Ow3zp — Owpz3 + OC2W3Z2

=a(wrzn+wizz—wizn—wr—2z3) = (wa(z0—23) —w3(z2—23)) = (22— 23) (W2 — w3).

JelikoZ 73, z3 awy, w3 jsou navzdjem odliSné, nemiZe se determinant rovnat nule a miZeme
fici, Ze se jednd o homografii.
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4.1.1 Specialni pripady homografie

Dile se zaméfime na tfi specidlni typy linedrni lomené funkce a podivdme se, jak zobrazi
rizné mnoZiny.

Véta 4.1.5 (Zobrazeni redlné osy na sebe). Necht’a, b, ¢, d € R, pak homografie

_az—i—b
- cz+d

transformuje redlnou osu na sebe.

Pokud je det ( b) > 0, pak se polorovina 3(z) > 0 zobrazi na polorovinu 3(w) >0 a
polorovina 3(z) < 0 na polorovinu 3(w) < 0.

Pokud je det (‘Cl < 0, pak se polorovina 3(z) > 0 zobrazi na polorovinu 3(w) < 0 a

polorovina 3(z) < 0 na polorovinu 3 (w) > 0. (Obrdzek 4.4)

Diikaz. Je o€ividné, Ze homografie zobrazi R(z) na redlnou osu, nebot’ mé redlné
koeficienty a, b, c, d. Nyni se podividme, jak se zobrazi imagindrni ¢ast z = x+1iy, x, y € R,

pro ptipad, kdy det (‘Cl Z) <0a3(z)<0.Tedy proz=x—1iy,y>0je

a(x—yi)+b  (ax—aiy+b)(cx+d+icy)

c(x—iy)+d (cx+d)?+ (cy)?
B acx* + acy® + adx + bex + bd + iy(acx — acx — ad + be)
B (ex+d)%+ (cy)?
B acx* + acy® + adx+ bex + bd — iy(ad — be)
B (cx+d)?+ (cy)? '

Vidime, Ze jedind imagindrni ¢ast v této rovnici je —y(ad — bc). JelikoZ je ad —bc < 0 a
y >0, je 3(w) > 0. Pro ostatni ptipady dokazeme analogicky.

Obrézek 4.4: Transformace redlné osy na sebe pro ad —bc < 0a 3(z) < 0.

Véta 4.1.6 (Transformace redlné osy na jednotkovou kruznici). Pro zo € C, jehoZ imagi-

A

ndrni cdst je nenulovd a pro @ € R je homografie

ip<— %0
Z—720

w=e
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transformaci redlné osy na jednotkovou kruznici |w| = 1.

Pokud je 3(z0) > 0, pak se polorovina 3(z) > 0 zobrazi na vnitiek kruznice |w| =1 a
polorovina 3(z) < 0 na vnéjsek kruZnice |w| = 1.

Pokud je 3(z0) < 0, pak se polorovina 3(z) > 0 zobrazi na vnéjsek kruZnice |w| =1 a
polorovina 3(z) < 0 na vnitiek kruznice |w| = 1. (Obrdzek 4.5)

Diikaz. Dikaz miiZzeme najit naptiklad v [3].

Obrazek 4.5: Transformace redlné osy na kruh jednotkovou kruZnici pro 3(z9) < 0 a
3(z) <0.

Véta 4.1.7 (Zobrazeni jednotkové kruznice na sebe). Necht’|zo| # 1 a ¢ € R, pak homo-

grafie
_ i

w —
1 —70z

transformuje kruzZnici |z| = 1 na kruznici |w| = 1.

JestliZe je |zo| > 1, pak se vnitfek kruZnice |z| = 1 zobrazi na vnéjsek kruznice |w| =1 a
vnéjSek kruznice |z| = 1 se zobrazi na vnitrek kruZnice |w| = 1. (Obrdzek 4.6)

JestliZe je |zo| < 1, pak se vnitiek kruznice |z| = 1 zobrazi na vnitiek kruznice |w| =1 a
vnéjSek kruznice |z| = 1 se zobrazi na vnéjsek kruznice |w| = 1.

Diikaz. Dikaz miizeme najit naptiklad v [3].

3(2) 3w)

o) / \ Hw)
0 1 Ky1

Obrézek 4.6: Transformace vnitiku jednotkové kruZnice na sebe pro |zg| > 1.

020




Kapitola 4. Linedrni lomend funkce 31

4.1.2 ReSené priklady
Priklad 1
Urcete homografii w = L(z), kterd pfifadi bodu z; = 1 +i bod w; = 0, bodu z, = oo bod
wy =2aboduzz =ibod w3 =1.
Reseni: Z diikazu véty 4.1.4 vime, 7e pokud mame tii odligné pary bodd, pak

Wi—wy wW—Wwpy 721 —22 I—22
Wi —W3 W—Ww3 Z1—23 Z—23

JelikozZ je zp = oo, upravime pravou stranu této rovnice nasledovné

4

21— 2= o 2

L

1—23 2—23 2 —Z23 2—23 21— 2—23

odtud
wi| —ws —1
o= : ,
w1 —w3 21 —Z23
Wi —wz2 21—233
a — .

Cowp—wy  —1

a(wy —wsz) = (w1 —w2)(z3 —21),
a(—i)=(-2)(i—-1-1i),
o =2i,

a vyslednd rovnice mé tvar

W wy —wazz+owsy  2z—2i+2i-i  2z—2i—2
B Z+a—2z3 z+2i—i +i

Priklad 2

Urcete homografii w = L(z), kterd zobrazi polorovinu 3(z) > 0 na kruh |w| < 1 a body
71 = 3,22 =2inabody w; = —c,wy; =c,c€C.

Resent: Z véty 4.1.6 vime, Ze hledané zobrazeni bude mit tvar w = ¢/® % a3(z0 > 0).
Pro zadané body tedy plati

i .
035 — 20 0 21— 20
—c:e”p%—_, c=e%—=.

Z téchto rovnic ziskame
—4z0z0 + Sizo + Sizo+4 = 0.

Pro zo = x¢ + iyo, Zo = X0 — iyg ma tato rovnice tvar

—4(xE+3) +5(—yo +ix0) +5(yo+ ixo) +4 = —4(x3 +3) + 10ixg +4 = 0.
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7 Yz

Vidime, Ze imagindrni ¢ast této rovnice je 10ix = 0 < x =0, a tedy z9 = —Z¢. Po dosazeni
do rovnice ziskdme
473 4+4=0,

z které ndm vyjde zo = i. Pokud dosadime zo do rovnice ¢ = ei‘P%i.:—i_g ziskame €'® = 3c.
Vysledné zobrazeni je tedy

Piiklad 3

Urdete obraz kruznice G = {z: |z —2 —i| = \/5} pfi zobrazeni w = I’Z‘Z.

Reseni: Je ziejmé, Ze zobrazeni w miiZeme rozepsat na w = + — i, &imz rozd&lime zobrazeni

1
na dvé zobrazeni kruhovou inverzi a posunuti.

1. Nejdiive se podivame na kruhovou inverzi se stfedem v po&atku. Plati |2 +i| = /5,
a tedy kruZnice prochazi pocatkem. Z definice kruhové inverze vime, Ze kruZnice
prochézejici pocatkem se zobrazi na pfimku. Vezmeme dva body leZici na kruznici a
podle bodi, na které se zobrazi ur¢ime tuto pfimku. MiZeme vybrat napiiklad body
protinajici redlnou a imagindrni osu, tedy body z; =4, zp = 2i. Tyto body se zobrazi
na body wy = zlw wy = % Tyto body uréuji pfimku G = {w: 3(w) = —2R(w) + %}

2. Posuneme piimku G o —i a ziskdme piimku H = {w: 3(w) = —2R(w) — % .

Priklad 4

Uréete holomorfni funkci, kterd zobrazi pds G = {z: —Z < 3(z) < —3} na oblast
H={w: R(w) >0}\(3,00).

Regeni: Vime, Ze funkce sinz zobrazi pas D1 = {z: 0 < R(z) < Z} naoblast D, = {w:
R(w) >0} \ (1,00) aztéto oblasti pak snadno ziskime poZzadovanou oblast. Tedy nejdiive
musime dostat pds G do tvaru oblasti D;. Jednotlivé kroky jsou zobrazeny na obrazku 4.7

1. Nejdiive pas G otocime uZitim otoceni f;(z) = '3z na pas Gy = {w : T <R(w) <
3
T

2. Poté pas G| posuneme uZitim posunuti f>(z) =z—F napas Go = {z: 0 < R(w) < '}

3. Dile pouZijeme stejnolehlost, aby méla mnozina rozméry, které chceme, tedy f3(z) =
2z anovy pasje Gz = {w: 0 < R(w) < Z}.

4. Vidime, Ze uZ mdame mnozinu ve vhodném tvaru pro sinz, takze f4(z) = sinz a novd
mnozina je G4 = {w: R(w) >0} \ (1,00).

5. A nakonec uZ jen pouZijeme stejnolehlost f5(z) = 3z a ziskavame vyslednou oblast
H={w: R(w)>0}\(3,00).

Hledana funkce ma tvar

f(z) = fso fao fzo fr0 fi(z) =3sin(2ei§z—ﬂ).
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Obrazek 4.7: Priklad 4.
Piiklad 5

Urcete obraz H mnoziny G = {z: -2 <R(z) <2, —
f(z) = i+

(ST

<3(z) < %}, pfi holomorfni funkci

Reseni: Funkci f si rozdélime na sloZeni funkci ndsledovné f(z) = f30 f> 0 fi(z), kde
fiR) =%, &) =z+1+i %”, f3(2) = €°. Jednotlivé kroky jsou zobrazeny na obrazku 4.8.

1. Nejdiive pouzijeme stejnolehlost fi(z) = %, novd mnozina je G| = {w: —% <
Rw) <5, -Z<I(w)<Z.}

2. Dile posuneme mnoZinu G; pomoci f5(z) = z+ 3 +i %” a ziskdme mnozinu G, =
fw:0<Rw) <1, E<3(w) <%}

3. Nakonec pouzijeme exponencidlni funkci. Rozsah R(z) ur¢i hrani¢ni vzdélenosti
vysledné mnoziny a rozsah 3(z) uréi pocate¢ni a kone¢ny dhel argw. Pro R(z) €
(0,1) jsou hrani¢n{ vzdalenosti [wi| = e® =1, [wo| = ¢! = ¢, pro 3(z) € (£, %) je
pocétecni thel argw; = 7 a kone¢ny thel argws = 7.

Vyslednd mnozZina je H = {w : 1 < |w| <e, % <arg(w) <

STE]

}.
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Obrazek 4.8: Ptiklad 5.

Piiklad 6

Urcete holomorfni funkci, kterd zobrazi mnoZzinu G = {z : |z| < 2,0 < argz < 7} na oblast
H={z:|z] > 1} abody v/2, 0 na body 4, 2.

Reseni: Z véty 4.1.7 vime, jak vypada linedrni lomen4 funkce, kterd zobrazuje vnitiek
jednotkové kruznice na vnéjSek jednotkové kruznice. Funkci si rozdélime do dvou ¢&asti:
prvni, kterd zobrazi zadanou oblast na vnitiek jednotkové kruznice a druhou, kterd zobrazi
vnitfek jednotkové kruznice na vnéjSek jednotkové kruZnice tak, aby se zadané body
zobrazily takovym zpisobem, jak je tfeba. Jednotlivé kroky jsou zobrazeny na obrazku 4.9.

1. Funkce fi(z) = 3z zobrazi mnozinu G na mnozinu G = {w: |w| < 1, 0 < arg(w) <
T
7

2. Funkci f>(z) = z* se oblast G zobrazf na vnitfek kruznice G = {w : |w| < 1}.

3. Nyni madme mnoZinu v poZadovaném tvaru. Funkce, kterd zobraz{ vnitiek jednotkové
kruznice na vnéjSek jednotkové kruznice ma tvar

Z—20

w=e?—
1 -2z

|20/ > 1.
Pro zadané body plati f>0 f1(z1) = §, 20 fi(z2) = 0, vychdzi ndm tedy

1
T —20 .
4 = el(p4—%, 2= —el(pZO.
T4
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Z t&chto rovnic ziskdvame 2Z5z9 — 4zp — 1 = 0, jedind imagindrni ¢ast v této rovnici
je 3(z0) a tedy musi byt rovna nule, takZe zo = Zy, pak mé rovnice 2z3 — 4z — 1 =

0 kofeny 1 — \/g al+ \/g Protoze mame podminku |zo| > 1 je zo = 1+ \/g
Dosadime-li zy do rovnice 2 = —e'?z, ziskdme

: 3
o —4(1-4/2).
o =4(1-y3)

Zobrazeni f3 ma tvar

Vysledna funkce je

i—l— 3
o= pepon@=4(1-/2) " Vi
1—

bil
G — Gy
TU
2 1
0 2 0
f f

G119~

Obrazek 4.9: Priklad 6.

4.1.3 Ulohy k samostatnému vypoétim

1. UrCete funkci f(z), kterd pfifadi bodiim zj, z2, z3 body wi, wa, w3, pro
Az1=—i,20=0,3=—1—iaw =24+4i,wr=—1, w3 =1+,
b)zlz1,z2:2,z3:3aw1:i,w2:2i,W3:—2,
Qzi=i,zn=0,z3=1law =2—i,wy=—i,w3 =0.
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D) = L 0 1) = T ) £() = 5

2. Urcete funkci f(z), kterd transformuje polorovinu 3(z) > 0 na kruh |w| < 1 a body
z1=1+1i,z2=inabody wi =0, wr =c.

U@%:dl—%gjjl

3. Urcete funkei f(z), kterd transformuje polorovinu 3(z) < 0 na kruh |w| < 1 a body

71 =—1—5,20=—1—3inabody w; :—%,wz:%.

_ zHl1+i
[f(Z) - z+17i'}
4. Naleznéte mnoZinu H, na kterou se zobrazi mnoZina G pfi funkci w =

a) G = {z:|z—3+i| = V10},
b)G={z:|]z+1—i|=1}.

, kde

~f—

[a) H = {w:3(w) =3R(w) =1}, b)H = {w: jw+ 1 —£| = L2}]

5. Urgete holomorfni funkci, kterd zobrazi pas G = {z: R(z) <0, 7 < 3(z) < 0} na ob-
last H = {w: |w — %] < €%, 3(w) < &?}.

[f(z) = 42 4 ]

6. UrCete holomorfni funkci, kterd zobrazi pds G = {z: =% <R(z) <0,0<3(z) < §}
na oblast vyobrazenou na obrazku 4.10.

[£(2) = 2cos (22 + %)

Obrazek 4.10

7. Urlete holomorfni funkci, kterd zobrazi pds G = {z: 0 < R(z) < 1,0 < 3(2)}
na mnozinu H = {w: [w| > 1, 5 <argw < %n’}
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10.

1.

12.

13.

[f(Z) _ efi§z+%ﬂ:i]

. UrCete holomorfni funkci, kterd zobrazi pas G naoblast H = {w: R(w) <0, I(w) >

0}, pro
a)G={z:0<R(z) <7}
b) G={z:R(z) <4, -1 <3(2) <}

[a) f(z) = 27, b) f(z) = sin(—i% — F +i)]

. UrCete obraz H mnoziny G = {z: R(z) <0, —1 < 3(z) < 0}, pfi holomorfni funkci

flz) = o™ (am—e+i%)

[H={w:|w|>e, R(w) > 0}]

Urcete obraz H mnoziny G = {z: 0 < R(z) < 1, —37” <3(z) < =%}, pfi holomorfni
funkci f(z) = e(3- 1),

[H={w:e ' <|w|<e, 3(w)>0}]

Urcete obraz H mnoziny G = {z: & < 3(z) < 2x}, pfi holomorfni funkci f(z) =

sin(—%z—%n’).

[H je mnoZina ohraniCend hyperbolou 2(R(w))?=2(3(w))? = 1]

Urdete obraz H oblasti G = {z:0 < R(z) < %, —1 < 3(z) < —3}, pfi holomorfni
funkei f(z) = cos(2z+1).

[H je mnoZzina ohrani¢end redlnou a imaginarni osou, pravou vétvi hyperboly

4Rw)) Rw)?> | (Sw)* _
3 cosh? (1) T sinh? (1) 1}

—4(3(w))? =1 a horni polovinou elipsy

Urcete obraz H mnoZiny G = {z:1 < |z| <3, § <argz < %ﬂ:}, pii holomorfni funkci

fz) = (e7%5)"

[H={w:% <|w|<1},0<argw < 37]



Zavéer

Hlavnim cilem této bakalafské prace bylo vytvofit uceleny text pojednévajici o komplex-
nich funkcich a jejich geometrickém zobrazeni. Prvni kapitola shrnula zdkladni pojmy
potfebné k porozuméni tématu této bakalarské prace. Ve druhé kapitole jsou popsany
zékladni vlastnosti nékterych elementdrnich funkci komplexni proménné doprovozené
o vhodné grafy, které ukazuji, jak se zobrazi vybrané funkce do Gaussovy roviny. Ve tieti
kapitole jsou uvedeny zdkladni vlastnosti linedrni funkce, specidlni ptipady linedrni funkce,
feSené piiklady, které vyuZivaji uvedenou teorii a nakonec nefeSené ukoly k procviceni.
Posledni kapitola je zaméfend na vlastnosti linedrni lomené funkce, jeji specidlni priklady.
Na konci této kapitoly jsou feSené piiklady a nefeSené dkoly k procviceni.
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