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Abstrakt 

V této bakalářské práci se věnujeme komplexním funkcím a jejich geometrickému 
zobrazení. První kapitola obsahuje základní pojmy potřebné k lepšímu porozumění násle
dujících kapitol. Druhá kapitola se věnuje elementárním funkcím komplexní proměnné a 
jejich základním charakteristikám. Třetí kapitola se zabývá lineární funkcí a speciálními 
případy lineární funkce. Čtvrtá kapitola se věnuje lineární lomené funkci, jejím vlastnos
tem a speciálním případům lineární lomené funkce. Třetí a čtvrtá kapitola obsahuje řešené 
příklady a úlohy k samostatnému výpočtu. 

Abstract 

In this thesis we study complex functions and their geometric mappings. First chapter 
contains basic terms, which are needed in order to better understand subsequent chapters. 
Second chapter deals with elementar functions of complex variable and their basic charac
teristics. Third chapter is dedicated to linear function and special cases of linear function. 
Fourth chapter is focused on linear fractional function, its properties and special cases of 
linear fractional function. Third and fourth chapter contains solved and unsolved exercises. 
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Přehled použitého značení 

c množina všech komplexních čísel 
E množina všech reálných čísel 
Z množina všech celých čísel 
N množina všech přirozených čísel 

Č množina všech komplexních čísel rozšířena < 

K(z) reálná část komplexního čísla z 

3 (z) imaginární část komplexního čísla z 
i imaginární jednotka 

ž komplexně sdružené číslo k číslu z 

kl absolutní hodnota čísla z 
argz hlavní argument čísla z 
Argz množina všech argumentů čísla z 

limita funkce / 
ez exponenciální funkce 
Log z logaritmus čísla z 
log z hlavní větev logaritmu čísla z 
-> zobrazení do množiny nebo konvergence 
sin z funkce sinus 
cos z funkce kosinus 
tg z funkce tangens 
cotg z funkce kotangens 
sinhz funkce hyperbolický sinus 

coshz funkce hyperbolický kosinus 
tahnz funkce hyperbolický tangens 
cothz funkce hyperbolický kotangens 
Arcsinz funkce arkussinus 
Arccosz funkce arkuskosinus 
Argsinhz funkce argument hyperbolického sinu 
Argcoshz funkce argument hyperbolického kosinu 



Přehled použitého značení ix 

fog skládání funkcí 
a = j5(mod2n) a = j8 + 21az, k e Z 
f (zo) derivace funkce komplexní proměnné v bodě zo 
fx, f'z parciální derivace funkce / 
^ y 
ab přímka procházející body aab 



Úvod 

V této práci se budu věnovat komplexním funkcím a jejich geometrickému zobrazení. 
Práce je rozdělena do čtyř kapitol. 

V první kapitole uvedu základní teorii nutnou k porozumění zbývajících kapitol. Tato 
kapitola obsahuje definici komplexních čísel a jejich vlastností, vlastnosti komplexních 
funkcí a na konci této kapitoly definuji pojmy přímka, kružnice a zobecněná kružnice. 

V druhé kapitole se zaměřím na elementární funkce komplexní proměnné. Popíši jejich 
základní charakteristiky a pomocí grafů ukáži, jakým způsobem se zobrazí do Gaussovy 
roviny. 

Třetí kapitola se zabývá lineární funkcí. Popíši její základní vlastnosti a speciální 
případy lineární funkce: posunutí, otočení a stejnolehlost. Kapitola je doplněna obrázky 
demonstrujícími jednotlivé případy. Na konci kapitoly jsou řešené příklady a úlohy k pro
cvičení. 

Čtvrtá kapitola pojednává o lineární lomené funkci, o jejích vlastnostech a o speciál
ních případech lineární lomené funkce: zobrazení reálné osy na sebe, transformace reálné 
osy na jednotkovou kružnici, zobrazení jednotkové kružnice na sebe. Tyto speciální pří
pady jsou pro ilustraci doplněny obrázky. Na konci kapitoly jsou řešené příklady a úlohy 
k samostatným výpočtům. 

Zdroj bakalářské práce je především [1] a [3], doplněný o [2]. Inspirace příkladů byla 
čerpána z [1], [3] a [4]. Text je vysázen systémem ETEX. Obrázky byly vytvořeny přímo 
v systému I^TgX. 
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Kapitola 1 

Úvodní kapitola 

V této kapitole si uvedeme definici a základní vlastnosti komplexních čísel, které budeme 
využívat v celé bakalářské práci. V druhé části úvodní kapitoly popíšeme v jakém tvaru 
zapisujeme přímky, kružnice a zobecněné kružnice. 

1.1 Komplexní čísla 
Komplexním číslem rozumíme uspořádanou dvojici z — [x,y], kde x, y G M. Číslo x nazý
váme reálná část komplexního čísla z a značíme j i 91 (z), číslo y nazýváme imaginární část 
komplexního čísla z a značíme j i 3 (z) • Množina C značí množinu všech komplexních čísel. 
Dále označme C = CLi {<*>}. Sčítání a násobení komplexních čísel zi — [xi,yi],Z2 = [̂ 2,y2] 
definujeme následovně 

z\ +Z2 = [x\ + x 2 , y i +y2], z\z2 = [xix2-yiy2,xiy2+x2yi]. 

Očividně platí 

[x,y] + [0,0] = [0,0] + [x,y] = [x,y], [x,y] • [0,0] = [0,0] • [x,y] = [0,0], 

[x,y]-[l,0] = [l,0]-[x,y] = [x,y]. 

Sčítání a násobení jsou komutativní, asociativní a pro z\, z2 a Z3 G C platí distributivní 
zákon (z\ +z2)z3 — Z1Z3 +z2Z3- Opačným prvkem k číslu z rozumíme číslo —z — [—x, — y] 
a definujeme odčítání jako přičtení opačného prvku. Inverzním prvkem k číslu z ^ [0,0] je 
číslo 

-1 = ľ x -y 
x2 + y2' x2 +y2 

Dělením komplexních čísel rozumíme násobení komplexního čísla inverzním prvkem 
komplexního čísla, tedy ^ = z\z2 . Nulovým prvkem nazýváme prvek [0,0] a budeme 
ho značit 0. Jednotkovým prvkem nazýváme prvek [1,0] a imaginární jednotkou nazý
váme číslo i — [0,1]. Vidíme, že i2 — [0,1] • [0,1] = [—1,0] = — 1. Číslo z můžeme zapsat 
jako z — x + iy— [x, 0] + [0,1] • [y, 0] = [x,y], tedy dále budeme předpokládat, že pro zápis 
z = x + iy je x, y e M. 
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Kapitola 1. Úvodní kapitola 2 

Komplexně sdružené číslo ke komplexnímu číslu z = x + iy je definováno jako z — 
x - iy,. Pro z, z\, zi G C platí 

Z = Z, Z l ± Z 2 = Z l ± Z 2 , ZlZ2=ZlZ2, 

z + ž = 29t(z), z - ž = 2/3(z), 9t(z) = 9t(ž), 3(z) = - 3 ( ž ) . 

Z l \ Z l — ) = =,Z2Ť^0, 
Z2' Z2 

Absolutní hodnotu nebo též velikost nebo také modul komplexního čísla z definujeme jako 
|z| = \fx2+y2 a pro z, z i , Z2 e C platí 

zz : 
Z l 

kl — \ z 1) Z1Z2 = Z l Z21, Z2 
|ZjJ 

1 
Z 2 ^ 0 , 

|H(z) |<|z | , |3(z) |<|z| , | | z i | 
z + ž 

3 (z 

Z2\ \ < |Z1 +Z2| < | | z i | | + ||Z2| 
z —Ž 

2i 

Geometrické zobrazení 

Komplexní číslo z = [x,y] geometricky znázorníme tak, že mu v komplexní rovině přiřa
díme bod se souřadnicemi x,y. Komplexní rovinu též nazýváme Gaussova rovina. Na ob
rázku 1.1 je zobrazeno číslo z, opačný prvek k číslu z a číslo komplexně sdružené k číslu 
z. 

r 3 (z) 

'Z — x -\-
y / 

f 
/ 

/ 

X 

f 
/ 

4 
—z = —x—iy 

k ž = x — 

9t(z) 

Obrázek 1.1 

Goniometrický tvar 

Komplexní číslo Zy^O můžeme taktéž zapsat v goniometrickém tvaru 

z = |z|(cos<p + isin<p) := \z\el<p, 

kde cos <p = - j V a sin <p = - i V . Číslo <p nazýváme argument komplexního čísla z a vidíme, 
že není jednoznačně určeno, neboť (p + 2kn, k G Z je taktéž argument komplexního čísla 
z. Je-li <p G (—7T, 7r), pak ho nazýváme hlavní (základní) argument komplexního čísla z a 
značíme ho argz. Množinu všech argumentů značíme Argz. Platí argz = Argz (mod 2n). 
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Máme-li komplexní čísla z i , z 2 ve tvaru z\ — \z\\el<í>l, z 2 — |z 2 |e i < P 2, pak jejich součin vypadá 
následovně 

z\zi = \z\\em\zi\em = |zi||z2|(cos <pi -Hsin<pi)(cos<p2-|-/sin<p2) = 

= \z\ | |z 2 | [(cos (pi cos <j?2 — sin <pi sin (fa) + /(sin <pi cos <j!>2 + sin <P2 cos <pi)] = 

= |zi||z2|(cos(<pi + <j?2) + /sin(<pi + <j?2)) = | z i | | z 2 | e í ( < P l + < P 2 ) . 

Z čehož vyplývá následující věta. 

Věta 1.1.1 (Moivreova věta). Nechťz = \z\el(p. Pro neZje 

z

n = |z|w[cos(nargz) + /sin(nargz)] = \z\nein^z. 

Pro argumenty komplexních čísel z, z\, z 2 € C platí 

Argziz 2 = Argzi + Argz 2 , Arg — = Argzi - Argz 2 , Argž = - Argz, 
Z2 

argziz 2 = argzi + argz2 (mod 2TI), arg — = argzi - a rgz 2 (mod 2n), 
Z2 

argf = -arg z, je-li argzG (-TC,TC), arg zn = n arg z (mod 2rc). 

Z goniometrického tvaru komplexních čísel vyplývá 

Z2 1 

r(argz+2to) 

ze " ,k — 0, 1,..., n — 1. 

1.2 Komplexní funkce 
Komplexní funkcí komplexní proměnné rozumíme zobrazení / : M —> C, kde M C C. 
Komplexní funkci můžeme rozdělit na reálnou část u{z) — 91 (/(z)) a imaginární část 
v(z)=3(/(z)) , tedy/(z) = u(z) + iv(z). 

Derivace 

Mějme otevřenou množinu G C C, bod z o ^ G a funkci / : G —> C. Jestliže existuje konečná 
limita 

l i m = l i m / y £ Q ± ^ W ( £ o ) ; 

z ^ O Z — ZO h-¥0 h 
pak funkci / nazýváme komplexně diferencovatelnou v bodě zoa uvedenou limitu nazýváme 
derivací funkce f v bodě zo a značíme f'(zo). Aby byla komplexní funkce / komplexně 
diferencovatelná v bodě zo musí splňovat Cauchy-Riemannovy podmínky 

u'x{zo) = v'(zo), u'Jzo) = -v'x(zQ). 



Kapitola 1. Úvodní kapitola 4 

Holomorfní funkce 

Funkci / nazveme holomorfní v bodě zo £ C, jestliže existuje okolí bodu zo takové, že 
funkce / má v každém bodě tohoto okolí derivaci. Pokud je funkce / holomorfní v každém 
bodě z e M C C, nazýváme j i holomorfní na množine M. 

Věta 1.2.1. Nechť f : G —> C, kde G CC je oblast. Funkce f je konstantní v G právě tehdy, 
když f (z) =0 pro z e G. 

Věta 1.2.2. Holomorfní funkce f: G —> C, kde G je otevřená množina a f (z) ^ 0 pro z G G, 
zachovává úhly křivek. 

Důkaz. Důkazy ke větám 1.2.1 a 1.2.2 nalezneme v [1]. 

1.3 Přímka, kružnice a zobecněná kružnice 
Přímka 

Přímku, která prochází bodem zo G C a svírá s kladnou reálnou poloosou úhel <p, lze zapsat 
parametrickou rovnicí s parametrem ŕ G IR 

Z = ZQ+tJ1>. 

Přímku můžeme také zapsat pomocí dvou bodů a, b G C, a ̂  b kterými přímka prochází, 
v parametrickém tvaru 

z = a + (b-a)t, t G M. 

Má-li přímka normálový vektor c, c ̂  0, c G C kolmý na onu přímku, můžeme j i zapsat 
ve tvaru 

ČZ + CŽ+ a = 0 , a e l . 

Kružnice 

Kružnici o poloměru r > 0 se středem v bodě zo G C můžeme zapsat rovnicemi 

\z-zo\ = r, z = zo + relt

71 G (0,2tt). 

Pokud rozepíšeme první rovnici do tvaru zž — zoz — zož + zozo — r2 — 0 a položíme b — 
—zo, c — zožb — r2 — \zo\2 — r2, pak můžeme kružnici zapsat ve tvaru 

— — _ i 19 
zz + bz + bz + c — 0, \b\ > c. 

Zobecněná kružnice 

Množinu bodů určenou rovnici 

azž + bz + bž + c = 0, \b\2 -ac > 0, b G C, a, c G R, 
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nazýváme zobecněná kružnice. Pokud je a — 0, pak se jedná o přímku bz + bž + c — 0 a 
b ^ 0 je normálovým vektorem této přímky. Pokud a ^ 0, pak můžeme rovnici upravit 
na tvar _ 

b b _ c 
zz+ -z + -z+ - — 0, 

a a a 
tedy jak vidíme, získáváme kružnici se středem zo a poloměrem r, které mají následující 
tvar 

b \b\2 c 1 
Z0 = — , r=\—7 = "T7vl^l -ac>0. 

a V az a \a\ v 

Tedy zobecněná kružnice je buď přímka a nebo kružnice. 



Kapitola 2 

Elementární funkce 

2.1 N-tá mocnina 
N-tou mocninu definujeme vztahem 

w = z\ 

kde z e C a « e N j e konstanta. Položíme-li z — rel(p, pak w — rnein(p. 

Nyní se podíváme na geometrickou interpretaci n-té mocniny. Budeme uvažovat dva 
případy, buď je r pevně dané anebo je (p pevně dané. Na obrázku 2.1 máme vyobrazeny 
tyto případy. 

1. Pokud máme pevné r — ro > 0 a (p proběhne interval délky 2TÍ, pak bod z oběhne 
kružnici se středem v počátku a poloměrem ro a bod w — r^e1^ oběhne n-krát 
kružnici se středem v počátku a poloměrem rg. Tedy pokud (p proběhne interval 
délky pak w — r^e™*? oběhne kružnici se středem v počátku a poloměrem 
pouze jednou. 

2. Máme-li pevné (p — (po a r G (0,°°), pak bod z — rem proběhne polopřímku, která 
začíná v počátku a má argument (po a bod w — rnein(p° G (0,2n) proběhne polopřím-
kou, která začíná v počátku s argumentem n(po. Tedy zobrazení w — zn je zobrazení 
C - > C a každý bod w ^ O m á n vzorů. 

2.2 N-tá odmocnina 
Chceme-li definovat n-tou odmocninu tfz jako inverzní funkci k z11, pak musíme zúžit 
definiční obor zobrazení w — zn tak, aby bylo injektivní. Tuto vlastnost má například 
každá množina D#j = {z e C : ů + (2j- l ) f < argz < ů + (2j+ l ) f } U {0}, kde j = 
0, 1 — 1 a i? 6 R. Množina hodnot n-té odmocniny z obsahuje pro každé z G C \ {0} 
celkem n různých hodnot. Pro n > 2 tvoří body těchto hodnot vrcholy pravidelného n-
úhelníku vepsaného do kružnice se středem v počátku a poloměrem |z | 1 / / w . Pro n — 2 jde o 
krajní body úsečky. Pro n — 1 dostaneme identitu. 

-6-



Kapitola 2. Elementární funkce. 

2Tt/n 

: (p0\ a(z) 

Obrázek 2.1: Jak se zobrazí rc-tá mocnina. 

2.3 Exponenciální funkce 
Exponenciální funkci definujeme pro z G C rovností 

9? M 

w = e 
n=0 

Poloměr konvergence této řady je R = °°. Derivováním funkce ez získáme opět ez. Pro z 
x + iy G C platí 

ez = e*(cosy + iSÍny). 

Důkaz Důkaz můžeme nalézt v [1]. 
Z této rovnosti vidíme, že 

<R (ez) = ex cosy, 3 (ez) = ex siny. 

Na obrázku 2.2 vidíme zobrazení reálné a imaginární části. 

Obrázek 2.2: Grafické znázornění reálné a imaginární části funkce ez. 
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Věta 2.3.1. Pro z G C je funkce ez různá od O a platí 

{ezYx=e-z. 

Důkaz. Mějme holomorfní funkci g (z) — eze~z,z G C. Pokud j i zderivujeme, získáme 
g'(z) — eze~z — eze~z — 0. Z vlastností holomorfních funkcí víme, že existuje konstanta 
c G C taková, že g (z) — c. Pro funkci g (z) je c = 1, neboť g(0) = 1 a tedy eze~z — 1. 

Reálná funkce e* je speciální případ komplexní funkce ez, kdy y = 0, funkce ez je tedy 
rozšíření reálné funkce ex z M do C a disponuje následujícími vlastnosti pro z, w G C, G Z : 

1. é í + w = éíew. 
2. ez = 1 & z = 2kni. 
3. ez = -l^z={2k+l)Ki. 
4. eZl = eZ2 -^zi=Z2 + 2kni. 
5. ez = ~e~z. 
Důkaz. Důkaz můžeme najít v [1]. 
Z vlastnosti 4. je zřejmé, že exponenciální funkce je periodická s periodou lni, tedy 

Dále z těchto vlastností ez vidíme, že funkce ez je surjektivní homomorfismus aditivní 
grupy C na multiplikativní grupu C \ {0} a platí 

Mz) argez = 3(z). \e \ = e 
Abychom popsali geometrickou interpretaci exponenciální funkce, určeme si obor 

prostoty. Mějme například pás D — {z G C : — n < 3 (z) < TĽ}, který se zobrazí na C \ {0}. 
Pak funkce w — ez zobrazí přímky z = t + ij8, t G (—°°, °°), kde j8 G (—%, n) na polopřímky 
s argumentem j8 a úsečky z — oc + it7t e {—n,ri), kde a G M na kružnice s poloměrem ea, 
jak vidíme na obrázku 2.3. 

3 (z) 

Vysvětlivka: 

7T 

-7T 

-- - z = 1 + iř, ř e (-n,n) 
Z=it,t G <—7T, Tlľ) 
Z= - f + Ít,t{-K,K) 

Z = í + f i , ř G (-oo, oo) 
Z — t — ji, t G (-oo, oo) 
Z = Í + % Í , ř G (-oo, oo) 

\ 9i(w) 

Obrázek 2.3: Zobrazení exponenciálních funkcí v jednotlivých případech. 
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2.4 Logaritmická funkce 
Logaritmickou funkci definujeme jako inverzní k exponenciální funkci w — ez. Značíme j i 
Logz = w. Její definiční obor je C \ {0}. Je-li množina G = {w : — n < 3 {w} < n} oborem 
hodnot této funkce, nazýváme j i hlavní větví logaritmu a značíme j i log z. Pokud nahra
díme množinu G jiným oborem prostoty, získáme odlišnou jednoznačnou větev logaritmu. 
Například zaměníme-li interval množiny G z (—7T, n) na (0,2n), pak dostaneme jednozna
čnou větev w — log 2^z, pro kterou platí 3 {z} G (0,2n). Z kapitoly o exponenciální funkci 
víme, že pro z — x + iy platí y — Argz = argz + 2kn, k G Z a |z| = ex, tedy x = ln |z|, kde 
ln je přirozený reálný logaritmus. Tedy logaritmická funkce má tvar 

Logz = ln|z| -H'Argz = ln|z| + iargz + 2kni, z ^ 0, k G Z 

a hlavní větev logaritmu má tvar 

logz = ln|z| -Hargz. 

Pokud je y — 0 a z > 0, pak Logz = lnz. Pro Logz, a G N neplatí vztah Logz a = a Logz, 
tak jako platí u reálného logaritmu. Očividně platí 

Loge z = z + 2kni, z G C, e L o g z = z, z G C \ {0}. 

2.5 Obecná mocnina 
Obecnou mocninu definujeme vztahem 

kde a , z 6 C , z ^ 0 . Položíme-li a = a + ifí, pak 

| z a j = e a i n | z | - / 3 A r g Z 5 A r g z a =/3 ln |z| + a Argz. 

Zobrazení obecné mocniny: 

1. Pokud je a nereálné, tedy /3 ^ 0, pak 

= e a l n | z | - / 3 a r g z - 2 ^ / 3 5 = ^ |^| + a a r g z + 2 ^ a , k E Z. 

\za\ má spočetně mnoho hodnot a Argz a má nejvýše spočetně mnoho hodnot. Je-li 
j8 > 0, pak pro k —> °° je |z a | ->0a pro —> —oo je \za\ —> °°. Je-li /3 < 0, pak pro 
& —>• oo je \za\ —> oo apro k —> —°°je |z a | —> 0. Hodnoty Argz a jsou takové, že se jejich 
rozdíl rovná 2kna. Takže v každém z ̂  0 je funkce za mnohoznačná se spočetně 
mnoha hodnotami. Je-li a celé číslo, pak body odpovídající hodnotám této funkce 
leží na polopřímce začínající v počátku. Není-li a celé číslo, pak body leží na spirále 
začínající v počátku a jdoucí do nekonečna. 

Na obrázku 2.4 vidíme příklad obecné mocniny, kde a je celé číslo, například 

,(2+0 = e(2+0Logl = e4kni-2kn = e - 2 ^ ( c o s 4 / b r + isinAkn) = e~ 2 f a r. 
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Imaginární část se vskutku rovná 0 a body leží na polopřímce začínající v počátku a 
ležící na ose 91 (z). 

Na obrázku 2.5 je zobrazen případ, kdy a není celé číslo, tedy například 

0 - i ) = e ( f - Í ) L ° 8 í ' = e ( ^ - i ) ( l n l + ? í ' + 2 t ó ) =e*(k+k)e^*i(k+k). 

V tomto případě imaginární část funkce nabývá různých hodnot a body těchto hodnot 
jsou rozloženy spirálovitě. 

3 (z) 

• M • • 

0 1 K(z) 

Obrázek 2.4: Grafické znázornění 
pro \ { 2 + i \ 

Obrázek 2.5: Grafické znázornění 

pro i 

2. Nechť a je iracionální a /3 = 0 , pak 

| z f l | = g f l l n | Z | = | z | 0 = | z i a Argz a = aaxgz + lkna. 

Tedy vidíme, že \za\ nabývá pouze jednu hodnotu a Argz a jich nabývá spočetně 
mnoho a tyto hodnoty se opět liší o celý násobek lna. Pokud je z ^ 0, potom má 
za spočetně mnoho hodnot, které jsou nekongruentní modulo 2n a leží na kružnici 
o poloměru \z\a se středem v počátku. 

3. Je-li a — f 0, kde p G Z, q e N jsou nesoudělná a j8 = 0, potom 

U<2| Ul<2 Uln 
z — z = \z\q • 

Argz a = - (argz + 2kn), k e Z. 

\za\ má opět pouze jednu hodnotu. Argz a má q hodnot nekongruentních modulo 
2TI. za má q hodnot pro každé z ̂  0. Jestliže je q > 2, tvoří tyto hodnoty vrcholy 
pravidelného ^-úhelníku, jenž je vepsaný do kružnice o poloměru \z\a se středem 
v počátku. 
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2.6 Goniometrické funkce 
Nechť z G C. Goniometrické funkce sinus, kosinus, tangens a kotangens definujeme vzorci 

eiz _ e-iz eiz _|_ e-iz 
snu = — — , cosz 2i ' 2 ' 

sinz cos z 
tgz = , cotgz = - — . 

cosz sinz 
Můžeme je ekvivalentně definovat pomocí Maclaurinova rozvoje: 

s h u =
 E ( - ^ " ( ^ r i j í ' » » = E ( - ' ) " p ^ ' « c . 

Přímo z definice vidíme, že funkce sinz, cos z jsou holomorfními rozšířeními přísluš
ných reálných funkcí na C a platí rovnosti 

(sinz)' = cosz, (cosz)' = - sinz. 

Vynásobíme-li sin z číslem i a přičteme nebo odečteme od cosz, získáme tzv. Eulerovy 
vzorce 

e±lz — cos z ± i sin z. 

Očividně platí pro sinus a kosinus následující vlastnosti 
1. funkce sinzje lichá, tj. sin (—z) = — sinz. 
2. funkce cosz je sudá, tj. cos (—z) = cosz. 
3. sinž = sinz. 
4. cosž = čošž. 

Věta 2.6.1. Pro funkce sinjc,cosx platí součtové vzorce 

cos (z + w) — cos z cos w — sin z sin w, z, w e C, 

sin(z + w) = sinzcosw + coszsinw, z, w G C, 

sin 2z + cos 2z = 1, z e C. 

Dw&az. 
g/z+ťw _|_ g-K-ťw gfegíw _|_ g _ ' Z g _ i w e~izeiw — e~izeiw 

cos (z + w) = = + + 

eize-iw _ eize-iw eiz + e-iz eiw + e-iw eiz _ e-iz eiw _ g-iw 

4 2 2 2/ 2i 
— cos z cos w — sin z sin w, 

sin (z + w) + + • 2i 4i 
eiz _ e-iz eiw + e-iw eiz _|_ e-iz eiw _ e-iw 

M 

+ • 
2i 2 

= sin z cos w + cos z sin w, 
2i 



Kapitola 2. Elementární funkce 12 

e2iz _ 2eize~iz + e~2iz e2iz + 2eize~iz + e~2iz 

sin 2 z + cos 2 z = ; : h 
4 4 

-e2iz + 2-e-2iz + e2iz + 2 + e~2iz 4 
- = 1. 

4 4 
Věta 2.6.2. Funkce sin z a cos z jsou periodické s periodou 2n a platí 

sinz = 0 <í=> z — kn7 k e Z, 

cosz = 0 « z = ( 2 H l ) ^ e Z , 

cosz = sin I — - z I. 
2 

Důkaz. Periodičnost sinu a kosinu vyplývá z výše uvedených vztahů a ze skutečnosti, 
že ez je periodická s periodou 27n. Důkaz tvrzení pro sin z — O, cos z = 0 a cos z = sin ( | — z): 

e'z — e - i z • • • 
sinz = 0 ̂  = 0 elz - e~lz = 0 elz = e~lz e2lz 

2i 
— 1 2iz = 2kni z — kn, k e Z. 

cosz = 0 = 0 elz + e~lz — 0 4$ elz — -e~lz e z 

2i 
= -\&2iz = (2k+l)ni^z = ( 2 & + l ) | , & e Z . 

cosz = 
elZ _|_ g-ÍZ a e •y(cosx-Hsinx) + ey(cosx-- isinx) 

2 2 2 
g-y(sin( 1 — x) + JCOS (• § - x ) ) + ^ ( s i n ( § -x) - i c o s ( f -* ) ) 

e>(cos(f — x) + isin ( | 
2 

- x ) ) -e~ y (cos ( f - x ) - í ' s i n ( | -* ) ) 
2i 

= sin — - z i . 
2i 2i V 2 

Nyní se podíváme, jak vypadá reálná a imaginární část funkcí sinz a cosz, pro kosinus 
platí 

cosz = cos(9t(z) + i3(z)) = cos(9í(z))cos(/3(z)) -sin(9í(z))sin(/3(z)) 
= cos(9í (z)) cosh(3 (z)) - isin(9í (z)) sinh(3 (z)). 

Z čehož vidíme, jak vypadá reálná a imaginární část kosinu. Reálnou a imaginární část 
pro sinus a velikosti sinu a kosinu nalezneme analogicky a získáme 

9í(sinz) =sin(9t(z))cosh(3(z)), 
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3 (sinz) = cos(9t(z))sinh(3(z)), 

9t(cosz) =cos(9t(z))cosh(3(z)), 

3 (cos z) = - sin (9t (z)) sinh (3 (z)), 

|sinz| = \Jsin2 (9í(z)) + sinh2 (3 (z)), 

|cosz| = Y //cos2(9í(z)) + sinh2(3(z)), 

z nichž je zřejmé, že funkce sinz a cos z nejsou ohraničené v C. Na obrázcích 2.6, 2.7 
a 2.8 je zobrazeno, jak vypadají reálné a imaginární části funkcí sinus a kosinus a jejich 
velikosti. 

Obrázek 2.6: Ukázka reálné a imaginární části sinz. 

Obrázek 2.7: Ukázka reálné a imaginární části cos z. 

Dále se podíváme na obory prostoty. Aby byla funkce sinus prostá, pak pro sin zi = sin zi 
musí být zi — Z2 + 2kn nebo zi = — Z 2 + (2fc + Tedy jako obory prostoty funkce sinus 
můžeme vzít například množiny Dk = {z e C : kn - f < 9Í (z) < fcrc + f, 3 (z) > 0} U {z e 
C : fot - f < 9í(z) < ibr + f, 3 (z) < 0}, k e Z. Protože platí cosz = sin(f - z), pak 

file:///Jsin2
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Obrázek 2.8: Ukázka velikosti sin z a cos z. 

množina, na které je funkce kosinus prostá může mít tvar — {z G C : klí < 91 (z) < 
(k+l)n, 3(z) > 0} U {z e C : k% < 9t(z) < (* + 3(z) < 0}, e Z. Tyto množiny 
jsou vyobrazeny na obrázku 2.9. 

Obrázek 2.9: Množina DQ pro funkce sinz a cos z. 

Nyní se zaměříme na grafické zobrazení funkcí sinz a cos z. Víme, jak vypadají jejich 
reálné a imaginární části a tak se můžeme podívat na některé případy, které jsou vykresleny 
na obrázku 2.10 

• Pro w — sinzi polopřímka zi = f + it, ř G (0, °°) a pro w = cosz2 polopřímka 
Z2 = ti, t G (0,oo) se zobrazí na polopřímku w = ř, ř G (1, °°) a polopřímky zi = 
— f + jí, t G (—°°, 0) a Z2 = + jí, ř G (—°°,0) se funkcemi sinz resp. cosz zobrazí 
na polopřímku w = ř, t G (—°°, —1). 

• Pro w = sinzi úsečka zi = ř, ř G ( — f , f ) a pro w = cosz2 úsečka Z2 = t, t G (0,7r) 
se zobrazí na úsečku w = ř, ř e (—1,1). 

• Pro w = sinzi přímka zi = iř, ř G (—°°, °°) a pro w — cosz2 přímka Z2 = f + iř, ř G 
(-oo5oo) se zobrazí na přímku w = it, t G ( 

• Pro w = sinzi přímka zi = Cř + iř, ř G (— 0 0 , 0 ° ) , kde cc G (— | ,0) a pro w = cosz2 
přímka Z2 = Cí + it, t G (—°°, °°) , kde OCG ( f , TT) se zobrazí na levou větev hyperboly 
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M ^ F _ Z(WYÝI = j P r o A U T , ^ k d e A / 0 «n s e z o b r a z í 

na pravou větev hyperboly. 

Pro w = sinzi úsečka z\ = t + ij8, t G (— f, | ) , kde /3 G (0,°°) a pro w = cosz2 
úsečka Z2 = t + /j8, ř G (0,7r), kde /3 G (—°°,0) se zobrazí na horní polovinu elipsy 

^ r r l + ^ľ? n = 1> Pro funkci sin z bez levého krajního bodu a pro funkci cos z 
cosh z /3 s in lr/3 

bez pravého krajního bodu. Úsečky z\ = t + ij8, t G ( — f, f ) , kde /3 G (—°°,0) 
a Z2 = í + íj3, í G (0, TT), kde /3 G (0,°°) funkcí sinus a kosinus se zobrazí dolní 
polovinu elipsy, pro funkci sin z bez pravého krajního bodu a pro funkci cos z bez 
levého krajního bodu. 

3 (z) 

w — sinz 

-1 1 

3 (z) •3 (z) 

w = cosz 

9 1-

Obrázek 2.10: Na obrázku vidíme, jak se zobrazí sinus a kosinus pro odlišné počáteční 
hodnoty na stejné křivky. 

2.7 Hyperbolické funkce 
Funkce hyperbolický sinus, hyperbolický kosinus, hyperbolický tangens a hyperbolický 
kotangens definujeme vzorci 

gZ- g Z gZ- _|_ g Z 
sinhz= , c o s h z = — - — , 

sinhz , coshz 
tanhz = — — , cothz = —;—. 

coshz sinhz 
kde z G C. Tyto funkce můžeme také definovat pomocí řad 

0 0 2 n + l 0 0 2n 

L Z v - i Z 

n=0 n=0 

Z definice je zřejmé, že součtem funkcí hyperbolický sinus a hyperbolický kosinus 
získáme 

e±z — coshz ± sinhz. 
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Stejně jako pro funkce sinus a kosinus, funkce hyperbolický sinus a hyperbolický 
kosinus jsou holomorfním rozšířením jim příslušných reálných funkcí na C a platí 

(sinhz)' = coshz, (coshz)' = sinhz. 

Z definic goniometrických a hyperbolických funkcí získáváme 

cosz — cosh (/z), sinz = — /sinh(íz), 

cos iz — coshz, sin iz — i sinh (iz). 

Odtud plynou tyto vlastnosti: 
1. funkce sinh z je lichá, tj. sinh (—z) = — sinh z. 
2. funkce coshz je sudá, tj. cosh (—z) = coshz. 
3. sinhž = sinh z. 
4. coshž = coshz. 

Věta 2.7.1. Pro z e C, k e Z platí 

sinhz = 0 z — kni, 
71 

coshz = 0 z = i{2k + 1 ) 2 ' 

cosh2 z —sinh2 z = 1. 

Důkaz. Důkaz pro sinhz = 0 a coshz = 0 se získá analogicky jako ve větě 2.6.2 Důkaz 
pro cosh z — sinh2 z = 1 : 

cosh2 z —sinh2 z 
2 / x 2 

e2z + 2eze~z + e~2z e2z - 2eze~z + e~2z 

e2z + 2 + e-2z-e2z + 2-e-2z _ 4 _ 
4 ~4~ ' 

Ze vztahů sinhz= — isin(iz) a coshz = cos(iz) vyplývají vzorce pro reálné a imaginární 
části hyperbolického sinu a hyperbolického kosinu a jejich velikosti, tedy 

9í(sinhz) = sinh (9í(z)) cos (3 (z)) 

3 (sinhz) = cosh (91 (z)) sin (3 (z)) 

9í(coshz) = cosh (9í(z)) cos (3 (z)) 

3 (cosh z) = sinh (9Í (z)) sin (3 (z)) 

sinhz| = A/sinh2(9í(z)) + sin2(3(z)) 

|coshz| = ycosh 2 (9í(z))-sin2(3(z)). 

Na obrázku 2.11 máme vykresleno, jak se zobrazí reálná a imaginární část funkce 
hyperbolický sinus. 
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Obrázek 2.11: Reálná a imaginární část funkce sinhz. 

2.8 Cyklometrické a hyperbolometrické funkce 
Připomeňme si obor prostoty pro sinus — {z G C : klí — f < 91 (z) < kn + f, 3 (z) > 
0}U{z e C : kiz- § < 9í(z) < foz:+ f , 3(z) < 0}, £ e Z a kosinus Dk = {z e C : k% < 
9í(z) < (k+l)n,Z(z) > 0 } u { z e C : ^ < 9 í ( z ) < ( H l K 3 ( z ) < 0 } , i e Z . 

Funkce arkussinus a arkuskosinus definujeme jako inverzní funkce k funkcím sinz a 
cos z, z G C. Nyní odvodíme, jak vypadá inverzní funkce k funkci kosinus, pro funkci sinus 
se odvodí analogicky. Víme, že pro funkci kosinu platí 

w — cosz = , 

což můžeme zapsat ve tvaru 

2w - eiz - e~iz = 0 e2iz - 2weiz + 1=0. 

Tedy 
elz — w ± A / W 2 — 1, 

z čehož vyplývá 

z = Arccos w — T Log (w ± A / W 2 — l ) = —/Log (w ± A / W 2 — l ) . 

Pro funkce arkussinus a arkuskosinus tedy platí 

Arccos z = - / L o g (z ± A / Z 2 - l ) , Arcsinz = - / L o g (/(z ± A / Z 2 - l ) ) . 

Inverzní funkce k funkcím sinhz a coshz jsou funkce argument hyperbolického sinu a 
argument hyperbolického kosinu. Jejich tvar 

Argsinhz = Log ( z ± Vz2+ l ) , Argcoshz = Log ( z ± \ / z 2 - l ) , z G C , 
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odvodíme analogicky jako u arkuskosinus . 
Funkce arkussinus a arkuskosinus jsou mnohoznačné funkce definované na C. Jedno

značné větve arcsinz a arccos z získáme pro jednotlivé množiny D^, kde příslušné množiny 
Dk jsou oborem hodnot funkcí arkussinus a arkuskosinus. Je-li k — O, tedy obor hodnot je 
DQ, pak příslušnou jednoznačnou větev nazýváme hlavní větev. Pro z e C platí 

sin(Arcsinz) = z, 

cos (Arccos z) — z, Arccos(cosz) 
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Lineární funkce 

V následující kapitole definujeme tři zobrazení a to posunutí, otočení a stejnolehlost, které 
následně využijeme pro popis vlastností lineární funkce. 

3.1 Lineární funkce 
Lineární funkci definujeme vztahem 

f (z) =az + b, 

kde Z É C , přičemž C = C U {°°}, b G C , a G C \ {0}. Lineární funkce má následující 
vlastnosti 

1. funkce f (z) — az + b je prostá, 
2. /(oo) = oo, 

Nyní se podíváme na speciální případy lineární funkce. 

Posunutí 

Posunutím nebo též translací nazýváme zobrazení 

fi(z)=z + b, 

kde z G C , b G C . Tato rovnost přiřadí každému bodu z bod z + b. Směr posunutí je určen 
argb a velikost posunutí je určena \b\. Inverzní funkce / f (z) = z — b je opět posunutí. 
Pro speciální případ, kdy je b — Oje funkce f\ (z) identické zobrazení. Na obrázcích 3.1a 3.2 
jsou vyobrazeny příklad posunutí úsečky a posunutí obdélníku. Vidíme, že úsečka se 
zobrazí na rovnoběžnou úsečku. 

-19-
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Obrázek 3.1: Posunutí úsečky Q b r á z e k 3 2 . P o s u n u t í o b d é i n í k u . 
a k němu inverzní funkce. 

Otočení 

Je-li a — elů, kde ů G (—n, n) má lineární funkce az tvar 

fi(z) =elůz= (cos ů +i sinů) z 

a nazýváme j i otočením nebo také rotací. Otočení přiřadí každému bodu z — r(cos <p + 
isin(p) bod f2(z) — (cosů + isinů)r(cos(p + /sin<p) = r(cos(ů + <p) + isin(ů + <p)). 
Tedy funkce /2(z) otočí bod z kolem počátku o úhel ů. Nově získaný bod elůz si za
chová stejnou vzdálenost od počátku, tj. |z| = \elůz\ — r a jeho argument je ů + <p. Směr 
otočení závisí na znaménku Pokud je ů > 0, pak se bod z otočí proti směru hodino
vých ručiček, je-li ů < 0, pak se otočí ve směru hodinových ručiček. Inverzní zobrazení 
f2

l (z) = e~lůz je otočení v opačném směru než funkce .72(z) - Speciální případy nastávají, 
je-li ů — 0 nebo # = 7T. Pro ů — 0 je funkce /z (z) identita, pro # = 7T se jedná o tzv. 
středovou symetrii, v tomto případě se úsečka zobrazí na rovnoběžnou úsečku. Příklad 
otočení máme na obrázcích 3.3 a 3.4. 

Obrázek 3.3: Otočení úsečky o 95° Obrázek 3.4: Speciální případ otočení, 
a příslušná inverzní funkce. kdy ů — li. 
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Stejnolehlost 

Stejnolehlostí nebo také homotetií se středem v počátku nazýváme funkci 

Mz)=az, a eR\{0}, 

která každému bodu z G C přiřadí bod w — az, jenž leží na přímce Oz. Pokud je \a\ > 1 
jedná se o dilataci a bod az je vzdálenější od počátku než bod z. Naopak je-li \a\ < 1 jedná 
se o kontrakci a bod az má menší vzdálenost od počátku než bod z. Pro speciální případ, 
kdy a — 1, je funkce f3 (z) identita. Inverzní funkce / 3 (z) = | je také stejnolehlost. Je 
zřejmé, že úsečka se zobrazí na úsečku j í rovnoběžnou. Na obrázcích 3.5 a 3.6 máme 
příklady stejnolehlosti. 

*3(z) 

azi \ 

! 
1 a 

Zl\ a \ 

0 

Obrázek 3.5: Ukázka stejnolehlosti 
a její inverzní funkce. 

Obrázek 3.6: Příklad stejnolehlosti 
pro obdélník. 

Zápis lineární funkce f (z) —az + b můžeme upravit na tvar 

f(z) = j^\a\z + b, 

z čehož vidíme, že lineární funkci f (z) můžeme zapsat jako složení funkcí / = f\0/20/3, 

kde 
f1(z) = z + b, f2{z) = -?-z = eiaz, / 3 = |a|z, zeC. 

Funkce f\ je posunutí, funkce fi je otočení a funkce / 3 je stejnolehlost. Lineární funkce 
zobrazí úsečku na úsečku a kružnici na kružnici. 

3.1.1 Řešené příklady 
Příklad 1 

Určete transformaci T, která množině G — {z: \z+ 11 < 1, 9?(z) > —1, 3 (z) > 0} přiřadí 
množinu H = {z : \w\ < \, %{w) > 0, -91 (w) < 3(w) < 9l(w)}. 

Řešení: Požadovanou transformaci T rozdělíme na tři transformace 7], T2 a T3 a po
stupně je aplikujeme na množinu G. Na obrázku 3.7 jsou vyobrazeny jednotlivé kroky. 
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1. Nejdříve posuneme množinu tak, aby střed kružnice, ze které je množina utvořena, 
ležel v počátku, tak jako u kružnice ve výsledné množině. Tedy T\ (z) = z + 1 a 
získáváme novou množinu G\ — {w : \w\ < 1, 9t(w) > 0, 3(w) > 0}. 

2. Dále otočíme množinu G\ o | ve směru hodinových ručiček tj. o úhel # = — | . Tedy 

Ti{z) — e~*lz\ — ̂ zi(l — i) a nová množina má tvar Gi = {w : |w| < 1, 9t(w) > 
0, -9t(w) <3(w) <9t(w)}. 

3. Nakonec použijeme stejnolehlost T$ (z) — \zi a vidíme, že nám vychází požadovaná 
množina H = {w : \w\ < | , 9t(w) > 0, -91 (w) < 3(w) < 9t(w)}. 

Výsledná transformace je tedy 7 = 7 3 o 7 2 o 7i (z) = 3y/1~4

3y/^z + 3 ^ - 3 ^ . Můžeme zku
sit ověřit správnost výsledku. Například pro bod — l + i je transformace T(—l+i) — 

3 v ^ + W ž , v ý s iedný bod je ^ + ^ i , z obrázku 3.7 4 1 4 1 4 — 

můžeme vidět, že výsledek je správný. 

//////////) 

' I 

- 1 0 

Obrázek 3.7: Příklad 1. 

Příklad 2 

Určete množinu H, kterou získáme transformací množiny G = {z : 1 < 3 (z) < — \/39í (z)}, 
při transformaci r(z) = ( — \ + ̂ -i)z + V3 + 3i. 

Řešení: Nejdříve si transformaci 71 rozložíme na jednotlivé jednodušší transformace. 
Zřejmé je posunutí T^{z) — z + y/3 + 3i. Dále si upravíme ( — \ + ̂ -i) tak, abychom 
získali tvar elů. Můžeme všimnout, že pokud vytkneme 3, získáme — \ + ̂ -i — cos ̂  + 
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ism^f 27T ; e~3~', tedy dostaneme stejnolehlost 72(z) = 3z a otočení 7i(z) = e^'z. Jelikož 
máme transformaci T ve tvaru T — T3 o T2 o T\, můžeme aplikovat jednotlivé transformace 
na množinu G. 

1. Nejdříve otočíme množinu G podle T\, pak se krajní přímka 3 (z) = 1 otočí na přímku 
3 (z) = - v/391 (z) - 2 a krajní přímka 3 (z) = -v/39? (z) na přímku 3 (z) = v/39?(z), 
tedy dostáváme množinu G\ — {w : -^3(w) < 9í(w) < — ̂ 3 ( w ) +2}. Průsečík 

krajních přímek je bod ai = — ̂  — i . 

2. Poté na množinu G i použijeme stejnolehlost T2. Jelikož krajní přímka 3(z) = 
\/39t (z) prochází počátkem a je to přímka, zobrazí se sama na sebe. Krajní přímka 
3 (z) = — v/39? (z) — 2 se zobrazí na přímku 3 (z) = — v/39? (z) — 6. Průsečík krajních 
přímek je bod «2 = — \/3 — 3i. Nová množina G2 vypadá následovně G2 = {w : 
^ 3 ( w ) < 9 ? ( w ) < - ^ 3 ( w ) + 6}. 

3. Nakonec množinu G2 posuneme podle transformace T3. Krajní přímka 3(z) = 
—v/39?(z) — 6. se posune na přímku 3 (z) = — \/39?(z) a krajní přímka 3 (z) = 
v/39?(z) se opět zobrazí sama na sebe. Průsečík krajních přímek se posune na bod 
a 3 = 0. 

Výsledná množina má tvar H — {w: -^3(w) < 9?(w) < — ^ 3 (z)}. Na obrázku 3.8 vidíme 
jednotlivé kroky. 

Itk 1 

Obrázek 3.8: Příklad 2. 

3.1.2 Úlohy k samostatnému výpočtu 
1. Určete lineární transformaci T, která množině G = {z: 3 < 9?(z) < 6, 2 < 3 (z) < 3} 

přiřadí množinu H = {w : ̂  < 9?(w) < f , j < 3(w) < 2}. 
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[T(z) = iz-2i+Í] 

2. Určete transformaci T, která množině G = {z : \z + 2\ < 4,9t(z) > —2} přiřadí 
množinu H= {w : \w-2+{ \ <4,3(w) < - 3 } . 

[r(z) = - i z + 2 + | i ] 

3. Určete transformaci 7\ která množině G= {z: \ < \z-i-l\< l,9t(z) < l ,3(z) < 

1} přiřadí množinu H = {w: \ < |w+ | i + J | <3,9l(w) < ~2 ,3 (w) > - | } . 

[T(z) = -3iz-l + li] 

4. Určete množinu//, kterou dostaneme transformací množiny G = {z: \ < \z — 3 + i | < 
1,3 (z) > —1}, při transformaci r(z) = emz + 6. 

[H = {w:\< \z-3-i\ < l ,3(w) < 1}] 

5. Určete množinu / / , kterou dostaneme transformací množiny G = {z : |z — | — 2i| < 
| } , při transformaci r(z) = | z — 31+ 1. 

[// = { w : | w - f + |/| < §}] 

6. Určete množinu H, kterou dostaneme transformací množiny G = {z : |9í(z) | + 2 < 
3(z) < - |9t(z) 1+4}, při transformaci T(z) = z ( l + i) + 3 + J i . 

[H = { w : - l < 9 t ( w ) < l , f < 3 ( w ) < ^ } ] 
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Lineární lomená funkce 

Dříve než se přesuneme na definování lineární lomené funkce, podíváme se na další dvě 
transformace, které později v této kapitole využijeme. Jedná se o kruhovou inverzi a 
souměrnost vzhledem k ose. 

Kruhová inverze 

Kruhovou inverzí nebo též polaritou nazýváme funkci 

1 
w= -, 

z 

kde z, w G C . Inverzní funkce ke kruhové inverzi je též kruhová inverze. Pro body w a 
z platí vztahy \wz\ — 1 a argw = argz, s pomocí tohoto vztahu je zřejmé, jak získáme 
konstrukci bodu w. 

Je-li |z| = 1, neboli bod z leží na kružnici se středem v počátku a poloměrem r = 1, 
tedy jednotkové kružnici, pak se bod z zobrazí sám na sebe. 

Je-li |z| < 1, neboli bod z leží uvnitř jednotkové kružnice, pak se bod z zobrazí na 
průsečík dvou tečen, které jsou sestrojeny v bodě průsečíku jednotkové kružnice a přímky 
procházející bodem z, která je kolmá na přímku Oz. 

Je-li |z| > 1, tedy bod z neleží uvnitř jednotkové kružnice, potom se bod z zobrazí 
na průsečík přímky Oz a přímky procházející body dotyku tečen vedených z bodu z 
k jednotkové kružnici. 

Nyní se podíváme, jak se zobrazí zobecněná kružnice. Víme, že zobecněnou kružnici 
můžeme zapsat ve tvaru azž+bz+bž+c — 0, kde b G C , a, c G M , \b\2 — ac>0. Vyjádříme-
li číslo z z rovnice w = l získáme z = =, tedy + Ž? A + b}- + c — 0 a + Žw + bw + 
cww — 0, což je opět zobecněná kružnice. Mohou nastat čtyři situace: 

1. Přímka bz + bž + c — 0, c ^ 0, která neprochází počátkem, se zobrazí na rovnost 
ww + |w + ^w — 0, což vidíme, je kružnice procházející počátkem. 

2. Přímka bz + bž — 0, která prochází počátkem, se zobrazí na rovnost bw + bw — 0, 
tedy na tu stejnou přímku. 

-25-



Kapitola 4. Lineární lomená funkce 26 

3. Kružnice zz+bz + bz + c — O, c ̂  O, která neprochází počátkem, se zobrazí na rovnost 
cww + bw + bw+l — 0-^ ww + ^w+^w+^ — 0, tedy kružnici, která neprochází 
počátkem. 

4. Kružnice zž+bz + bž — 0, která prochází počátkem, se zobrazí na rovnost bw + bw + 
1=0, tedy přímku, která neprochází počátkem. 

Na obrázcích 4.1 a 4.2 vidíme příklad konstrukce bodu i a transformaci kružnice 
procházející počátkem na přímku. 

Obrázek 4.1: Kruhová inverze Obrázek 4.2: Kruhová inverze pro kružnici 
pro bod ležící vně jednotkové kružnice. protínající počátek. 

Souměrnost vzhledem k reálné ose 

Pro z G C definujeme osovou souměrnost vzhledem k reálné ose rovností 

w — ž. 

Tedy bodu z přiřadíme komplexně sdružené číslo. Inverzní zobrazení k osové souměrnosti 
je opět osová souměrnost. Příklad osové souměrnosti vidíme na obrázku 4.3. 

Obrázek 4.3: Příklad osové souměrnosti vzhledem k reálné ose. 
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4.1 Lineární lomená funkce 
Funkci 

Líz) — : =w, ad — bc^ 0, 
cz + d 

kde L: C —> C, a, b, c, d G C, nazýváme lineární lomená funkce nebo 
Môbiova funkce nebo též homografie. Determinantem homografie rozumíme 

det ^ ^ — ad — bc. 

Příslušné inverzní zobrazení z — ^fw-a J e homografie a jeho determinant je taktéž 
ad — bc. 

Pro c — 0, dostaneme lineární funkci. Jestliže je c ̂  0, pak je zobrazení L bijekcí C na C 
a C \ { - f} na C \ {f} . Je-li z = -j, pak L(z) = °° a je-li z = °°, pak L(z) = % 

Věta 4.1.1. Složením (superpozicí) dvou homografií je opět homografie. 

Důkaz. Mějme 
aiz + bi a2z + b2 

potom jejich složením získáme 

L( ) - L o L ( ) - + ^ _ z(aia2 + bic2) +aib2 + bid2 _ az + b 
i ° W - C l 9 i ^ + d l - z ( c 1 a 2 + C2d1)+b2c1+d1d2~ cz + ď 

Přitom vidíme, že 

a — a\a2 + b\c2, b — a\b2 + b\d2l c — c\a2 + c2d\1 d — b2c\+d\d2, 

což lze zapsat jako součin dvou matic následujícím způsobem 

a b\ _ ía\ b\\ ía2 b2 

cd) \c\ d\ J \c2 d2 

Stejným způsobem, kterým jsme rozložili lineární funkci na více funkcí, můžeme rozložit 
i lineární lomenou funkci. Je-li c ^ 0, můžeme j i upravit následovně 

az + b a f az + b a\ a — (ad — bc) a 1 
cz + d c \cz + d c) c c(cz + d) c c z i_ 

bc—ad bc—ad 

z čehož získáme složení funkcí L(z) — L§ o L5 o L4 o L3 o L2 o L\, kde 

a 1 
^ 6 = Z + - , ^ 5 = ~ , L4 — Z, 

c z 

cd , c 2 • ' 2 L 3 = z + I j ' L 2 = 

bc — ad 
z, L i = g i f f l » ( r a ) z-bc — ad 

Tedy vidíme, že L^ a L3 jsou posunutí, L5 je kruhová inverze, L4 je souměrnost vzhledem 
k reálné ose, L2 je stejnolehlost a L i je otočení. Z čehož nám vyplývá následující věta. 
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Věta 4.1.2. Lineární lomená funkce zobrazuje zobecněné kružnice na zobecněné kružnice. 

Věta 4.1.3. Lineární lomená funkce zachovává úhly grafů křivek v každém bodě zo & C, 
pro které platí, že CZQ + d ^ 0. 

Důkaz. Důkaz můžeme najít v [1]. 

Nyní se podíváme na to, jak určit homografii. 

Věta 4.1.4 (Určení homografie). Mějme tři páry bodů Zi, Wi, i — 1, 2, 3, kde jednotlivá zt 
a wtjsou navzájem odlišná, pak existuje jediná homografie 

L{z) = w 
cz + ď 

taková, že L(ZÍ) — wt, i — 1, 2, 3. 

Důkaz. Nejdříve vypočteme 

(ad-bc)(z\ -Z2) (ad-bc)(z\ -Z'i) 
W\—W2 — -t -pr: TT, W\— W3 ~ 

(cz\ + d)(cz2+d) (cz\+d)(cz3+d)' 

(ad-bc)(z-Z2) (ad-bc)(z-Z3) 
W — W2-- — — , w — H>3 = 

(cz + d) (czi + d)' (cz + d) (cz3 + d)' 
následně vypočteme podíly 

wi - W2 _ (z\ - zi) (cz3 +d) w-W2 _ (z- Z2) (cz3 + d) 
W 1 - W 3 (z\-Z3)(cz2 + d,y W-W3 (z-Z3)(cZ2 + d)' 

Tedy je vidět, že 
W\ — W2 ^W — W2 _Z\—Z2 . Z — Z2 
W\— W3 W — W3 Z\— Z3 Z — Z3' 

což můžeme zapsat jako 

W-W2 Z-Z2 , , W\—W2 Z\~Z2 

= a , kde a — : . 

W — W3 Z — Z3 W\— W3 Z\— Z3 
Upravíme-li nalezený vztah dále, získáme 

Z(W2 - CCW3) - W2Z3 + CCW3Z2 

w — . 
z(l - 0C) + 0CZ2 - Z3 

Aby se jednalo o homografii, nesmí se determinant rovnat nule, tedy 

(w2- aw3)(az2-Z3) - (-W2Z3 + aw3Z2)(l - a)— 

= CCW2Z2 - W3Z3 - CC2W3Z2 + CCW3Z3 + W2Z3 ~ CCW3Z2 ~ CCW2Z3 + CC2W3Z2 

= a (w2Z2 + W3Z3-W3Z2-W2-Z3)=a(w2(z2-Z3)-W3(z2-Z3))=OC(z2-Z3)(w2-W3). 

Jelikož Z2) Z3 a W2, W3 jsou navzájem odlišné, nemůže se determinant rovnat nule a můžeme 
říci, že se jedná o homografii. 
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4.1.1 Speciální případy homografie 
Dále se zaměříme na tři speciální typy lineární lomené funkce a podíváme se, jak zobrazí 
různé množiny. 

Věta 4.1.5 (Zobrazení reálné osy na sebe). Nechť a, b, c,d G M, pak homografie 

az + b 
w cz + d 

transformuje reálnou osu na sebe. 

Pokud je det ^ ^\ > 0, pak se polorovina 3 (z) > 0 zobrazí na polorovinu 3 (w) > 0 a 

polorovina 3 (z) < 0 na polorovinu 3 (w) < 0. 

Pokud je det ^ ^\ < 0, pak se polorovina 3 (z) > 0 zobrazí na polorovinu 3 (w) < 0 a 

polorovina 3 (z) < 0 na polorovinu 3(w) > 0. (Obrázek 4.4) 

Důkaz. Je očividné, že homografie zobrazí 91 (z) na reálnou osu, neboť má reálné 
koeficienty a,b,c, d. Nyní se podíváme, jak se zobrazí imaginární část z = x+iy, x, y G M, 

pro případ, kdy det y ^ j < 0 a 3(z) < 0. Tedy pro z = x — iy, y > 0 je 

w = 
a (x — yi) + (ax — aiy + b) (cx + d + icy) 
c(x — iy) +d (cx + d)2 + (cy)2 

acx2 + acy2 + adx + bcx + bd + iy(acx — acx — ad + bc) 
~ (cx + d)2 + (cy)2 

acx + acy + adx + bcx + bd — iy(ad — bc) 
~ (cx + d)2 + (cy)2 

Vidíme, že jediná imaginární část v této rovnici je —y(ad — bc). Jelikož je ad — bc < 0 a 
y > 0, je 3 (w) > 0. Pro ostatní případy dokážeme analogicky. 

•3 (z) 

K(z) 

Obrázek 4.4: Transformace reálné osy na sebe pro ad — bc < 0 a 3 (z) < 0. 

Věta 4.1.6 (Transformace reálné osy na jednotkovou kružnici). Pro zo G C, jehož imagi
nární část je nenulová a pro <p G M je homografie 

w — e 
Z-ZQ 
Z - Ž Ô 
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transformací reálne osy na jednotkovou kružnici \w\ — 1. 
Pokud je 3 (zo) > 0, pak se polorovina 3 (z) > 0 zobrazí na vnitřek kružnice \w\ = 1 a 
polorovina 3 (z) < 0 na vnějšek kružnice \w\ — 1. 
Pokud je 3 (zo) < 0, pak se polorovina 3 (z) > 0 zobrazí na vnějšek kružnice \w\ = 1 a 
polorovina 3 (z) < 0 na vnitřek kružnice \w\ — 1. (Obrázek 4.5) 

Důkaz. Důkaz můžeme najít například v [3]. 

Věta 4.1.7 (Zobrazení jednotkové kružnice na sebe). Nechť\zo\ ^ 1 a <p G R, pak homo-
grafie 

im Z-ZQ w — e Y-— 
I -zoz 

transformuje kružnici \z\ — 1 na kružnici \w\ = 1. 
Jestliže je \zo\ > 1, jcafc *e vnitřek kružnice \z\ = 1 zobrazí na vnějšek kružnice \w\ = 1 a 
vnějšek kružnice \z\ — 1 se zobrazí na vnitřek kružnice \w\ — 1. (Obrázek4.6) 
Jestliže je \zo\ < 1, jcafc se vnitřek kružnice \z\ = 1 zobrazí na vnitřek kružnice \w\ = 1 a 
vnějšek kružnice \z\ — l se zobrazí na vnějšek kružnice \w\ — 1. 

Důkaz. Důkaz můžeme najít například v [3]. 



Kapitola 4. Lineární lomená funkce 31 

v 

4.1.2 Řešené příklady 
Příklad 1 
Určete homografii w — L(z), která přiřadí bodu z\ = 1 + i bod w\ — 0, bodu zi — 0 0 bod 
W2 — 2 a bodu Z 3 = i bod W 3 = i . 

Řešení: Z důkazu věty 4.1.4 víme, že pokud máme tři odlišné páry bodů, pak 

W\ — W2 _ W — W2 _ Z\ — Z2 . Z — Z2 

Wi — W3 W — W3 Z\— Z3 Z — Z3 

Jelikož je Z2 — 00, upravíme pravou stranu této rovnice následovně 

Z\ -Z2 . Z~Z2 _ ži . Z2 _ " I . " I 
Z\— Z3 Z — Z3 Z\— Z3 Z — Z3 Z\— Z3 Z Z3' 

odtud 

W\—W2 —1 

a = : , 
W 1 - W 3 Z 1 - Z 3 
Wi — W2 Zl — Z3 

a = — , 
W] — W3 —1 

a(w\ -W3) = (w\-w2)(z3-zi), 
a ( - i ) = ( - 2 ) ( i - l - i ) , 

a = 2i, 
a výsledná rovnice má tvar 

ZW2 — W2Z3 + OCW3 2z — li + li -i 2z — li — 2 

Z + CC-Z3 z + 2i — i z + i 

Příklad 2 

Určete homografii w — L(z), která zobrazí polorovinu 3(z) > 0 na kruh |w| < 1 a body 
zi = 3, Z2 — 2i na body w\ — —c, W2 — c, c G C. 

Řešení: Z věty 4.1.6 víme, že hledané zobrazení bude mít tvar w — el(p 5̂= a 3 (zo > 0). 
Pro zadané body tedy platí 

—c — e

lr± — ; C — ev- = . 
| - z o 2 ř - z o 

Z těchto rovnic získáme 
-4zožô + Sizo + 5ižô + 4 = 0. 

Pro zo = XQ + iyo, ŽQ — XQ — iyo má tato rovnice tvar 

~^l + yl) + 5(-yo + ÍXQ) + 5(y0 + ix0) + 4 = -4(x§ + 10/x0 + 4 = 0. 
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Vidíme, že imaginární část této rovnice je lOix = 0 x — 0, a tedy zo — —zo- Po dosazení 
do rovnice získáme 

4 ^ + 4 = 0, 

z které nám vyjde zo = i- Pokud dosadíme zo do rovnice c = ei<p2áE= získáme el(p — 3c. 
Výsledné zobrazení je tedy 

w — 3c . 
z + i 

Příklad 3 

Určete obraz kružnice G — {z:\z-2 —i\ — \fŠ} při zobrazení w — ^ y 2 . 
V 1 

Řešení: Je zřejmé, že zobrazení w můžeme rozepsat na w — 4 — i , čímž rozdělíme zobrazení 
na dvě zobrazení kruhovou inverzi a posunutí. 

1. Nejdříve se podíváme na kruhovou inverzi se středem v počátku. Platí |2 + i\ — v 5 , 
a tedy kružnice prochází počátkem. Z definice kruhové inverze víme, že kružnice 
procházející počátkem se zobrazí na přímku. Vezmeme dva body ležící na kružnici a 
podle bodů, na které se zobrazí určíme tuto přímku. Můžeme vybrat například body 
protínající reálnou a imaginární osu, tedy body z\ = 4, Z2 = 2i. Tyto body se zobrazí 
na body w\ — \,W2 — j . Tyto body určují přímku G\ — {w : 3(w) = — 29?(w) +1}. 

2. Posuneme přímku G\ o — i a získáme přímku / / = {w : 3(w) = — 29?(w) — \ }. 

Příklad 4 
Určete holomorfní funkci, která zobrazí pás G — {z: — y < 3 (z) < — ̂ } na oblast 
# = {w: 9?(w) >0}\(3,oo). 

Řešení: Víme, že funkce sinz zobrazí pás D\ — {z: 0 < 9? (z) < f } na oblast D2 — {w : 
9?(w) > 0} \ (1,00) a z této oblasti pak snadno získáme požadovanou oblast. Tedy nejdříve 
musíme dostat pás G do tvaru oblasti D\. Jednotlivé kroky jsou zobrazeny na obrázku 4.7 

1. Nejdříve pás G otočíme užitím otočení f\(z) = el%z na pás G\ — {w : f < 9?(w) < 

4 i-

2. Poté pás G\ posuneme užitím posunutí f2 (z) = z— f napás G2 — {z: 0 < 9?(w) < f } 

3. Dále použijeme stejnolehlost, aby měla množina rozměry, které chceme, tedy f3 (z) = 
2z a nový pás je G 3 = {w : 0 < 9?(w) < f }. 

4. Vidíme, že už máme množinu ve vhodném tvaru pro sinz, takže fa(z) — sinz a nová 
množina je G4 = {w : 9?(w) > 0} \ (I , 0 0 ) . 

5. A nakonec už jen použijeme stejnolehlost f5 (z) = 3z a získáváme výslednou oblast 
H = {w: 9?(w) > 0 } \ ( 3 , ° o ) . 

Hledaná funkce má tvar 

f {z) = f5 o U 0 h 0 / 2 o ň (z) = 3 sin (2elh - n). 

file://{z:/z-2
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Obrázek 4.7: Příklad 4. 

Příklad 5 

Určete obraz H množiny G = {z : — 2 < 9?(z) < 2, — | < 3 (z) < f }, při holomorfní funkci 
- x Z i 1 i ; 3 T T 

/(z) = e 4 + 2 + ř x . 

Řešení: Funkci / si rozdělíme na složení funkcí následovně f (z) — h° f 2 ° fi (z), kde 
/ i (z ) = f, fi{z) = z + 5 + / 3 ( Z ) = e Z - Jednotlivé kroky jsou zobrazeny na obrázku 4.8. 

1. Nejdříve použijeme stejnolehlost / i (z ) = | , nová množina je G\ — {w : — \ < 
9 í ( w ) < i , - f < 3 ( w ) < | . } 

2. Dále posuneme množinu G\ pomocí /z (z) = z + 5 + 1 ^ a získáme množinu G2 = 
{w : 0 < 9í(w) < 1, f < 3(w) < f . } 

3. Nakonec použijeme exponenciální funkci. Rozsah 9í(z) určí hraniční vzdálenosti 
výsledné množiny a rozsah 3 (z) určí počáteční a konečný úhel argw. Pro 9í(z) € 
(0,1) jsou hraniční vzdálenosti |vt>i| = e° = 1, |w2| = e1 = e, pro 3 (z) G (f, f ) je 
počáteční úhel arg w\ — | a konečný úhel arg W2 = f . 

Výsledná množina je H = {w : 1 < |w| < e, f < arg(w) < f } . 
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Příklad 6 

Určete holomorfní funkci, která zobrazí množinu G = {z : |z| < 2, 0 < argz < | } na oblast 
# = { z : | z | > 1} a body y/2, 0 na body 4, 2. 

Řešení: Z věty 4.1.7 víme, jak vypadá lineární lomená funkce, která zobrazuje vnitřek 
jednotkové kružnice na vnějšek jednotkové kružnice. Funkci si rozdělíme do dvou částí: 
první, která zobrazí zadanou oblast na vnitřek jednotkové kružnice a druhou, která zobrazí 
vnitřek jednotkové kružnice na vnějšek jednotkové kružnice tak, aby se zadané body 
zobrazily takovým způsobem, jak je třeba. Jednotlivé kroky jsou zobrazeny na obrázku 4.9. 

1. Funkce f\ (z) — \z zobrazí množinu G na množinu G\ — {w : \w\ < 1, 0 < arg(w) < 

2. Funkcí f2(z) — z4 se oblast G\ zobrazí na vnitřek kružnice G2 = {w : \w\ < 1}. 

3. Nyní máme množinu v požadovaném tvaru. Funkce, která zobrazí vnitřek jednotkové 
kružnice na vnějšek jednotkové kružnice má tvar 

i'm Z ZO i i 1 

w = ev-——, zo > 1. 
1 -zoz 

Pro zadané body platí f2 o f\ (z\) — \, f2 0 fi {zi) — 0, vychází nám tedy 
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Z těchto rovnic získáváme 2zoZo -4zo - 1 = 0 , jediná imaginární část v této rovnici 
je 3(zo) a tedy musí být rovna nule, takže zo — žô, pak má rovnice 2ZQ — 4zo — 1 = 

0 kořeny 1 — J\ a 1 + \J\. Protože máme podmínku |zo| > 1 je zo = 1 + \J\-

Dosadíme-li zo do rovnice 2 = — el(pzo, získáme 

c"p 4(1 , ^ 

Zobrazení fo má tvar 

/ 3 ( z ) = 4 ( l - A / ^ Z 1 V 2 

l - d + A / f )Z 

Obrázek 4.9: Příklad 6. 

4.1.3 Úlohy k samostatnému výpočtům 

1. Určete funkci f(z), která přiřadí bodům z i , Z 2 , Z 3 body w\, W2, W 3 , pro 
a) z i = - i , Z2 = 0, Z3 = - 1 - 1 a wi = 2+4Í, W2 = - 1 , W3 = 14-1, 
b) zi = 1, Z2 = 2, Z3 = 3 a wi = i , w 2 = 2Í, W 3 - - 2 , 
c) Z l = í, Z 2 = 0 0 , Z 3 = l a w i = 2 - í, W 2 = — i , W 3 = 0. 
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2. Určete funkci f(z), která transformuje polorovinu 3 (z) > 0 na kruh |w| < 1 a body 
z\ = 1 + z', Z2 = z na body wi = 0, w2 — c. 

f(z)=c(l-2i)^. 

3. Určete funkci f (z), která transformuje polorovinu 3 (z) < 0 na kruh |w| < 1 a body 
z\ = - 1 - 5 , Z 2 = —1—3/ na body w\ = - \ , w2 = \. 

\m = m\ 
4. Nalezněte množinu H, na kterou se zobrazí množina G při funkci w = •=, kde 

a) G = { z : | z - 3 + i | = \ / ÍÔ}, 
b) G = { z : \z+l-i\ = 1}. 

[a)// = {w : 3(w) = 39t(w) — \},b)H = {w: \w + \ -i Í i _ v 7 ! }] 

5. Určete holomorfní funkci, která zobrazí pás G = {z: 9t (z) < 0, TT < 3 (z) < 0} na ob
last// = {w : \w-e2i\ < e2, 3(w) < e2}. 

^ z ) = e(z+2)+e2i] 

6. Určete holomorfní funkci, která zobrazí pás G = {z : - § < 9t (z) < 0, 0 < 3 (z) < f } 
na oblast vyobrazenou na obrázku 4.10. 

[/(z) = 2 c o s ( 2 z + * - / § ) ] 

Obrázek 4.10 

7. Určete holomorfní funkci, která zobrazí pás G = {z : 0 < 91 (z) < 1, 0 < 3(z)} 
na množinu H = {w : |w| > 1, § < argw < 
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[ f { z ) = e - i l z + l m ] 

8. Určete holomorfní funkci, která zobrazí pás G na oblast H — {w : 9t (w) < 0, 3 (w) > 
0}, pro 
a) G = { z : 0 < 9 í ( z ) < 7t} 
b) G = {z: 91 (z) < 4, - T T < 3(z) < n} 

[a) f (z) = e i ^ \ b) f (z) = s in(- / f - f + i)] 

9. Určete obraz 77 množiny G = {z : 9Í (z) < 0, — 1 < 3 (z) < 0}, při holomorfní funkci 

[H = {w: \W\ >e, 9?(w) > 0}] 

10. Určete obraz 77 množiny G = {z: 0 < 9t (z) < 1, - ^ < 3 (z) < - f }, při holomorfní 
funkci/(z) = e ( 2 ž - ^ - 1 ) . 

[77 = {w : e"1 < |w| < e, 3(w) > 0}] 

11. Určete obraz 77 množiny G = {z : < 3 (z) < 2n}, při holomorfní funkci f (z) — 
s i n ( - £ z - f & ) . 

[77 je množina ohraničená hyperbolou 2(9í(w)) 2 — 2(3(w)) 2 = l] 

12. Určete obraz 77 oblasti G = {z : 0 < 9t(z) < §, - 1 < 3(z) < -\}, při holomorfní 
funkci /(z) = cos(2z +1). 

[77 je množina ohraničená reálnou a imaginární osou, pravou větví hyperboly 
4(9?(w))2

 A(ci( \\2 i u - i • v (9?(w))2 . (3(w)) 2 , i 
v o ; ; — 4 3 w - l a horní polovinou elipsy v V / . + . l 2 , , N = 1 

i \ \ // f tr J C O sh^ (1) s inh z ( l ) J 

13. Určete obraz 77 množiny G = {z : 1 < |z| < 3, f <argz< fft}, při holomorfní funkci 
/(z) = ( e - ? § ) 3 . 

[H = {w : jj < \w\ < 1}, 0 < argw < \iz] 



Závěr 

Hlavním cílem této bakalářské práce bylo vytvořit ucelený text pojednávající o komplex
ních funkcích a jejich geometrickém zobrazení. První kapitola shrnula základní pojmy 
potřebné k porozumění tématu této bakalářské práce. Ve druhé kapitole jsou popsány 
základní vlastnosti některých elementárních funkcí komplexní proměnné doprovozené 
o vhodné grafy, které ukazují, jak se zobrazí vybrané funkce do Gaussovy roviny. Ve třetí 
kapitolejsou uvedeny základní vlastnosti lineární funkce, speciální případy lineární funkce, 
řešené příklady, které využívají uvedenou teorii a nakonec neřešené úkoly k procvičení. 
Poslední kapitola je zaměřená na vlastnosti lineární lomené funkce, její speciální příklady. 
Na konci této kapitoly jsou řešené příklady a neřešené úkoly k procvičení. 
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