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Abstrakt

Práce se věnuje vyšetřovánı́ oscilačnı́ch a spektrálnı́ch vlastnostı́ diferenciálnı́ch ope-
rátorů druhého řádu. Je složena ze dvou kapitol. V prvnı́ se zavádı́ základy teorie lineárnı́ch
operátorů v Hilbertově prostoru. Druhá kapitola je zaměřena ba Sturmovy-Liouvilleovy
diferenciálnı́ operátory. Zvláštnı́ pozornost je věnována Weylově LP/LC klasifikaci.

Abstract

The thesis is devoted to the investigation of the oscillation and spectral properties
of second order differential operators. It consists of two chapters. In the first one we
introduce essentials of the theory of linear operators in a Hilbert space. The second chapter
is focused on Sturm-Liouville differential operators. A particular attention is devoted to
the Weyl LP/LC classification.
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Úvod

Předložená diplomová práce je věnována studiu oscilačnı́ch a spektrálnı́ch vlastnostı́ li-
neárnı́ch diferenciálnı́ch operátorů druhého řádu. Práce je rozdělena do dvou základnı́ch
kapitol. Prvnı́ se věnuje základům teorie lineárnı́ch operátorů v Hilbertově prostoru. Jsou
zde uvedeny pojmy jako adjungovaný operátor, symetrický a samoadjungovaný operá-
tor, deficitnı́ indexy a je zde popsána konstrukce samoadjungovaných rozšı́řenı́ symet-
rických operátorů. Druhá kapitola je zaměřena na Sturmovy-Liouvilleovy diferenciálnı́
operátory druhého řádu. Nejprve jsou zavedeny pojmy jako minimálnı́ a maximálnı́
operátor generovaný Sturmovým-Liouvilleovým diferenciálnı́m výrazem a je specifiko-
ván pojem deficitnı́ch indexů na tento speciálnı́ přı́pad. Hlavnı́ část kapitoly pojednává
o Weylově LP/LC klasifikaci. Závěrečná část kapitoly je věnována oscilačnı́m vlastnostem
Sturmových-Liuvilleových diferenciálnı́ch rovnic.

Hlavnı́m zdrojem byly monografie [8], [9] doplněné [2]. Předpokládá se, že čtenář je
seznámen se základy lineárnı́ funkcionálnı́ analýzy.

– viii –



Kapitola 1

Lineárnı́ operátory v Hilbertových
prostorech

1.1 Základy teorie Hilbertových prostorů

1.1.1 Abstraktnı́ definice Hilbertova prostoru
Nejdřı́ve uved’me několik poznámek ke značenı́. Necht’ a,b ∈ R∪{−∞,∞} jsou takové,
že −∞ ≤ a < b ≤ ∞. Označme symbolem L 1(a,b) prostor lebesgueovsky měřitelných
funkcı́ f : (a,b)→ C, pro které ∫ b

a
| f (x)|dx < ∞.

Dále, symbolem L 1
loc(a,b) označme množinu všech takových funkcı́ f : (a,b)→C, že pro

každý (kompaktnı́) interval [α,β ]⊆ (a,b) platı́ f ∈L 1[α,β ].

Definice 1.1.1. Lineárnı́ (vektorový) prostor H nad tělesem K (K = R nebo K = C)
se skalárnı́m součinem 〈·, ·〉 nazýváme Hilberovým prostorem, jestliže H je úplný.

Poznámka. Pokud K = R (resp. K = C) nazýváme Hilbertův prostor H reálným (resp.
komplexnı́m) Hilbertovým prostorem.

Protože pomocı́ skalárnı́ho součinu můžeme definovat normu a pomocı́ normy metriku,
Hilbertův prostor je normovaným i metrickým prostorem. Proto můžeme zavést pojmy
charakteristické pro tyto prostory, napřı́klad pojmy: otevřená množina, uzavřená množina,
uzávěr množiny, konvergentnı́ posloupnost, cauchyovská posloupnost. Pojmy, důležité
pro nastudovánı́ této práce, budou většinou uvedeny ve formálnı́ definici.

Připomeňme, že metrický prostor H je úplný, jestliže každá cauchyovská posloupnost
z H je konvergentnı́ v H. Uzávěr množiny M ⊆H v metrickém prostoru H budeme značit
M. Řekneme, že množina M ⊆H je hustá v metrickém prostoru H, jestliže M = H. Pokud
bude zřejmé, o jaký prostor se jedná, budeme stručně řı́kat, že množina M je hustá.

Normu v normovaném prostoru H budeme značit symbolem ‖·‖.
Podprostorem Hilbertova prostoru H budeme rozumět jeho lineárnı́ podprostor. Pod-

prostor U Hilbertova prostoru H je Hilbertův prostor právě tehdy, když množina U je
uzavřená v prostoru H. Podprostor U Hilbertova prostoru H se nazývá uzavřený podpro-
stor, jestliže U je uzavřená množina v H.

– 1 –



Kapitola 1. Lineárnı́ operátory v Hilbertových prostorech 2

Přı́klad. Necht’a,b ∈ R∪{−∞,∞} jsou opět takové, že −∞≤ a < b≤ ∞. Označme

L 2(a,b) = { f ∈L 1(a,b) :
∫ b

a
| f (x)|2dx < ∞}.

Množina L 2(a,b) je lineárnı́ prostor nad tělesem C. Definujme

〈 f ,g〉L 2(a,b) =
∫ b

a
f (x)g(x)dx

pro f ,g ∈L 2(a,b). Zobrazenı́ 〈·, ·〉L 2(a,b) je skalárnı́m součinem na prostoru L 2(a,b).
Prostor L 2(a,b) spolu se skalárnı́m součinem 〈·, ·〉L 2(a,b) tvořı́ komplexnı́ Hilbertův pro-
stor, viz napřı́klad [8].

Prostor L 2(a,b) je normovaným prostorem s normou definovanou vztahem

‖ f‖L 2(a,b) =
√
〈 f , f 〉L 2(a,b) =

(∫ b

a
| f (x)|2dx

) 1
2

pro f ∈ L 2(a,b). Odtud L 2(a,b) je i metrickým prostorem s metrikou definovanou
vztahem

ρ( f ,g) = ‖ f −g‖L 2(a,b) =

(∫ b

a
| f (x)−g(x)|2dx

) 1
2

pro f ,g ∈L 2(a,b).

Definice 1.1.2. Necht’H je Hilbertův prostor. Řekneme, že prvky f ,g∈H jsou ortogonálnı́
nebo také kolmé (značı́me f ⊥ g), jestliže 〈 f ,g〉 = 0. Dále, necht’ M ⊆ H je libovolná
množina. Označme

M⊥ = { f ∈ H : 〈 f ,g〉= 0 pro g ∈M}.

Množina M⊥ se nazývá ortogonálnı́ komplement (ortogonálnı́ doplněk) množiny M.

Poznámka. V podobném duchu můžeme definovat kolmost prvku na množinu nebo kol-
most množiny na množinu. Platı́ H⊥ = {0} a {0}⊥ = H, tj. nulový prvek prostoru H je
jediný prvek, který je ortogonálnı́ ke každému prvku prostoru H. Ortogonálnı́ komple-
ment množiny je vždy uzavřený podprostor v H. Pro každé M1,M2 ⊆ H inkluze M1 ⊆M2
implikuje M⊥2 ⊆M⊥1 .

V lineárnı́m prostoru H budeme značit lineárnı́ obal množiny M⊆H symbolemLin(M)
a lineárnı́ obal prvků f1, . . . , fn ∈ H symbolem Lin{ f1, . . . , fn}. V Hilbertově prostoru H
pak platı́

M⊥ = Lin(M)⊥ = Lin(M)
⊥

pro libovolnou M ⊆ H.

Důkaz následujı́cı́ věty lze nalézt [8].

Věta 1.1.3. Necht’H je Hilbertův prostor a U je jeho uzavřený podprostor. Pak U⊥⊥ =U
a každý prvek f ∈ H lze jednoznačně zapsat ve tvaru

f = f1 + f2, pro f1 ∈U, f2 ∈U⊥.
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Lemma 1.1.4. Necht’H je Hilbertův prostor. Platı́ následujı́cı́ tvrzenı́.

a) Necht’M ⊆ H je libovolná. Pak platı́

M⊥⊥ = Lin(M).

b) Rovnost M⊥ = {0} platı́ právě tehdy, když Lin(M) = H.

Důkaz. a) Platı́ M⊥ = Lin(M)
⊥

. Z Věty 1.1.3 plyne, že

Lin(M) = Lin(M)
⊥⊥

= M⊥⊥.

b) Pokud M⊥ = {0}, pak M⊥⊥ = Lin(M) = {0}⊥ = H. Naopak, necht’Lin(M) = H.
Platı́ M⊥⊥ = Lin(M), tj. M⊥⊥ = H. Odtud, užitı́m Věty 1.1.3, M⊥ = M⊥⊥⊥ = H⊥ =
= {0}.

Definice 1.1.5. Necht’U,V jsou podprostory lineárnı́ho prostoru H a platı́

U ∩V = {0}.

Součet podprostorů U +V = {g1 +g2 : g1 ∈U,g2 ∈ V} nazveme direktnı́, jestliže každý
prvek f prostoru U +V lze vyjádřit jednoznačně ve tvaru

f = g1 +g2 pro g1 ∈U,g2 ∈V.

Direktnı́ součet budeme značit U uV . Pokud navı́c H je Hilbertův prostor a platı́ U ⊥V ,
pak direktnı́ součet budeme nazývat ortogonálnı́ součet a značit U⊕V .

Důkaz následujı́cı́ věty lze nalézt [8].

Věta 1.1.6. Necht’H je Hilbertův prostor a U,V,W ⊆H jeho podprostory. Platı́ následujı́cı́
tvrzenı́.

a) Necht’U ⊥V , pakU⊕V je uzavřený podprostor právě tehdy, kdyžU,V jsou uzavřené
podprostory.

b) Necht’U,W jsou uzavřené podprostory takové, že U ⊆W . Pak existuje právě jeden
uzavřený podprostor V takový, že V ⊆W , U ⊥V a

W =U⊕V.

V tomto přı́padě pı́šeme V =W 	U .

Poznámka. Prostoru V z části b) Věty 1.1.6 se řı́ká ortogonálnı́ komplement (ortogonálnı́
doplněk) prostoru U vzhledem k (Hilbertovu) prostoru W .

Lemma 1.1.7. Necht’H je Hilbertův prostor a U,V jsou uzavřené podprostory prostoru
H. Je-li W =V ⊕U , pak U⊥ =W⊥⊕V .

Důkaz. b) Zřejmě W je uzavřený, proto platı́ H = W⊥⊕W = W⊥⊕V ⊕U , podobně
H =U⊥⊕U . Odtud U⊥ =W⊥⊕V .
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Nynı́ stručně připomeneme definici rozkladového prostoru a jeho základnı́ vlastnosti.
Necht’U,V jsou podprostory lineárnı́ho prostoru H a platı́ V ⊆U . Pro libovolné f ∈U
množinu

f +V = { f +g : g ∈V}
nazýváme třı́dou prostoru U podle podprostoru V určenou prvkem f a značı́me ji [ f ].
Pro libovolné f ,g∈U platı́ [ f ] = [g] právě tehdy, když f ∈ [g] právě tehdy, když f −g∈V .
Označme symbolem U/V množinu všech třı́d prostoru U podle podprostoru V . U/V je
rozkladem množinyU , tj. sjednocenı́ všech třı́d je prostorU a libovolné dvě různé třı́dy jsou
disjunktnı́. Množina U/V je lineárnı́m prostorem s operacemi definovanými následovně

[ f ]+ [g] = [ f +g] a c[ f ] = [c f ]

pro f ,g ∈U a c ∈K.

Definice 1.1.8. Necht’ H je lineárnı́ prostor a U,V podprostory prostoru H. Řekneme,
že prvky

f1, . . . , fn ∈U jsou lineárně nezávislé modulo V,

jestliže pro libovolné α1, . . . ,αn ∈ C platı́ implikace

α1 f1 + · · ·+αn fn ∈V ⇒ α1 = · · ·= αn = 0.

Pokud existuje n∈N prvků prostoru U lineárně nezávislých modulo V a libovolných n+1
prvků prostoru U nenı́ lineárně nezávislých modulo V , pak řekneme, že

U má dimenzi n modulo V, a pı́šeme dim(V )U = n.

Poznámka. Zřejmě, pokud jsou prvky f1, . . . , fn lineárně nezávislé modulo V , pak jsou
i lineárně nezávislé, protože pro libovolné α1, . . . ,αn ∈ C zejména platı́

α1 f1 + · · ·+αn fn = 0 ∈V ⇒ α1 = · · ·= αn = 0.

Zřejmě, pokud prvky f1, . . . , fn ∈U jsou lineárně nezávislé modulo V , pak platı́ dim(V )U =
= n právě tehdy, když platı́

U +V = Lin{ f1, . . . , fn}+V.

Lemma 1.1.9. Necht’H je lineárnı́ prostor a U,V podprostory prostoru H. Pokud dim(V )U
existuje, pak platı́ dim(V )U = dimU/V .

Důkaz. Necht’ f1, . . . , fn ∈U . Ukážeme, že f1, . . . , fn jsou lineárně nezávislé modulo V
právě tehdy, když třı́dy [ f1], . . . , [ fn] ∈U/V jsou nezávislé v rozkladovém prostoru. Necht’
[ f1], . . . , [ fn] ∈U/V jsou lineárně nezávislé, tedy pro libovolné α1, . . . ,αn ∈ C platı́

α1[ f1]+ · · ·+αn[ fn] = [0]⇒ α1 = · · ·= αn = 0.

Implikaci můžeme ekvivalentně zapsat ve tvaru

[α1 f1 + · · ·+αn fn] = [0]⇒ α1 = · · ·= αn = 0.

Rovnost [α1 f1 + · · ·+αn fn] = [0] nastává právě tehdy, když

(α1 f1 + · · ·+αn fn)+V = 0+V,

tj. právě tehdy, když α1 f1 + · · ·+αn fn ∈V .
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Poznámka. Zřejmě, pokud prvky f1, . . . , fn ∈U jsou lineárně nezávislé modulo V , ekvi-
valentně pokud v prostoru U/V jsou třı́dy určené těmito prvky lineárně nezávislé platı́:
dimU/V = n právě tehdy, když platı́

U +V = Lin{ f1, . . . , fn}+V.

Lemma 1.1.10. Necht’H je lineárnı́ prostor a U,V podprostory prostoru H a dimU = n.
Pak U +V je direktnı́ součet právě tehdy, když

dim(U +V )/V = dimU = n.

Důkaz. Necht’ f1, . . . , fn je báze U a necht’ U +V je direktnı́ součet, pak U +V =
= Lin{ f1, . . . , fn}uV . Proto f1, . . . , fn jsou lineárně nezávislé modulo V , tedy platı́
dim(U +V )/V = dimU = n.

Naopak, necht’ dim(U +V )/V = dimU = n. Pak existuje báze [ f1], . . . , [ fn] prostoru
(U +V )/V , proto i f1, . . . , fn jsou lineárně nezávislé modulo V . Odtud

V +Lin{ f1, . . . , fn}=V +U

je direktnı́ součet.

1.1.2 Základnı́ vlastnosti operátorů
Definice 1.1.11. Necht’H1,H2 jsou lineárnı́ prostory nad tělesem K a U je lineárnı́ pod-
prostor prostoru H1. Lineárnı́ zobrazenı́ T : U→H2 nazýváme lineárnı́ operátor (nebo jen
operátor) z H1 do H2 s definičnı́m oborem U , který značı́me symbolem D(T ). Obor hod-
not operátoru T značı́me symbolem R(T ). Je-li H = H1 = H2, řı́káme, že T je lineárnı́m
operátorem na H.

Poznámka. Pro f ∈D(T ) budeme často psát T f na mı́sto formálnějšı́ho zápisu T ( f ).
Symbolem I budeme značit identický operátor na H1 (D(I) =H1). Platı́, že obor hodnot

R(T ) je podprostor prostoru H2. Operátor T je injektivnı́ právě tehdy, když pro libovolné
f ∈D(T ) rovnost T f = 0 implikuje f = 0. Pokud je operátor T injektivnı́, řekneme, že je
invertibilnı́; v tomto přı́padě můžeme definovat inverznı́ operátor T−1 vztahy

D(T−1) = R(T ), T−1g = f pro g = T f ∈R(T ).

Zřejmě T−1 je lineárnı́m operátorem. Pro lineárnı́ operátory S,T zaved’me standardnı́m
způsobem operátory S+T a cT pro c ∈ K. Složenı́ S ◦T operátorů S,T budeme stručně
značit ST .

Definice 1.1.12. Necht’H1,H2 jsou lineárnı́ prostory a necht’S a T jsou lineárnı́ operátory
z H1 do H2. Operátor T se nazývá rozšı́řenı́ operátoru S (operátor S se nazývá restrikce
operátoru T ) a pı́šeme S⊆ T , jestliže

D(S)⊆D(S) a S f = T f pro f ∈D(S).

Definice 1.1.13. Necht’H1,H2 jsou lineárnı́ prostory a necht’T je lineárnı́ operátor z H1
do H2. Množina { f ∈D(T ) : T f = 0} se nazývá jádro operátoru T a značı́ se KerT .
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Poznámka. Jádro operátoru je podprostor prostoru D(T ).

Definice 1.1.14. Necht’ H1,H2 jsou lineárnı́ normované prostory a necht’ T je lineárnı́
operátor z H1 do H2. Operátor T se nazývá spojitý v bodě f ∈ D(T ), jestliže pro každou
posloupnost { fn}∞

n=1 ⊆D(T ) platı́

fn→ f ⇒ T fn→ T f .

Operátor T se nazývá spojitý, jestliže je spojitý v každém f ∈D(T ).
Dále, operátor T se nazývá ohraničený, jestliže existuje konstanta c > 0 taková,

že pro každé f ∈D(T ) platı́
‖T f‖ ≤ c‖ f‖ . (1.1)

Poznámka. Ve vztahu (1.1) je norma nalevo v prostoru H2 a norma napravo v prostoru H1.
Pokud bude jasné, o jakou normu se jedná, budeme je i nadále značit stejným symbolem.

Věta 1.1.15. Necht’H1,H2 jsou lineárnı́ normované prostory a necht’T je lineárnı́ operátor
z H1 do H2. Pak následujı́cı́ tvrzenı́ jsou ekvivalentnı́.

a) Operátor T je spojitý.
b) Operátor T je spojitý v 0.
c) Operátor T je ohraničený.

Důkaz. Zřejmě a)⇒ b). Nejdřı́ve ukážeme, že b)⇒ c). Předpokládejme, že T nenı́ ohra-
ničený, pak pro každé n ∈ N existuje fn ∈D(T ) takové, že

‖T fn‖> n‖ fn‖ .

Zejména vidı́me, že fn 6= 0. Bez újmy na obecnosti předpokládejme, že ‖ fn‖= 1/n. Odtud
fn→ 0 a

‖T fn‖> n
1
n
= 1,

což je ve sporu se spojitostı́ operátoru T v bodě 0.
Nynı́ ukážeme, že c)⇒ a). Pro libovolné f ∈ D(T ) platı́ ‖T f‖ ≤ c‖ f‖ pro nějakou

konstantu c > 0. Zvolme pevně prvek f0 ∈ D(T ) a posloupnost { fn}∞
n=1 ⊆ D(T ), která

konverguje k tomuto prvku. Pak platı́

‖T fn−T f0‖= ‖T ( fn− f0)‖ ≤ c‖ fn− f0‖→ 0.

Odtud T fn→ T f0.

Definice 1.1.16. Necht’ H1,H2 jsou lineárnı́ normované prostory a necht’ T je lineárnı́
ohraničený operátor z H1 do H2. Definujme

‖T‖= inf{c ∈ R : c > 0, ‖T f‖ ≤ c‖ f‖ pro f ∈D(T )}.

Čı́slo ‖T‖ se nazývá norma operátoru T .
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Poznámka. Norma operátoru T je normou v prostoru všech lineárnı́ch ohraničených ope-
rátorů z H1 do H2 definovaných na celém H1. Zřejmě platı́

‖T f‖ ≤ ‖T‖‖ f‖

pro f ∈D(T ).

Důkaz následujı́cı́ch dvou důležitých vět lze nalézt v [8].

Věta 1.1.17. Necht’ T je lineárnı́ ohraničený operátor z H1 do H2, kde H1 je lineárnı́
normovaný prostor a H2 je Banachův prostor. Pak existuje jediné ohraničené rozšı́řenı́ S
operátoru T takové, že D(S) = D(T ). Platı́ ‖S‖= ‖T‖.

Věta 1.1.18 (Rieszova věta o reprezentaci). Necht’H je Hilbertův prostor. Prvek g ∈ H
určuje lineárnı́ spojitý funkcionál na H předpisem Tg( f ) = 〈g, f 〉, kde D(Tg) = H. Zob-
razenı́ definované předpisem g 7→ Tg bijektivně zobrazuje celý prostor H na celý prostor
lineárnı́ch spojitých funkcionálů na H definovaných na celém prostoru H. Platı́

Tc1g+c2h = c1 Tg + c2 Th

pro g,h ∈ H a c1,c2 ∈K.

Poznámka. Lineárnı́ spojitý funkcionál T na Hilbertově prostoru H (nad K) je lineárnı́
spojitý operátor z H do K.

Definice 1.1.19. Necht’ H1,H2 jsou lineárnı́ normované prostory a necht’ T je lineárnı́
operátor z H1 do H2. Operátor T se nazývá izometrický, jestliže

D(T ) = H1 a ‖T f‖= ‖ f‖ pro f ∈D(T ).

Operátor T se nazývá izomorfismus z H1 do H2, jestliže je izometrický a platı́

R(T ) = H2.

Operátor T , který je izomorfismem z Hilbertova prostoru H1 do Hilbertova prostoru H2
se nazývá unitárnı́.

Poznámka. Izometrický operátor T je injektivnı́, a tedy existuje inverznı́ operátor T−1,
který je izomorfismus z R(T ) do D(T ). Operátor T z Hilbertova prostoru H1 do Hilbertova
prostoru H2 je izometrický právě tehdy, když

〈T f ,T g〉= 〈 f ,g〉 pro f ,g ∈D(T ).

1.1.3 Adjungovaný operátor
Definice 1.1.20. Necht’ H1,H2 jsou lineárnı́ normované prostory a necht’ T je lineárnı́
operátor z H1 do H2. Řekneme, že operátor T je hustě definovaný, jestliže definičnı́ obor
D(T ) je hustý v H1.
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Definice 1.1.21. Necht’ H1 a H2 jsou Hilbertovy prostory. Necht’ T je lineárnı́ operátor
z H1 do H2 a necht’ S je lineárnı́ operátor z H2 do H1. Operátor S nazveme formálně
adjungovaným k operátoru T , jestliže platı́

〈g,T f 〉H2 = 〈Sg, f 〉H1 pro f ∈D(T ), g ∈D(S).

Poznámka. V definici jsme pro přehlednost rozlišili značenı́ skalárnı́ch součinů v jednot-
livých prostorech, ale dále již opět budeme značit oba skalárnı́ součiny stejně, pokud bude
z kontextu zřejmé, o který se právě jedná.

Operátor T z Definice 1.1.21 je zřejmě také formálně adjungovaným k operátoru S,
nebot’

〈 f ,Sg〉= 〈Sg, f 〉= 〈g,T f 〉= 〈T f ,g〉 pro f ∈D(T ), g ∈D(S).

Z tohoto důvodu budeme také řı́kat T a S jsou formálně adjungované navzájem. Operátor
S0, takový, že D(S0) = {0}, je formálně adjungovaný s každým operátorem z H1 do H2.

Pokud S je formálně adjungovaný k T , pak pro každé g ∈D(S) je lineárnı́ funkcionál
Lg definovaný vztahy

D(Lg) = D(T ), Lg f = 〈g,T f 〉

spojitý, nebot’pro každé f ∈D(Lg) platı́

Lg f = 〈g,T f 〉= 〈Sg, f 〉,

tj. Lg je zúženı́ na D(T ) spojitého funkcionálu TSg určeného Sg, viz Věta 1.1.18.
Jestliže D(T ) je hustý v H1, pak podle Věty 1.1.17 funkcionál Lg může být rozšı́řen

na H1 = D(T ) jediným způsobem. Necht’ L′g je tı́mto rozšı́řenı́m na H1. Pak podle Věty
1.1.18 existuje jednoznačně určený prvek h(g) ∈ H1 takový, že

L′g( f ) = 〈h(g), f 〉 pro f ∈ H1.

Pak zřejmě
〈g,T f 〉= Lg( f ) = L′g( f ) = 〈h(g), f 〉 pro f ∈D(T ),

tedy prvek h(g) je jednoznačně určen prvkem g a operátorem T .
Pokud S je formálně adjungovaný k T a g ∈D(S), pak platı́ Sg = h(g). Proto v tomto

přı́padě je každý formálně adjungovaný operátor k T zúženı́ adjungovaného operátoru T ∗,
který je definován nı́že.

Definice 1.1.22. Necht’ H1 a H2 jsou Hilbertovy prostory a necht’ T je hustě definovaný
lineárnı́ operátor z H1 do H2. Lineárnı́ operátor z H2 do H1 nazýváme adjungovaným
k operátoru T a značı́me ho T ∗, jestliže

D(T ∗) = {g ∈ H2 : existuje h(g) ∈ H1 takové, že
〈g,T f 〉= 〈h(g), f 〉 pro f ∈D(T )},

T ∗(g) = h(g) pro g ∈D(T ∗).
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Důkaz korektnosti Definice 1.1.22. Ukážeme, že h je zobrazenı́, jinými slovy: ke každému
g ∈ H2 existuje nanejvýš jeden prvek h(g) ∈ H1 splňujı́cı́

〈g,T f 〉= 〈h(g), f 〉 pro f ∈D(T ).

Pokud pro g∈H2 existujı́ prvky h1,h2 ∈H1 takové, že 〈h1, f 〉= 〈g,T f 〉= 〈h2, f 〉 pro každé
f ∈D(T ), pak

h1−h2 ∈D(T )⊥ = {0}.
Odtud h1 = h2. Definičnı́ obor D(T ∗) je neprázdný, nebot’určitě {0} ∈D(T ∗). Definičnı́
obor D(T ∗) je lineárnı́ podprostor prostoru H2 a T ∗ je lineárnı́ zobrazenı́ D(T ∗)→ H1,
nebot’pro g1,g2 ∈D(T ∗) a c1,c2 ∈K platı́

T ∗(c1g1 + c2g2) = h(c1g1 + c2g2) = c1h(g1)+ c2h(g2) = c1T ∗(g1)+ c2T ∗(g2).

Uvědomme si, že pokud g1 ∈ D(T ∗) pro h(g) ∈ H1, pak c1g1 ∈ D(T ∗) pro c1h(g) ∈ H1,
a podobně pro g1 +g2 ∈D(T ∗). Dále si uvědomme, že

〈h(c1g1 + c2g2), f 〉= 〈c1g1 + c2g2,T f 〉=
= c1〈g1,T f 〉+ c2〈g2,T f 〉=
= c1〈h(g1), f 〉+ c2〈h(g2), f 〉=
= 〈c1h(g1)+ c2h(g2), f 〉

pro f ∈D(T ) a D(T ) je hustý v H1.

Poznámka. Z již uvedených úvah vyplývá, že

D(T ∗) = {g ∈ H2 : funkcionál Lg( f ) = (g,T f ), f ∈D(T ) je spojitý na D(T )}.

Operátor T ∗ je formálně adjungovaný k T a je rozšı́řenı́m všech formálně adjungova-
ných operátorů k T .

Věta 1.1.23. Necht’T a S jsou hustě definované lineárnı́ operátory z Hilbertova prostoru
H1 do Hilbertova prostoru H2. Pak platı́ následujı́cı́ tvrzenı́.

a) Pokud T ∗ je hustě definovaný, pak T ∗∗ je rozšı́řenı́m operátoru T .
b) Platı́ KerT ∗ = R(T )⊥.
c) Pokud T ⊆ S, pak S∗ ⊆ T ∗.
d) Platı́ (cT )∗ = c T ∗ pro každé c ∈K\{0}.

Důkaz. a) Operátory T a T ∗ jsou formálně adjungované navzájem. Odtud T je restrikce
adjungovaného operátoru T ∗∗ operátoru T ∗.

b) Prvek g ∈ KerT ∗ právě tehdy, když g ∈ D(T ∗) a T ∗g = 0. Z hustoty definičnı́ho
oboru D(T ) je toto ekvivalentnı́ vztahu

〈T f ,g〉= 〈 f ,T ∗g〉= 0

pro každé f ∈D(T ), který je ekvivalentnı́ výroku g ∈R(T )⊥.
c) Plyne přı́mo z definice adjungovaného operátoru.
d) Platı́ 〈g,T f 〉= 〈T ∗g, f 〉 pro f ∈D(T ) a pro g ∈D(T ∗). Proto pro operátor cT platı́

〈g,cT f 〉= c〈g,T f 〉= c〈T ∗g, f 〉= 〈c T ∗g, f 〉

pro f ∈D(T ) a pro g ∈D(T ∗).
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Definice 1.1.24. Necht’T je lineárnı́ operátor na Hilbertově prostoru H. Řekneme, že T je
hermitovský, jestliže platı́

〈T f ,g〉= 〈 f ,T g〉

pro každé f ,g∈D(T ). Operátor T je symetrický, jestliže je hustě definovaný a hermitovský.

Poznámka. Pro lineárnı́ operátor T na Hilbertově prostoru H zřejmě platı́: Operátor T je
symetrický právě tehdy, když je hustě definovaný a platı́ T ⊆ T ∗.

Definice 1.1.25. Necht’T je lineárnı́ operátor na Hilbertově prostoru H. Řekneme, že T je
samoadjungovaný, jestliže je hustě definovaný a platı́ T = T ∗.

Definice 1.1.26. Necht’ T je lineárnı́ operátor z Hilbertova prostoru H1 do Hilbertova
prostoru H2. Graf operátoru T je množina definovaná vztahem

G(T ) = {( f ,T f ) ∈ H1×H2 : f ∈D(T )}.

Poznámka. Množina H1×H2 je Hilbertovým prostorem. Bez újmy na obecnosti můžeme
předpokládat, že H1∪H2 = {0} a H1 ⊥ H2. Pak prostor H1×H2 ztotožnı́me s prostorem
H1⊕H2 následujı́cı́m vztahem

( f ,g) 7−→ f +g pro ( f ,g) ∈ H1×H2.

Úvaha je korektnı́, nebot’libovolný prvek h prostoru H1⊕H2 můžeme jediným způsobem
zapsat ve tvaru h = f +g pro f ∈ H1 a g ∈ H2.

Věta 1.1.27. Necht’H1 a H2 jsou Hilbertovy prostory. Podmnožina G množiny H1×H2
je graf lineárnı́ho operátoru z H1 do H2 právě tehdy, když G je podprostor splňujı́cı́
následujı́cı́ vlastnost

(0,g) ∈ G⇒ g = 0. (1.2)

Navı́c platı́, že každý podprostor grafu je graf.

Důkaz. Pokud T je lineárnı́ operátor z H1 do H2, pak G(T ) je zřejmě podprostor, nebot’
pro ( f1,g1),( f2,g2) ∈ G(T ) a c1,c2 ∈K platı́

c1( f1,g1)+ c2( f2,g2) = c1( f1,T f1)+ c2( f2,T f2) =

= (c1 f1 + c2 f2,T (1 f1 + c2 f2)) ∈ G(T ).

Pokud (0,g) ∈ G(T ), pak g = T (0) = 0.
Naopak, necht’G je nynı́ podprostor prostoru H1×H2 majı́cı́ vlastnost (1.2). Zkonstru-

ujeme operátor T , pro který platı́ G(T ) = G. Označme

D(T ) = { f ∈ H1 : existuje g( f ) ∈ H2 takové, že ( f ,g( f )) ∈ G}.

Pro každé f ∈D(T ) existuje právě jedno g( f ) ∈H2 takové, že ( f ,g( f )) ∈G, nebot’kdyby
( f ,g1),( f ,g2)∈G, pak (0,g1−g2)∈G (G je podprostor), tedy g1−g2 = 0. Proto můžeme
definovat zobrazenı́ T z D(T ) do H2 vztahem

T f = g( f ) pro ( f ,g) ∈ G.
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Ukážeme, že T je lineárnı́. Pokud f1, f2 ∈D(T ) a c1,c2 ∈K, pak platı́

( f1,T f1),( f2,T f2) ∈ G.

Odtud (G je podprostor) (c1 f1 + c2 f2,c1T f1 + c2T f2) ∈ G. Z definice T platı́ T (c1 f1 +
+c2 f2) = c1T f1+c2T f2. Z konstrukce také plyne, že G(T ) = G. Zřejmě pak i podprostor
grafu je graf.

Pro následujı́cı́ práci zaved’me zobrazenı́

U : H1×H2→ H2×H1, U( f1, f2) = ( f2,− f1),

V : H1×H2→ H2×H1, V ( f1, f2) = ( f2, f1),

kde H1,H2 jsou Hilbertovy prostory. Zobrazenı́ U a V jsou izomorfismy z H1 ⊕H2
do H2⊕H1, existujı́ tedy inverznı́ operátory. Dále, ortogonálnı́ komplement v prostoru
H1×H2 (resp. H2×H1) budeme brát ve smyslu prostoru H1⊕H2 (resp. H2⊕H1). Pokud
T je injektivnı́ operátor z H1 do H2, pak zřejmě platı́ G

(
T−1)=V (G(T )).

Věta 1.1.28. Necht’T je hustě definovaný operátor z H1 do H2, kde H1,H2 jsou Hilbertovy
prostory. Platı́

G(T ∗) =U(G(T )⊥) = (UG(T ))⊥.

Důkaz. Z definice adjungovaného operátoru platı́

G(T ∗) = {(g,h) ∈ H2×H1 : 〈g,T f 〉= 〈h, f 〉 pro f ∈D(T )}=
= {(g,h) ∈ H2×H1 : 〈(g,h),(T f ,− f )〉H2×H1 = 0 pro ( f ,T f ) ∈ G(T )}=
= (UG(T ))⊥ =U(G(T )⊥).

1.2 Uzavřené operátory
Definice 1.2.1. Necht’ T je lineárnı́ operátor z Hilbertova prostoru H1 do Hilbertova
prostoru H2. Řekneme, že operátor T je uzavřený, jestliže jeho graf G(T ) je uzavřená
množina v Hilbertově prostoru H1×H2. Dále, řekneme, že existuje uzavřené rozšı́řenı́
operátoru T , jestliže G(T ) je grafem nějakého operátoru.

Důkaz korektnosti Definice 1.2.2. Ukážeme, že existuje uzavřené rozšı́řenı́ operátoru T
právě tehdy, když existuje rozšı́řenı́ S operátoru T takové, že S je uzavřený operátor. Pokud
existuje uzavřené rozšı́řenı́ operátoru T , pak podle Věty 1.1.27 existuje jednoznačně určený
operátor S takový, že G(S) =G(T ). Platı́ T ⊆ S. Proto S je uzavřený operátor a je rozšı́řenı́m
operátoru T .

Naopak, pokud S je uzavřený operátor, který je rozšı́řenı́m operátoru T , pak platı́
G(T ) ⊆ G(S) = G(S). Odtud G(T ) ⊆ G(S), proto G(T ) je graf nějakého operátoru, viz
Věta 1.1.27.

Definice 1.2.2. Necht’ T je lineárnı́ operátor z Hilbertova prostoru H1 do Hilbertova
prostoru H2. Řekneme, že operátor T je uzávěr operátoru T , jestliže existuje uzavřené
rozšı́řenı́ operátoru T a G(T ) je graf operátoru T .
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Lemma 1.2.3. Necht’ T je lineárnı́ operátor z Hilbertova prostoru H1 do Hilbertova
prostoru H2.

a) Operátor T je uzavřený právě tehdy, když platı́: Pokud posloupnost { fn}∞
n=1 z D(T )

konverguje v H1 a posloupnost {T fn}∞
n=1 konverguje v H2, pak

lim
n→∞

fn ∈D(T ) a T
(

lim
n→∞

fn

)
= lim

n→∞
T fn.

b) Uzavřené rozšı́řenı́ operátoru T existuje právě tehdy, když platı́: Pokud pro posloup-
nost { fn}∞

n=1 z D(T ) platı́, že fn→ 0 a posloupnost {T fn}∞
n=1 je konvergentnı́ v H2,

pak
lim
n→∞

T fn = 0.

c) Pokud T je uzavřený, pak KerT je uzavřený podprostor.
d) Pokud T je injektivnı́, pak T je uzavřený právě tehdy, když T−1 je uzavřený.

Důkaz. a) Ekvivalence je pouze přeformulovanı́ definice na základě tvrzenı́: Množina
G(T ) je uzavřená v H1×H2 právě tehdy, když pro každou posloupnost {xn}∞

n=1 ⊆ G(T )
platı́

xn→ x0 ∈ H1×H2⇒ x0 ∈ G(T ).

b) Podle Věty 1.1.27 je množina G(T ) grafem nějakého operátoru z H1 do H1 právě
tehdy, když G(T ) je podprostor a platı́ (0,g) ∈ G(T )⇒ g = 0. Platı́ (0,g) ∈ G(T ) právě
tehdy, když existuje posloupnost {( fn,T fn)}∞

n=1 ⊆ G(T ) taková, že ( fn,T fn)→ (0,g).
Odtud plyne tvrzenı́.

c) Plyne z tvrzenı́ a), ve kterém se zaměřı́me na podprostor KerT ⊆D(T ).
d) Platı́ G(T−1) =V (G(T )), kde V je izomorfismus. Odtud plyne tvrzenı́.

Věta 1.2.4. Necht’ H1 a H2 jsou Hilbertovy prostory a T je lineárnı́ hustě definovaný
operátor z H1 do H2. Pak platı́ následujı́cı́ tvrzenı́.

a) Operátor T ∗ je uzavřený.
b) Uzavřené rozšı́řenı́ operátoru T existuje právě tehdy, když T ∗ je hustě definovaný.

Pokud T ∗ je hustě definovaný, platı́ T = T ∗∗.
c) Pokud existuje uzavřené rozšı́řenı́ operátoru T , pak

(
T
)∗

= T ∗.

Důkaz. a) Z Věty 1.1.28 platı́ G(T ∗) = (UG(T ))⊥. Vzhledem k tomu, že ortogonálnı́
komplement je vždy uzavřený podprostor, je G(T ∗) uzavřená množina v H2×H1.

b) Platı́

G(T ) = G(T )⊥⊥ = (U−1G(T ∗))⊥ =

= {( f ,g) ∈ H1×H2 : 〈 f ,T ∗h〉−〈g,h〉= 0 pro h ∈D(T ∗)},

kde rovnosti postupně plynou z Lemmatu 1.1.4, Věty 1.1.28 a z definic operátoru U
a adjungovaného operátoru. Platı́ (0,g) ∈ G(T ) právě tehdy, když g ∈ D(T ∗)⊥. Odtud,
implikace

(0,g) ∈ G(T )⇒ g = 0

platı́ právě tehdy, když D(T ∗) =H2. Proto G(T ) je grafem nějakého operátoru právě tehdy,
když T ∗ je hustě definovaný.
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Pokud D(T ∗) je hustý, pak platı́

G(T ∗∗) =U−1(G(T ∗)⊥) =U−1U(G(T )⊥⊥) = G(T ) = G(T ),

kde jsme několikrát využili Větu 1.1.28.
c) Pokud existuje uzavřené rozšı́řenı́ operátoru T , pak platı́

G(T ∗) =U(G(T )⊥) =U
(

G(T )
⊥)

=U
(
G
(
T
))⊥

= G
((

T
)∗)

.

Odtud T ∗ =
(
T
)∗.

Věta 1.2.5. Necht’T je symetrický operátor na Hilbertově prostoru H, pak existuje jeho
uzavřené rozšı́řenı́. Navı́c, uzávěr T operátoru T je také symetrický.

Důkaz. Pro symetrický operátor platı́ T ⊆ T ∗ a T ∗ je uzavřený. Odtud existuje uzavřené
rozšı́řenı́ operátoru T . Pro každé f ,g ∈ D

(
T
)

existujı́ posloupnosti { fn}∞
n=1,{gn}∞

n=1 ⊆
⊆ D(T ) takové, že fn → f , gn → g, T fn → T f a T gn → T g. Ze spojitosti skalárnı́ho
součinu, a protože T je symetrický, platı́

〈T f ,g〉= lim
n→∞
〈T fn,gn〉= lim

n→∞
〈 fn,T gn〉= 〈 f ,T g〉.

Věta 1.2.6 (Banachova věta; Věta o uzavřeném grafu). Necht’H1 a H2 jsou Hilbertovy
prostory a necht’T je lineárnı́ operátor z H1 do H2. Pak následujı́cı́ tvrzenı́ jsou ekvivalentnı́.

a) Operátor T je uzavřený a D(T ) je uzavřený.
b) Operátor T je ohraničený a D(T ) je uzavřený.
c) Operátor T je ohraničený a uzavřený.

Důkaz Banachovy věty lze nalézt v [8].

1.3 Spektrum operátoru
Definice 1.3.1. Necht’T je lineárnı́ operátor na komplexnı́m Hilbertově prostoru H. Čı́slo
z∈C se nazývá vlastnı́ čı́slo (nebo vlastnı́ hodnota) operátoru T , jestliže existuje f ∈D(T )
takové, že f 6= 0 a

T f = z f .

Prvek f se nazývá vlastnı́ vektor (nebo vlastnı́ prvek) přı́slušný vlastnı́mu čı́slu z.
Necht’z ∈C je vlastnı́ čı́slo operátoru T , pakKer(zI−T ) se nazývá vlastnı́ podprostor

přı́slušný vlastnı́mu čı́slu z. Dimenze prostoru Ker(zI−T ) se nazývá násobnost vlastnı́ho
čı́sla z. Pokud dimenze prostoru Ker(zI−T ) neexistuje, pak řı́káme, že z je nekonečné
násobnosti.

Poznámka. Zřejmě, pokud z je vlastnı́ čı́slo operátoru T , pak operátor zI−T nenı́ injektivnı́,
tj. nenı́ invertibilnı́.
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Definice 1.3.2. Necht’T je lineárnı́ operátor na komplexnı́m Hilbertově prostoru H. Mno-
žinu

ρ(T ) = {z ∈ C : operátor (zI−T )−1 existuje, je spojitý a R(zI−T ) = H}

nazýváme resolvent operátoru T . Prvky množiny ρ(T ) nazýváme regulárnı́ hodnoty ope-
rátoru T . Množinu

σ(T ) = C\ρ(T )

nazýváme spektrum operátoru T . Množinu vlastnı́ch hodnot značı́me σP(T ) a nazýváme
bodové spektrum operátoru T .

Věta 1.3.3. Necht’T je lineárnı́ uzavřený operátor na Hilbertově prostoru H. Pak z∈ σ(T )
právě tehdy, když zI−T nenı́ injektivnı́ nebo R(zI−T ) 6= H.

Důkaz. Stačı́ dokázat, že pokud zI−T je injektivnı́ a platı́ R(zI−T ) = H, pak operátor
(zI−T )−1 je spojitý. Protože T je uzavřený, je i operátor zI−T uzavřený. Operátor zI−T
je navı́c injektivnı́, tedy podle části d) Věty 1.2.3 je operátor (zI−T )−1 uzavřený. Operátor
(zI−T )−1 je uzavřený a jeho definičnı́ obor D((zI−T )−1) = H je také uzavřený, tedy
podle Banachovy věty 1.2.6 je (zI−T )−1 spojitý.

Poznámka. Pokud (zI−T )−1 existuje a je spojitý, ale T nenı́ uzavřený operátor, pak také
z−T a (zI−T )−1 nejsou uzavřené operátory a R(zI−T ) nenı́ uzavřená množina. Odtud
ρ(T ) = /0.

Lemma 1.3.4. Necht’H1 a H2 jsou Hilbertovy prostory a T je injektivnı́ lineárnı́ uzavřený
operátor takový, že R(T ) = H2. Dále, necht’S je lineárnı́ operátor z H1 do H2 takový,
že D(T )⊆D(S), ST−1 je ohraničený a platı́∥∥ST−1∥∥< 1.

Pak T +S je injektivnı́ a platı́ R(T +S) = H2.

Důkaz Lemmatu 1.3.4 lze najı́t v [8].

Věta 1.3.5. Necht’T je lineárnı́ uzavřený operátor na Hilbertově prostoru H. Pak množina
ρ(T ) je otevřená, tj. množina σ(T ) je uzavřená.

Důkaz. Necht’z0 ∈ ρ(T ) a necht’z ∈ C je takové, že |z− z0|<
∥∥(z0I−T )−1

∥∥. Z definice
ρ(T ) plyne, že norma

∥∥(z0I−T )−1
∥∥ existuje. V Lemmatu 1.3.4 nahrad’me operátor T

operátorem z0I−T z tohoto důkazu a operátor S nahrad’me (z− z0)I z tohoto důkazu. Pak
platı́, že operátor zI−T = z0I−T +(z−z0)I je injektivnı́ a R(T +S) = H. Proto z∈ ρ(T ).
Odtud množina ρ(T ) je otevřená.

Věta 1.3.6. Necht’T je lineárnı́ spojitý operátor na Hilbertově prostoru H takový, že defi-
ničnı́ obor D(T ) = H. Pak

σ(T )⊆ {z ∈ C : |z| ≤ ‖T‖}.

Důkaz. Necht’T splňuje předpoklady věty a necht’z ∈ C je takové, že |z|> ‖T‖. V Lem-
matu 1.3.4 nahrad’me operátor T operátorem zI z tohoto důkazu a operátor S nahrad’me T
z tohoto důkazu. Pak operátor zI−T je injektivnı́ a platı́ R(T +S)=H. Proto z∈ ρ(T ).
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1.4 Symetrické a samoadjungované operátory

1.4.1 Základnı́ vlastnosti
Věta 1.4.1. Necht’T je hermitovský operátor na komplexnı́m Hilbertově prostoru H. Pak
platı́ následujı́cı́ tvrzenı́.

a) Platı́ σP ⊆ R.
b) Vlastnı́ vektory přı́slušné různým vlastnı́m čı́slům operátoru T jsou ortogonálnı́.
c) Pro libovolné z ∈ C \R je operátor zI−T injektivnı́ a operátor (zI−T )−1 spojitý

a platı́

‖zI−T‖ ≤ 1
Imz

.

Důkaz. Tvrzenı́ a) a b) jsou zřejmá a plynou přı́mo z definice hermitovského operátoru.
Dokážeme pouze tvrzenı́ c).

Necht’z = x+ iy pro x,y ∈ R,y 6= 0. Pro každé f ∈D(T ) platı́

‖(zI−T ) f‖2 = ‖(xI−T ) f + iy f‖2 = ‖(xI−T ) f‖2 + |y|2 ‖ f‖2 ≥ |Imz|2 ‖ f‖2 .

Poznamenejme, že v druhé rovnosti jsme využili definice hermitovského operátoru. Dále,
protože y 6= 0, je operátor zI−T injektivnı́. Pro g = (zI−T ) f ∈D((zI−T )−1) tedy platı́

‖g‖2 ≥ |Imz|2
∥∥(zI−T )−1g

∥∥2
.

Odtud ∥∥(zI−T )−1g
∥∥≤ |Imz|−1 ‖g‖ ,

tedy operátor (zI−T )−1 je ohraničený. Z definice normy operátoru ihned plyne, že∥∥(zI−T )−1∥∥≤ |Imz|−1 .

Definice 1.4.2. Symetrický operátor T na Hilbertově prostoru H se nazývá esenciálně
samoadjungovaný, jestliže T je samoadjungovaný.

Věta 1.4.3. Necht’ T je symetrický operátor na Hilbertově prostoru H. Operátor T je
esenciálně samoadjungovaný právě tehdy, když T ∗ je symetrický. Pokud T ∗ je symetrický,
pak T ∗ = T .

Důkaz. Necht’ T je esenciálně samoadjungovaný, pak
(
T
)∗

= T . Z Věty 1.2.4 plyne,
že T = T ∗∗ a

(
T
)∗

= T ∗. Proto T ∗ je samoadjungovaný (tedy i symetrický) a platı́ T = T ∗.
Naopak, pokud T ∗ je symetrický, pak podle Věty 1.2.5 T je symetrický a opět z Věty

1.2.4 plyne, že
(
T
)∗

= T ∗. Proto platı́ T ⊆
(
T
)∗

= T ∗ ⊆ T ∗∗ = T . Odtud T =
(
T
)∗.

Věta 1.4.4. Necht’T je symetrický operátor na komplexnı́m Hilbertově prostoru H. Ope-
rátor T je samoadjungovaný (resp. esenciálně samoadjungovaný) právě tehdy, když

R(i−T ) = H a R(−i−T ) = H

(resp. R(i−T ) = H a R(−i−T ) = H).

Důkaz Věty 1.4.4 můžeme nalézt v [8].
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1.4.2 Deficitnı́ indexy a Cayleyova transformace
Věta 1.4.5. Necht’T je libovolný lineárnı́ operátor na komplexnı́m Hilbertově prostoru
H. Označme symbolem Γ(T ) množinu všech z ∈ C, pro které existuje konstanta k(z) > 0
taková, že platı́

‖(zI−T ) f‖ ≥ k(z)‖ f‖ (1.3)

pro každé f ∈D(T ). Pak platı́ následujı́cı́ tvrzenı́.

a) Platı́ z∈ Γ(T ) právě tehdy, když operátor zI−T má spojitou inverzi. Pokud z∈ Γ(T )
s konstantou k(z), pak platı́ ∥∥(zI−T )−1∥∥≤ k(z)−1.

b) Pokud T je hermitovský, pak C\R⊆ Γ(T ).

Důkaz. a) Necht’z ∈ Γ(T ). Pokud (zI−T ) f = 0, pak z nerovnosti (1.3) plyne, že i f = 0,
nebot’k(z) > 0 a nerovnost (1.3) platı́ pro všechna f ∈ D(T ). Protože operátor zI−T je
injektivnı́, existuje jeho inverze. Nerovnost (1.3) můžeme přepsat na tvar

‖g‖k(z)−1 ≥
∥∥(zI−T )−1g

∥∥
pro g ∈ R(zI− T ) = D((zI− T )−1). Proto operátor (zI− T )−1 je ohraničený. Operá-
tor (zI− T )−1 je zřejmě i lineárnı́, a proto je spojitý. Vzhledem k definici normy platı́∥∥(zI−T )−1

∥∥≤ k(z)−1.
Naopak, necht’ operátor zI − T je injektivnı́, tj. ekvivalentně, existuje jeho inverze

a operátor (zI−T )−1 je spojitý, tj. i ohraničený. Platı́∥∥(zI−T )−1 f
∥∥≤ ∥∥(zI−T )−1∥∥‖ f‖

pro každé f ∈D((zI−T )−1) = R(zI−T ). Odtud∥∥(zI−T )−1(zI−T )g
∥∥≤ ∥∥(zI−T )−1∥∥‖(zI−T )g‖

pro každé g ∈D(zI−T ) = D(T ), tj.

‖g‖
∥∥(zI−T )−1∥∥−1 ≤ ‖(zI−T )g‖

pro g ∈D(T ). Proto z ∈ Γ(T ) pro konstantu k(z) =
∥∥(zI−T )−1

∥∥−1.
b) Necht’T je hermitovský operátor, z ∈ C libovolné a tvaru z = a+ ib, kde b 6= 0. Pro

f ∈D(T ) platı́

‖(zI−T ) f‖2 = ‖(aI + ibI−T ) f‖2 =

= ‖(aI−T ) f‖2 +‖ib f‖2+

+ 〈(aI−T ) f , ib f 〉+ 〈ib f ,(aI−T ) f 〉=
= ‖(aI−T ) f‖2 +b2 ‖ f‖2 ≥ b2 ‖ f‖2 .

Proto z ∈ Γ(T ) pro konstantu k(z) = |b|.
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Definice 1.4.6. Necht’ T lineárnı́ operátor na komplexnı́m Hilbertově prostoru a z ∈ C.
Definujme

β (T,z) = dimR(zI−T )⊥.

Pro pevné T a pevné čı́slo z se čı́slo β (T,z) nazývá deficitnı́ index operátoru T a čı́sla z.
Pokud prostor R(zI−T )⊥ je nekonečně dimenzionálnı́, pokládáme β (T,z) = ∞.

Lemma 1.4.7. Necht’ T je lineárnı́ operátor na komplexnı́m Hilbertově prostoru, pak
β (T,z) je konstantnı́ funkce na každé souvislé podmnožině Γ(T ).

Důkaz Lemmatu 1.4.7 se nalézá v [8].
Pro hermitovský operátor T na komplexnı́m Hilbertově prostoru podle Věty 1.4.5

platı́, že C \R ⊆ Γ(T ). Proto podle Lemmatu 1.4.7 je β (T,z) konstantnı́ na množinách
{z ∈C : Im(z)> 0} a {z ∈C : Im(z)< 0}. Na základě těchto poznatků můžeme definovat
deficitnı́ indexy pro hermitovský operátor jednodušeji, a to následovně.

Definice 1.4.8. Necht’ T je hermitovský operátor na komplexnı́m Hilbertově prostoru.
Zaved’me označenı́

γ+(T ) = β (T, i), γ−(T ) = β (T,−i).

Čı́sla γ+(T ),γ−(T ) nazýváme deficitnı́mi indexy (hermitovského) operátoru T a zapisujeme
je ve tvaru uspořádané dvojice

(γ+(T ),γ−(T )).

Přeformulujme Větu 1.4.4 vzhledem k označenı́m z Definice 1.4.8.

Věta 1.4.9. Necht’ T je symetrický operátor na komplexnı́m Hilbertově prostoru. T je
esenciálně samoadjungovaný právě tehdy, když

(γ+(T ),γ−(T )) = (0,0). (1.4)

Poznámka. Pokud je operátor T ve Větě 1.4.9 navı́c uzavřený, pak rovnost (1.4) nastává
právě tehdy, když T je samoadjungovaný.

Definice 1.4.10. Necht’ T je symetrický operátor na komplexnı́m Hilbertově prostoru.
Operátor

V = (iI−T )(−iI−T )−1

nazýváme Cayleyovou transformacı́ operátoru T .

Poznámka. Operátory (iI−T ),−iI−T jsou lineárnı́. Podle Věty 1.4.5 operátor (−iI−T )−1

existuje. Operátor V je složenı́m dvou lineárnı́ch operátorů, tedy V je lineárnı́. Operátor V
je také surjektivnı́m zobrazenı́m z R(−iI−T ) do R(iI−T ), nebot’operátor (−iI−T )−1

zobrazuje surjektivně D(V ) = R(−iI−T ) do D(−iI−T ) = D(T ) a operátor (iI−T )
zobrazuje surjektivně D(T ) do R(iI−T ).

Věta 1.4.11. Necht’ T je symetrický operátor na komplexnı́m Hilbertově prostoru H.
Cayleyova transformaceV operátoru T je izometrický operátor z R(−iI−T ) do R(iI−T ).
Množina R(I−V ) je hustá v H a platı́

T = i(I +V )(I−V )−1. (1.5)

Zejména, operátor T je jednoznačně určen operátorem V .
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Důkaz. Pro každé g = (−iI−T ) f ∈R(−iI−T ) = D(V ) platı́

‖V g‖2 =
∥∥(iI−T )(−iI−T )−1g

∥∥2
= ‖(iI−T ) f‖=

= ‖ f‖2 +‖T f‖2−〈i f ,T f 〉−〈T f , i f 〉=
= ‖ f‖2 +‖T f‖2 =

= ‖ f‖2 +‖T f‖2−〈−i f ,T f 〉−〈T f ,−i f 〉=
= ‖(−iI−T ) f‖2 = ‖g‖2 .

Proto V je izometrický operátor z D(V ) do R(iI−T ). Cayleyovu transformaci přepišme
do tvaru

V =−(iI−T )(iI +T )−1,

pak

I−V = I +(iI−T )(iI +T )−1 = [(iI +T )+(iI−T )] (iI +T )−1 =

= 2i(iI +T )−1,

I +V = I− (iI−T )(iI +T )−1 = [(iI +T )− (iI−T )] (iI +T )−1 =

= 2T (iI +T )−1.

Z vyjádřenı́ plyne, že R(I−V ) = D(T ) je hustý, nebot’D(T ) je hustý jakožto definičnı́
obor symetrického operátoru a dále, že operátor I−V je invertibilnı́. Platı́

i(I +V )(I−V )−1 = 2i(2i)−1T (iI +T )−1(iI +T ) = T.

Poznámka. Cayleyova transformace V operátoru T je izomorfismus z R(−iI−T ) do pro-
storu R(iI−T ), nebot’je izometrickým operátorem a R(V ) = R(iI−T ).

Věta 1.4.12. Necht’V je lineárnı́ operátor na komplexnı́m Hilbertové prostoru H. Operátor
V je Cayleyovou transformacı́ symetrického operátoru T na H právě tehdy, když operátor
V splňuje následujı́cı́ dvě vlastnosti.

a) Operátor V je izometrický operátor z D(V ) do R(V ).
b) Množina R(I−V ) je hustá v H.

Důkaz. Necht’ V je Cayleyova transformace symetrického operátoru T . Z Věty 1.4.11
plyne, že podmı́nky a) a b) platı́. Navı́c V jednoznačně určuje operátor T vztahem (1.5).
Možnost vyjádřit operátor T v tomto tvaru je tedy nutnou podmı́nkou pro to, aby V mohl
být Cayleyovou transformacı́ T .

Necht’ operátor V splňuje podmı́nky a) a b). Předpokládejme, že pro g ∈ D(V ) platı́
(I−V )g = 0, pak pro libovolné f ∈D(V ) obdržı́me

〈g, f −V f 〉= 〈g, f 〉−〈g,V f 〉= 〈g, f 〉−〈V g,V f 〉= 〈g, f 〉−〈g, f 〉= 0,

proto g⊥R(I−V ). Podle předpokladu R(I−V ) je hustý v H, tj. nutně g = 0. Dokázali
jsme, že operátor I−V je injektivnı́, tedy invertibilnı́. Definujme operátor T vztahem (1.5),
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tj. T = i(I +V )(I−V )−1. Definičnı́ obor D(T ) = R(I−V ) je hustý podle předpokladu
b). Pro libovolné f = (I−V ) f1 a g = (I−V )g1 z D(T ) platı́

〈T f ,g〉= 〈i(I +V )(I−V )−1 f ,g〉=−i〈(I +V ) f1,(I−V )g1〉=
=−i [〈 f1,g1〉+ 〈V f1,g1〉−〈 f1,V g1〉−〈V f1,V g1〉] =
=−i [〈V f1,V g1〉+ 〈V f1,g1〉−〈 f1,V g1〉−〈 f1,g1〉] =
= i〈(I−V ) f1,(I +V )g1〉= 〈 f , i(I +V )(I−V )−1g〉= 〈 f ,T g〉.

Tı́m je dokázáno, že T je symetrický. Dále ukážeme, že V je Cayleyova transformace
operátoru T . Platı́

iI−T = i− i(I +V )(I−V )−1 = i [(I−V )− (I +V )] (I−V )−1 =

=−2iV (iI−V )−1,

−iI−T =−i− i(I +V )(I−V )−1 =−i [(I−V )+(I +V )] (I−V )−1 =

=−2i(iI−V )−1,

tedy
(iI−T )(−iI−T )−1 =−2i(−2i)−1V (iI−V )−1(iI−V ) =V.

Věta 1.4.13. Necht’T je symetrický operátor na komplexnı́m Hilbertově prostoru H a V je
Cayleyova transformace operátoru T .

a) Následujı́cı́ tvrzenı́ jsou ekvivalentnı́:

(i) Operátor T je uzavřený.
(ii) Operátor V je uzavřený.

(iii) Množina D(V ) = R(iI +T ) je uzavřená.
(iv) Množina R(V ) = R(iI−T ) je uzavřená.

b) Operátor T je samoadjungovaný právě tehdy, když V je unitárnı́ operátor na H.

Důkaz. a) Nejprve paralelně dokážeme, že (i)⇔ (iii) a (i)⇔ (iv). Operátor T je uzavřený
právě tehdy, když −iI−T , resp. iI−T je uzavřený. Podle Věty 1.4.5 −iI−T , resp. iI−T
je injektivnı́. Tedy podle části d) Lemmatu 1.2.3 je −iI−T , resp. iI−T je uzavřený právě
tehdy, když (−iI−T )−1, resp. (iI−T )−1 je uzavřený. Opět podle Věty 1.4.5 jsou operátory
(−iI−T )−1, (iI−T )−1 ohraničené. Z Banachovy věty 1.2.6 (−iI−T )−1, resp. (iI−T )−1

je uzavřený právě tehdy, když D((−iI−T )−1) = D(V ), resp. D((iI−T )−1) = R(V ) je
uzavřený.

Nynı́ ukážeme, že (ii)⇔ (iii). Operátor V je izometrický, proto je i ohraničený. Ohra-
ničený operátor je uzavřený právě tehdy, když je uzavřený jeho definičnı́ obor, viz opět
Věta 1.2.6.

b) Z Věty 1.4.4 plyne, že T je samoadjungovaný právě tehdy, když R(iI−T ) = H
a R(−iI−T ) = H, tj. právě tehdy, když D(V ) = H a R(V ) = H. Odtud plyne, že operátor
V je unitárnı́ na H.

Věta 1.4.14. Necht’T1 a T2 jsou symetrické operátory na komplexnı́m Hilbertově prostoru
a V1, resp. V2 je Cayleyova transformace operátoru T1, resp. T2. Pak T1 ⊆ T2 právě tehdy,
když V1 ⊆V2.
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Důkaz. Necht’T1 ⊆ T2. Cayleyovy tranformace jsou dány vztahy

V1 = (iI−T1)(−iI−T1)
−1,

V2 = (iI−T2)(−iI−T2)
−1.

Platı́
D(V1) = R(−iI−T1)⊆R(−iI−T2) = D(V2),

nebot’T1 ⊆ T2, tj. i R(T1)⊆R(T2). Pro libovolné f = (−iI−T1) f1 ∈D(V1)

V1 f = (iI−T1)(−iI−T1)
−1 f =

= (iI−T2)(−iI−T1)
−1(−iI−T1) f1 =

= (iI−T2)(−iI−T2)
−1(−iI−T2) f1 =

= (iI−T2)(−iI−T2)
−1 f =V2 f .

Opačné tvrzenı́ se dokáže analogicky využitı́m vztahu (1.5) pro T1 a T2.

Na základě Věty 1.4.14 můžeme charakterizovat všechna symetrická rozšı́řenı́ symet-
rického operátoru T . Necht’V je Cayleyova transformace operátoru T . Vezměme všechna
rozšı́řenı́ operátoru V , která splňujı́ podmı́nku a) z Věty 1.4.12 (podmı́nku b) splňujı́ tri-
viálně na základě Věty 1.4.14). Operátor V ′ je takové rozšı́řenı́ operátoru V právě tehdy,
když T ′ = i(I +V ′)(I−V ′)−1 je symetrickým operátorem s Cayleyovou transformacı́ V ′

(Věta 1.4.12) a je rozšı́řenı́m operátoru T (Věta 1.4.14).
Samoadjungovaná budou právě ta symetrická rozšı́řenı́ operátoru T , pro která jejich

Cayleyova transformace bude unitárnı́ operátor na celém Hilbertově prostoru. Zejména,
T má samoadjungované rozšı́řenı́ T ′ právě tehdy, když V má rozšı́řenı́, které je unitárnı́m
operátorem na celém Hilbertově prostoru a Cayleovou transformacı́ operátoru T ′ zadanou
vztahem V ′ = (iI−T ′)(−iI−T ′)−1.

Následujı́cı́ věta obsahuje konstrukci rozšı́řenı́ dané Cayleyovy transformace. V této
větě budeme požadovat uzavřenost symetrického operátoru T , abychom mohli využı́t Větu
1.4.13.

Věta 1.4.15. Necht’T je uzavřený symetrický operátor na komplexnı́m Hilbertově prostoru
H a V je Cayleyova transformace operátoru T .

a) V ′ je Cayleyova transformace uzavřeného symetrického rozšı́řenı́ T ′ operátoru T
právě tehdy, když existuje uzavřený podprostor F− prostoru R(iI−T )⊥, uzavřený
podprostor F+ prostoru R(−iI−T )⊥ a izomorfismus VF z F+ do F−, pro které platı́

D(V ′) = R(−iI−T ′) = R(−iI−T )⊕F+,
V ′( f +g) =V f +VFg pro f ∈R(−iI−T ), g ∈ F+,

R(V ′) = R(iI−T ′) = R(iI−T )⊕F−.

Navı́c F+ a F− majı́ stejnou dimenzi.
b) Operátor V ′ z části a) tohoto tvrzenı́ je unitárnı́ na H právě tehdy, když

F+ = R(−iI−T )⊥ a F− = R(iI−T )⊥.
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c) Operátor T má samoadjungované rozšı́řenı́ právě tehdy, když pro deficitnı́ indexy
platı́ γ+(T ) = γ−(T ).

Důkaz. a) Necht’V ′ má danou formu, pak zřejmě V ′ je izomorfismus z R(−iI−T )⊕F+
do R(iI−T )⊕F−. OperátorV ′ tedy splňuje podmı́nku a) z Věty 1.4.12 a podmı́nka b) plyne
z hustoty R(I−V ), nebot’pro každé rozšı́řenı́ W operátoru V platı́ R(I−V )⊆R(I−W ).
Proto V ′ je Cayleyova transformace symetrického rozšı́řenı́ T ′ operátoru T .

Předpokládejme, že V ′ je Cayleyova transformace symetrického rozšı́řenı́ T ′ operátoru
T . Položme

F+ = R(−iI−T ′)	R(−iI−T ),
F− = R(iI−T ′)	R(iI−T ).

(1.6)

Z toho vyjádřenı́ plyne, že

F+⊕R(−iI−T ) = R(−iI−T ′),
F−⊕R(iI−T ) = R(iI−T ′).

(1.7)

Položenı́m VF =V ′|F+ dostáváme tvrzenı́. Navı́c, protože VF je izomorfismus z F+ do F−,
platı́

dimF+ = dimF−.

b) V ′ je unitárnı́ na H právě tehdy, když D(V ′) = H a R(V ′) = H, tj. právě tehdy, když
F+ = R(−iI−T )⊥ a F− = R(iI−T )⊥.

c) Z částı́ a) a b) tohoto důkazu Cayleyova transformace, která je rozšı́řenı́m V , je
unitárnı́m operátorem na H právě tehdy, když existuje izomorfismus VF z R(−iI−T )⊥

do R(iI−T )⊥. Ten existuje právě tehdy, když

dimR(−iI−T )⊥ = dimR(iI−T )⊥.

Lineárnı́ operátor T na komplexnı́m Hilbertově prostoru L 2(a,b) je reálný, jestliže

T f = T f

pro f ∈D(T ).

Věta 1.4.16. Necht’T je reálný symetrický operátor na komplexnı́m Hilbertově prostoru
L 2(a,b), pak

γ+(T ) = γ−(T ).

Důkaz. Necht’ f ∈R(iI−T )⊥, pak pro libovolné g ∈D(T ) platı́

〈 f ,(−iI−T )g〉= 〈 f ,(iI−T )g〉= 〈(iI−T )g, f 〉= 0.

Proto f ∈R(−iI−T )⊥. Podobně se dá ukázat, že pokud f ∈R(−iI−T )⊥, pak f ∈R(iI−
−T )⊥. Definujme nynı́ operátor K f = f . Z dokázaného plyne, že

K(R(−iI−T )⊥) = R(iI−T )⊥.

Pokud {ei}i∈I pro vhodnou indexovou množinu I je báze prostoru R(−iI− T )⊥, pak
{Kei}i∈I je báze prostoru R(iI−T )⊥. Odtud

dimR(−iI−T )⊥ = dimR(iI−T )⊥.
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1.4.3 Konstrukce samoadjungovaných rozšı́řenı́ symetrických operá-
torů

V předchozı́ části jsme dokázali, že uzavřený symetrický operátor T má samoadjungované
rozšı́řenı́ právě tehdy, když jeho deficitnı́ indexy jsou si rovny. Nynı́ se budeme zabý-
vat tı́m, jak zkonstruovat toto samoadjungované rozšı́řenı́. Připomeňme, že pro uzavřený
symetrický operátor T na komplexnı́m Hilbertově prostoru H platı́

Ker(iI−T ∗) = R(−iI−T )⊥,

Ker(−iI−T ∗) = R(iI−T )⊥.

Věta 1.4.17 (Prvnı́ formule von Neumanna). Necht’ T je uzavřený symetrický operátor
na komplexnı́m Hilbertově prostoru. Pak pro adjungovaný operátor T ∗ platı́

D(T ∗) = D(T )uKer(iI−T ∗)uKer(−iI−T ∗),
T ∗( f +g++g−) = T f + ig++(−i)g−

pro f ∈D(T ), g+ ∈Ker(iI−T ∗) a g− ∈Ker(−iI−T ∗).

Důkaz Prvnı́ formule von Neumanna je převážně technický, proto ho nebudeme uvádět
a lze ho nalézt v [8].

Věta 1.4.18 (Druhá formule von Neumanna). Necht’T je uzavřený symetrický operátor
na komplexnı́m Hilbertově prostoru.

a) Operátor T ′ je uzavřené symetrické rozšı́řenı́ operátoru T právě tehdy, když existuje
uzavřený podprostor F+ prostoru Ker(iI−T ∗), uzavřený podprostor F− prostoru
Ker(−iI−T ∗) a izomorfismus V̂ z F+ do F−, pro které platı́

D(T ′) = D(T )u{g+V̂ g : g ∈ F+},
T ′( f +g+V̂ g) = T f + ig+(−iV̂ g) =

= T ∗( f +g+V̂ g)

pro f ∈D(T ) a g ∈ F+.
b) Operátor T ′ z části a) tohoto důkazu je samoadjungovaný operátor právě tehdy, když

F+ =Ker(iI−T ∗) a F− =Ker(−iI−T ∗).

Důkaz. a) Ukážeme, že operátor T ′ z části a) Věty 1.4.15 může být reprezentován vlast-
nostmi z tvrzenı́ a) této věty. Tı́m dokážeme, že tvrzenı́ a) této věty je pouze přeformulo-
vánı́m tvrzenı́ a) Věty 1.4.15. Necht’T ′ je ve formě z části a) Věty 1.4.15, pak platı́

D(T ′) = R(I−V ′) = (I−V ′)D(V ′) = (I−V ′)(D(V )+F+) =
= (I−V )D(V )+(I−VF)F+ = D(T )+{g−VFg : g ∈ F+}.

Platı́ D(T ′) = D(T )u{g−VFg : g ∈ F+}, nebot’

{g−VFg : g ∈ F+}= F++F− ⊆Ker(iI−T ∗)+Ker(−iI−T ∗).
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Protože T ′ je symetrický operátor, platı́ inkluze T ′ ⊆ T ∗, a odtud

T ′( f +g+(−VFg)) = T ∗( f +g+(−VFg)) = T f + ig+(−i)(−VFg)

pro f ∈D(T ) a g ∈ F+. Položı́me-li V̂ =−VF , dostaneme požadované vyjádřenı́ z části a)
tohoto důkazu.

b) Vzhledem k části a) tohoto důkazu a části b) důkazu Věty 1.4.15 platı́ tvrzenı́.

Definice 1.4.19. Necht’ T a T ′ jsou lineárnı́ operátory na Hilbertově prostoru, pro které
platı́ T ⊆ T ′. Řekneme, že T ′ je m-dimenzionálnı́ rozšı́řenı́ operátoru T , jestliže rozkladový
prostor D(T ′)/D(T ) je m-dimenzionálnı́.

Věta 1.4.20. Necht’T je uzavřený symetrický operátor na komplexnı́m Hilbertově prostoru
a T ′ je symetrické rozšı́řenı́ operátoru T .

a) Operátor T ′ je m-dimenzionálnı́ rozšı́řenı́ právě tehdy, když F+ (z Věty 1.4.18) je
m-dimenzionálnı́ prostor.

b) Pokud γ+(T ),γ−(T ) = (m,m), pak symetrické rozšı́řenı́ T ′ operátoru T je samoad-
jungované právě tehdy, když T ′ je m-dimenzionálnı́ rozšı́řenı́ operátoru T .

Důkaz. a) Plyne z definice m-dimenzionálnı́ho rozšı́řenı́ a Druhé formule von Neumanna.
b) Operátor T ′ je m-dimenzionálnı́ rozšı́řenı́ právě tehdy, když dimF+ = dimF− = m.

Protože F+ ⊆Ker(iI−T ∗) a F− ⊆Ker(−iI−T ∗), platı́ dimF+ = dimF− = m právě tehdy,
když F+ =Ker(iI−T ∗) a F− =Ker(−iI−T ∗).



Kapitola 2

Sturmovy-Liouvilleovy diferenciálnı́
operátory

2.1 Sturmova-Liouvilleova diferenciálnı́ rovnice

2.1.1 Základnı́ pojmy
Definice 2.1.1. Uvažujme diferenciálnı́ výraz s druhého řádu definovaný vztahem

s(y) =−(p(x)y′)′+q(x)y (2.1)

pro x ∈ (a,b), kde
−∞≤ a < b≤ ∞.

Dále, necht’ p, q jsou reálné funkce, p−1,q ∈L 1
loc(a,b). Diferenciálnı́ výraz s se nazývá

Sturmův-Liouvilleův.

Poznámka. Symbol p−1 v Definici 2.1.1 je označenı́ pro funkci 1/p a i nadále budeme
toto označenı́ pro funkci p užı́vat.

Mějme Sturmův-Liouvilleův diferenciálnı́ výraz (2.1). Uvažme diferenciálnı́ rovnici

(s−λ )y = f , (2.2)

kde f ∈L 1
loc(a,b) a λ ∈ C.

Formálně zavedeme tzv. kvazi-derivace funkce y, které jsou zobecněnı́m klasických
derivacı́. Označme tedy

y[0] = y,

y[1] = p
d
dx

y[0],

y[2] =− d
dx

y[1]+qy[0].

Pokud y nenı́ potřebně diferencovatelná, pak symboly

d
dx

y[0],
d
dx

y[1]

– 24 –
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chápeme pouze jako formálnı́ výrazy. Výraz y[ j] nazýváme j-tou kvazi-derivacı́. Pomocı́
těchto vztahu transformujeme rovnici (2.2) na systém tvaru

d
dx

y[0] = p−1y[1],

d
dx

y[1] = (q−λ )y[0]− f ,
(2.3)

který má v maticovém zápisu tvar

d
dx

(
y[0]

y[1]

)
=

(
0 p−1

q−λ 0

)(
y[0]

y[1]

)
+

(
0
− f

)
.

Problém existence a jednoznačnosti řešenı́ systému (2.3), a tedy i rovnice (2.2) řešı́
následujı́cı́ obecné tvrzenı́.

Věta 2.1.2 (Existence a jednoznačnost řešenı́). Uvažujme lineárnı́ systém diferenciálnı́ch
rovnic

y′(x) = A(x)y(x)+ f (x) (2.4)

pro x ∈ (a,b), kde A : (a,b)→ Cn×n a f : (a,b)→ Cn. Označme

A(x) = (ai j(x))n
i, j=1 a f (x) = ( f1(x), . . . , fn(x))T .

Jestliže ai j, fi ∈L 1
loc(a,b) pro i, j = 1, . . . ,n, pak pro každé x0 ∈ (a,b) a y0 ∈ Cn existuje

jediné řešenı́ počátečnı́ho problému

y′(x) = A(x)y(x)+ f (x), y(x0) = y0.

Důkaz Věty 2.1.2 lze nalézt napřı́klad v publikaci [10]
Poznámka. Řešenı́m systému (2.4) chápeme vektorovou funkci y : (a,b)→ C2 ve tvaru
y(x) = (y1(x),y2(x)), jestliže platı́ y1,y2 ∈A C (a,b) a pro skoro všechna x ∈ (a,b) platı́

y′(x) = A(x)y(x)+ f (x).

Systém (2.3) je zřejmě systémem ve tvaru (2.4), nebot’platı́ p−1,q, f ∈L 1
loc(a,b).

Definice 2.1.3. Řešenı́m rovnice (2.2) je funkce y : (a,b)→ C taková, že y[0],y[1] jsou
absolutně spojité, tj. y[0],y[1] ∈A C (a,b) a platı́

−(p(x)y′(x))′+q(x)y(x)−λy(x) = f (x)

pro skoro všechna x ∈ (a,b).

Definice 2.1.4. Řešenı́ y1,y2 rovnice

(s−λ )y = 0 (2.5)

se nazývajı́ lineárně nezávislá na intervalu (a,b), jestliže vektory(
y[0]1 (x)
y[1]1 (x)

)
,

(
y[0]2 (x)
y[1]2 (x)

)
jsou lineárně nezávislé pro každé pevné x ∈ (a,b). Řešenı́ y1,y2 rovnice (2.5) tvořı́ funda-
mentálnı́ systém (na intervalu (a,b)), jestliže y1,y2 jsou lineárně nezávislá řešenı́ rovnice
(2.5) (na intervalu (a,b)).
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2.1.2 Minimálnı́ a maximálnı́ operátor
Nynı́ zavedeme maximálnı́ operátor T1 generovaný výrazem s a minimálnı́ operátor T0
generovaný výrazem s. Maximálnı́ operátor

T1 : D(T1)→L 2(a,b)

bude definován na největšı́m možném definičnı́m oboru D(T1) ⊆ L 2(a,b). Minimálnı́
operátor T0 bude restrikce maximálnı́ho operátoru a ukážeme, že platı́ T ∗0 = T1. Odtud pak

T0(y) = T1(y) pro y ∈D(T0),

T ∗0 (y) = T1(y) pro y ∈D(T1) = D(T ∗0 ),

proto T0 = T ∗0 na D(T0). Tedy operátor T0 je symetrický, pokud má definičnı́ obor hustý
v L 2(a,b). Pokud je T0 symetrický, pak pro každé jeho samoadjungované rozšı́řenı́ S platı́

T0 ⊆ S⊆ T1.

Definice 2.1.5. Necht’s je Sturmův-Liouvilleův diferenciálnı́ výraz. Maximálnı́ operátor
T1 generovaný výrazem s je definován vztahy

D(T1) = {y ∈L 2(a,b) : y[0],y[1] ∈A C (a,b), y[2] ∈L 2(a,b)},
T1y = s(y) pro y ∈D(T1).

Preminimálnı́ operátor T ′0 generovaný výrazem s je definován vztahy

D(T ′0) = {y ∈D(T1) : y má kompaktnı́ nosič v (a,b)},
T ′0y = T1y pro y ∈D(T ′0).

Minimálnı́ operátor T0 generovaný výrazem s je definován vztahem

T0 = T ′0.

Poznámka. Absolutně spojité funkce na (a,b)majı́ derivaci skoro všude na tomto intervalu,
tedy definičnı́ obor D(T1) je tvořen funkcemi, které se ještě dajı́ dosadit do diferenciálnı́ho
výrazu s a pro něž s(y) je prvkem L 2(a,b).

Nejdřı́ve dokážeme několik důležitých pomocných identit.

Lemma 2.1.6. Necht’funkce y,z : (a,b)→ C jsou takové, že

y[0],y[1],z[0],z[1] ∈A C (a,b).

Pak pro skoro všechna x ∈ (a,b) platı́ tzv. Lagrangeova identita

s
(
y(x)

)
z(x)− y(x)s(z(x)) = ([y,z])′(x),

kde
[y,z](x) = y[0](x)z[1](x)− y[1](x)z[0](x).
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Pro [α,β ]⊆ (a,b) označme

[y,z]βα = [y,z](β )− [y,z](α).

Pak platı́ tzv. Greenova formule∫
β

α

(sy(x)z(x)− y(x)sz(x))dx = [y,z]βα . (2.6)

Důkaz. Platı́
[y,z] = y[0]z[1]− y[1]z[0] = ypz′− py′z.

Derivovánı́m dostáváme

[y,z]′ = (y)′pz′+ y(pz′)′− (py′)′z− py′z′ =

= y(pz′)′− (py′)′z+qyz−qyz =

= [−(py′)′+qy]z+[(pz′)′−qz]y =
= syz− ysz,

kde jsme využili reálnost výrazu s, tj. reálnost jeho koeficientů. Integrovánı́m přes interval
(α,β )⊆ (a,b) dostaneme Greenovu formuli.

Poznámka. Pro funkce y,z ∈D(T1) můžeme psát Greenovu formuli také ve tvaru∫
β

α

T1(y(x))z(x)dx−
∫

β

α

y(x)T1(z(x))dx = [y,z]βα . (2.7)

Nynı́ budeme chtı́t ukázat, že definičnı́ obor D(T ′0) preminimálnı́ho operátoru je hustý
v L 2(a,b). Z hustoty D(T ′0) pak triviálně plyne hustota D(T1).

Věta 2.1.7. Pro y ∈D(T ′0) a z ∈D(T1) platı́

〈T ′0y,z〉= 〈y,T1z〉.

Dále T ′0 je hermitovský, tj. platı́

〈T ′0y,z〉= 〈y,T ′0z〉

pro y,z ∈D(T ′0).

Důkaz. Protože y ∈D(T ′0), existuje interval (α,β )⊆ (a,b) takový, že

supp(y)⊆ (α,β ).

Odtud y[0](α) = 0, y[0](β ) = 0 a y[1](α) = 0, y[1](β ) = 0. Z Greenovy formule a z T ′0 ⊆ T1
plyne

〈T ′0y,z〉−〈y,T1z〉=
∫

β

α

T ′0(y(t))z(t)dt−
∫

β

α

y(t)T1(z(t))dt =

=
∫

β

α

[T1(y(t))z(t)− y(t)T1
(
z(t)
)
]dt =

= [y,z]α
β
= [y[0](x)z[1](x)− y[1](x)z[0](x)]α

β
= 0.

Zřejmě je operátor T ′0 i hermitovský, nebot’T ′0 ⊆ T1.
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Poznámka. Pokud dokážeme hustotu D(T ′0), pak z této věty plyne, že T1 ⊆ (T ′0)
∗ a že ope-

rátor T ′0 je symetrický.

Definice 2.1.8. Řekneme, že Sturmův-Liouvilleův diferenciálnı́ výraz s je regulárnı́ v bodě
a, jestliže −∞ < a < ∞ a p−1,q ∈L 1

loc[a,b). Analogicky pro bod b. Dále řekneme, že s
je regulárnı́, jestliže je regulárnı́ v a a regulárnı́ v b, a řekneme, že s je singulárnı́, jestliže
nenı́ regulárnı́, tj. alespoň v jednom z bodů a,b nenı́ regulárnı́.

Zpočátku se zaměřı́me na přı́pad právě regulárnı́ch výrazů.
Důkaz následujı́cı́ věty lze nalézt v [9].

Věta 2.1.9. Jestliže Sturmův-Liouvilleův diferenciálnı́ výraz s je regulárnı́ v bodě a a platı́
y ∈D(T1), pak y[0],y[1] jsou spojité v bodě a. Analogické tvrzenı́ platı́ pro bod b.

Poznámka. Necht’ s je regulárnı́. Na základě právě dokázané věty můžeme v Greenově
formuli (2.6) udělat limitnı́ přechod α → a, β → b a dostat tak následujı́cı́ vztah

〈T1(y),z〉−〈y,T1(z)〉= [y,z]ba

pro y,z ∈D(T1). Tento zápis je korektnı́, nebot’

T1(y) = sy = sy = T1(y).

Dále, pro operátor T1−λ I platı́

〈(T1−λ I)y,z〉−〈y,(T1−λ I)z〉= [y,z]ba−λ 〈y,z〉+λ 〈y,z〉= [y,z]ba,

podobně i pro interval [α,β ]⊆ (a,b) a operátor T1−λ I.

Nynı́ můžeme definovat minimálnı́ operátor pro regulárnı́ výraz.

Definice 2.1.10. Necht’s je regulárnı́ Sturmův-Liouvilleův diferenciálnı́ výraz. Minimálnı́
operátor T0,r generovaný regulárnı́m výrazem s je definovaný vztahem

D(T0,r) = {y ∈D(T1) : y[0](a) = y[0](b) = 0,y[1](a) = y[1](b) = 0}.

Poznámka. Zřejmě platı́ T ′0 ⊆ T0,r ⊆ T1. Později ukážeme, že pro právě definovaný ope-
rátor T0,r platı́ T0,r = T ′0, tj. operátor T0,r je minimálnı́ i pro obecný Sturmův-Liouvilleův
diferenciálnı́ výraz s, viz Definice 2.1.5.

Věta 2.1.11. Necht’s je regulárnı́ Sturm-Liouvilleův diferenciálnı́ výraz. Pak pro libovolné
f ∈D(T0,r) a g ∈D(T1) platı́

〈T0,r f ,g〉= 〈 f ,T1g〉

a T0,r je hermitovský.

Důkaz. Důkaz je analogický důkazu stejného tvrzenı́ pro operátor T ′0, tj. důkazu Věty
2.1.7.

Poznámka. Opět, pokud D(T0,r) bude hustý, pak z této věty plyne, že T1 ⊆ T ∗0,r a že T0,r je
symetrický operátor.
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Věta 2.1.12. Necht’s je regulárnı́ Sturmův-Liouvilleův diferenciálnı́ výraz a λ ∈ C. Platı́
y∈R(T0,r−λ I) právě tehdy, když y je ortogonálnı́ ke každému řešenı́ z rovnice (s−λ )z =
= 0, tj.

R(T0,r−λ I) =Ker(T1−λ I)⊥.

Dále platı́
R(T0,r−λ I)⊥ =Ker(T1−λ I).

Důkaz. Druhá rovnost plyne z prvnı́, nebot’jádro Ker(T1−λ I) je konečně dimenzionálnı́
(dvoudimenzionálnı́), a proto uzavřené. Zbývá dokázat prvnı́ rovnost.

Necht’y je jednoznačně určené řešenı́ počátečnı́ho problému

(s−λ )y = f , y[0](a) = 0, y[1](a) = 0.

Dále, necht’ z1,z2 je fundamentálnı́ systém řešenı́ rovnice (s− λ )z = 0 s počátečnı́mi
podmı́nkami

z[0]1 (b) =−1, z[0]2 (b) = 0,

z[1]1 (b) = 0, z[1]2 (b) = 1.
(2.8)

Greenova formule pro diferenciálnı́ výraz s−λ vypadá následovně

〈(s−λ )y,z〉−〈y,(s−λ )z〉= [y,z]ba.

Pro j = 1,2 z této formule dostaneme

〈 f ,z j〉= 〈(s−λ )y,z j〉=
= [y,z j]

b
a + 〈y,(s−λ )z j〉=

= [y,z j](b)− [y,z j](a) =

= y[0](b)z[1]j (b)− y[1](b)z[0]j (b)− y[0](a)z[1]j (a)+ y[1](a)z[0]j (a).

Po dosazenı́ počátečnı́ch podmı́nek (2.8) do tohoto vztahu dostáváme

〈 f ,z j〉=

{
y[1](b) pro j = 1,
y[0](b) pro j = 2.

Protože funkce y ∈D(T1) patřı́ do D(T0,r) právě tehdy, když

y[0](b) = 0 a y[1](b) = 0,

platı́ y∈D(T0,r) právě tehdy, když f ⊥ z1 a f ⊥ z2. Proto f = (s−λ )y patřı́ do R(T0,r−λ I)
právě tehdy, když f je ortogonálnı́ ke každému řešenı́ rovnice (s−λ )z = 0. Množina řešenı́
rovnice (s−λ )z = 0 je právě prostor Ker(T1−λ I).

Věta 2.1.13. Necht’s je regulárnı́ Sturmův-Liouvilleův diferenciálnı́ výraz a dále vezměme
libovolná α0,α1,β0,β1 ∈ C. Pak existuje (ne jednoznačně určené) y ∈D(T1) takové, že

y[0](a) = α0, y[0](b) = β0,

y[1](a) = α1, y[1](b) = β1.
(2.9)
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Důkaz. Uvažme fundamentálnı́ systém řešenı́ z1,z2 rovnice (s− λ )z = 0 s počátečnı́mi
podmı́nkami (2.8) a necht’λ = 0. Dále, necht’α0 = α1 = 0.

Ukážeme, že existuje f ∈KerT1 takové, že

〈 f ,z j〉= β2− j

pro j = 1,2. Ekvivalentně, existuje f ve tvaru f = a1z1 +a2z2 takové, že platı́

〈 f ,z j〉= 〈a1z1 +a2z2,z j〉= a1〈z1,z j〉+a2〈z2,z j〉= β2− j

pro j = 1,2. Matice tohoto lineárnı́ho systému je Gramova matice. Vzhledem k lineárnı́
nezávislosti funkcı́ z1 a z2 je determinant této matice různý od nuly, a odtud plyne existence.

Necht’y1 je řešenı́ počátečnı́ho problému

sy1 = f , y[0]1 (a) = 0, y[1]1 (a) = 0, (2.10)

pak z Greenovy formule

β2− j = 〈 f ,z j〉= 〈sy1,z j〉=
= [y1,z j]

b
a + 〈y1,sz j〉= [y1,z j]

b
a =

= [y1,z j](b)− [y1,z j](a) =

= y[0]1 (b)z[1]j (b)− y[1]1 (b)z[0]j (b)− y[0]1 (a)z[1]j (a)+ y[1]1 (a)z[0]j (a).

Po dosazenı́ počátečnı́ch podmı́nek ze vztahu (2.10) dostaneme

β1 = y[1]1 (b), a odtud β1 = y[1]1 (b);

β0 = y[0]1 (b), a odtud β0 = y[0]1 (b).

Tı́mto jsme dokázali tvrzenı́ pro speciálnı́ přı́pad α0 = α1 = 0. Analogicky můžeme najı́t
y2 ∈D(T1) takové, že

y[0]2 (a) = α0, y[1]2 (a) = α1 a y[0]2 (b) = y[1]2 (b) = 0.

Pak y = y1 + y2 je hledaná funkce, tj. y ∈D(T1) a splňuje podmı́nky (2.9).

Věta 2.1.14. Necht’s je regulárnı́ Sturmův-Liouvilleův diferenciálnı́ výraz. Pak platı́ ná-
sledujı́cı́ tvrzenı́:

a) Definičnı́ obor D(T0,r) je hustý v L 2(a,b) a T0,r je symetrický operátor.

b) Platı́ T1 = T ∗0,r.

c) Platı́ T0,r = T ∗1 a T0,r je uzavřený operátor.

Důkaz. a) Zvolme h ∈L 2(a,b) takové, že 〈h,y〉 = 0 pro každé y ∈ D(T0,r). Ukážeme,
že musı́ platit h = 0. Pro libovolné řešenı́ z rovnice sz = h platı́ z ∈D(T1). Pak pro každé
y ∈D(T0,r) platı́

0 = 〈h,y〉= 〈sz,y〉= 〈T1z,y〉= 〈z,T0,ry〉,
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kde poslednı́ rovnost plyne z Věty 2.1.11. Potom z rovnosti 〈z,T0,ry〉= 0 podle Věty 2.1.12
platı́, že z ∈ R(T0,r)

⊥ = KerT1. Tedy platı́ h = sz = T1z = 0, což jsme chtěli dokázat.
Protože opět podle Věty 2.1.11 je T0,r hermitovský operátor, z hustoty definičnı́ho oboru
tedy platı́, že T0,r je symetrický operátor.

b) Z Věty 2.1.11 plyne T1 ⊆ T ∗0,r. Tedy zbývá dokázat, že D(T ∗0,r) ⊆ D(T1). Necht’
f ∈ D(T ∗0,r) je libovolné, pak existuje h takové, že T ∗0,r( f ) = h. Dále, necht’ y je řešenı́
rovnice s(y) = h, tj. y ∈ D(T1) a T1(y) = h. Pak z definice adjungovaného operátoru
pro každé z ∈D(T0,r) platı́

〈 f ,T0,r(z)〉= 〈T ∗0,r( f ),z〉= 〈h,z〉= 〈T1(y),z〉= 〈y,T0,r(z)〉,

kde poslednı́ rovnost plyne navı́c z operátorové inkluze T1 ⊆ T ∗0,r. Dostáváme

〈 f − y,T0,r(z)〉= 0.

Odtud f − y ∈ R(T0,r)
⊥ = KerT1 ⊆ D(T1) podle Věty 2.1.12. Protože y ∈ D(T1), platı́

i f ∈D(T1).
c) Ze symetrie operátoru T0,r dostáváme T0,r ⊆ T ∗∗0,r , z části b) toho důkazu navı́c platı́

T ∗1 = T ∗∗0,r . Výsledně tedy
T0,r ⊆ T ∗1 .

Stačı́ proto dokázat opačnou inkluzi. Uzavřenost T0,r pak plyne z dokázané rovnosti, nebot’
adjungovaný operátor je vždy uzavřený.

Platı́ T0,r ⊆ T1, což implikuje T ∗1 ⊆ T ∗0,r, tedy platı́ T ∗1 ⊆ T1. Necht’

f ∈D(T ∗1 )⊆D(T1),

pak T ∗1 ( f ) = T1( f ) a z definice adjungovaného operátoru dostáváme

〈T1( f ),g〉= 〈T ∗1 ( f ),g〉= 〈 f ,T1(g)〉

pro každé g ∈D(T1). Odtud užitı́m Greenovy formule obdržı́me

[ f ,g]ba = 〈T1( f ),g〉−〈 f ,T1(g)〉= 0

pro každé g ∈D(T1). Vezměme g1,g2 ∈D(T1) takové, že

g[0]1 (a) = g[1]1 (a) = 0 a g[0]1 (b) =−1, g[1]1 (b) = 0,

g[0]2 (a) = g[1]2 (a) = 0 a g[0]2 (b) = 0, g[1]2 (b) = 1.

Pak platı́

0 = [ f ,g1]
b
a = [ f ,g1](b) = f [0](b)g[1]1 (b)− f [1](b)g[0]1 (b) = f [1](b),

0 = [ f ,g2]
b
a = [ f ,g2](b) = f [0](b)g[1]2 (b)− f [1](b)g[0]2 (b) = f [0](b),

tedy f [0](b) = f [1](b) = 0. Analogicky dostaneme f [0](a) = f [1](a) = 0. Proto f ∈D(T0,r).
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Věta 2.1.15. Necht’s je (ne nutně regulárnı́) Sturmův-Liouvilleův diferenciálnı́ výraz. Pak
D(T ′0) je hustý v L 2(a,b) a (T ′0)

∗ ⊆ T1.

Důkaz. Nejdřı́ve zavedeme pomocné označenı́. Necht’ I = [α,β ] ⊆ (a,b) je libovolný
interval. Zřejmě s zúžený na interval I je regulárnı́. Uvažme maximálnı́ operátor TI,1
a minimálnı́ operátor TI,0 generované výrazem s v L 2(α,β ). Minimálnı́ operátor TI,0
chápeme ve smyslu Definice 2.1.10. Platı́⋃

I⊆(a,b)
D(TI,0) = D(T ′0), (2.11)

kde pro každý interval I = [α,β ] dodefinujeme funkce z L 2(α,β ) jako nulové funkce
pro x∈ (a,b)\ [α,β ]. Z Věty 2.1.14 vı́me, že D(TI,0) je hustý v L 2(α,β ), odtud, využitı́m
vyjádřenı́ (2.11) je D(T ′0) hustý v L 2(a,b).

Pro interval I = [α,β ] dále zaved’me označenı́ 〈·, ·〉I pro skalárnı́ součin v L 2(α,β )
a označenı́ hI pro restrikci funkce h ∈L 2(a,b) na I, přičemž zřejmě pro h ∈L 2(a,b) je
hI ∈L 2(α,β ). Z Věty 2.1.14 vı́me, že T ∗I,0 = TI,1 a ve smyslu předešlé části důkazu platı́
inkluze

TI,0 ⊆ T ′0 ⊆ T1.

Necht’tedy f ∈D(T ′∗0 ), pak z definice adjungovaného operátoru pro každé g ∈D(TI,0)⊆
⊆D(T ′0) platı́

〈T ′∗0 ( f ),g〉= 〈 f ,T ′0(g)〉= 〈 f ,TI,0(g)〉.

Zúženı́m tohoto vztahu na interval I dostaneme

〈(T ′∗0 ( f ))I,g〉I = 〈 fI,TI,0(g)〉I.

Z jednoznačnosti adjungovaného operátoru ihned plyne, že

fI ∈D(T ∗I,0) = D(TI,1) a TI,1( fI) = (T ′∗0 ( f ))I.

Protože interval I byl libovolný, platı́ T ′∗0 ( f ) ∈L 2(a,b). Také f ∈D(T1), nebot’

(T ′∗0 ( f ))I = TI,1( fI) = (s( f ))I = (T1( f ))I.

Poznámka. Poznamenejme, že i v dalšı́m textu budeme pod symbolem T[α,β ],1 (nebo
TI,1 pro I = [α,β ]) rozumět maximálnı́ operátor generovaný Sturmovým-Liouvilleovým
diferenciálnı́m výrazem s v prostoru L 2(α,β ), kde [α,β ]⊆ [a,b]. Hranaté závorky nám
umožňujı́ definovat i operátory T[a,c],1 a T[c,b],1 pro c ∈ (a,b). Podobně T[α,β ],0 (nebo TI,0
pro I = [α,β ]) pro minimálnı́ operátor.

Věta 2.1.16. Necht’s je regulárnı́ Sturmův-Liouvilleův diferenciálnı́ výraz. Pak

T0,r = T ′0 = (T ′0)
∗∗.
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Důkaz. Rovnost T ′0 = (T ′0)
∗∗ plyne přı́mo z části b) Věty 1.2.4, nebot’T ′0 má hustý definičnı́

obor a existuje jeho uzavřené rozšı́řenı́. Uzavřené rozšı́řenı́ operátoru T ′0 existuje, protože
je symetrický.

Dále z T ′0 ⊆ T0,r a z uzavřenosti T0,r plyne, že

T ′0 ⊆ T0,r = T0,r.

Z Věty 2.1.15 platı́ (T ′0)
∗ ⊆ T1 a z Věty 2.1.14 T1 = T ∗0,r, tedy (T ′0)

∗ ⊆ T ∗0,r. Z vlastnostı́
adjungovaných operátorů platı́ T ∗∗0,r ⊆ (T ′0)

∗∗ a ze symetrie operátoru T0,r platı́ T0,r ⊆ T ∗∗0,r .
Využitı́m již dokázané rovnosti obdržı́me T0,r ⊆ T ′0.

Poznámka. Nebot’ jsme právě dokázali T0,r = T ′0, tedy minimálnı́ operátor pro regulárnı́
výraz s je i minimálnı́m operátorem pro obecný výraz s, budeme již značit minimálnı́
operátor pro regulárnı́ výraz s také T0. Dokázanou rovnost tedy můžeme přepsat na rovnost
T0 = T ′0. Jednoznačnost minimálnı́ho operátoru plyne z jednoznačnosti uzávěru.

Pro obecný přı́pad diferenciálnı́ho výrazu s jsme zatı́m dokázali, že T ′0 je symetrickým,
nebot’je hermitovký a jeho definičnı́ obor je hustý v L 2(a,b). Rovnost T ′0 = (T ′0)

∗∗, která
byla dokázána ve Větě 2.1.16 pro regulárnı́ výraz s, platı́ i pro obecný výraz s a důkaz je
zcela analogický důkazu pro regulárnı́ výraz.

Věta 2.1.17. Necht’s je Sturmův-Liouvilleův diferenciálnı́ výraz. Platı́

T ∗0 = T ′∗0 = T1.

Důkaz. Z definice T0 = T ′0 plyne, že i T ∗0 = T ′0
∗

a platı́ T ′0
∗
= T ′∗0 . Zbývá dokázat rovnost

T ′∗0 = T1. Z Věty 2.1.7 a z hustoty definičnı́ho oboru D(T ′0), která byla dokázaná ve Větě
2.1.15, plyne inkluze

T1 ⊆ T ′∗0 .

Opačná inkluze byla dokázána ve Větě 2.1.15.

2.1.3 Deficitnı́ indexy
Definice 2.1.18. Necht’s je Sturmův-Liouvilleův diferenciálnı́m výraz a necht’T0 je mini-
málnı́ operátor generovaný výrazem s. Pro operátor T0 zavedeme označenı́

γ+ = γ+(T0),

γ− = γ−(T0).

Definice 2.1.19. Řekneme, že funkce f : (a,b)→R ležı́ zleva (resp. ležı́ zprava) v prostoru
L 2(a,b), jestliže pro každé c ∈ (a,b) platı́ f ∈L 2(a,c) (resp. f ∈L 2(c,b)).

Definice 2.1.20. Necht’s je Sturmův-Liouvilleův diferenciálnı́m výraz. Označme symbo-
lem γ+a (resp. γ−a ) počet lineárně nezávislých řešenı́ rovnice

(i− s)y = 0 (resp. (−i− s)y = 0), (2.12)

které ležı́ zleva v L 2(a,b). Podobně označme symbolem γ
+
b (resp. γ

−
b ) počet lineárně

nezávislých řešenı́ rovnice (i− s)y = 0 (resp. (−i− s)y = 0), které ležı́ zprava v L 2(a,b).
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Poznámka. Zřejmě platı́

γ
+
a = dimKer(iI−T[a,c],1) = dimR(iI−T[a,c],0)

⊥ = γ(T[a,c],0),

kde T[a,c] je maximálnı́ operátor generovaný výrazem s na L 2(a,c) a T[a,c],0 minimálnı́
operátor generovaný výrazem s na L 2(a,c). Proto podle Lemmatu 1.4.7 prvnı́ rovnice
ve vztahu (2.12) Definice 2.1.20 může být nahrazena rovnicı́

(z− s)y = 0

pro Im(z)> 0. Analogicky pro zbývajı́cı́ tři přı́pady.

Věta 2.1.21. Necht’ s je Sturmův-Liouvilleův diferenciálnı́m výraz. Pro deficitnı́ indexy
minimálnı́ho operátoru T0 generovaného výrazem s platı́

γ+ = γ
+
a + γ

+
b −2 a γ− = γ

−
a + γ

−
b −2,

neboli

dimKer(iI−T1) = dimKer(iI−T[a,c],1)+dimKer(iI−T[c,b],1)−2,

dimKer(−iI−T1) = dimKer(−iI−T[a,c],1)+dimKer(−iI−T[c,b],1)−2

pro přı́slušné maximálnı́ operátory T[a,c],1 a T[c,b],1.

Důkaz. Necht’c ∈ (a,b) a Tc,0 je restrikce minimálnı́ho operátoru T0 definovaná vztahem

D(Tc,0) = {y ∈D(T0) : y[0](c) = y[1](c) = 0}.

Dále, necht’{(α1
0 ,α

1
1 ),(α

2
0 ,α

2
1 )} je báze prostoru C2 a (α,β ) ⊆ (a,b) je interval takový,

že a < α < c < β < b. Z Věty 2.1.13 plyne, že existujı́ funkce y1,y2 ∈D(T0) takové, že

y[0]1 (c) = α
1
0 , y[0]2 (c) = α

2
0 ,

y[1]1 (c) = α
1
1 , y[1]2 (c) = α

2
1

a
y1(x) = 0 = y2(x) pro x ∈ (a,α]∪ [β ,b). (2.13)

Krátce popišme konstrukci funkcı́ y1,y2. Uvažme maximálnı́ operátor T[α,c],1 (resp.
T[c,β ],1) generovaný výrazem s na prostoru L 2(α,c) (resp. L 2(c,β )). Výraz s je na pro-
storech L 2(α,c) a L 2(c,β ) regulárnı́. Každá z funkcı́ y1,y2 bude součtem funkce
z D(T[α,c],1) a funkce z D(T[c,β ],1) pro vhodné volby podmı́nek (2.9) z Věty 2.1.13 a navı́c
dodefinována vztahem (2.13) na celý interval (a,b). Zřejmě pak y1,y2 patřı́ do D(T0).

Zřejmě
D(T0) = D(Tc,0)+Lin{y1,y2}.

Tedy, protože y1,y2 jsou lineárně nezávislé modulo D(Tc,0), platı́

dimD(T0)/D(Tc,0) = dim(D(Tc,0))D(T0) = 2,
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jinými slovy T0 je 2-dimenzionálnı́ rozšı́řenı́ operátoru Tc,0. Ze vztahu (1.6) z důkazu Věty
1.4.14 a z Věty 1.4.20 platı́

dim[R(iI−T0)	R(iI−Tc,0)] = dim[R(−iI−T0)	R(−iI−Tc,0)] = 2,

kde prvnı́ rovnost navı́c plyne z dodatečného tvrzenı́ části a) Věty 1.4.14. Tedy platı́

[R(−iI−T0)	R(−iI−Tc,0)]⊕R(−iI−Tc,0) = R(−iI−T0),

[R(iI−T0)	R(iI−Tc,0)]⊕R(iI−Tc,0) = R(iI−T0).

Podle Lemmatu 1.1.7 navı́c platı́

R(−iI−Tc,0)
⊥ = R(−iI−T0)

⊥⊕ [R(−iI−T0)	R(−iI−Tc,0)],

R(iI−Tc,0)
⊥ = R(iI−T0)

⊥⊕ [R(iI−T0)	R(iI−Tc,0)].

Odtud přı́mo dostáváme

γ+(Tc,0) = γ++2 a γ−(Tc,0) = γ−+2. (2.14)

Pro operátor Tc,0 platı́

D(Tc,0) = D(T[a,c],0)⊕D(T[c,b],0),

kde T[a,c],0 (resp. T[c,b],0) je minimálnı́ operátor generovaný výrazem s v L 2(a,c) (resp.
v L 2(c,b)). Proto platı́

γ+(Tc,0) = γ
+
a + γ

+
b a γ−(Tc,0) = γ

−
a + γ

−
b .

Dosazenı́m do vztahu (2.14) obdržı́me

γ
+
a + γ

+
b = γ++2 a γ

−
a + γ

−
b = γ−+2,

což jsme chtěli dokázat.

Věta 2.1.22. Necht’s je Sturmův-Liouvilleův diferenciálnı́ výraz. Platı́

γ
+
a + γ

+
b ≥ 2, γ

−
a + γ

−
b ≥ 2,

γ
+
a + γ

−
a ≥ 2, γ

+
b + γ

−
b ≥ 2.

Důkaz. Prvnı́ dvě nerovnosti plynou z Věty 2.1.21, protože deficitnı́ indexy γ+ γ− jsou
nezáporné.

Necht’a < c < b a necht’T[a,c],1 (resp. T[a,c],0) je maximálnı́ (resp. minimálnı́) operátor
generovaný výrazem s v L 2(a,c). Protože s je regulárnı́ v c, můžeme, podobnou cestou
jako v předchozı́m důkazu, ukázat, že

dimD(T[a,c],1)/D(T[a,c],0)≥ 2.

Nebot’ γ+(T[a,c],0) = γ+a a γ−(T[a,c],0) = γ−a , za využitı́ Lemmatu 1.1.10 z Prvnı́ von
Neumannovy formule 1.4.17 plyne

γ
+
a + γ

−
a = γ+(T[a,c],0)+ γ−(T[a,c],0) = dimD(T[a,c],1)/D(T[a,c],0)≥ 2.

Nerovnost γ
+
b + γ

−
b ≥ 2 se ukáže podobně.
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Věta 2.1.23. Necht’s je Sturmův-Liouvilleův diferenciálnı́ výraz. Necht’T[a,c],0 (resp. T[c,b],0)
je minimálnı́ operátor generovaný výrazem s v prostoru L 2(a,c) (resp. v L 2(c,b)), pak
platı́

γ
+
a = γ

−
a ≥ 1 a γ

+
b = γ

−
b ≥ 1.

Důkaz. Nebot’ výraz s je lineárnı́ s reálnými koeficienty, operátory T[a,c],0 a T[c,b],0 jsou
reálné. Pak podle Věty 1.4.16 platı́

γ
+
a = γ+(T[a,c],0) = γ−(T[a,c],0) = γ

−
a a γ

+
b = γ+(T[c,b],0) = γ−(T[c,b],0) = γ

−
b .

Z Věty 2.1.22 dostáváme tvrzenı́.

2.2 Weylova klasifikace
Definice 2.2.1. Pro funkce y1,y2 ∈D(T1) definujme Wronskián těchto funkcı́ vztahem

W (y1,y2;x) =W (x) = det

(
y[0]1 (x) y[0]2 (x)
y[1]1 (x) y[1]2 (x)

)
.

Poznámka. Pro y1,y2 ∈D(T1) platı́

W (y1,y2,x) = y1(x)p(x)y′2(x)− p(x)y′1(x)y2(x) = [y1,y2](x).

Věta 2.2.2. Platı́ následujı́cı́ tvrzenı́.

a) Řešenı́ y1,y2 rovnice (s−λ )y = 0 tvořı́ fundamentálnı́ systém právě tehdy, když

W (y1,y2;x) =W (x) 6= 0

pro nějaké (a tedy pro každé) x ∈ (a,b).

b) Wronskián dvou řešenı́ rovnice (s−λ )y = 0 je nezávislý na x.

Důkaz. a) Stačı́ dokázat, že W (x) 6= 0 pro každé x ∈ (a,b) právě tehdy, když W (x0) 6= 0
pro nějaké x0 ∈ (a,b). Použijeme Jacobiho-Liouvilleovu formuli (viz [4]) tvaru

W (x) =W (x0)exp
{∫ x

x0

Tr(A(x))dx
}

pro x0 ∈ (a,b), kde

A(x) =
(

0 p−1(x)
q(x)−λ 0

)
.

Z rovnosti přı́mo plyne požadovaná ekvivalence.
b) Necht’y1,y2 je libovolná dvojice řešenı́ rovnice (s−λ )y = 0.

W ′(x) = [y1(x)p(x)y′2(x)− p(x)y′1(x)y2(x)]′ =
= (p(x)y′2(x))

′y1(x)+ p(x)y′2(x)y
′
1(x) −

− (p(x)y′1(x))
′y2(x)− p(x)y′1(x)y

′
2(x) =

= (q(x)−λ )[y1(x)y2(x)− y2(x)y1(x)] = 0

Determinant je tedy konstantnı́ funkcı́, tj. je nezávislý na proměnné x.
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Věta 2.2.3. Necht’ y1,y2 je fundamentálnı́ systém řešenı́ rovnice (s− λ )y = 0 a f je
z L 1

loc(a,b). Pak všechna řešenı́ y rovnice (s−λ )y = f jsou tvaru

y(x) = c1(x)y1(x)+ c2(x)y2(x),

kde

c1(x) = a1 +
∫ x

c
W (y1,y2,s)−1y2(x) f (x)ds,

c2(x) = a2−
∫ x

c
W (y1,y2,s)−1y1(x) f (x)ds

pro c ∈ (a,b) a a1,a2 ∈ R. Funkce c1(x),c2(x) můžeme ekvivalentně zapsat ve tvaru

c1(x) = a1 +
∫ x

c
z1(s) f (s)ds,

c2(x) = a2 +
∫ x

c
z2(s) f (s)ds,

kde z1,z2 jsou řešenı́ rovnice (s−λ )z = 0, jednoznačně určená volbou y1,y2.

Důkaz. Řešenı́ budeme hledat metodou variace konstant, viz [6]. Předpokládejme tedy,
že řešenı́ rovnice (s−λ )y = f je ve tvaru

y(x) = c1(x)y1(x)+ c2(x)y2(x),

kde koeficienty c1,c2 jsou řešenı́m systému

c′1(x)y1(x)+ c′2(x)y2(x) = 0,

c′1(x)y
′
1(x)+ c′2(x)y

′
2(x) =−

f
p
.

Pomocı́ kvazi-derivacı́ tento systém zapı́šeme ve tvaru

c′1(x)y
[0]
1 (x)+ c′2(x)y

[0]
2 (x) = 0,

c′1(x)y
[1]
1 (x)+ c′2(x)y

[1]
2 (x) =− f .

Obdrželi jsme soustavu dvou rovnic o dvou neznámých a jejı́ determinantW (y1,y2,x) 6=
6= 0, nebot’y1,y2 tvořı́ fundamentálnı́ systém řešenı́. Proto, využitı́m Cramerova pravidla,
dostaneme

c′1(x) = W (y1,y2,x)−1y2(x) f (x),

c′2(x) =−W (y1,y2,x)−1y1(x) f (x),

nebot’

det

(
0 y[0]2

− f y[1]2

)
= y2 f a det

(
y[0]1 0
y[1]1 − f

)
=−y1 f .
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Integracı́ obdržı́me

c1(x) = c1(c)+
∫ x

c
W (y1,y2,y)−1y2(y) f (y)dy,

c2(x) = c2(c)−
∫ x

c
W (y1,y2,y)−1y1(y) f (y)dy,

kde konstanty a1 = c1(c) a a2 = c2(c) jsou libovolné (v přı́padě dodánı́ počátečnı́ podmı́nky
pro řešenı́ y jsou určeny jednoznačně). Po vhodném označenı́ funkcı́ z1,z2 můžeme psát

c1(x) = a1 +
∫ x

c
z1(s) f (s)ds,

c2(x) = a2 +
∫ x

c
z2(s) f (s)ds,

kde z1,z2 jsou absolutně spojité na (a,b). Abychom dokázali, že z1,z2 jsou řešenı́ rovnice
(s−λ )z = 0, ukážeme, že pro každý kompaktnı́ interval I = [α,β ]⊆ (a,b) platı́

z j|I ∈R(TI,0−λ I)⊥ =Ker(TI,1−λ I),

kde TI,0 a TI,1 jsou definovány v důkazu Věty 2.1.15.
Necht’ f ∈R(TI,0−λ I) a f = (TI,0−λ )g= (s−λ )g, kde g∈D(TI,0)⊆D(T ′0). Funkce

g je tedy tvaru

g(x) = c1(x)y1(x)+ c2(x)y2(x) =

=

[
a1 +

∫ x

c
z1(s) f (s)ds

]
y1(x)+

[
a2 +

∫ x

c
z2(s) f (s)ds

]
y2(x)

pro x ∈ (a,b). Protože g(x) = 0 pro x /∈ [α,β ], platı́

a1 =
∫ c

α

z1(s) f (s)ds =−
∫

β

c
z1(s) f (s)ds,

a2 =
∫ c

α

z2(s) f (s)ds =−
∫

β

c
z2(s) f (s)ds.

Proto ∫
β

α

z j(s) f (s)ds = 0, tj. z j|I ⊥ f .

Protože f ∈R(TI,0−λ I) bylo libovolné, platı́

z j|I ∈R(TI,0−λ I)⊥.

Poznámka. Obecné řešenı́ rovnice (s−λ )y = f můžeme zapsat ve tvaru

y(x) = a1y1(x)+a2y2(x)+

+W (y1,y2,x)−1
[

y1(x)
∫ x

c
y2(s) f (s)ds− y2(x)

∫ x

c
y1(s) f (s)ds

]
,
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nebot’Wronskián W (y1,y2,x) nezávisı́ na x podle Věty 2.2.2. Dále platı́

c1(x) = a1 +
∫ x

c
W (y1,y2,s)−1y2(s) f (s)ds = a1 +

∫ x

c
z1(s) f (s)ds,

c2(x) = a2−
∫ x

c
W (y1,y2,s)−1y1(s) f (s)ds = a2 +

∫ x

c
z2(s) f (s)ds.

Odtud

z1(x) =W (y1,y2,x)−1y2(x),

z2(x) =−W (y1,y2,x)−1y1(x).

Věta 2.2.4. Necht’s je Sturmův-Liouvilleův diferenciálnı́ výraz. Předpokládejme, že pro ně-
jaké λ0 ∈ C všechna řešenı́ rovnic

(s−λ0)y = 0 a (s−λ0)y = 0

ležı́ zprava v L 2(a,b). Pak toto tvrzenı́ platı́ pro každé λ ∈C. Analogicky pro řešenı́ ležı́cı́
zleva v L 2(a,b).

Důkaz. Můžeme psát

0 = (s−λ )y = (s−λ0−λ +λ0)y = (s−λ0)y− (λ −λ0)y.

Diferenciálnı́ rovnice 0 = (s−λ )y tedy přejde na tvar

(s−λ0)y = (λ −λ0)y,

který můžeme chápat jako nehomogennı́ rovnici

(s−λ0)y = f ,

kde f = (λ −λ0)y. Nynı́ můžeme využı́t Větu 2.2.3. Necht’y1,y2 je fundamentálnı́ systém
řešenı́ rovnice (s−λ0)y = 0, pak řešenı́ y splňuje

y(x) = a1y1(x)+a2y2(x)+
2

∑
j=1

y j(x)
∫ x

c
z j(s)(λ −λ0)y(s)ds =

= a1y1(x)+a2y2(x)+(λ −λ0)
2

∑
j=1

y j(x)
∫ x

c
z j(s)y(s)ds

Protože funkce z1,z2 jsou řešenı́ rovnice

(s−λ0)z = 0,

platı́ z1,z2,y1,y2 ∈L 2(c,b), kde c ∈ (a,b). Označme

z(x) = |y1(x)|+ |y2(x)| , A = max{|a1| , |a2|}.

Dále označme

M = 2 |λ −λ0|2
[∫ b

c
|z1(x)|2dx+

∫ b

c
|z2(x)|2dx

]
.
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Užitı́m trojúhelnı́kové nerovnosti dostáváme

|y(x)| ≤ |a1| |y1(x)|+
∣∣∣∣(λ −λ0)

∫ x

c
z1(s)y(s)ds

∣∣∣∣ |y1(x)|+

+ |a2| |y2(x)|+
∣∣∣∣(λ −λ0)

∫ x

c
z2(s)y(s)ds

∣∣∣∣ |y2(x)| ≤

≤ Az(x)+ |λ −λ0|
[∣∣∣∣∫ x

c
z1(s)y(s)ds

∣∣∣∣ |y1(x)|+
∣∣∣∣∫ x

c
z2(s)y(s)ds

∣∣∣∣ |y2(x)|
]
.

Z Cauchyovy nerovnosti plyne∣∣∣∣∫ x

c
z1(s)y(s)ds

∣∣∣∣ |y1(x)|+
∣∣∣∣∫ x

c
z2(s)y(s)ds

∣∣∣∣ |y2(x)| ≤

≤

√∣∣∣∣∫ x

c
z1(s)y(s)ds

∣∣∣∣2 + ∣∣∣∣∫ x

c
z2(s)y(s)ds

∣∣∣∣2√|y1(x)|2 + |y2(x)|2.

Dohromady tedy

|y(x)| ≤ Az(x)+

+ |λ −λ0|
[(∣∣∣∣∫ x

c
z1(s)y(s)ds

∣∣∣∣2 + ∣∣∣∣∫ x

c
z2(s)y(s)ds

∣∣∣∣2
)(
|y1(x)|2 + |y2(x)|2

)] 1
2

.

Opět z Cauchyovy nerovnosti dostáváme

|y(x)|2 ≤ 2

[
A2(z(x))2 + |λ −λ0|2 (z(x))2

2

∑
i=1

(∫ x

c
|zi(s)|2ds

∫ x

c
|y(s)|2ds

)]
≤

≤ 2A2(z(x))2 +M(z(x))2
∫ x

c
|y(s)|2ds

Zřejmě z ∈L 2(c,b), tj. ∫ b

c
(|y1(s)|+ |y2(s)|)2ds < ∞,

tedy existuje d ∈ (c,b) takové, že∫ b

d
(|y1(s)|+ |y2(s)|)2ds <

1
2M

.

Odtud pro r ≥ d platı́∫ r

d
|y(s)|2ds≤ 2A2

∫ r

d
(z(s))2ds+M

∫ r

d
(z(t))2

∫ t

c
|y(s)|2dsdt ≤

≤ 2A2
∫ b

d
(z(s))2ds+

1
2

∫ r

c
|y(s)|2ds,

a proto
1
2

∫ r

d
|y(s)|2ds≤ 2A2

∫ b

d
(z(s))2ds+

1
2

∫ d

c
|y(s)|2ds,
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nebot’
1
2

∫ r

c
|y(s)|2ds = 1

2

∫ d

c
|y(s)|2ds+ 1

2

∫ r

d
|y(s)|2ds.

Pravá strana poslednı́ nerovnosti je nezávislá na r, proto y ∈L 2(d,b), tj. y ležı́ zprava
v L 2(a,b).

Věta 2.2.5 (Weylova alternativa). Necht’s je Sturm-Liouvilleův diferenciálnı́ výraz. Pak
platı́ bud’

a) pro každé λ ∈ C všechna řešenı́ rovnice (s−λ )y = 0 ležı́ zprava v L 2(a,b),

nebo

b) pro každé λ ∈ C existuje nejméně jedno řešenı́ rovnice (s−λ )y = 0, které neležı́
zprava v L 2(a,b), v tomto přı́padě pro každé λ ∈C\R existuje právě jedno řešenı́
rovnice (s−λ )y = 0 (až na multiplikativnı́ konstantu), které ležı́ zprava v L 2(a,b).

Analogicky pro řešenı́ ležı́cı́ zleva v L 2(a,b).

Důkaz. Předpokládejme, že pro nějaké λ0 ∈ C každé řešenı́ u rovnice (s−λ0)y = 0 ležı́
zprava v L 2(a,b). Protože s je reálný diferenciálnı́ výraz, platı́

0 = (s−λ0)u =
(

s−λ0

)
u,

a tedy u je řešenı́ rovnice (s−λ0)y = 0. Naopak, je-li v řešenı́m rovnice (s−λ0)y = 0, pak

0 = (s−λ0)v = (s−λ0)v,

a tedy v je řešenı́m rovnice (s−λ0)y = 0. Proto všechna řešenı́ (s−λ0)y = 0 a (s−λ0)y =
= 0 ležı́ zprava v L 2(a,b). Odtud, podle Věty 2.2.4, pro každé λ ∈ C všechna řešenı́
(s−λ )y = 0 ležı́ zprava v L 2(a,b).

Dokázali jsme, že pokud pro libovolné jedno λ0 ∈ C ležı́ všechna řešenı́ rovnice (s−
−λ0)y= 0 zprava v L 2(a,b), pak pro každé λ ∈C ležı́ všechna řešenı́ rovnice (s−λ )y= 0
zprava v L 2(a,b). Tedy pokud nenastává varianta a), tj. existuje λ1 ∈ C tak, že nejméně
jedno řešenı́ rovnice (s−λ1)y = 0 neležı́ zprava v L 2(a,b), pak pro každé λ ∈C existuje
nejméně jedno řešenı́ rovnice (s−λ )y = 0 neležı́cı́ zprava v L 2(a,b).

Zbývá dokázat, že v přı́padě b) pro každé λ ∈C\R existuje právě jedno řešenı́ rovnice
(s−λ )y = 0, které ležı́ zprava v L 2(a,b). Zřejmě stačı́ dokázat pouze existenci aspoň
jednoho takového řešenı́, protože počet lineárně nezávislých řešenı́ rovnice (s−λ )y = 0
je roven dvěma. Z Věty 2.1.23 platı́

γ
+
b ≥ 1 pro Im(λ )> 0,

γ
−
b ≥ 1 pro Im(λ )< 0.

Protože čı́slo γ
+
b (resp. γ

−
b ) udává počet lineárně nezávislých řešenı́ rovnice (s−λ )y = 0

ležı́cı́ch zprava v L 2(a,b) pro Im(λ )> 0 (resp. Im(λ )< 0), platı́ Weylova alternativa.
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Definice 2.2.6. Necht’ s je Sturmův-Liouvilleův diferenciálnı́ výraz. Řekneme, že výraz
s je limit circle (zkráceně LC) v bodě b, jestliže platı́ varianta a) Weylovy alternativy.
Řekneme, že výraz s je limit point (zkráceně LP) v bodě b, jestliže platı́ varianta b)
Weylovy alternativy. Analogicky definujeme přı́pady LC a LP pro bod a.

Věta 2.2.7. Necht’s je Sturmův-Liouvilleův diferenciálnı́ výraz.

a) Pokud s je LC v bodech a a b, pak platı́ (γ+,γ−) = (2,2).
b) Pokud s v jednom bodě LP a v druhém LC, pak (γ+,γ−) = (1,1).
c) Pokud s je LP v bodech a a b, pak platı́ (γ+,γ−) = (0,0).

Důkaz. Protože T0 je reálný operátor, podle Věty 1.4.16 platı́ γ+ = γ− =: A. Podobně platı́
γ+a = γ−a =: Aa a γ

+
b = γ

−
b =: Ab. Podle Věty 2.1.21 platı́

A = Aa +Ab−2.

Odtud platı́
s je LC v bodě a⇒ Aa = 2 = γ

+
a = γ

−
a ,

s je LP v bodě a⇒ Aa = 1 = γ
+
a = γ

−
a ,

s je LC v bodě b⇒ Ab = 2 = γ
+
b = γ

−
b ,

s je LP v bodě b⇒ Ab = 1 = γ
+
b = γ

−
b .

Tvrzenı́ dostáváme dosazenı́m přı́padů a), b) a c) do vztahu (γ+,γ−) = (A,A).

Poznámka. Pokud nastane přı́pad c) Věty 2.2.7, operátor T0 = T je samoadjungovaný,
nebot’T ∗ = T0.

Zaměřme se nynı́ na speciálnı́ přı́pad, ve kterém Sturmův-Liouvilleův diferenciálnı́
výraz s(y) =−(p(x)y′)′+q(x)y platı́ pro x ∈ (0,∞) a navı́c je regulárnı́ v bodě 0, tedy

s(y) =−(p(x)y′)′+q(x)y pro x ∈ [0,∞). (2.15)

Ukážeme, že v tomto přı́padě platı́ bud’(γ+,γ−) = (2,2), nebo (γ+,γ−) = (1,1) pro mini-
málnı́ operátor generovaný tı́mto speciálnı́m výrazem s. Skutečnost, že (γ+,γ−) = (0,0)
nemůže nastat, je obsahem Věty 2.2.8. Tato věta spolu se svým důkazem také vysvětluje
důvod zavedenı́ pojmů limit point a limit circle. Uvidı́me, že pojmy jsou založeny na ge-
ometrické interpretaci Weylovy alternativy. Stručně zavedeme ještě několik pojmů, které
se využijı́ v důkazu Věty 2.2.8.

Zobecněnou kružnicı́ rozumı́me množinu bodů z C danou rovnicı́

αzz+Bz+Bz+β = 0 (2.16)

pro α,β ∈ R, B ∈ C, |B|2−αβ > 0. Pro α 6= 0 je rovnice (2.16) rovnicı́ kružnice a pro
α = 0 je rovnice (2.16) rovnicı́ přı́mky.

Homografiı́ (Möbiovou transformacı́) rozumı́me zobrazenı́ F : C∗→ C∗ (symbol C∗
značı́ rozšı́řenou množinu komplexnı́ch čı́sel, tj. množinu komplexnı́ch čı́sel se symbolem
∞ a se standardně rozšı́řenými operacemi), které je tvaru

F(z) =
Az+B
Cz+D
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pro konstanty A,B,C,D ∈ C, které splňujı́ podmı́nku AD−BC 6= 0. Pro C = 0 definujeme
L(∞) = ∞ a pro C 6= 0 definujeme L(−D/C) = ∞ a L(∞) = A/C. Zobrazenı́ F je bijekce
C∗→C∗. Inverznı́ zobrazenı́ F−1 existuje a je rovněž homografie. Platı́, že homografický
obraz zobecněné kružnice je opět zobecněná kružnice (viz [3]).

Následujı́cı́ věta má spı́še charakter přı́kladu než účelové matematické věty.

Věta 2.2.8. Necht’λ ∈C\R a s je Sturmův-Liouvilleův výraz (2.15). Dále, necht’ϕ,ψ jsou
řešenı́ rovnice (s−λ ) = 0 splňujı́cı́ počátečnı́ podmı́nky

ϕ
[0](0) = ϕ(0) = sinα, ϕ

[1](0) = p(0)ϕ ′(0) =−cosα,

ψ
[0](0) = ψ(0) = cosα, ψ

[1](0) = p(0)ψ ′(0) = sinα
(2.17)

pro α ∈ [0,π). Necht’b ∈ (0,∞), pak řešenı́ y = ϕ +mψ pro m ∈ C vyhovuje podmı́nce

y(b)cosβ + p(b)y′(b)sinβ = 0 pro β ∈ [0,π) (2.18)

právě tehdy, když m ∈Cb, kde Cb je určitá kružnice v komplexnı́ rovině. Pro b→ ∞ platı́
bud’

a) kružnice Cb konverguje k limitnı́ kružnici C∞ (v tomto přı́padě všechna řešenı́ rovnice
(s−λ ) = 0 ležı́ v L 2(a,∞) pro libovolné λ ∈C\R, dokonce pro libovolné λ ∈C),

nebo

b) kružniceCb konverguje k limitnı́mu bodu m∞ (v tomto přı́padě pro libovolné λ ∈C\R
existuje právě jedno řešenı́ (až na multiplikativnı́ konstantu), které ležı́ v L 2(a,∞)).

Důkaz. Zřejmě ϕ,ψ jsou lineárně nezávislá řešenı́. Dále, z podmı́nek (2.17) pro Wronskián
funkcı́ ϕ,ψ platı́

W (0) = [ϕ,ψ](0) = ϕ(0)p(0)ψ ′(0)− p(0)ϕ ′(0)ψ(0) = sin2
α + cos2

α = 1.

Podle části b) Věty 2.2.2 je Wronskián konstantnı́, proto

[ϕ,ψ](x) = 1

pro x ∈ [0,∞). Všimněme si, že řešenı́ ϕ,ψ také splňujı́ v bodě 0 okrajové podmı́nky

ϕ(0)cosα + p(0)ϕ ′(0)sinα = 0,
ψ(0)sinα− p(0)ψ ′(0)cosα = 0.

Řešenı́ rovnice (s−λ ) = 0 jsou bud’ tvaru y = ϕ +mψ (až na konstantnı́ násobek), kde
m ∈ C je konstanta, nebo konstantnı́m násobkem ψ . Dosazenı́m y do rovnice (2.18)
obdržı́me

[ϕ(b)+mψ(b)]cosβ + p(b)[ϕ ′(b)+mψ
′(b)]sinβ = 0.

Úpravami dostaneme ekvivalentnı́ tvar

m =− ϕ(b)cosβ + p(b)ϕ ′(b)sinβ

ψ(b)cosβ + p(b)ψ ′(b)sinβ
=− ϕ(b)cotgβ + p(b)ϕ ′(b)

ψ(b)cotgβ + p(b)ψ ′(b)



Kapitola 2. Sturmovy-Liouvilleovy diferenciálnı́ operátory 44

pro
ψ(b)cosβ + p(b)ψ ′(b)sinβ 6= 0 a β 6= 0. (2.19)

Označme A = ϕ(b), B = p(b)ϕ ′(b), C = ψ(b), D = p(b)ψ ′(b), pak zřejmě A,B,C,D ∈C.
Platı́

BC−AD = p(b)ϕ ′(b)ψ(b)−ϕ(b)p(b)ψ ′(b) =−[ϕ,ψ](b) =−1. (2.20)

Proto zobrazenı́ definované předpisem

F(z) =
(−A)z+(−B)

Cz+D
=−Az+B

Cz+D

je homografie.
Definujme cotg0 = ∞. Pokud připustı́me, že ve vztahu (2.19) mı́sto negacı́ rovnostı́

nastávajı́ rovnosti, pak C = 0 a nutně (z podmı́nky (2.20)) −AD 6= 0. V tomto přı́padě
platı́ F(cotg0) = ∞. Pokud platı́ pouze β = 0 a druhá nerovnost je splněna, pak tedy
C 6= 0 a L(cotg0) = A/C. Pokud je splněna pouze nerovnost β 6= 0, pak C nebo D je nula,
nebot’ dvojice (sinβ ,cosβ ) 6= (0,0) na intervalu (0,π) a přı́pad C = D = 0 je vyloučen
z podmı́nky (2.20). PokudC = 0, pak F(∞) =∞ a pokudC 6= 0, pak D= 0, L(cotg(π/2)) =
= ∞ a L(∞) = A/C.

Množina
M = {z ∈ C : z = cotgβ pro β ∈ [0,π)}

je reálná přı́mka v rozšı́řených komplexnı́ch čı́slech, tj. zobecněná kružnice, proto i F(M)=
=Cb je zobecněná kružnice. Vzhledem k tomu, že zobrazenı́ F je bijekcı́, platı́: β probı́há
od 0 k π právě tehdy, když m probı́há kružnici Cb. Odtud plyne ekvivalence: Řešenı́
y= ϕ+mψ pro m∈C vyhovuje podmı́nce (2.18) právě tehdy, když m probı́há zobecněnou
kružnici Cb.

Necht’m ∈Cb je libovolné, pak

F−1(m) =−Dm+B
Cm+A

= z

pro určité z ∈M. Nebot’M je reálná osa, platı́

Im

(
−Dm+B

Cm+A

)
= Imz = 0.

Za pomoci vztahu Imz = (z− z)/2i zı́skáme vztah

Dm+B
Cm+A

=
Dm+B
Cm+A

. (2.21)

Vztah (2.21) je rovnicı́ pro neznámou m. Zřejmě m ∈ Cb právě tehdy, když m splňuje
rovnici (2.21). Rovnice (2.21) po úpravách přejde na tvar

(CD−DC)mm+(CB−DA)m+(AD−BC)m+AB−BA = 0. (2.22)

Jak později uvidı́me, platı́ CD−DC 6= 0, tedy (2.22) je rovnicı́ kružnice. Rovnici kružnice
lze zapsat také ve tvaru

|m−mb|= rb,
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kde mb je střed kružnice, rb poloměr kružnice. Umocnı́me-li tuto rovnici na druhou a upra-
vı́me na tvar (2.16), pak porovnánı́m koeficientů můžeme zı́skat střed kružnice. Platı́

mb =−
AD−BC
CD−DC

.

Podobně zı́skáme poloměr

rb =

√∣∣∣∣BC−AD
CD−DC

∣∣∣∣2− AB−BA
CD−DC

=

∣∣∣∣AD−BC
CD−DC

∣∣∣∣ .
Snadno se lze přesvědčit, že rovnice (2.22) lze přepsat do tvaru −[y,y](b) = 0 a že platı́

AD−BC = ϕ(b)p(b)ψ ′(b)− p(b)ϕ ′(b)ψ(b) =−[ψ,ϕ](b)

CD−DC = ψ(b)p(b)ψ ′(b)− p(b)ψ ′(b)ψ(b) =−[ψ,ψ](b),
AD−BC =−(BC−AD) = [ϕ,ψ](b) = 1.

Vztahy pro střed a poloměr kružnice pak vypadajı́ následovně

mb =−
[ψ,ϕ](b)
[ψ,ψ](b)

, rb =
1

|[ψ,ψ](b)|
.

Vnitřek kružnice Cb je tedy zadán následujı́cı́ nerovnicı́

[y,y](b)
[ψ,ψ](b)

< 0.

Nynı́ aplikujeme Greenovu formuli (2.6) na řešenı́ ψ rovnice (s−λ )y = 0 a dostaneme∫ b

0

[
λψ(x)ψ(x)−ψ(x)λψ(x)

]
dx = [ψ,ψ](b)− [ψ,ψ](0).

Z podmı́nek (2.17) plyne, že [ψ,ψ](0) = 0. Odtud

[ψ,ψ](b) =−2i Imλ

∫ b

0
|ψ(x)|2dx,

kde Imλ 6= 0, což plyne přı́mo z předpokladu věty. Podobně platı́

[y,y](b) = [y,y](0)−2i Imλ

∫ b

0
|y(x)|2dx = 2i Imm−2i Imλ

∫ b

0
|y(x)|2dx,

nebot’platı́ [ϕ,ϕ](0) = 0, [ϕ,ψ](0) = 1, [ψ,ϕ](0) =−1. Odtud nerovnost (2.2) je ekviva-
lentnı́ nerovnosti

Imλ
∫ b

0 |y(x)|
2dx− Imm

Imλ
∫ b

0 |y(x)|
2dx

< 0,

tedy i nerovnosti ∫ b

0
|y(x)|2dx < Imm

Imλ
. (2.23)
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Zřejmě platı́, že body kružnice Cb jsou dány rovnicı́, která vznikne ze vztahu (2.23)
nahrazenı́m nerovnosti rovnostı́. Pro poloměr kružnice platı́

r−1
b = |[ψ,ψ](b)|= 2 |Imλ |

∫ b

0
|ψ(x)|2dx.

Necht’b1,b2 ∈ (0,∞) jsou takové, že b1 < b2. Pro m z vnitřku Cb2 platı́∫ b1

0
|y(x)|2dx≤

∫ b2

0
|y(x)|2dx < Imm

Imλ
.

Proto m ležı́ i uvnitř Cb1 . Označme

m∞ = lim
b→∞

mb a r∞ = lim
b→∞

rb.

Pak bud’Cb konverguje k (limitnı́) kružnici C∞ nebo k (limitnı́mu) bodu m∞. Pokud m̂ je
libovolný bod ležı́cı́ na kružnici C∞ (resp. m̂ = m∞), pak m̂ ∈Cb pro každé b ∈ R. Proto∫ b

0
|ϕ(x)+ m̂ψ(x)|2dx =

∫ b

0
|ŷ(x)|2dx < Im m̂

Imλ
.

Limitnı́m přechodem pro b→∞ dostáváme, že ŷ∈L 2(0,∞). Odtud plyne, že pro Imλ 6= 0
vždy alespoň jedno řešenı́ rovnice (s−λ )y = 0 je v L 2(0,∞).

Necht’Cb konverguje ke kružnici C∞. Pak existuje nekonečně mnoho řešenı́ y patřı́cı́ch
do L 2(0,∞), které jsou tvaru y= ϕ+mψ pro m∈C∞ a generujı́ celý prostor řešenı́ rovnice
(s−λ )y = 0.

Necht’Cb konverguje k bodu m∞, tj. rb→ 0 pro b→∞ a existuje jediné řešenı́ y = ϕ +
+m∞ψ , které patřı́ do L 2(0,∞), nebot’

0 = lim
b→∞

rb = lim
b→∞

1

2 |Imλ |
∫ b

0 |ψ(x)|2dx
,

tj. ψ /∈L 2(0,∞).

2.3 LP/LC kriteria
Následujı́cı́ věta je důsledkem Věty 2.2.4, proto ji uvedeme bez důkazu.

Věta 2.3.1. Necht’s je Sturmův-Liouvilleův diferenciálnı́ výraz. Předpokládejme, že pro ně-
jaké λ0 ∈ C všechna řešenı́ rovnic

(s−λ0)y = 0 a (s−λ0)y = 0

ležı́ zprava v L 2(a,b). Pak s je limit circle v bodě b. Analogicky pro řešenı́ ležı́cı́ zleva
v L 2(a,b).

Nynı́ uvedeme i dostačujı́cı́ podmı́nku pro přı́pad LP.
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Věta 2.3.2. Necht’s je Sturmův-Liouvilleův diferenciálnı́ výraz. Předpokládejme, že existuje
c ∈ (a,b) takové, že p(x)> 0 pro x ∈ (c,b). Dále, označme

g(x) =
∫ x

c

1
p(t)
dt pro x ∈ (c,b).

Pokud platı́
g /∈L 2(c,b) a liminf

x→b
q(x)>−∞,

pak výraz s je limit point v bodě b. Analogické tvrzenı́ platı́ pro hraničnı́ bod a.

Důkaz. Necht’g /∈L 2(c,b), pak c+g /∈L 2(c,b), nebot’integrál∫ b

c
|c+g|2dx

zřejmě diverguje. Zvolme γ ∈ R a x0 ∈ (a,b) takové, že platı́

q(x)> γ pro x≥ x0.

Chceme dokázat, že s je limit point v bodě b, tj. stačı́ dokázat, že pro nějaké λ existuje
nějaké řešenı́ rovnice (s−λ )y = 0, které neležı́ zprava v L 2(a,b). Proto uvažme počátečnı́
problém

(s− γ)y = 0, y[0](x0) = y(x0) = 1, y[1](x0) = p(x0)y′(x0) = 0. (2.24)

Necht’y je řešenı́ rovnice (2.24), pak platı́

(p(x)y′(x))′ = (q(x)− γ)y(x) = k(x)y(x),

kde k(x) = (q(x)−γ)> 0. Vzhledem k tomuto vztahu a počátečnı́m podmı́nkám ze vztahu
(2.24) platı́, že funkce py′ a y jsou rostoucı́ na intervalu (x0,b). Pak pro c ∈ (x0,b) platı́

p(x)y′(x)> p(c)y′(c)> 0 pro x ∈ (c,b).

Odtud
y(x) = 1+

∫ x

x0

y′(t)dt > 1+
∫ x

c

d
p(t)
dt = 1+ p(c)y′(c)g(x).

Proto y /∈L 2(c,b), tedy s je limit point v bodě b.

Nakonec uved’me dostatečnou podmı́nku pro přı́pad LP, kdy hraničnı́ bod b = ∞. Větu
ponecháme bez důkazu (důkaz lze nalézt v [9]).

Věta 2.3.3. Necht’s je Sturmův-Liouvilleův diferenciálnı́ výraz na intervalu (a,∞) takový,
že p(x) = 1 pro x ∈ (a,∞). Dále předpokládejme, že existuje c ∈ (a,∞) a konstanta k ≥ 0
tak, že platı́

q(x)≥−kx2 pro x ∈ (c,∞).

Pak s je limit point v bodě ∞.
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2.4 Oscilačnı́ vlastnosti
V tomto odstavci uvažujeme vyšetřovaný Sturmův-Liouvilleův výraz pouze nad reálnými
funkcemi.

2.4.1 Regulárnı́ přı́pad
Následujı́cı́ věta je důsledkem Sturmovy srovnávacı́ věty a oscilačnı́ věty, které lze i s dů-
kazem nalézt v [4].

Věta 2.4.1 (Sturmova separačnı́ věta). Necht’s je regulárnı́ Sturmův-Liouvilleův diferen-
ciálnı́ výraz takový, že p(x)> 0 na [a,b]. Necht’λ1,λ2 ∈ R a u1 (resp. u2) je reálné řešenı́
rovnice (s−λ1)y = 0 (resp. (s−λ2)y = 0).

a) Pokud λ1 = λ2 a u1,u2 jsou lineárně nezávislé, pak mezi každými dvěma po sobě
jdoucı́mi nulovými body řešenı́ u1 ležı́ právě jeden nulový bod řešenı́ u2.

b) Pokud λ1 < λ2, pak mezi dvěma po sobě jdoucı́mi nulovými body řešenı́ u1 ležı́
nejméně jeden nulový bod řešenı́ u2.

Nynı́ využijeme Sobolevova prostoruW 1,2(a,b). Připomeňme stručně, jak je definován.
Platı́

W 1,2(a,b) = {y ∈A C (a,b) : y′ ∈L 2(a,b)}.

Norma na tomto prostoru je zadána následujı́cı́m vztahem

‖y‖W 1,2(a,b) =
(
‖y‖L 2(a,b)+

∥∥y′
∥∥

L 2(a,b)

)1/2

pro y ∈W 1,2(a,b). Prostor W 1,2(a,b) je Hilbertův prostor a často se značı́ symbolem
H1(a,b). Skalárnı́ součin na W 1,2(a,b) je zadán následujı́cı́m vztahem

〈y1,y2〉W 1,2(a,b) = 〈y1,y2〉L 2(a,b)+ 〈y′1,y′2〉L 2(a,b)

pro y1,y2 ∈W 1,2(a,b). Dále, označme

W 1,2
0 (a,b) = {y ∈W 1,2(a,b) : y(a) = 0 = y(b)}

pro a,b ∈ R.

Poznámka. Pro reálné y ∈W 1,2
0 (a,b)

〈y,s(y)〉L 2(a,b) =
∫ b

a
y
[
−(p(t)y′)′+q(t)y

]
dt =−

[
py′y

]b
a +

∫ b

a

[
p(t)y′2 +q(t)y2]dt.
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2.4.2 Singulárnı́ přı́pad
Definice 2.4.2. Necht’ s je Sturmův-Liouvilleův diferenciálnı́ výraz na intervalu [α,∞)
takový, že λ ∈ R a p > 0 na [a,∞). Řekneme, že rovnice (s−λ )y = 0 je oscilatorická,
jestliže každé řešenı́ má nekonečně mnoho nulových bodů na [a,∞). Řekneme, že rovnice
(s−λ )y = 0 je neoscilatorická, jestliže nenı́ oscilatorická.

Poznámka. Z části a) Věty 2.4.1 plyne, že definice oscilatoričnosti, resp. neoscilatoričnosti
je korektnı́, nebot’ pokud jedno řešenı́ osciluje (má nekonečně mnoho nulových bodů
na [a,∞)), pak každé řešenı́ osciluje a z části b) této věty plyne, že pokud (s−λ )y = 0 je
oscilatorická, pak (s−µ)y = 0 je oscilatorická pro každé µ > λ .

Definice 2.4.3. Necht’ s je Sturmův-Liouvilleův diferenciálnı́ výraz regulárnı́ v bodě a
a b = ∞. Řekneme, že s je zdola ohraničený na [a,∞), jestliže existuje k ∈ R takové, že
pro každé y ∈W 1,2(a,∞) splňujı́cı́ y(a) = 0, supp(y) je kompaktnı́ v [a,∞) platı́∫

∞

a

[
p(t)y′2 +q(t)y2]dt ≥ k

∫
∞

a
|y|2dt.

Řekneme, že operátor T generovaný výrazem s je ohraničený zdola, jestliže s je ohraničený
zdola.

Poznámka. Platı́

〈y,s(y)〉L 2(a,∞) =
∫

∞

a
y
[
−(p(t)y′)′+q(t)y

]
dt ≥ k

∫
∞

a
|y|2dt = ‖y‖2

L 2(a,∞)

pro y ∈W 1,2(a,∞) s kompaktnı́m nosičem v [a,∞) splňujı́cı́m y(a) = 0, nebot’∫
∞

a
y
[
−(p(t)y′)′+q(t)y

]
dt =

∫
∞

a

[
p(t)y′2 +q(t)y2]dt,

kde jsme využili skutečnosti, že y(a)= 0 a existuje c1 > a takové, že y(t)= 0 pro t ∈ [c1,∞).

Věta 2.4.4. Necht’s je regulárnı́ Sturmův-Liouvilleův diferenciálnı́ výraz. Následujı́cı́ tvr-
zenı́ jsou ekvivalentnı́.

a) Rovnice s(y) = 0 je diskonjungovaná na intervalu [a,b], tj. řešenı́ y této rovnice
zadané okrajovými podmı́nkami y(a) = 0, y′(a) = 1 splňuje podmı́nku y(t) 6= 0
pro t ∈ (a,b].

b) Existuje řešenı́ y rovnice s(y) = 0, které nemá žádný nulový bod v [a,b].
c) Existuje řešenı́ w (w=−(py′)/y, kde y je řešenı́m rovnice s(y)= 0) Riccatiho rovnice

w′+q(t)− w2

p(t)
= 0,

které je definované na celém intervalu [a,b].
d) Kvadratický funkcionál

F (y;a,b) =
∫ b

a

[
p(t)y′2 +q(t)y2]dt > 0

pro každé y ∈W 1,2
0 (a,b), které nenı́ identicky rovno 0.
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Důkaz Věty 2.4.4 lze nalézt v [2].

Poznámka. Zejména, pokud s je Sturmův-Liouvilleův diferenciálnı́ výraz na intervalu
[a,∞), tj. regulárnı́ v bodě a, pak rovnice (s−λ )y = 0 je neoscilatorická právě tehdy, když
existuje c2 > a takové, že rovnice (s−λ )y = 0 je diskonjungovaná na intervalu [c2,∞), tj.
právě tehdy, když ∫

∞

c2

[
p(t)y′2 +(q(t)−λ )y2]dt > 0

pro y∈W 1,2(c2,∞) majı́cı́ kompaktnı́ nosič v [c2,∞) takové, že y(c2) = 0 a y nenı́ identicky
rovno 0.

Věta 2.4.5. Necht’s je Sturmův-Liouvilleův diferenciálnı́ výraz. Dále, necht’s je regulárnı́
v bodě a a operátor A je nějaké samoadjungované rozšı́řenı́ minimálnı́ho operátoru T0.
Pak operátor A je ohraničený zdola právě tehdy, když existuje µ ∈ R takové, že rovnice

(s−µ)y = 0

je neoscilatorická.

Důkaz. Necht’operátor A je ohraničený zdola, tj. existuje µ ∈ R takové, že

〈y,s(y)〉L 2(a,b) ≥ µ ‖y‖2
L 2(a,b) .

Tento vztah můžeme ekvivalentně zapsat ve tvaru

〈y,(s−µ)y〉L 2(a,b) ≥ 0.

Z Věty 2.4.4 a za nı́ uvedené poznámky plyne, že tato nerovnost nastane právě tehdy, když
rovnice (s−µ)y = 0 je neoscilatorická.
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