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Abstrakt

V této bakalaiské prici formulujeme a dokdZeme Cauchyho véty a uvedeme jejich
aplikace pfi vypoctech integralli. Text je roz¢lenén do Ctyf kapitol. V prvni kapitole jsou
vysloveny zédkladni definice a véty, na néz poté navazujeme. Ve druhé kapitole jsou doka-
zany Cauchyho véty. Treti kapitola se vénuje Laurentovym faddm a reziduim. V posledni
kapitole se zabyvame pfedevSim vypocty nevlastnich integrali.

Abstract

In this thesis we formulate and prove Cauchy’s theorems and their applications in the
calculations of integrals. This text is divided into four chapters. In the first chapter, we
formulate basic definitions and theorems. In the second chapter, there are proved Cauchy’s
theorems. The third chapter deals with the Laurent series and residues. In the last chapter,
we analyse the calculations of improper integrals.
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Uvod

Tato bakaldiskd prace se vénuje Cauchyho teorii s cilem jejiho ndsledného uziti pfi vypoctu
komplexniho kfivkového integrdlu. Déle se zaméfuje na dilezitou aplikaci Cauchyho véty,
a to na vypocet rezidui.

Prace je rozdélena do ¢ty kapitol. V prvni kapitole jsou uvedeny zédkladni definice
a vlastnosti z teorie funkci komplexni proménné. Zejména definice holomorfni funkce,
kfivky v komplexnim oboru a zdkladni vlastnosti komplexniho kiivkového integrilu. Tyto
poznatky budeme vyuZivat v dalSich kapitolach.

Druh4 kapitola je stéZejni, protoZe jsou zde dokdzany Cauchyho véty, coz je hlavni
cil této prace. Déle jsou zde uvedeny Cauchyho vzorce, které pouZzivime pii vypoctu
komplexniho kifivkového integralu.

Dalsi kapitola se zabyvd rozvojem komplexni funkce do mocninné fady. A dale zde
definujeme izolované singularity. Tato kapitola je ukoncena reziduovou vétou. V posledni
kapitole aplikujeme tuto vétu predevsim na vypocet nevlastnich integrali.

Pti psani prace jsem vychdzela v prvni fadé€ z knih [1], [3], [5] a [6]. Je pfedpokldddna
znalost latky v rozsahu zdkladnich kurzii matematické analyzy v redlném oboru.

—viii—



Kapitola 1

Z.akladni definice a vlastnosti

1.1 Holomorfni funkce

Definice 1.1. Necht f : § — C, kde S C C, je oteviena mnozina. Derivaci funkce f v bodé
Z0 € S definujeme jako limitu

Fea) — tim LB =)

220 Z—20

nebo pro i € C ekvivalentné

f(Zo-i-h)—f(Zo)'

/ IERT

Pokud existuje vlastni limita, fekneme, Ze funkce f je komplexné diferencovatelnd

v bodé¢ zp.

Pozndmka. Pro derivaci v komplexnim oboru plati zndmd pravidla jako pro derivovani
v R, pfedevsim:

1. Pokud jsou funkce f, g komplexné diferencovatelné v bod¢ zp € C, pak také funkce
f+gaf-gjsoukomplexné diferencovatelné v bod¢ zq a plati

(f £8)(z0) = f'(z0) £&'(20),
(f-8)(z0) = f(z0)8(z0) + f (20)&’ (z0)-

2. Jsou-li funkce f,g komplexné diferencovatelné v bod€ zg € C a g(z9) # 0, potom
také funkce f/g je komplexné diferencovatelnd v bod€ zg a plati

N\ o\ f(20)g(z0) = f(z0)g (z0)
(z0) = -
8

g*(z0)

3. JestliZe je funkce g diferencovatelnd v bodé€ zp a funkce f diferencovatelnd v bodé
vo = g(z0), pak také funkce f o g je komplexné diferencovatelna v bodé z( a plati

(f08) (z0) = f'(v0)g' (z0)-
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4. Pokud je funkce g prostad v okoli bodu zp, je komplexné diferencovatelnd v bodé z a
plati g’(z0) # 0, pak je také inverzni funkce g~! komplexné diferencovateln v bodé

vo = g(zo0) a plati |
—1\/ .
(g ) (VO) - gl(ZO) .

Vyse uvedena tvrzeni 1ze dokazat analogicky jako v R.

Véta 1.2. Nechf f = u+iv, kde u = u(x,y), v = v(x,y) : R — R. Funkce f je komplexn&
diferencovatelnd v bodé€ z = x + iy, pravé kdyz existuji obé parcidlni derivace funkci u a v
v bod€ z a jsou splnény Cauchyho-Riemannovy podminky

du dv du  Jv
ox dy’ dy  Ix
Diikaz. Mame funkei f(z) = u(x,y) +iv(x,y). Chceme-li spoéitat derivaci funkce f v néja-
kém bodé¢, pak uvazujeme nejprve priblizeni podél redlné osy a poté podél imagindrni osy.
Je-li funkce f v daném bodé€ diferencovatelnd, pak se obé hodnoty rovnaji.
Necht 4 € R. Potom podle definice

h—0 h h—0 ih
Rozepsdnim prvni ¢4sti dostaneme

u(x+h,y)+ivi(x+h,y) — (u(x,y) +iv(x,y))

(1.1)

/ — 1
f(z) = lim 7
— lim u(x+h,y)—u(x,y)+lv(x+h,y)—v(x,y) :@"‘l@
h—0 h h dx  dx
Analogicky pro druhou ¢ast
f/(Z) — lim u(x,y+h) +lV(X,y+'h) B (u(x,y) +lv(x,y))
h—0 ih
i (YY) —vo0y) L uloyth) —uloy) v _i@
0 h h dy dy’
Obé derivace se musi rovnat. Plati tedy
du_ v _ov_.du
dx dx dy dy’
Porovndnim redlné a imagindrni ¢4sti dostdvame rovnice (1.1). Il

Pozndmka. Cauchyho-Riemannovy podminky lze ekvivalentné zapsat jednim vztahem

af _ .df

i E
Definice 1.3. Nechf S C C je oteviend mnoZina. Funkci F nazyvame primitivni funkci
k funkci f na mnozing S, jestlize plati F/(z) = f(z) pro kazdé z € S.

Definice 1.4. Funkce f definovana na oteviené oblasti S C C je holomorfni na S, jestlize
existuje f'(z) pro vSechna z € S.

Funkce f se nazyva holomorfni v bodé€ zg, jestlize je diferencovatelnd v tomto bod¢ a
v jistém jeho okoli.
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1.2 Krivky

Definice 1.5. Necht (A,B) C R je kompaktni interval. Spojité zobrazeni K : (A,B) — C
nazyvame kfivkou v C. Mluvime o parametrickém vyjadieni kiivky. Body K(A),K(B) se
oznacuji jako krajni body kiivky K, kde K(A) je pocate¢ni bod a K(B) je koncovy bod
kiivky K. Jestlize K(A) = K(B), nazyvame K uzavienou kfivkou.

Definice 1.6. Necht K| : (A,B) - C aK; : (C,D) — C jsou kiivky, pro néz plati K| (B) =
= K;(C). Soucet kiivek K1, K> je kiivka K| + K, definovand vztahem

Ki(s), s € (A,B);

(K1 +K2)(s) = {KQ(S+C_B)7 s€ (B,B+D—C).

Definice 1.7. Kfivka K : (A,B) — C je jednoduchd, pokud pro libovolné #,,t, € (A,B)
takové, Ze t| # t, plati K(11) # K ().

Definice 1.8. Jednoduchou uzavienou kiivku nazyvame Jordanova kiivka.

Definice 1.9. Kfivka K : (A,B) — C je hladkd, pokud jeji parametrické vyjadieni ma
spojitou derivaci v kazdém bodé€ ¢ € (A, B) a tato derivace je riznd od nuly. Kfivka K se
nazyva po Castech hladk4, je-li souctem konecného poctu hladkych kiivek.

Definice 1.10. Kfivku nazveme reguldrni, jestlize je souctem konecného poctu kiivek,
jejichz parametrickd vyjadfeni maji spojité derivace. O reguldrni kiivce se také hovoti jako
o cesté. Jordanovu kiivku, kterd je cestou, nazyvame Jordanovou cestou.

1.3 KFrivkové integraly

Necht f, g jsou spojité funkce na oteviené oblasti S a K : (A, B) — C je kiivka v S. Integral
funkce komplexni proménné ma stejné zakladni vlastnosti jako integrdl funkce redlné
proménné.

1. Linearita. Plati

/c-f(Z)+d-g(Z)dz=C/f(Z)dZ+d/g(Z)dz
K

K K

proc,d € C.

2. Aditivita. Je-li kiivka K : (A,B) — C slozena ze dvou &asti K : (A,C) - C a
K, : (D,B) — C tak, ze K| (C) = K»(D), pak plati

[fa= [r@a+ [ 1@
K K I8

3. Zména orientace. Plati

/f(Z)dZZ —/f(Z)dZ-

-K K
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Pozndmka. Pro spojitou funkci f : (a,b) — C plati
b b
[r6ras) < [1£6)1as.
a a
Definice 1.11. Délku cesty K : (A,B) — C znac¢ime L(K) a je definovdna jako
B
LK) = / K (s)| ds.
A

Definice 1.12. Uzaviend jednoduchd kiivka K rozdéluje C na dvé oblasti. Vnéjsi neohra-
ni¢enou oblast kfivky K oznacujeme ExtK a vnitini ohrani¢enou jako IntK.

Véta 1.13 (Zakladni odhad pro kfivkovy integral). Mé&jme cestu K = z(s) : (A,B) — C.
Necht f je spojita funkce. Jestlize |f(z)| < M na K, potom plati

/f(z)dz <M L(K).
K

Diikaz. Z poznamky pred Definici 1.11 dostdvame

1£(z(s))|- |2 ()] ds <

S —

B
[r@ae = [ s s)as <
K A

O

Véta 1.14. Necht S C C je oteviend mnoZina a F je spojitd funkce definovand na S. Jestlize
je funkce f: S — C spojitd, jsou ndsledujici podminky ekvivalentni:

(I) Funkce F je holomorfni v § a je primitivni funkci k f v S.

(II) Pro libovolnou dvojici bodi m,n € S a libovolnou cestu K C S takovou, Ze m je
pocatecni bod a n je koncovy bod cesty K, plati

[ @) dz = F ()= F(m)
K

Diikaz. Dokazme (I) = (II). Piedpokladdme tedy, Ze plati F’'(z) = f(z). Dale m&me
kiivku K : (A, B) — C s pocate¢nim bodem m = K(A) a koncovym bodem n = K(B). Pak
je
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Nyni dokdzeme opacnou implikaci (II) = (I). Chceme ukézat, Ze pro libovolny
bod p € S existuje F'(p), pfi¢emZ funkce F je primitivni funkci k funkci f, tedy F'(p) =
= f(p). Necht je € > 0 takové, Ze pro €-okoli bodu p plati O¢(p) C S. Necht U = U(s) =
=p+(n—p)s,s € (0,1) je tsecka spojujici body p,n. Z (II) dostdvame

_F(p)+ / F(2)dz (1.2)
U

pro vSechna n € 0¢(p). Definujme funkci
e = | Ju @)z n€ Oelp)~ {p);
f(p), n=p.

Potom z (1.2) dostaneme
F(n)=F(p)+(n—p)F(n)

pro vSechna n € O¢(p).
Jestlize je funkce F* spojitd v bod& p, pak F*(p) = f(p) = F'(p). Stadi tedy dokézat,
7e funkce F* je v bodé p spojita. Plati

/f(p)dz=f(p)/dz:f(p)(n—p) =F*(p)(n—p)
U U

pron € Og(p) ~{p}. Potom

* * o 1 1 . 1
P —F(p)= - [ fQaa—— [ fpyaz=—— [ 1) -
U U U
Tedy
V“W)—FWPNS|nipb/vkﬂ—fuﬁhk§|n_p“ggl /dz<
< o max £ () = £(p)] -l pl = max () — /)

pro vSechna n € O¢(p). Protoze je funkce f v bodé p spojitd, je také funkce F* spojita
v tomto bodé. U

Véta 1.15. Necht S C C je oteviend mnozina. Je-li funkce f : § — C spojitd, pak ndsledujici
tvrzeni jsou ekvivalentni:

(D K funkci f existuje v S primitivni funkce.

(IT) Necht K C § je uzaviend cesta, potom plati

Zﬂowza
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(III) Integral [ f(z)dz, kde K C S je libovolnd kivka, nezdvisi v S na integra¢ni cesté.

Diikaz. To Ze z tvrzeni (I) plynou tvrzeni (II) a (III), je zfejmé z Véty 1.14. Dokazme
(III) = (II). Necht A,B € S a K,K, jsou ruzné kiivky lezici v S spojujici body A,B.
Nejprve predpokliddejme, Ze se cesty K, K, neprotinaji. Z (III) plyne

Odtud pro uzavienou cestu K| — K, dostdvame

| r@e=o.
Ki—K>

Dile predpoklddejme, Ze se cesty Kj,K, protinaji v jednom bod€. Oznacme jej C.
Bod C rozd€luje cesty K, K, na dvé ¢asti K| = K1 + K12 a K» = K1 + Kp). Plati

[f@e=[r@a [ o= 1@

K K> K> K2

Odtud pro uzaviené cesty K11 — K> a K12 — K»» dostaneme

/ f(z)dz=0, / f(z)dz=0.

Ki1—Ky Ki2—K2»

Stejnou tivahou bychom postupovali, kdyby se cesty protinaly ve vice bodech.

Nyni tak sta¢i dokdzat jen implikaci (I1) = (I). M&jme libovolnou cestu K v S s poca-
te¢nim bodem m = K(A) a koncovym bodem n = K(B). Necht p € S je libovolny pevné
zvoleny bod. Cestu s po¢iteénim bodem p a koncovym bodem m oznacme K, podobné
cestu s pocatecnim bodem p a koncovym bodem n ozna¢me K. Déle definujme funkci F
pro vSechna m € S predpisem

Fm) = [ f(2)dz.
K
Vidime, Ze cesta K| + K — K5 je uzaviend, a proto

0= / f(Z)dZ=/f(Z)dZ+/f(Z)dz—/f(Z)dz=
K K K>

Ki+K—K>

= Fm)+ [ f(2)de~Fln).
K

Po dpravé dostdvame

[ @ de=F ()~ Fm).
K

Dle Véty 1.14 vime, Ze funkce F' je primitivni k funkci f. U
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Definice 1.16. Necht K je uzaviend cesta v C. Nechf b € C je bod neleZici na cesté K.
Index bodu b vzhledem ke kiivce K definujeme vztahem

1 1
indgb = ~— / e
ndeb=omi | 5595
K
Pozndmka. Nechf K je uzaviend cesta v C a b € C je bod, ktery nelezi na K. Funkce indgb
ma nésledujici vlastnosti:
1. Funkce indgb nabyva pouze celociselnych hodnot.
2. Pro b € ExtK je index bodu b roven nule.

3. Necht b € IntK. Potom je index bodu b roven 1, mé-li cesta K kladnou orientaci.
Mai-li cesta K zdpornou orientaci, je index bodu b roven —1.



Kapitola 2

Cauchyho teorie

2.1 Cauchyho véty

Nejprve je zde uvedeno Goursatovo lemma, které poté pouZijeme v diikazu Cauchyho véty
a také Cauchyho vzorce.

Lemma 2.1 (Goursatovo). Necht f : § — C je spojitd funkce, kde § je oteviend mnoZina
v C. Déle necht K je cesta v S. Pak pro libovolné &€ > 0 existuje lomend ¢ara K C S, jejiz
vrcholy lezina K a

/f(z)dz—/f(z)dz <E.
k F

Navic, jestliZe je cesta K uzaviend, pak i lomend ¢ara K je uzaviend.

Diikaz. Cesta K je kompaktni mnozZina. Existuje tedy kompaktni mnoZzina 7 C S, kterd
obsahuje cestu K a jisté jeji okoli. Funkce f je spojitd na S. Na kompaktni mnoziné T C S
je proto stejnomérné spojitd. Uvazujme libovolné € > 0. Existuje tak 0 > 0, Ze pro kazd4
x,y € T spliiujici | x —y |< & plati

2.1

Interval (A, B) 1ze rozdélit na n dila
A=1y<t <---<t,=B

tak, e lomend &dra K C T se skladd z dseCek Ki(p) = zi—1 + (zi —zi—1)p, p € (0,1) pro
i=1,2,...,n, kde z; = K(t;). Pfedpokladejme, Ze viechny body nespojitosti derivace K’
jsou rovny nékterému z délicich bodi #;, a to bez Gjmy na obecnosti. Dile miiZe platit
| z—zi |< 6 pro z € (K(ti—1),K(t;)). Oznaéme K; ¢ast K definovanou na (K(t;_1),K(t;)).
Stejné tak musi platit | z—z; |< & pro z € K;.
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S pouzitim (2.1) obdrzime

/f dz—Zle —a)| =Y [ Y ) [ o] =
: i=1 )

Analogicky pro K dostivame

/f dz—Zle —Zi-1) zi/f dz—Zle/
K; K;

Celkem tedy plati

/f(z)dz—/f(z)dz < / dz—Zf zi)(zi—zi—1) |+
K %

K
! € €
—Zi- )dz| < -+ =E€.
K
Je zfejmé, Ze lomend Cara K je uzaviend, kdyZ cesta K je uzaviena. U

Véta 2.2 (Cauchyho véta pro trojihelnik). Necht S C C je jednoduse souvisld oblast a
funkce f je holomorfni v S. Potom pro kazdy trojihelnik .7~ C S, jehoz hranici ozna¢ime T,

plati
/ f(z)dz=0. (2.2)
T

Diikaz. NechtT md kladnou orientaci. Ozna¢me I = | [7 f(z) dz| . Trojthelnik .7 rozd&lime
useCkami spojujicimi stiedy stran na Ctyfi trojihelniky. Jejich hranice (oznacené 7', i =

z ¥z

=1,2,3,4) jsou kladné orientované lomené ¢dry. Plati

4
/f(z) dz= Z/f(z) dz. (2.3)
2 =17,

Nebof integraci pres tsecky spojujici stfedy stran provddime dvakrét, v jednom a poté
v opa¢ném sméru, soucet té€chto integrald je nulovy.
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Z trojihelnikové nerovnosti a z (2.3) vidime, Ze pro alespoti jednu kiivku T* plati

B~

/f(z) dz| >
i

Tuto kiivku oznac¢ime 7 a prislusny trojihelnik .7;. Zopakovanim tohoto postupu dosta-
neme trojihelnik .%, déle trojihelnik .73 atd. Takto ziskame posloupnost trojihelniki

TOADHD 2T 2

takovou, Ze délky nejdelSich stran tvoii posloupnost konvergujici k 0 a

/f(z)dz > 4in (2.4)
Ty

Také plati
umzﬁ?. 2.5)

Déle vyuZijeme Cantorovu vétu, kterd fikd, Ze posloupnost do sebe vnofenych kom-
paktnich mnozin mé neprazdny prinik. ProtoZe trojihelniky .7, jsou kompaktni mnoZiny,
existuje bod zg takovy, Ze zo € (| Tp. Je ziejmé, Ze zo € .7 C S. Funkce f ma tedy
v bod€ z¢ derivaci. Ke kazdému € > 0 existuje 0 > 0 tak, Ze 0 < |z —z0| < §. Pak

|f(z) = f(z0) = f'(z0)(z = 20)| < €]z =20l (2.6)

Ke kazdé linedrni funkci h(z) = f(z0) + f'(z0)(z — z0) existuje primitivni funkce. Potom
plati

[r@d= [ 1) = f) - )= z0)dz )
T, T,

Pro libovolné z € T,, mizeme fict, Ze |z — zo| < L(T,). Z (2.4), (2.6) a (2.7) plyne

4in§ T/f(Z)dZ ST/\f(Z)—f(Zo)—f'(Zo)(z—zo)\dZST/slz—zolgeLz(Tn).

Odtud a z (2.5) vidime, ze
1< e4"L*(T,) = e(2"L(T;,))* < eL*(T).
ProtoZe jsme ¢islo € > 0 volili libovolné, musi byt I = 0. U
Nyni Vétu 2.2 zobecnime.

Véta 2.3 (Cauchyho véta). Necht f je holomorfni funkce v jednoduse souvislé oblasti
S C C. Pak pro kazdou uzavienou cestu K v oblasti S plati

/ﬂ@&=0 (2.8)
K
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Diikaz. Predpokladejme, Ze funkce f’ = f'(z) je spojitd v oblasti S. Déle necht funkce
u=u(x,y),v=v(x,y) : R> = R, pro n&Z plati f = u+ iv, maji spojité parcilni derivace.
Potom

/f(z)dz = /(u+iv) (dx+idy) = /udx—vdy+i/vdx+udy.
K K K K
Dile s pouzitim Stokesovy véty a Cauchyovych-Riemannovych podminek miizeme pro

redlnou ¢ast psat
/udx—vdy // + dxdy / Odxdy =0,

kde % je oblast ohrani¢ena kiivkou K. Analogicky pro imagindrni ¢ast

/vdx—i—udy // ydxd _/ 0dxdy = 0.
/f(Z)dZZ
K

Nyni dokdZeme uvedenou vétu bez piedpokladu spojitosti f/. Mdme spojitou funkci f
a uzavienou cestu K. Podle Goursatova lemmatu 2.1 pro libovolné € > 0 existuje lomena
¢éra K, jejiz vrcholy lezi na K a

/f(z)dz—/f(z)dz <E.
K Fe

Celkem tedy

JestliZze polozime

potom musi byt

/f(z)dz <E.
K

ProtoZe je € > 0 libovolné, dostdvame

[ @a|=o.
K

Uvazujme tak uzavienou lomenou ¢aru K, kterd je tvofend useCkami K proi=1,...,n.
Tyto dsecky jsou po dvou disjunktni nebo je jejich prinikem spole¢ny krajni bod. Plati, Ze
integrdl je aditivni vzhledem k integra¢ni cesté. Dale plati

[r@e=- [ re@e
L Ly
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kde Ly a L, jsou stejné kiivky liSici se pouze orientaci. MiiZeme fict, Ze existuje kone¢né
mnoho uzavienych lomenych ¢ar Uy, ..., U, tvofenych dseckami K;, i = 1, ..., n takovych,
Ze jsou Jordanovymi cestami. Potom

Dile tedy uvazujme uzaviené lomené Cary, které jsou Jordanovymi cestami. Takovéto
uzaviené lomené ¢dry predstavuji hranici mnohodhelniku, 0 némz miZeme pfedpokladat,
7e kazda jeho strana je tvofena pouze jednou udseckou K;. V kazdém mnohothelniku
s vice neZ 3 stranami existuje alespoil jedna uhlopricka. Pomoci uhlopfi¢ek miizeme
mnohotihelnik rozdélit na trojuhelniky a poté integrovat pies tyto trojihelniky. Trojihelniky
maji stejnou orientaci jako je orientace Jordanovy cesty tvofici vnéjSi mnohouhelnik.
Integraci pres uthlopficky provddime tedy dvakrit, v jednom a poté v opacném sméru.
Soucet integrdlii pres dhlopficky dava 0. Vétu tedy staci dokdzat pro Jordanovu cestu,
ktera vymezuje trojihelnik. Ddle je postup stejny jako v dikazu Véty 2.2. U

Véta 2.4. Necht K je Jordanova cesta v C. Nechf funkce f je holomorfni na IntK a je
spojitd a kone¢nd na Int K. Potom plati

Zﬂowza

Dukaz kvili technické komplikovanosti vynechdme.

Véta 2.5 (Cauchyho véta pro dvojici Jordanovych cest). Necht kiivky J,K jsou Jor-
danovymi cestami v C, které maji kladnou orientaci a K C IntJ. Déle nechf je funkce f
holomorfni na ExtK NIntJ a je spojitd a kone¢na na ExtK NIntJ. Potom plati

/f(Z)dZ= /f(Z)dZ-
J K

Diikaz. Vyjadiime J =J.+J_ a K = K.+ K_. Nechf A, B jsou dva libovolné body na
kiivce J takové, Ze B je po¢ateCnim bodem J . a koncovym bodem J_ a bod A je koncovym
bodem J . a po¢iteénim bodem J_. Podobné necht C, D jsou libovolné dva body na kfivce K
tak, Ze bod D je pocate¢nim bodem K. a koncovym bodem K_ a bod C je koncovym bodem
K . apocatecnim bodem K_. Dale necht P; je kiivka jdouci od bodu A k bodu C a neprochdzi
zadnou z kiivek J, K. Podobné necht P, je kfivka jdouci od bodu D k bodu B a neprotina
kfivky J, K. Podle Lemmatu 2.4 plati

/ f(z)dz=0, / f(z)dz=0.
J+P—K +P J_—P,—K_—P;
Odtud
0= J f(z)dz+ / f(z)dz=

J+P—K_ +P> J_—P,—K_—P
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:/f(z)dz+/f(z)dz—/f(z)dz+/f(z)dz+
I~ Py K. P,
—i—/f(Z)dz—/f(Z)dz—/f(z)dz—/f(z)dz:
Jo P, K. A

:/f(z)dz—/f(z)dz—i—/f(Z)dZ—/f(Z)dZZ
J~ K. Jo K_

= [ 1@+ [ 1de— | [ 1@+ [ @ | = [f)d- [ ra)az
J. Jo K . K_ J K

2.2 Cauchyho vzorce

V této Casti jsou uvedeny Cauchyho vzorce a poté je na piikladech ukdzano jejich uZziti pfi
vypoctu kiivkovych integrald.

Véta 2.6 (Cauchyho vzorec pro Jordanovu cestu). Nechf K je Jordanova cesta v C
s kladnou orientaci a IntK = V. Necht f: V — C je holomorfni funkce na V a je spojitd

na V. Potom plati
f(&) f(z), zeV;
= _ 2.

2mi ) g6 {o, 7¢ V. 9

Diikaz. Mé&jme pevné zvolené z € V. Funkce f je stejnomérné spojitd na V. Tedy pro kazdé
€ > 0 existuje 6 > 0 takové, Ze pro vSechna & € V, pro kterd |& —z| < 9, plati

7(E) - £@)] < o=

T

Dale mé&me kruh K(z,r) C V, kde polomér r splifuje 0 < r < 6. Tento kruh je vymezen
kruznici k(s) =z+re”, s € (0,2r). Potom podle Véty 2.5 dostdvame

T 45 = /’ g = /7‘ D ae+ stz {/a—

2

da+f()/

f(&)—fz) re’i f(&)—fz) .
= - = - —Z———=d&+ f(z)2mi.

z—l—reis—z

Ziejmé plati L(k) = 27ra & € K(z, r) zapiSeme jako |& —z| < r, kde rovnost nastdva pravé,
kdyz & leZi na kruzZnici k. Plati tedy

(&)

(&) —f(2)
riz z

1
d& <— —.21r = €.
& — r

——d&—f(2) 7
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JelikoZ jsme cislo € volili libovolné, dostdvame z piredchoziho

@dﬁ = f(z)2mi.
s £—z

Tim je véta dokdzana proz € V.
Pro z ¢ V plyne z Lemmatu 2.4. O

Véta 2.7 (Zobecnény Cauchyho vzorec). Nechf je funkce f holomorfni v jednoduse
souvislé oblasti § C C. Ddle necht K C S je uzaviena cesta. Potom pro libovolné z € S\ K

plati
L @ dé&. (2.10)

f(z)indgz = Zm.K F .

Diikaz. Necht ¢islo € € (0,27) je libovolné. Podle Lemmatu 2.1 pro libovolné ¢ existuje
lomena ¢dra K C S neprochdzejici bodem z spliujici

f(&) f(&)
Eda—[TZda <e, 2.11)
K

! !
/Eda—jgda <e. (2.12)
K

K

Bez Gjmy na obecnosti miiZeme v obou nerovnostech lomenou ¢aru K volit stejné. Podle
definice indexu bodu miZeme nerovnost (2.12) psat jako

|indKZ—iIlng| < % <1.
Navic, protoZe index bodu je celo¢iselnd funkce, plati indgz = indgz.

ProtoZe je cesta K uzaviend, miizeme také o lomené cdie K predpoklédat, Ze je uzaviena.
Maéme tedy uzavienou lomenou ¢aru K tvofenou useCkami K; pro i = 1,...,n, které jsou
po dvou disjunktni nebo je jejich priinikem spolecny krajni bod. Potom existuje konecny
pocet uzavienych lomenych car Uy, ..., Uy, které tvoii nékteré z usecCek K;, i = 1,...,n.
Tyto uzaviené lomené ¢ary jsou Jordanovymi cestami a plati

f&) . o [fE)
g;da—i;!:da,



Kapitola 2. Cauchyho teorie 15

Z vlastnosti indexu bodu vime, Ze

1, ze€ IntU; pro kladné orientovanou U;;
indyz= 1 —1, zé& IntU; pro zaporné orientovanou U;;
0, z ¢ IntU;.

Podle ptfedchoziho a Véty 2.6 plati

f(z)indy,z = &) d¢ proi=1,...,k
&—z
U[
Odtud sectenim . £(8)
fQlindgs = [ £
K
Dale dostavame
f(&) f(
f(z)indg z—— E, p d¢| < |f(z 1ndKz—27[ /5,—
f(&) f(&) L) /f(&)
— [ —=d dé| = — | [ L2Lge — | L222
+2m/£ &= 27rz E— z(i 2 &—za &—
e K
Na za&étku jsme volili € € (0,2) libovolné. Plati tak 2.10. O
Priklad 2.1. Vypocitejte integral
dz
/ 2+
K

kde K je kladné orientovand kruZznice |z — 1 —i| =2

Reseni. Nejprve fesime rovnici z2 4 1 = 0. Jejimi kofeny jsou z = +i. Déle chceme
zjistit, které z téchto kofenu lezi uvnitf a které vné kiivky K. Vzdélenost kofene z = i
od stiedu kruznice K je |1+ i—i| = 1. Tento kofen tedy leZ{ uvniti kiivky K. Pro druhy
koten plati |1 +i— (—i)| = v/5 > 2. Vidime, 7e z = —i le#{ vn& kfivky K. Zadany integral

miZeme upravit na tvar
1

/il.dz.
z—1
K

Funkce f(z) = (z+1i)~! je zfejmé& holomorfni na IntK a je spojitd na IntK. MiiZeme proto
pouzit Cauchyho vzorec (2.9) se ziskem

1

/i’idzzzm'f(i) —i— — 1.
Z—

21
K
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Priklad 2.2. Vypocitejte integral

/ dz
+i)(z—3)z’
J (a+0)(z=3)z
kde K je kladné orientovand kruZnice |z+i|=ral <r <3.

Reseni Nejdiive hleddme feseni rovnice z(z+i)(z —3) = 0. Se ziskem z; =0, 2o = —i,
z3 = 3. Nyni chceme védét, kterd z téchto z lezi uvnitf a kterd vné kiivky K. Je zfejmé, Ze
—i € IntK. Pro z1 a z3 poitdme [0+i| =1 < ra|34i] = /10 > 3. Tedy z; = 0 leZi také
uvnitf kfivky K, ale z3 = 3 ¢ IntK. Integrovanou funkci chceme upravit tak, aby platilo

1 A B C

(z+1)(z—3)z - Z+i+Z—3 * b4
1 =A(z—3)z+B(z+1i)z+C(z+1i)(z—3).

Y

Dosazenim 7 = —i ziskdme rovnici 1 = A(—i —3)(—i), odtud A = (—1+3i)~!. Podobné
dosazenim z = 3 fe§fme rovnici 1 = B(3 +i)3 se ziskem B = (9+3i)~!. Nyni pro z =0
mame rovnici 1 = Ci(—3), a tedy C = (—3i)~!. Dostdvame

1 1 1

/ .dZ =/ L ﬁdz—/idz.
(z+10)(z—3)z 41 z—3 b4

K K K K

Konstantni funkce jsou holomorfni na IntK a jsou spojité na IntK. MizZeme tedy pouZit
Cauchyho vzorec pro Jordanovu cestu a vypocitat

dz 1 1 1
% o 0—2mi— =27 -
/(Z+i)(z—3)z " '3 T M 93
973 3—i 143
T My T M s T s



Kapitola 3

Laurentovy rady a reziduova véta

3.1 Laurentovy rady

Definice 3.1. Rekneme, Ze fada konverguje na mnoZiné S lokdln& stejnomérné, kdyZ na
kazdé jeji kompaktni podmnoZiné T konverguje stejnomérné.

Definice 3.2. Nechf z € C. Rada ve tvaru

Y an(z—z0)" 3.1)

N—=—oc0

se nazyva Laurentova fada se stfedem zg. Cisla a, € C nazyvame koeficienty. Laurentova
fada je soucet fad

Y anz—z0)", Y au(z—z0)7"
n=0 n=1
Prvni fadu budeme nazyvat regularni ¢4st a druhou hlavni ¢ast Laurentovy fady.

Laurentova fada konverguje pravé tehdy, kdyZ konverguji obé jeji ¢asti. Obor konver-
gence Laurentovy fady je proto priinik oborli pro obé jeji ¢asti. Reguldrni ¢ast je moc-
ninnd fada. Necht R je jeji polomér konvergence. Pro hlavni ¢ast provedeme substituci
& = (z—2z0)~'. Potom dostdvdme mocninnou fadu Y.°°_, a_,&". Necht A > 0 je jeji polomér
konvergence, a tedy fada konverguje pro

1
2—20

1
<A, ft. — 20| > —.
9 .] |Z Z0| )b

Ozna¢me R; = (A)~!, resp. polozme R| = o pro A = 0. Vidime, Ze hlavni 4st konver-
guje na vnéjsku kruhu |z —z9| > R;. Obor konvergence Laurentovy fady obsahuje tedy
mezikruzi

P(z0,R1,R) ={z€ C,R; <|z—z0| <R2} proR; <R;.

Pfipoustime Ry = 01 R, = oo. Ddle vime, Ze Laurentova fada konverguje absolutné v kazdém
bodé z € P(z9,R1,R>) a konverguje lokdlné stejnomérné v P(zo,R1,R»).

_17—
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Véta 3.3 (Laurentova véta). Nechf zo € C a 0 < R| < Ry < oo. Potom pro libovolnou
holomorfni funkci f na P(z9,R;,R;) existuje Laurentova fada se stfedem v zp, kterd
konverguje v P(zo,R1,R;) a plati

=Y anz—a)"

N—=—oc0

Pro koeficienty plati
1
/ L dz nez

an = 2—71'1 (Z—Zo)n+1 ’
K
kde K = K(t) = z0+re”’,t € (0,27) a r € (R1,R>) je libovolné.
Diikaz. Zvolme pevné z € P(zo,R1,R>) a poloméry ry, r, takové, Ze
Ri<r <|z—z| <ra <Ry

Mé&jme kruznice I =I(t) = zo+r1e”,t € (0,27) aJ = J(t) = z0+rre", ¢ € (0,27). Podobné
jako v dikazu Véty 2.5 si vyjadiime I =1 +1_ a J = J~. + J_. Ddle mé&jme libovolné
body A, B, C, D, pro které plati, Ze A je po¢iteni bod J. a koncovy bod J_, bod B je
koncovy bod J. a pocatecni bod J_. Podobné je C pocitecni bod /. a koncovy bod I_
a bod D je koncovy bod 7. a pocétecni bod I_. Nechf P; je tsecka jdouci od bodu B
k D a P, je usecka jdouci od bodu C k A. Ozna¢me si kiivky # =J.+P— 1.+ P
a .M, =J_—P,—I_— Py. Tyto kiivky jsou Jordanovymi cestami. Pfedpokladejme, Ze
z € Int.#,. Podle Cauchyho vzorce pro Jordanovu cestu plati

1 &) .. 1 f&) .
ﬂ1 //12
o RGP
@)= 5= §d£+z_yti/:d£:
ﬂz ﬂl
_ /&) SE) e | =
- / et / F e | = (3.2)
Jo—bB—I_—P J+P =1 +P
_ L (18 g (1B
- 2mi a—zda /(5—zd'5
J 1
Dile (£ —z)~! rozepiSeme pro & € J jako
1 1 1 1

-z (E—20)—(z—2) &—z0 e —

——
Protoze
7—20

|z—z0)|
= <
&—20

2

1

Y
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muZeme druhy zlomek napsat jako geometrickou fadu. Dostavame tedy

1 Z (z—

E—7 &—z0,=(&E—

Podobné pro & €1 je

I 1 1 1 i(ﬁ—zo)”
-z (E—z2)—(z—20) z—20 1_§:_ZZ§_ =20~ —z)"
nebof
ftwl__n
2—20| |z—20]

Dosazenim do (3.2) obdrzime

f(&) v (z2=2)" (£—20)"
J/&—zon;)(& da—i_/z Zo (z—z0)" 4

Jelikoz uvazované geometrické fady konverguji stejnomérné, mizeme zaménit poradi su-
mace a integrace. Dostdvame tak

(o)

f(&) - -y f(&)
——=—d — "— / ————d¢.
Z Cauchyho véty pro dvojici Jordanovych cest vidime, Ze pro koeficienty plati

anzi/(&dazi/(&da, neNU{0}.

21 &_Zo)n+1 27 E.—ZO)’HI
J K

Zcela analogicky miiZzeme poté postupovat ve druhém pripade¢, tj. pro hlavni ¢ast Laurentovy
fady. U

3.2 Izolované singularity
Oznaéme P(z9,R) = P(z0,0,R).

Definice 3.4. Necht je funkce f holomorfni na P(zo,R) . {z0} a neni holomorfni v bodé¢ zo,
kde zp € C a R > 0. Bod zp potom nazyvame izolovanou singularitou funkce f.

Definice 3.5. Jsou tfi typy izolovanych singularit:

1. Bod zg € C nazyvame odstranitelnou singularitou funkce f, jestlize je hlavni ¢ést
Laurentovy fady funkce f v P(zg,R) rovna nule.

2. Bod zp € C nazyvame podstatnou singularitou funkce f, kdyZ m4 hlavni ¢ast Lau-
rentovy fady funkce f v P(zo,R) nekone¢né mnoho nenulovych ¢lend.
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3. Bod zg € C nazyvame pdl fadu m € N (m-ndsobny po6l), jestlize hlavni ¢ast Lauren-
tovy fady ma kone¢né mnoho nenulovych ¢lent tak, ze a_,, # 0 a a,, = 0 pro v§echna
n<-—m,née€Z.

Véta 3.6. Funkce f ma v bodé€ 7o € C pdl fadu k pravé tehdy, kdyz v jistém P(zo,R) plati

f(5) = 5 (3.3)

" (z—z20)¥

kde g je holomorfni funkce v bodé zg a g(zo) # 0.

Diikaz. Nechf zq je pol fadu k funkce f. Funkci f miZeme v jistém P(zo,R) napsat jako
Laurentovu fadu

=Y alz—w)"

n=—k

Upravou dostdvame

[ = ¥ ane—z0) = —— ¥ ay ia—20)"

(Z - ZO) n=—k (Z - Zo)k n=0

Ziskali jsme tedy (3.3), kde funkce g(z) = Yo oan—k(z—20)" je holomorfni na Og(zo).
ProtoZze a_; # 0, je také g(zo) = a_x # 0.

Nyni dokdZeme opa¢nou implikaci. Necht v P(zo,R) plati (3.3), kde g je holomorfni{ a
nenulovd funkce v bodé& zg. Potom existuje okoli &, (zp), v némZ miZeme funkci g rozepsat
do Laurentovy fady

gz) =Y an(z—2)",
n=0
pticemz ag # 0. Dosazenim do (3.3) tedy dostdvame
f@) =Y awz—20)"* =Y anilz—z0)"
n=0 n=—k
Odtud vidime, Ze bod zg je k-ndsobnym pdlem funkce f. O

Dusledek 3.7. Pokud je bod zg € C pélem funkce f, pak plati

lim | f(z)] = ee.

Z—20

Diikaz. Plyne z ptedchozi véty, protoze

lim |f(z)| = lim

Z—20 Z—20
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3.3 Reziduova véta

Definice 3.8. Necht bod zy € C a funkce f je holomorfni na P(z,R). Reziduem funkce f
v bodé zp nazyvame koeficient a_; v Laurentové fadé (3.1) se sttedem v bodé€ zg. Znacime
ho res,, f.

Véta 3.9. Necht bod zg € C je m-nasobny p6l funkce f. Potom plati

1 dmfl
i
(m—1)! = dzm1

[(z—z20)" f(2)].

res;, f =

Diikaz. V jistém P(zo,r) muzeme funkci f rozepsat do Laurentovy fady

flz)= i an(z—2z0)". (3.4)

n=—m

Vyjadfeni (3.4) vyndsobime (z —zp)™ a (m — 1)-krét zderivujeme. Dostdvaime

= [i ]
= — an-m(z—z20)"| =
dzm 1 o n—m

= i anfmn(n— 1) s (n —m+2)(Z—Z0)n7m+l,
n=0

m—1 m—1 oo
c?zml [(z—20)"f(2)] = c?z’"l [ Y an(z—z0)"™

n=—m

Pouzitim limitniho pfechodu z — zp dostaneme
m—1

lim

770 dzm—1

[(z=20)"f (D)l =a-1(m=1)(m=2)---1 =a_1(m—1)! = (m—1)!res;, f.

O

Véta 3.10 (Véta o reziduich). Necht S C C je jednoduse souvisla oblast. Nechf je ddna
mnozina N = {zj,...,z} C S. Déle nechf f je holomorfni funkce na S~ N. Potom pro
libovolnou uzavienou cestu K C S neprochdzejici body mnoZiny N plati

/f(z) dz =2mi }_ (res.f -indgz). (3.5)
K

ZEN

Diikaz. Funkce f je holomorfni na Og(z;) \ {z;} pro kazdé i = 1,...,k a jist¢ R > 0.
Funkci f midZeme v okoli Og(z;) vyjadfit pomoci Laurentovy fady jako

Q=¥ de-a).

Hlavni &&st této Laurentovy fady, ozname ji P;, je holomorfni funkce na C \ {z}.
Funkce f — P; je holomorfni na S\ N a také v bodé¢ z;, protoZe v okoli Og(z;) se jednd
o regulédrni ¢ast Laurentovy fady. Definujme funkci

h(z) = f(z) — Zk:Pi(Z), z€S.
i=1
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Tato funkce je podle predchoziho holomorfni na celém S. MiZeme proto pouZit Cauchyho
vétu, podle niz

/h(z) dz=0,
K
a tedy
k
/f(z) dz= Z/Pl(z) dz. (3.6)
K i=lg

Rozepsdnim integrdlu na pravé strané dostaneme
/Pi(z) dz= / Z d (z—z)"dz.
X X n=1

ProtoZe je hlavni ¢ast Laurentovy fady stejnomérné konvergentni na K, mizeme zaménit
poradi sumace a integrace, coZ vede na

/B-(Z)dZ: i/ain(z—a)”dz
K n=lg

K funkceim (z—z;) ™" pron = 2,3,4, ... existuji v S\ N primitivni funkce. Podle Véty 1.15
jsou integrély takovych funkci pies uzavienou cestu K rovny nule. Odtud

. 1 .
/B—(z) dz=d", / -dz =2mid’ jindkz; = 27i (res,, f - indkz;) -
K k<
Dosazenim zpét do rovnice (3.6) dostdvame

k
/f(z) dz = Z 2mi (res,, f - indgz;) = 27i Z (res,f -indgz).
e i=1

ZEN

O

Dusledek 3.11. Nechf K je kladné orientovand Jordanova cesta v jednoduse souvislé
oblastiS CCaN = {zj,...,z} C IntK. Necht f je holomorfni funkce na S\ N. Potom

/f(z)dz =27i ) resf.
K

ZEN

Diikaz. Plyne z ptedchozi véty. Z pozndmky za Definici 1.16 vime, Ze pro z € IntK a
kladné orientovanou kfivku K je indxz = 1. Ol



Kapitola 4

Aplikace reziduové véty na vypocet
integralu

V této kapitole se budeme zabyvat predev§im vypoctem nevlastnich redlnych integrala
pomoci reziduové véty.

Definice 4.1. Rozsifenou mnoZinou komplexnich ¢isel nazyvame mnozinu C* = C U {0}
spole¢né s nésledujicimi operacemi:

oo:—oo:|oo|’ 7+ o0 =00 pI'OZE(C;
700 = 00 prozEC\{O}; 00 - 00 — 00;
R proz € C; %:oo proze C~{0};

= oo pro z € C.

Piiklad 4.1. Necht Q = Q(x,y) je spojitd raciondlni funkce v proménnych x,y € R, pro
néz x> +y? = 1. Dokaite, Ze plati

2
/Q(coss,sins) ds=2m Z res, f,
0 |Z|<1

1 1 1 i 1
r=e(3(=+1) (1))
Re§eni Necht K = z(s) je jednotkova kruZnice se stiedem v po&atku. PoloZme

z(s) = ' = coss +isins, s € [0,2x].

1(, 1 , 1 1
coss = = -] a sins==(z—-).
SN ST\ ;

Dile si vyjadfeme diferencidl

Pro |z| = 1 plati

. 1 1
dz =ie"ds, a odtud dostdvame ds = — - —dz.
i z

_23_
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Potom

i 1 N 1 N 11
/Q(coss,sms)ds:/Q(E (Z-i-;) "5 (Z—Z)) 7 Edzz
0 K

1 1

:—/f(z)dz:—,2m Z res;f
i i
K |Z|<1

O

Lemma 4.2. Nechf f je spojitd funkce pro Imz > 0. Déle necht § = S(t) je pulkruznice
zadand parametricky S(z) = Re”, t € (0, ) a R > 0. Pokud existuje ¢islo M € R takové, Ze

pro dostate¢né velka R plati
M

@< 2ES,

potom

R—o

lim /f(z) dz=0.
S

Diikaz. Podle Zakladniho odhadu pro kiivkovy integrdl (tj. dle Véty 1.13) vime, Ze

M Mr
S
Aplikujeme-li limitu R — oo, musi byt hodnota integréalu nulova. 0

Véta 4.3. Necht funkce f md konecny pocet izolovanych singularit v poloroviné Imz > 0.
Dile necht je holomorfni pro Im z = 0 a spojitd pro Im z > 0. Nechf pro z takovd, ze Imz > 0,
plati

limsup|2* f(z)| < o 4.1)
700
a nechf existuje integral
/ f(s)ds.
Potom 5
/ fls)ds=2mi ¥ res.f. 4.2)
o Imz>0

Diikaz. Necht je kfivka K souétem nésledujicich kfivek K| = K;(s) = re’*, s € (0,7) a
K> = K»(s) = s, s € (—r,r). Pro dostatecné velké r obsahuje kiivka K vSechny izolované
singularity leZici v poloroviné Imz > 0. Podle Dusledku 3.11 vime, Ze

Imz>0

/f(z)dzz/f(z)dz—i-/rf(s)ds:Zn'i Y res.f.
K K Zr
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Pouzitim limitniho pfechodu r — oo a z pfedchoziho lemmatu mdme

/f(z)dz—)O, /f(s)ds—)/oof(s)ds,
K 2 e

Dostdvame tedy (4.2). O

Pozndmka. Predpoklady pfedchozi véty splituje napiiklad raciondlni lomend funkce P/Q
takovd, Ze stupen Q je vétsi asponi o 2 neZ stupenl P a Zadny pdl neleZi na redlné ose.

Priklad 4.2. Nechf je funkce f : C — C holomorfni na C aZ na kone¢ny pocet izolovanych
singularit, které lezi v Imz > 0. Déle nechf existuje konstanta M takovd, Ze pro vSechna
dostate¢né velkad |z| plati

M
()] < -
2]
Dokazte, Ze plati
/ fls)e¥ds=2mi Y res; (f(2)e"). 4.3)
oo Imz>0

Re§eni Necht integraéni cesta K = K () je obdélnik, jehoZ vrcholy jsou —A, B, B+ iC,
—A+iC, kde A,B,C > 0. Pro dostate¢né velké A, B a C obsahuje tento obdélnik vSechny
izolované singularity lezici v Imz > 0. Necht K = K| + K> + K3 + K4, kde K| = K| (s) =5,
s € (—A,B), K = K»(s) = B+is, s € (0,C), —K3 = —K3(s) =s+iC, s € (—A,B) a
—K4=—Ky(s) =A+is, s € (0,C). Uvazujme C = A + B.

Podle Véty 3.10 plati

2mi Y res; (f(z)e) = / f(z)edz = / f(z)edz.
K

Imz>0 Ki+Ky + K3+ Ky

Integrujme postupné pres vSechny strany obdélniku.
Pouzitim limitnich pfechodii A — o a B — oo dostdvame
B oo
/f(z)eiZ dz = /f(s)eis ds — / f(s)e™ ds.
K —A —oo

Integraci pfes dal$i stranu obdélniku dostdvame

C
/f(Z)eide = /f(B+is)iei(B+is) ds.
K; 0

Plati
c c
[ i@ as| < [17+is)]- i) e ds <
0 0
M “ M
< max . e*sdsg—(l—e C)
s€(0.C) |B+is| B
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Pouzitim limitniho pfechodu B — oo vidime, Ze hodnota integralu pfes cestu K; jde do
nuly. Stejné dostaneme hodnotu integralu pies cestu Ky, kterd také jde do nuly. Déle

B
/f(z)eizdzz _/f(s+ic)ei(s+iC) ds.
K 2

Plati
B B
—/f(s+iC)ef(S+iC>ds §/|f(s+iC)|-‘—eC‘-‘eis‘dsg
—A —A
- M e
< A+B) <e S (A1B) =M.
S i S AtTBse T HatB)=e

Limitnim pfechodem C — oo dostdvdme hodnotu integralu pies cestu K3 rovnu nule. Celkem
tedy dostdvame (4.3). O

Priklad 4.3. Nechf je funkce f : C — C holomorfni na C aZ na kone¢ny pocet izolovanych
singularit, pfi¢emz na redlné ose pfipoustime pouze pély fddu 1. Nechf funkce f nabyva
na redlné ose jen redlnych hodnot a necht plati (4.1) JestliZe integral

/ f(s)e™ds
existuje, dokaZzte, Ze plati
/f(s)eis ds=2mi Y res.(f(z)e”)+mi Y, res;(f(z)e). (4.4)
oo Imz>0 Imz=0

Reseni Nechf x; < x < --- < x; jsou singularni body funkce f leZici na redlné ose.
Necht pro integracni cestu K plati K = K| + K>, kde K| = K/ (s) = Re”, s € (0, ) a kiivka
K5 je souétem piilkruznic —k;(s) = x; +re”, s € (0,7), i = 1,...,I a tseek mezi nimi
up(s) =s, s € (—R, x;—r), ui(s) =s, s € xi_1+nrnxi—r), i =2,....,01 au(s) =s,
s € {(x;+ r,R). Pro dostate¢né velké R a dostate¢né malé r obsahuje kiivka K vSechny
izolované singularity lezici v Imz > 0. Podle Véty 3.10 tedy vime, Ze plati

2mi Y res; (f(z)e”) = /f(z)eiZ dz= /f(z)eiZ dz+ /f(z)eiZ dz.
Imz>0 X K £
Z Lemmatu 4.2 vidime, Ze pro R — oo je hodnota prvniho integralu rovna nule.
V kazdém P(x;,r), i=1,...,1 lze funkci f(z)e"* vyjadfit jako

f(z)e™ = n:ilan(z—xi)” = Za_;i —i—’;an(z—xl')” = w +&i(2),
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kde g; je holomorfni funkce v P(xl-, r) pro dostate¢né malé r. Potom plati
. res ‘Z
[ ez = / s D) 4 /
ki
resy, (f(z)e%) . . f o
- _ / R -il- o ireds — /gl- (xi+re”)ireds =
0
T
= —intesy, (f(z)e”) — ir/gi (x; + re) e ds.
0
Limitnim pfechodem r — 0T ziskdme
/f(z)eizdz — —iTTesy, (f(z)eiz) .
ki

Zbyva nam tedy zjistit hodnotu integralu, kdyZ integrujeme ptes tsecky u;(s), i =

=1,...,1+ 1. Plati
11 xX1—r —r R
/f )el?dz = / f(s) ”ds—i-z / (s)e™ ds+ / f(s)e™ ds.
x, 1+r xX;+r
Pro r — 0" a R — oo dostdvdme
I+1
/ f(z)e“dz — / f(s)e™ ds.

Dokadzali jsme tedy, Ze plati (4.4). U

Pozndmka. Analogicky s Priklady 4.2 a 4.3 bychom dokézali nésledujici tvrzeni.

1. Necht f: C — C je holomorfni funkce na C aZ na konecny pocet izolovanych
singularit lezicich v Imz > 0. A nechf existuje takova konstanta M, Ze pro vSechna

dostate¢né velka |z| plati

M
@] < -
2]
Potom
/ f(s)e® ds = 2mi Z res, ( lkz) ,
Imz>0
pro k > 0.

2. Necht f: C — C je holomorfni funkce na C aZ na konecny pocet izolovanych
singularit. Na redlné ose pfipoustime pouze pdly fddu 1. Déle nechf nabyva funkce f

na redlné ose pouze redlnych hodnot a plati (4.1). JestliZe integrél

/oof(s)eiks ds
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existuje, potom plati

Z res, (f(z)eikz> + mi Z (f(z)eikz> 4.5)

Imz>0 Imz=0

/ F(s)ek ds = 27

pro k > 0.
Priklad 4.4. Vypoctéte

(o)

cos(kx)
——=dx
/ n2+4xz

kden>0ak>0.

Reseni VyuZzijeme tvrzeni z predchozi poznamky, protoze

/f(x) cos(kx) dx = Re/f(x)eikxdx =

= Re <27‘L’i Y res; (f(z)eikz> +7i ) res; (f(z)eikz>> .

Imz>0 Imz=0

Nejprve ale musime ovéfit, Ze jsou splnény predpoklady.

Izolované singularity funkce f(z) = (n>+2%)~! jsou body z = +in. Tyto body jsou
poly fadu 1. Tedy funkce f je holomorfni na C az na kone¢ny pocet izolovanych singularit a
na redlné ose neleZi zddn4 z nich. Je zfejmé, Ze funkce f nabyva na redlné ose jen redlnych
hodnot. Podminka (4.1) je také splnéna. Jsou tedy splnény vSechny pfedpoklady daného
tvrzeni a miZzeme pouZit vzorec (4.5).

Nyni chceme znit rezidua v izolovanych singularitidch, pro néz plati Imz > O nebo
Imz = 0. Pocitdme tedy reziduum v bodé€ z = in. K tomu pouZijeme vzorec z Véty 3.9 se
ziskem

1 e ‘ ' oikz ik oikin  o—kn
reSin | —5——>¢€ = lim (z—zn)ﬁ = lim — = = —
n“+z 7—in n-+z z—inZ+1in 2in 2in

Celkem tedy

< —kn —kn —kn
/ cos(kx) 1 —Re (27i® ) =Re (75— ) = F .
n? +x2 2in n n

—00
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