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Abstrakt

V této diplomové praci se vénujeme systémtm hromadné obsluhy. V prvnich
kapitolach se zabyvame teorii, pfedevsim stochastickymi procesy, markovskymi
fetézci, Poissonovym procesem, procesem vzniku a zdniku a rozdélenim systému
hromadné obsluhy. V dalsi ¢astech zkouméme jejich optimalizaci a v zdvére¢né
¢asti provadime jejich simulace v programu Matlab a porovnavame je s teoretic-
kymi vysledky.

Abstract

In this thesis we study queueing systems. In the first chapters we deal with
theory, especially with stochastic process, Markov chains, Poisson process, birth -
death process and types of queueing systems. In another part we solve their opti-
milization and in the final part we do simulations and compare them with theore-
tical results.



(WRSARYKLg,

‘?«‘ff’a £ST i%%
§ ;317 %% MASARYKOVA UNIVERZITA
3%:\%& ‘{\g § Ptirodovédecka fakulta
45"‘)ERLTM NP‘&
ZADANI DIPLOMOVE PRACE
Akademicky rok: 2015/2016
Ustav: Ustav matematiky a statistiky
Student: Bc. Marek Vlasin
Program: Matematika
Obor: Finanéni matematika

Reditel Ustavu maternatiky a statistiky PFF MU Vam ve smyslu Studijniho a zkusebniho fadu MU urtuje diplomovou praci
s tématem:

Téma prace: Systemy hromadné obsluhy

Téma prace anglicky: Queueing Systems

Oficialni zadani:

Ve své diplomové praci se vénujte popisu vhodné vybranych systémi hromadné obsluhy. Pomoci software simulujte
jejich Cinnost a porovnejte empirické a teoretické charakteristiky téchto systému. Pokud se Vam podafi ziskat redlnd
data, provedte analyzu konkrétniho systému hromadné obsluhy. Zabyvejte se rovnéz problémem optimalizace systému
hromadné obsluhy.

Literatura:

ROSS, Sheldon M. introduction to probability models. 8th ed. Amsterdam: Academic Press, 2003. xvii, 755. ISBN 0-12-
598055-8.

ANDEL, Jifi. Matematika nahody. Vyd. 2. Praha: Matfyzpress, 2003. 290 s. ISBN 80-86732-07-X.
Viclav Kofendf: Stochastické procesy. VSE v Praze, nakladatelstvi Oeconomica - Praha 2010. ISBN 978-80-245-1646-2.

Jazyk zavére¢né prace:

Vedouci prace: RNDr. Marie Budikova, Dr.
Datum zadani prace: 6. 10. 2015

V Brné dne: 26.10. 2015

Souhlasim se zadanim (podpis, datum):

(
; - 5 :,' T ‘a\ / \
________ Mo B Bueidipea | vaNaldoody
Bc. Marek Vlasin RNDr. Marie Budikova, Dr. prof. RNDr. Jan Slovék, DrSc.
student vedouci prace feditel Ustavu matematiky a

statistiky



Podékovani

Na tomto misté bych chtél podékovat RNDr. Marii Budikové, Dr., vedouci mé
diplomové préce, za cenné rady a pfipominky k praci. Dékuji také za ochotu a ¢as,
ktery mi vénovala.

V4

Prohlaseni

Prohlasuji, Ze jsem svoji diplomovou préci vypracoval samostatné s vyuZzitim
informacnich zdrojt, které jsou v préaci citovany.

Brno 11. kvétna 2017
Marek Vlasin



Obsah

LT 1
Kapitola 1. Stochastické procesy ............coiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiian... 2
Kapitola 2. Markovské feté€zce .........cooiiiiniiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiinene 6
2.1 Markovské fetézce s diskrétnim ¢asem . . . ............... ... .. 6
2.2 Markovské fetézce se spojitym €asem . . . ........ ... 9
Kapitola 3. POiSSONUV Proces ........cc.vuiuiiiiiiiiiiiiiiieneneiennenenenes 14
Kapitola 4. Proces vzniku a zdniku ...............coooiiiinnnnnnl 17
Kapitola 5. Teorie hromadné obsluhy ...................ooooiiiiiiiiil, 22
51 MIM|1|oo|oo|FIFO . ... .o 25
52 MIM|n|eo|eo|FIFO. ... ... . 28
53 MIM|1|1]|oo|FIFO .. ... . . 31
54 MIM|1|m|oo|FIFO .. ... ... ... 32
55 M|M|n|m|eo|FIFO. ... ... . . . . 36
56 MIM|n|m|m|FIFO.. ... ... ... .. ... ... ... ... ....... 39
Kapitola 6. Optimalizace systému hromadné obsluhy ..................... 43
6.1 Optimalizace systému s neomezenou frontou. . ................ 43
6.2 Optimalizace systému s omezenou kapacitou fronty ............ 45
Kapitola 7. Simulace systému hromadné obsluhy ......................... 48
7.1 Simulace systému s neomezenou kapacitou fronty . . ............ 48
711 M|M|1]|oo|oo|FIFO. .. ... ... .. 49
712M|M|n|oo|oo|FIFO. .. ... ... .. 50

7.2 Simulace systému s omezenou kapacitou fronty . . . ........... .. 51
721 M|M|1|1|eo|FIFO ... ... ... .. 52
722M|M|1|m|co|FIFO. ... ... ... . 54

723 M|M|n|m|oo|FIFO ...... ... ... .. ... ... ... . ... 54

7.3 Simulace uzavienéhosystému .. ........... ... . ... ... . ... 55

A < 58

—vil—



Seznam pouzité literatury



Uvod

Tato diplomové prace se zabyva systémy hromadné obsluhy. Zkoumad teorii, jejich
vyuziti v praxi a jejich optimalizaci. Pomoci softwaru Matlab porovnava teoretické
a empirické charakteristiky téchto systémti. Prace je roz¢lenéna do sedmi kapitol.
Prvni kapitola popisuje stochastické procesy a uvadyi jejich pfiklady.

Druha kapitola se zabyva diskrétnimi a spojitymi markovskymi fetézci.

Zkouma predevsim homogenni markovské fetézce, zavadi zakladni definice a po-
pisuje jejich vlastnosti. Pro lepsi pochopent je vSe proloZeno priklady.

Treti kapitola se zabyva Poissonovym procesem, ktery je specidlnim p¥ipadem sto-
chastického procesu a umoZnuje pouze setrvani v dosavadnim stavu nebo piechod
do nejblizsiho vyssiho stavu.

Ctvrtd kapitola popisuje proces vzniku a zaniku, jeho zakladni vlastnosti a zabyva
se jeho vyuzitim v modelu populace.

Pat4 kapitola se zabyva samotnymi systémy hromadné obsluhy. Za¢indme popi-
sem schématu systému hromadné obsluhy a jeho zdkladnich charakteristik. V dalsi
¢asti se zabyvame otevienym systémem s neomezenou frontou, nejprve s jednou
stanici obsluhy a pak s vice stanicemi obsluhy. V tomto systému musi byt intenzita
provozu mensi neZ jedna, jinak bychom nestihali zdkazniky obsluhovat. Dale se za-
byvadme otevienym systémem s omezenou frontou, kde Zadné omezeni pro inten-
zitu provozu neplati. Nakonec zkoumame uzavieny systém, ve kterém je mozny
pocet pfichozich zakazniki omezen a do systému se mohou vracet. K sestaveni
prvnich péti kapitol byly vyuzity pfredevsim poznatky ze zdrojt [1], [2], [3], [7] a
[9]

Sesta kapitola zkoumd optimalizaci v systémech hromadné obsluhy a vypocitava
optimalni pocet stanic obsluhy v systému. Prvni ¢ast se zabyva systémy s neome-
zenou kapacitou fronty a druhd cast systémy s omezenou délkou fronty. VyuZil
jsem predevsim poznatki ze zdroje [5], [7] a [10]

Sedmad kapitola se zabyvé simulacemi systém hromadné obsluhy. Jednotlivé ¢asti
zkoumaji simulace systémti s neomezenou kapacitou fronty, s omezenou kapaci-
tou fronty a uzavfeny systém a porovnavaji vysledky s teoretickymi hodnotami.
Pro tyto simulace jsem vlastnoru¢né vytvoftil programy v Matlabu. Tyto programy
piipadné muzou byt uzitecné ve vyuce pfedmétu Stochastické modely a jsou na
ptiloZeném CD.

Prace byla vysazena programem I&TEX.



Kapitola 1

Stochastické procesy

V této kapitole se zabyvam zédklady stochastickych procest, jejich rozdélenim a
uvadim ilustra¢ni pfiklady. Poznatky jsem cerpal ze zdrojt [1], [2], [6], [8] a [9].

Definice 1.1. (Definice stochastického procesu (SP))

Necht (), A) je métitelny prostor, R mnozina redlnych ¢isel, T # ¢ neprazdnd mno-
zina. Necht zobrazeni X: (OxT —R ma tyto dvé vlasnosti:

a) V't € T je X(,,t) ndhodna veli¢ina vzhledem k jevovému poli A. Znadi se X;.

b) Vw € O je X(w,.) prvkem mnoziny vSech redlnych funkci definovanych na T.
Zobrazeni X s témito dvéma vlastnostmi se nazyva stochasticky proces definovany
na T. Znacise {X;;t € T}.

Definice 1.2. (Definice slozky SP, realizace SP a realizace slozky SP piislusné moz-
nému vysledku)

Necht {X;; t € T} je stochasticky proces.

a) Pro libovolné, ale pevné dané t € T se ndhodné veli¢ina X(.,t)= X; nazyv4a t-ta
slozka stochastického procesu.

b) Pro libovolné, ale pevné dané w € () se redlnd funkce X(w,.) nazyva realizace
stochastického procesu pfislusna k moznému vysledku w.

c) Pro libovolna, ale pevné dand t € T a w € (2 se ¢islo X(w,t) nazyva realizace t-té
slozky stochastického procesu pfislusna k moznému vysledku w.

Definice 1.3. (Definice ¢asové fady a ndhodné funkce)

Necht {X;; t € T} je stochasticky proces.

a) Je-li mnozina T spocetnd a linedrné€ uspofddana, tj. tp < t; <..., jde o stochas-
ticky proces s diskrétnim ¢asem (tj. o ¢asovou fadu)

b) Je-li mnoZina T interval, jde o stochasticky proces se spojitym ¢asem (tj. o na-
hodnou funkci).

Definice 1.4. (Definice SP s diskrétnimi stavy a spojitymi stavy)

Necht {X;t € T} je stochasticky proces.

a) JestliZze pro V t € T je nahodna veli¢ina X; diskrétni, jde o stochasticky proces s
diskrétnimi stavy.

b) Jestlize pro V t € T je ndhodn4 veli¢ina X; spojitd, jde o stochasticky proces se
spojitymi stavy.

_2_
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MnoZina vSech hodnot, jichZ mtiZze ndhodna veli¢ina X; nabyvat, se nazyva mno-
Zina stavt a znadi se J.

Pfiklad 1. (Ptiklad stochastického procesu s diskrétnim ¢asem a diskrétnimi stavy)
(Uloha o ruinovéni hrace) Hraé A a jeho protivnik B hraji opakované hru, ktera
miize skoncit jen vyhrou jednoho z nich. Ve hte je kapital 7 jednotek, pficemZz
na pocatku mé hra¢ A kapital 4 jednotky a hra¢ B kapital 3 jednotky. Hazi se
minci. Kdyz padne lic, hra¢ A vyhraje 1 jednotku od hrace B, jestlize padne rub,
tak naopak 1 jednotku dé hraci B. Hraci hraji tak dlouho, dokud neni jeden z
nich zruinovéan. Zavedeme stochasticky proces {Xy;t € T}, kdet = 1,2,... je
poradové ¢islo hodu minci a X; = j, kdyz hrd¢ A ma po t-tém hodu j jednotek,
J =10,1,2,3,4,5,6,7}. Naptiklad pro posloupnost hodt {L,R,R,R,R,L, R, R} je
odpovidajici realizace stochastického procesu x(t)={5,4,3,2,1,2,1,0}

Obrazek 1.1: Graf dlohy o ruinovani hréace

Piiklad 2. (Pfiklad stochastického procesu s diskrétnim ¢asem a spojitymi stavy)
Po urcité vyrobni operaci méfime velikost opotfebeni obrdbécitho noze. NGz se
po N vyrobnich operacich vymeéni. Stochasticky proces nabyva hodnot, které od-
povidaji opotiebeni noze. Mdme tedy stochasticky proces {X;;t € T}, kde T =
{0,1,2,..., N} (t je pofadové ¢islo vyrobni operace), X; € J,kde ] = {x € R;0 <
x < a}, pfiemz a je maximalni opotfebeni obrabéciho noze.
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t

Obrazek 1.2: Graf opotfebeni obrdbéctho noZe v Case

Priklad 3. (Pfiklad stochastického procesu se spojitym ¢asem a diskrétnimi stavy)
Do telefonni tistfedny pfichazeji hovory. Stochasticky proces nabyva hodnot, které
odpovidaji po¢tu hovorti. Mdme tedy stochasticky proces {Xy;t € T}, kde T =
{tt>0}, X, €],7=10,1,2,..}.

Obrazek 1.3: Graf poctu prichédzejicich hovort v ¢ase do telefonni tstfedny

Piiklad 4. (Pfiklad stochastického procesu se spojitym ¢asem a spojitymi stavy)

Sledujeme Sumové napéti na vystupu néjakého elektrického ptistroje. Stochasticky
proces nabyva hodnot, které odpovidaji tomuto Sumovému napéti. Zavedeme sto-
chasticky proces {Xy;t € T}, kde T = {£;t > 0}, X; € [, kde ] = {x; —00 < x <

oo}
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Stochastické procesy
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Kapitola 2

Markovské retézce

V této kapitole budeme zkoumat markovské fetézce. Nejdiive se podivame strucné
na markovské fetézce s diskrétnim ¢asem. Ve druhé ¢asti pak podrobnéji prozkou-
méame markovské fetézce se spojitym casem. Jejich vyuziti se ndm bude hodit v
dalsich kapitolach, pfedevsim v systémech hromadné obsluhy. Poznatky jsem cer-
pal pfedevsim ze zdroja [1], [2] a [3].

2.1 Markovské fetézce s diskrétnim c¢asem

Definice 2.1. (Definice markovského fetézce s diskrétnim ¢asem)

Necht {Q), A, P} je pravdépodobnostni prostor, Ny = {0, 1,2, ...} je indexova mno-
Zina, jejiz prvky nazveme okamziky, a | = {.., —2,—-1,0,1,2,...} je nejvyse spo-
¢etnd mnozina stavtl (bez Gjmy na obecnosti 1ze pfedpokladat, ze | = {0,1,2,...}
nebo | = {0,1,2,...,n}). Stochasticky proces {X,;;n € Ny} definovany na méfitel-
ném prostoru (), A), jehoZ slozky nabyvaji hodnot z mnoziny stavii J, se nazyva
markovsky Fetézec s diskrétnim casem, jsou-li splnény néasledujici podminky:
a)VjeJdn e Nyp: P(X; = j) > 0 (vylouceni nepotfebnych stavii).

b) Vn € Ny aVjo,j1, ..., jn € J: P(Xn = jn/Xn-1 = jn-1 AN Xn—2 = ju2 N.. N Xy =
jo) = P(Xy = ju/Xy—1 = ju—1) za predpokladu, ze P(X,—1 = ju—1 A Xp—2 =
jn—2 A ... N Xo = jo) > 0. (markovska vlastnost - budouci chovéani markovského
fetézce zavisi pouze na pfitomném stavu a nikoliv na stavech minulych.)

vvvvv

nachézet ve stavech ag, a1,... V pribéhu ¢asu soustava méni svoje stavy. Tyto stavy
pozorujeme v diskrétnich ¢asovych okamzicich n = 0,1, .... Ndhodna veli¢ina X,
nabyvé hodnoty j, kdyZ v okamZiku n je soustava ve stavu 4;. Markovska vlastnost
znamend, Ze vSechny dosavadni stavy soustavy maji vliv na budouci stav pouze
prostfednictvim stavu p¥itomného.

VyuZziti markovskych fetézcti je velké. MiiZeme jimi popisovat riizné jevy ve fyzice,
biologii, dopravé, ekonomii apod.

Véta 2.2. (Véta o simultdnni pravdépodobnostni funkci markovského tetézce s diskrétnim
casem)
Je-li {X,;n € No} markovsky fetézec, pak plati: P(Xo = joAx1 = 1A AXy =

—6-—



Kapitola 2. Markouvské fetézce 7

jn) = P(Xo = jo)P(X1 = j1/Xo = jo)-.P(Xu = ju/Xu-1 = ju—1), pokud P(Xo =
JoANX1 =71 N AXp1 = jn—l) > 0,= Ojii’lﬂk

Pfiklad 5. (symetrickd ndhodna prochazka na pfimce)

Necht Y], Y>, ...jsou stochasticky nezdvislé ndhodné veli¢iny, které maji rovhomeérné
diskrétni rozloZzeni na mnoziné G = {—1,1}. (tj. nabyvaji hodnot 1 a -1 s pravdé-
podobnosti %.) Polozme Xy = 0 a zavedeme nahodnou veli¢inu X, = Y ;Y.
Tato ndhodna veli¢ina udava polohu castice na pfimce, kterou ¢astice zaujme po
n krocich, kdyZ na poc¢atku je v bodé 0 a pohybuje se v obou moznych smérech se
stejnou pravdépodobnosti. Markovsky fetézec { X,;; n € Ny} se nazyva symetricka
nahodnd prochédzka na pfimce.

Oznaceni:

Jev { X, = j} - markovsky fetézec je v okamziku n ve stavu j

P(X, = j) = pj(n) - absolutni pravdépodobnost stavu j v okamZziku n

p(n) = (..., pj(n),...) - vektor absolutnich pravdépodobnosti.

P(Xyim = j/ Xn = i) = pij(n,n + m) - pravdépodobnost ptechodu ze stavu i v
okamziku n do stavu j v okamziku n+m (pravdépodobnost pfechodu m-tého
fadu)

P(n,n+m) = | ..p;j(n,n+m)..

P(Xo = j) = pj(0) - pocateéni pravdépodobnost stavu j
p(0) = (..., pj(0),...) - vektor pocate¢nich pravdépodobnosti

Véta 2.3. (Véta o vlastnostech markovského fetézce s diskrétnim casem)
Necht {Xu;n € No} je markovsky fetézec. Pokud dile uvedené podminéné
pravdépodobnosti existuji, plati pro Vn,m,ml,m2 € Noa Vi, j € J:

a) P(Xyym = j/Xn =1) >0, 1. pij(n,n+m) >0

lproi=j , lproi=j
St piin,n) = C
Oproi # j J- pij(nm) {Oproz#]

b) Eje]P(Xner =j/Xu=1i) =11 Yiej Pij(nrn +m) =1

(Ptechod ze stavu i v okamZiku n do stavu j v okamZiku n+m je jev s pravdépodobnosti 1.)
c) P(Xn+m1+mz =j/Xn = i) = Zke]P(XHml =k/Xn = i)P(Xn+m1+mz =
j/Xn+m1 = k)/ tj.

pij(n,n+my +my) = Yiey pix(n,n+ my)pyj(n +my,n+my +my)
(Chapmanovy-Kolmogorovy rovnice)

d) P(Xn+m = ]) = Eke]P(Xn = k)P(Xn+m =j/Xn = k), tj.

pj(1n+m) = Yyey pr(n)pij(n, n+m)

(Zdkon evoluce)

P(Xp=j/Xp=1)=

Definice 2.4. (Definice stochastického vektoru a stochastické matice)

a) Radkovy vektor s nejvyse spodetnym poctem nezapornych slozek, jejichZ
soucet je roven 1, se nazyva stochasticky vektor.

b) Ctvercové matice, jejimz kazdym fddkem je stochasticky vektor, se nazyva
stochastickd matice.
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) Rekneme, Ze markovsky fetézec, stochasticky vektor a stochastickd matice jsou
odpovidajici dimenze, kdyz pocet stavii markovského fetézce, pocet slozek
stochastického vektoru a fad stochastické matice jsou stejné.

Definice 2.5. (Definice homogenniho markovského fetézce s diskrétnim ¢asem)
Rekneme, Ze markovsky fetézec {X,;n € Ny} s mnoZinou stavti J je homogenni,
jestlize jeho pravdépodobnosti pfechodu 1.fddu p;;(n,n + 1) nezévisi na
okamzikun, tj. proVn € Npai,j € | : P(Xy41 = j/ Xy = i) = pjj. Matici
pravdépodobnosti ptechodu 1.f¥ddu je pak rovna P(1) a znadi se P. Matice P se
nazyva matice pfechodu homogenniho markovského fetézce.

Vysvétleni homogenity: Pravdépodobnostni chovani HMR se sice mtiZe s ¢asem
ménit, ale ndhodny mechanismus, ktery tyto zmény zptisobuje - matice
prechodu P - je sdm ¢asové neproménny.

Véta 2.6. (Vlastnosti homogenniho markovského fetézce v maticovém tvaru)

Necht {Xu;n € No} je markovsky fetézec s vektorem pocitecnich pravdépodobnosti p(0)
a matici prechodu P. Pak pro Vn,m € Ny, n > 1 plati:

a) P(n,n+m) = P(m) = P™.

b)p(n,n+m) =p(m) = p(0)P".

Z ptfedchozi véty plyne, Ze k uréeni pravdépodobnostniho chovani homogenniho
markovského fetézce staci znat vektor pocate¢nich pravdépodobnosti p(0) a
matici pfechodu P.

Definice 2.7. Necht a je stochasticky vektor a P stochasticka matice odpovidajici
dimenze. Jestlize plati a = aP, pak vektor a se nazyva stacionarni vektor matice P.

Definice 2.8. (Definice staciondarniho rozlozeni markovského fetézce)
Necht {X,;;n € Ny} je homogenni markovsky Fetézec s matici pfechodu P.
Stochasticky vektor a, ktery je staciondrnim vektorem matice P, se nazyva
stacionarni rozloZeni markovského fetézce.

Staciondrni rozloZeni popisuje chovani HMR po dostate¢né dlouhé dobé
sledovani, kdy jiz odeznél vliv pocéte¢nich podminek. SloZka 4; staciondrniho
rozlozeni udava podil celkové doby, kterou fetézec stravi ve stavu j.

Pfiklad 6. Obchodnik prodava tfi druhy pracich praskd, které oznacime A,B,C.
Aby zjistil, jak se vyviji poptavka po téchto prascich, provedl v 1.mésici prodeje
prazkum, v némz se zjistovalo, ktery druh prasku zakaznici kupuji. P¥i tomto
prizkumu bylo zjisténo, Ze prasek A kupuje 50 % zdkaznikd, prasek B 30 %
zakaznikt a prasek C 20 % zdkaznikti. Za mésic byl proveden dalsi priazkum,
ktery zjistoval, ke kterému prasku zdkaznici pfesli. Vysledky priizkumu

0,9 01 0
zachycuje matice pfechodu P = | 0,4 0,3 0,3

0,7 0,1 0,2
a) Urcete absolutni pravdépodobnosti po dvou mésicich
b) Najdété stacionarni rozloZeni
Reseni:
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0,9 0,1 0\~

a)p(2) = p(0)P> = (0,5;0,3;0,2) [ 0,4 0,3 0,3]| = (0,806;0,128;0,066).

0,7 0,1 0,2
Po dvou mésicich tedy bude prasek A nakupovat 80, 6% lidi, prasek B 12, 8% lidi
a prasek C 6,6% lidi.

09 0,1 O
b) (ag,a1,a2) = (ap,a1,a2) (0,4 0,3 0, 3)

0,7 0,1 0,2
Sestavime soustavu rovnic:

ag =0,9a9 +0,4a, +0,7ay
a1 =0,1a94+0,3a; + 0, 1a,
ap, = 0ag+ 0,3a1 + 0, 2a»
apg+ay+a, =1

Vyfesenim soustavy dostaneme: ag = 0,8281;4; = 0,125;a, = 0,0469
Po dostatecné dlouhé dobé sledovani tedy prasek a bude nakupovat 82, 81% lidi,
prasek B 12,5% lidi a prasek C 4, 69% lidi.

2.2 Markovské fetézce se spojitym casem

Definice 2.9. (Definice markovského fetézce se spojitym ¢asem)

Necht (Q,A,P) je pravdépodobnostni prostor, T= (0, o) je indexovd mnozina, jejiz
prvky nazveme okamziky aJ= {..., —2,—1,0,1,2, ...} je nejvyse spocetna
mnozina stavti (bez tjmy na obecnosti 1ze ptedpoklédat, ze J= {0, 1,2, ...} nebo
J={0,1, ..., n}. Stochasticky proces { X;; t € T} definovany na méfitelném
prostoru ((),A), jehoZz slozky X; nabyvaji hodnot z mnozZiny stavii J, se nazyva
markovsky fetézec se spojitym ¢asem, jsou-li splnény nasledujici podminky:
a)VjeJIte T P(X; =j) > 0 (vylouceni nepotiebnych stavi).

b) Vto, t1, ., tn € T (to < t1 < ... < ty) aVjo, j1,erjn € J: P(Xt, = jn/Xt, | =

Jn—1 A X, = fu—2 N AN Xty = jJo) = P(Xt, = ju/ X+, ; = jn—1) za pfedpokladu,
ze P(Xi, , = ju—1 AN X, 5, = jn—2 N . A Xy, = jo) > 0. (markovska vlastnost -
budouci chovani markovského fetézce zavisi pouze na pfitomném stavu a nikoli
na stavech minulych.)

Markovovy fetézce se spojitym ¢asem nachézeji Siroké vyuZiti v systémech
hromadné obsluhy, kdy okamziky pfichodi a odchodti zdkazniki mZou nastat
kdykoliv. Popisuji rizné modely v praxi, napt. v obchodé, na posté, v tovarné se
stroji apod.

Véta 2.10. (Veéta o vlastnostech markovského fetézce se spojitym casem)

Necht {X;t € T} je MR. Pokud ddle uvedené podminéné pravdépodobnosti existuji,
platiproV thgeTaVije]:

a) P(Xt—i—h = ]/Xt - Z) > 0, tj. p,']'(t,t+h) 2 0

| | Cored
P(XtZJ/thl)Z{ prot=1J /t]'-Pij(f/t)Z{

Oproi #j

lproi=j
Oproi #j
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D) Ve P(Xpyn = j/Xe = i) =L tj. Ve pij(t, t +h) =1

(Ptechod ze stavu i v okamZiku t do néjakého stavu j v okamZiku t+h je jev s
pravdépodobnosti 1)

c) P(Xt+h+g =j/ X =1) = Zke]P(Xt+h =k/X; = i)P(Xt+h+g = j/ Xirn = k), 1.
pij(t,t +h+g) = Yie pir(t, t +h)pi(t+h,t +h+g)

(Chapmanovy-Kolmogorovy rovnice)

d) P(Xyypn = j) = ke P(Xi = k)P(Xeq = j/ Xs = k), tj.

pi(t+h) Yiey = pr(t) it t + 1)

(zdkon evoluce)

Vlastnosti markovského fetézce se spojitym ¢asem jsou tedy podobné jako u
markovskych fetézctl s diskrétnim ¢asem.

Definice 2.11. (Definice HMR se spojitym ¢asem)

Necht {X;;t € T} je markovsky fetézec se spojitym casem. Rekneme, Ze tento
fetézec je homogenni, jestlize plati: Vi,j € | a

Vt,he T: P(Xt+h = ]/Xt = l) = plj(h)

Pravdépodobnosti pfechodu P(X;,; = j/X; = i) -jestlize existuji- tak zavisi
pouze na ¢asovém pfirtistku h a nezdvisi na ¢asovém okamziku t. Matice
pravdépodobnosti pfechodu P(t,t + h) se pak znadi P(h) a nazyvé se matici
piechodu za ¢asovy ptirustek h. Pro HMR se spojitym ¢asem tedy existuje cely
systém matic pfechodu {P(h),h € T}.Je obvyklé definovat P(0) = L
Ptikladem homogenniho markovského fetézce se spojitym ¢asem je napf. provoz
automatickych stroji v diln€, kdy sledujeme pocet fungujicich stroji v case.
Naopak ptikladem nehomogenniho MR miiZe byt napt. posta, kdy pocet
zékaznikt zavisi na denni dobé (rdno chodi vice zdkaznikd nez dopoledne).

Véta 2.12. (Vyjadieni simultdnni pravdépodobnostni funkce pro HMR)
Pro HMR se spojitym casem plati, Ze ¥t, hy,....h, € T aVjo,j1,..., jn € J:
P(Xi = jo A Xewny = 1 A Xeghytoothy = Ju) = Pjo () Pjojs (1)), 170 ()

Véta 2.13. (Chapmanova-Kolmogorova rovnice a zdkon evoluce pro HMR)

Necht {X;,t € T} je HMR se spojitym casem, s vektorem pocatecnich pravdépodobnosti
p(0) a systémem matic pfechodu {P(h),h € T}. Pak proVh, g € T plati:

a) P(h+ g) = P(h)P(g) (Chapmanova-Kolmogorova rovnice)

b) p(h) = p(0)P(h) (zdkon evoluce)

Véta 2.14. (Existencni véta) Ke kazdému stochastickému vektoru p(0) a ke kaZdému
systému stochastickych matic {P(h); h € T}, které splituji CH-K rovnice, existuje HMR
se spojitym casem, jehoZ pocitecni pravdépodobnosti jsou diny vektorem p(0) a systém
matic pravdépodobnosti prechodu je pravé {P(h);h € T}.

Dale budeme pfedpoklddat, Ze:

. . ii(h
a) Vi, j € | existuje limy,_q, p]}g ) < 00

b) Vi € | existuje lim,_,o, 1—;2& < oo
lproi=j

c) Vi,j € | existuje limh_>0+pij(h) = {Oproi y
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Definice 2.15. (Definice intenzit vystupu a pfechodu)

Necht {X;,t € T} je HMR se spojitym ¢asem se systémem matic pfechodu
{P(h),h € T}.Pak definujeme

a) intenzitu pfechodu ze stavu i do stavu j: Vi, j € J q;; = limy, g +ij(h)

b) intenzitu vystupu ze stavu i: Vi € | q; = limy,_,g +1_me

Véta 2.16. (Veéta o souctu intenzit prechodu)

Je-li mnoZina stavil | konecnd, pak pro intenzity pfechodu plati: Vi € | : }ic; i = 0,
kde g;; = —qi.

Dikaz: Vztah ) g;; = 0 pfepiSeme do tvaru ), g;; = g;.

i€ jeTi#i

Pocitame )
Y ogi= ¥ ogi=lm "R = lim 1 Y pi(h) = lim 11— pu(h) =g
je],j;éiql] je],j;éiql] oo, T h—>0+hje],j7éip1]( ) h—>0+h( pii(h)) = q;

Definice 2.17. (Definice matice intenzit pfechodu)

Matice Q = (gi;)i jej, kde g;; = —q;, se nazyvé matice intenzit pfechodu HMR se
spojitym casem.

Vysvétleni: Matice Q je charakterizovana tim, ze q;; > Oproi #jag; <0a
soucet prvka v kazdém fadku je nulovy. Je to kvazistochastickd matice.

Z definice intenzity pfechodu plyne, Ze p;;(h) = hq;j + o(h).

Z definice intenzity vystupu plyne, ze p;;(h) = 1 — hg; + o(h).

Pro dostate¢né mala h tedy dostdvame p;;(h) = hq;j, resp. p;i(h) = 1 — hg;.
Cislo qij vyjadiuje koeficient nartistu pravdépodobnosti pfechodu p;;(h) béhem
kratkého ¢asového intervalu délky h a ¢islo g; vyjadfuje koeficient poklesu
pravdépodobnosti setrvani p;;(h) béhem kratkého ¢asového intervalu h.
Pozndmka: Matici intenzit pfechodu Ize graficky vyjadfit pomoci pfechodového
diagramu. Je to ohodnoceny orientovany graf, kde

a) vrcholy jsou stavy

b) hrany odpovidaji nenulovym intenzitdm pfechodu

c) ohodnoceni hran je rovno témto intenzitdm. Hrany, které nejsou smyckami,
maji kladné ohodnocent (4;; > 0) a smycky maji zéporné ohodnocent (q;; < 0)

Obrazek 2.1: [lustra¢ni obrazek prechodového diagramu

Piiklad 7. V holi¢stvi pracuji dvé kadefnice. Kazda kadefnice obsluhuje
zékaznika s intenzitou y (pocet zakaznikt, ktefi jsou ostfthani za jednotku ¢asu).
Zakaznici pfichazeji do kadefnictvi s intenzitou A (pocet zakaznikd, ktefi pfijdou
za jednotku ¢asu). V holi¢stvi je také dalsi misto na sezeni, kde mtzou lidé
pockat, pokud zrovna obé kadefnice obsluhuji zdkazniky. Necht nahodna
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veli¢ina {X;, t € T} je pocet zdkaznik, ktefi jsou bud obsluhovéni nebo ¢ekaji ve
fronté. Pak stochasticky proces {X;,t € T} je HMR se spojitym ¢asem. Sestrojte
matici intenzit pfechodu.

Resent: V kadefnictvi maze byt Zaddny zdkaznik, jeden nebo dva zékaznici
miizou byt obsluhovani nebo pfipadné miize jesté jeden zdkaznik cekat ve
fronté,tedy mnozina staviije ] = {0,1,2,3}. Podivejme se na intenzity piechodu
mezi jednotlivymi stavy.

Intenzita pfechodu mezi stavem 0 a 1 g9; = A, tedy je rovna intenzité ptichodu.
Intenzita pfechodu mezi stavy 0 a 2 go» = 0, protoZe zména miiZe byt vzdy jen o
jednoho zdkaznika. TotéZ plati i pro pfechod mezistavy0a3,1a3,2a0,3a0,3
al, tedy qo3 = 913 = q20 = q30 = 931 =0

Intenzita setrvani ve stavu 0 goo = —A, protoZe soucet prvkii v fadku musi byt
roven (

Intenzita pfechodu mezi stavy 1 a 0 419 = y, tedy je rovna intenzité obsluhy.
Intenzité pfechodu mezi stavy 1 a 2 q1p = A, tedy je rovna intenzité pfichodu.
Intenzita setrvani ve stavu 1 q11 = —(A + ), protoZe soucet prvki na fadku
musi byt roven 0.

Intenzita pfechodu mezi stavy 2 a 1 gp1 = 2y, protoZe nyni jsou obsluhovéni dva
zékaznici najednou, intuitivné to m@izeme chépat tak, Ze je dvakrat vétsi
pravdépodobnost, Ze jeden ze zdkaznikd bude ostfihan za jednotku ¢asu, nez u
jednoho zdkaznika.

Intenzita pfechodu mezi stavy 2 a 3 g3 = A, tedy je opét rovna intenzité
prichodu.

Intenzita setrvani ve stavu 2 g = —(2pt + A), protoze soucet na fadku musi byt
roven 0.

Intenzita pfechodu ze stavu 3 do stavu 2 g3 = 2y, protoZe jsou opét obsluhovani
dva zakaznici, jeden musi ¢ekat ve fronté.

Intenzita setrvani ve stavu 3 q33 = —2u, protoZe soucet na fddku musi byt roven
0. Sestavime matici intenzit pfechodu:

—A A 0 0
0- u —(A+p) A 0

0 2u —(A+2u)

0 0 2u —2u

Véta 2.18. (Veéta o vijznamu intenzit prechodu) Necht {X;t € T} je homogenni
markovskyj fetézec se spojitym casem, ktery ma spocetnou mnoZinu stavii | a matici
intenzit pfechodu Q = (q;j)i jej

a) Nechtt € [s,s+ h], kdes > 0ah >0.Pak P(X; =i/ Xs =1i) = e~ kde
e~ =0, je-li g; = oo

b) Je-li q; = 0, potom p;;(h) =1

c) Je-li 0 < gq; < oo, pak veli¢ina, kterd uddvd dobu setrvini Zetézce ve stavu i, se Fidi
Ex(q;). Znamend to, Ze stiedni hodnota doby setrvini fetézce ve stavu i je %. Dile

pravdépodobnost toho, Ze proni pfechod ze stavu i se uskutecni pravé do stavu j, j # i, je
aij
qi
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Definice 2.19. (Definice rtiznych typt stavii)

Necht {X;;t € T} je homogenni markovsky fetézec se spojitym ¢asem, ktery ma
matici intenzit pfechodu Q = (g;); je;-

a) Jestlize g; = 0, pak fekneme, Ze stav i je absorpéni (Retézec, ktery vstoupi do
absorpé¢niho stavu, uz v ném ztstane. Sttedni hodnota doby setrvani v
absorp¢nim stavu je nekonec¢né velkd).

b) Jestlize 0 < g; < oo, pak fekneme, Ze stav i je stabilni. (Dale se budeme zabyvat
pouze fetézci se stabilnimi stavy)

c) Jeslize q; = oo, pak fekneme, Ze stav i je nestabilni. (Sttedni hodnota doby
setrvani v nestabilnim stavu je nulova)

Definice 2.20. (Definice stacionarniho vektoru homogenniho markovského
fetézce se spojtym casem).

Necht {X;;t € T} je homogenni markovsky fetézec se spojitym ¢asem, ktery ma
systém matic pfechodu {P(t);t € T}. Stochasticky vektor a takovy, ze proVt € T
plati a = aP(t), se nazyva stacionarni vektor (rozloZeni) daného fetézce.

Poznamka: Reeni rovnice a = aP(t) pro Vt € T mfiZe byt obtizné. Proto
stacionarni vektor poc¢itdme radéji pomoci matice intenzit pfechodu.

Véta 2.21. (Veéta o ziskdni staciondrniho vektoru pomoci intenzit pfechodu) Necht

{Xi; t € T} je homogenni markovsky fetézec se spojitym Casem, kteryj mad systém matic
prechodu {P(t);t € T} a matici intenzit pfechodu Q = (qi;); jej. JestliZe existuje t € T
takové, Ze matice P(t) je requlirni (. vsechny jeji proky jsou kladné), potom existuje
staciondrni vektor daného fetézce a je din vztahem aQ = 0. Toto fesent je jediné.

Piiklad 8. Pro matici intenzit pfechodu Q = (_]4/\

) najdéte staciondrni

vektor.
ReSeni: Vyjdeme z rovnice aQ = 0 a vlastnosti staciondrniho vektoru ap 4+ a; = 1.
Mame tedy soustavu rovnic:

—apA +aju =0
apA —aju =0
ag+a; =1
Vyjadiime agp = 1 — a; a dosadime do prvni rovnice. Dostaneme a; = /\_—/&\—y
Dosadime do tieti rovnice a dostaneme ay = y%
2, ~ . z P . _ U A
Vysledny stacionarni vektor je tedy a = (;73, 757)-



Kapitola 3

Poissonuv proces

V této kapitole se budeme zabyvat Poissonovym procesem, ktery je specidlnim
typem stochastického procesu. Je to proces, ve kterém je mozné pouze setrvani v
dosavadnim stavu nebo pfechod do nejblizniho vys$siho stavu. Poznatky k této
kapitole jsem cerpal hlavné ze zdroji [1], [2] a [3].

Definice 3.1. Necht {X;;t € T} je homogenni markovsky fetézec se spojitym
Casem, ktery ma mnozinu stava | = {0,1,2, ...}, vektor pocatecnich
pravdépodobnosti p(0) = (1,0, ...) a matici intenzit pfechodu

-A A 0 O
0 A A O

Q= 0 0 —A A , kde A > 0 je konstanta, nazyvé se intenzita.

Tento homogenni markovsky fetézec se nazyva Poissontiv proces (s parametrem
A)

Vysvétleni: UvaZzujme udalosti téhoZz typu, které nastdvaji ndhodné v ¢ase. Pro
t > 0 ozna¢me X; pocet uddlosti, které nastanou v intervalu (0,t]. Necht jsou
splnény tyto podminky:

- v kratkém casovém intervalu (t,t+h] nastane udalost s pravdépodobnosti
Ah+o(h) nezavisle na t a nezavisle na po¢tu udélosti, které nastaly v intervalu
0]

- vic neZ jedna udalost nastane s pravdépodobnosti o (/)

- pocty udalosti, které se vyskytnou v disjunktnich ¢asovych intervalech, jsou
nezavislé

-necht Xo =0

- stfedni hodnota poctu udalosti, které nastanou za ¢asovou jednotku, je
konstanta A > 0.

Pak pro V t > 0 plati

A+ o(h) proj=i+1
| | 1—Ah4o(h) proj=i
P(Xpn=j/Xe =1i) :Pij(h) - o(h) " gro;>i+1
0 proj <i

—14—
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pticemZz po(0) = 1,p;(0) = 0 proj # 0.
Odtud dostavame, Ze intenzity pfechodu jsou: ;11 = A, g4;; = —A, g;; = 0 pro

j#1,j#Fi+1, tedy

-A A 0 O
0O —A A O
Q= 0O 0 —A A

Piiklady uvazovanych uddlosti:

- kraddeZze registrované v néjakém obvodé

- stiznosti pfichazejici na tfad

- telefonaty prichazejici do call centra

- dopravni nehody registrované na néjakém tseku

- poruchy strojt v tovarné

- prichody zdkaznik® na postu

U nékterych z téchto prikladd nemusi byt splnén pfedpoklad, Ze intenzita A je
nezavisla na ¢ase. Provoz call centra je Zivéjsi dopoledne nez vecer, automobilova
apod. Pfedpoklddame, Ze vyskyt téchto udalosti je sledovan po néjakou kratkou
omezenou dobu, béhem niZ 1ze pfedpokladat neménnost intenzity A.

Véta 3.2. (Veéta o pravdépodobnostnim rozloZeni sloZek Poissonova procesu) Necht
{Xs; t € T} je Poissoniiv proces s parametrem A. Pak plati: Vt € TaVj € J:
pi() = e

Vysvéteni: Nahodna veli¢ina X;, kterd udava napft. pocet zakaznik, ktefi prijdou
do fronty v intervalu (0,t], se fidi rozlozenim Po(At). Stfedni hodnota poctu
udalosti, které nastanou v intervalu (0,t], je rovna ¢islu At, tedy konstanta A
pfedstavuje stfedni hodnotu poc¢tu udalosti, které nastanou za jednotkovy casovy
interval. Proto se A nazyva intenzita procesu.

Cisla p;(t) udéavaji pravdépodobnosti, Ze v intervalu (0,t] nastalo prave j udélosti.
Cislo po(t) = e~ udava pravdépodobnost, Ze v intervalu (0,t] nenastala 24dn4
udélost.

Oznac¢ime-li S dobu ¢ekani na zménu mezi stavy (tj.dobu ¢ekani na p¥ichod

1—e ™M >0

<0
znamend, Ze je-li rozloZeni poctu udalosti, které nastaly v intervalu (0,t]
Poissonovo, je rozloZzeni doby ¢ekdni na zménu, resp. doby setrvani ve stavu
exponencidlni.

udalosti, resp. dobu setrvani ve stavu), pak P(S < t) =

Véta 3.3. (Véta o pravdépodobnostech v Poissonové procesu)
Necht {Xy;t € T} je Poissonilv proces s parametrem A. Pak plati: ¥Vt € T a

AT .
Vi,j € ] : pij(t) — (G—i)! e pro | >
0 proj <i
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Véta 3.4. (Véta o stiedni hodnoté a rozptylu Poissonova procesi)
Necht {X;;t € T} je Poissoniiv proces s parametrem A. Pak pro stfedni hodnotu a rozptyl
plati:

E(X) = At
D(X;) = At.

Véta 3.5. Necht {X;;t € T} je Poissonitv proces s parametrem A. Oznacme S; dobu.,
kterou Fetézec setrvd ve stavu j —1,j = 1,2, ... Pak S; ~ Ex(\) a stfedni hodnota doby

setrvdni fetézce ve stavu j — 1 je %

Piiklad 9. Telefonni tstfedna zapoji béhem hodiny primeérné 15 hovorti. Jaka je
pravdépodobnost, Ze béhem ¢tyf minut zapoji

a) pravé jeden hovor?

b) alespori dva hovory?

Reseni: Za ¢asovou jednotku volime hodinu. X-pocet zapojenych hovorti béhem
¢tyf minut, X ~ Po(At), kde t=% aA =15, tedy X ~ Po(1).
Q)P(X=1)=e1=0,36788
b)P(X>2)=1-P(X<1)=1-P(X=1)-P(X=0)=1-2¢"1=0,2642

Véta 3.6. (Véta o bodovém a intervalovém odhadu parametru A Poissonova procesu)
Necht {X;t € T} je homogenni Poissoniiv proces na intervalu (0, t]. Proménnd n znaci
pocet uddlosti, které nastanou na daném intervalu. Pak pro bodovy a intervalovy odhad
plati nasledujici:

a) Pro bodovy odhad parametru A plati:

>
I
-3

Dile plati E(A) = Aa D(A) = %

b) Horni a dolni mez 100(1 — )% intervalu spolehlivosti se urci jako:

d
h =

| —

7XG (21)
t)(%_ (2n 4 2)

L3
2

N

Plati tedy A € [d, h] = [%Xz% (2n), %X%_%(Zn +2)]

Pfiklad 10. Na urcitém zafizeni byly po dobu 580h sledovany poruchy. Za tuto
dobu jich nastalo 22. Za predpokladu, Ze poruchy tvofi udélosti Poissonova
procesu s parametrem A, odhadnéte tento parametr a najdéte pro n€j 95%
empiricky interval spolehlivosti.

Regeni: T = 580,n = 22, tedy A = % = 2% = 0,0379

d = %X% (2n+2) = 2.51%7(%,975(44) = 111W27' 57 =0,0238

= 3rX3_g (20 +2) = 335X5,975(46) = 11gg66, 62 = 0,0574

0,0238 < A < 0,0574
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Proces vzniku a zaniku

V této kapitole popiSeme linedrni proces vzniku a zaniku, Erlangtiv proces a
nakonec obecny proces vzniku a zaniku. Poznatky k témto témattim jsem cerpal
ze zdroja [1], [2] a [3].

Definice 4.1. (Linearni proces vzniku a zaniku) Necht {X;;t € T} je homogenni
markovsky fetézec se spojitym ¢asem, ktery ma mnozinu stavii | = {0,1,2,..},
vektor pocate¢nich pravdépodobnosti p(0) = (1,0,0, ...) a matici intenzit
prechodu

0 0 0 0
o= |* —(A+n) A 0 ..
0 2 —2A+p) 24 .|’

kde A > 0 a p > 0jsou konstanty. Tento fetézec se nazyvé linedrni proces vzniku
a zaniku s intenzitami A, . (Intenzity pfechodu jsou linedrnimi funkcemi potadi
stav(l, v nichZ byl proces v pfedeslém okamZiku, tj.
Aj=jAj=0,12,..u;=juj=12,..)

Vysvétleni: Linedrni proces vzniku a zdniku modeluje vyvoj populace, v niZ se
jedinci mohou mnoZit a zanikat podle téchto pravidel:

- osudy jedincti jsou navzajem nezavislé

- pravdépodobnost, Ze z libovolného jedince vznikne béhem kratkého ¢asového
intervalu (t,t+h] novy jedinec, je Ah + o(h) a pravdépodobnost, Zze vznikne vice
neZ jeden jedinec, je o(h)

- pravdépodobnost, ze libovolny jedinec zanikne béhem kratkého ¢asového
intervalu (t,t+h] je puh + o(h) a pravdépodobnost, ze zanikne vice nez jeden
jedinec, je o(h)

- je-li rozsah populace v case t roven j, pak pravdépodobnost, Ze v intervalu
(t,t+h] se pocet jedincti o jednoho zvétsi, je jAh 4 o(h) a pravdépodobnost, Ze v
tomto intervalu se pocet jedincti o jednoho zmensi, je juh + o(h)

- k vice nez jedné zméné rozsahu populace béhem intervalu (t,t+h] dojde s
pravdépodobnosti o(h)

- k Zddné zmeéné dojde s pravdépodobnosti 1 — jAh — juh + o(h)

-17 -
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Véta 4.2. (Véta o absolutnich pravdépodobnostech v linedrnim procesu vzniku a zdaniku)
Necht {Xy;t € T} je linedrni proces vzniku a zdniku s intenzitami A, y. Pak absolutni

pravdépodobnosti jsou ddny vztahy:
AL,
Pro A = w:po(t) = %,pj(t) = HQW’] =1,2,.

v 1—e(A—m)t
Pro A # y zavedeme oznaceni A(t) = yAee—A# Pak

po(t) = nA(t), pj(t) = 1 = AA(D][1 — pADOIAAM) T j=1,2,...

Véta 4.3. (Pravdépodobnost zdniku)
Pravdépodobnost, Ze populace v Case t zanikne, je

THi A=
P(Xy=0) =po(t) = e
’ o A FEH

Limitnim ptechodem pro t — oo zjistime, Ze pravdépodobnost vymieni populace je
lproA <u

it Po( ) %pro)\ > u

Véta 4.4. (Stiedni hodnota a rozptyl rozsahu souboru)

Necht {Xs; t € T} je linedrni proces vzniku a zdniku s intenzitami A, y. Pedpokldidejme,
Ze v case t = 0 md soubor rozsah kg > 1. Pak pro stfedni hodnotu a rozptyl rozsahu
souboru v case t > 0 plati:

Pro A = u: E(Xt) ko,D( ) —Zko)tt

ProA # i+ E(X¢) = koe* 1!, D(X;) = ko“g A=t [e(A=m)t _q]

Poznamka: Limitnim pfechodem pro t — oo zjistime, Ze limitni stfedni hodnota
ko proA=u

tohoto souboru je lim; 00 E(X;) = <0  proA < u
©  proA>u

Pfiklad 11. Necht {X;; t € T} je linedrni proces vzniku a zdniku s mnozinou
stavit | = {0,1,2,...}, intenzitou vzniku A = 0,01 a intenzitou zaniku u = 0,001.
a) Jaka je pravdépodobnost, Ze proces zanikne v ¢ase t = 100?

b) Jaka je limitna pravdépodobnost zaniku?

Reseni:

a) po(t) = yTA‘M, tedy po(100) = 0, 001m 0,0619

Pravdepodobnost Ze v ¢ase t = 100 proces zanikne, je 6,2%.

b) lim; e po(t) = § = $o1 = 0,1

Limitni pravdépodobnost zaniku je 10%.

Definice 4.5. (Erlangtiv proces) Necht {X;;t € T} je proces vzniku a zaniku,
ktery méa kone¢nou mnozinu stavt | = {0,1,2, ..., m}, vektor po¢atecnich
pravdépodobnosti p(0) = (1,0,0, ...) a matici intenzit pfechodu

Q=
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—A A 0 0 .. 0 0 0
o —(A+p) A 0 .. 0 0 0
0 2u —(A+2u) A . 0 0 0
0 0 0 0 .. m—Du —((m—1)u+A) A
0 0 0 0 .. 0 my —mu

kde A > 0 a u > 0 jsou konstanty. Tento fetézec se nazyvé Erlang(iv proces.

Vysvétleni: Erlangtiv proces modeluje napf. provoz telefonni tsttedny, do niz
vede m linek a provoz probiha podle téchto pravidel:

- hovory pfichazeji do TU navzajem nezavisle

- pravdépodobnost, Ze béhem kratkého casového intervalu (t,t+h] ptijde na TU
novy hovor, je Ah + o(h) a pravdépodobnost, ze pFijde vice nez jeden hovor, je
o(h)

- pravdépodobnost, Ze béhem kratkého ¢asového intervalu (t,t+h] nepfijde zadny
hovor, je 1 — Ah + o(h)

- je-li vSech m linek obsazeno, hovor se ztraci

- doba trvéani hovoru je ndhodnd veli¢ina s rozlozenim Ex(p)

- pravdépodobnost, Ze hovor, ktery trvé v case t, skon¢i béhem kratkého ¢asového
intervalu (t,t+h], je-li uh + o(h)

- pravdépodobnost, Ze hovor, ktery trva v case t, neskon¢i béhem kratkého
¢asového intervalu (t,t+h], je-li 1 — uh + o(h)

Véta 4.6. (Veéta o staciondrnim rozloZeni Erlangova procesu)

Voo
=+—15=,7=0,1,...,m.
o & "

b

==

Staciondrni rozloZeni Erlangova vzorce je dino vzorcem: a; =

Staciondrni rozloZeni existuje vZdy.

Piiklad 12. Do telefonni tstfedny vold v primeéru 10 zdkaznikd za hodinu. V
tstfedné pracuji dvé operatorky. Jeden hovor trva v primeéru 10 minut a jeho
délka se fidi exponencidlnim rozdélenim. Pokud jsou obé operatorky obsazené,
zékaznik pokldda telefon. Vypocitejte:

a) Kolik operatorek v priméru pracuje?

b) Kolik zdkazniki za hodinu je v priméru odmitnuto?

c) Jakou ¢ast pracovni doby jsou operadtorky nevyuzity?

Regent:

Jednd se o Erlangtv proces {X;; t € T}, kde X; je pocet obsluhujicich operatorek
vcaset, A =10,y =6, m = 2.

a) Ned]rlve spocitdme stacionarni rozdéleni s vyuzitim vztahu

1y

aj = m,] =0,1,.. m
ag = W = 0,247
1 = W = 0,411
1y = # 0,342

Pramérny pocet pracujicich operdtorek E(N) = 2]2:0 jaj = ay + 2a; = 1,09.



Kapitola 4. Proces vzniku a zaniku 20

b) Primérny pocet odmitnutych zdkaznikt za hodinu:
E(NR) = Aap =10%0,342 = 3,42

c) Cést pracovni doby, po kterou jsou operatorky nevyuZity:
ag = 0,247 = 24,7%

Definice 4.7. (Procesu vzniku a zaniku) Necht {X;;t € T} je homogenni
markovsky fetézec se spojitym ¢asem, ktery md mnozinu stava | = {0,1,2, ...},
vektor pocate¢nich pravdépodobnosti p(0) = (1,0,0, ...) a matici intenzit
pfechodu

—Ao Ao 0 0
Q= 1251 —()Ll + P‘l) AM 0o ..
0 U2 —(AM+u2) Ay |’

kdeA; >0,j=0,1,2,..ap; > 0,7 =0,1,2,... jsou konstanty. Tento fetézec se
nazyva proces vzniku a zéniku (resp. mnoZeni a imrti).

Pozndmka: Je zfejmé, Ze Poissontiv proces je specidlnim piipadem procesu
vzniku a zaniku, v némz ui=0,j=12..ar=4A,j=0,12,..

Véta 4.8. (Staciondrni rozloZeni procesu vzniku a zdaniku)
Necht {Xy;t € T} je proces vzniku a ziniku s intenzitami vzniku A >0, j=012,..a
intenzitami zaniku p; > 0,j = 1,2, .... Pak staciondrni rozloZeni tohoto procesu je dino

, AoA1 oA y .
vzorcem:Vj € ] 1 aj = %ao, kde ag = v x— 2a predpokladu, Ze fada
i o -
+hn HiHp M
AoA1 e
o 0/'1 j—1 e . . . z , v . . .
Yi=1 i 7 absolutné konverguje. Jinak staciondrni rozloZeni neexistuje.

Dikaz: Vyjdeme z rovnice aQ = 0, kde Q je matici intenzit pfechodu

—Ao Ao 0 0
o=| ™M —(M+m) M 0
0 U2 —(A+m2) Ay
Sestavime rovnice:
apAo = ajpy

a1 (A1 + p1) = apAo + azpz
ay(Ap + o) = aAy + azus

aj(Aj + ) = aj1 i1+ Ak
Postoupnym dosazovanim dostdvame:

— Ao
A = ! o
0
_ay (M4 —agho Euo(/\1+ﬂ1)—ao)\o _ AoMagHAopag—Aopiag _ Aghy

= H2 - M2 Hi2 T

ag
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AgA Ag
ay(Aatpn)—mAy _ iy 0 (A2t p2) — i aohpz _ MMy

3 = 13 s p1pizpz "0
_AgMeAj
a. [ S
] ]11}!2]«!1

Zéroveri plati, ze } ;° ; a; = 1. Dosadime do rovnic a dostdvame:

MoMoAig AoA oA
ap = 1
- AgApAj_q
1+Z] L pypgepij
AgAz...A
Musi pfitom platit, Ze fada Z] 1 W konverguje absolutné.

Pfiklad 13. Uvazujme populaci, kde intenzity vzniku jsou A; = 2/,ij=0,1,2,..a
intenzity zéniku jsou p; = 3,ij=1,2,3,..

a) Napiste matici intenzit pfechodu

b) Za predpokladu, Ze mlizeme mit maximalné tfi jedince, vypocitejte stacionarni
rozloZeni.

—Ao Ao 0 0
s~ wm =M +u) M 0. | _
Reseni: Q = 0 ” atm) A | T

0 0 13 — U3

-1 1 0 0
3 -5 2 0
0O 9 -—-13 4
o o 27 =27
Vypocet staci1onarn1’ho rozloZeni:

L 729
T L T T g i O
am = 504y = 34 = £ = 0,235

a2 = %”0 = 3510 = 103 = 0,052

a3 = 22%%” = 3:9.37 103 = To5 = 0,008

Tedy: a = (0,705; 0, 235; 0,052; 0,008).



Kapitola 5

Teorie hromadné obsluhy

Teorie hromadné obsluhy zkouma systémy, na které opakované prichazeji
sekvence pozadavki a jejich vyskyt je nahodny. Zjistujeme tak napriklad
pottebnou kapacitu zdrojti, nebo optimalni vyuZiti vyrobnich linek. Tato chovéni
se popsat pomoci stochastickych modelti. Cilem téchto modelt je analyza
stavajicich systémt a nalezeni nejvhodnéjsiho zptisobu optimalizace. Zaroven se
musi optimalizovat mnoZstvi lidi ¢ekajicich ve fronté a vytizeni obsluznych linek.
Pro simulovani frontovych systémt pottebujeme informace o vstupnim toku
(napf. jak casto prijde novy poZadavek na server), o frontovém systému, ktery se
vytvori, pokud poZadavek nemftize byt ihned vyfizen a organizace obsluhy -
pocet volnych jednotek vykonavajici proces obsluhy a jejich popis. Poznatky k
této kapitole jsem bral hlavné ze zdroju [1], [2], [5] a [7]. Pfiklady systémii
hromadné obsluhy jsou uvedeny v tabulce

systém obsluzné linky pozadavky
posta tfednice u pfepazky | zdkaznici
ordinace u lékéfte lékat pacienti
telefonni tstfedna operatofi volajici
samoobsluha voziky zékaznici
lyZatské stiedisko vleky lyZafi
zastavka autobusy cestujici

Tabulka 5.1: Tabulka pfikladi systému hromadné obsluhy

Schéma teorie hromadné obsluhy:

e Objekty, které vstupuji do systému hromadné obsluhy s n&jakym
pozadavkem. Pfikladem miize byt zakaznik, ktery pfijde na postu odeslat
balik, ¢i cestujici, ktery ¢eka na zastdvce na autobus

e Obsluzn4 linka, kterd vytizuje pozadavky zdkaznik{, nap¥. tfednice na
postovni pfepdZce nebo operétor telefonni tstfedny.

¢ Disciplina ¢ekéni ve fronté - v nékterych pfipadech vstupni pozadavek
nechce c¢ekat ve fronté€ a do systému ani nevstoupi, v jinych pfipadech je
ochoten néjakou dobu ¢ekat.

_2_
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Systém také muiZe mit omezenou ¢i neomezenou kapacitu fronty. P¥i
omezené kapacité fronty mtize do systému vstoupit jen omezeny pocet
pozadavki.

e Rezim fronty - zdkaznici mtizou byt fazeni do fronty n€kolika zptisoby.
Mezi nejcastéjsi typy patfi:
- FIFO - Pozadavky pfistupuji k obsluze ve stejném potadi, ve kterém pftisly
- LIFO - Fronta kdy jdou jako prvni na fadu ty pozadavky, které ptisly jako
posledni
- SIRO - ndhodny vybér zdkazniki k obsluze
- PRI - Pozadavky pfichazeji s pfedem definovanymi prioritami. Pokud se
ve fronté sejde vic poZadavk se stejnou prioritou, pokracuje podle klasicky
definovaného zptisobu (napt. FIFO, LIFO, SIRO)

e Systém realizujici obsluhu - systémy mtizou mit jednu linku obsluhy (napf.
lékat ¢i posta s jedinou prepazkou) nebo vice linek obsluhy (napf. posta s
vice pfepazkami, telefonni tstfedna). Doba obsluhy miize byt pevna ¢i
ndhodna.

e Vystupni proud - ObslouZeni zédkaznici vystoupuji ze systému (napf.

zékaznik odeslal na posté balik nebo byl oSetien u lékate)

System obsluhy

|
|
' Linka obsluhy |
Vstup prvku | Vystup prvku
1 .
>t Fronta™ ™ Linka obsluhy ;
I |
: Linka obsluhy | |
|
| I P ———— 1

Obrazek 5.1: Zakladni struktura systému hromadné obsluhy

Kendallova klasifikace
D.G. Kendall byl anglicky statistik a matematik, v 50. letech zavedl notaci pro
jednotnou charakteristiku systému hromadné obsluhy, aby zjednodusil nasledné

vypocty. Na jednotlivé pozice se do modelu dosazuji kédy (vysledny model
muZe mit aZ Sestimistny kéd - A/B/C/D/E/F)

o A
Pravdépodobnostni rozdéleni intervali mezi pfichody poZzadavkd,
nejcasteji:
M - exponencialni rozdéleni
D - konstantni intervaly mezi pfichody
G - obecné rozdéleni se stfedni hodnotou a smérodatnou odchylkou
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e B
Pravdépodobnostni rozdéleni doby obsluhy, stejné jako A (M,D,G)

o C
Pocet paralelné zapojenych obsluznych linek

e D
Kapacita obsluzného systému (neuvedeno= o)

o E
Zdroje pozadavki (neuvedeno = co)

o F
Systém fronty (FIFO,LIFO,...)

Pozndmka: (Oznaceni pouZzivand v systémech hromadné obsluhy)

e A..intenzita vstupniho proudu (prameérny pocet zdkaznikt, ktefi vstoupi
do systému hromadné obsluhy za jednotku ¢asu)

e j..intenzia obsluhy (primeérny pocet zdkaznikf, které linka obslouzi za
jednotku ¢asu)

e p..intenzita provozu
CASOVE CHARAKTERISTIKY

e W...doba pobytu zdkaznika v systému
e Ws...doba obsluhy

e Wy...doba ¢ekéni zdkaznika ve fronté
e Je ziejmé, Ze plati W = W + W

CHARAKTERISTIKY TYKAJiCI SE POCTU ZAKAZNIKU

N...pocet zakaznikt ve stabilizovaném systému

e Njs...pocet obsluhovanych zakaznikt

Ng...pocet zakazniki ve fronté

Je zfejmé, Ze plati N = Ns + Ng
PRAVDEPODOBNOSTNT CHARAKTERISTIKY

e qp...pravdépodobnost, Ze systém je prazdny

e a;..pravdépodobnost, Ze v systému je pravé j zékaznik
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e Pg...pravdépodobnost, Ze pfichazejici zakaznik bude cekat ve fronté

e Py..pravdpodobnost, ze pfichdzejici zdkaznik bude odmitnut
NAKLADOVE CHARAKTERISTIKY

e Pokud je uzivatel schopen ohodnotit ndklady na ¢ekani zakaznika, naklady
na prostoj ¢i provoz linek obsluhy, je moZno systém optimalizovat
vzhledem na jeho ndkladovou efektivnost. Je moZné urcit napt. optimalni
pocet linek obsluhy nebo optimalni intenzitu obsluhy.

LitTLEOV VZOREC

e V systémech s neomezenym poctem zdrojti zakaznikt plati, Ze intenzita
vstupnho proudu je rovna podilu stiedni hodnoty poc¢tu zdkazniki v
systému (resp. ve fronté resp. u obsluhy) a stfedni hodnoty doby pobytu
zékaznika v systému (resp. ve fronté resp. u obsluhy). Plati tedy

N = EN) _ E(N)
E(W) ~ E(Wg)

E(Ns)
E(Ws)

Pfiklad 14. Zapis M |M |1 | oo | oo | FIFO znamena, Ze vstupni proud i doba
obsluhy se ¥idi exponencidlnim rozdélenim, v systému je jedna linka obsluhy.
Kapacita obsluzného systému a zdrojti poZadavk je nekonecna. Systém obsluhy
je FIFO, tedy zdkaznici jsou obslouzeni v poradi, ve kterém pfijdou.

51 M|M]|1]|co|oo]|FIFO

Zac¢neme s nejjednodusim modelem. Pfedpoklady tohoto systému shrneme do
tabulky:

Intervaly mezi pfichody maji exponencidlni rozdéleni s parametrem A
Doba trvani obsluhy se fidi exponencidlnim rozdélenim s parametrem
V systému je jedna linka obsluhy
Kapacita systému je neomezena
Pocet zdrojt pozadavkil (zdkaznikil) je neomezeny
Rezim je FIFO, tedy "prvni vstupuje, prvni je obslouzen"

Tabulka 5.2: Pfedpoklady systému M |M |1 | oo | oo | FIFO

Definice 5.1. Pocet zakaznikt v systému hromadné obsluhy v okamziku t je
ndhodna veli¢ina X;. Stochasticky proces {X;;t € T} popisuje proces vzniku a
zéaniku s intenzitou vzniku A, intenzitou zdniku y, mnozinou stavi

J ={0,1,2,...}, vektorem pocate¢nich pravdépodobnosti p(0) = (1,0,0,...) a
matici intenzit pfechodu
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—A A 0 0 0
o —(A+pu) A 0 0
Q= 0 U —(/\—f—]/l) A 0
0 0 A

Z —(A+n)

Véta 5.2. (Intenzita provozu v M| M |1|oco|oco|FIFO). Méjme systém hromadné
obsluhy M| M| 1| oo |co|FIFO s intenzitou vstupniho proudu A a intenzitou obsluhy .
Podil p = % se nazyvd intenzitou provozu. Systém se miiZe stabilizovat, pokud p < 1.

Véta 5.3. (Staciondrni rozloZeni procesu M| M |1 | oo |oco|FIFO). Méjme systém
hromadné obsluhy M | M |1 | oo | oo | FIFO s intenzitou vstupniho proudu A a intenzitou
obsluhy y. Dale plati, Ze p < 1, tedy systém se miiZe stabilizovat. Potom je staciondrni
rozloZeni tohoto procesu ddno vzorcem:

aj=p/(1-p)

Pocet zikaznikii N se ve stabilizovaném systému se tedy ¥idi Ge(1 — p) (geometrickym
rozloZenim s parametrem 1 — p).

Diikaz: Vyjdeme z rovnice aQ = 0, kde a = (ap, 41, ...) a Q je matice intenzit
prechodu

—A A 0 0 0
o —(A+u) A 0 0
Q= 0 u —(A+p) A 0
0 0 u —(A+pu) A
Sestavime rovnice:
Aag = uaq

(A +u)ay = Aag + pa
(A+u)ay = Aag + pas

(A +p)aj = Aaj_1 + pajy

Postupnym dosazovanim dostavame pro veli¢iny a;

A

ar = ﬁllo
1 — (A4p)a;—Aag _ (/\+P‘)%’10*)\110 _ (A)Za
2 Z J w0
A A
Ap)ay—Aa (A+p) S a0—Ay AN3
a3:( Il)yz 1 _ ;;4 ;tao:(ﬁ) ao
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Zaroven plati, ze 2;";0 aj = 1. Dosadime a dostaneme, Ze:
_ oo L \oo AN
=Y 0a;= ijo(ﬁ)]ﬂo-
Za pfedpokladu, ze % < 1, miZeme nekone¢nou sumu se¢ist:

1= Z]@:O(%)jao = 1_%110 = yﬁ—)\ao
A g
apgp = T 1
Tim je dikaz hotov.
Staciondrni pravdépodobnost 4; je pravdépodobnost, ze zékaznik, ktery pfijde,
bude j- ty ve fronté. Pravdépodobnost a¢, Ze bude hned obslouZen, jeap =1 —p

Véta 5.4. (Charakteristiky systému M |M|1|oo|oco|FIFO)
a) Pravdépodobnost, Ze pFichazejici zdkaznik bude cekat ve fronté: Po =

b) Stredni hodnota poctu zikaznikil v systému: E(N) = V—LA

c) Stiedni hodnota doby strivené v systému: E(W) = L+

d) Sttedni hodnota poctu obsluhovanyjch zikaznikii: E(Ng) = %
e) Stiedni hodnota doby strdvent obsluhou: E(Wg) =
p(p=A)

f) Stredni hodnota poctu zdkaznikil ve fronté: E(Ng)
A

g) Stredni hodnota doby strivené ve fronté: E(Wq) = =)
Piiklad 15. Do pokladny na Zelezni¢ni stanici pfichdzi v priiméru jeden zdkaznik
za dvé minuty. Obsluha trvé v primeéru jednu minutu. Pfedpoklddejme, Ze
vstupni proud zdkaznikti je Poissontiv proces a doba obsluhy se ¥idi
exponencialnim rozloZenim. Zjistéte, zda se systém muiZe stabilizovat. Pokud
ano, festé nasledujici dlohy:
a) Na kolik procent je pokladna vyuZita?
b) Jakd je pravdépodnost, Ze zdkaznik bude ihned oblouZen?
c) Jaka je sttedni hodnota doby pobytu v systému, ve fronté a doby obsluhy? Jaka
je sttedni hodnota poctu zakaznik v systému, ve fronté, u pokladny?
ReZent:
a) Vezmeme si jednotku ¢asu jednu minutu. Potom pocet zdkaznikd, ktery v
priméru ptijde za jednu minutu, je A = 3. Podet zdkaznikd, ktery je v prameéru

A 1

za minutu oblouZen, je y = 1. VyuZiti pokladny je dano vztahem p = =2

b) Pravdépodobnost 4y, Ze zdkaznik bude ihned obslouZzen, je ddna vzorcem

p=1-p=1-3=1-3=3

A
I3

=

1
Iz
A2

¢) Sttedni hodnota doby, kterou zdkaznik stravi v systému, je

1 1
Stfedni hodnota doby, kterou zdkaznik stravi ve fronté, je

1
E(Wg) 2 =1

— A —
T oup=A) 110
Sttedni hodnota doby, kterou zakaznik stravi obsluhou, je E(Ws) = % =

JERYTEN
I
—_
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Stfedni hodnota po¢tu zakaznikt v systému je E(N) =

Stfedni hodnota poc¢tu zakaznik ve fronté je E(Ng)

Stfedni hodnota poctu zdkazniku v systému je E(Ns) =

Priklad 16. K postovni prepéZce ptichdzi v primeéru 15 klientti za 1h. Primérna
doba obsluhy u pfepazky ¢ini tfi minuty. Pfedpoklddame, Ze doba mezi p¥ichody
zékaznikt i doba obsluhy se fidi exponencidlnim rozdélenim. Zjistéte, zda se
provoz u pfepazky muze stabilizovat. Pokud ano, vyfeste tyto tlohy:

a) Jakd je pravdépodobnost, Ze klient bude muset ¢ekat ve fronté?

b) Jaka je pravdépodobnost, Ze ve fronté budou vice nez tfi klienti?

c) Jaka je primérné doba pobytu zdkaznika na posté?

Regent:

a) Za jednotku ¢asu si vezmeme jednu hodinu. Pocet zdkaznik, ktefi pfijdou za
jednu hodinu, je A = 15. Pocet zdkaznik, ktefi jsou obslouZeni za jednu hodinu,
je u = 20. Intenzita provozu je p = % = % = % < 1, tedy systém se muiZe
stabilizovat. Pravdépodobnost, Ze zakaznik bude ¢ekat ve front€, je dana jako

1 g =1-(1—p) = p=3

b) Pravdépodobnost, Ze budou vice nez tfi klienti ve fronté, je ddna vztahem
l—ag—ai—ay—a3=1—(1-p)—p(1—p)—p*(1—p) —p*(1—p) =
1-1--j0-D-Fa-H-7a-) =036

c) Priimérnd doba pobytu zakaznika na posté: E(W) = -1 = 5l = £

52 M|M|n|o]|co|FIFO

Tento systém hromadné obsluhy se od predchoziho 1isi tim, Ze mtiZe mit vice nez
jednu stanici obsluhy. V praxi to napiiklad znamena, Ze Ceska posta v men$im
mésté se rozhodne rozsifit svoji jednu pfepazku na dvé prepédzky, aby stihala
obslouZit vSechny svoje zdkazniky. VSechny pfedpoklady systému

M |M |n|co|co|FIFO si shrneme do pfehledné tabulky:

Intervaly mezi pfichody maji exponencidlni rozdéleni s parametrem A
Doba trvani obsluhy se fidi exponencidlnim rozdélenim s parametrem yu
V systému je n linek obsluhy
Kapacita systému je neomezena
Pocet zdroji pozadavki (zdkaznikt) je neomezeny
ReZim je FIFO, tedy "prvni vstupuje, prvni je obslouZen"

Tabulka 5.3: Pfedpoklady systému M |M |n | oo | oo | FIFO
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Definice 5.5. Pocet zakaznikti v systému hromadné obsluhy
M|M|n|oo|co|FIFO v okamZiku t je ndhodna veli¢ina X;. Stochasticky proces
{Xs; t € T} je homogenni markovsky Fetézec se spojitym ¢asem, vstupni
intenzitou A, intenzitou obsluhy y#, mnozinou stavt | = {0, 1,2, ...}, vektorem
pocate¢nich pravdépodobnosti p(0) = (1,0,0, ...) a matici intenzit pfechodu

—A A 0 0 .. 0 0 0 0
o —(A+n) A 0 .. 0 0 0 0
0 20 —(A+2u) A 0 0 0 0
0 0 0 0 .. nu —(A+nu) A 0
0 0 0 0 .. 0 ny —(A+npu) A

Pokud je pocet zakaznikti j mensi neZ pocet linek obsluhy n, zakaznik nemusi
¢ekat ve fronté a je hned obslouZen u volné linky obsluhy. V opa¢ném ptipadé
musi ¢ekat, aZ se néktera z linek obsluhy uvolni.

Véta 5.6. (Intenzita provozu v M| M |n|oo| oo | FIFO). Méjme systém hromadné
obsluhy M| M |n | oo | oo | FIFO s intenzitou vstupniho proudu A a intenzitou obsluhy u,
potom intenzita provozu se vypocitd pomoci vztahu p = é, kde B = % Systém se miiZe
stabilizovat, pokud p < 1.

Véta 5.7. (Staciondrni rozloZeni procesu M| M |n | oo | oo | FIFO). Méjme systém
hromadné obsluhy M| M |n|co| oo | FIFO s intenzitou vstupniho proudu A a intenzitou
obsluhy y a intenzitou provozu p < 1. Staciondrni rozloZeni tohoto procesu je ddno
vzorcem:

g’ . .

Srao proj=1,2,..,n 1 p npt N_q
aj = J B/ . , kde ag = (2}1:0 §il + n!(n—ﬁ))

i proj=mnn +1,...

Dukaz: Vyjdeme z rovnice aQ = 0, kde a = (ap, 41, ...) a Q je matice intenzit
pfechodu

—A A 0 0o ... 0 0 0 0
o —(A+u) A 0O .. O 0 0 0
0 2u —(A42u) A 0 0 0 0
0 0 0 0 nu —(A+np) A 0
0 0 0 0 0 nu —(A+nu) A
Sestavime rovnice:
Aag = uaq

(A + p)ay = Aag + 2uay

(A+ju)aj = Aaj_1 + juaj proj <mn
(A+mnp)a; = Aaj_1 +npaj proj>n
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Postupnym dosazovanim pak dostdvame pro veliciny 4;

aj:ao],(;‘)] proj <mn
aj = ﬂonmljfn (%)] proj=>n

Zaroven plati, Ze Z}?‘;O aj=1. Dosadime a dostaneme, Ze:
-1 A 1Ay =

Za pfedpokladu, ze p = % < 1as vyuzitim vzorce pro nekone¢nou sumu
muZeme druhou sumu upravit

Z;ina()ﬁ(;\)_ Z] nnjln(%)]:n_(;(% [14_%—’_(%)2—’_(%)3—’_] =
0 ny

Dosadime do rovnice }i°; 4; = 1 a dostaneme rovnici

i (}aoj,(%)j+ %(;‘)” ;ZWA =1, ze které vyjadiime
)j n(5)" 14
]

[Z] 0 | n!( A)

K

Tim je dtikaz hotov.

Véta 5.8. (Charakteristiky systému M| M |n|oo|oo|FIFO)

a) Pravdépodobnost, Ze pFichizejici zakaznik bude cekat ve fronté: Po = ag-; (lf 5

n

b) Stredni hodnota poctu zikaznikii v systému: E(N) = PQH +np
c) Sttedni hodnota doby strivené v systému: E(W) = PQﬁ + %
d) Sttedni hodnota poctu obsluhovanyjch zikaznikii: E(Ng) = np

e) Stredni hodnota doby strdvené obsluhou: E(Ws) =

f) Stiredni hodnota poctu zdkaznikii ve fronté: E(Ng) = Pott;

==

g) Stredni hodnota doby strdvené ve fronté: E(Wg) = Pg 10 = o)

h) VyuZiti systému: x = p

]edno auto pfiemZ primérnd doba cerpéani jsou dvé minuty. Za predpokladu
Ze prijezdy aut tvori Poissontiv proces, doba cerpani se fidi exponencidlnim
rozdélenim a systém se muiZe stabilizovat (ovéite), vypoctéte

a) pravdépodobnost, Ze u ¢erpaci stanice budou pravé dvé auta

b) stfedni hodnotu poc¢tu obsazenych stojanti

c) stfedni hodnotu doby, kterou fidic¢ stravi u Cerpaci stanice

Resent:

a) Za jednotku casu si Vezmeme jednu minutu. Pocet zdkaznika, ktefi pfijdou za
jednu minutu, je A = z. Pocet zakaznik, ktef{ jsou obslouZeni u jedné pumpy za

:
jednu minutu, je y = 3.

Pocet cerpadel je n=2.
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3
Intenzita provozu p = % = ﬁ = % < 1. Systém se tedy muiZe stabilizovat.
Pravdépodobnost, Ze u ¢erpaci stanice budou pravé dve auta, je

1 _ 1 _1
0= & @2 14

n
Yo fr +n(ﬁ7ﬁ) Yjo S +2

2(2-8)
b) Stfedni hodnota po¢tu obsazenych stojantt: E(Ng) = np =232 = ¢
c) Stfedni hodnota doby, kterou fidi¢ stravi u Cerpaci stanice:

n 612 3 . .
E(W):gon'g 7 (Pp)+1 1G] 5 +é:%:3mzn85.

T 421(1— é) m

Priklad 18. V pocitacové ucebné€, do které ndhodné prichdzeji studenti, je pét
pocitact. Za hodinu pfijde 6 studentti. Doba prace kazdého studenta je v
praméru 20 minut. Je-li pocita¢ obsazen, student cekd, nez se néjaky uvolni.
Urcete:

a) pravdépodobnost, Ze vSechny pocitace pracuji

b) prameérny pocet obsazenych pocitaci

Resent:

Za jednotku ¢asu vezmeme jednu hodinu. Pocet studentti, ktefi pfijdou za
hodinu do uc¢ebny, je A = 6. Pocet studentd, ktefi se béhem hodiny Vystfidaji u
pocitace, je u = 3. Pocet pocitact n = 5. Intenzita provozu p = % = 15 < 1,
systém se miiZe stabilizovat.

a) Nejdfive spoc1tame pravdepodobnost ao, Ze zadny pocita¢ nepracuje:

ap =

_W'

1 g] n 4
B %+”ns(§—ﬁ) Lj=0 ]' +55'( 2)

Spocitame pravdépodobnost Pg, Ze vSechny pocitace pracuyji:

" _ 9 25 _ 4
Pg = 2] n @ = A0511=p) = 6751(1-2) ~ 67
b) Spocitdime pramérny pocet obsazenych pocitaci: E(Ns) =n*p =5% 2 =2

53 MIM]|1]|1]|oco|FIFO

Nyni se zamé&fime na systémy hromadné obsluhy s omezenou kapacitou fronty.
V praxi si mtiZeme piedstavit napfiklad omezeny pocet mist v cekdrné u lékare,
omezenou kapacitu mistnosti postovni pobocky apod. Zaéneme systémem s
jednou stanici obsluhy bez fronty, tedy pokud zdkaznik nemitiZe byt ihned
obslouZen, tak odchazi. Pfedpoklady systému si shrneme do tabulky:

Intervaly mezi pfichody maji exponencidlni rozdéleni s parametrem A
Doba trvani obsluhy se fidi exponencidlnim rozdélenim s parametrem
V systému je jedna linka obsluhy
V systému mtiZe byt nejvyse jeden zdkaznik
Pocet zdroji pozadavki (zdkaznikt) je neomezeny
ReZim je FIFO, tedy "prvni vstupuje, prvni je obslouZzen"

Tabulka 5.4: Pfedpoklady systému M |M|1|1]oco | FIFO
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Definice 5.9. Pocet zdkaznik( v systému hromadné obsluhy M |[M |11 | co | FIFO
v okamziku t je ndhodné veli¢ina X;. Stochasticky proces {X;;t € T} je
homogenni markovsky fetézec se spojitym ¢asem, vstupni intenzitou A,
intenzitou obsluhy y, mnozinou stavti | = {0, 1}, vektorem pocéte¢nich
pravdépodobnosti p(0) = (1,0) a matici intenzit pfechodu

°- (_#A —Au)

Véta 5.10. (Staciondrni rozloZeni procesu M |M|1|1|oo|FIFO). Méjme systém
hromadné obsluhy M| M |1|1|oco|FIFO s intenzitou vstupniho proudu A a intenzitou

P , T proj=0
obsluhy p. Staciondrni rozloZeni tohoto procesu didno vzorcem: aj = ¢ 1" ,
T proj= 1
Dtikaz: Dtikaz je totozny s feSenim ptikladu 8
Véta 5.11. (Charakteristiky systému M |M|1|1|oco|FIFO)
a) Stiedni hodnota poctu prijatych zakaznikil za jednotku casu: Ap = Aag = AATVV
)\2

b) Stiedni hodnota poctu odmitnutyjch zikaznikii za jednotku casu: Az = Aay = pEsT
A

:m

d) Sttedni hodnota doby strdvené v systému: E(W) = %Il\j) = %

c) Stiedni hodnota poctu zdkaznikil v systému: E(N)

e) VyuZiti systému: x = pag = ﬁ

Pfiklad 19. Pracovnice v informa¢nim stfedisku pfijme v priiméru jedno volani
kazdych pét minut. Hovor v primeéru trvé ¢tyfi minuty. Za pfedpokladu, Ze
vstupni proud pozadavki je Poissontiv proces a doba trvani hovoru se fidi
exponencidlnim rozloZenim, najdéte odpovédi na nasledujici otazky:

a) Jaké procento voldni bude odbaveno?

b) Kolik hovorti se uskute¢ni za jednu hodinu?

c) Jaka je pravdépodobnost odmitnuti?

Resent:

Za jednotku ¢asu si vezmeme jednu hodinu. Pocet volani do stfediska za jednu
hodinu je A = 12. Operétorka za jednu hodinu je schopna obslouZit v primeéru
p = 15 zékaznikd.

a) Aby volani bylo odbaveno, musi byt linka volna. Poc¢itdme tedy

a0 = x4 = B = o

b) Pocet hovorti, které se uskute¢ni za jednu hodinu: Ap = Aapg = 12 % g = %

c) Aby byl zdkaznik odmitnut, tak linka musi byt obsazend. Poc¢itdme tedy
A 12 4
a _ = =

1= A4u — 12415 — 9

54 M|M]|1|m]oo|FIFO

V této kapitole se zaméfime na systém hromadné obsluhy s omezenou kapacitou
systému s maximalné m zdkazniky. V praxi si mtizeme pfedstavit naptiklad
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parkovisté s omezenym poctem parkovacich mist ¢i omezenym poctem mist v
¢ekarné u lékafe. Pfedpoklady systému si shrneme do tabulky:

Intervaly mezi pfichody maji exponencialni rozdéleni s parametrem A
Doba trvéani obsluhy se ¥idi exponencidlnim rozdélenim s parametrem yu
V systému je jedna linka obsluhy
Kapacita systému je omezend, mtiZze v ni byt nejvyse m zdkaznikt
Pocet zdrojt pozadavki (zdkazniktl) je neomezeny
Rezim je FIFO, tedy "prvni vstupuje, prvni je obslouzen"

Tabulka 5.5: Pfedpoklady systému M |M |1 |m | co | FIFO

Definice 5.12. Pocet zakaznikt v systému hromadné obsluhy
M|M|1|m|oco|FIFO v okamziku t je ndhodnd veli¢ina X;. Stochasticky proces
{X; t € T} je homogenni markovsky fetézec se spojitym ¢asem, vstupni
intenzitou A, intenzitou obsluhy y#, mnoZzinou stavt | = {0, 1,2, ..., m}, vektorem
pocatecnich pravdépodobnosti p(0) = (1,0,0, ...,0) a matici intenzit pfechodu

—A A 0 0 .. 0 0 0

o —(A+p) A 0 .. 0 0 0

10 u —(A+u) A .. 0 0 0
Q B cee oo coe .o eee eee cee cee
0 0 0 0 .. pu —(A+pu) A

0 0 0 0 .. 0 U —U

Pokud je systém plné obsazen m zdkazniky, tak dalsi zdkaznici se nezafazuji do
fronty a hned odchazeji.

Véta 5.13. (Staciondrni rozloZeni procesu M| M |1|m|co | FIFO). Méjme systém
hromadné obsluhy M| M |1|m|oo| FIFO s intenzitou vstupniho proudu A a intenzitou
obsluhy u. Oznacme p = % jako intenzitu provozu. Staciondrni rozloZeni tohoto procesu

it prop#Alaj=0,1,..m

1

je dano vzorcem: a; = {
m+1

prop=1aj=0,1,..,m

Dukaz: Vyjdeme z rovnice aQ = 0, kde a = (ap, 41, ...) a Q je matice intenzit
pfechodu

—A A 0 0 .. 0 0 0
o —(A+u) A 0 .. 0 0 0
0 U —(A+pu) A 0 0 0
0 0 0 0 o o—A+p) A
0 0 0 0 0 U —Uu

Sestavime rovnice:
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Aag = paq
(A + p)a; = Aag + pay

(A + ,‘Il)am,1 = Ay—p + Uam
Ady 1 = pam

Postupnym dosazovanim pak dostaneme pro veli¢iny 4;
— (A
aj = (3 )ao
m _ m (ANj _
Yitoaj = a0 Lilo(y) =1

Vyjadiime ap pomoci vzorce pro soucet geometrické fady pro kvocient % =p<l1

1 1
_(Aym+1 T 1—pm+l
=)™ 1—p

Prop =1platia; = m%q

Véta 5.14. (Charakteristiky systému M| M |1|m|oco|FIFO)
a) Stredni hodnota poctu zikaznikii v systému:
p[1—(m+1)p" +mp™ ]
E(N) =Y ja; = {m =ity Prop#1
5 prop =1
b) Stedni hodnota poctu obslouzenych zéikaznikii za jednotku casu: Ap = A(1 — ay,)
c) Stredni hodnota doby strdvené v systému:

p[1—(m+1)p"+mp™*+1]

E(W) = BN _ ) " ampaen - PPl
mZ_T prop = 1

Gt prop#1

d) Sttedni hodnota poctu obsluhovanyjch zikaznikii: E(Ng) = { -
prr prop =1

e) Stredni hodnota doby strdvené obsluhou: E(Wg) = %
f) Sttedni hodnota poctu zikaznikil ve fronteé:

pl(m=1)p" 1 —mp™+4p]
m (i T prop #1
E(N) = T4 (1= 1) = ¢ iueaf " -
2(m+1) prop =
g) Stiedni hodnota doby strdvené ve fronté:
m—1 m+1_m my
E(W ) — E(No) — {p[( )\(1)_pp)(1_p£) fl pro p #1
© Ap m—1 .
2 prop =1

Pfiklad 20. Béhem osmihodinové pracovni doby dojde v priméru k 10
porucham strojt. Oprava trvéd v priméru dvacet minut. Pokud je opravar
obsazen, ve fronté na opravu mohou c¢ekat max. tfi stroje. Za pfedpokladu, Ze
vstupni proud pozadavki je Poissontiv proces a doba trvani opravy se fidi
exponencialnim rozloZenim, stanovte zakladni charakteristiky systému.
ReSeni:
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Jedna se tedy o systém M |M |14 | oo | FIFO. Za jednotku ¢asu vezmeme hodinu.
Béhem hodiny se v priméru poroucha A = % = g stroji. Opravaf opravi v

prameéru za hodinu yu = 3 stroje. Intenzita provozu p = % =4

_35
Pravdépodobnost, Ze vSechny stroje budou fungovat: ay = 1—525 = 0,591

547
Pravdépodobnost, Ze stroj nebude opraven:ay, = 1(12() 51)25 = 0,018
(12
Sttedni hodnota po¢tu opravenych stroji za hodinu:
Ap=A(l—ay) =3(1-0,018) = 1,228

Stfedni hodnota poctu strojit v systému: E(N) = 2

Stfedni hodnota doby stravené v systému: E(W) 5
5(1-(5
Stfedni hodnota poc¢tu obsluhovanych stroji: E(Ng) = 121(1—(1:‘) = 0,409

Stfedni hodnota doby stravené obsluhou strojti: E(Ws) = 1 = 0,333

Stfedni hodnota poctu strojti ve fronté:

E(N ) — %[3(%)5*4(%)4+%} = 0,241
© (1-5)(1-(5)) '

Stfedni hodnota doby stravené ve fronté: E(Wg) = E% o) — (1):%—‘2% =0,197

Pfiklad 21. V autoservisu jsou tfi myci rampy a jeden pracovnik, jemuz myti auta
trva v primeéru 20 minut. Za hodinu pfijedou primeérné dvé auta. Jsou-li véak v
okamZiku pfijezdu auta vSechny rampy obsazeny, auto necekd a vraci se pozdéji.
a) Jaka je pravdépodobnost, Ze v autoservisu budou 0, 1, 2, 3 auta?

b) Vypoctéte stfedni hodnotu poétu zakaznikd v autoservisu a ve fronté

c) Vypoctéte sttedni hodnotu doby ¢ekani ve fronté

d) Jaka je pravdépodobnost, Ze bude voln4 alespori jedna rampa?

e) Vypoctéte vyuziti systému

Regent:

Jednd se o systém M |M |13 | co | FIFO. Za jednotku ¢asu vezmeme jednu
hodinu. Béhem hodiny v priiméru pfijedou A = 2 auta. Pracovnik za hodinu v
priameéru umyje y = 3 auta. Intenzita provozu p = % = %

a) Spocitdme postupné pravdépodobnosti, Ze v autoservisu budou 0, 1, 2, 3 auta:

g = =2 — -3 o7
1_pm+1 17(%)4 65
__ 227 __ 18
a1 = P40 = 365 = &5
_ 2 _ 427 _ 12
A2 = P00 = 965 = 5

b) Sttedni hodnota poctu zdkazniki v autoservisu:

I R p[li(m+l)pm+mpm+l} . 2[1,4(2)3+3(2)4} _ 66
E(N) = Zj:O]a] = 1—p)(1_p"*1) = 3(17%)3(17(%)3:1) ~ 65
Stfedni hodnota poctu zakaznikt ve fronté:
E(Ng) =Y (j—1)aj=as+2a3 = G +2x 5 = &
c) Sttedni hodnota doby ¢ekani ve fronté:

_ E(Ng) _ z _ 14 - ;
EWq) = =1~ = 2*(16i6%) = = = 14mind4s

Qi
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d) Pravdépodobnost, Ze bude aspoii jedna rampa volna:

—-1_8 _5%
l-am3=1-5=2%

Mags z . _ _ 27 _ 38
e) Vyuziti systétmu: k =1 —a9=1— g5 = &

55 M|M|n|m]oco|FIFO

Zabyvejme se nyni systémem s omezenou frontou s vice stanicemi obsluhy.
Pfedpoklady systému M |M |n|m | oo | FIFO si shrneme do tabulky:

Intervaly mezi pfichody maji exponencidlni rozdéleni s parametrem A
Doba trvani obsluhy se fidi exponencidlnim rozdélenim s parametrem
V systému je n linek obsluhy
Kapacita systému je omezend, mtZze v ni byt nejvyse m zdkaznikt
Pocet zdroji poZzadavkil (zdkaznik) je neomezeny
ReZim je FIFO, tedy "prvni vstupuje, prvni je obslouZzen"

Tabulka 5.6: Pfedpoklady systému M |M |n | m | co | FIFO

Definice 5.15. Pocet zakaznik( v systému hromadné obsluhy

M|M|n|m|co | FIFO v okamZiku t je ndhodna veli¢ina X;. Stochasticky proces
{Xs; t € T} je homogenni markovsky Fetézec se spojitym ¢asem, vstupni
intenzitou A, intenzitou obsluhy y#, mnozinou staviti | = {0, 1,2, ..., m}, vektorem
pocatecnich pravdépodobnosti p(0) = (1,0,0, ...,0) a matici intenzit pfechodu

Q=
—A A 0 0 0 0 0
o —(A+n) A 0 0 0 0
0 2u —(A+2u) A 0 0 0
0 (m—1)u —A+m—=1)u) A 0 0
0 0 nu —(A4+np) A 0
0 0 0 0 nu —(A+nu) A
0 0 0 0 0 ny —nu

Pokud je obsluhovano méné nez n zadkaznikd, tak dalsi pfichozi zadkaznik je ihned
obslouZen. V opa¢ném piipadé se fadi do fronty, ve které mtiZe byt maximalné
m — n zakaznik®. Dal$i zakaznici se uz do fronty nefadi a ihned odchézeji.

Véta 5.16. (Staciondrni rozloZeni procesu M| M |n|m|oo|FIFO). Méjme systém
hromadné obsluhy M| M |n|m| oo | FIFO s intenzitou vstupniho proudu A a intenzitou

obsluhy y. Oznacme B = % ap = o jako intenzitu provozu. Staciondrni rozloZeni tohoto

ﬁ]ao proj=1,2,..,n

procesu dino vzorcem: a; = { 1{1"1 , kde ay = 1

: , — :
Lolag proj=n+1,..m i G, ol
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Diikaz: Vyjdeme z rovnice aQ = 0, kde a = (ap, 41, ...) a Q je matice intenzit

prechodu

—A A 0 0 0
o —(A+p) A 0 0
0 2 —(A+2p) A 0
0 (m—Dpu —A+(m—1)u) A

0 0 ny A+np) A
0 0 0 0 nu
0 0 0 0 0

Sestavime rovnice:

Aag = uay
(A + p)ay = Aag + 2uay
(A+2u)ay = Aay + 3pas

(A+ju)a; = Aa] 1+ G+ Dpaj

A+ (n— 1);4)an = Aan 1+ nua, 1
(A+np)ay 1 = Aay + npayo

(A+np)ay_1 = Aay_o + nuay
NUAy = Ay

Postupnym dosazovanim pak dostavame pro veliciny 4;

()
i ], ﬂo_],[loprO]—l

aj = ’;_’;(ny)]ao nolag proj =n+ 1,---,771

[

Zaroven plati, Ze Z}’io aj = 1. Dosadime a dostaneme rovnici

j i P .7 v 7
27:0 l;—!ao + Z;-”:n 11 ?T?PJ ap = 1, ze které vyjadiime

1

Ao = n 1/3] m
Z 0]'+ Z] np]

Véta 5.17. (Charakteristiky systému M | M |n|m|oco| FIFO)
a) Pravdépodobnost, Ze p?ichézejz’cz’ zikaznik bude odmitnut:

_ _n" _n"
Py =a, = mpmao = WP

D By i
b) Pravdépodobnost, Ze pfichaze]zcz zikaznik bude Cekat ve fronteé:
Py = anllp—p prop #1

ap(m—mn) prop=1

en)

37
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c) Stiedni hodnota poctu p¥ijatych zdkaznikii za jednotku casu:
Ap=A(1=Pz) = A(1 - L p™ —L
2;1—01 ?' +n Z;ﬂ np]

d) Stiedni hodnota poctu odmitnutijch zikaznikii za jednotku casu:
Az = APz = AL o™ —L

Lhg Gt D ol
e) Stredni hodnota poctu zdkaznikii: E(N) = }.iL ja;
f) Stiedni hodnota poctu obsluhovanijch zikaznikii:

E(Ns) = p(1 - Pz) = p(1 - &rp" ——1 —
Z] 0 ]l+ Zj np]

) Sttedni hodnota poctu zikaznikii ve fronte: E(NQ) Yt —

h) Stiedni hodnota doby cekini: E(W) = —E/(\II\J)

i) Stiedni hodnota doby stravené obsluhou: E(Wg) = %
_ E(NQ)
Ap
1

j) Stiedni hodnota poctu zikaznikil ve fronté: E(WQ)
k) Vyuziti systému: x = p(1 — Pz) = p(1 — HP

)/
Z”Olll]sl—’_ Z;’an]

Priklad 22. Na jistém oddéleni nemocnice jsou na dvou operac¢nich sdlech
nepfetrzité provadény urgentni operace. Na kazdém séle se v priiméru operuje
osm pacienttli za den a na oddéleni v priméru prichdzi 12 pacientti za den. Z
organizacnich divodii bylo stanoveno, Ze na pofadniku mtiZe byt max. 5

pacientti. Ostatni pacienti jdou jinam.
Resent:

Jedna se o systém M |M |2 |7 | oo | FIFO. Jednotkou ¢asu je den. Béhem hodiny

n)a;

38

pfijde v priméru A = 12 pacient(i. Na jednom sélu se v priméru operuje y = 8

pacientti za den. Pocet salt n = 2.

Intenzita provozu p = ﬁ = ;4 = % = %.

Pravdépodobnost, Ze pac1ent bude poslén jinam:
2

Pz =am = 5(3) 7 = 0,043

Y- e+ 5 (3
Pravdépodobnost Ze pacient bude cekat

_ 3
Po = brag' 3 L B2P 0,161 4 L) () - 0,554

Stfedni hodnota poctu obsluhovanych pac1entu
E(Ns) = B(1—Pz) = 4(1— %p" v L =
Z]n 0 T + ij n P]
2
BO-5Q) —— ) = 1,435
Z] 0 ]! + Z] 2( )
Sttedni hodnota poctu ceka]1c1 pacient:
E(NG) = X1 (i — m)a; = Y7o — 2) 2 (3)i 0,161 = 1,015
Sttedni hodnota poctu pacienti v systému:
E(N) = E(Ns) + E(Ng) = 2,450
Stfedni hodnota doby, kterou pacient stravi ¢ekanim ve fronté:

_ E(Ng) _ 1,015 - - :

Stfedni hodnota doby, kterou pacient stravi oSetfovanim:
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E(N,
E(Ws) = £l = 1435 — 0,125 = 31
Stfedni doba, kterou pacient stravi v systému:
E(W) = E(Ws) + E(Wg) = 0,088 40,125 = 0,213 = 5h7min

vvvvv

ustaleného provozu primérné 12 aut za hodinu. Sttedni hodnota doby pobytu
auta na parkovisti je jedna a ptil hodiny. Za predpokladu, Ze ptijezdy aut na
parkovisté tvofi Poissontiv proces a doba pobytu na parkovisti se fidi
exponencidlnim rozdélenim, vyfesté nasledujici tlohy:
a) Na kolik procent je parkovisté vyuZzivano?
b) Jaky je primérny pocet volnych parkovacich mist?
c) Jaky je prameérny pocet odmitnutych vozidel na 1h provozu parkovisté?
Resent:
Jedna se o systém M |M |20 20 | co | FIFO. Jednotkou ¢asu je hodina. BEhem dne
pfijede v priméru na parkovisté A = 12 aut. Stfedni hodnota doby pobytu auta
na parkovisti je jedna a pul hodiny, tedy u = % Pocet mist na parkovisti
n=m = 20.
a) Vyuziti parkovisté: xk = p(1 — Pz) = %(1 — 1o — 1n” — =
Yizo jrtur Xin !

20 .

%1220(1 - %(2Sf§)20 2 : = 0,802
2}20 ?g +2%10 2]2220(201%)]
b) Primérny pocet volnych parkovacich mist:
1—E(Ns)=1-B(1—Pz) =1—B(1—Lp" 7 L ) =
2;1:0 7+71ZT' Z]m:n o

1—%(1—%(233%)20 E— ) = 23,966
L S+ 47 L)
¢) Primérny pocet odmitnutych vozidel na 1h provozu parkoviste:
Az = Aay = 12459 = 12%0,1092 = 1,311

56 M|M|n|m|m|FIFO

Tento systém se od ostatnich 1isi v tom, Ze pocet zdkaznikd, kteff mtizou prijit do
systému, je omezeny. Plati také, Ze po ukonceni obsluhy mtiZou znovu pfijit do
systému. Tato situace vice odpovida realité, napt. do obchodu na vesnici béZné
chodi pouze mistni obyvatelé, ktefi mtiZou pfijit i vicekrat, pokud zapomenou
néco koupit apod. Pfedpoklady systému M | M |n | m | m | FIFO shrneme do

tabulky
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Intervaly mezi pfichody maji exponencidlni rozdéleni s parametrem A
Doba trvani obsluhy se fidi exponencidlnim rozdélenim s parametrem yu
V systému je n linek obsluhy
Kapacita systému je omezend, mtiZze v ni byt nejvyse m zdkaznikt
Pocet zdrojti je omezeny m zdkazniky
Rezim je FIFO, tedy "prvni vstupuje, prvni je obslouzen"

Tabulka 5.7: Pfedpoklady systému M | M |n|m | m | FIFO

Definice 5.18. Pocet zakaznikt v systému hromadné obsluhy

M|M|n|m |m |FIFO v okamZiku t je ndhodna veli¢ina X;. Stochasticky proces
{Xs; t € T} je homogenni markovsky fetézec se spojitym ¢asem, vstupni
intenzitou A, intenzitou obsluhy y#, mnozinou stavti | = {0, 1,2, ..., m}, vektorem
pocatecnich pravdépodobnosti p(0) = (1,0,0, ...,0) a matici intenzit pfechodu

Q=
—mA mA .. 0 0 0
u  —((m—1A4+u) .. 0 0 0
0 24 . 0 0 0
0 0 v npp —(np+ (m—n)A) (m—mn)A
0 0 . 0 ny —(np+ (m—n—1)A)
0 0 .. 0 0 0

Veli¢ina A zde predstavuje vstupni intenzitu jednoho zdkaznika.

Véta 5.19. (Staciondrni rozloZeni procesu M| M | n|m|[m|FIFO). Méjme systém
hromadné obsluhy M| M | n|m|m|FIFO s intenzitou vstupniho proudu A a intenzitou
obsluhy y. Staciondrni rozloZent tohoto procesu dino vzorcem:
’?)ﬁfao proj=1,..,n
m(mL_!j)!P]ﬂo proj=n+1,..m’
kd@ ap = n my gj 1m nt  m! 7
4+ (DB +E =P

Ditkaz: Vyjdeme z rovnice aQ = 0, kde a = (ag, a1, ..., a) a Q je matici intenzit
prechodu

—mA mA .. 0 0 0
wo  —((m—-1A+pu) .. 0 0 0
0 2 W 0 0 0
0 0 v np —(np+ (m—mn))A (m—mn)A
0 0 . 0 ny —(mu+(m—n—1)A
0 0 .. 0 0 0

Sestavime rovnice:

o O

o O
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mAag = pay
((m— 1A+ p)ay = mAay + 2uay
((m—=2)A+2u)ay = (m —1)Aay + 3uas
((m = j)A+ ju)aj = (m —J+ DAaj 1+ (j+1)pajn

((m—m)A+nu)ay, = (m—n+1)Aa,_1 + nua, 1
(m—n—1)A+ ny)anH (m —n)Aay, + nua, o

((m—j)A+np)a; = ( —J+1)M] 1+ npaj

(A+np)ay,_1 = ZAam,z + nyay
NUAy = Ay

Postupnym dosazovanim pak dostavame pro veliciny a;:

mA

ar = 0 —=ag
—1)A%4mA
ar = ((m—l))t—l—y)al—m)mo _ W*Tﬂ/\a o m(m_l))\Za
2 2 - 217 0= 2 0
_ ((m=2)A+2p)ay—(m—1)Aa; _ (m—2)(m—1)mA
_ m(m=1)(m=2)..(m=+ DN omy AN
4= 123 jokpl Ao = (])(y) a0

an = (7})(%)””0
_ ((m—m)A+np)ay—(m—n+DAa, 1 ((m_”))‘+”?‘)(’:)(%)nuo_(m_”‘*‘l))\(nﬁﬂ(%)nilao
An1 = ny - n

<%>nao[(< — )+ 1)) = e ()] =
(%)nao[« ) _|_1) m(m () (m—n+1)  (m—n+1) m(m—1).. (mfn+2)] _

N K n— 1)' 1 . n' (nll)(n 2)..1
(ﬁ)”ao(m — )t = w40

n"
]

R m! i
Aj = ut (mfj)!p]ao
S vyuzitim rovnice Z}”:O aj = 0 vyjadiime ap:

ao(1+ Ly (1B + 27;"+1 o tel) = 1
ap =

L+, (DB JFZ]m w1 5 mL'])Pj
Tim je dtikaz hotov.

Véta 5.20. (Charakteristiky systému M| M |n|m|m|FIFO)

a) Stfedni hodnota poctu zikaznikii v systému: E(N) = ¥ ja;

b) Stiedni hodnota poctu obsluhovaniyjch zikaznikii: E(NS) 27 0Jajtnyi, a
c) Sttedni hodnota poctu zikaznikii mimo systém: E(Ng) = m — E(N)

d) Sttedni hodnota poctu prichdzejicich zdkaznikil za jednotku ¢asu: A = AE(NR)
e) VyuZiti systému: k = pE(NR)
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Pfiklad 24. Ve firmé je osm zaméstnancti a tfi kopirky. Priimeérna doba jednoho
kopirovani je deset minut. Jeden zaméstnanec vyuzije kopirku jednou za hodinu.
Vypoditejte:

a) Pravdépodobnost, Ze Zadna z kopirek nebude v dany moment vyuzivdna

b) Pravdépodobnost, Zze zaméstnanec, ktery pfijde ke kopirkdm, bude ¢ekat?

c) Stfedni dobu délky fronty

Resent:

Jedna se o systém M |M | 3|8 |8 | FIFO. Jednotkou ¢asu je hodina.
)‘:LP‘:@ﬁ:y _6'p_ﬁ_%:118

a) Pravdépodobnost Ze z4dna z kopirek nebude v dany moment vyuZivana:
1 1 -
= 0,289

ap = Wi T T3 8y (1 8 33 8l (1
Lo (DB +E i1 i i S0 DEV+E s 3 Zn (i)
b) Pravdepodobnost Ze zaméstnanec, ktery pfijde ke kopirkam, bude cekat:
Y18 = Y54a; = 0,026

c) Stfedni hodnota délky fronty:

E(Ng) = E(N) — E(Ns) = XL, ja; — n I, a; = ¥_5 jaj — 3} 54, = 0,033

Piiklad 25. V tovarné maji dvacet strojti. Kazdy z nich se v priiméru porouchd
jednou za osm dni. Priimérnd doba opravy jednoho stroje je jeden den. Stroje
opravuji dva opravati. Vypocitejte:

a) Pravdépodobnost, Ze vSechny stroje budou fungovat

b) Stfedni hodnotu poé¢tu fungujicich strojt

¢) Sttedni hodnotu poctu prichazejicich zdkazniki za jednotku ¢asu

d) Vyuziti systému

Regent:

Jednd se o systém M | M |2]20 |20 | FIFO. Jednotkou ¢asu je den,

A=t u=1n=2m=20.

a) Pravdépodobnlost Ze véechny stroje budou1 fungovat:
ap =

. = 0,033
n m m nt  m! 2 I i 4
=0 (DB +E 1 iy ! Z]z-zo CHGY+ER, 5 oo (16)

b) Stfedni hodnota poctu fungujicich strojti:

E(NR) =m—E(N) =m— Y, ja; =20 — Y22 ja; = 14,802

c) Sttedni hodnota poctu prlchaze]1c1ch zakazmku za ]ednotku Casu:
AR = AE(Ng) = A(m — L jaj) = §(20 — Y32 jaj) = 1,850

d) VyuZiti systému:

x = pE(Ng) = p(m — Lo jaj) = 15(20 — Tj jaj) = 0,925



Kapitola 6

Optimalizace systému hromadné
obsluhy

Nyni se budeme zabyvat optimalizaci systému hromadné obsluhy. Prostou
tvahou nds napadne, Ze pfi malé intenzité obsluhy se vytvaii fronty, ve které
zakaznici pfichazi o ¢as, pfipadné netrpélivé odejdou pry¢, ¢imz pfichdzime o
zisk. Naopak pfi pfilis velké intenzité obsluhy je obsluha nevyuzita, pfitom nas
stoji zbyte¢né ndklady. Budeme tedy hledat optimdlni nastaveni systému tak, aby
nédklady byly co nejmensi. Poznatky k tomuto tématu jsem cerpal ze zdrojua [1],

2], [4], [5], [7] a [10].

6.1 Optimalizace systému s neomezenou frontou

Méjme systém M | M |n | oo | oo | FIFO. Cilem optimalizace systému s neomezenou
frontou je najit takovy pocet linek n, abychom méli nejmensi naklady.
Predpokladejme, Ze intezita vstupniho proudu A je ddna. Zakaznici ptichazeji do
systému, napt. do supermarketu, jejich pocet nemtizeme néjak ovlivnit, ale
mtizeme ovlivnit pocet prodavacek, které budou zadkazniky obsluhovat. Hleddme
pocet linek n tak, aby kriteridlni funkce C(n) = ¢1E(Ng) + c2(n — E(Ns)), kde ¢;
jsou naklady na ¢ekajictho zdkaznika za jednotku ¢asu, ¢, na nevyuzitou linku
obsluhy za jednotku ¢asu, E(Ng) stfedni hodnota po¢tu ¢ekajicich zakazniki a
(n — E(Ns)) stiedni hodnota po¢tu nevyuzitych linek obsluhy, nabyvala svého
Ayj n(Ayn Ayn
minima. Plati, Ze E(Ng) = [Z}:Ol (;‘—,) + n!((ny)ﬁ)]l n!((q)_P) ﬁ a E(Ng) = np.
Hleddme tedy n takové, pro které funkce
Cn) = [ B g e
j=0 j! nl(n—%)"  nl(l—p)1=p
Pro vypocet optimalniho poctu stanic obsluhy vyuZzivdm svou funkci z Matlabu
opt_neomezeny_n2, jejiz kdd uvadim v ptiloze této préce.

+ ¢2(n — np) nabyva svého minima.

Piiklad 26. Softwarova firma dostdvd sedm objednédvek za mésic. Programator je
schopny vyfidit tfi objednavky za mésic. Mési¢ni naklady na provizorni feSeni,
kdy zakaznik ¢eka na konecné feseni, jsou 20 000 K¢. Nemé-li programator praci,

—43—
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dostava zdkladni plat 10 000 K¢ z rezervniho fondu firmy. V p¥ipadé, ze
programétor ma objednavku, je zdkladni plat plus vykonnostni pfiplatek zcela
pokryt z ceny objednavky. P¥i jakém poctu programatorti budou primérné
naklady nejnizsi?

Regent:

Maéame systém M | M |n| oo | oo | FIFO, kde n nezndme. Jednotkou ¢asu je mésic.
A =7,u=3,c1=20000, c; = 10000. Hleddme n > = % =1

3
Pocitejme postupné pro n > 3 a vysledky dejme do tabulky:

1 *E(Ng) | ca* (n—E(Ns)) | C(n)
n=3 42779 6667 49465
n=4 7452 16670 24119
n=>5 1803 26670 28470
n=6 451 36670 37118

Tabulka 6.1: Tabulka nédklad softwarové firmy

Je zfejmé, ze pro n > 7 uz budou néklady pouze rtst diisledkem zvétSujicich se

vV,

programatoru.

Pfiklad 27. Na postu pfichazi v primeéru 35 zdkaznikti za hodinu. Pracovnice na
prepézce obslouzi v priméru jednoho zdkaznika za tfi minuty. Naklady na
pobyt zdkaznika ve frotné ¢ini 150 K¢ za hodinu a ndklady na nevyuZzitou
prepazku ¢ini 400 K¢ za hodinu. Vypocitejte optimalni pocet prepéazek.

Resent:

Mame systém M | M | n | oo | co | FIFO. Jednotkou ¢asu je hodina. A = 35, u = 20,
c1 =150, c = 400. Hledame n > p = 4 = 3 = 1,75.

Pocitejme postupné pro n > 2 a vysledky dejme do tabulky.

c1* E(Ng) | co* (n—E(Ng)) | C(n)
n=2 858 100 958
n=3 70 500 570
n=4 14 900 914
n=>5 3 1300 1303

Tabulka 6.2: Tabulka nakladt poStovni spole¢nosti

Je zfejmé, ze pro n > 6 uz budou naklady pouze rtst diisledkem zvétSujicich se

v v,

vydaji na nevyuZité pracovnice. Ndklady budou nejnizsi pfi poctu tii pracovnic.
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6.2 Optimalizace systému s omezenou kapacitou
fronty

Méjme systém M |M |n|m | co | FIFO. Mdme tedy omezenou kapacitu fronty, ve

.....

obsazeného systému, odchdzeji pry¢. V praxi si to mizeme predstavit tak, Ze lidé
napfi. v obchodé, pokud vidi dlouhou frontu, tak se rad€ji rozhodnou jit
nakupovat jinam. Jak takovy systém optimalizovat?

Predpoklddejme, Ze intenzita vstupniho proudu A je ddna. Nabizi se otdzka, jak
stanovit optimalni pocet linek obsluhy n tak, abychom méli minimalni néklady.
Oznac¢me c; naklady ¢ekajictho zakaznika za jednotku ¢asu, c; ndklady na
nevyuzitou linku obsluhy a c3 ndklady na zdkaznika, ktery se nedostane do plné
obsazeného systému. Hledame pocet linek n tak, aby ndkladova funkce

C(n) = c1E(Ng) + co(n — E(Ns)) + czay, byla miminalni. Pro vypocet
optimalniho poctu stanic obsluhy vyuZivam svou funkci z Matlabu
opt_omezeny_n, jejiz kéd uvadim v pfiloze této prace.

Pfiklad 28. Na postu prichazi v priméru 100 zakazniki za hodinu. Pracovnice
na pfepaZce obslouZi za hodinu v priméru 20 zdkaznik. Celkovéa kapacita
postovni mistnosti je 50 lidi. Pokud je poStovni mistnost plné obsazena, nové
ptichozi zdkaznici odchézeji pryc¢. Néklady cekajictho zakaznika ¢inf 150 k¢ za
hodinu, ndklady na nevyuZitou pfepazku jsou 200 K¢ za hodinu a ndklady na
zakaznika, ktery se nedostane do plné obsazeného systému, jsou 500 K¢.
Vypocitejte optimalni pocet pfepazek.

Resent:

Mame systém M | M | n |50 | oo | FIFO. Jednotkou ¢asu je hodina. A = 100, y = 20,
m = 50, c; = 150, c; = 200, c3 = 500. Hleddme takové n, aby celkové naklady
musi byt intenzita provozu p < 1. Poc¢itejme proto postupné pro n > 1 a vysledky
dejme do tabulky:

c1* E(Ng) | cox(n—E(Ns)) | c3xAxay | C(n)
n=1 7313 0 40000 47313
n=2 7100 0 30000 37100
n=3 6825 0 20000 26825
n=4 6300 0 10000 16300
n=>5 3200 21 1031 4252
n==~6 440 200 1 641
n=7 122 400 0 522
n=3~8 42 600 0 642
n=29 15 800 0 815

Tabulka 6.3: Tabulka ndklad posty s omezenou kapacitou systému
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Vidime, Ze nejmensi naklady mame pro n=7 ptepéazek. Vsimnéme si, Ze pro
pocet prepazek mensi nebo rovno péti (tedy p > 1) zakazniky nestihdme
obsluhovat a mame velké ztraty zptisobené jejich odchodem i ¢ekanim ve fronté.
Pro pfili$ velka n naopak rostou rychle ndklady na nevyuZzité pfepazky.

Priklad 29. Obec se rozhodla zfidit parkovisté. Vyzkumem zjistila, Ze v dobé
Stfedni hodnota doby pobytu auta na parkovisti je jedna hodina. Ptfjezdy aut
tvori Poissontiv proces a doba pobytu na parkovisti se fidi exponencidlnim
rozdélenim. Néklady na udrzovani prazdného parkovacitho mista ¢ini 10 K¢ za
hodinu. Naklady na odmitnutého zdkaznika ¢ini 200 K¢&. Vypocitejte optimalni
pocet parkovacich mist.

Resent:

Jednd se o systém M | M |n|m | oo | FIFO. Jednotkou ¢asu je hodina. A =12, y =1,
m=mn,c; =0, cy = 10, c3 = 200. Hleddme takové n, aby celkové nadklady byly co

eV v s
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cp% (n—E(Ng)) | c3xAxay | C(n)
n=1 1 2215 2216
n=2 2 2033 2035
n=23 3 1853 1856
n=4 4 1676 1680
n=>5 5 1503 1508
n==6 7 1335 1341
n=7 9 1171 1180
n=3~§8 11 1014 1025
n=29 13 865 878
n =10 16 725 741
n=11 20 595 614
n=12 24 477 500
n=13 29 372 400
n=14 34 281 315
n =15 40 206 246
n=16 47 145 192
n=17 55 98 153
n =18 63 64 127
n=19 72 40 112
n=20 81 24 105
n=21 91 13 104
n =22 100 7 108
n =23 110 4 114
n=24 120 2 122
n =25 130 1 131

Tabulka 6.4: Tabulka ndklad@ na parkovisté

Nejmensi ndklady mame pro n=21 parkovacich mist. Pro niZsi pocet mist mame
ptilis velké naklady na odmitnuté zakazniky, pro vétsi pocet mist naopak p¥ilis
velké ndklady na adrzbu prazdnych parkovacich mist.



Kapitola 7

Simulace systému hromadné obsluhy

V této kapitole se podivame na simulace systémii hromadné obsluhy. Budeme
simulovat systémy M |[M |n|oco| oo | FIFOaM|M|n|m|oco|FIFO a

M |M|n|m |m|FIFO. Vysledky simulaci porovndme s teoretickymi
charakteristikami téchto systémt. Podivdme se na rtizné hodnoty poctu stanic
obsluhy, délky fronty, intenzity pfichodt, intenzity obsluhy a po¢tu simulaci. Na
zavér si v komentafi shrneme, jak simulace odpovidaji teoretickym hodnotam v
z4vislosti na rtznych vstupnich veli¢inach. Poznatky k této kapitole jsem cerpal
ze zdroja [4], [7] a [10].

7.1 Simulace systému s neomezenou kapacitou
fronty

Zacneme systémy hromadné obsluhy s neomezenou kapacitou fronty. Uvadim
kéd a ndpovédu piislusné funkce z Matlabu

function [prumer_IMP,pn,PQ,kappa,EN,ENS,ENQ,EW,EWS,EWQ]=
simulace_n2(lambda,mi,n,CPS)

%funkce simulace_n2 simuluje cinnost systemu M/M/n/Inf/Inf/FIFO

%Do systému tedy zakaznici prichazeji s intenzitou prichodu lambda a
%jsou obsluhovani s intenzitou mi.

%V systemu muze byt zaroven obsluhovano nejvyse n zakazniku,

hfronta i pocet zdroju zakazniku je nekonecny, zakaznici jsou
hobsluhovani v rezimu FIFO, tedy podle poradi, ve kterem do systemu
%hvstoupili.

%hvstupni parametry:

%lambda ... intenzita vstupniho proudu zakazniku
htj. pocet zakazniku za jednotku casu
J/mi ... intenzita obsluhy

»tj. pocet obslouzenych zakazniku za jednotku casu
Jn...pocet stanic obsluhy

#CPS. . .pocet simulaci

svystupni parametry:
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Jprumer_IMP ... prumerna doba mezi prichody zakazniku

spn ... odhady pravdepodobnosti poctu obsluhovanych zakazniku

WPQ...pravdepodobnost, ze prichazejici zakaznik bude cekat ve fronte

Jkappa...vyuziti systemu

#EN ... prumerny pocet zakazniku v systemu
%ENS ... prumerny pocet obsluhovanych zakazniku
%ENQ ... prumerny pocet zakazniku ve fronte

%EW. . .prumerna doba stravena v systemu
%EWS...prumerna doba stravena obsluhou
%EWQ. . .prumerna doba stravena ve fronte

711 M|M|1|oo]|oo|FIFO

Zaméfime se nejprve na systém s jednou linkou obsluhy a neomezenou frontou.

Zakaznik, ktery pfijde do systému s obsazenou stanici obsluhy, se fadi do fronty

a ¢ekd, aZ jsou obslouzeni zdkaznici, ktefi p¥isli pfed nim. Tento systém si
muZeme pfedstavit napt. v obchodé s jednou pokladnou (byt pocet lidi nemtize
byt nekonecny, ale pfiblizné to odpovidd). Modelujme situace pro rtizné
intenzity pfichodu a odchodu. Plati, Ze intenzita pfichodu musi byt mensi nez
intenzita odchodu, jinak se systém nemtize stabilizovat a zahlti se.

A=1u=2
Charakteristika 10 100 | 1000 | 10000 | Teor. hodnota
Prém. doba mezi prichody || 0,797 | 1,101 | 1,006 | 0,998 1
ao 0,334 | 0,528 | 0,500 | 0,508 0,5
ap 0,368 | 0,219 | 0,248 | 0,245 0,25
a» 0,203 | 0,134 | 0,117 | 0,122 0,125
PQ 0,667 | 0,473 | 0,500 | 0,493 0,5
K 0,667 | 0,473 | 0,500 | 0,493 0,5
E(N) 1,082 | 0,900 | 1,037 | 0,980 1
E(Ns) 0,667 | 0,473 | 0,500 | 0,493 0,5
E(Np) 0,415 | 0,427 | 0,537 | 0,487 0,5
E(W) 1,071 | 0,997 | 1,043 | 0,979 1
E(Ws) 0,660 | 0,524 | 0,503 | 0,492 0,5
E(Wp) 0,411 | 0,473 | 0,541 | 0,487 0,5
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A=1u=1,1
Charakteristika 10 100 | 1000 | 10000 | Teor. hodnota

Prtim. doba mezi pfichody || 0,921 | 0,940 | 1,029 | 0,996 1
ag 0,290 | 0,088 | 0,123 | 0,090 0,091
a 0,473 | 0,043 | 0,100 | 0,077 0,083
a, 0,209 | 0,085 | 0,109 | 0,065 0,075
PQ 0,701 | 0,912 | 0,877 | 0,910 0,909
K 0,701 | 0,912 | 0,877 | 0,910 0,909

E(N) 0,948 | 4,541 | 5,207 | 11,273 10
E(Ns) 0,701 | 0,912 | 0,877 | 0,910 0,909
E(Ng) 0,247 | 3,630 | 4,330 | 10,363 9,091

E (W) 0,914 | 4,700 | 5,386 | 11,241 10
E(Ws) 0,676 | 0,944 | 0,907 | 0,907 0,909
E(Wp) 0,238 | 3,756 | 4,478 | 10,334 9,091

Tabulka 7.1: Simulace systému M |[M |1 | co | oo | FIFO

Vidime, Ze v prvni tabulce, kde intenzita obsluhy je dvojndsobné vétsi nez
intenzita pfichodu, se hodnoty simulaci pomérné dobfe blizi k teoretickym
hodnotam. Pokud se ale intenzita pfichodu bliZi intenzité obsluhy, potom
simulace jsou mnohem vice nepfesné, jak vidime ve druhé tabulce. V
opakovanych simulacich se dané hodnoty velice liSily. Miizeme si také vS§imnout,

Ze u druhého systému rychle nartista délka fronty i doby obsluhy.

712 M|M|n|co|co|FIFO

Mame systém s n linkami obsluhy a neomezenou frontou. Zakaznik, ktery ptijde
do systému, je ihned obslouZen, pokud je néjaka linka obsluhy volna. V opa¢ném
piipadé se fadi do fronty. V praxi si mtiZeme tento systém predstavit napt. jako
postu s vice prepazkami (a s jednou frontou). Modelujme situace pro rtizny pocet
linek obsluhy, intenzitu pfichodu a intenzitu obsluhy.
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A=1Lu=1n=3

Charakteristika 50 200 | 1000 | 10000 | Teor. hodnota

Praim. doba mezi pfichody || 0,967 | 0,979 | 1,013 | 0,993 1

ag 0,293 | 0,342 | 0,383 | 0,367 0,364

aq 0,436 | 0,398 | 0,348 | 0,361 0,364

a, 0,207 | 0,169 | 0,174 | 0,182 0,182

as 0,583 | 0,056 | 0,058 | 0,061 0,061

PQ 0,064 | 0,092 | 0,096 | 0,089 0,091

K 0,347 | 0,337 | 0,327 | 0,331 0,333

E(N) 1,047 | 1,071 | 1,035 | 1,037 1,046
E(Ns) 1,041 | 1,010 | 0,982 | 0,994 1

E(Ng) 0,006 | 0,061 | 0,053 | 0,043 0,046

E(W) 1,092 | 1,051 | 1,050 | 1,030 1,046
E(Ws) 1,086 | 0,991 | 0,996 | 0,988 1

E(Wp) 0,006 | 0,060 | 0,054 | 0,043 0,046

A=1,u=037,n=3
Charakteristika 50 200 | 1000 | 10000 | Teor. hodnota

Prém. doba mezi pfichody || 0,893 | 0,877 | 0,980 | 1,003 1

ao 0,038 | 0,012 | 0,021 | 0,029 0,025

aq 0,244 | 0,058 | 0,056 | 0,070 0,067

as 0,165 | 0,108 | 0,105 | 0,099 0,090

as 0,158 | 0,093 | 0,104 | 0,085 0,081

PQ 0,553 | 0,823 | 0,819 | 0,802 0,819

K 0,745 | 0,914 | 0,907 | 0,892 0,901

E(N) 3,490 | 8,092 | 7,680 | 9,834 10,145

E(Ns) 2,234 | 2,742 | 2,722 | 2,675 2,703

E(Ng) 1,257 | 5,350 | 4,959 | 7,160 7,442

E ( W) 3,332 | 7,626 | 7,724 | 9,877 10,145

E (WS ) 2,132 | 2,584 | 2,737 | 2,686 2,703

E(WQ) 1,200 | 5,042 | 4,986 | 7,191 7,442

Tabulka 7.2: Simulace systému M |M |n | oo | oo | FIFO

-----

provozu. MiiZzeme ale pozorovat pro velkou intenzitu provozu, Ze pro vice stanic
obsluhy se simulované hodnoty bliZi vice, nez je tomu pro jednu stanici obsluhy.
Systém s vice stanicemi obsluhy je tak odoInéjsi vii¢i zménam intenzity p¥ichodu,
coz miize byt v praxi uzite¢né.

7.2 Simulace systému s omezenou kapacitou fronty

Méme systém s n linkami obsluhy a omezenou délkou fronty. Uvadim kéd a
napovédu pfisludné vlastnorucné vytvorené funkce z Matlabu



Kapitola 7. Simulace systému hromadné obsluhy 52

function [prumer_IMP,p,PZ,PQ,lambdaP,lambdaZ,kappa,
EN,ENS,ENQ,EW,EWS,EWQ]l=simulace_nm(lambda,mi,n,m,CPS)

%funkce simulace_nm simuluje cinnost systemu M/M/n/m/Inf/FIFO

#Do systému prichazeji zakaznici s intenzitou prichodu lambda a jsou
%hobsluhovani s intenzitou mi.

%V systemu muze byt zaroven obsluhovano nejvyse n zakazniku, nejvyse
Jm zakazniku muze byt v systemu (ve fronte tedy muze byt nejvyse m-n
%hzakazniku), pocet zdroju zakazniku je nekonecny, zdkaznici jsou
hobsluhovani v rezimu FIFO, tedy podle poradi, ve kterem do systemu
%hvstoupili. Pokud zakaznik prijde do plne obsazeneho systemu, tak
hodchazi.

%hvstupni parametry:

%lambda ... intenzita vstupniho proudu zakazniku
htj. pocet zakazniku za jednotku casu
J/mi ... intenzita obsluhy

»tj. pocet obslouzenych zakazniku za jednotku casu

n...pocet stanic obsluhy

Jm...max.mozny pocet zakazniku v systemu

%CPS...pocet simulaci

%hvystupni parametry:

Jprumer_IMP ... prumerna doba mezi prichody zakazniku

hp ... odhady pravdepodobnosti poctu zakazniku v systemu
WPZ...pravdepodobnost, ze prichazejici zakaznik bude odmitnut
WPQ...pravdepodobnost, ze prichazejici zakaznik bude cekat ve fronte
%lambdaP. . .prumerny pocet prijatych zakazniku za jednotku casu
%lambdaZ. . .prumerny pocet odmitnutych zakazniku za jednotku casu
Jkappa...vyuziti systemu

#EN ... prumerny pocet zakazniku v systemu
%ENS ... prumerny pocet obsluhovanych zakazniku
#ENQ ... prumerny pocet zakazniku ve fronte

%EW. . .prumerna doba stravena v systemu
LEWS...prumerna doba stravena obsluhou
#EWQ. . .prumerna doba stravena ve fronte

721 MI[M]|1]|1]|c|FIFO

Podivejme se nejdfive na systém s jednou stanici obsluhy a Zadnou frontou.
Pokud je systém prazdny, pak zdkaznik je hned obslouZen. Pokud je stanice
obsluhy obsazend, zdkaznik naopak ihned odchézi. Neplati zde zddné omezeni
pro intenzitu provozu. Modelujme situace pro pfipady, kdy intenzita pfichodu je
mensi, stejnd ¢i vétsi nez intenzita obsluhy.
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A=1u=3
Charakteristika 10 100 | 1000 | 10000 | Teor. hodnota
Praim. doba mezi pfichody || 1,205 | 1,017 | 0,975 | 0,999 1
ao 0,764 | 0,795 | 0,284 | 0,749 0,750
ap = PZ 0,236 | 0,205 | 0,242 | 0,251 0,250
Ap 0,634 | 0,742 | 0,777 | 0,750 0,750
Ay 0,196 | 0,191 | 0,248 | 0,251 0,250
K 0,236 | 0,205 | 0,242 | 0,251 0,250
E(N) = E(Ns) 0,236 | 0,205 | 0,242 | 0,251 0,250
E(W) = E(Ws) 0,368 | 0,283 | 0,322 | 0,330 0,333
A=1u=1
Charakteristika 10 100 | 1000 | 10000 | Teor. hodnota
Pram. doba mezi pfichody || 1,332 | 1,142 | 1,010 | 0,990 1
ao 0,678 | 0,514 | 0,495 | 0,500 0,5
a = PZ 0,322 | 0,486 | 0,505 | 0,500 0,5
Ap 0,509 | 0,450 | 0,490 | 0,506 0,5
Az 0,241 | 0,426 | 0,500 | 0,505 0,5
K 0,322 | 0,486 | 0,505 | 0,500 0,5
E(N) = E(Ns) 0,322 | 0,486 | 0,505 | 0,500 0,5
E(W) = E(Ws) 0,633 | 1,112 | 1,017 | 1,006 1
A=5u=2
Charakteristika 10 100 | 1000 | 10000 | Teor. hodnota
Pram. doba mezi prichody || 0,296 | 0,178 | 0,200 | 0,198 0,2
ao 0,308 | 0,286 | 0,284 | 0,287 0,286
ap = PZ 0,692 | 0,714 | 0,716 | 0,713 0,714
Ap 1,041 | 1,607 | 1,432 | 1,451 1,429
Ay 2,339 | 4,012 | 3,589 | 3,601 3,571
K 0,692 | 0,714 | 0,716 | 0,713 0,714
E(N) = E(Ns) 0,692 | 0,714 | 0,716 | 0,713 0,714
E(W) = E(Ws) 0,718 | 0,413 | 0,521 | 0,499 0,5

Tabulka 7.3: Simulace systému M |M | 1| 1] oo | FIFO

Vidime, Ze pro 10 simulaci vychazi hodnoty velice nepfesné, o moc lepsi to neni
ani u 100 simulaci. Pro 10 000 simulaci uz se hodnoty shoduji na dvé desetinna
mista. Mizeme pozorovat, Ze nejvice presné jsou odhady pravdépodobnosti,
naopak nejméné pfesné jsou odhady poctu zdkaznikd, ktefi ptichdzi do systému
nebo jsou odmitnuti. Vysledky se samoziejmé pfi opakovanych simulacich
muZou lisit.
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722 M|M|1|m]co|FIFO

Zaméiime se nyni na systém s jednou linkou obsluhy a omezenou frontou.
Pokud zakaznik prijde do pIné obsazeného systému s m zakazniky, odchazi.
Tento systém si mtiZeme predstavit napf. na posté s jednou pfepazkou a
omezenou kapacitou postovni mistnosti. Modelujme situace pro ptipady s
riznou intezitou pfichodu, intenzitou obsluhy a kapacitou systému.

A=1,u=3m=4
Charakteristika 50 200 | 1000 | 10000 | Teor. hodnota
Prém. doba mezi p¥ichody || 1,101 | 0,932 | 1,028 | 1,001 1
ao 0,655 | 0,665 | 0,679 | 0,672 0,669
ap 0,176 | 0,231 | 0,211 | 0,226 0,223
a» 0,139 | 0,077 | 0,077 | 0,072 0,074
as 0,242 | 0,026 | 0,025 | 0,023 0,025
ay, = PZ 0,006 0 0,008 | 0,008 0,008
PQ 0,339 | 0,334 | 0,313 | 0,321 0,322
Ap 0,902 | 1,072 | 0,965 | 0,991 0,992
Ay 0,006 0 0,008 | 0,008 0,008
K 0,345 | 0,335 | 0,322 | 0,328 0,331
E(N) 0,550 | 0,467 | 0,473 | 0,470 0,479
E(Ns) 0,345 | 0,335 | 0,322 | 0,328 0,331
E(Ng) 0,206 | 0,132 | 0,152 | 0,141 0,149
E(W) 0,618 | 0,435 | 0,492 | 0,474 0,483
E(Ws) 0,387 | 0,312 | 0,334 | 0,331 0,333
E(Wp) 0,231 | 0,123 | 0,158 | 0,143 0,150

Tabulka 7.4: Simulace syst¢ému M |[M |1 |m | co | FIFO

MtiZeme si vSimnout, Ze hodnoty vychézeji nejpfesnéjsi pro stacionarni rozloZeni
a vyuziti systému. Naopak nejméné pfesné jsou primeérny pocet zakaznikii ve
fronté a priimérnd doba ¢ekani ve fronté. S vy$sim poctem simulaci se hodnoty
samoziejmé vice pfibliZzuji teoretickym hodnotdm.

723 M|M|n|m|co|FIFO

Mame systém s n linkami obsluhy a omezenou frontou o maximalni délce m — n.
Pokud zdkaznik pfijde do systému s méné neZ n zakazniky, hned se dostava k
volné lince obsluhy. Pokud jsou v8echny stanice obsluhy obsazené, fadi se do
fronty. V pfipadé¢, Ze v systému je m zakaznikti, pfichozi zdkaznik neceka a
odchéazi. Modelujme situaci pro danou intenzitu pfichodu, intenzitu obsluhy,
pocet linek obsluhy a kapacitu systému.
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A=3,u=1n=2,m=4
Charakteristika 50 200 1000 | 10000 | Teor. hodnota

Prtim. doba mezi pfichody || 0,490 | 0,342 | 0,335 | 0,338 0,333
ag 0,018 | 0,018 | 0,030 | 0,043 0,039
aq 0,293 | 0,1070 | 0,114 | 0,120 0,118
a» 0,259 | 0,103 | 0,177 | 0,177 0,177
as 0,320 | 0,249 | 0,275 | 0,269 0,266
ay = PZ 0,109 | 0,523 | 0,404 | 0,392 0,399
PQ 0,580 | 0,352 | 0,452 | 0,445 0,443
Ap 1,818 | 1,394 | 1,781 | 1,801 1,803
Az 0,223 | 1,529 | 1,205 | 1,161 1,197
K 0,835 | 0,926 | 0,913 | 0,897 0,902
E(N) 2,210 | 3,152 | 2,908 | 2,847 2,867
E(Ns) 1,671 | 1,857 | 1,826 | 1,794 1,803
E(Np) 0,539 | 1,295 | 1,082 | 1,053 1,064
E(W) 1,375 | 1,923 | 1,594 | 1,605 1,590

E(Wg) 1,040 | 1,133 | 1,001 | 1,011 1
E(Wp) 0,335 | 0,790 | 0,593 | 0,593 0,590

Tabulka 7.5: Simulace systému M |M |n |m | co | FIFO

Vybral jsem simulaci systému, kde intenzita provozu je vétsi neZ jedna. Systém
mé podle ocekdvani zna¢né vysoké vyuziti, hodné zakaznikt se do obsazeného
systému nedostane. Vidime, Ze nejpfesnéjsi vychdzi staciondrni rozdéleni,
naopak nejméné presné pocet odmitnutych zakazniki a primeérny pocet
zékaznikt v systému. Se zvySujicim se poc¢tem simulaci se hodnoty bliZi
teoretickym, ale i pro 10 000 simulaci stale vychédzi dost nepfesné.

7.3 Simulace uzavieného systému

Uzavfeny systém se lisi od otevienych tim, Ze md omezeny zdroj zakaznik.
Uvadim kéd a ndpovédu prislusné vlastnoruéné vytvorené funkce z Matlabu.

function [prumer_IMP,p,EN,ENS,ENR,kappa,lambdaR]=
simulace_uzavreny(lambda,mi,n,m,CPS)

%hfunkce simulace_uzavreny simuluje cinnost systemu M/M/n/m/m/FIFO
%Do systemu zakaznici prichazeji s intenzitou prichodu lambda a jsou
hobsluhovani s intenzitou mi.

%V systemu muze byt zaroven obsluhovano nejvyse n zakazniku, nejvyse
Jm zakazniku muze byt v systemu (ve fronte tedy muze byt nejvyse m-n
hzakazniku), pocet zdroju zakazniku je m, zakaznici jsou
hobsluhovani v rezimu FIFO, tedy podle poradi, ve kterem do systemu
hvstoupili.

%hvstupni parametry:

%slambda ... intenzita vstupniho proudu zakazniku
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htj. pocet zakazniku za jednotku casu

Jmi ... intenzita obsluhy

htj. pocet obslouzenych zakazniku za jednotku casu
Jn...pocet stanic obsluhy

Jm...max.mozny pocet zakazniku v systemu a take pocet zdroju
hzakazniku

#CPS. . .pocet simulaci

svystupni parametry:

Jprumer_IMP ... prumerna doba mezi prichody zakazniku

hp ... odhady pravdepodobnosti poctu zakazniku v systemu
Jkappa...vyuziti systemu

#EN ... prumerny pocet zakazniku v systemu

#ENS ... prumerny pocet obsluhovanych zakazniku

%ENQ ... prumerny pocet zakazniku ve fronte

%lambdaR. ..stredni hodnota prichazejicich zakazniku za jednotku casu

V praxi si pfedstavme stroje v tovarné, které v pripadé poruchy opravuji technici.
Modelujme situace pro pifipady s rliznou intenzitou pfichodu, intenzitou
obsluhy, poc¢tem stanic obsluhy a délkou fronty.

A=3,u=1,n=1,m=4,uzavieny
Charakteristika 50 200 | 1000 | 10000 | Teor. hodnota
Pram. doba mezi ptichody || 0,710 | 0,918 | 0,988 1 1
ao 0 0,001 | 0,001 | 0,001 0
aq 0,024 | 0,006 | 0,004 | 0,006 0,004
a» 0,069 | 0,044 | 0,039 | 0,040 0,040
as 0,295 | 0,223 | 0,243 | 0,238 0,239
ay 0,612 | 0,727 | 0,713 | 0,717 0,717
K 1 0,999 1 1 1
E(N) 3,494 | 3,669 | 3,664 | 3,664 3,667
E(Ns) 1 0,999 1 1 1
E(Ng) 0,506 | 0,332 | 0,336 | 0,336 0,333
AR 1,408 | 1,089 | 1,012 1 1
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A=1,u=2n=3m=3, uzavieny
Charakteristika 50 200 | 1000 | 10000 | Teor. hodnota

Praim. doba mezi pfichody || 0,499 | 0,474 | 0,478 | 0,510 0,500
ag 0,358 | 0,289 | 0,288 | 0,286 0,296
a 0,374 | 0,407 | 0,443 | 0,449 0,444
a, 0,231 | 0,243 | 0,230 | 0,226 0,222
as 0,037 | 0,061 | 0,039 | 0,039 0,037
K 0,315 | 0,358 | 0,340 | 0,339 0,333

E(N) = E(Ns) 0,946 | 1,075 | 1,020 | 1,018 1

E(Ng) 2,054 | 1,925 | 1,980 | 1,982 2

AR 2,004 | 2,111 | 2,094 | 1,962 2

Tabulka 7.6: Simulace uzavieného systému M |M |n|m | m | FIFO

V prvni tabulce modelujeme situaci s vysokou intenzitou pfichodu, nizkou
intenzitou obsluhy a jen jednou stanici obsluhy. Systém je tedy velmi zahlceny a
jeho vyuZziti se bliZi jedné. Ve druhé tabulce mame situaci, kde pocet stanic
obsluhy je stejny jako pocet zakaznikd, ti tedy nemusi cekat ve fronté. V obou

v 2

pfipadech se dané simulace pomérné dobfe bliZi k teoretickym hodnotdm,
nejpfesnéji u staciondrniho rozdéleni, nejméné pfesné€ u poctu zakaznikt v
systému. Se zvétSujicim se poctem simulaci se pfesnost pochopitelné zvysuje.



Zaveér

Cilem préace bylo popsat predevsim systémy hromadné obsluhy, jejich
optimalizaci a naprogramovat jejich simulaci. BohuZzel i pfes moji snahu na posté
a na ufadé se mi nepodaftilo ziskat redlna data, na které bych mohl aplikovat
teoretické poznatky.

Hlavnim vystupem préce jsou tak programy pro tvorbu simulaci, které jsem
vytvoril v softwaru Matlab. V systému M | M |n | co | oo | FIFO plati, Ze simulace
jsou presnéjsi pro mensi intenzitu provozu a vétsi pocet stanic. Naopak v
situacich, kde intenzita provozu se bliZi jedné a mdme mensi pocet stanic obsluhy,
se vysledky pii opakovanych simulacich zna¢né 1isi. To je dano pfedevsim tim, Ze
pro intenzitu provozu bliZici se jedné délka fronty rychle nartista.

Dale jsem zkoumal systém M |M |n|m | co | FIFO, ve kterém jsem se musel
vyporadat s odmitnutymi zdkazniky. ProtoZe se do systému vtibec nedostali, tak
jejich primérnd doba obsluhy je nulova. Pfi vypoctu primérné doby stravené v
systému, ve fronté a obsluhou jsem je proto nebral do tivahy, coZ je v souladu s
uvedenymi vzorci.

Jako posledni jsem naprogramoval simulaci systému M |M |n|m | m | FIFO. Zde
jsem musel fe$it problém, jak urcit okamzZik pfichodu dalsiho zdkaznika.
Intenzita pf¥ichodu zdkaznika z4visi na poctu zdkaznikt mimo systém. Ten se ale
mohl ménit v zavislosti na okamzicich odchodu zakaznikd ze systému. Pokud
jsem tedy vygeneroval pfichod dalsiho zdkaznika aZ po odchodu nékterého z
predchozich zdkaznikti ze systému, tak jsem ho od okamziku ptedchoziho
odchodu zdkaznika generoval se Spatnou intenzitou, protoze obslouZeny
zékaznik se ihned vraci a zvétSuje tak intenzitu pf¥ichodu zdkazniki. Zde jsem
vyuzil vlastnosti, Ze exponencidlni rozdéleni "nemd pamét"a generoval jsem nové
prichod dalsiho zakaznika od okamZziku odchodu jiného zdkaznika. Tuto teorii
potvrdila i shoda simulovanych vysledki s teoretickymi pfedpoklady.

Na zavér bych dodal, Ze vytvorené programy miizou byt pfipadné vyuZity pii
vyuce pfredmétu Stochastické modely.
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