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Uvod

Cilem této diplomové prace je predstavit zakladni piistupy k teorii portfolia
a zameérit se predevsim na matematické modely, na kterych tato ekonomické
teorie stoji.

Teorie portfolia se zabyva zkoumanim kapitalovych trhi, aktiv, kterd se
na nich obchoduji, a snazi se nalézt co nejlepsi popis chovani cen aktiv. Na
zakladé téchto znalosti potom doporucuje, jakym zpusobem by si mél investor
vybirat pro né€j co nejoptimélnéjsi portfolium aktiv. Matematika a zejména
statistika v této oblasti nasla uplatnéni velice brzy, v novéjsich pracich se pro
potteby teorie portfolia s Uspéchem vyuziva také stochastického kalkulu.

Préce se déli do tif ¢asti. V prvni kapitole je predstaven Markowitziv mo-
del, ktery je zakladnim stavebnim kamenem vsech pozdéjsich praci v teorii
portfolia. Dalsi ¢asti je Sharpeho Capital Asset Pricing Model, ktery na Mar-
kowitze navazuje, ale rozpracovava zejména teorii rovnovahy aktiv i celych
kapitalovych trha. Posledni kapitola je predstupném pro dynamickou teorii
portfolia. Ta vyuziva stochastického kalkulu a Brownova pohybu, které jsou
ve treti kapitole podrobnéji popsany.

Priloha pak obsahuje programy pro Matlab, které jsem napsala a pouzila
pro vytvareni obrazki Brownova pohybu a generovani mnozin piipustnych
portfolii.



Kapitola 1

Markowitzuv model

Tento model pochdzf z roku 1952 a jeho autotem je Harry Markowitz. Clanek,
ktery tehdy publikoval v casopise The Journal of Finance, obsahoval novy
pohled na vybér optimélniho portfolia na kapitalovém trhu. Do té doby se
vesmeés predpokladalo, ze investor vybira portfolium tak, aby maximalizoval
jeho vynos. Markowitz upozornil, ze je v tomto ptipadé treba pocitat i s ri-
zikem zmény vynosu portfolia. Argumentoval, zZe dosavadni pristupo nezahr-
nuje a nevysvétluje neoddiskutovatelna pozitiva diverzifikace, tedy rozdélent
prostiedkt na ndkup aktiv z nejruznéjsich nezavislych obor.

Markowitz své uvahy pojal jako zdklad jak k Sirsf teorii o chovani inves-
tort, tak jako prakticky navod, ktery by mél vést k efektivnéjsimu rozho-
dovan{ investortu. Vychézel z predpokladu, ze investor zna oc¢ekavany vynos
portfolia i riziko zmény tohoto vynosu a na zakladé téchto téchto informact
se pak rozhoduje. Ukézal, ze nezavisle na investorovych konkrétnich prefe-
rencich vynosu a rizika jsou v téchto ohledech nékterd portfolia vzdy lepsi
nez jina. Tato portfolia shnul do tzv. efektivni mnoziny a predpokladd, ze
investor bude vybirat pouze z ni.

Markowitz si byl védom, ze nevysvétlil velmi podstatnou zalezitost, a
to, jak si investor vytvofl o¢ekdvani o vynosu a riziku portfolia. Ocekaval,
ze teseni bude lezet nékde mezi matematickymi odhady na zakladé teorie
pravdépodobnosti a statistiky a expertnimi odhady odborniki.

7. Markowitzovy prace pak ¢erpalo mnozstvi ndsledovniki, predevsim
Markowitz sdm svou teorii dal prohluboval. Jeho myslenky se staly zédkladem
pro dalsf teorie, zejména pak pro Sharpeho Capital Asset Pricing Model.



Predpoklady Markovitzova modelu

Aktiva
- predpokadéme, ze uvazovand aktiva jsou libovolné délitelna

Investor

- je nenasyceny - preferuje vyssi vynos pred nizsim vynosem

- je rizikové averzni - preferuje nizsi riziko pred vyssim rizikem

- je schopen porovnat vSechna portfolia na trhu podle ocekavaného vynosu a
rizika zmény vynosu a rozhodnout se, které portfolium je pro néj nejlepsi

Portfolium
- vznikd v jednom casovém okamziku, trva predem stanovenou pevnou dobu
a po jejim ukonceni se v jediném ¢asovém okamziku realizuje

1.1 Charakteristiky aktiva a portfolia

Zéklady teorie portfolia jsou postaveny na teorii pravdépodobnosti. Ta posky-
tuje zdsadni matematicky aparat, pomoci kterého jsou popisovany jednotlivé
dulezité charakteristiky aktiv, jejich vztahy a jejich chovani. Vynos aktiva za
urcitou dobu je chapan jako ndhodna velic¢ina.

Definice 1. Charakteristiky aktiva

Z; ... ndhodna veli¢ina popisujici vynos i-tého aktiva za urcitou dobu,
predpokladame, ze ma konecénou stredni hodnotu a koneény rozptyl

R; ... Ry = E(Z;) je stfedni hodnota nahodné veli¢iny vynos i-tého aktiva,
nazyva se ocekdvany vynos aktiva za uréitou dobu
2 2

= D(Z;) je rozptyl ndhodné velic¢iny vynos i-tého aktiva

oi ... 05 = /o2 je smérodatnd odchylka ndhodné veliciny vynos i-tého
aktiva, nazyva se riziko zmény vynosu i-tého aktiva za urcitou dobu

oij ... 0y = C(Z;, Z;) je kovariance ndhodnych veli¢in vynos i-tého aktiva
a vynos j-tého aktiva

C(Z3,75)

P P 507

i-tého aktiva a vynos j-tého aktiva

je korela¢ni koeficient ndhodnych veli¢in vynos



V tomto pripadé tedy R; popisuje ocekavany vynos cenného papiru a o;
riziko, které podstupuje investor pti nakupu tohoto cenného papiru, a jsou
tedy témi zasadnimi kategoriemi, na kterych stavi Markowitzuv model.

"Urcitd doba” je pro nase Ucely pevné zvolend doba trvani portfolia od
jeho vzniku do okamziku realizace.

Definice 2. Charakteristiky portfolia

Portfolium se sklada z N aktiv, kde N € N, a vynos z portfolia vnimame
tedy jako ndhodny vektor. Jeho jednotlivé slozky jsou ndhodné velic¢iny po-
pisujici vynos z aktiv, které tvori portfolium.

N ... pocet aktiv v portfoliu P

X; ... védha, kterou je i-té aktivum zastoupeno v portfoliu. Plati, ze
N
X
i—1

N
Zp ... Zp = >, X;Z; je ndhodny vektor popisujici vynos portfolia za ur-
i—1
¢itou dobu

Rp ... Rp = E(Zp) je stfedni hodnota ndhodného vektoru vynos portfo-
lia, nazyva se ocekdvany vynos portfolia za urcitou dobu

0% ... 0% = D(Zp) je rozptyl ndhodného vektoru vynos portfolia

op ... op = /0% je smérodatnd odchylka ndhodného vektoru vynos port-
folia, nazyva se riziko zmény vynosu portfolia za urcitou dobu

O rozdélent pravdépodobnosti ndhodnych veli¢in Z; a ndhodného vektoru
Zp se toho bohuzel nedd mnoho zjistit. Neexistuji metody, které by tato
rozdéleni spolehlivé urcily. Ovsem pro potfeby teorie portfolia neni znalost
téchto rozdéleni nezbytnd, dilezita je pouze hodnota vyse uvedenych charak-
teristik. UpTesnéme si zde, jak bude vypadat ocekavany vynos a riziko zmény
vynosu portfolia.

N N N
Rp=E(Zp) = EQ)_XiZ) = > XiE(Z)=> XiR;
=1 =1 =1
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op = /D(Zp) = | DO_XiZ) = |3 Y XiX,C(Z:, Z;)

=1 j5=1

N N N N
= DD XiXjoy = | )Y XiXpiyoi0;

i=1 j=1 i=1 j=1

Pro praktické vypocty pouziva teorie portfolia kvili neznalosti marginal-
nich a simultannich rozdéleni pravdépodobnosti vybérové ekvivalenty cha-
rakteristik ndhodnych veli¢in. Tento pristup se nazyva historickd metoda.

1.2 Historicka metoda

S problémem, jak co nejpresnéji urcit ocekdvany vynos a riziko zmény vy-
nosu portfolia se teorie portfolia potyka jiz dlouho. Problém je, ze na tyto
charakteristiky pusobi velké mnozstvi vliva, které je tézké uréit a jesté tézsi
kvantifikovat. V praxi se vétsinou vyuziva néjaka kombinace expertnich od-
hadu, které poskytuji lidé, kteff se pohybuji v prostred{ finan¢nich trhu a jsou
schopni zhodnocovat nejruznéjsi naznaky a vyjimecéné informace, soucasné s
odhady ziskanymi historickou metodou z minulého vyvoje cen aktiv.

Historickd metoda mé také jednu nezanedbatelnou vyhodu. S jeji pomoci
je mozné odhadnout kovariance mezi nahodnymi veli¢inami, které popisuji
vynos aktiv. Tento odhad sice neni prili§ pfesny, ale je velmi snadno prove-
ditelny.

Definujme nyni dalsi charakteristiky portfolia pro potteby historické me-
tody.

Definice 3. Trzn{ cena

TCy ... nahodna velicina, ktera popisuje velikost trzni ceny i-tého aktiva
v case ¢

Wi ... ndhodna velicina, ktera popisuje relativni prirustek trzni ceny
i-tého aktiva v ¢ase t vudi trzni cené aktiva v case t — k, kde k =1,2,3, ...
TCy —TCy_k
TCx_y

T ... doba trvani portfolia v ¢asovych okamzicich

Wi =



Pomoci takto definovanych nahodnych veli¢in se pocitaji vybérové cha-
rakteristiky aktiv a portfolia pro dobu trvani portfolia.

Wik ... vybérovy prumér nahodné veliciny 7;, vyjadruje ocekavany vynos
1-tého aktiva za dobu trvani portfolia

1 T—k
Wi = 57— i
k T_k;vvtk

Koeficient k se voli pevné, casto rovno 1, proto jej jako index muzeme
kvuli prehlednosti v dalsich charakteristikach vypustit.

S2 ... vybérovy rozptyl ndhodné veliciny Z;

K2

S; ... vybérova smérodatna odchylka nahodné veliciny Z;, vyjadiuje riziko
zmény vynosu i-tého aktiva za dobu trvani portfolia

T-k

. _
e — E Wo — )2
S T—k—1 (Wt R

t=1

Sij ... vybérova kovariance ndhodnych veli¢in Z; a Z; vyjadiuje vzdjemnou
zavislost vynosua ¢-tého a j-tého aktiva

1 T-k

Sij = T_h_1 (Wie = W) (Wi — W)

t=1

Wp ... vybérovy primér ndhodného vektoru Zp, vyjadiuje ocekdvany vy-
nos za dobu trvani portfolia

N
Wp=) XW:
=1

S% ... v¥bérovy rozptyl ndhodného vektoru Zp

Sp ... vybérova smérodatna odchylka ndhodného vektoru Zp, vyjadiuje
riziko zmény vynosu za dobu trvani portfolia

N N
Sp=| D) XiX;Sy

i=1 j=1

10



1.3 Pripustna mnozina

Definice 4. Predpokladejme, ze portfolium P se skldda z N aktiv s relativ-
nimi podily v portfoliu X7, X5, ..., Xx. Mnozinou ptipustnych portfolif nazy-
vame mnozinu vsech moznych portfolii, ktera mohou vzniknout z danych N
aktiv zménou jejich relativnich podili. Tato mnozina se ¢asto nazyva zkra-
cené pripustnd mnozina.

Relativni podily musi pfirozené spliiovat podminku Zf\; X; = 1. Dalsim
béznym omezenim je X; > 0. Situace, kdy tato podminka neplati, se nazyva
sell short.

1.3.1 Sell short

Pokud je sell short povolen, znamen4 to, ze investor drzi v portfoliu zaporny
podil nékterého aktiva. Jinymi slovy to znamena, ze investor si toto aktivum
vypujcil, pak jej tzv. nakratko prodal a za prostredky takto ziskané pridal
do svého portfolia vétsi podil néjakého jiného aktiva. V okamziku realizace
portfolia pak investor nakratko prodané aktivum nakoupi zpét a vrati jej
majiteli.

7, cisté teoretického hlediska je tento postup ¢asto zddouc, protoze pouze
jeho prostrednictvim lze néktera portfolia skuteéné optimalizovat. Zvysuje se
tim efektivnost alokace zdroju na financ¢nich trzich.

Ovsem v praxi sell short nardzi na nemalé obtize. S pujcovanim aktiv
se poji transakéni naklady, subjekty na finanénim trhu vétsinou vyzaduji
néjakou zaruku. Mélokdo je proto ochoten a schopen vytvotit portfolium s
vyssim zapornym podilem nékterého z aktiv.

Existuji také dalsi omezeni na relativni velikost podilia aktiv v portfo-
liu. Urcité fondy, napiiklad dichodové, maji ze zakona natizenou maximaln{
moznou velikost relativntho podilu jednoho aktiva, pricemz sell short byva
zakdzan uplné.

Bezrizikové aktivum

Definice 5. Aktivum se nazyva bezrizikové, jestlize riziko zmény vynosu
aktiva se rovnd nule. Ocekdvany vynos je tedy roven skuteénému vynosu a
nazyva se bezrizikovy vynos a oznacuje se ;.

Bezrizikova pujcka - ¢ast portfolia je tvorena bezrizikovym aktivem. Na-
priklad vkladem v bance nebo statnimi pokladniénimi poukazkami.

11



Bezrizikova vypujcka - ¢dst portfolia tvori aktiva koupend za vypujéené
bezrizikové aktivum, za které se plati poplatky. Napiiklad aktiva zakoupend
z bezhotovostniho Gvéru v bance.

1.3.2 Twvar pripustné mnoziny pro dvouslozkova port-
folia

Tvar piipustné mnoziny je ovliviiovan zejména korelaci mezi jednotlivymi
aktivy. Je ztejmé, ze korelace libovolného aktiva s bezrizikovym aktivem je
rovna nule.

Podrobnéji zde rozebereme 4 ruzna dvouslozkovd portfolia, kterd se budou
lisit korelaci svych slozek, ptricemz ve vsech ptipadech je sell short zakézan.
Plati tedy X; + X3 = 1, neboli Xy, = 1 — X;. Predpokladame, ze R < R,
o1 < 2. Riziko zmény vynosu je vzdy nezédporné.

1. Portfolium P, : p;o = 1 tzn. aktiva jsou absolutné pozitivné korelovana

RPl = XlRl + (1 - Xl)R2
op = \/ngf + (1 — X1)202 + 201, X, (1 — X7)

— \/X%O'% + (1 - X1)2O'§ + 20’10’2X1(1 - Xl)

[¢2. R2]

[¢1. R1]

[+4

Obrazek 1.1: Pripustnd mnozina absolutné pozitivné korelovanych aktiv
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Pozndamka. Minimalntho rizika zmény vynosu portfolia P 1ze dosahnout vol-
bou X; = 1, pak je portfolium P, tvofeno pouze jednim aktivem.

2. Portfolium P : p1o = —1 tzn. aktiva jsou absolutné negativné korelovana

R — X1R1 + (1 - Xl)RQ
— \/X O'%*F 1—X1)202+2012X1(1—X1)

—\/X O'%*F 1—X1)202+2( 1)0'10'2X1(1-X1)

= V(X101 — (1 — X1)02)?
— X10'1 — (1 — X1)0'2

[¢2, R2]

[o1, R1]

g

Obrazek 1.2: Pripustnd mnozina absolutné negativné korelovanych aktiv

Pozndamka. Minimalniho rizika zmény vynosu portfolia P lze dosahnout vol-
bou Xy = 22— Pii této volbé je riziko zmény vynosu portfolia P nulové,
tedy portfolium P se chova jako bezrizikové aktivum.

Tvrzeni 1.3.1. Nulového rizika vinosu portfolia je moziné dosihnout pouze
tehdy, pokud jsou jeho rizikové slozky absolutné negativné koreloviny.
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3. Portfolium F; : py5 = 0 tzn. aktiva jsou nekorelovana

R :X1R1+(1—X1)R2
—\/X O'%*F 1—X1) +20’12X1(1—X1)

— \/X%O'% + (1 —X1)2O'% +2 0- 0'10'2X1(1 _Xl)
= \/Xlal — (1 — X1)0'2

[62. R2]

[o1, R1]

o]

Obrazek 1.3: Pripustnd mnozina nekorelovanych aktiv

Poznamka. Minimélm’ho rizika zmény vynosu portfolia P lze dosdhnout vol-

bou X; = > +U

4. Portfolium P, : kombinace bezrizikového a rizikového aktiva
(Uvédomme si, ze kovariance ocekdvanych vynosu bezrizikového aktiva a li-
bovolného rizikového aktiva je rovna nule.)

R :XlRf+(1—X1)R2
— \/X O'% + 1 - X1)2O'2 + 20'12X1(1 - Xl)

= X202 (- X020 42000 X, (1 - X))
= (1 — X1)0'2

Pozndamka. Minimélniho rizika zmény vynosu portfolia P, lze prirozené do-
sdhnout volbou X = 1, tj. investovat pouze do bezrizikového aktiva.

14
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RB
[02. R2]

RL
[0. Rf]

o

Obrézek 1.4: Piipustnd mnozina bezrizikového a rizikového aktiva

Pozndmka. Usek RL na obrdzku 1.4 odpovidd bezrizikové pujcce, usek RB
bezrizikové vypujcce.

Podle dosavadnich vysledku neni tézké predstavit si, jak budou vypadat
vsechny ptipustné mnoziny dvouslozkovych portfolii pro libovolné korelace
aktiv. Vytvori trojihelnik, jehoz strany jsou piipustné mnoziny absolutné
pozitivné a negativné korelovanych aktiv a uvnitt néhoz jsou krivky ostat-
nich ptipustnych mnozin. Tento trojuhelnik se jednim vrcholem dotyka osy
ocekavaného vynosu v bodé odpovidajicimu bezrizikovému aktivu.

[62. R2]

[01. R1]

o
Obrézek 1.5: Trojihelnik vSech pripustnych mnozin dvouslozkovych portfolii

Na nasledujicich obrazcich je vidét, jak vypadaji pripustné mnoziny tiisloz-
kovych portfolii. Pro tyto ukdzky jsme zvolili tii aktiva A, B, C', pticemz jejich
ocekavané vynosy jsou R4 = 3, Rp = 4,5, Rc = 5 a rizika zmény vynosu
jsouocs=1,0p=1,5, 00 = 2,5. Jejich vzdjemné kovariance pak volime pro
kazdy obréazek jiné.
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o5 L 1 L 1 L 25 . L 1 L 1
0 0

Obrazek 1.6: C(A,B)= -1, Obrazek 1.7: C(A,B)= 0,
C(A,C)=10,CB,C)=0 C(A,C)=10,C(B,C)=-1
Obrazek 1.8: C(A,B)= 0, Obrazek 1.9: C(A,B)= 0,
C(A,C)=-1, C(B,C)=0 C(A,C)=0,C(B,C)=0

Obrazek 1.10: C(A,B)= 1, C(A,0)= -1, C(B,C)= -1
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1.4 Efektivni mnozina

Definovéani efektivni mnoziny a zduraznént jeji klicové role pti vybéru portfo-
lia je zédkladnim kamenem Markowitzova modelu. Dalsf kroky, které obsahujf
nalezeni efektivni mnoziny a vybér portfolia s jeji pomoci, rozpracoval Mar-
kowitz sdm a na néj pozdéji navéazali dalsi.

1.4.1 Princip dominance

Jak jsme jiz uvedli vyse, predpoklddame, kazdy investor pfi svém jednani
vykazuje nenasycenost a odpor k riziku (je rizikové averzni). Proto bude
z mnoziny pripustnych portfolii vybirat pouze ta portfolia, kterd vyhovuji
témto dvéma predpokladim. Proto je nyni vhodné definovat dominanci aktiv.

Definice 6. Méjme aktiva A a B. Rekneme, Ze aktivum A dominuje aktivum
B praveé tehdy, kdyz plati R4 > Rp, 04 < op a soucasné nenastava rovnost.
Aktivum B je dominovano aktivem A.

Definice 7. Je dana mnozina ptipustnych portfolii P. Jestlize néjaké akti-
vum A € P neni dominovano jinym aktivem B € P, fekneme, ze aktivum A
je nedominovano v mnoziné aktiv P.

1.4.2 Vymezeni efektivni mnoziny

Definice 8. Efektivni mnozina aktiv Mg je mnozina Mg € P vSech nedo-
minovanych aktiv v P.

Jinak feceno: Efektivni mnozina je mnozina portfolii, pro ktera plati, ze

1. neexistuje portfolium v mnoziné ptipustnych portfolii P, které by pri
stejné nebo vyssi Urovni ocekdvaného vynosu mélo mensi riziko zmény
vynosu

2. neexistuje portfolium v mnoziné pripustnych portfolii P, které by pri
stejném nebo nizsim riziku zmény vynosu mélo vyssi ocekavany vynos

Pozndmka. Pojmy aktivum a portfolium je ve vétsiné kontexti mozno zamé-
novat. Proto se také casto pouzivd oznaceni efektivni mnozina portfolii Mg.
Stejny vyznam ma také pojem mnozina efektivnich portfolii Mg.

Poznamka. 7 definice dominance a efektivni mnoziny je vidét, Ze kazdy ne-
nasyceny a rizikové averzni investor si své portfolium vybird praveé z mnoziny
efektivnich portfolii.
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g
Obrazek 1.11: Efektivn{ mnozina

Pozndmka. 7 definice efektivni mnoziny aktiv lze také odvodit, ze obsahuje
nanejvys jedno bezrizikové aktivum. Ruznd bezrizikova aktiva maji stejny
nulovy rozptyl a rizny o¢ekdvany vynos. Potom bezrizikové aktivum s nej-
vyssim vynosem dominuje vSechna ostatni bezrizikova aktiva. Proto muze
efektivni mnozina obsahovat pouze jediné bezrizikové aktivum, to s nejvys-
sim vynosem.

To, které portfolium si investor z efektivni mnoziny vybere, zalezi na
jeho konkrétnim odporu k riziku. Kazdému investorovi piislusi systém indi-
ferenénich krivek, jejichz tvar je dén silou investorova odporu k riziku. Body
jedné indiferencéni kiivky predstavuji kombinace o¢ekdvaného vynosu a rizika
zmény vynosu portfolia, které jsou investorem vnimany jako "stejné dobré”.

g g

Obrézek 1.12: Investor s vysokym Obréazek 1.13: Investor se stfednim
odporem k riziku odporem k riziku
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Obrazek 1.14: Investor s nizkym odporem k riziku

Pokud znd investor efektivni mnozinu portfolif a svij odpor k riziku (tedy
své indiferencénf kfivky), vybird pak to portfolium z efektivni mnoziny, které
lezi na "nejvyssi” indiferencni ktivce.

R i

12 |5

Obrazek 1.15: Nalezeni optimalniho portfolia P

1.4.3 Hledani mnoziny efektivnich portfolii

Pti hledéni efektivni mnoziny vychéazime ze slovni definice efektivni mnoziny,
kterda mé dveé ¢asti. Ziskame z nich tyto dvé podminky:

1. efektivni portfolium minimalizuje riziko pii stejné nebo vyssi drovni
ocekavaného vynosu

N
op — min za podminek Rp >0, b€ R, ZX" =1
i=1
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2. efektivni portfolium maximalizuje o¢ekdvany vynos pii stejném nebo
nizsim riziku zmény vynosu
N
Rp — max za podminek op < a, a >0, g X, =1
i=1

Znézornéme si tyto dvé mnoziny:

R R|

c g
Obrazek 1.16: Maximalizace Obrazek 1.17: Minimalizace
ocekavaného vynosu rizika zmény vynosu

V zéasadé lze najit efektivni mnozinu jejich prunikem. Ovsem v nékte-
rych specidlnich tvarech piipustné mnoziny to nestaci. Aby byl tento prunik
skutecné efektivni mnozinou, je treba z néj jesté vyloucit vSechna portfo-
lia, kterda maji riziko zmény vynosu vétsi, nez je riziko portfolia s nejvyssim
oCekdvanym vynosem.

Obrazek 1.18: Priklad mnoziny, kde efektivni mnozina neni pouze prunikem
feseni minimalizacni a maximaliéni dlohy
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Reseni optimalizaénich tloh

Je treba si uvédomit, ze jak Rp, tak op jsou funkei vah X;, konkrétné

N
Rp = ZX,Ri
=1

N N
op — ZZX"XJUU

i=1 j=1

Uloha (1) z odstavce 1.4.3 je tedy tlohou kvadratického programovani. Ta
ma v obecném zapisu tvar:

flx) = (Cx,x) — min

na mnoziné
<az’7$> <

<aj7$> - bj
x>0

V tomto pripadé tedy C' = o045 je kovarianénf matice, ay = —Rp, ay = 1,
by = —=b, by = 1.

Tuto dlohu lze fesit metodami kvadratického programovani, napriklad Wol-
fovou metodou.

1.4.4 Markowitzuv model a diverzifikace

Markowitzuv model je modelem hledani optimalniho portfolia pro investora s
urcitymi preferencemi. Je vybudovan s pomoci teorie pravdépodobnosti a sta-
tistiky. Jednim z jeho velkych kladu je, ze dokazal vyznamnost diverzifikace.
7, predchozi kapitoly je vidét, ze ¢im vic jsou jednotlivd aktiva v potrfoliu
negativné korelovana, tim vic klesa riziko zmény vynosu portfolia. Tedy ze
vybér nekorelovanych, popt. negativné korelovanych aktiv, ¢ini portfolium
efektivnéjsim.

V praxi vybér nekorelovanych aktiv znamend diverzifikaci portfolia. Tato
diverzifikace muze probihat v nékolika rovinach. V roviné finanénich produktu
- diverzifikuje se mezi akciemi, obligacemi, hotovosti atd. V roviné geografické
- doporucuje se investovat do ruznych zemi po celém svété, a zejména pak je
dulezita diverzifikace v roviné oborové - akcie firem z nejriznéjsich odvétvi
byvaji mezi sebou korelovdny jen velmi malo. Faktem je, ze silné negativné
korelovana aktiva se na kapitalovych trzich témer nevyskytuji.
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Druhym prostredkem, ktery vede k efektivité portfolia, je sell short. Po-
moci n€j je v podstaté mozné dosdhnout neomezené vysokého vynosu, po-
pripadé vhodné snizit riziko. Ovsem ackoliv teoretické vysledky optimalizace
portfolia se sell shortem casto pocitaji, z praktickych duvoda uvedenych v
odstavci 1.3.1 je jeho uziti silné omezeno.
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Kapitola 2

Capital Asset Pricing Model

S modelem Capital Asset Pricing Model (CAPM, ¢esky Model ocenovén{ ka-
pitdlovych aktiv) prisel v roce 1964 William F. Sharpe. Navazal na prace H.
Markowitze a dalsich, které se zabyvaly vybérem optimalniho portfolia. Tyto
prace byly vesmés normativniho charakteru, tedy doporucovaly investorum,
podle ¢eho se pii vybéru portfolia tidit. Sharpe vypracoval vlastni model,
ve kterém dosavadni teorie rozsitil na rovnovaznou teorii trhu kapitalovych
aktiv. Ve svém clanku z roku 1964 se snazi jednak vysvétlit empiricky proka-
zanou zavislost ocekavaného vynosu portfolia na riziku zmény vynosu tohoto
portfolia a jednak rozvinul Markowitzovu teorii efektivni mnoziny portfolif s
bezrizikovym aktivem. Takto pak odvodil rovnovahu na kapitdlovém trhu ve
tvaru CML (Capital Market Line), kterd je konzistentni s tehdejsimi klasic-
kymi finanénimi teoriemi.

CAPM byl od svého vzniku mnohokrat rozsitovan a upravovén. Existuje
mnoho variant tohoto modelu, které se blize zaméruji na vysvétleni vybra-
nych problémt, nebo do modelu implementuji dalsi vlivy vyplyvajici z praxe,
napiiklad zdanéni, transakéni naklady, riznd omezeni a snazi se takto model
priblizit realité. Vznikly také ruzné pristupy, jimiz se odvozovaly zdkladnf
vysledky modelu CAPM. Ten starsi piistup vyuziva teorie uzitku, tedy ma-
ximalizace uzitkovych funkeci, ten novéjsi pracuje s existenci arbitaze.

2.1 Predpoklady CAPM

Model CAPM ma predpoklady pomérné silné. Nékteri autoti se model snazili
upravit, aby predpoklady mohli ptiblizit realnému trhu, zatimco trh sam se
od vzniku CAPM zmeénil, a to vsttic jeho predpokladum. S masovym vyu-
zivanim vypocetni techniky a Internetu se zvysila informovanost investoru,
ruzné produkty, jako napiiklad finanéni derivaty, zpresnuji odhady ocekd-
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vanych vynosu i rizik zmény vynosu aktiv. I pfes stale znacnou idealizaci
skutecnych podminek vysledky modelu CAPM popisuji realitu kapitdlovych
trhu velmi dobte. Uved’'me zde konkrétni predpoklady:

1.

Portfolium je sestavovano na jedno odbobi. Pro jednotliva aktiva exis-
tuje ocekavany vynos a riziko zmény vynosu aktiva

. Vsichni investofi jsou rizikové averzni.

Kazdy investor na trhu je schopen vsechna ptripustna portfolia porov-
nat mezi sebou pomoci o¢ekdvaného vynosu a rizika zmény vynosu a
sestavit portfolium, které je pro n€j optimalni.

. Vsechna aktiva jsou nekonecné délitelnd.

Bezrizikové aktivum existuje a existuje pouze jedna urokova sazba, za
kterou investor muze realizovat bezrizikovou pujcku. Existuje pouze
jedna urokova sazba, za kterou investor muze realizovat bezrizikovou
vypujcku. Vétsinou predpokldddme, ze tyto irokové sazby jsou stejné.

. Vsechna aktiva jsou obchodovatelnd na trhu.

. VSechny typy informaci jsou komukoliv a kdykoliv dostupné, nejsou

kladena zadna omezeni na objem aktiv v portfoliu, tedy sell short je
povolen. Nejsou zadné transakéni naklady.

. Vsichni investoti maji stejna ocekdvani do budoucnosti ohledné vynosu,

rizika zmény vynosu a kovarianci mezi vynosy jednotlivych aktiv.

2.2 Uzite¢nostni odvozeni SML

Jednfm ze zasadnich prinosi CAPM je kiivka SML (Security Market Line),
ktera vyjadruje skutecnost, ze existuje vztah mezi oéekdvanym vynosem a
rizikem zmény vynosu portfolia, pficemz ocekavany vynos portfolia je do jisté
miry determinovan jeho zavislosti na ostatnich aktivech na trhu. Sharpe se
snazil odvodit, jak velkd ¢ast rizika portfolia pfipadd na vrub jeho ocekavané
vynosnosti a co urcuje to zbylé riziko, které s vynosnosti nesouvisi. Primka
SML tento vztah ilustruje.

Jesté difve, nez si ukazeme névaznost Sharpeho tvah na Markowitzovu
teorii efektivni mnoziny, odvodime zde primku SML pomoci uzitecnosti. Poz-
déji uvidime, ze to nenf jediny mozny zpusob.
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Predpokladejme, ze na trhu pusobi K investoru. Oznacme Wy bohat-
stvi, které investuje k - ty investor, vyjadrené jako ¢ast celkového bohatstvi
investovaného K investory. k - ty investor se bude snazit maximalizovat

o2

Up = R, — = (2.2.1)

Tk

kde Uy je uzitek k - tého investora, Ry je ocekavany vynos jeho portfolia,
o2 je rozptyl vynosu tohoto portfolia a 7 je investorova tolerance rizika.
Investofi se lisf pravé v toleranci rizika. Tato veli¢ina se d4 chapat jako inves-
torova mezni mira substituce rozptylu za ocekavany vynos portfolia. Predpo-
kladejme, ze tolerance rizika kazdého nvestora je konstantni pro ptripustnou

mnozinu ocekavanych vynosu a rizik.

Optimalizace portfolia

N
Investor k& bude maximalizovat Uy vzhledem k omezenf ve tvaru > Xy = 1,

i=1
kde X, mé stejny vyznam jako difve, tedy pomér bohatstvi investovaného
do 7 - tého aktiva v portfoliu. Pripomenme také, ze plati

N
R = Z X B, pro o¢ekavany vynos portfolia,
i=1

N N
Op — E Xik Xjk0i; pro riziko zmény vynosu portfolia,
i=1 j=1

kde o;; je kovariance mezi aktivy 7 a j.

Napisme Lagrangeovu funkci:

N
Ly = Uk+)\fk(1—ZXi )

i=1
Multiplikator Ay zde vyjadiuje meznf uzitecnost bohatstvi investora k. Mezni
uzitecnosti jednotlivych aktiv v portfoliu musi byt stejné.

Nutné podminky 1. fadu:

oLy 2 &
= R; — — Xipoii — A =0
asz Tk; ]kU] Ik
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Pro kovarianci ¢ - tého aktiva s libovolnym portfoliem P k - tého investora
plati, Ze je rovna vazenému prumeéru kovarianci ¢ - tého aktiva s aktivy v P,

tedy
N
Ok = Z Xjkoi
i1

Substituel dostavame 5
Ri— —ow—Ap =0
Tk

takze podminka optimality 1.fadu ma tvar

2
Rz’ — — 0 — )\fk pro V1 (222)
Tk

Predpokladejme, ze trh se vycistil, ze tedy vSechna aktiva jsou drzena K in-
vestory. Provedeme agregaci proménnych, a to tak, ze vysledna proménna je

vazenym prumérem promennych piislusnych jednotlivym investorim v po-
meéru bohatstvi, které kazdy z nich investoval. Takze:

Vyndsobime rovnici (2.2.2) 7 a preusporadame ¢leny
TkRz’ — 2Uik — Tk)\fk

potom vynasobime rovnici bohatstvim Wy a secteme pres vSechny investory

K K K
ZWkaRz — QZWkaik — ZWka)\fk (2.2.3)
k=1 k=1 k=1

Déle definujeme 7, jako

K
Tm — E Wka
k=1

Ptipomenme, ze o = C(Z;, Z;), kde Z;, Z; jsou ndhodné velic¢iny popisujici
vynos aktiv ¢ a 7. Mizeme psat

K K
Z Wkaik — C(ZZ, Z Wka)
k=1 k=1

Sumace na pravé strané je bohatstvim vazeny prumér vynosu portfolif vSech
investoru, tedy vlastné vynos odpovidajici celému trhu - vynos trzniho port-
folia. Takze sumace na levé strané je rovna kovarianci vynosu ¢ - tého aktiva
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s vynosem trzniho portfolia a tu oznac¢ime oy,. Provedeme substituce do
rovnice (2.2.3)

K
T Al — 205, — Z WiTe A sk

k=1
Rovnici vydélime 7,

K
Z WkT k)\ fk
k=1
m Tm
Clen na pravé strané je vazeny prumer As,. Oznacime-li ho Ay, dostavame

2
Ry — —0im = Afm pro Vi (2.2.4)
T,

m
Vyznam ¢lent v rovnici (2.2.4) je nasledujici:
Tm je spolecenska tolerance rizika, o, je kovariance i - tého aktiva s trznim
portfoliem a A, je spolecenskd mezn{ uzitecnost bohatstvi. Po jednoduchém
preusporadani ¢lenu dostaneme

2
Ri= X + —0uim pro Vi (2.2.5)
Tm
Vidime, zZe pfi rovnovaze existuje linedrni zavislost mezi ocekdvanym vyno-
sem aktiva a jeho kovarianci s trznim portfoliem. Oznacme [3;,, podil této
kovariance a rozptylu trzniho portfolia

Oim
/aim - O',2n
Substituci do (2.2.5) dostdvame
2 2
B = Apm + 2283, pro Vi (2.2.6)
Tm

Uvédomme si, ze jelikoz ocekdvany vynos portfolia a kovariance s trznim port-
foliem jsou vazené pruméry téchto ukazateli u jednotlivych aktiv portfolia,
bude vztah (2.2.6) platit pro vsechna aktiva a portfolia na trhu, tedy i trzni
portfolium. Je ztejmé, ze [B,,, = 1. Potom jestlize oznacime R, o¢ekdvany
vynos trzniho portfolia, dostaneme

2 2
Rm — )\fm + &
Tm
Ry — At 2
—m_oim o 2 (2.2.7)
Om Tm
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Dosazenim z (2.2.7) do (2.2.6) pak ziskdme

Ri = Apm 4+ (B — Apm) Bim pro Vi (2.2.8)

Tato rovnice vyjadiuje jiz vyse zminény vyznamny zavéer CAPM, a to,
ze ocekavany vynos aktiva je linedrné zavisly na trznim riziku (také nazyva-
ném systematické riziko). To je soucdsti celkového rizika a do vynosu aktiva
se promita pres kovarinaci aktiva s trznim portfoliem. Tento vztah, ktery
umoznuje na zakladé parametru trzntho portfolia a prislusného G urcit oce-
kavany vynos aktiva, je oznacovan SML.

Z rovnice (2.2.8) je vidét, ze Asy,, je rovna ocekdvanému vynosu z libo-
volného portfolia, jehoz 3 je rovna nule. Tuto podminku spliuje naptiklad
bezrizikové aktivum, protoze jeho korelace s trznim portfoliem je nulova.
Jestlize bezrizikové aktivum existuje, ozna¢me jeho vynos Ry a mizeme psat
nejznaméjsi tvar SML

R,=R;+ (R,, — Ry)Bim pro Vi (2.2.9)

2.3 Rovnovaha v CAPM

2.3.1 Tangencidlni portfolium

CAPM rozviji Markowitzovu ideu efektivni mnoziny. Poc¢itd s existenci bez-
rizikového aktiva a zkouma jeho vliv na efektivni mnozinu. Méjme rizikova
portfolia A, B,C a T, ktera jsou prvky efektivni mnoziny. V prvni kapitole
jsme odvodili, jak budou vypadat vsechna portfolia, kterd vzniknou kombi-
naci libovolného portfolia s bezrizikovym aktivem F. Tato portfolia budou
lezet na poloptimkach tak, jak je vidét na obrazku 2.1.

Je zrejmé, ze portfolia na polopfimce F'T dominuji portfolia z puvodni
efektivni mnoziny. Z toho plyne, ze zahrnutim bezrizikového aktiva vznikne
nova efektivni mnozina, kterd md lepsi vlastnosti nez ta puvodni. Kromé
toho je na obrazku nazorné vidét vyznam portfolia T. Jestlize je k dispozici
bezrizikové aktivum, pak budou vs§ichni investori poptavat pouze kombinaci
bezrizikového aktiva a portfolia T'. Toto portfolium se nazyva tangencidlni,
protoze je pravé bodem dotyku teény z bodu F k puvodni mnoziné efektiv-
nich portfolii. Nastane - li pak v takové situaci rovnovaha, miuzeme oznacit
tangencialni portfolium jako trzni portfolium, protoze obsahuje vsechna rizi-
kové aktiva, do nichz se na trhu investuje.
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Obrézek 2.1: Kombinace rizikovych portfolii s bezrizikovy aktivem

Proces vybéru portfolia se pak skldda ze dvou ¢ésti. Nejprve investor
najde portfolium T a potom se podle svého odporu k riziku rozhodne pro
specifickou kombinaci portfolia T a bezrizikového aktiva. Investor s vyssim
odporem k riziku vybira kombinace T" a bezrizikové pljcky a zustava na
Usecce F'T', investor s nizsim odporem k riziku voli T" a bezizikovou vypujcku
a posouva se na polopiimee F'T' déle za bod T

Polopiimka FT se nazyva CML (Capital Market Line) a jeji rovnici od-
vodime jednoduse podle obrazku 2.2.

R
CML
R; z
R, !
Ry
i T o)

Obrazek 2.2: Odvozeni CML

I je libovolné portfolium z efektivni mnoziny, jeho o¢ekdvany vynos je R;,
riziko zmény vynosu je ;. Podobné Ry a op pro tangencialni portfolium a
Ry je vynos bezrizikového aktiva. Z podobnosti trojuhelnika Ry I R; a R¢T Ry
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plyne
R, — Ry B Rp — Ry

g ar

Odtud dostdvame rovnici CML ve tvaru

Rz’ — Rf + (RT - Rf)&

ar

2.3.2 Rovnovaha na kapitalovych trzich

CAPM je modelem rovnovaznym. Je zde tieba brat v tvahu predpoklady,
které jsme uvedli na zacatku kapitoly. Méjme vychozi ceny aktiv a pozorujme
investory na kapitdlovém trhu.

R

g

Obrézek 2.3: Preference investoru

Podle svych preferenci, a tedy indiferen¢nich ktivek, vybiraji investoti z
efektivni mnoziny portfolia A, T"nebo C'. Jak bylo zminéno uz vyse, poptavaji
tak vzdy néjakou ¢ast portfolia T'. Vzhledem k tomu, Ze ocekdvana vynosnost
portfolia je budoud hodnota vztazena k soucasnym cendm, tato poptavka
zpusobi rust ceny portfolia T a tim zpusobi pokles jeho ocekdvané vynosnosti.
Naopak ceny aktiv, které nejsou soucasti tangencialniho portfolia, poklesnou,
a tim se jejich ocekavana vynosnost zvysi.

Graficky to znamend, ze portfolium 7" se na obrézku 2.3 posune doprava a
naptiklad portfolium B se posune doleva. Zménam v oc¢ekdvanych vynosnos-
tech budou investofi prizpusobovat své chovan{ a poptavka po jednotlivych
aktivech se bude ménit. Nasledné se pak opét zméni ceny, ocekdvané vynos-
nosti, poptavka atd.

Vzajemné prizpusobovani bude trvat tak dlouho, dokud se nedospéje k
takovym cenam, pro které budou vSechna aktiva obsazena prinejmensim v
jednom portfoliu lezicim na CML.
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c CML

o
Obrazek 2.4: Rovnoviha na finanénim trhu

Pozndmka. Bylo by chybou domnivat se, ze v rovnovaze lezi vSechna aktiva
na primce CML. Lezi tam pouze jako soucast trzniho (tangencialniho) port-
folia, ovSsem samotna aktiva lezi témér vzdy pod CML. Je to proto, ze nejsou
diverzifikovand, a tedy nejsou tak efektivni jako portfolia na CML.

Fakt, ze v rovnovaze je opét ziejma linearni zavislost mezi ocekavanym
vynosem portfolia a rizikem zmény jeho vynosu, vede k dalsimu zkouman{
povahy této zavislosti a zejména konkrétnimu vyjadreni, jaka c¢ast rizika se
takto ptimo promita do ocekdvaného vynosu. V podstaté je mozné na zakladé
znalosti piimky CML odvodit ptimku SML.

2.3.3 0Odvozeni SML z CML

Uvazujme libovolné vybrané rizikové aktivum I. Predpokladejme, ze I je sou-
casti efektivniho portfolia T'. Toto aktivum bude na obrazku 2.5 typicky lezet
pod ptimkou CML, protoze neni diverzifikovano.

Zvolme libovolné portfolium P, které obsahuje relativni podil o aktiva I
a relativni podil (1 — a) portfolia T. Portfolium P bude lezet na kiivce mezi
I'al (popt.izaT), kterd je teénou k efektivni mnoziné v bodé T'. To, Ze je
tato krivka tec¢nou, je lehce vidét, protoze pokud by protinala ptimku CML v
bodé T, existovala by portfolia, ktera by dominovala CML, coz neni mozné,
protoze CML je efektivni mnozina.
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CML

o]
Obrazek 2.5: Neefektivni aktivum [

Pro ocekdvany vynos a riziko zmény vynosu portfolia P plati:

Rp — OZRZ' + (1 - OZ)RT

op = \/oﬂa? + (1 — )02 + 2a(l — a)piroior

7. pozadavku, aby se v bodé T, kde je a = 0, kfivka T'I dotykala CMIL,
dostavame

dop 2002 — 2(1 — )02 + 2047 — daoyr
da 24/a?0? + (1 — a)202 + 2a(1 — a)piroior
ORp
9% R R
Ja g
Dop =202 | 200 ou — 02
op _ —20r | 20w oir — 0F proa =0
Ja 2 U?p or

Takze
8Rp - O'T(Rz' — RT)

80']3 —O'%‘FO'Z'T

Pripomenme si rovnici CML:

Rz’ — Rf + (RT - Rf)&

ar

Smérnice kiivky IT v bodé T a piimky CML v bodé T" se musi rovnat

UT(RZ' — RT) _ RT — Rf

2
oy — 0O or
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Upravime

Ry — R)or — (Rp — Ry)o? i
R — Ry — Hr = Boa 2( g f)UT:Rf—RTHRT—Rf)U,f
or or
Ri:Rf‘F(RT—Rf)UgT
ar
Oznacime-li
airT
2 :/aiT
O

dostavame rovnici SML
Rz’ — Rf + (RT - Rf)/@z'T

Protoze se nachazime v rovnovazném stavu, tangencialni portfolium je vlastné
trzni portfolium, takze muzeme rovnici SML preindexovat

Beta cenného papiru

Koeficient fg;,, vyjadiuje zavislost o¢ekdvanych vynosu ¢ - tého aktiva na
trznim portfoliu. Do urcité miry determinuje riziko zmény vynosu cenného
papiru. V teorii portfolia se takto vlastné pouziva jako alternativni vyjadrent
rizika portfolia. Hodnota koeficientu gy, neni teoreticky nijak ohranic¢end,
presto se malokdy pohybuje mimo interval (0.5,2). I kdyz se takovéto hod-
noty vyskytnou, jsou dlouhodobé neudrzitelné.

Podle velikosti koeficientu 3, délime cenné papiry na:

1. Agresivni - pro (3, > 1, tyto cenné papiry kolisaji (rostou) vice nez
trzni portfolium

2. Defenzivni - pro f;, < 1, tyto cenné papiry kolisaji (rostou) méné
nez trzni portfolium

3. Neutralni - pro g, = 1, tyto cenné papiry kolisaji zdroven s trhem
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2.3.4 Charakteristicka primka

Je pochopitelné, ze vyse uvedeny tvar SML (2.3.1) nemuze o¢ekdvany vynos
aktiva popsat Uplné presné. Trzni riziko nenf jedina velic¢ina, ktera o¢ekavany
vynos aktiva ovliviiuje. Pusobi i jiné vlivy, casto nekvantifikovatelné, v jejichz
dusledku ocekdvané vynosy aktiva kolisaji kolem SML. Budeme-li uvazovat
nadhodné veli¢ciny Z; a Z,,, kter0 popisuji vynos i - tého aktiva, respektive
trzniho portfolia, bude platit

kde ¢; je rezidualni vynos netrznich slozek i - tého aktiva.

Vlastnosti ¢; :
1. E(g) =0 ... 1ze dosdhnout vhodnou volbou a;

2. Cles, Zm) = 0 ... protoze ¢; je pravé ten vynos, ktery neni vysvétlovan
pohyby trzniho portfolia

3. Cle;,€5) # 0 ... bohuzel nenf duvod predpoklddat, ze ndhodné slozky
jednotlivych aktiv jsou vzajemné nekorelovany

Pro urceni hodnoty «; vyjdeme z pozadavku E(¢;) = 0. Aplikujeme stredni
hodnotu na ¢leny rovnice (2.3.2)

R; = a; + BimBm
Ze srovnani s (2.3.1) dostavdme
ay — (1 - ﬁim)Rf

Potom se rovnice
Zi = (1 = BimBRys) + BimZm + €

respektive
Zi = Ry +(Zp, — Rf)Bim + €

nazyva charakteristickd primka cenného papiru.

34



2.3.5 Systematické a nesystematické riziko portfolia

V predchozi ¢asti se podarilo odvodit, ze riziko zmény vynosu portfolia ob-
sahuje z ¢ast systematickou (trznf), kterd souvisi se vztahem portfolia k trz-
nimu portfoliu. Zbylou ¢ast celkového rizika nazyvame nesystematické riziko,
které vyplyvé ze v8ech ostatnich vlivi na portfolium. Nesystematické riziko
lze minimalizovat diverzifikaci, a tim snizit celkové riziko a zefektivnit port-
folium. Trzni riziko diverzifikaci ovlivnit prilis nelze. Zde si odvodime, jaky
je mezi témito druhy rizika vztah. Vyjdeme z rovnice (2.3.2). Vyjadreme z
ni nahodnou chybu
€ = Zi — Qi — BimZm

Napisme rozptyl ndhodnych veli¢in na obou stranach rovnice, pficemz vime,
ze oy je konstanta.
D(e;) = D(Z; — aii — BinZm)
= D(Z) + D(BimZm) — 2C(Zs, Bim Zim)
Uvédomime-li si, ze
Oim — /azmo'?n
pak po preznaceni dostaneme

0l = 07 + B — 2Bim im0,

2 2 2
=05 = PimTm

Pro celkové riziko portfolia tedy méme

Y ) 2 2
0i — Uei+ imTm

kde jako o2 oznacujeme nesystematické riziko a

€

riziko portfolia.

2 2

2 oo systematické (trznf)
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Kapitola 3

Brownuv pohyb

V zavéru této prace bych rada nastinila prechod od statické teorie portfolia
k jeji dynamické verzi. Pro popis spojitych zmén cen aktiv je s Uspéchem
vyuzivan nahodny proces zvany Brownuv pohyb, piipadné Wieneruv proces.
Proto se jim budu v této kapitole podrobné zabyvat.

Brownuv pohyb dostal své jméno po anglickém botaniku Brownovi, ktery
na konci 19. stoleti pozoroval pod mikroskopem pohyb ¢édstic pylu v kapa-
liné a zjistil, ze vykonavaji nepravidelny pohyb. V roce 1900 tento pohyb
zkoumal Bachelier a jako prvni jej vnimal jako nepravidelny pohyb, kterym
by se daly popsat zmény cen akcii na finanénim trhu. V dalsich letech se
Brownivym pohybem zabyvali dalsi matematici a fyzici, napiiklad Albert
Einstein, a snazili se je popsat pomoci teorie pravdépodobnosti. Pak jej v
roce 1923 studoval uz jako stochasticky proces Wiener, po némz se tento
proces také nékdy nazyva Wieneruv proces. Pii tomto zkouman{ se Brownuv
pohyb ukézal byt vhodnym pro popis difuze ¢i vedeni tepla, ovSem pro tcely
této prace je dulezity pro model pohybu cen aktiv.

Pti konstrukei Brownova pohybu navazu na svou bakalarsku préci, ktera
se Castecné vénovala nahodné prochézce. V druhé poloviné této kapitoly si
budu vsimat nékterych pozoruhodnych vlastnosti tohoto procesu, z nichz né-
které jsou analogiemi tychz vlastnosti nahodné prochézky a jiné jsou speci-
fické pouze pro Brownuv pohyb. Diky svym nezvyklym vlastnostem je Brow-
nuv pohyb vhodny pro popis mnohych realnych jevi.

Samotny zavér kapitoly je vénovan ivodu do stochastickéhu kalkulu, po-
moci néjz je Brownuv pohyb implementovdn v dynamické teorii portfolia.
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Definice 9. Browntv pohyb je stochasticky proces {B(t)}i>0 s nasleduji-
ciemi vlastnostmi:

1. B(0)=0
2. S pravdépodobnosti 1 je B(t) spojity v t
3. Proces { B(t) }+>0 ma staciondrni, nezavislé prirustky

4. Pifrustek B(t + s) — B(s) ma normalnf rozdélen{ se stfedni hodnotou
0 a rozptylem o2t, kde o je redlnd konstanta

Poznamka.

1. Jedna se o konvenci. Brownuv pohyb zacinajici v bodé x ziskame jako
{B(t + x)}>0

2. Pozdéji se ukaze, ze soucasné je B(t) nediferencovatelny v ¢
3. Nezavislé piirustky znamend, ze pro kazdy vybér nezdpornych realnych
cisel
0<s1<t1 <8 <ty... <s,<t, <@

jsou nahodné velic¢iny
B(t1) — B(s1), B(ty) — B(sa), ..., B(t,) — B(sn)

sdruzené nezavislé.
Stacionarni piirustky znamend, ze pro libovolnd 0 < s, < oo ma
nahodnd veli¢ina B(t+ s) — B(s) stejné rozdéleni jako nahodnd veli¢ina
B(t) - B(0) = B()

4. Parametr o® je mozné znormovat. Proces { B(£)};0 je Brownuv pohyb
s rozptylem ¢

Definice 10. Brownuv pohyb s parametrem o? = 1 se nazyvé standardn{
Brownuv pohyb.

Proces, ktery spliiuje tyto vlastnosti, skutecéné existuje. Dokazal to Wiener v

dokazovat nebudeme, radéji uvedeme jeho konstrukci pomoci limity nahodné
prochazky. Tento ptistup je velmi intuitivni a umozni ¢tendii lépe si Brownuv
pohyb predstavit a porozumét jeho vlastnostem.
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3.1 Brownuv pohyb jako limita nadhodné pro-
chazky

Definice 11. Necht’ Xy, X,, X3, ... jsou nezavislé stejné rozdélené nahodné
¢

veliciny takové, ze P(X; = 1) = p, P(X; = —1) = 1—p. Ozna¢me S(t) = > X,.
i=1

Posloupnost {S(t) }sen se nazyva ndhodna prochazka.
Platf - li P(X; = 1) = P(X; = —1) = 1, nazyva se ndhodnd prochdzka
{S(t) }ten symetricka.

Je lehce vidét, jak vypadaji sttedni hodnota a rozptyl Xi:

1

B(X) =5 145 (-1) =0

| —

D(X) = B(XP) ~ FX(X) = 5 1% 4 5 (-1 ~0 =1

7, téchto hodnot a nezavislosti ndhodnych velicin X; podobné dopocitdme
stfedni hodnotu a rozptyl {S(¢) hen:

E({S()}ien = E <ZX>zt:EX¢O
D{S(t)}sen = D <Zx>ipxit

Abychom dostali Brownuv pohyb, musime nejprve zménit délku casového a
prostorového kroku ndhodné prochédzky. Délku kroku zkratime /n - krat a
délku casového okamziku n - krat. Definujme tedy pro kazdé n > 1 nahodny
proces ve spojitém case ¢ oznaceny { B, () }>o0 jako

[nt]

B, (t \/,ZX

kde X, jsou nezavislé stejné rozdeélené ndhodné veliéiny z definice ndhodné
prochazky. Tento proces déla n kroku o velikosti f za jednotku casu. Jeden
krok tedy trvd X . Vzhledem k tomu, ze ndhodné veliciny X; jsou nezavislé,
také prirustky B,(t) jsou nezdvislé. Pripomenme zde velmi dilezitou a uzi-
tecnou Centralni limitni vétu.
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Véta 3.1.1 (Centralni limitni véta). Necht’ X1, Xy, X3, ... jsou nezdvislé
stejné rozdélené ndhodné veli¢iny se stiedni hodnotou u a rozptylem o?. Po-
tom ndhodnd velicina

1 n
YTL:— Xz— :1,2,...
(o)
konverguje v distribuci k rozdéleni N(0,0?).

Budeme-li Centralni limitni vétu aplikovat na nas piipad, dostaneme, ze pro
velkd n je rozdélent pifrustki B,(t + s) — B,(s) blizké normalnimu rodélen{
se stfedni hodnotou 0 a rozptylem ¢.

[n(t+s)] [rs]
1 1
EBu.(t+s)—Bu(s)|=E |—= > X;——=> X,
\/ﬁ j=1 \/ﬁ =1
v j=1 \/ﬁjzl

0

D[B,(t+s)— B.(s)] =D {%(Xl + Xo + o+ Xpys)) — %(Xl + Xo+ .o+ Xs)

1
=—1DX1+DXo+ ...+ DX pypjns — DX5 — DXo — ... — DX
- -+
1
= —[nt + ns — ns|
n
— ¢

Lze si pak predstavit, ze pro n — oo se rozdéleni nahodného procesu B,,(t)
bliz{ rozdéleni standardntho Brownova pohybu {B,(¢)}i>0. Tento pfechod
ukazuji obrazky 3.1, 3.2 a 3.3.

Pozndmka. Neni ndhoda, ze zména casového (At) a prostorového (Ax) kroku
byla zvolena At = + a Az = %, tedy Ax? = At. Predstavme si B,(t)
obecnéji:

iy
Bu(t) = Az ) X;
j=1
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Obrézek 3.3: Ndhodna prochazka pro n = 5000
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Potom

r i I i

At At
E(B,(t) = E |Ax) X;| = Az Y EX;=0
i j=1 ] j=1
[ A iy ;
_ _ 2 o 2
D(B,(t)) =D Ax;)(j - Az ;ij = A’

Uvazujme zavislost mezi At a Az ve tvaru Az = o(At)? a sledujme rozptyl
B,(t) pro At — 0, Ax — 0:

Je-li p > %, dostaneme

D(B,(t)) = c*(A)?-—  —0
(Balt)) = (D0
Je-li p < %, dostaneme

D(B.()) — ﬁ(At)?pAit Lo
Je-li p = %, dostaneme

D(B, (1)) — ﬂAt)Ait Y

Vysledek pro p = % koresponduje s pozadavky Brownova pohybu. Pro odvo-
zeni standardniho Brownova pohybu je tfeba volit ¢ = 1 a vztah pak ziskd
némi pouzity tvar Az = /AL, tedy At =+ a Az = ﬁ

3.2 Vlastnosti Brownova pohybu

Tvrzeni 3.2.1. Necht’ {B(t) }+>0 je standardni Browniv pohyb. Potom také
kazdy z ndsledugich procesu je standardni Brownuv pohyb.

L A=B(t)}e=0

2. {B(t +s) — B(s) }=0
3. {aB(3)}ez0

4. {tB}iso
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Pozndmka. Vlastnost (3) budu v dalsim textu nazyvat zménou méritka. Je
to tatdz transformace, jakou jsme pouzili pii konstrukci Brownova pohybu
jako limity ndhodné prochézky.

Vsechny tyto transformace jsou velmi uzitecné v dalsim zkoumani Brow-
nova pohybu. Abychom mohli pokracovat dél, definujme na tomto misté dvé
zajimavé nahodné veliciny M(t) a M~ (t) popisujici dosazené maximum a
minimum Brownova pohybu.

M(t) = max{B(s); 0<s<t}

M=(t) =min{B(s); 0<s<t}

Tyto veli¢iny jsou korektné definované, protoze Brownuv pohyb je spojity a
spojité funkce vzdy nabyvaji svého maxima a minima na uzavieném inter-
valu.

Zaméiime-li se na rozdéleni M(t) a M~ (t), podivejme se, co se stane, kdyz
nahradime Brownuiv pohyb B(t) jeho transformaci — B(t). Pro proces —B(t)
se minimum zméni v maximum s opa¢nym znaménkem. Ovsem —B(t) je také
Brownuv pohyb, a tedy M(t) a —M~(t) maji stejné rozdéleni.

M(t) ~ — M~ (1)

Uk&azeme si také, ze pro nahodné veliciny M (t) a M~ (t) plati i zména méritka.
Necht’ @ > 0 a definujme nahodnou velicinu B*(t):

B*(t) = aB(t/a*)
Pak analogicky muzeme definovat

Mt) = max{B*(s); 0<s<t}
= max{aB(s/a®); 0<s <t}
— aM(t/a?)

Protoze ale B*(t) je také Brownuv pohyb, méd ndhodna velicina M*(t) stejné
rozdéleni jako M(t). Tedy

M(t) ~ aM(t/a*)
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3.2.1 Chovani Brownova pohybu

Jestlize vnimame Brownuv pohyb jako proces, ktery déla nekoneéné malé
kroky v nekonecné kratkych casovych intervalech, mizeme potom intuitivné
vérit nasledujicim tvrzenim. Jsou uvedena bez dikazu, majf slouzit jen k lepsf
predstavé o veelku zvlastnim chovani Brownova pohybu.

Tvrzeni 3.2.2. Ackoliv je {B(t)}i>0 spojity v kazdém bode, neni s pravde-
podobnosti 1 v Zadném bodé diferencovatelny.

Tvrzeni 3.2.3. Brownuv pohyb dosdhne s pravdépodobnosti 1 libovolné re-
alné hodnoty, at’ je jakkoliv velkd, kladnd ¢i zdpornd. S pravdépodobnosti 1
se pak v néjakém pozdéjsim case Browniuv pohyb zase vrdti k hodnoté 0.

Tvrzeni 3.2.4. Jokmile jednou Brownuv pohyb dosdhne néjaké hodnoty, do-
sahne ji pak s pravdépodobnosti 1 jesté nekonecné mnohokrdt znovu.

Tvrzeni 3.2.5. Budeme-li sledovat Brownuv pohyb v jokkoliv malych ¢aso-
vych intervalech, bude jeho struktura vypadat stdle stejné.

Posledni tvrzeni ilustruji obrazky 3.4, 3.5 a 3.6 na nésledujici strané. Proces
na nich zachyceny je aproximaci Brownova pohybu pomoci ndhodné pro-
chézky. Kazdy nasledujici obréazek predstavuje podrobnéji vytez naznaceny
na obrézku predchézejicim.

3.2.2 Brownova filtrace

Definice 12. Necht’ € je prostor véech moznych udalosti (naptiklad vsechny
mozné pohyby cen aktiv na finanénim trhu). Predstavme si mnozinu F; véech
udalosti, které mohly nastat do casu t.

Potom konecnou posloupnost {F;}¢>0, pro niz plati nésleduji vlastnosti, na-
zveme filtraci na prostoru €.

1. Kazda F; je o-algebra udalosti z 2
2. Fs CF,pros <t

Filtraci je mozné spojit s ndhodnym procesem. Pro nase tcely zavedeme
Fi=o({B(s)o<s<t)
Foo = 0({B(s) fogscos)

tedy pro kazdé t je F, o-algebra, ktera obsahuje vSechny udalosti tvaru
{B(s) <a}, kde a € R, s < t. Potom posloupnost {F;}+>0 nazveme Browno-
vou filtraci.

43



Obrazek 3.4: Brownuv pohyb

8.4 551 5452 553 554 555 54586 5457 558 5459 o=}
4
¥ 10

Obrazek 3.6: Brownuv pohyb - vyfez vyfezu
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Brownova filtrace JF; obsahuje vSechny mozné varianty Brownova pohybu,
které mohly nastat od pocatku do casu t.

Priklad:
Pro kazdé t > 0 je ndhodnd velicina M(t) méfitelna vzhledem k F;. To
znamend, ze Va € R je uddlost {M(t) > a} prvkem F;. Ze spojitosti plyne

{M(t) > a} = | {B(s) > a}
sEQ

Protoze mnozina racionalnich ¢isel Q je spocetna, sjednocent na pravé strané
je také spocetnd mnozina. Vzhledem k tomu, ze kazdd z udélosti {B(s) > a}
ve sjednoceni je prvkem F;, pak i {M(t) > a} musi byt prvkem F;.

3.2.3 Markovova vlastnost

V odstavei 3.2 jsme zminili, Ze proces {B(t + s) — B(s) }+>0 je také Browntv
pohyb. Tato vlastnost je zékladni forma obecnéjsi Markovovy vlastnosti. Diky
ni lze o procesu {B(t + s) — B(s) }4>0 nejen fici, ze je to Browntv pohyb, ale
také, Ze je nezavisly na {B(r)}o<,<s, neboli ze podminéné rozdéleni procesu
{B(t+ s) — B(s) }+>0 zavisi pouze na hodnoté B(s) a zadné predchozi.
Receno formalnéji pomoci filtract:

Véta 3.2.6 (Markovova vlastnost). Necht’ {B(t)};>o je standardni Brow-
nuv pohyb, {Fiti>o je Brownova filtrace a pro s > 0,t > 0 definujeme
B*(t) = B(t + s) — B(s) a necht’ {F} >0 je jeho filtrace. Pak pro ¥t > 0
gsou filtrace Fy a F} nezduvislé.

Abychom mohli formulovat silnéjsi verzi Markovovy vlastnosti, musime nej-
prve definovat pojem stopping time.

Definice 13. Nezdporna nahodna velicina 7 se nazyva stopping time, jestlize
pro Vt > 0 je udalost {r <t} prvkem c-algebry F;.

Soucasné také definujme 7(a), ¢as prvniho priuchodu bodem a, jako
7(a) = min{t; B(t) = a}
nebo 7(a) = oo, pokud proces B(t) nikdy nedosdhne bodu a.

Tvrzeni 3.2.7. Cas pruniho prichodu bodem a je stopping time.
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Tvrzeni muzeme ovéfit takto:

Vzhledem k tomu, Ze Browntlv proces je spojity, udalost {r(a) < t} je to-
tozna s udalosti {M(t) > a}. O této udalosti jsme v predchozim prikladé
ukdzali, ze je prvkem Fy, tedy i {7(a) < t} je prvkem F, a proto 7(a) je
stopping time.

Pozndmka. Kazdému stopping time 7 je mozné priradit o-algebru F,, kterou
definujeme jako mnozinu vsech uddlosti B takovych, ze BN {r < t} € F.
Tedy F: obsahuje vsechny udalosti, které mohly nastat do casu 7.

Piiklad:
Necht’ jako v predchozim pripadé 7 = 7(a) a necht’ B je udélost, kdy Brow-
nuv pohyb dosdhne bodu b diive, nez dosdhne bodu a. Potom B € F..

Véta 3.2.8 (Silna Markovova vlastnost). Necht’ { B(t) }+>0 je standardni
Brownuv pohyb s filtraci {F,}i>0 a necht’ T je stopping time definovany po-
moct Fy. K T prirtadime o-algebru F.. Prot > 0 definujeme

B*(t) = B(t+ 1) — B(r)
a necht’ {F} hi>o je filtrace procesu {B*(t) }4>0. Potom
1. {B*(t) }+>0 je standardni Browniv pohyb
2. Pro ¥t > 0 jsou o-algebry F; a F nezdvislé.

Tato velice dulezitd véta v podstate 11kd, ze Brownuv pohyb za¢ind v bodé
nanovo, pricemz je iplné nepodstatné, jak se vyvijel do ¢asu 7. Proces B*(t)
je Brownuv pohyb nezavisly na tom, co se délo pred ¢asem 7. Je si ale tieba
uveédomit, ze to, ze 7 je stopping time, je skuteéné klicovy predpoklad pro
platnost Silné Markovovy vlastnosti. V nasledujicim prikladu ukazeme, ze je
tomu skutecné tak.

Priklad:

Necht’ T je prvni ¢as, ve kterém Browntv pohyb dosdhne maxima na ¢asovém
intervalu [0,1]. Tedy

T =min{t, B(t) = M(1)}

Cas T je dobie definovany, protoze Browniv pohyb je spojity a mnozina
casu t < 1, pri kterych B(t) = M(1), je uzaviend a neprazdné. Protoze M (1)
je maximalni hodnota, kterou Brownuv pohyb dosahl do casu 1, pak ¢ast
Brownova pohybu po ¢ase T', B*(s) = B(T + s) — B(T'), nemuze dosdhnout
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zadné kladné hodnoty v ¢ase s < 1—T. Pokud by zde platila Silna Markovova
vlastnost pro ¢as T, pak by pro Brownuv pohyb B*(s) muselo platit, ze
nedosdhne zadné hodnoty z intervalu (0, 00). Vzhledem k tomu, ze —B*(s)
je také Brownuv pohyb, ktery analogicky nemuze dosahnout zadné hodnoty
z intervalu (—o0,0), tak z toho plyne, ze

B*(s) =0 pro Vs € [0,1 =T
To ale neni mozné, protoze pro Brownuv pohyb plati s pravdépodobnosti 1,

ze

B(s) #0 pro Vs > 0

3.2.4 Princip reflexe

Tvrzeni 3.2.9. Necht’ {B(t)}i>0 je Browniv pohyb, a > 0,71(a) je cas pruv-
ntho dosazent bodu a. Plat{

Plr(a) < 1] = 2P[B(t) > d]

Dukaz. Jestlize je B(t) > a, potom ze spojitosti Brownova pohybu plyne
7(a) < t. Protoze 7(a) je stopping time, pak {B(t + 7(a)) — B(r(a))} je
Brownuv pohyb nezavisly na vyvoji pred ¢asem 7(a). Jestlize 7(a) < t, pak
{B(t) — B(r(a))} ma normélni rozdélen{ se stfedni hodnotou 0 a rozptylem
t — 7(a). Ze symetrie normalniho rozdéleni plyne

P|B(t) — B(r(a)) > 0| t(a) < t] = P|B(t) — B(r(a)) < 0| 7(a) < t] = %

Muzeme tedy psat

P[B(t) > a] = P[r(a) < t, B(t) — B(r(a)) > 0]
— Plr(a) < t] PIB(t) — B(r(a)) > 0 | 7(a) < 1]

%th)<ﬂ

[l

Tento dukaz vyuzil principu reflexe Brownova pohybu, ktery k4, ze pokud
7(a) < t, pak je stejnd pravdépodobnost, ze B(t) se bude nachédzet nad irovni
a i pod drovni a. Tento princip se pouzivd v riznych vypoctech, proto zde
uvedeme jesté jednu jeho verzi.
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Vychdzime opét z toho, ze 7 = 7(a) je stopping time a ze podle Silné Mar-
kovovy vlastnosti je proces

B*(t) = B(r +t) — B(t)

Brownuv pohyb nezavisly na F.. Také {—B*(t)}+>0 je Browntuv pohyb nezé-

visly na F.. Vytvorime novy proces B(s) nasledujicim zpusobem. Nechdame
bézet puvodni B*(t) az po ¢cas 7 = 7(a) a potom navézeme procesem —B*(t),
tedy vlastné odrazem procesu B*(t).

Novy proces bude mit tvar:

~ . | B(s) pro s < 7 =71(a)
Bls) = {2@ — B(s) pros>7=r1(a)

Tvrzeni 3.2.10 (Princip reflexe). Jestlize {B(t) }i>0 je Brownuv pohyb,
potom také {B(t) }i>0 je Brownuv pohyb.

0.6

L L L L L L L L L |
u} 10 20 30 40 a0 B0 o a0 j=lu} 100

~

Obréazek 3.7: Procesy B(t) a B(t) pro a = 0,4

Princip reflexe Brownova pohybu umoznuje vyjadrit sdruzené rozdéleni na-
hodnych veli¢in M(t) a B(t):

Tvrzeni 3.2.11. P[M(t) > a, B(t) < a—10] = P[B(t) > a1 b Ya,b> 0

Dukaz. Protoze procesy B(s) a E(s) se shoduji az do casu 7 — 7(a), tak
uddlost M(t) > a se shoduje s udalosti M(t) > a, kde M (t) je maximum
B(s) pro 0 < s <t. Z definice B(t) pro s > 7 dostdvame:
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7 principu reflexe vime, ze
PIB(t) > a+ b= P[B(t) > a b
Vyjadifme si sdruzené pravdépodobnosti

PIM(t) > a, B(t) < a — b = P[M(t) < a, B(t) > a + b]

3.2.5 Vlastnost martingalu a kvadraticka variace

Obeé tyto vlastnosti jsou velmi dulezité pri aplikaci Brownova pohybu pro
dynamickou teorii portfolia.

Definice 14. Necht’ jsou dany casy 0 < s < ¢. Znédme chovéni ndhodného
procesu B(t) az po ¢as s. Rekneme, Ze ndhodny proces B(t) ma vlastnost
martingalu, jestlize podminénd stredni hodnota B(t) je rovna B(s).

Tvrzeni 3.2.12. Browniv pohyb {B(t) }1>0 md vlastnost martingalu.

Dalsim zajimavym rysem Brownova pohybu je hodnota jeho kvadratické va-
riace.

Definice 15. Je ddno ¢t > 0 a necht’ D,, = {to,t1, 12, ..., t,} je déleni intervalu
[0,¢], tj. rostouci posloupnost 0 =ty < ¢; < o < ... < t, = t. Necht’ X(s)
je libovolny ndhodny proces. Kvadratickd variace procesu X (s) vzhledem k
déleni D,, m4 tvar:

QV(X,Dp) = (Xy, — Xi,,)’

i=1

Tvrzeni 3.2.13. Necht’ {B(t)}+>0 je standardni Brownuv pohyb. Pak pro
YVt > 0 plati s pravdépodobnosti 1, Ze

lim QV(B, D,[0,4]) =t

n—00
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3.3 Stochasticky kalkulus

V posledni sekci této prace se budu zabyvat tvodem do stochastického kal-
kulu, ktery je nastrojem pro odvozeni dynamické teorie portfolia. V ramci
toho uvidime, jak se pracuje s Brownovym pohybem v diferencialnich rovni-
cich.

3.3.1 Geometricky Browntv pohyb

V ptedchozim textu jsme uvedli, ze Brownuv pohyb miuze v dynamické teorii
portfolia slouzit k popisu pohybu cen aktiv na kapitdlovych trzich. Ovsem
standardn{ Brownuv pohyb ve své zdkladni podobé jesté tento pohyb cen do-
konale neukazuje. Napiiklad proto, ze standardni Browntv pohyb zacinajici
v kladném bodé se v néjakém case skoro jisté dostane pod hodnotu nula.
Ovsem ceny aktiv na kapitalovych trzich pod nulu nikdy neklesaji.

Proto vznikl model, ktery je pro popis pohybu cen aktiv vhodnéjsi, pfti-

¢emz Brownuv pohyb je jeho soucdsti:

%(tt)) = pdt + odB(t),
kde p reprezentuje okamzitou miru vynosu z bezrizikového aktiva, o pak vola-
tilitu rizikovych cennych papirt v portfoliu a dB(t) zménu Brownova pohybu
v tomto ¢asovém okamziku. Stochasticky proces S(t) se nazyva geometricky
Brownuv pohyb.

Problémem je, ze se tato rovnice neda interpretovat jako béznd diferen-
cialni rovnice, protoze Brownuv pohyb neni diferencovatelny. Tento problém
vytesil 1to, ktery odvodil nastroje, jimiz lze pocitat diferencidlni rovnice ob-
sahujici stochastické integraly. Odstavce 3.3.2 a 3.3.1 poslouzi jako ivod do
Itoova kalkulu. Jeho samotna aplikace pti odvozeni dynamické teorie portfo-
lia je pak dalsi komplexni a slozitou kapitolou, kterd vsak jiz lezi mimo ramec
a rozsah této diplomové price.

3.3.2 Stochasticky integral

Stochasticky kalkulus musi za¢it vymezenim stochastického integralu I(t):

I(t)/o p(s)dB(s) (3.3.1)

kde B(s) je Brownuv pohyb, p(s) je ndhodny proces, jehoz hodnota v ¢ase s
zalezi pouze na hodnotach Brownova pohybu do ¢asu s. Tento integral dosta-
neme, jak byva zvykem u konstrukel integréli, pomoci aproximace. Necht’
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0=ty <t <--- <t =t je déleni casového intervalu [0,¢]. Pak mizeme
stochasticky integral I(t) aproximovat sumou

k

S plt-)(BUL) - Blt;—1) (3.3.2)

=1

Dale postupujeme béznym zpusobem. Zjemnujeme déleni, az se norma délent
blizi k nule, potom suma (3.3.2) konverguje k ndhodné veli¢ine ().

Pozndmka. Dulezité je, aby ¢len p(t;_1) byl vyéislovan v levém krajnim bodé
intervalu [t;_1,t;]|, pfes néjz se bere prirustek Brownova pohybu. Pokud by p
bylo portfolium a B ceny jeho aktiv, pak by to pravé znamenalo, ze nejprve
vybirame portfolium a az poté sledujeme zménu ceny.

Stochasticky integral ve tvaru (3.3.1) mizeme vnimat jako stochasticky pro-
ces, ménime-li horni mez integrace t. Dulezita vlastnost stochastického inte-
gralu I(t) je velikost jeho stfedni hodnoty.

¢
E/ p(s)dB(s) =0 pro ¥Vt > 0
0

Je to dusledkem toho, ze p(s) zavisi pouze na Brownové pohybu do ¢asu s,
tedy podle vlastnosti Brownova pohybu je p(t;_1) nezavislé na zméné B(t;) —
B(tj—1) v sumé (3.3.2).

3.3.3 Itoova formule

Itoova formule je klicovym prvkem stochastického kalkulu. Vyjadiuje se v
mnoha riznych formach s riznym stupném zobecnéni. Formulace z véty 3.3.1
patif k tém nejjednodussim.

Véta 3.3.1. Necht’ u(x,t) je funkce x € R a t > 0, kterd je spojité diferen-
covatelnd vt a dvakrdt spojite diferencovatelnd v x a necht’ B(t) je Brownuw
pohyb. Oznacme uz, Uy a Uy pront, respektive druhé parciding derivace u podle
t a x. Potom plati

u(B(t),t)—u(O,O)/O uI(B(s),s)dB(s)Jr/O ut(B(8), s)ds+
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Priklad:
Necht’ u(x,t) = 2% — .
Vyjédreme si potiebné parcialni derivace:

u(x,t) = —1
Uy (2, 1) = 21
Uge(, 1) = 2

Pouzitim Itoovy formule dostavame

B{t)* —t = /Ot 2B(s)dB(s) +/Ot—ds+%/ot 2ds

=2 [ B

Priklad:
Necht’ u(z,t) = e** % kde a, 8 € R jsou dané konstanty.
Parcidlni derivace jsou:

ug(x,t) = Pulx,t)
Uz (z,t) = au(x,t)

Uy (,1) = @*u(, 1)

7 Ttoovy formule dostavame:
1 t
W(B(1), 1) 60+a/ W(B(1), OB +ﬂ/ Dd + So / w(B(1), )dt
0

1+a/0 W(B),dB() + <ﬂ+2a>/ou<B<t>,t>dt

Polozime-li S(t) = w(B(t),t) a rovnici zderivujeme, dostaneme
dS(t) L,
—2 = adB(t —a®)dt
S adB(O + (5 + 50
Specidlné, jestlize a = o, § = u — —, pak je S(t) fesenim stochastické
diferencidlni rovnice geometrického Brownova pohybu
ds(t)
—= = pdt + odB(t).
Sy Mt (t)
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Prilohy

Zde jsou uvedeny programy, pomoci nichz byly vytvofeny nékteré obrazky v
této praci. Tyto programy jsou funkeni skripty pro Matlab.

Generovani pripustnych mnozin trislozkovych portfolii
clear all
close all

cle

% Volba ocekdvanych vynosu

rl = 3;
r2 = 4.5;
r3 = 9;

% Volba rizika zmény vynosu

sl = 1;
s2 = 1.5
83 = 2.5;

% Volba kovarianci

cl2 = 0;
cl3 = -1;
c23 = 0;

% Vytvoreni kovarianéni matice
cov = [s1” 2, s1*s2%¢12, s1*s3*cl13;
s1*s2%cl2, 827 2, §2%33*¢23;
s1*s3%cl3, s2*s3*¢23, 83" 2|;

fori=1: 15000
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% Néhodné generovani vah aktiv v portfoliu
al = rand,;
a2 = (1 - al)*rand;
a3 = 1-al -a2;
a = [al, a2, a3|;

% Vypocet vynosu a rizika portfolia
rp(i) = al*rl + a2*r2 + a3*r3;
sp(i) = sqrt(a*cov*a’);

% Vypocet vynosu a rizika "okrajovych” dvouslozkovych portfolif
r12(i) = al*rl + (1-al)*r2;
s12(i) = sqrt(al” 2*s1" 2 4 (l-al)” 2%s2" 2 + 2*c12%s1*s2*al*(1-al));
r13(i) = al*rl + (1-al)*r3;
s13(1) = sqrt(al” 2*s1" 2 4 (l-al)” 2%s3" 2 + 2*c13*s1*s3*al*(1-al));
r23(1) = al*r2 + (1-al)*r3;
s23(1) = sqrt(al” 2*s2" 2 4 (l-al)” 2%s3" 2 + 2*¢23%s2*s3*al*(1-al));

end

% Vykresleni vysledku
hold on
plot(sp, rp, .7 );
axis([0, 1.1*max(sp), 2.5, 1.1*max(rp)));
plot(s12, r12, ’k );
plot(s13, r13, ’k.’);
plot(s23, r23 k.”);
plot(sl, rl, )
plot(s2, r2, ’r’)
plot(s3, r3, 'r’);

Generovani Brownova pohybu jako limity ndhodné prochazky
(pro obrézky 3.4, 3.5, 3.6)

close all
clear all

cle

% Volba poctu kroku
n = 100000;
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p = zeros(1,n);

t=1:n;
krok = 1/sqrt(n);
=1

% Cyklus pro generovani kroki Brownova pohybu
fori=2:n

k = round(rand(1));

ifk=——20
k=k-1;
end

p(l) = 0;

p(i) = p(i - 1) + k*krok;
end

% Vykresleni zdkladniho Brownova pohybu
figure
subplot(2,2,1)
bpl = plot(t,p);
title(’Brownuv pohyb - zdklad’)
grid

% Vykresleni vybrané ¢asti puvodniho procesu
subplot(2,2,2)
bp2 = plot(t(round(n/2):round(n/2) + (n/10)), p(round(n/2):round(n/2) +
(n/10)));
title(’Brownuv pohyb - vytez’)
grid

% Vykresleni vybrané ¢asti z predchoziho vytezu
subplot(2,2,3)
bp3 = plot(t(round(n/24n/20):round(n/2+n/20) + (n/100)),
p(round(n/2+n/20):round(n/24+n/20) + (n/100)));
title(’Brownuv pohyb - vytez vytezu’)
grid
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Zrcadleni v Brownové pohybu
(pro obrazek 3.7)

close all
clear all

cle

% Volba poctu kroku

n = 10000;

p = zeros(1, n);
t=1:n;

krok = 1/sqrt(n);
=1

zmena = zeros(1,n);
pocitadlo = 0;

% Cyklus pro vypocet kroki Brownova pohybu
fori=2:n

k = round(rand(1));

ifk ==

k=k-1;

end

p(1) = 0;

p(i) = p(i - 1) + k*krok;
it p(i) > 0.4

zmena(i) = i;

end

end
1= 1;

?

% Zachyceni bodu, odkud se bude zrcadlit

while (zmena(i) == 0) == (i<n)
1=1+1;

pocitadlo = 1i;

end

% Zakreslen{ vysledku
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figure

hold on

zrcadlo = plot(t, [p(l:pocitadlo), 2*p(pocitadlo) - p(pocitadlo+1:end)|,'m’);
brown = plot(t, p, 'k’);

hold off

grid
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