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Abstrakt

Bakalářská práce se zaměřuje na spektrálnı́ vlastnosti kompaktnı́ch, symetrických a
samoadjungovaných operátorů na Hilbertově prostoru vedoucı́ k základům operátoro-
vého počtu, jehož se v kvantové mechanice využı́vá při studiu Schrödingerovy rovnice.
Klı́čové výsledky teorie jsou ilustrovány na jedné z přibližných metod řešenı́ Schrödinge-
rovy rovnice, a to perturbačnı́ teorii pro časově závislé i nezávislé Hamiltoniány. Pozornost
je věnována také kvantově mechanickým reprezentacı́m, zejména reprezentaci interakčnı́,
která se ukazuje jako nejvhodnějšı́ rámec výpočtů časově závislé perturbačnı́ teorie.

Abstract

The thesis is devoted to spectral properties of compact, symmetric and selfadjoint
operators in a Hilbert space. This leads to the fundamentals of operator calculus which is
used to study Schrödinger equation in quantum mechanics. Crucial theoretical results are
illustrated in perturbation theory for time dependent and time independent Hamiltonians,
which is one of approximative methods for solving Schrödinger equation. We also focus
on quantum mechanics pictures, particularly the interaction one, because it is apparently
the most suitable one for time dependent perturbation theory calculations.
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Úvod

V předložené bakalářské práci se zaměřuji předevšı́m na takové vlastnosti kompaktnı́ch,
symetrických a samoadjungovaných operátorů na Hilbertově prostoru, které hrajı́ důleži-
tou roli v kvantové mechanice, tedy zejména na vlastnosti spektrálnı́. Aplikaci těchto
poznatků se snažı́m ilustrovat na přibližné metodě řešenı́ Schrödingerovy rovnice. Práce
je rozdělena na dvě části. V prvnı́ části je problematika prezentována z matematického
pohledu, vycházı́ tedy zejména z [3], [5], [8] a [9], druhá část navazuje perturbačnı́ teoriı́,
jakožto přı́mou fyzikálnı́ aplikacı́, a čerpá z [2], [4] a [10].

V úvodnı́ch dvou kapitolách prvnı́ části, v nichž jsem čerpala převážně z [3], [5] a [9],
zavádı́m pojem abstraktnı́ho Hilbertova prostoru, dále popisuji geometrii Hilbertova pro-
storu a základnı́ vlastnosti operátorů na něm působı́cı́ch. Definuji unitárnı́, symetrické, sa-
moadjungované, normálnı́ a kompaktnı́ operátory, zabývám se jejich vzájemnými vztahy
a uvádı́m důležité přı́klady třı́d kompaktnı́ch operátorů zmı́něné v [5] i [9]. V následu-
jı́cı́ kapitole se věnuji základům spektrálnı́ teorie a formuluji jejı́ stěžejnı́ výsledky, jimiž
jsou Hilbertova-Schmidtova spektrálnı́ věta pro kompaktnı́ samoadjungované operátory
a jejı́ zobecněná verze pro spojité samoadjungované operátory, jejichž spektrum může
být obecně mnohem komplikovanějšı́. Zde se pomocı́ konstrukce souboru ortogonálnı́ch
projekcı́ nazývaných obvykle rozkladem identity či spektrálnı́ třı́dou samoadjungova-
ného operátoru dostávám k závažnému tvrzenı́ operátorového počtu, které lze již přı́mo
využı́t v kvantové mechanice při řešenı́ Schrödingerovy rovnice. V této, podobně jako
i v závěrečné kapitole prvnı́ části, čerpám zejména z [3] a [8]. Za předpokladu znalosti
počátečnı́ho stavu kvantově mechnického systému ukazuji, že stav systému v obecném
čase t je unitánı́ transformacı́ stavu počátečnı́ho, přičemž unitárnı́ operátory, jimiž jsou
tyto transformace reprezentovány tvořı́ tzv. silně spojitou jednoparametrickou unitárnı́
grupu generovanou Hamiltoniánem. Takto se dostávám ke Schrödingerově rovnici.

Druhá část je zaměřena na jednu z přibližných metod řešenı́ Schrödingerovy rovnice,
a to nejdřı́ve na jednoduššı́ časově nezávislou, poté i na časově závislou perturbačnı́ teo-
rii. V kapitole, v nı́ž se zabývám časově nezávislou perturbačnı́ teoriı́, řešı́m jak problém
nedegenerovaného, tak také degenerovného spektra neperturbovaného Hamiltoniánu.
Na přı́kladu dvou blı́zkých hladin ukazuji, že metody časově nezávislé perturbačnı́ teorie
lze na základě jistého triku použı́t i v tomto přı́padě. Abych mohla ukázat co nejele-
gantnějšı́ řešenı́ ústřednı́ho problému časově závislé perturbačnı́ teorie, věnuji se teorii
kvantově mechanických reprezentacı́. Zde vycházı́m zejména z [4]. Popisuji pohybové
rovnice a transformačnı́ vztahy stavových vektorů a operátorů ve Schrödingerově, Hei-
senbergově a interakčnı́ reprezentaci. Poslednı́ zmiňovanou reprezentaci poté použı́vám
k výpočtu pravděpodobnosti přechodu mezi vlastnı́mi stavy kvantově mechanického
systému. Na závěr ukazuji konkrétnı́ výpočet pravděpodobnosti přechodu, a to pro kon-
stantnı́ a harmonické perturbace, s nimiž se lze velmi často setkat v praxi.
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Přehled použitého značenı́

Pro snazšı́ orientaci v textu předkládám přehled základnı́ho značenı́, které se v celé práci
vyskytuje.

N množina všech přirozených čı́sel
Z množina všech celých čı́sel
Q množina všech racionálnı́ch čı́sel
R množina všech reálných čı́sel
C množina všech komplexnı́ch čı́sel
C([a, b]) prostor všech spojitých funkcı́ na intervalu [a, b]

→ konverguje
⇒ implikuje
δij Kroneckerovo delta
δ(x) Diracova delta funkce
X uzávěr množiny X
Lin{X} lineánı́ obal množiny X
X ⊕ Y direktnı́ součet prostorů X a Y
X ⊗ Y tenzorový součin prostorů X a Y
X ′ duálnı́ prostor k prostoru X
A∗ adjungovaný operátor k operátoru A

– ix –



Kapitola 1

Spektrálnı́ vlastnosti operátorů
na Hilbertově prostoru

1.1 Geometrie Hilbertova prostoru

Začněme definicı́ konfiguračnı́ho prostoru v kvantové mechanice, jı́mž je komplexnı́
Hilbertův prostor. Budeme uvažovat lineárnı́ prostor H nad R, resp. C a pozitivně defi-
nitnı́ sesquilineárnı́ formu 〈., .〉 : H × H → C, která je antilineárnı́ v prvnı́ a lineárnı́
ve druhé složce. Tato forma na prostoru H indukuje normu ‖ψ‖ =

√
〈ψ,ψ〉 a metriku

ρ(ψ,ϕ) = ‖ψ − ϕ‖ =
√
〈ψ − ϕ,ψ − ϕ〉, kde ψ,ϕ ∈ H. Je-li prostor H vzhledem k této

normě úplný1, budeme jej nazývat Hilbertův. Jinými slovy: Hilbertův prostor je takový Ba-
nachův2 prostor, jehož norma je odvozena ze skalárnı́ho součinu. Možné stavyψ kvantově
mechanického systému jsou pak reprezentovány přı́mkami, resp. jednodimenzionálnı́mi
podprostory Hilbertova prostoru, přičemž je výhodné tyto stavy normovat:‖ψ‖ = 1.

Nynı́ uvedeme několik nejjednoduššı́ch přı́kladů Hilbertových prostorů.

Přı́klad 1.1 (Hilbertovy prostory).

1. Prostor Rn, resp. Cn s běžným skalárnı́m součinem 〈ψ,ϕ〉 =
∑n

i=1 ψiϕi, kde čı́slo ψi
je komplexně sdružené k čı́slu ψi, je Hilbertův prostor.

2. Lebesgueovy prostory Lp(M,dµ), kde reálné čı́slo 1 ≤ p ≤ ∞, jsou Banachovy pro-
story. Připomeňme, žeLp(M,dµ) je množina funkcı́ lebesgueovsky integrovatelných
v p-té mocnině na (lebesgueovsky) měřitelné množině M a dµ je Lebesgueova mı́ra.
Přesněji řekněme, že Lp(M,dµ) jsou třı́dy ekvivalentnı́ch funkcı́ s normou

‖ψ‖p =

(∫
M
|ψ(x)|pdµ

) 1
p

<∞,

přičemž tato ekvivalence znamená, že funkce se mohou lišit pouze na množině
Lebesqueovy mı́ry nula. Speciálně pro p = 2 jsou tyto prostory Hilbertovy a norma
je indukována skalárnı́m součinem

〈ψ,ϕ〉 =

∫
M
ψ(x)ϕ(x)dµ(x).

V kvantové mechanice pracujeme zejména na prostoru L2(R3).
1Úplný je takový prostor, v němž má každá cauchyovská posloupnost limitu.
2Připomeňme, že Banachovým prostorem rozumı́me každý normovaný lineárnı́ prostor, který je v přı́sluš-

né metrice definované normou úplný.

– 1 –



Kapitola 1. Spektrálnı́ vlastnosti operátorů na Hilbertově prostoru 2

3. Množina lp(N) posloupnostı́ x = {x}∞i=1 takových, že

‖x‖p =
∞∑
i=1

|xi|p <∞,

je Banachův prostor. Prostor lp(N) lze přirozeně chápat jako speciálnı́ přı́pad prostoru
Lp(M,dµ) pro množinu M = R a µ sumu Diracových měr3. Pro p = 2 dostaneme
prostor l2(N), což už je Hilbertův prostor, na němž je skalárnı́ součin zaveden ob-
dobně jako v L2(R3), rozdı́l je pouze v sumě namı́sto integrálu, tj. 〈x, y〉 =

∑∞
i=1 xiyi.

Poznamenejme, že každý Hilbertův prostor obsahujı́cı́ spočetnou hustou množinu4,
který nenı́ konečně dimenzionálnı́, je izomorfnı́ prostoru l2(N) (důkaz viz např. [6]). Pro-
stor l2(N) je tedy kanonickým přı́kladem Hilbertova prostoru.

Lze snadno ukázat, že skalárnı́ součin i jı́m indukovaná norma na Hilbertově prostoru
H jsou (dokonce stejnoměrně) spojitá zobrazenı́. Protože na H máme skalárnı́ součin,
lze přirozeně zavést pojmy jako ortogonalita prvků či ortogonálnı́ doplněk A⊥ podmnoži-
ny A ⊆ H. Zřejmě platı́, že jediný prvek kolmý na celý prostor H je nulový, tj. H⊥ =
= {0}. Ortogonálnı́ doplněk A⊥ je jistě lineárnı́ podprostor H a ze spojitosti skalárnı́ho
součinu (resp. známé Cauchyovy-Schwartzovy nerovnosti, kterou splňujı́ libovlné dva
prvky prostoru se skalárnı́m součinem) plyne i jeho uzavřenost. Jestliže totiž xn → x, kde
xn, x ∈ A⊥, a ψ ∈ H, pak z odhadu

| 〈xn, ψ〉 − 〈x, ψ〉 | = | 〈xn − x, ψ〉 | ≤‖xn − x‖‖ψ‖

plyne 〈xn, ψ〉 → 〈x, ψ〉, a A⊥ je tedy uzavřený podprostorH.
Nynı́ uvažujme vektorψ ∈ H, jeho projekci do směru jednotkového vektoruϕoznačme

ψ‖ a vektor kolmý k této projekci ψ⊥. Jistě platı́

ψ‖ = 〈ϕ,ψ〉ϕ, ψ⊥ = ψ − ψ‖

a vektor ψ⊥ je také kolmý k ϕ, nebot’

〈ϕ,ψ⊥〉 =
〈
ϕ,ψ − 〈ϕ,ψ〉ϕ

〉
= 〈ϕ,ψ〉 − 〈ϕ,ψ〉 〈ϕ,ϕ〉 = 0.

Vezmeme-li nějaký k-násobek vektoru ϕ a spočı́táme-li kvadrát jeho vzdálenosti od vek-
toru ψ. dostaneme

‖ψ − kϕ‖2 =
∥∥∥ψ⊥ + (ψ‖ − kϕ)

∥∥∥2 =‖ψ⊥‖2 + | 〈ϕ,ψ〉 − k|2,

z čehož je již vidět, že ψ‖ je jednotkový vektor rovnoběžný s ϕ, který je nejbližšı́ k ψ. Zde
jsme využili triviálnı́ analogie Pythagorovy věty:

‖ξ + η‖2 =‖ξ‖2 +‖η‖2 , ξ ⊥ η.

Předchozı́ jednoduché výsledky lze zobecnit i na přı́pad, kdy nemáme jen jeden vektor,
ale celou ortonormálnı́ množinu.

3Bud’ X neprázná množina a x ∈ X jejı́ prvek. Pak na σ-algebře P (X) všech podmožin množiny X
zaved’me Diracovu mı́ru δx tak, že

δx(X) =

{
0, x 6∈ X
1, x ∈ X.

4Takovému Hilbertovu prostoru budeme později řı́kat separabilnı́.
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Věta 1.1. Necht’ {ϕi}ni=0 je ortonormálnı́ množina na Hilbertově prostoru H (tj. pro libovolné
vektory ϕi, ϕj ∈ H platı́

〈
ϕi, ϕj

〉
= δij). Pak každé ψ ∈ H lze psát jako ψ = ψ⊥ + ψ‖, kde

ψ‖ =
∑n

i=0 〈ϕi, ψ〉ϕi, přičemž norma‖ψ‖ splňuje rovnost

‖ψ‖2 =
n∑
i=0

| 〈ϕi, ψ〉 |2 +‖ψ⊥‖2 .

Vektor ψ‖ je navı́c jednoznačně určen jako vektor v lineárnı́m obalu {ϕi}ni=0 nejbližšı́ k vektoru
ψ a nazývá se projekce prvku ψ na lineárnı́ podprostor generovaný prvky ϕ1, ϕ2, . . . , ϕn.

Důkaz. Vektory ψ⊥ a ψ‖ jsou ortogonálnı́, pomocı́ výše uvedené analogie Pythagorovy
věty tedy lze ověřit vztah pro kvadrát normy:

‖ψ‖2 =

∥∥∥∥∥∥
n∑
i=0

〈ϕi, ψ〉ϕi + ψ⊥

∥∥∥∥∥∥
2

=
n∑
i=0

| 〈ϕi, ψ〉 |2‖ϕi‖2 +‖ψ⊥‖2 .

Protože ϕi jsou vektory z ortonormálnı́ množiny {ϕi}ni=0 na H, majı́ jednotkovou normu,
a platı́ tedy‖ψ‖2 =

∑n
i=0 | 〈ϕi, ψ〉 |2 +‖ψ⊥‖2, což jsme chtěli ukázat.

Zafixujeme-li nynı́ vektor ψ̂ =
∑n

i=0 ciϕi v lineárnı́m obalu {ϕi}ni=0 a počı́táme kvadrát
jeho vzdálenosti od vektoru ψ, dostáváme∥∥∥ψ − ψ̂∥∥∥2 =

∥∥∥ψ‖ + ψ⊥ − ψ̂
∥∥∥2 =‖ψ⊥‖2 +

∥∥∥ψ‖ − ψ̂∥∥∥2 =‖ψ⊥‖2 +
n∑
i=0

|ci − 〈ϕi, ψ〉 |2,

z čehož plyne poslednı́ část věty.

Užitečnou vlastnostı́ libovolných prvků ψ,ϕ Hilbertova prostoru je, že pro ně platı́
tzv. rovnoběžnı́kové pravidlo:

‖ψ + ϕ‖2 +‖ψ − ϕ‖2 = 2‖ψ‖2 + 2‖ϕ‖ , (1.1)

dı́ky němuž lze jednoduše řı́ci, za jaké podmı́nky definuje skalárnı́ součin normu.

Věta 1.2. Norma na Hilbertově prostoruH je indukovaná skalárnı́m součinem právě tehdy, platı́-li
rovnoběžnı́kové pravidlo. V tom přı́padě lze skalárnı́ součin z dané normy zı́skat využitı́m tzv. po-
larizačnı́ identity

〈ψ,ϕ〉 =
1

4
(‖ψ + ϕ‖2 −‖ψ − ϕ‖2 + i‖ψ − iϕ‖2 − i‖ψ + iϕ‖2) ∀ψ,ϕ ∈ H. (1.2)

Důkaz. V prostoru se skalárnı́m součinem je ověřenı́ platnosti rovnoběžnı́kového pravidla
i polarizačnı́ identity triviálnı́ záležitostı́. Ukažme tedy opačnou implikaci. Definujme
formu

s(ψ,ϕ) =
1

4
(‖ψ + ϕ‖2 −‖ψ − ϕ‖2 + i‖ψ − iϕ‖2 − i‖ψ + iϕ‖2).

Jednoduchým dosazenı́m zjistı́me, že platı́ následujı́cı́ vztahy

s(ψ,ψ) =‖ψ‖2 , s(ψ,ϕ) = s(ϕ,ψ), s(ψ,ϕ) + s(ψ, η) = 2s

(
ψ,
ϕ+ η

2

)
.

Pro η = 0 z poslednı́ho vztahu dostaneme s(ψ,ϕ) = 2s(ψ, ϕ2 ), z čehož plyne, že

s(ψ,ϕ) + s(ψ, η) = s(ψ,ϕ+ η).

Odtud indukcı́ prom,n ∈ N dostáváme m
2n s(ψ,ϕ) = s(ψ, m2nϕ), a tedy k ·s(ψ,ϕ) = s(ψ, kϕ)

pro libovolnék ∈ Q+. Ze spojitosti plyne platnost pro všechnak > 0 a s(ψ,−ϕ) = −s(ψ,ϕ),
resp. s(ψ, iϕ) = is(ψ,ϕ), což jsme chtěli ukázat.
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Poznámka 1.1. Často požadujeme, aby byl Hilbertův prostor separabilnı́, tedy aby ob-
sahoval spočetnou hustou podmnožinu. Výše popsané prostory L2(M,dµ), l2(N) jsou
separabilnı́ (důkaz viz např. [3])

Je-li S ortonormálnı́ množina na Hilbertově prostoru H a žádná jiná ortonormálnı́
množina na H neobsahuje S jako svou vlastnı́ podmnožinu, nazveme S ortonormálnı́ bazı́
nebo úplným ortonormálnı́m systémem naH. Lze ukázat (viz např. [6]), že v každém Hilber-
tově prostoru existuje nějaká ortonormálnı́ báze, jejı́ž spočetnost souvisı́ se separabilitou
Hilbertova prostoru, jak ukazuje následujı́cı́ věta.

Věta 1.3. Hilbertův prostorH je separabilnı́, právě když má spočetnou ortonormálnı́ bázi.

Důkaz. Existuje-li v H spočetná ortonormálnı́ báze, je H jistě separabilnı́, jelikož konečné
lineárnı́ kombinace prvků této báze s racionálnı́mi koeficienty jsou husté v H. Opač-
nou implikaci ukážeme sporem. Předpokládejme, že H má nespočetnou ortonormálnı́
bázi. Pak pro libovolné jejı́ různé prvky ei, ej platı́

∥∥ei − ej∥∥ =
√

2, a H tedy nemůže být
separabilnı́.

1.2 Operátory na Hilbertově prostoru

Necht’A : D(A) ⊆ X → Y je lineárnı́ operátor mezi normovanými lineárnı́mi prostory
X,Y . Podprostoru D(A) prostoru X pak řı́káme definičnı́ obor, přičemž většinou chceme,
aby byl hustý vX . Dále obvyklým způsobem zavedeme jádro Ker(A) a obor hodnot Ran(A)
jako

Ker(A) = {x ∈ D(A)|Ax = 0}, Ran(A) = {Ax|x ∈ D(A)}.

Připomeňme, že posloupnost {xn}∞n=1 prvků normovaného lineárnı́ho prostoru konver-
guje k prvku x (pı́šeme xn → x), jestliže ‖xn − x‖ → 0. Pak mluvı́me o silné konvergenci,
resp. o konvergenci v normě. Pomocı́ pojmu silné konvergence lze rozhodnout, kdy je ope-
rátor A spojitý v nějakém bodě x ∈ D(A). Je to přirozeně v přı́padě, kdy pro každou
posloupnost {xn}∞n=1 ∈ D(A) platı́

xn → x ⇒ Axn → Ax.

SamozřejměA je spojitý, je-li spojitý v každém bodě. Platı́, že každý lineárnı́ operátor mezi
Hilbertovými prostory konečné dimenze je spojitý (pro nekonečnou dimenzi to tak už být
nemusı́, viz např. [3]).

Definice 1.1 (Omezený operátor). Operátor A : X → Y mezi normovanými lineárnı́mi
prostory X,Y nazveme omezený, jestliže existuje konstanta c > 0 taková, že

‖Ax‖Y ≤ c‖x‖X ∀x ∈ D(A). (1.3)

Infimum všech takových konstant c je norma‖A‖ operátoru A a zřejmě‖Ax‖ ≤ ‖A‖‖x‖.
Tedy A je omezený, je-li jeho norma

‖A‖ = sup
‖x‖X=1

‖Ax‖Y <∞.

Typickými omezenými operátory jsou operátory integrálnı́, což si ukážeme v následu-
jı́cı́m přı́kladě na tzv. Fredholmově operátoru.
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Přı́klad 1.2. Mějme spojitou, obecně komplexnı́ funkci K : [a, b] × [a, b] → C, která se
nazývá jádro operátoru. Fredholmův operátor F : C[a, b] → C[a, b], kde C[a, b] je prostor
spojitých funkcı́ na intervalu [a, b], definujeme předpisem

Ff(s) :=

∫ b

a
K(s, t)f(t)dt, f ∈ C[a, b], s, t ∈ [a, b]. (1.4)

Protože integrandem je spojitá funkce, je Ff korektně definováno, a z vlastnostı́ integrálů
ihned plyne linearita F . Operátor F je navı́c omezený, nebot’

‖F‖ ≤ max{|K(s, t)| : s, t ∈ [0, 1]}.

Později ukážeme, že F patřı́ i mezi tzv. kompaktnı́ operátory.

Následujı́cı́ věta vysvětluje, proč lze zaměňovat pojem spojitého a omezeného operá-
toru.

Věta 1.4. Operátor A je omezený právě tehdy, když je spojitý.

Důkaz. Předpokládejme, žeA je spojitý, ale nenı́ omezený. Pak bude existovat posloupnost
jednotkových vektorů en takových, že ‖Aen‖ ≥ n. Tedy fn = 1

nen bude konvergovat
k nule, ale norma‖Afn‖ ≥ 1 už k nule konvergovat nebude. Opačná implikace, tedy že
z omezenosti plyne spojitost, je okamžitým důsledkem vztahu (1.3).

Množinu všech omezených lineárnı́ch operátorů mezi Banachovými prostoryX a Y budeme
značit L(X,Y ). Poznamenejme, že společně s výše zavedenou normou operátoru tvořı́
L(X,Y ) normovaný lineárnı́ prostor a platı́, že L(X,Y ) je Banachův, jestliže je prostor
Y Banachův. Pokud X = Y , pı́šeme mı́sto L(X,X) pouze L(X), přičemž tento prostor
společně s násobenı́m definovaným pomocı́ skládánı́ operátorů AB : x 7→ A(B(x)) tvořı́
algebru, kterou později nazveme Banachovou algebrou. Libovolnému operátoru zL(X,C)
budeme řı́kat omezený lineárnı́ funkcionál a prostoru X ′ = L(X,K), kde K je čı́selné těleso,
duálnı́ prostor k prostoru X . Mezi omezenostı́ a spojitostı́ lineárnı́ch funkcionálů je ekviva-
lence, obdobně jako tomu bylo již u lineárnı́ch operátorů. Dále platı́, že na konečně dimen-
zionálnı́m Hilbertově prostoru jsou všechny lineárnı́ operátory, speciálně tedy i všechny
lineárnı́ fukcionály, omezené a hustě definované.

Ve funkcionálnı́ analýze je důležité umět popsat spojité lineárnı́ operátory na Banacho-
vých prostorech. My se zaměřı́me speciálně na prostory Hilbertovy. Známým výsledkem
z algebry je, že (algebraickým) duálem k prostoru Rn je opět Rn. Přesněji: je-li a ∈ Rn a
zavedeme-li zobrazenı́ La : x 7→ 〈a, x〉, je La spojitá lineárnı́ forma na Rn. Naopak platı́, že
každá spojitá lineárnı́ forma L na Rn je jednoznačně dána skalárnı́m součinem, tj. existuje
právě jedno a ∈ Rn tak, že L = La. Zobrazenı́ Φ : L 7→ a zachovává algebraické operace a
je vlastně izomorfismem mezi Rn a jeho duálem.

Nynı́ ukážeme, že obdobným způsobem to funguje i v Hilbertových prostorech. Důkaz
následujı́cı́ věty lze nalézt např. v [6].

Věta 1.5 (Rieszovo lemma). Bud’H Hilbertův prostor, H′ jeho duál. Pak pro každé f ∈ H′
existuje právě jedno ψf ∈ H takové, že

f(ϕ) = 〈ψf , ϕ〉 ∀ϕ ∈ H.

Zobrazenı́ f 7→ ψf je bijektivnı́, a navı́c φ(f1 + f2) = φ(f1) + φ(f2) a φ(kf) = kφ(f), kde k je
obecně komplexnı́ čı́slo. Z toho plyne, že φ : H′ → H je antilineárnı́ izometrie prostorů H′ a H.
Navı́c

∥∥ψf∥∥H =‖f‖H′ .
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V tomto odstavci zavedeme několik nových pojmů, které budeme v dalšı́m použı́vat.
Bud’A : H1 → H2 lineárnı́ operátor mezi Hilbertovými prostory H1 a H2. Grafem G(A)
operátoru A nazveme lineárnı́ podprostorH1⊕H2 sestávajı́cı́ z vektorů tvaru {x,Ax}, kde
x ∈ D(A). Dále A nazveme uzavřený, je-li jeho graf G(A) uzavřený podprostor H1 ⊕H2.
Ekvivalentně vyjádřeno, A je uzavřený, pokud xn ∈ D(A), xn → x v H1 a Axn → y v H2

implikuje, žeAx = y, kde x ∈ D(A). Řekneme, žeA je uzaviratelný, je-liG(A) graf nějakého
operátoru A, v takovém přı́padě nazveme A uzávěrem A. Tedy A je uzaviratelný, jestliže
xn ∈ D(A), xn → 0 v H1 a Axn → y v H2 implikuje y = 0. Z definice plyne, že každý
omezený operátor je uzaviratelný.

Definice 1.2 (Unitárnı́ operátor). Bijektivnı́ lineárnı́ operátor A ∈ L(H1,H2) mezi dvěma
Hilbertovými prostoryH1,H2 nazveme unitárnı́, jestliže zachovává skalárnı́ součin:

〈Aϕ,Aψ〉2 = 〈ϕ,ψ〉1 , ∀ϕ,ψ ∈ H1,

což nastává právě tehdy, když A zachovává normu‖Aψ‖2 =‖ψ‖1 pro všechna ψ ∈ H1.

Unitárnı́ operátory na Hilbertově prostoru H tvořı́ uzavřenou podgrupu U(H) grupy
GL(H) všech invertibilnı́ch operátorů naH. Jsou-li A1, resp. A2 lineárnı́ operátory naH1,
resp. H2, pak řekneme, že A1 a A2 jsou unitárně ekvivalentnı́, existuje-li unitárnı́ operátor
U : H1 → H2 takový, že D(A2) = UD(A1) a A2 = U−1A1U .

Definice 1.3 (Symetrický operátor). Hustě definovaný lineárnı́ operátor A na Hilbertově
prostoruH je symetrický, jestliže

〈Aψ,ϕ〉 = 〈ψ,Aϕ〉 ∀ψ,ϕ ∈ D(A).

Definice 1.4 (Adjungovaný operátor). Necht’ A : H1 → H2 je lineárnı́ operátor mezi
Hilbertovými prostoryH1,H2 a necht’ψ ∈ H1. Označme

D(A∗) = {ϕ ∈ H2|ψ 7→ 〈ϕ,Aψ〉 je spojitý lineárnı́ funkcionál}.

Z Rieszova lemmatu 1.5 vı́me, že každý spojitý lineárnı́ funkcionál na Hilbertově prostoru
lze reprezentovat skalárnı́m součinem. Existuje tedy právě jedno η ∈ H2 takové, že〈

ϕ,Aψ 〉=〈 η, ψ
〉

∀ψ ∈ H1, ϕ ∈ H2, (1.5)

kde η = A∗ϕ. Je-liD(A) hustý vH1, jeD(A∗) hustý vH2 a pomocı́ vztahu (1.5) definujeme
tzv. adjungované zobrazenı́ A∗ : H2 → H1. Operátor A∗ se nazývá adjungovaný operátor
k operátoru A.

Dále uved’me několik jednoduchých vlastnostı́ adjungovaných operátorů, jejichž dů-
kazy lze nalézt např. v [5]).

• Pro každý lineárnı́ operátor A, pro něž D(A) = H1, je A∗ uzavřený.

• Je-li A1 ⊂ A2, kde A1 a A2 nemusı́ být nutně spojité, pak A∗2 ⊂ A∗1.

• Necht’A ∈ L(H1,H2) je omezený lineárnı́ operátor mezi Hilbertovými prostory H1

aH2 a necht’D(A) = H1. Pak A∗ ∈ L(H2,H1) a D(A∗) = H2. Navı́c‖A∗‖ =‖A‖.

Pomocı́ adjungovaného operátoru A∗ lze popsat i symetrický operátor A. Platı́ totiž,
že A je symetrický, právě když je hustě definovaný a A ⊆ A∗. Zřejmě každý symetrický
operátor je uzaviratelný. Vskutku G(A) ⊂ G(A∗) a je-li A∗ uzavřený, tj. G(A∗) = G(A),
pak G(A) ⊂ G(A∗), a G(A) tedy neobsahuje vektory tvaru {0, x}, x 6= 0. To znamená, že
G(A) je grafem operátoru A.
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Definice 1.5 (Samoadjungovaný a normálnı́ operátor). Operátor A ∈ L(H) nazveme sa-
moadjungovaný, resp. normálnı́, pokud D(A) = D(A∗) a A = A∗, resp. AA∗ = A∗A.

Zřejmě každý samoadjungovaný operátor je normálnı́, dokonce každý unitárnı́ ope-
rátor je normálnı́, protože splňuje AA∗ = A∗A = I , kde I je identický operátor. Každý
samoadjungovaný operátor je také uzavřený. Je-li A samoadjungovaný a existje-li jeho
inverze A−1, pak je tato inverze rovněž samoadjungovaný operátor. Vskutku (A−1)∗ =
= (A∗)−1 = A−1.

Poznamenejme, že je velmi důležité rozlišovat mezi uzavřenými symetrickými a samo-
adjungovanými operátory. Zatı́mco pro uzavřené symetrické operátory je A = A∗∗ ⊂ A∗,
pro samoadjungované operátory A = A∗ = A∗∗. Později se budeme zabývat spektrálnı́
větou, v nı́ž budeme požadovat samoadjungovanost, a ukážeme také význam samoad-
jungovaných operátorů v časovém vývoji kvantově mechanických systémů. Vztah mezi
uzavřenými symetrickými a samoadjungovanými operátory ukazuje následujı́cı́ věta, jejı́ž
důkaz lze nalézt např. v [8].

Věta 1.6. Uzavřený symetrický operátor A je samoadjungovaný, právě když je adjungovaný
operátor A∗ symetrický.

Definice 1.6 (Banachova algebra). Necht’ X je Banachův prostor lineárnı́ch operátorů
L(X) společně s násobenı́m (skládánı́ operátorů), které splňuje následujı́cı́ vztahy

(A+B)C = AC +BC, A(B + C) = AB +AC,

(AB)C = A(BC), α(AB) = A(αB) = (αA)B,

kde A,B,C ∈ L(X), α,∈ C. Takový prostor L(X) pak nazveme Banachovou algebrou A.

Takto zavedená Banachova algebra A spolu s tzv. involucı́ ∗ : A → A splňujı́cı́

(a+ b)∗ = a∗ + b∗, (αa)∗ = αa∗, a∗∗ = a, (ab)∗ = b∗a∗, ‖a‖2 =
∥∥a∗a∥∥ ,

se nazývá C∗ algebra, přičemž čı́slo α je komplexně sdružené k čı́slu α. Mı́sto ∗(a) zde
pı́šeme a∗. Prvku a∗ řı́káme prvek adjungovaný k a. O prvku a ∈ A řekneme, že je normálnı́,
pokud aa∗ = a∗a, samoadjungovaný, pokud a = a∗, unitárnı́, je-li aa∗ = a∗a = I a ortogonálnı́
projekce, jestliže platı́ a = a∗ = a2.

Definice 1.7 (Kompaktnı́ operátory). Lineárnı́ operátor A mezi Banachovými prostory
X,Y nazveme kompaktnı́, jestliže pro každou omezenou posloupnost xn v X obsahuje
posloupnost Axn nějakou podposloupnost, která konverguje v Y .

Kompaktnı́ operátor se někdy nazývá totálně spojitý. Ekvivalentně lze kompaktnı́ ope-
rátor A : X → Y definovat také tak, že zobrazuje omezené podmnožiny v X na relativně
kompaktnı́ podmnožiny5 v Y . Množina S(H) kompaktnı́ch operátorů na Hilbertově pro-
storuH tvořı́ uzávěr množiny všech operátorů z L(H) s konečně dimenzionálnı́m oborem
hodnot. Z definice (1.7) ihned plynou základnı́ vlastnosti kompaktnı́ch operátorů (důkazy
lze nalézt např. v [8]):

• Je-li lineárnı́ operátor A : X → Y mezi Banachovými prostory X,Y kompaktnı́, pak
je také spojitý.

5Je-liX je Banachův prostor, pak relativně kompaktnı́ množinyM ⊆ X jsou ty, jejichž uzávěr je kompaktnı́
množina, tj. z každé posloupnosti bodů množiny M lze vybrat konvergentnı́ podposloupnost s limitou v M .
Obecně v úplných metrických prostorech platı́, že množina je relativně kompaktnı́, právě když z každé
posloupnosti jejı́ch prvků lze vybrat konvergentnı́ podposloupnost.
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• Je-li A : X → Y , kde X,Y jsou Banachovy prostory, spojitý lineárnı́ operátor
a Ran(A) je konečně dimenzionálnı́ v Y , pak je A kompaktnı́.

Uved’me nynı́ tři nejvýznamnějšı́ třı́dy kompaktnı́ch operátorů.

Přı́klad 1.3.

1. Fredholmovy operátory. Tyto operátory jsme již v přı́kladu (1.2) zavedli vztahem

Ff(s) =

∫ 1

0
K(s, t)f(t)dt, f ∈ C([0, 1]), s, t ∈ [0, 1].

Chceme-li ukázat, že operátor F je kompaktnı́, označme si nejprve

B := {f ∈ C([0, 1]) :‖f‖ ≤ 1}.

Kompaktnost F pak vyplývá z relativnı́ kompaktnosti množiny F(B) v C([0, 1]),
která se běžně ukazuje pomocı́ Arzelàovy-Ascoliho věty6. Protože z přı́kladu (1.2)
vı́me, že F je omezený, musı́ být F(B) omezená množina, a stačı́ tedy ukázat, že
F(B) je stejně spojitá množina. Připomeňme, že podmnožinuX vC([a, b]) nazveme
stejně spojitou, jestliže ke každému ε > 0 existuje δ > 0 tak, že |x(t1)− x(t2)| < ε pro
každé x ∈ X a libovolné dva body t1, t2 ∈ [a, b], pro něž je |t1 − t2| < δ. V našem
přı́padě plyne stejná spojitost ze spojitosti funkce K(s, t) na kompaktnı́ množině
[0, 1]× [0, 1]. Pro všechna ε > 0 totiž existuje takové δ > 0, že

|k(s1, t)− k(s2, t)| < ε ∀t ∈ [0, 1], |s1 − s2| < δ.

Potom
|Ff(s1)−Ff(s2)| ≤ max

t∈[0,1]
|k(s1, t)− k(s2, t)|‖f‖ ≤ ε.

Jelikož jsme ukázali, že množina F(B) je relativně kompaktnı́ v C([0, 1]), je kom-
paktnı́ i Fredholmův operátor F .

2. Nukleárnı́ operátory (v anglicky psané literatuře trace class operátory). Operátor
N ∈ L(H) nazveme nukleárnı́, je-li jeho stopa Tr|A| <∞. Pojem stopa je zde genera-
lizacı́ obyčejné sumy diagonálnı́ch prvků matice. Necht’H je separabilnı́ Hilbertův
prostor a {ϕ}∞i=1 jeho ortonormálnı́ báze. Pro libovolný pozitivnı́ operátorA ∈ L(H),
tj. takový operátor na L(H), že 〈Aψ, η〉 ≥ 0 pro všechna ψ, η ∈ H, definujme stopu

Tr(A) =
∞∑
i=1

〈ϕi, Aϕi〉,

přičemž čı́slo Tr(A) nezávisı́ na zvolené ortonormálnı́ bázi.

Prostor všech nukleárnı́ch operátorů označme J1. Poznamenejme, že zobrazenı́ Tr
takové, že N 7→ Tr(N ) je lineárnı́ funkcionál na J1. K důkazu kompaktnosti je
vhodnějšı́ zavést nukleárnı́ operátory jako takové operátory N ∈ L(H), pro něž
existujı́ posloupnosti {xn}, {yn} vH tak, že∑

n

‖xn‖‖yn‖ <∞ a Nx =
∑
n

〈x, xn〉yn

6Pro připomenutı́ uved’me Arzelàovu-Ascoliho větu, jak je formulována v [8], kde je také dokázána. Necht’
{xn} je omezená posloupnost v C([a, b]) a necht’ jejı́ prvky tvořı́ stejně spojitou množinu. Pak posloupnost
{xn} obsahuje konvergentnı́ podposloupnost (konvergentnı́ v topologii prostoru C([a, b])).
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pro každé x ∈ H7. Kompaktnost N je pak ihned vidět z odhadu∥∥∥∥∥∥Nx−
n∑
j=1

〈x, xj〉yj

∥∥∥∥∥∥ ≤
∞∑

j=n+1

∥∥xj∥∥∥∥yj∥∥ ,
z něhož plyne, žeN je limitou konečně dimenzionálnı́ch operátorů v prostoruL(H),
a je tedy kompaktnı́.

3. Hilbertovy-Schmidtovy operátory. Hilbertův-Schmidtův integrálnı́ operátor K je
pro každé ψ ∈ L2(M,dµ) definován jako

Kψ(x) =

∫
M

K(x, y)ψ(y)dµ(y),

kde K(x, y) ∈ L2(M ×M,dµ⊗ dµ). Pomocı́ již zavedené stopy lze Hilbertův-Schmi-
dtův operátor definovat také jako operátor K ∈ L(H), pro nějž Tr(K∗K) < ∞.
Množinu všech Hilbertových-Schmidtových operátorů budeme značit J2. Platı́, že
J1 ⊂ J28.

Omezenost operátoru K ukážeme snadno, využijeme-li Cauchyovy-Schwartzovy
nerovnosti:∫

M

|Kψ(x)|2dµ(x) =

∫
M

∣∣∣∣ ∫
M

|K(x, y)ψ(y)|dµ(y)

∣∣∣∣2dµ(x) ≤

≤
∫
M

(∫
M

|K(x, y)|2dµ(y)

)(∫
M

|ψ(y)|2dµ(y)

)
dµ(x) =

=

(∫
M

∫
M

|K(x, y)|2dµ(y)dµ(x)

)(∫
M

|ψ(y)|2dµ(y)

)
.

K tomu, abychom ověřili, že Hilbertův-Schmidtův operátor je kompaktnı́, stačı́ uká-
zat, že jej lze aproximovat konečně dimenzionálnı́mi operátory. Zvolı́me-li ortonor-
málnı́ bázi ϕj(x) prostoru L2(M,dµ), pak báze L2(M ×M,dµ⊗dµ) bude ϕi(x)ϕj(y)
a K(x, y) vyjádřı́me jako

K(x, y) =
∑
i,j

ci,jϕi(x)ϕj(y),

kde ci,j = 〈ϕi,Kϕj〉, a platı́∑
i,j

|ci,j |2 =

∫
M

∫
M

|K(x, y)|2dµ(y)dµ(x) <∞.

Zejména Kψ(x) =
∑

i,j ci,j〈ϕj , ψ〉ϕi(x). Operátor K tedy lze aproximovat konečně
dimenzionálnı́mi operátory, z čehož plyne, že je kompaktnı́.

7Tato definice je převzata z [3].
8Konkrétně platı́, že operátorN je nukleárnı́, právě když existujı́ Hilbertovy-Schmidtovy operátoryK1,K2

tak, že N = K1 ◦ K2. V tom přı́padě‖N‖N ≤‖K1‖HS‖K2‖HS . Důkaz tohoto tvrzenı́ společně s podrobnějšı́
charakteristikou Hilbertových-Schmidtových a nukleárnı́ch operátorů lze nalézt v [9].
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Na závěr připomeňme základnı́ vlastnosti projekce na Hilbertově prostoru, které bu-
deme využı́vat při výkladu spektrálnı́ věty. Projekcı́ rozumı́me takové lineárnı́ zobrazenı́
P : H → H, pro něž platı́ P 2 = P . Je-li P projekce na Hilbertově prostoruH, pak zřejmě

H = Ran(P )⊕Ker(P ).

Vskutku, uvažujme ψ+ϕ = 0, kde ψ ∈ Ker(P ), ϕ ∈ Ran(P ). Potom ϕ = −ψ a ϕ = Pη pro
nějaké η ∈ H, tedy Pϕ = P (−ψ) = 0, z čehož plyne, že P 2η = Pη = ϕ. Také tedy ψ = 0.
Projekci P nazveme ortogonálnı́, jsou-li prostory Ran(P ) a Ker(P ) navzájem ortogonálnı́.
Lze ukázat (viz např. [8]), že je-li M uzavřený lineárnı́ podprostor Hilbertova prostoruH
a vektor ψ ∈ H, pak existuje právě jedno ϕ ∈M takové, že

‖ϕ− ψ‖ = inf
ϕ̂∈M
‖ϕ̂− ψ‖ .

Vektorϕ se nazývá ortogonálnı́ projekceψ naM . Protože vektor η = ψ−ϕ je kolmý na vektor
ϕ, lze každé ψ ∈ H jednoznačně vyjádřit ve tvaru ψ = ϕ+ η, kde ϕ ∈ M a η ∈ M⊥. Platı́
tedy, žeH = M ⊕M⊥.

V dalšı́m budeme potřebovat následujı́cı́ větu.

Věta 1.7. Projekce P je ortogonálnı́, právě když je symetrická.

Důkaz. Začněme implikacı́ zleva doprava, tj. předpokládejme nejprve, že P je ortogonálnı́
projekce, a ukažme, že P je také nutně symetrický operátor. Je-li ψ,ϕ ∈ H, pak

ψ = Pψ + (ψ − Pψ)︸ ︷︷ ︸
∈Ker(P )

, ϕ = Pϕ+ (ϕ− Pϕ)︸ ︷︷ ︸
∈Ker(P )

.

Dále počı́tejme

〈Pψ,ϕ〉 = 〈Pψ, Pϕ〉+ 〈Pψ,ϕ− Pϕ〉, 〈ψ, Pϕ〉 = 〈Pψ, Pϕ〉+ 〈ψ − Pψ, Pϕ〉.

Jsou-li Ran(P ) a Ker(P ) navzájem ortogonálnı́, pak je operátor P symetrický, nebot’
〈Pψ,ϕ − Pϕ〉 = 0 = 〈ψ − Pψ, Pϕ〉, tj. 〈Pψ,ϕ〉 = 〈Pψ, Pϕ〉 = 〈ψ, Pϕ〉. Operátor P je
tedy symetrický a implikace „⇒“ je dokázána.

Obráceně předpokládejme, že operátor P je symetrický a že ψ ∈ Ran(P ) a ϕ ∈ Ker(P ).
Pak Pψ = ψ, Pϕ = 0 a 〈ψ,ϕ〉 = 〈Pψ,ϕ〉 = 〈ψ, Pϕ〉 = 〈ψ, 0〉 = 0, čı́mž jsme ukázali
ortogonalitu Ran(P ) a Ker(P ).

1.3 Spektrálnı́ teorie v Hilbertových prostorech

1.3.1 Spektrálnı́ vlastnosti symetrických, samoadjungovaných a kompaktnı́ch
operátorů

Připomeňme, že čı́slo λ ∈ C se nazývá vlastnı́ hodnotou operátoru A ∈ L(X), kde X je
Banachův prostor, existuje-li x ∈ X , x 6= 0, pro než Ax = λx. Vektoru x pak řı́káme
vlastnı́ vektor přı́slušejı́cı́ vlastnı́ hodnotě λ. Čı́slo λ je tedy vlastnı́ hodnotou operátoru A,
nenı́-li operátor A − λI prostý (zde I značı́ identický operátor). Existuje-li vı́ce lineárně
nezávislých vektorů vyhovujı́cı́ch rovnici Ax = λx, řekneme, že vlastnı́ hodnota λ je
degenerovaná, přičemž počet lineárně nezávislých řešenı́ udává stupeň degenerace.

Nynı́ zavedeme několik důležitých pojmů jako je rezolventnı́ množina či spektrum
operátoru.
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Definice 1.8. Necht’A : H → H je (ne nutně spojitý) operátor na Hilbertově prostoru H,
jehož definičnı́ oborD(A) je hustý vH, a necht’ρ(A) je množina čı́sel λ ∈ C s následujı́cı́mi
vlastnostmi:

1. existuje inverznı́ operátor Rλ = (λI −A)−1, tedy (λI −A)x = 0 ⇒ x = 0,

2. operátor Rλ = (λI −A)−1 je spojitý, tedy existuje c > 0 tak, že∥∥∥(λI −A)−1x
∥∥∥ ≤ c‖x‖ ∀x ∈ D((λI −A)−1),

3. obor hodnot operátoru (A− λI) je hustý vH, tedy Ran(A− λI) = H.
Pak množina ρ(A) je rezolventnı́ množinou operátoru A, o jejı́ch prvcı́ch hovořı́me jako
o regulárnı́ch hodnotách a operátorovou funkci Rλ nazýváme rezolventou A. Spektrum σ(A)
zavedeme jako σ(A) = C\ρ(A). Spektrum σ(A) je sjednocenı́m třı́ disjunktnı́ch množin
σp(A), σc(A) a σr(A), jimž řı́káme bodové, spojité a residuálnı́ spektrum:

σ(A) = σp(A) ∪ σc(A) ∪ σr(A).

Bodové spektrum je tvořeno všemi vlastnı́mi hodnotami operátoru A. Spojité spektrum
sestává z takových λ, pro něž je Ran(A − λI) hustý v H, a do reziduálnı́ho spektra patřı́
všechny λ takové, že Ran(A− λI) 6= H.

Je-li operátor A navı́c spojitý, pak konečné čı́slo

r(A) := sup{|λ| : λ ∈ σ(A)}

nazveme spektrálnı́m poloměrem operátoru A.

Fyzikálnı́ motivace ke studiu spekter, a to zejména samoadjungovaných operátorů,
vycházı́ z axiomů kvantové mechaniky. Fyzikálnı́ veličiny v kvantové mechanice jsou
totiž reprezentovány takovými samoadjungovanými operátory, z jejichž vlastnı́ch vek-
torů lze sestavit bázi. O takových samoadjungovaných operátorech pak hovořı́me jako
o tzv. pozorovatelných. Je-li dimenze Hilbertova prostoru konečná, patřı́ všechny samo-
adjungované operátory mezi pozorovatelné, což ovšem u nekonečně dimenzionálnı́ch
Hilbertových prostorů obecně platit nemusı́. Při měřenı́ fyzikálnı́ veličiny a, které přı́slušı́
samoadjungovaný operátor Â, naměřı́me vždy některou z vlastnı́ch hodnot Â, přičemž
tı́mto měřenı́m přejde systém z původnı́ho stavu do vlastnı́ho stavu přı́slušného naměřené
vlastnı́ hodnotě.

V dalšı́m ukážeme několik základnı́ch spektrálnı́ch vlastnostı́ symetrických, samo-
adjungovaných a kompaktnı́ch operátorů na Hilbertově prostoruH.

Věta 1.8. Necht’A ∈ L(H) je symetrický operátor na H. Pak σp(A) ⊆ R, tj. vlastnı́ hodnoty A
jsou reálné, a vlastnı́ vektory přı́slušejı́cı́ různým vlastnı́m čı́slům jsou navzájem ortogonálnı́. Je-li
λ ∈ C\R, platı́

∥∥(A− λI)
∥∥ ≤ |Imλ|−1, tj. (A− λI) je spojitě invertibilnı́.

Důkaz. Mějme Aψ1 = λ1ψ1, Aψ2 = λ2ψ2 a ukažme, že prvky ψ1, ψ2 jsou ortogonálnı́.
Protože

〈Aψ1, ψ2〉 = 〈λ1ψ1, ψ2〉, 〈ψ1, Aψ2〉 = 〈ψ1, λ2ψ2〉,
pak ze symetrie operátoru A se oba skalárnı́ součiny rovnajı́, tj. 〈ψ1, Aψ2〉 = 〈ψ1, λ2ψ2〉,
tedy (λ1 − λ2)〈ψ1, ψ2〉 = 0, z čehož plyne, že ψ1, ψ2 jsou ortogonálnı́. Nynı́ mějme nějaké
λ tvaru α+ iβ a počı́tejme∥∥(λ−A)ψ

∥∥2 =
∥∥(α−A)ψ + iβψ

∥∥2 =
∥∥(α−A)ψ

∥∥2 +‖βψ‖2 + 〈(α−A)ψ, iβψ〉+

+ 〈iβψ, (α−A)ψ〉 =
∥∥(α−A)x

∥∥2 + β‖x‖2 ≥ β2‖ψ‖2 ,

z čehož
∥∥(λ−A)ψ

∥∥ ≥ |β|‖ψ‖, tedy
∥∥(A− λ)−1ψ

∥∥ ≤ 1
β‖ψ‖.



Kapitola 1. Spektrálnı́ vlastnosti operátorů na Hilbertově prostoru 12

Definice 1.9 (Aproximativnı́ spektrum). Aproximativnı́ spektrum σap(A) lineárnı́ho operá-
toru A ∈ L(X) tvořı́ všechna čı́sla λ ∈ C, pro něž inf{‖Ax− λx‖ :‖x‖ = 1} = 0.

Tedy λ ∈ σap(A), existuje-li posloupnost xn ∈ X ,‖xn‖ = 1 taková, že Axn − λxn → 0,
tj. stačı́ nám pouze existence přibližných netriviálnı́ch řešenı́ rovnice Ax = λx.

Věta 1.9 (Weylovo kritérium). Necht’ A ∈ L(H) je samoadjungovaný operátor na H. Pak
σ(A) = σap(A), tedy spektrum operátoru splývá s jeho aproximativnı́m spektrem.

Důkaz. Z definice plyne, že σap(A) ⊂ σ(A). Bud’ nynı́ λ ∈ σ(A)\σap(A). Využijeme toho,
že operátor A − λI je prostý a jeho obor hodnot Ran(A − λI) tvořı́ uzavřený podprostor
Hilbertova prostoru H 6= Ran(A − λI) (důkaz tohoto tvrzenı́ lze nalézt v [3]). Pak nutně
existuje ψ ∈ (Ran(A − λI))⊥ s jednotkovou normou. Protože pro všechna ϕ ∈ H je
Aϕ − λϕ ∈ Ran(A − λI) je skalárnı́ součin 0 = 〈Aϕ − λϕ, ψ〉 = 〈ϕ,Aψ − λψ〉, z čehož
plyne, že Aψ− λψ = 0, jelikož ϕ 6= 0. Tedy λ je vlastnı́ hodnotou operátoru A a z rovnosti
λ〈ψ,ψ〉 = 〈Aψ,ψ〉 ∈ R (pro každý samoadjungovaný operátor je přı́slušná kvadratická
forma reálná), je λ reálné čı́slo. Zjistili jsme, že λ = λ je vlastnı́ hodnota operátoru A, což
je ovšem spor s předpokladem, že σap(A) ⊂ σ(A).

Věta 1.10. Bud’A samoadjungovaný operátor. Pak následujı́cı́ výroky jsou ekvivalentnı́

(i) z ∈ ρ(A),

(ii) existuje konstanta c > 0 tak, že
∥∥(zI −A)ψ

∥∥ ≥ c‖ψ‖ pro každé ψ ∈ D(A),

(iii) Ran(zI −A) = H.

Důkaz. Nejdřı́v ukažme implikaci (i)⇒ (ii), tedy předpokládejme, že z ∈ ρ(A). Pak zI−A
bude prosté a (zI −A)−1 spojité. Nynı́ ukážeme implikaci (ii)⇒ (iii). Jestliže je (zI −A)
prosté a (zI − A)−1 spojité, pak D((zI − A)−1) = Ran(zI − A) je hustý v H, a protože
Ran(zI − A) je uzavřený, dostáváme, že Ran(zI − A) = H, čı́mž je implikace dokázána.
Zbývá ukázat poslednı́ implikace (iii) ⇒ (i), uvažujme tedy Ran(zI − A) = H a z ∈ R.
Pak platı́ Ker(zI −A) = Ker(zI −A∗) = (Ran(zI −A))⊥ = {0} a (zI −A) je bijekce, tedy
z ∈ ρ(A) a podle Věty (1.8) je z ∈ σ(A), je-li z nereálné.

Věta 1.11 (O spektru samoadjungovaného operátoru). Bud’ A ∈ L(H) samoadjungovaný
operátor a označme

m(A) = inf{〈Aψ,ψ〉 :‖ψ‖ = 1}, M(A) = sup{〈Aψ,ψ〉 :‖ψ‖ = 1}.

Pak σ(A) ⊂ [m(A),M(A)], přičemž m(A),M(A) ∈ σ(A).

Důkaz. Viz [3].

Věta 1.12. Bud’A ∈ L(X) kompaktnı́ operátor na Banachově prostoru X . Pak

(i) bodové spektrum σp(A) je nejvýše spočetná množina s jediným možným hromadným bodem
λ = 0,

(ii) dim Ker(A− λI) <∞ pro každé λ 6= 0.

Důkaz. Důkaz (i) je možné najı́t v [8], dokažme pouze (ii). Označme Y = {x ∈ X|‖x‖ =
= 1} ∩ Ker(A − λI) a uvažujme posloupnost xn ∈ Y , tj. pro každé n platı́, že ‖xn‖ = 1
a xn = λ−1Axn. Z posloupnosti xn lze vybrat konvergentnı́ podposloupnost, jelikož
λ−1A je kompaktnı́, z čehož plyne i kompaktnost jednotkové sféry v Ker(A − λI). Proto
dim Ker(A− λI) <∞, což jsme chtěli ukázat.
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1.3.2 Hilbertova-Schmidtova spektrálnı́ věta

Než přistoupı́me k formulaci spektrálnı́ věty připomeňme nejdřı́v několik důležitých
poznatků z teorie matic. Z Jordanovy věty vı́me, že libovolná čtvercová matice A typu
n×n je podobná matici tvořené Jordanovými buňkami. Existuje tedy invertibilnı́ matice X
a matice J tvaru

J =


J1 0 . . . 0
0 J2 . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . Jn

 , kde Jk =


λk 1 0 . . . 0
0 λk 1 . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . λk

 ,

tak, že J = XAX−1. Matice Jk tvořı́ Jordanovy buňky, přičemž čı́sla λk jsou vlastnı́ čı́sla a
množina vlastnı́ch vektorů, které jsou řešenı́mi rovnice Ax = λx, tvořı́ Ker(A− λI). Je-li
n různých vlastnı́ch čı́sel řešenı́m charakteristické rovnice det(A−λI) = 0, má J dokonce
diagonálnı́ tvar.

Nynı́ se ptejme, kdy je matice A typu n × n diagonalizovatelná, tedy podobná nějaké
diagonálnı́ matici. Je to přirozeně tehdy, má-li n lineárně nezávislých vlastnı́ch vektorů,
které budou tvořit sloupce matice X. Matici A nazveme ortogonálně, resp. unitárně9 diago-
nalizovatelnou, existuje-li ortogonálnı́, resp. unitárnı́ matice P taková, že matice P−1AP
je diagonálnı́. Zřejmě reálná matice A je ortogonálně diagonalizovatelná, právě když je
symetrická10 (tj. A = AT). Podobně komplexnı́ matice A je unitárně diagonalizovatelná,
právě když je normálnı́ (tj. AA∗ = A∗A). Nynı́ přejdeme od matic k lineárnı́m operá-
torům A ∈ L(H) na komplexnı́m Hilbertově prostoru H konečné dimenze. Jsou-li matice
B(A),C(A) maticemi operátoru A ve dvou bazı́ch prostoru H, pak matice B(A),C(A)
jsou si podobné, tj. matice B(A) je diagonalizovatelná, právě když je diagonalizovatelná
matice C(A). O lineárnı́m operátoru tedy řekneme, že je diagonalizovatelný, je-li jeho
maticové vyjádřenı́ v kterékoli bázi diagonalizovatelné.

Uvažujme nynı́ libovolou lineárnı́ kombinaci u =
∑n

i=1 αiui ∈ Rn, vlastnı́ch vektorů
nějaké symetrické maticeA typun×n. Koeficientyαi lze vyjádřit jakoαi = 〈

∑
n αjuj , ui〉 =

= 〈u, ui〉, z čehož plyne, že

u =
n∑
i=1

〈u, ui〉ui.

Působenı́m matice A na u dostaneme

Au =
n∑
i=1

〈u, ui〉A ui =

n∑
i=1

λi〈u, ui〉ui, (1.6)

což lze interpretovat následujı́cı́m způsobem. Nejprve označme Pj projekci na lineárnı́
podprostorLj vRn, který je generovaný vektoryu1, u2, . . . , uj . PakPju = αjuj = 〈u, uj〉uj ,
a (1.6) lze tedy psát ve tvaru Au =

∑j
i=1 λiPiu. Podobně lineárnı́ zobrazenı́ A : Rn → Rn

9Připomemeňme, že reálná, resp. komplexnı́ matice A je ortogonálnı́, resp. unitárnı́, jestliže A−1 = AT,
resp. A−1 = A∗.

10Zı́skat diagonálnı́ tvar symetrické matice je snadné. Z lineárnı́ algebry vı́me, že všechna vlastnı́ čı́sla
symetrické matice jsou reálná a vlastnı́ vektory přı́slušejı́cı́ k různým vlastnı́m čı́slům ortogonálnı́. Je-li tedy
λ k-násobné vlastnı́ čı́slo nějaké symetrické matice, pak existuje k vlastnı́ch vektorů v1, v2, . . . , vk ∈ Rn
přı́slušných λ takových, že Avi = λvi, kde i = 1, . . . , n. Grammovým-Schmidtovým orotogonalizačnı́m
procesem pak nalezneme ortonormálnı́ bázi vlastnı́ho podprostoru přı́slušejı́cı́ho λ.



Kapitola 1. Spektrálnı́ vlastnosti operátorů na Hilbertově prostoru 14

definované maticı́ A lze vyjádřit jako

A =
n∑
i=1

λiPi, (1.7)

kdePi jsou ortogonálnı́ projekce na podprostory generované vlastnı́mi čı́sly maticeA. Dále
ukážeme (viz Věta 1.17), jak bude vypadat vztah (1.7) pro kompaktnı́ samoadjungované
operátory na konečně dimenzionálnı́m Hilbertově prostoru.

Věta 1.13. Uvažujme operátor A ∈ L(H) na konečně dimenzionálnı́m Hilbertově prostoru H,
dále čı́sla λ1, λ2, . . . , λn a ortogonálnı́ projekce P1, P2, . . . , Pn splňujı́cı́

(i) A =
∑n

j=1 λjPj ,

(ii) I =
∑n

j=1 Pj ,

(iii) PiPj = δijPi,

kde I je identické zobrazenı́ na H a PiPj značı́ složené zobrazenı́. Pak je operátor A unitárně
diagonalizovatelný (tj. existuje unitárnı́ operátor U tak, že U∗AU je diagonálnı́), a λj jsou jeho
vlastnı́ čı́sla.

Platı́ i obrácené silnějšı́ tvrzenı́.

Věta 1.14. Operátor A ∈ L(H) na Hilbertově prostoruH konečné dimenze je diagonalizovatelný,
právě když platı́ podmı́nky (i), (ii) a (iii) Věty 1.13. Navı́cA je normálnı́, právě když jsou všechny
projekce Pj ortogonálnı́. V tomto přı́padě je A dokonce unitárně diagonalizovatelný (tj. existuje
ortonormálnı́ báze H tvořená vlastnı́mi vektory A a podprostory Ker(A − λjI) jsou navzájem
ortogonálnı́).

Nynı́ uvedeme několik verzı́ Hilbertovy-Schmidtovy spektrálnı́ věty pro kompaktnı́
samoadjungované operátory, k čemuž zavedeme následujı́cı́ označenı́. Necht’A ∈ L(H) je
kompaktnı́ samoadjungovaný operátor a čı́slo λ ∈ σp(A) jeho vlastnı́ čı́slo. Označme

N(λ) = {ψ ∈ H|Aψ − λψ = 0}

prostor vlastnı́ch vektorů přı́slušejı́cı́ch vlastnı́mu čı́sluλ. ProstorN(λ) je zřejmě pro každé
λ 6= 0 uzavřeným podprostorem H dimenze n(λ) < ∞ a pro každé λ ∈ σp(A), λ 6= 0
existuje jeho ortonormálnı́ báze {uλ1 , uλ2 , . . . , uλn(λ)}. Dále označme uzavřený lineárnı́ obal
množiny

U := {uλi |λ ∈ σ(A)\{0}, 1 ≤ i ≤ n(λ)}

symbolemM. Množina U tvořı́ ortonormálnı́ báziM, nebot’pro každé uλ ∈ N(λ) a pro
každé uν ∈ N(ν) platı́ uλi u

ν
j = δλν .

Věta 1.15 (Hilbertova-Schmidtova spektrálnı́ věta). Je-li A kompaktnı́ samoadjungovaný ope-
rátor na Hilbertově prostoruH, pak

H =M⊕Ker(A),

kde M je uzavřený lineárnı́ podprostor generovaný všemi vlastnı́mi vektory operátoru A, jež
přı́slušı́ nenulovým vlastnı́m čı́slům.
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Důkaz. Nejdřı́v ukažme, že AM ⊂ M, tj. že M je tzv. A-invariantnı́. Uvažujme výše
zavedenou množinu U vlastnı́ch vektorů, která je nejvýše spočetná, a lze ji tedy uspořádat
do posloupnosti {u1, u2, . . . , }, kde každé ui je vlastnı́m vektorem přı́slušejı́cı́m nějakému
nenulovému vlastnı́mu čı́slu λ. Posloupnost vlastnı́ch čı́sel označme {λ1, λ2, . . .}. Je-li
x ∈M, lze jej psát ve tvaru x =

∑
n γnun. Aplikacı́ operátoru A na x dostaneme

Ax =
∑
n

γnλnun ∈M.

Dále ukážeme, že AM⊥ ⊂ M⊥, tj. že M tzv. redukuje A. Je-li y ∈ M⊥ a x ∈ M,
dostaneme 〈Ay, x〉 = 〈y,Ax〉 = 0, nebot’Ax ∈ M. Dále chceme ukázat, žeM⊥ ⊂ Ker(A).
Využijme faktu, že M⊥ je uzavřený podprostor H , který je navı́c invariantnı́ vzhledem
k působenı́ operátoru A. Pak platı́, že zúženı́ operátoru A na ortogonálnı́ doplněk M,
které si označı́me jako K := A|M⊥ je opět kompaktnı́ samoadjungovaný operátor naM⊥.
Ukážeme, že spektrum operátotu K tvořı́ pouze nulový prvek. Uvažujeme-li totiž, že
λ 6= 0 je vlastnı́ čı́slo K, pak musı́ existovat y ∈ M⊥, y 6= 0 takové, že Ky = λy, z čehož
nutně plyne, že λ je i vlastnı́m čı́slem operátoruA a y ∈M. Ovšem v průnikuM∩M⊥ ležı́
pouze nulové prvky, tedy spektrálnı́ poloměr r(K) = 0, tedy i norma operátoru‖K‖ = 0,
tj. K musı́ být nulový operátor a AM⊥ = {0}. To znamená, žeM⊥ ⊂ Ker(A).

K dokončenı́ důkazu stačı́ ukázat, žeH =M⊕M⊥ aM∩Ker(A) = 0, což nenı́ těžké,
protože je-li z ∈ M ∩ Ker(A), je zase z =

∑
βnun a Az =

∑
βnλnun = 0. Je-li {eα}α∈A

ortonormálnı́ systém prvků naH, pak pro každé x ∈ H platı́ tzv. Parsevalova rovnost

x =
∑
α∈A
〈x, eα〉eα,

z nı́ž plyne, že βnλn = 0 pro všechna n. Protože λn 6= 0 pro všechna n, musı́ nutně být
βn = 0.

Z Hilbertovy-Schmidtovy věty plyne, že pro každý kompaktnı́ samoadjungovaný,
obecněji dokonce i pro každý normálnı́ operátor A na H, existuje ortonormálnı́ báze H
tvořená vlastnı́mi vektory A. Každý kompaktnı́ samoadjungovaný operátor je diagonali-
zovatelný - stačı́ vzı́t libovolnou ortonormálnı́ bázi Ker(A) společně s vlastnı́mi vektoryun,
které tvořı́ ortonormálnı́ báziM (viz důkaz Věty 1.15). V dalšı́m se seznámı́me s několika
důsledky, resp. obvyklejšı́mi verzemi Hilbertovy-Schmidtovy spektrálnı́ věty.

Věta 1.16. Je-li A kompaktnı́ samoadjungovaný operátor naH, pak existuje posloupnost reálných
čı́sel {λn} a ortonormálnı́ soustava {un} taková, že

Ax =
∑
n

λn〈x, un〉un ∀x ∈ H.

Důkaz. Jelikož výše popsaná soustava {un} tvořı́ báziM a H = M⊕ Ker(A), lze každé
x ∈ H jednoznačně vyjádřit jako x =

∑
n〈x, un〉un + z, přičemž Az = 0. Odtud již plyne

věta.

Věta 1.17. Necht’A ∈ L(H) je kompaktnı́ samoadjungovaný operátor, {λ1, λ2, . . .} všechna různá
nenulová vlastnı́ čı́sla A a Pn ortonormálnı́ projekce H na Ker(A − λnI). Pak PiPj = δijPi a A
lze vyjádřit jako řadu

∑
j λjPj konvergentnı́ v normě prostoru L(H).
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Důkaz. Ukážeme, že řada
∑

j λjPj je konvergentnı́ v normě prostoru L(H). K tomu po-
užijeme odhad ∥∥∥∥∥∥A−

n∑
j=1

λjPj

∥∥∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥∥
∑
j=n+1

λjPj

∥∥∥∥∥∥ ≤ max{|λj | : j ≥ n+ 1}.

Z Věty 1.12 vı́me, že jediným hromadným bodem posloupnosti {λ1, λ2, . . .} vlastnı́ch čı́sel
kompaktnı́ho operátoru je nula. Protože norma operátoru A je rovna absolutnı́ hodnotě
jeho největšı́ho vlastnı́ho čı́sla, je řada

∑
j λjPj konvergentnı́, což jsme chtěli ukázat.

Je-li {Pn} soubor navzájem ortogonálnı́ch projekcı́ na Hilbertově prostoru H, pak∑
n Pnx nutně bodově konverguje pro všechna x ∈ H k projekci P prostoruH na uzavře-

ný lineárnı́ obal Lin{Ran(Pn)}.

Definice 1.10. O množině vzájemně ortogonálnı́ch projekcı́ {Pn} řekneme, že je rozkladem
identity, jestliže je uzavřeným lineárnı́m obalem {Ran(Pn)} celý prostor H, tedy jestliže
x =

∑
n Pnx pro každé x ∈ H.

Označı́me-li Pn projekci H na Ker(A − λnI) a P0 projekci na Ker(A), lze ukázat, že
A =

∑
n≥0 Pn, tedy {Pn} tvořı́ rozklad identity a o rovnosti A =

∑
j λjPj z Věty 1.17

hovořı́me jako o spektrálnı́m rozkladu operátoru A.
Jak jsme řekli již dřı́ve, operátor A je diagonalizovatelný, existuje-li ortonormálnı́ báze

Hilbertova prostoruH tvořená vlastnı́mi vektory operátoruA. Omezı́me-li se pouze na se-
parabilnı́ Hilbertovy prostory, pak je A diagonalizovatelný, právě když existuje ortonor-
málnı́ báze {xn} prostoru H a posloupnost vlastnı́ch čı́sel {λn} operátoru A taková, že
Axn = λnxn.

Z důsledků Hilbertovy-Schmidtovy věty plyne, že pro každý kompaktnı́ samoadjun-
govaný operátor A platı́ rovnost Ax =

∑
k λkPkx, kde Pk je projekce, která x přiřadı́

〈x, xk〉xk. Suma je konečná, resp. nekonečná, jestliže existuje, resp. neexistuje nekonečně
mnoho různých nenulových vlastnı́ch hodnot. Nynı́ upravme definici projekce tak, že
sdružı́me projekce přı́slušejı́cı́ vı́cenásobným vlastnı́m hodnotám, označme tedy

Pkx =
∑
λi=λk

λi〈x, xi〉xi.

V tomto přı́padě je již součet konečný, nebot’každá vlastnı́ hodnota má konečnou násob-
nost, a Pk je ortogonálnı́ projekce11 na vlastnı́ podprostor přı́slušejı́cı́ vlastnı́ hodnotě λk.

11Že je Pk ortogonálnı́ projekce ověřı́me snadno. Pro j 6= k počı́tejme

PjPkx = Pj

( ∑
λi=λk

λi〈x, xi〉xi
)

=
∑
λl=λj

λj

〈 ∑
λi=λk

〈x, xi〉xi, xl
〉
xk =

=
∑
λk=λj

λj
∑
λi=λk

λk〈x, xi〉〈xi, xk〉xk = 0

pro každé x ∈ H. Zřejmě P 2
k = Pk, a protože λk je reálné, je projekce Pk symetrická, nebot’

〈Pkx, y〉 − 〈x, Pky〉 =
〈 ∑
λi=λk

λi〈x, xi〉xi, y
〉
−
〈
x,
∑
λi=λk

λk〈y, xi〉xi
〉

=

=
∑
λi=λk

λk〈x, xi〉〈xi, y〉 −
∑
λi=λk

λk〈y, xi〉〈x, xi〉 = 0.

Z Věty 1.7 vı́me, že projekce je ortogonálnı́ právě když je symetrická. Ukázali jsme tedy, že Pk je ortogonálnı́
projekce.
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V rovnici
Ax =

∑
k

λkPkx (1.8)

ted’ sčı́táme přes různé vlastnı́ hodnoty λk a toto budeme dodržovat i v dalšı́m.
Podle Hilbertovy-Schmidtovy spektrálnı́ Věty 1.15 je H = M ⊕ Ker(A), kde M je

generované vlastnı́mi vektory {x1, x2, . . .}přı́slušejı́cı́mi nenulovým vlastnı́m čı́slům. Tedy
každé x ∈ H lze vyjádřit jako

x = u+ v, u ∈M, v ∈ Ker(A).

Navı́c u =
∑

k Pkx, nebot’Pkx = Pku. Zavedeme-li operátor P0 rovnostı́ P0x = v, pak

x =
∑
k

Pkx+ P0x

a zřejmě PjP0 = P0Pj = 0, P 2
0 = P0. Dále pro λ ∈ R, x ∈ H zavedeme jednoparametrický

systém lineárnı́ch operátorů Eλ předpisem

Eλx =


∑
λk≤λ

Pkx, je-li λ < 0

x−
∑
λk>λ

Pkx, je-li λ ≥ 0.

Nesplňuje-li žádné vlastnı́ čı́slo λk sumačnı́ podmı́nku, pak uvažujeme nulový součet.
Stručně shrňme vlastnosti operátoru Eλ:

• Pro λ < µ < 0, resp. λ < 0 < µ, resp. 0 < λ ≤ µ platı́

EµEλx =
∑
λk≤µ

Pk

( ∑
λj≤λ

Pjx

)
=
∑
λk≤µ

∑
λj≤λ

PkPjx =
∑
λj≤λ

Pjxj = Eλx.

Speciálně pro λ = µ je E2
λ = Eλ.

• Operátor Eλ je symetrický, jelikož je definován jako součet symetrických operátorů,
což je opět symetrický operátor.

• Operátor Eλ je zprava spojitý, a to v následujı́cı́m smyslu: limλ→µ+ Eλx = Eµx pro
každé x ∈ H.

• Jelikož podle Věty 1.11 platı́, že σ(A) ⊂ [m(A),M(A)], kde m(A),M(A) ∈ σ(A), pak
zřejmě Eλ = 0 pro λ ≤ m(A) a Eλ = I pro λ ≥M(A).

Limitu limλ→µ− Eλx označı́me Eµ−0x12. Pro δEλ = Eλ − Eλ−0 platı́

δEλ =

{
Pk, je-li λ = λk

0, nenı́-li λ vlastnı́ hodnotou a λ 6= 0.

12Poznamenejme, že pomocı́ operátoru Eλ lze nynı́ popsat bodové a spojité spektrum, a to následujı́cı́m
způsobem. Je-li A : H → H spojitý samoadjungovaný operátor, pak bodové spektrum σp(A) je tvořeno body
µ ∈ [m(A),M(A)], v nichžEµ 6= Eµ−0 (tj.Eµ se v takových bodech chová skokově). Je-li µ ∈ σp(A), přı́slušný
vlastnı́ podprostor je roven Ran(Eµ − Eµ−0).

Naopak spojité spektrum operátoruA je tvořeno právě těmi µ, pro kteráEµ = Eµ−0, aleEλ nenı́ konstantnı́
v žádném okolı́ bodu µ. Důkaz viz [8].
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Speciálně je E0 − E0−0 = P0. Vztah (1.8) lze nynı́ pomocı́ operátoru Eλ vyjádřit ve tvaru

Ax =

∫ b

a
λdEλx, (1.9)

kde [a, b] je libovolný uzavřený interval takový, že a < m(A) = inf〈Ax, x〉 a b ≥ M(A) =
= sup〈Ax, x〉. Integrál (1.9) chápeme jako Riemannův-Stieltjesův integrál. Připomeňme,
že Riemannův-Stieltjesův integrál pro funkci f(t) je obecně zaveden jako∫ b

a
f(t)dg(t) := lim

ν(Dn)→0

n∑
j=1

f(tj)[g(tj)− g(tj−1)],

kde ν(Dn) je norma dělenı́ intervalu [a,b], přičemž a = t0 < t1 < . . . < tn = b. Podobně
definujeme integrál i pro funkce nabývajı́cı́ hodnot v Hilbertově prostoru. Pro a < m(A),
b ≥M(A) uvažujme opět dělenı́ a = t0 < t1 < . . . < tn = b a součet

n∑
j=1

tj [Etj − Etj−1 ]x. (1.10)

Zobrazenı́ g(λ) přiřazuje vlastnı́mu čı́slu λ ∈ [a, b] projekciEλx ∈ H. Limitnı́m přechodem
pro ν(Dn)→ 0 v součtu (1.10) dostaneme

lim
ν(Dn)→0

n∑
j=1

tj [Etjx− Etj−1x] =

∫ b

a
λdg(λ) =

∫ b

a
λd(Eλx),

což je pravá strana vztahu (1.9).
Na závěr zformulujeme spektrálnı́ větu pro spojité samoadjungované operátory defi-

nované na komplexnı́m Hilbertově prostoru. Důkaz této věty je uveden v [8]. Zdůrazněme,
že nynı́ již nepředpokládáme kompaktnost operátoru A, a spektrum A tedy obecně může
být daleko složitělšı́.

Věta 1.18. Je-liA spojitý samoadjungovaný operátor na Hilbertově prostoruH, pak existuje právě
jeden soubor ortogonálnı́ch projekcı́ {Eλ}λ∈R splňujı́cı́

1. EλEµ = EµEλ pro λ ≤ µ,

2. limµ→λ+ Eµx = Eλx,

3. Eλ = 0 pro λ < m(A), Eλ = I pro M(A) ≤ λ,

4. EλA = AEλ.

Navı́c pro každé x, y ∈ H má skalárnı́ součin 〈Eλx, y〉 jako funkce proměnné λ konečnou variaci a

〈Ax, y〉 =

∫ b

a
λd〈Eλx, y〉,

kde integrál je Riemannův-Stieltjesův integrál na intervalu [a, b], přičemž a < m(A), b ≥M(A).
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Poznamenejme, že soubor projekcı́ {Eλ}λ∈R se nazývá rozklad identity, resp. spektrálnı́
třı́da přı́slušejı́cı́ operátoru A. Lze ukázat (viz [7]), že existuje jednoznačná korespondence
mezi spojitými lineárnı́mi samoadjungovanými operátory a třı́dami {Eλ}λ∈R ortogonál-
nı́ch projekcı́, které tvořı́ rozklad identity. Pro fyzikálnı́ aplikace je velmi podstatné, že
Větu 1.18 lze zobecnit i pro neomezené samoadjungované, dokonce i neomezené nor-
málnı́ operátory: pro každý normálnı́ operátor A na Hilbertově prostoruH existuje právě
jeden rozklad identity takový, že

〈Ax, y〉 =

∫
σ(A)

λd〈Eλx, y〉 ∀x, y ∈ H.

Toto tvrzenı́ je dokázáno v [7].
Následujı́cı́ věta, jejı́ž důkaz je uveden v [8], pro nás bude velmi významným výsled-

kem, protože ji využijeme při řešenı́ Schrödingerovy rovnice v následujı́cı́ kapitole. Jedná
se o jednu ze základnı́ch vět operátorového počtu.

Věta 1.19. Pro libovolnou spojitou funkci f : R → R lze zavést funkci f : H → H spojitého
samoadjungovaného operátoru A jako

f(A) =

∫ b

a
f(λ)dEλ. (1.11)

Vztah (1.11) lze opět zobecnit pro neomezené samoadjungované, dokonce i pro neo-
mezené normálnı́ operátory (podrobněji viz [7]).

1.4 Význam spektrálnı́ věty v kvantové dynamice

Jaký je fyzikálnı́ význam předchozı́ch úvah? Představme si, že známe počátečnı́ stav ψ(0)
kvantově mechanického systému a zajı́má nás, v jakém stavu se bude systém nacházet
v nějakém čase t. Tento nový stav ψ(t) obecně zı́skáme působenı́m (zatı́m blı́že nespecifi-
kovaného) operátoru Û na původnı́ stav ψ(t), tedy

ψ(t) = Û(t)ψ(0).

Z principu superpozice ihned plyne linearita operátoru Û . Navı́c ψ(t) má jednotkovou
normu, z čehož dostáváme, že Û je unitárnı́, nebot’∥∥∥Û(t)ψ

∥∥∥ =‖ψ‖ .

Dále chceme, aby bylo ψ(t) určeno jednoznačně, což zajistı́me podmı́nkami

Û(0) = I, Û(t+ s) = Û(t)Û(s).

Množina operátorů Û(t) s výše popsanými vlastnostmi tvořı́ tzv. silně spojitou jednopa-
rametrickou unitárnı́ grupu, kterou zavedeme v následujı́cı́ definici.

Definice 1.11. Třı́du {A(t)}t∈R omezených operátorů na Banachově prostoru X nazveme
jednoparametrickou grupou operátorů, resp. C0-grupou, jestliže pro každý operátor A platı́

1. A(0) = I,

2. A(t)A(s) = A(t+ s) pro každou dvojici s, t ∈ R,
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3. limt→0A(t)x = x pro každé x ∈ X ,

kde I je identické zobrazenı́ na X a podmı́nky 1 a 3 vyjadřujı́ silnou spojitost.

Z definice ihned plyne, že operátor A(t) má inverzi (A(t))−1 pro každé t ∈ R a platı́
(A(t))−1 = A(−t). Zabývejme se nynı́ jednoparametrickými grupami na Hilbertových
prostorech, konkrétně uvažujme, že všechny operátory tvořı́cı́ takovou grupu jsou navı́c
unitárnı́. Jednoparametrickou grupu operátorů {Û(t)}t∈R na Hilbertově prostoru H na-
zveme unitárnı́ (silně spojitou) grupou, je-li Û(t) unitárnı́ operátor na H pro každé t ∈ R.
Pro každé ψ ∈ Hmá podmı́nka silné spojitosti tvar

lim
t→t0

Û(t)ψ = Û(t0)ψ.

Každá C0-grupa operátorů {A(t)}t∈R má nějaký infinitezimálnı́ generátor, přičemž v přı́-
padě právě zavedené unitárnı́ grupy, je tı́mto generátorem samoadjungovaný operátor Ĥ ,
běžně nazývaný Hamiltonián.

Definice 1.12. Infinitezimálnı́m generátorem grupy {A(t)}t∈R nazveme lineárnı́ operátor T
s definičnı́m oborem D(T ) := {x ∈ X : limt→0

1
t (A(t)x− x)) existuje}, přičemž pro každé

x ∈ D(T ) je operátor T dán předpisem

Tx = lim
t→0

1

t
(A(t)x− x)).

Zřejmě D(T ) je lineárnı́ podprostor Banachova prostoru X a T je lineránı́ operátor na X .

Platı́, že každáC0-grupa operátorů jednoznačně určuje infinitezimálnı́ generátor. Jestli-
že tedy majı́ dvě C0-grupy týž generátor, pak se rovnajı́. V přı́padě unitárnı́ C0-grupy je
generátorem Hamiltonián Ĥ , nebot’

Ĥψ = lim
t→0

i~
t

(Û(t)ψ − ψ)), D(Ĥ) =

{
ψ ∈ H : lim

t→0

i~
t

(Û(t)ψ − ψ)) existuje

}
,

kde ~ je Planckova konstanta. Vı́me-li, že generátorem unitárnı́ C0-grupy je Hamiltonián,
snadno se dostaneme k rovnici časového vývoje kvantově mechanického systému. Stačı́
si uvědomit, co znamená hodnota infinitezimálnı́ho generátoru Tx pro x ∈ D(T ), což
vysvětlı́me pomocı́ následujı́cı́ definice.

Definice 1.13 (Derivace zobrazenı́). Necht’f je zobrazenı́ do Banachova prostoru defino-
vané v pravém okolı́ bodu t ∈ R. Symbolem d+f(t) označı́me pravostrannou derivaci f
v bodě t (pokud existuje), tedy

d+f(t) := lim
h→0+

f(t+ h)− f(t)

h
.

Levostranná derivace d−f(t) se zavádı́ analogicky. Jestliže d+f(t) = d−f(t), označı́me tuto
společnou hodnotu df(t).

Hodnota infinitezimálnı́ho generátoru Tx pro x ∈ D(A) tedy nenı́ nic jiného než
derivace zobrazenı́ t 7→ A(t)x pro t = 0. Situaci pro t 6= 0 popisuje následujı́cı́ věta.

Věta 1.20. Je-li T generátorem C0-grupy operátorů {A(t)}t∈R na Banachově prostoru X a
x ∈ D(T ), pak také A(t)x ∈ D(T ) a platı́

dA(t)x = TA(t)x = A(t)Tx,

kde d značı́ derivaci zobrazenı́.
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Důkaz. Volbou h > 0 dostaneme

A(t+ h)x−A(t)x

h
=
A(h)− I

h
(A(t)x) = A(t)

(
A(h)− I

h
x

)
,

tedy A(t)x ∈ D(A) a limitnı́m přechodem h → 0+ máme d+A(t)x = TA(t)x = A(t)Tx.
Nynı́ stačı́ ukázat, že levostranná derivace zobrazenı́ t 7→ A(t)x v bodě t existuje a platı́
d−A(t)x = A(t)Tx. Zvolme opět h > 0 a odhadujme∥∥∥∥A(t− h)x−A(t)x

−h
−A(t)Tx

∥∥∥∥ ≤
∥∥∥∥∥A(t− h)

(
A(h)x− x

h
−Ax

)∥∥∥∥∥+

+
∥∥A(t− h)Tx−A(t)Tx

∥∥ .
Obě normy na pravé straně jdou k nule, čı́mž jsme ukázali rovnost pravostranné a le-
vostranné derivace.

Důležitou vlastnostı́ výše popsaných infinitezimálnı́ch generátorů je, že jsou vždy
hustě definované a uzavřené (důkaz viz [3]). Generátory C0-grup na Hilbertově prostoru
charakterizuje následujı́cı́ věta, jejı́ž důkaz je uveden v [3] a [9].

Věta 1.21 (Stone). Je-li T generátorem C0-grupy {A(t)}t∈R operátorů na Hilbertově prostoru
H, pak grupa {A(t)}t∈R je unitárnı́, právě když je operátor iT samoadjungovaný. Tj. T generuje
nějakou unitárnı́ grupu, právě když je iT samoadjungovaný.

Přı́klad 1.4. Necht’A : D(A) ⊂ H → H je (obecně neomezený) samoadjungovaný operátor
na Hilbertově prostoru H. Položı́me-li Û(t) = eitA, t ∈ R, je Û(t) unitárnı́ operátor na H
a {Û(t)}t∈R tvořı́ unitárnı́ grupu.

Nynı́ již máme vše připravené k tomu, abychom napsali pohybovou rovnici kvantové
mechniky. Známe-li stav ψ(0) ∈ D(Ĥ), pak ψ(t) zı́skáme řešenı́m Schrödingerovy rovnice

i~
d

dt
ψ(t) = Ĥψ(t). (1.12)

ProH = Cn je řešenı́ jednoduché. Schrödingerova rovnice totiž přejde v systém obyčejných
diferenciálnı́ch rovnic, nebot’Hamiltonián je reprezentován nějakou maticı́. Hledané ψ(t)
bude mı́t tvar maticové exponenciály

ψ(t) = ψ(0)e−iĤt = ψ(0)

∞∑
n=0

(−it)n

n!
Ĥn, (1.13)

kde e−iĤt jsme vyjádřili jako konvergentnı́ mocninnou řadu.
Pro většı́ jednoduchost nynı́ uvažujme H = Rn, jelikož pojmy samoadjungovaného

a symetrického operátoru zde splývajı́. Pak e−iĤt spočteme snadno. Je-li Ĥ pozitivně
definitnı́ symetrická matice reprezentujı́cı́ operátor Ĥ , pak uvažujme jejı́ diagonalizaci

Ĥ = ST


λ1 0 . . . 0
0 λ2 . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . λn

S,
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kde λ1, λ2, . . . , λn jsou kladná vlastnı́ čı́sla matice Ĥ a sloupce matice S tvořı́ ortogonálnı́
systém vlastnı́ch vektorů matice Ĥ. Aplikujeme-li na matici Ĥ libovolnou spojitou funkci
f : R→ R, pak je to v podstatě totéž, jako kdyby tato funkce působila na spektrum, platı́
totiž

f(Ĥ) = ST


f(λ1) 0 . . . 0

0 f(λ2) . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . f(λn)

S,

kde jsme výsledek působenı́ funkce f na spektrum matice Ĥ zleva a zprava vynásobili
diagonalizujı́cı́ maticı́ S. V našem přı́padě tedy

e−iĤt = ST


e−iλ1t 0 . . . 0

0 e−iλ2t . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . e−iλnt

S.

Výpočet řešenı́ ψ(t) rovnice (1.12) závisı́ na tom, jak „pěkný“ je Hamiltonián Ĥ a
Hilberův prostor H daného systému. Samozřejmě ne vždy lze použı́t řady (1.13). Zcela
obecně lze ovšem exponenciálu e−iĤt spočı́tat pomocı́ operátorového počtu jako

e−iĤt =

∫
σ(Ĥ)

e−iλtdEλ. (1.14)

Potom lze řešenı́ ψ(t) rovnice (1.12) psát ve tvaru

ψ(t) = ψ(0)

∫
σ(Ĥ)

e−iλtdEλ. (1.15)



Kapitola 2

Aplikace: perturbačnı́ teorie

Existuje jen velmi málo analytických řešenı́ Schrödingerovy rovnice, v dalšı́m se tedy
zaměřı́me na řešenı́ přibližná a použijeme dosavadnı́ch poznatků z teorie symetrických a
samoadjungovaných operátorů ke studiu časově nezávislé i závislé perturbačnı́ teorie.

Předpokládejme, že náš kvantově mechanický problém se od problému, jehož analy-
tické řešenı́ známe, lišı́ pouze málo (v jistém slova smyslu). Přı́spěvek této odchylky pak
přidáme jako opravu energie, resp. vlnové funkce k energii, resp. vlnové fuknci přesně
řešpráitelného problému. Pro většı́ přehlednost zápisu se budeme dále držet Diracovy no-
tace, tj. pro stavový vektor ψ(x, t) ∈ H budeme použı́vat označenı́ |ψ(x, t)〉, tzv. ket-vektor,
a mı́sto ψ(x, t) ∈ H∗ budeme psát 〈ψ(x, t)|, tzv. bra-vektor.

2.1 Časově nezávislá perturbačnı́ teorie

V celé kapitole uvažujeme pouze takové Hamiltoniány, které nezávisı́ explicitně na čase.
Našı́m cı́lem je nalezenı́ přibližných vyjádřenı́ vlastnı́ch hodnot energie En a přı́slušných
vlastnı́ch funkcı́ |ψn〉Hamiltoniánu Ĥ , pro nějž neexistujı́ přesná řešenı́ stacionárnı́ Schrö-
dingerovy rovnice

Ĥ|ψn〉 = En|ψn〉. (2.1)

Je-li Hamiltonián Ĥ velmi blı́zký Hamiltoniánu Ĥ0, pro nějž má rovnice (2.1) přesné řešenı́,
lze jej psát jako součet

Ĥ = Ĥ0 + Ĥp,

kde Ĥ0 přı́slušı́ tzv. neperturbovanému systému a Ĥp jisté perturbaci. Jak jsme řekli již výše,
musı́ být perturbace dostatečně malá, tj. Ĥ0 � Ĥp, kde Ĥp si můžeme představovat třeba
jako slabé elektrické či magnetické pole. Obvykle se použı́vá vyjádřenı́ Ĥp = λŴ , kde
λ� 1, rovnice (2.1) má tedy tvar

(Ĥ0 + λŴ )|ψn〉 = En|ψn〉, (2.2)

přičemž řešenı́ zřejmě závisı́ na tom, zda jsou vlastnı́ hodnoty Ĥ0 degenerované, či nikoli.

2.1.1 Nedegenerovaná perturbačnı́ teorie

V nejjednoduššı́m přı́padě známe vlastnı́ hodnoty E
(0)
n a přı́slušné vlastnı́ funkce |φn〉,

které jsou přesným řešenı́m rovnice

Ĥ0|φn〉 = E(0)
n |φn〉,

– 23 –
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přičemž každé energii E(0)
n přı́slušı́ pouze jeden stav |φn〉. Výpočet korekcı́ prvnı́ch něko-

lika řádů je pak v podstatě triviálnı́ záležitostı́, stačı́ pouze rozvést perturbované vlastnı́
hodnoty a vlastnı́ stavy do mocninné řady s parametrem λ:

En = E(0)
n + λE(1)

n + λ2E(2)
n + . . . , |ψn〉 = |φn〉+ λ|ψ(1)

n 〉+ λ2|ψ(2)
n 〉+ . . . , (2.3)

přičemž pro λ = 0 zřejmě dostáváme neperturbovaná řešenı́ En = E
(0)
n a |ψn〉 = |φn〉.

Vlastnı́ hodnota E(k)
n , resp. přı́slušná funkce |ψ(k)

n 〉 tedy představuje k-tou korekci vlastnı́
hodnoty energie, resp. vlastnı́ho stavu. Je nutno podotknout, že rozvinoutEn a |ψn〉 do řad
(2.3) nemusı́ být ani v přı́padě dostatečně malých perturbacı́ vždy možné, navı́c se často
stává, že tyto řady nekonvergujı́. V praxi se proto často omezujeme pouze na několik
prvnı́ch členů rozvoje, s nimiž lze většinu problémů spolehlivě řešit.

Nynı́ ukažme výpočet E(1)
n , E(2)

n a |ψ(1)
n 〉. Dosazenı́m rozvojů (2.3) do levé strany

Schrödingerovy rovnice (2.2) zı́skáme

(Ĥ0 + λŴ )(|φn〉+ λ|ψ(1)
n 〉+ λ2|ψ(2)

n 〉+ . . .). (2.4)

Obdobně dosazenı́m (2.3) do pravé strany (2.2) obdržı́me

(E(0)
n + λE(1)

n + λ2E(2)
n + . . .)(|φn〉+ λ|ψ(1)

n 〉+ λ2|ψ(2)
n 〉+ . . .). (2.5)

Protože E(i)
n a |ψ(i)

n 〉 jsou lineárně nezávislé pro všechna i, stačı́ porovnávat koeficienty
u přı́slušných mocnin parametru λ:

λ0 : Ĥ0|φn〉 = E(0)
n |φn〉, (2.6)

λ1 : Ĥ0|ψ(1)
n 〉+ Ŵ |φn〉 = E(0)

n |ψ(1)
n 〉+ E(1)

n |φn〉, (2.7)

λ2 : Ĥ0|ψ(2)
n 〉+ Ŵ |ψ(1)

n 〉 = E(0)
n |ψ(2)

n 〉+ E(1)
n |ψ(1)

n 〉+ E(2)
n |φn〉, (2.8)

přičemž předpokládáme, že 〈φn|ψn〉 ' 1, nebot’ |ψn〉 je velmi blı́zké |φn〉. Po normovánı́
|ψn〉 už platı́ přesně

〈φn|ψn〉 = 1. (2.9)

Dosadı́me-li do rovnice (2.9) rozvoj |ψn〉 z (2.3), dostaneme

λ〈φn|ψ(1)
n 〉+ λ2〈φn|ψ(2)

n 〉+ . . . = 0,

a protože λ 6= 0, musı́ platit 〈φn|ψ(1)
n 〉 = 〈φn|ψ(2)

n 〉 = . . . = 0.
Korekce E(1)

n , resp. E(2)
n zı́skáme vynásobenı́m rovnice (2.7), resp. (2.8) bra-vektorem

〈φn|, tedy
E(1)
n = 〈φn|Ŵ |φn〉, resp. E(2)

n = 〈φn|Ŵ |ψ(1)
n 〉, (2.10)

kde jsme využili relace ortogonality 〈φn|ψ(1)
n 〉 = 〈φn|ψ(2)

n 〉 = 0 a vztahu 〈φn|φn〉 = 1. Výraz
pro E(1)

n nynı́ lze dosadit do rozvoje (2.3), a vyjádřit tak En jako

En = E(0)
n + 〈φn|Ĥp|φn〉.

Při odvozenı́ korekce |ψ(1)
n 〉 vlastnı́ funkce |ψn〉 budeme vycházet z toho, že množina

neperturbovaných stavů |ψn〉 tvořı́ úplnou ortonormálnı́ bázi přı́slušného Hilbertova pro-
storu. Vyjádřı́me-li |ψ(1)

n 〉v této bázi a využijeme-li ortogonality 〈φn| a |ψ(1)
n 〉 (tedy nulovosti

skalárnı́ho součinu 〈φn|ψ(1)
n 〉), dostaneme:

|ψ(1)
n 〉 =

(∑
m

|φm〉〈φm|
)
|ψ(1)
n 〉 =

∑
m 6=n
〈φm|ψ(1)

n 〉|φm〉 =
∑
m 6=n

〈φm|Ŵ |φn〉
E

(0)
n − E(0)

m

|φm〉, (2.11)
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kde 〈φm|ψ(1)
n 〉 jsme vyjádřili z rovnice (2.7) vynásobené bra-vektorem 〈φm|. Dosazenı́m

právě vyjádřené korekce |ψ(1)
n 〉 do rozvoje (2.3) vlastnı́ch funkcı́ |ψn〉 obdržı́me

|ψn〉 = |φn〉+
∑
m6=n

〈φm|Ŵ |φn〉
E

(0)
n − E(0)

m

|φm〉. (2.12)

Nynı́ můžeme jednoduše vyjádřit také korekci E(2)
n . Z rovnice (2.10) již vı́me, že E(2)

n =

= 〈φn|Ŵ |ψ(1)
n 〉, a výraz pro |ψ(1)

n 〉 jsme právě spočetli, tj.

E(2)
n =

∑
m 6=n

|〈φm|Ŵ |φn〉|2

E
(0)
n − E(0)

m

.

Rozvoj vlastnı́ch hodnot energiı́ En až do druhého řádu lze tedy psát jako

En = E0 + 〈φn|Ĥp|φn〉+
∑
m 6=n

|〈φm|Ŵ |φn〉|2

E
(0)
n − E(0)

m

+ . . . . (2.13)

Oprava druhého řádu k energii základnı́ho stavu (tj. pro E(0)
n < E

(0)
m ) je vždy záporná.

Pokud řady (2.3) konvergujı́, lze obdobně spočı́tat korekce libovolného řádu, v praxi
ovšem stačı́ uvažovat vlnové funkce do prvnı́ aproximace a energie do druhé aproximace.
Nutnou podmı́nkou konvergence En a |ψn〉 vyjádřených rovnicemi (2.12) a (2.13) je, aby
každá oprava byla malá ve srovnánı́ s opravou předešlou, tedy aby pro každé m 6= n
platilo ∣∣∣∣ 〈φm|Ŵ |φn〉

E
(0)
n − E(0)

m

∣∣∣∣� 1. (2.14)

Podmı́nka použitelnosti perturbačnı́ teorie vede k požadavku, aby nediagonálnı́ prvky
operátoru Ĥp reprezentujı́cı́ho perturbaci byly malé oproti absolutnı́ hodnotě rozdı́lu
přı́slušných hodnot neperturbovaných energiı́. Důkaz konvergence řad (2.3) je ovšem pro
většinu problémů, které majı́ praktický význam, velmi složitý a v některých přı́padech
dostaneme v prvnı́ aproximaci dobrý výsledek dokonce i tehdy, když tyto řady divergujı́.

Poznamenejme, že vztahy (2.12) a (2.13) lze použı́t i v přı́padě, patřı́-li část stavů m
ke spojitému spektru. Potom pouze sumy nahradı́me integrály. Základnı́m předpokladem
perturbačnı́ teorie je, že pro λ → 0 přejdou vlastnı́ hodnoty a funkce operátoru Ĥ spojitě
ve vlastnı́ hodnoty a funkce operátoru Ĥ0. V některých situacı́ch ovšem tato podmı́nka
nemusı́ být splněna a perturbace může ovlivnit charakter řešenı́ tak, že změnı́ problém
s diskrétnı́m spektrem na problém se spektrem spojitým. Uvažujme např. Hamiltonián

Ĥ(p̂, x̂) =
p̂

2m
+

1

2
µω2x̂2 + λx̂3, (2.15)

kde µ a ω jsou fyzikálnı́ konstanty, p̂ je operátor hybnosti a Ŵ = x̂3 operátor perturbace.
Je ihned vidět, že pro λ = 0 je tento Hamiltonián shodný s Hamiltoniánem lineárnı́ho
harmonického oscilátoru s diskrétnı́m energiovým spektrem En = ~ω(n+ 1/2). Pro malé
hodnoty λ platı́

λ|〈φn|x3|φm〉| � |En − Em| = ~ω|n−m|.

Avšak pro všechny hodnoty λ 6= 0 má Hamiltonián (2.15) spojité vlastnı́ hodnoty energie,
jelikož pro velké záporné hodnoty x bude potenciálnı́ energie menšı́ než celková energie



Kapitola 2. Aplikace: perturbačnı́ teorie 26

částice. V takovém přı́padě popisujı́ vlnové funkce a energie zı́skané perturbačnı́ teoriı́
nestacionárnı́ stavy. Částice může projı́t potenciálovým valem ve směru záporných x a
vzdálit se do nekonečna, nicméně pro malé hodnoty parametru λ je pravděpodobnost
takového chovánı́ částice zanedbatelná, a proto budou řešenı́ pomocı́ perturbačnı́ teorie
prakticky shodná se stacionárnı́mi stavy. Stavy tohoto typu nazýváme kvazistacionárnı́.

2.1.2 Perturbačnı́ teorie pro přı́pad dvou blı́zkých hladin

Připomeňme vztahy pro opravu prvnı́ho řádu vlnové funkce a opravu druhého řádu
vlastnı́ energie spočtené v předchozı́ kapitole

|ψ(1)
n 〉 =

∑
m6=n

〈φm|Ŵ |φn〉
E

(0)
n − E(0)

m

|φm〉, E(2)
n =

∑
m6=n

|〈φm|Ŵ |φn〉|2

E
(0)
n − E(0)

m

.

Z těchto vztahů je patrné, že vyskytne-li se mezi vlastnı́mi hodnotami neperturbovaného
Hamiltoniánu Ĥ0 jedna či vı́ce energiı́ blı́zkých E(0)

n , budou hodntoty čitatelů přı́liš velké
ve srovnánı́ s hodnotami jmenovatelů, zı́skáme tedy přı́liš velké opravy na to abychom
pro |ψn〉,En mohli použı́t rozvoje (2.3). Je-li počet blı́zkých vlastnı́ch hodnotH0 kolem n-té
hladiny malý, lze se přesto velkým opravám vyhnout. Trik spočı́vá v pootočenı́ systému
vlastnı́ch funkcı́ tak, aby |φn〉 a |φm〉 byly ortogonálnı́, čı́mž se nám podařı́ vynulovat členy
|ψn〉, En. Tento postup ukážeme na přı́kladu dvou blı́zkých hladin.

Uvažujme, že operátor Ĥ0 má dvě blı́zké vlastnı́ hodnoty E
(0)
1 a E(0)

2 , jimž přı́slušı́
vlastnı́ funkce |ϕ1〉 a |ϕ2〉, přičemž všechny ostatnı́ vlastnı́ hodnoty se od E

(0)
1 a E

(0)
2

podstatně lišı́. Nynı́ hledejme řešenı́ |φ〉 stacionárnı́ Schrödingerovy rovnice

Ĥ|φ〉 = E|φ〉

ve tvaru lineárnı́ kombinace vlastnı́ch funkcı́ |ϕ1〉, |ϕ2〉, tj. |φ〉 = a|ϕ1〉+ b|ϕ2〉. Zı́skáme tak
soustavu dvou rovnic

[〈ϕ1|Ĥ|ϕ1〉 − E]a+ 〈ϕ1|Ĥ|ϕ2〉b = 0,

〈ϕ2|Ĥ|ϕ1〉a+ [〈ϕ2|Ĥ|ϕ2〉 − E]b = 0, (2.16)

jejı́mž řešenı́m jsou vlastnı́ hodnoty

E1,2 =
1

2
(Ĥ11 + Ĥ22)±

1

2

√
(Ĥ11 − Ĥ22)2 + |Ĥ12|2, (2.17)

kde znaménko plus, resp minus přı́slušı́ energiiE1, resp.E2 a kde mı́sto 〈ϕm|Ĥ|ϕn〉pı́šeme
Ĥmn. Abychom mohli efektivně použı́t perturbačnı́ teorii, musı́ platit podmı́nka

|〈ϕ1|Ĥ|ϕ1〉 − 〈ϕ2|Ĥ|ϕ2〉| � |〈ϕ1|Ĥ|ϕ2〉|. (2.18)

Za této podmı́nky rozvineme odmocninu ve vztahu (2.17) do Taylorovy řady a po malé
úpravě dostaneme

E1,2 ≈
1

2

(
Ĥ11 + Ĥ22 + |Ĥ11 − Ĥ22|+

2|Ĥ12|2

|Ĥ11 − Ĥ22|

)
,

což je vztah shodný se vztahem pro energii v běžné perturbačnı́ teorii.
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Obrázek 2.1: Energiové hladiny E1, E2 (znázorněny plnou čarou) jako funkce rozdı́lu
energiı́ δ := Ĥ11 − Ĥ22 neperturbovaného systému pro pevnou hodnotu Ĥ12. Opravy
druhého řádu hodnot energie jsou vyznačeny jako rozdı́l mezi plnou a přerušovanou
čárou. Zdroj [2].

Pokud ovšem v podmı́nce (2.18) nastane obrácená nerovnost, bude

E1,2 ≈
1

2
(Ĥ11 + Ĥ22)±

[
|Ĥ12|+

(Ĥ11 − Ĥ22)
2

8|Ĥ12|

]
.

Na obrázku 2.1 si všimněme, že opravy druhého řádu hodnot Ĥ11 a Ĥ22 zvětšı́ vzdálenost
mezi hladinami, někdy se proto mluvı́ o odpuzovánı́ hladin.

Ze soustavy rovnic (2.16) pro poměr koeficientů a a b plyne vztah

a

b
=

Ĥ12

E − Ĥ11

,

do něhož za E1 a E2 dosadı́me z (2.17). Označı́me-li tanβ = 2Ĥ12/(Ĥ11 − Ĥ22), pak platı́(
a

b

)
1

= cot
β

2
,

(
a

b

)
2

= − tan
β

2
.

Na začátku jsme hledali řešenı́ stacionárnı́ Schrödingerovy rovnice jako lineárnı́ kombinaci
|φ〉 = a|ϕ1〉+ b|φ2〉. Nynı́ dostáváme dvě normované vlnové funkce

|φ1〉 = |ϕ1〉 cos
β

2
+ |ϕ2〉 sin

β

2
, |φ2〉 = −|ϕ1〉 sin

β

2
+ |ϕ2〉 cos

β

2
.

Podle toho, zda je, či nenı́ splněna podmı́nka použitelnosti perturbačnı́ teorie (2.18), do-
staneme:

a) β ≈ 0, tedy |φ1〉 ≈ |ϕ1〉 a |φ2〉 ≈ |ϕ2〉, nebo

b) β ≈ π/2, tedy |φ1〉 ≈
√

2/2(|ϕ1〉+ |ϕ2〉) a |φ2〉 ≈
√

2/2(−|ϕ1〉+ |ϕ2〉).

Takto jsme docı́lili toho, že se v rozvoji (2.3) vlastnı́ch energiı́ En a vlastnı́ch funkcı́ |ψn〉
vynulujı́ opravy E(2)

n a |φ(1)n 〉, nebot’ čitatel 〈φ1|Ĥ|φ2〉 je roven nule. Opravy vyššı́ch řádů
lze pak počı́tat pomocı́ běžné (nedegenerované) perturbačnı́ teorie.
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2.1.3 Degenerovaná perturbačnı́ teorie

Hledejme opět řešenı́ problému vlastnı́ch hodnot

Ĥ|ψn〉 = (Ĥ0 + Ĥp)|ψn〉 = En|ψn〉,

nynı́ ovšem předpokládejme, že neperturbovaný Hamiltonián Ĥ0 je degenerovaný. Bez
újmy na obecnosti uvažujme, že Ĥ0 má k-násobně degenerovanou vlastnı́ hodnotu E

(0)
n .

Existuje tedy množina k vlastnı́ch funkcı́ |φnα〉, kde α = 1, 2, . . . , k, jež všechny přı́slušı́
stejné energii E(0)

n , tj. jsou řešenı́m rovnice

Ĥ0|φnα〉 = E(0)
n |φnα〉.

Čı́slo α může přı́slušet jednomu i vı́ce kvantovým čı́slům, důležité ale je, že E(0)
n na α

nezávisı́. Předpokládejme navı́c, že stavy |φnα〉 tvořı́ ortonormálnı́ systém a |ψn〉majı́ jed-
notkovou normu. Napı́šeme-li vlastnı́ funkci |ψn〉 v nultém řádu aproximace jako lineárnı́
kombinaci

|ψn〉 =

k∑
α=1

aα|φnα〉, (2.19)

má normovacı́ podmı́nka 〈ψn|ψn〉 = 1 tvar

〈ψn|ψn〉 =
∑
α,β

aαaβδαβ =

k∑
α=1

|aα|2 = 1.

Nynı́ ukážeme, jak vypočı́tat koeficienty aα. Dosazenı́m |ψn〉 =
∑k

α=1 aα|φnα〉 do Schrö-
dingerovy rovnice (2.2) dostáváme∑

α

[
E(0)
n |φnα〉+ Ĥp|φnα〉

]
aα = En

∑
α

aα|φnα〉.

Tuto rovnici vynásobı́me bra-vektorem 〈φnβ | a využijeme ortogonality systému |φnα〉.∑
α

aα

[
E(0)
n δα,β + 〈φnβ |Ĥp|φnα〉

]
= En

∑
α

aαδαβ,

aβE
(0)
n +

k∑
α=1

aα〈φnβ |Ĥp|φnα〉 = aβEn. (2.20)

Označı́me-li podobně jako v předchozı́ kapitole Ĥpβα = 〈φnβ |Ĥp|φnα〉 a E(1)
n = En − E(0)

n ,
lze (2.20) zjednodušit na systém k homogennı́ch lineárnı́ch rovnic pro koeficienty aα

k∑
α=1

(
Ĥpβα − E

(1)
n δαβ

)
aα = 0, (2.21)

kde β = 1, 2, . . . , k. Systém (2.21) má netriviálnı́ řešenı́, právě když je jeho determinant
det(Ĥpβα − E

(1)
n δαβ) roven nule, tedy

det


Ĥp11 − E

(1)
n Ĥp12 Ĥp13 . . . Ĥp1k

Ĥp21 Ĥp22 − E
(1)
n Ĥp23 . . . Ĥp2k

...
...

. . .
...

Ĥp?k1 Ĥpk2 Ĥpk3 . . . Ĥpkk − E
(1)
n

 = 0.
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Řešenı́m rovnice k-tého stupně v proměnnéE(1)
n je obecně k různých reálných kořenůE(1)

nα

představujı́cı́ch korekce prvnı́ho řádu vlastnı́ch hodnot Enα Hamiltoniánu Ĥ .
Koeficienty aα zı́skáme dosazenı́m kořenůE(1)

nα do rovnice (2.21). Takto spočtené aα pak
dosadı́me do lineárnı́ kombinace (2.19), čı́mž jsme vyjádřili hledanou vlastnı́ funkci |ψn〉.
Platı́, že podle toho, kolik kořenů E

(1)
nα je navzájem různých, snižuje se úplně či částečně

stupeň degenerace. V přı́padě, kdy je všech k kořenů navzájem různých, jsou vlastnı́
hodnoty Ĥ nedegenerované, jelikož neperturbovaný problém se rozdělı́ na k různých
hladin

Enα = E(0)
n + E(1)

nα , pro α = 1, 2, . . . , k.

Perturbace tedy v tomto přı́padě úplně odstranila degeneraci. Chceme-li pro k-násobně
degenerovanou hladinu zı́skat rozvoj vlastnı́ch hodnot do prvnı́ho řádu včetně, vyjádřı́me
si pro každou tuto hladinu perturbačnı́ matici Ĥp typu k × k:

Ĥp =


Ĥp11 Ĥp12 . . . Ĥp1k

Ĥp21 Ĥp22 . . . Ĥp2k
...

...
. . .

...
Ĥpk1 Ĥpk2 . . . Ĥpkk

 .

Diagonalizacı́ matice Ĥp najdeme k vlastnı́ch hodnot E(1)
nα a jim přı́slušných vlastnı́ch

vektorů aα = (aα1 , aα2 , . . . , aαk)T , kde α = 1, 2, . . . , k. Rozvoj vlastnı́ch hodnot energie
do prvnı́ho řádu a přı́slušných vlastnı́ch funkcı́ do nultého řádu je pak dán jako

Enα = E(0)
n + E(1)

nα , |ψnα〉 =
k∑

β=1

aαβ|φnβ〉,

přičemž opět α = 1, 2, . . . , k.

2.2 Časově závislá perturbačnı́ teorie

V kvantové mechanice má zvláštnı́ význam třı́da transformacı́ reprezentovaných unitárnı́-
mi operátory, nebot’pomocı́ nich přecházı́me od jedněch proměnných k jiným. Protože se
nynı́ budeme zabývat časově závislými Hamiltoniány, zaměřı́me se na unitárnı́ transfor-
mace tvaru eiÛ , kde Û je nějaký samoadjungovaný operátor. Působenı́m takové unitárnı́
transformace sice změnı́me tvar vlnových fukncı́ |ψ〉, nikoli však jejich nezávisle pro-
měnné. Takové transformace se nazývajı́ fázové.

Vı́me již, že každé veličině lze přiřadit nějaký samoadjungovaný operátor. Nicméně
toto přiřazenı́ nenı́ jednoznačné a ve skutečnosti lze libovolné fyzikálnı́ veličině přiřadit
celou třı́du samoadjungovaných operátorů Ô lišı́cı́ch se pouze unitárnı́mi transformacemi
Ŝ∗ÔŜ, kde ŜŜ∗ = Î (Î značı́ identický operátor) a Ŝ = eiÛ . Samozřejmě nechceme, aby
vlastnosti fyzikálnı́ch veličin závisely na této volbě, musı́ tedy nějak souviset s invarianty
samoadjungovaných operátorů, tj. s takovými jejich vlastnostmi, které se neměnı́ při uni-
tárnı́ch transformacı́ch. Invarianty samoadjungovaných operátorů shrňme v následujı́cı́
větě.

Věta 2.1. Necht’K̂, L̂ jsou samoadjungované operátory na Hilbertově prostoruH. Dále necht’|ψ〉,
|ψm〉, |ψn〉 ∈ H, kde |ψ〉 je vlastnı́ vektor přı́slušejı́cı́ vlastnı́mu čı́sluλ operátoru K̂. Pak invarianty
operátorů K̂, L̂ vzhledem k unitárnı́ transformaci Ŝ = eiÛ , kde operátor Û je samoadjungovaný,
jsou následujcı́
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(i) samoadjungovanost,

(ii) algebraické vztahy mezi operátory,

(iii) komutačnı́ relace mezi operátory1,

(iv) spektrum vlastnı́ch hodnot a

(v) maticové prvky operátorů2.

Důkaz. Platnost (i) a (ii) je zřejmá. Ověřme vlastnost (iii). Bud’ iM̂ komutátor operátorů
K̂, L̂, tedy

[K̂, L̂] = iM̂ .

Počı́tejme
Ŝ∗K̂ŜŜ∗L̂Ŝ − Ŝ∗L̂ŜŜ∗K̂Ŝ = iŜ∗M̂Ŝ,

K̂ ′F̂ ′ − F̂ ′K̂ ′ = iM̂ ′,

kde čárkované operátory se od nečárkovaných lišı́ unitárnı́ transformacı́ eiÛ . Tı́m jsme
ukázali (iii). Nynı́ ověřı́me vlastnost (iv). Označı́me-li opět transformovaný operátor,
resp. vlastnı́ vektor čárkovaně, pak působenı́m unitárnı́ transformace Ŝ na

K̂|ψ〉 = λ|ψ〉

dostáváme
Ŝ∗K̂ŜŜ|ψ〉 = λŜ|ψ〉,

K̂ ′|ψ′〉 = λ|ψ′〉,

čı́mž je platnost (iv) dokázána. Invariance maticových prvků, tj. vlastnost (v), plyne z rov-
nice

〈ψm|K̂|ψn〉 =

∫
ψ∗mK̂ψndζ =

∫
ψ∗mŜ

∗Ŝ∗K̂ŜŜψndζ =

∫
(ψ∗m)′K̂ ′ψ′ndζ = 〈ψ′m|K̂ ′|ψ′n〉.

Nynı́ se budeme zabývat unitárnı́mi transformacemi parametrizovanými spojitým pa-
rametrem t ∈ R. Ukážeme, že pomocı́ těchto transformacı́ lze vyjádřit časová změna
stavu, a to několika způsoby, které budeme nazývat reprezentacemi, resp. obrazy změny
stavu. Uvedeme tři nejdůležitějšı́ reprezentace kvantové mechaniky, a to Schrödingerovu,
Heisenbergovu a interakčnı́ reprezentaci, lišı́cı́ se tı́m, zda uvažujeme časově závislé stavové
vektory, operátory, nebo vektory i operátory. V interakčnı́ reprezentaci pak ukážeme řešenı́
ústřednı́ho problému časově závislé perturbačnı́ teorie.

1Připomeňme, že komutátor [Â, B̂] operátorů Â a B̂ je definován jako [Â, B̂] = ÂB̂ − B̂Â. Jestliže je
[Â, B̂] = 0, řekneme, že Â a B̂ komutujı́. Důležité je, že pro komutujı́cı́ operátory existuje společný systém
vlastnı́ch vektorů.

2Maticovým prvkem operátoru Â mezi vektory |ϕ〉 a |ψ〉 rozumı́me výraz 〈ϕ|(Â|ψ〉) = 〈ϕ|Â|ψ〉.
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2.2.1 Kvantově mechanické reprezentace

Schrödingerova reprezentace

Neměnı́-li se spektrum operátorů s časem, nezávisı́ na čase ani operátory samotné a ča-
sovou změnu stavu určuje změna stavového vektoru |ψ(t)〉 realizovaná nějakou unitárnı́
transformacı́. Tuto transformaci reprezentujeme unitárnı́m operátorem Û(t) a, jak jsme již
dřı́ve ukázali, tvořı́ unitárnı́ operátory jednoparametrickou unitárnı́ C0-grupu generova-
nou Hamiltoniánem.

Nynı́ napı́šeme Schrödingerovu rovnici pro stav systému |ψ(t)〉S ve Schrödingerově
reprezentaci

i~
d

dt
|ψ(t)〉S = Ĥ|ψ(t)〉S (2.22)

a vyjádřı́me stav |ψ(t)〉S pomocı́ unitárnı́ho tzv. evolučnı́ho operátoru Û(t, t0) = ei(t−t0)Ĥ/~

jako
|ψ(t)〉S = Û(t, t0)|ψ(t0)〉S .

Schrödingerovu rovnici (2.22) lze pak psát v ekvivaletnı́m tvaru[
i~
d

dt
− Ĥ

]
Û(t, t0) = 0. (2.23)

Heisenbergova reprezentace

Nynı́ uvažujme stavové vektory |ψ〉 pevné v Hilbertově prostoru, a časově nezávislé
operátory ÔS ve Schrödingerově reprezentacei nahrad’me časově závislými operátory
Ô(t)H . Vztah mezi ÔS a Ô(t)H je určen unitárnı́ transformacı́ Û(t):

Ô(t)H = Û∗ÔSÛ = eiĤt/~ÔSe−iĤt/~.

Stavový vektor |ψ〉H souvisı́ se stavovým vektorem |ψ(t)〉S vztahem

|ψ〉H = |ψ(0)〉S .

Abychom zı́skali pohybovou rovnici pro operátor ÔH(t) v Heisenbergově reprezentaci,
musı́me spočı́tat jeho časovou derivaci

dÔH(t)

dt
=
i

~
Û∗ÔSÛ −

i

~
Û∗ÔSÛ =

i

~
Û∗ĤÔSÛ −

i

~
Û∗ÔĤÛ =

=
i

~
Û∗ĤÛ∗Û ÔÛ − i

~
Û∗ÔÛ∗ÛĤÛ =

i

~
[ÔH(t), Ĥ],

kde výraz [ÔH(t), Ĥ] je komutátor operátorů ÔH(t) a Ĥ . Dostáváme tedy

i~
d

dt
ÔH(t) = [ÔH(t), Ĥ]. (2.24)

Zřejmě střednı́ hodnota libovolného operátoru Ô nezávisı́ na volbě reprezentace:

H〈ψ|ÔH(t)|ψ〉H = S〈ψ(0)|Û∗ÔSÛ |ψ(0)〉S = S〈ψ(t)|ÂS |ψ(t)〉S .
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Interakčnı́ (Diracova) reprezentace

V této reprezentaci uvažujeme časově závislé stavové vektory i operátory. Jak vypadajı́
jejich pohybové rovnice? Stavové vektory |ψ(t)〉I v interakčnı́ reprezentaci zavedeme jako
unitárnı́ transformaci Û(t) vektorů |ψ(t)〉S :

ψ(t)〉I = Û(t)|ψ(t)〉S = eiĤ0t/~|ψ(t)〉S , (2.25)

přičemž pro t = 0 jsou vyjádřenı́ v obou reprezentacı́ch shodná.
Časový vývoj |ψ(t)〉I lze zı́skat prostým dosazenı́m do Schrödingerovy rovnice (2.22):

i~
d|ψ(t)〉I
dt

= eiĤ0t/~
(
i~
d|ψS(t)〉

dt
− Ĥ0|ψ(t)〉S

)
= eiĤ0t/~Ĥ|ψ(t)〉S − Ĥ0|ψ(t)〉I , (2.26)

kde vyjádřenı́

i~
d|ψ(t)〉S

dt
= Ĥ(t)|ψ(t)〉S

plyne z rovnice (2.22) a eiĤ0t/~|ψ(t)〉S = ψ(t)〉I dostaneme z definičnı́ho vztahu (2.25).
Využijeme-li toho, že platı́

Ĥ = Ĥ0 + V̂ ,

eiĤ0t/~V̂ =

(
eiĤ0t/~V̂ e−iĤ0t/~

)
eiĤ0t/~ = V̂Ie

iĤ0t/~,

lze rovnici (2.26) převést do tvaru

i~
d|ψ(t)〉I
dt

= Ĥ0e
iĤ0t/~|ψ(t)〉 − Ĥ0|ψ(t)〉I + V̂Ie

iĤ0t/~|ψ(t)〉.

Úpravou pravé strany dostaneme hledanou rovnici časového vývoje |ψ(t)〉I :

i~
d|ψ(t)〉I
dt

= V̂I(t)|ψ(t)〉I , (2.27)

Obdobně derivacı́ dÔI(t)/dt zı́skáme rovnici časového vývoje operátoru ÔI(t):

dÔI(t)

dt
=

1

i~
[ÔI(t), Ĥ0]. (2.28)

2.2.2 Zobecněné transformace mezi kvantově mechanickými reprezentacemi

Nynı́ mı́sto Schrödingerovy, Diracovy nebo interakčnı́ reprezentace uvažujme zcela obecné
reprezentace, nazvěme je napřı́klad A a B, a ptejme se, jak bude vypadat stavový vektor
|ψ(t)〉A, přejdeme-li od reprezentace A k reprezentaci B. Nový stavový vektor |ψ(t)〉B
bude tvaru

|ψ(t)〉B = ÛBA(t)|ψ(t)〉A. (2.29)

Operátor ÛBA(t) je unitárnı́ operátor tvaru

ÛBA(t) = eiĜt/~, (2.30)

kde Ĝ je samoadjungovaný (a časově nezávislý), přičemž pro inverznı́ transformaci ÛAB(t)

platı́: ÛAB(t) = Û∗BA(t) = e−iĜt/~. Podobně se ptejme, jak bude vypadat transformace
ÔA(t)→ ÔB(t) operátoru ÔA v reprezentaci A do reprezentace B. Platı́

ÔB(t) = ÛBA(t)ÔA(t)ÛAB(t). (2.31)
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Z definice unitárnı́ho operátoru ÛAB(t) plyne, že ÛAB(t)ÛBA(t) = Î (zde Î je identický
operátor), což zaručuje invarianci střednı́ hodnoty operátoru Ô na volbě reprezentace:

〈Ô〉B = B〈ψ|ÔB|ψ〉B = A〈ψ|ÛABÛBAÔAÛABÛBA|ψ〉A = A〈ψ|ÔA|ψ〉A = 〈Ô〉A.

Obě reprezentace tedy dávajı́ shodné fyzikálnı́ předpovědi.
Nynı́ budeme předpokládat, že pohybové rovnice pro stavové vektory a operátory

v reprezentaci A jsou tvaru

d

dt
|ψ〉A = − i

~
Ĥψ,A|ψ〉A,

d

dt
ÔA =

i

~
[ĤÔ,A, ÔA], (2.32)

taktéž v reprezentaci B

d

dt
|ψ〉B = − i

~
Ĥψ,B|ψ〉B,

d

dt
ÔB =

i

~
[ĤÔ,B, ÔB], (2.33)

kde Ĥψ, resp. ĤÔ jsou Hamiltoniány pro stavové vektory, resp. pro operátory v dané
reprezentaci. Transformačnı́ vztahy pro Ĥψ a ĤÔ odvodı́me opět snadno derivovánı́m

d

dt
|ψ〉B =

d

dt

(
ÛBA|ψ〉A

)
=
i

~

(
ÛBAĤψ,AÛAB − Ĝ

)
ÛBA|ψ〉A,

a
d

dt
ÔB =

d

dt

(
ÛBAÔAÛAB

)
=
i

~
[ÛBAĤÔ,AÛAB + Ĝ, ÔB],

z čehož plynou hledaná vyjádřenı́

Ĥψ,B = ÛBAĤψ,AÛAB − Ĝ,

ĤÔ,B = ÛBAĤÔ,AÛAB + Ĝ. (2.34)

Poznamenejme, že součet Hamiltoniánů Ĥ = Ĥψ + ĤÔ lze považovat za invariant, nebot’

Ĥψ,B + ĤÔ,B = Ĥψ,A + ĤÔ,A.

Rozdı́ly mezi různými reprezentacemi (např. Schrödingerovou, Hesenbergovou, inter-
akčnı́) tedy zřejmě souvisı́ s tı́m, jakým způsobem rozdělı́me Hamiltonián Ĥ na část
připadajı́cı́ stavům Ĥψ a na část připadajı́cı́ operátorům ĤÔ.

Ukažme nynı́, jak se transformujı́ tzv. evolučnı́ operátory. Evolučnı́m operátorem v re-
prezentaci A, resp. B rozumı́me operátor Û(t) takový, že

|ψ(t)〉A = ÛA(t)|ψ(0)〉A, |ψ(t)〉B = ÛB|ψ(0)〉B. (2.35)

Transformačnı́ vztah mezi dvěma evolučnı́mi operátory odvodı́me pomocı́ předchozı́ch
definic, z nichž vyplývá, že

|ψ(t)〉B = ÛBA(t)|ψ(t)〉A = ÛBAÛA(t)|ψ(0)〉A.

Protože ÛBA(0) = ÛAB(0) = Î , jsou v čase t = 0 stavy i operátory v obou reprezentacı́ch
stejné, tedy ÛB(t)|ψ(0)〉B = ÛBA(t)ÛA(t)|ψ(0)〉B . Z toho dostáváme hledaný transforma-
čnı́ vztah

UB(t) = ÛBA(t)ÛA(t). (2.36)
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Ukázali jsme tak velmi důležitý fakt, totiž že Hamiltoniány Hψ(t), ĤÔ(t) a evolučnı́ ope-
rátor Û(t) se transformujı́ podle vztahů (2.34) a (2.36), tedy jinak než „běžné operátory“,
pro jejichž transformace platı́ rovnice (2.31). Důvod tkvı́ v tom, že uvažované transformace
jsou časově závislé a operátoryHψ(t), ĤÔ(t) a Û(t) jsme definovali pouze v rámci daných
reprezentacı́.

Jak ve světle právě popsaných zobecněných transformacı́ vypadajı́ Schrödingerova,
Heisenbergova a interakčnı́ reprezentace? Navrhli jsme, že rozdı́ly mezi reprezentacemi
by mohly souviset s tı́m, jak rozdělı́me Hamiltonián na část připadajı́cı́ stavům a na část
připadajı́cı́ operátorům. Ve Schrödingerově reprezentaci jsou časově závislé pouze stavy,
nikoli však operátory, tedy

Ĥψ,S = Ĥ, ĤÔ,S = 0. (2.37)

V Heisenbergově reprezentaci je to přesně naopak

Ĥψ,H = 0, ĤĤ,H = Ĥ. (2.38)

Transformace S → H mezi Schrödingerovou a Heisenbergovou reprezentacı́ je genero-
vána samoadjungovaným operátorem Ĝ = Ĥ , inverznı́ transformaci H → S generuje
operátor Ĝ = −Ĥ .

Výpočty časově závislé perturbačnı́ teorie je nejvýhodnějšı́ počı́tat v interakčnı́ rep-
rezentaci I , protože souvisı́ s rozdělenı́m Hamiltoniánu ĤS na neperturbovanou Ĥ0 a
perturbovanou část V̂ . Transformace S → I mezi Schrödingerovou a interakčnı́ reprezen-
tacı́ je generována právě neperturbovaným Hamiltoniánem Ĝ = Ĥ0. Spočı́tejme, čemu
jsou rovny Ĥψ,I a ĤÔ,I :

Ĥψ,I = ÛISĤψ,SÛSI − Ĝ = ÛISĤ0ÛSI + ÛISV̂ ÛSI − Ĥ0 = ÛISV ÛSI = V̂I ,

ĤÔ,I = ÛISĤÔ,SÛSI + Ĥ0 = Ĥ0.

Pohybové rovnice pro stavové vektory a operátory lze tedy psát ve tvaru

d

dt
|ψ(t)〉I = − i

~
VI(t)|ψ(t)〉I ,

d

dt
ÔI(t) =

i

~
[Ĥ0, ÔI(t)]. (2.39)

Dále je užitečné znát transformačnı́ vztah pro operátory v interakčnı́ reprezentaci:

ÔI(t) = eiĤ0t/~ÔSe−iĤ0t/~. (2.40)

Evolučnı́ operátor ÛS(t) Schrödingerovy reprezentace souvisı́ s evolučnı́m operátorem
ÛI(t) interakčnı́ reprezentace vztahem

ÛS(t) = e−iĤ0t/~ÛI(t), (2.41)

čehož využijeme v následujı́cı́ kapitole. Výhodou počı́tánı́ s operátorem ÛI je, že z pohy-
bové rovnice zmizı́ Ĥ0 a namı́sto

d

dt
ÛS(t) = (Ĥ0 + V̂ )ÛS(t)

nám pak zůstane pouze
d

dt
ÛI(t) = V̂I(t)ÛI(t).

Na konci výpočtu se pak pomocı́ vztahu (2.41) snadno vrátı́me ke Schrödingerově repre-
zentaci.
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2.2.3 Integrálnı́ rovnice a pravděpodobnost přechodu

Nastiňme nejprve nejzákladnějšı́ otázku, na niž odpovı́dá časově závislá perturbačnı́ teo-
rie. Budeme se zabývat takovými systémy, jejichž Hamiltonián Ĥ(t) lze rozdělit na časově
nezávislou část Ĥ0 popisujı́cı́ neperturbovaný systém a časově závislou část V̂ (t), pro niž
platı́ V̂ (t)� Ĥ0. Opět také předpokládejme, že známe vlastnı́ hodnoty En a jim přı́slušné
vlastnı́ stavy |ψn〉Hamiltoniánu Ĥ0. Stavové vektory |Ψn(t)〉Hamiltoniánu Ĥ(t) jsou pak
obecně určeny stacionárnı́mi stavy |ψn〉, a to následujı́cı́m způsobem

|Ψn(t)〉 = e−itĤ0/~|ψn〉 = e−iEnt/~|ψn〉.

V čase t ∈ [0, τ ] vystavı́me systém působenı́ vnějšı́ časově závislé perturbace v̂(t):

v̂(t) =

{
V̂ (t), t ∈ [0, τ ]

0, jinak.

Pro t ∈ [0, τ ] tedy platı́ Schrödingerova rovnice

i~
d|Ψ(t)〉
dt

= (Ĥ0 + V̂ (t))|Ψ(t)〉, (2.42)

kde V̂ (t) charakterizuje interakci systému s vnějšı́m zdrojem perturbace, v jejı́mž důsled-
ku systém emituje, nebo absorbuje energii, a přejde tak z neperturbovaného vlastnı́ho
stavu |ψi〉 do neperturbovaného vlastnı́ho stavu |ψf 〉. Pravděpodobnost, s jakou k tomuto
přechodu dojde, je právě onou klı́čovou otázkou časově závislé perturbačnı́ teorie.

Abychom tuto otázku zodpověděli, podı́vejme se nejdřı́v na řešenı́ Schrödingerovy
rovnice (2.42), které lze psát ve tvaru

|Ψ(t)〉 =
∑
n

cn(t)e−iEnt|ψn〉. (2.43)

Výhodnějšı́ než počı́tat koeficienty cn(t) dosazenı́m |Ψ(t)〉 zpět do rovnice (2.42) je přejı́t
k jejı́ interakčnı́ reprezentaci:

i~
d|Ψ(t)〉I

dt
= V̂I(t)|Ψ(t)〉I , (2.44)

kde |Ψ(t)〉I = eiĤ0t/~|Ψ(t)〉 a V̂I(t) = eiĤ0t/~V̂ (t)e−iĤ0t/~. Vı́me, že stavový vektor |Ψ(t)〉I
lze pomocı́ evolučnı́ho operátoru vyjádřit jako |Ψ(t)〉 = Û(t, ti)|Ψ(ti)〉, a toto vyjádřenı́
můžeme dosadit do vztahu pro |Ψ(t)〉I :

|Ψ(t)〉I = eiĤ0t/~|Ψ(t)〉 = eiĤ0t/~Û(t, ti)|Ψ(ti)〉 = eiĤ0t/~Û(t, ti)e
−iĤ0t/~|Ψ(ti)〉I , (2.45)

kde výraz eiĤ0t/~Û(t, ti)e
−iĤ0t/~ představuje evolučnı́ operátor ÛI(t, ti) v interakčnı́ repre-

zentaci, platı́ tedy
|Ψ(t)〉I = ÛI(t, ti)|Ψ(ti)〉I . (2.46)

Dosadı́me-li |Ψ(t)〉I do rovnice (2.44), dostaneme rovnici

i~
dÛI(t, ti)

dt
= V̂I(t)ÛI(t, ti), (2.47)
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jejı́ž řešenı́ za počátečnı́ podmı́nky ÛI(ti, ti) = Î (zde Î je identický operátor) jsou dána
integrálnı́ rovnicı́

ÛI(t, ti) = 1− i

~

t∫
ti

V̂I(t
′)ÛI(t

′, ti)dt
′. (2.48)

Pozornému čtenáři zajisté neunikne, že původně jsme chtěli spočı́tat stav |Ψ(t)〉I , mı́sto
toho jsme ale nynı́ spočı́tali evolučnı́ operátor ÛI(t, ti). Tento postup je poněkud obecnějšı́:
známe-li totiž operátor ÛI(t, ti), lze stav |Ψ(t)〉I jednoduše zı́skat pro libovolný počátečnı́
stav |Ψ(ti)〉I jako |Ψ(t)〉I = ÛI(t, ti)|Ψ(ti)〉I , tj. podle rovnice (2.46). Podı́vejme se znovu
na právě zı́skanou rovnici (2.48). Tuto rovnici lze aproximativně řešit za předpokladu, že
V̂I(t) je dostatečně malé, rozvineme-li ÛI(t, ti) do řady

ÛI(t, ti) = Û
(0)
I (t, ti) + λÛ

(1)
I (t, ti) + λ2Û

(2)
I (t, ti) + . . .

Zde ukážeme výpočet prvnı́ho a druhého řádu aproximace, které se v praxi použı́vá
nejčastěji. Dosadı́me-li do rovnice (2.48) ÛI(t′, ti) = 1, dostaneme prvnı́ aproximaci

Û
(1)
I (t, ti) = 1− i

~

t∫
ti

V̂I(t
′)dt′.

Dále postupujeme iterativně a takto zı́skanou prvnı́ aproximaci opět dosadı́me do rovnice
(2.48), nynı́ tedy ÛI(t′, ti) = Û

(1)
I (t, ti), čı́mž dostaneme druhou aproximaci

Û
(2)
I (t, ti) = 1− i

~

t∫
ti

V̂I(t
′)dt′ +

(
− i

~

)2
t∫

ti

V̂I(t1)dt1

t1∫
ti

V̂I(t2)dt2.

Opětovným dosazenı́m ÛI(t
′, ti) = Û

(2)
I (t, ti) do (2.48) zı́skáme aproximaci třetı́ho řádu

atd. Tı́mto způsobem se lze dostat až k tzv. Dysonově řadě

ÛI(t, ti) = 1− i

~

t∫
ti

V̂I(t
′)dt′ +

(
− i

~

)2
t∫

ti

V̂I(t1)dt1

t1∫
ti

V̂I(t2)dt2 + . . .

+

(
− i

~

)n t∫
ti

V̂I(t1)dt1

t1∫
ti

V̂I(t2)dt2

t2∫
ti

V̂I(t3)dt3 · · ·
tn−1∫
ti

V̂I(tn)dtn + . . . (2.49)

Nynı́ můžeme přejı́t zpět ke Schrödingerově reprezentaci pomocı́ transformačnı́ho vztahu,
který jsme ukázali v předchozı́ kapitole:

ÛS(t) = ÛSI(t)ÛI(t) = e−iĤ0t/~ÛI(t).
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Připomeňme, že V̂I(t) = Û∗0 (t)V̂ (t)Û(t) a Û0(t)Û
∗
0 (ti) = Û0(t− ti), tedy

ÛS(t) = 1− i

~
λ

t∫
ti

dt1Û0(t− t1)V̂ (t1)Û0(t1)+

+

(
− i

~

)2

λ2
t∫

ti

dt2

t2∫
ti

dt1Û0(t− t2)V̂ (t2)Û0(t2 − t1)V̂ (t1)Û0(t1) + . . .

+

(
− i

~

)n
λn

t∫
ti

dtn

tn∫
ti

dtn−1 · · ·
t2∫
ti

dt1Û0(t− tn)V̂ (tn) · · · V̂ (t1)Û0(t1). (2.50)

Tento evolučnı́ operátor lze přirozeně interpretovat pomocı́ kvantových přechodů. Prvnı́
člen popisuje volné šı́řenı́ počátečnı́ho stavu řı́zené Hamiltoniánem Ĥ0. Druhý člen po-
pisuje volné šı́řenı́ v čase t1, kdy nastává (okamžitý) přechod ze stavu |ψ(t1)〉 do stavu
|ψ′〉 = V̂ (t1)|ψ(t1)〉. Po tomto přechodu se nový stav |ψ′〉 opět volně šı́řı́ od času t1 až do t.
Integracı́ podle t1 se tento člen stane součtem všech možných scénářů vývoje obsahujı́cı́ch
právě jeden přechod mezi stavy. Podobně třetı́ člen je součet všech možných vývojů se
dvěma kvantovými přechody, a celý evolučnı́ operátor je tedy sumou všech možných
posloupnostı́ kvantových přechodů.

Nynı́ pomocı́ Dysonovy řady spočı́táme pravděpodobnost Pif (t) přechodu mezi ne-
perturbovanými vlastnı́mi stavy |ψi〉 a |ψf 〉 definovanou jako kvadrát absolutnı́ hodnoty
maticového elementu 〈ψf |ÛI(t, ti)|ψi〉. K tomu si přechodovou frekvenci mezi počátečnı́ i
a konečnou hladinou f označme jako

ωfi =
Ef − Ei

~
=

1

~

(
〈ψf |Ĥ0|ψf 〉 − 〈ψi|Ĥ0|ψi〉

)
.

Potom dostaneme pravděpodobnost přechodu

Pif (t) =

∣∣∣∣〈ψf |ÛI(t, ti)|ψi〉∣∣∣∣2 =

∣∣∣∣〈ψf |ψi〉 − i

~

t∫
0

eiωfit
′〈ψf |V̂ (t′)|ψi〉dt′+

+

(
− i

~

)2∑
n

t∫
0

eiωfnt1〈ψf |V̂ (t1)|ψn〉dt1

t1∫
0

eiωnit2〈ψn|V̂ (t2)|ψi〉dt2 + . . .

∣∣∣∣2, (2.51)

kde jsme použili vztah

〈ψf |V̂I(t′)|ψi〉 = 〈ψf |eiĤ0t′/~V̂ (t′)e−iĤ0t′/~|ψi〉 = 〈ψf |V̂ (t′)|ψi〉eiωfit
′
.

Pravděpodobnost přechodu mezi stavy |ψi〉 a |ψf 〉 danou rovnicı́ (2.51) lze psát pomocı́
koeficientů cn(t) zavedených vztahem (2.43) jako

Pif (t) = |c(0)f + c
(1)
f (t) + c

(2)
f (t) + . . . |2, (2.52)

kde

c
(0)
f = 〈ψf |ψi〉 = δfi, c

(1)
f (t) = − i

~

∫ t

0
〈ψf |V̂ (t′)|ψi〉eiωfit

′
dt′, . . .
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Pro přechod ze stavu |ψi〉 do stavu |ψf 〉, kde i 6= f (tedy 〈ψf |ψi〉 = 0), je pravděpodobnost
v prvnı́m řádu aproximace

Pif (t) =

∣∣∣∣− i

~

t∫
0

〈ψf |V̂ (t′)|ψi〉eiωfit
′
dt′
∣∣∣∣2, (2.53)

což pro praktické výpočty většinou dobře postačuje.
Na závěr se zaměřı́me na výpočet pravděpodobnosti přechodu ve dvou nejjednoduš-

šı́ch, zato však velmi častých situacı́ch, a to v přı́padě konstantnı́ a harmonické perturbace.
Právě s těmito typy perturbacı́ se totiž setkáváme, řešı́me-li problém interakce atomu se
zářenı́m (podrobněji viz [10]).

Pravděpodobnost přechodu pro konstantnı́ perturbace

Předpokládáme-li, že perturbace V̂ nezávisı́ na čase (může jı́t napřı́klad o nějaký po částech
konstantnı́ potenciál), přejde výše odvozený vztah (2.53) pro pravděpodobnost přechodu
mezi stavy |ψi〉 a |ψf 〉 do tvaru

Pif (t) =
1

~2

∣∣∣∣〈ψf |V̂ |ψi〉
t∫

0

eiωfit
∣∣∣∣2 =

1

~2
|〈ψf |V̂ |ψi〉|2

∣∣∣∣eiωfit′ − 1

ωfi

∣∣∣∣2 =

=
4|〈ψf |V̂ |ψi〉|2

~2ω2
fi

sin2

(
ωfit

2

)
, (2.54)

kde jsme využili rovnosti |eiθ − 1|2 = 4 sin2(θ/2).

Obrázek 2.2: Graf funkce (sin2 ωfit
2 )/ω2

fi v závislosti na ωfi, kde ωfi = (Ef−Ei)/2, pro fixnı́
hodnotu t. Předpokládáme tedy, že ωfi je spojitá proměnná, jinými slovy, že lze přecházet
do nekonečně mnoha koncových stavů. Zdroj [10].

Z obrázku 2.2 je patrné, že Pif (t) je oscilujı́cı́ funkce, která rychle klesá k nule pro
ωfi → ∞, resp. ωfi → −∞. To znamená, že pravděpodobnost nalezenı́ systému ve stavu
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|ψf 〉 a s energiı́ Ef je největšı́ pro Ei ' Ef , resp. pro ωfi ' 0. Výška centrálnı́ho peaku
funkcePif se středem v boděωfi = 0 je úměrná t2, jeho šı́řka je úměrná 1/t, což znamená, že
plocha pod touto křivkou na intervalu [−2π/t, 2π/t] je úměrná t. Protože je ovšem většina
plochy pod křivkou Pif právě pod jejı́m centrálnı́m peakem, je i celková pravděpodobnost
přechodu úměrná t. Na obrázku 2.2 uvažujeme hodnotu t pevnou. Pro většı́ t by funkce
Pif klesala rychleji a centrálnı́ peak by byl vyššı́ a užšı́. Představı́me-li si většı́ a většı́ t,
bude tento trend zřejmě pokračovat. Lze tedy usoudit, že pro t→∞ se funkce Pif chová
podobně jako Diracova δ-funkce3. Diracova δ-funkce sice nenı́ funkce v pravém slova
smyslu (je to distribuce), lze ale několika způsoby vyjádřit jako limita analytických funkcı́
(viz např. [10], v přı́loze). V našem přı́padě je nejvhodnějšı́ zvolit vyjádřenı́

δ(y) = lim
t→∞

sin2(yt)

πy2t
.

Za předpokladu, že t→∞ pak lze psát

sin2

(
ωfi
2 t

)
π(

ωfi
2 )2t

= 2~ · δ(~ωfi) = 2~ · δ(Ef − Ei),

kde jsme využili rovnosti δ(ωfi/2) = 2~δ(~ωfi) a δ(~ωfi) = δ(Ef − Ei). Z předchozı́ho
plyne, že pravděpodobnost přechodu Pif daná rovnicı́ (2.54) bude mı́t pro t→∞ tvar

Pif =
2πt

~

∣∣∣∣〈ψf |V̂ |ψi〉∣∣∣∣2δ(Ef − Ei). (2.55)

Definujme nynı́ tzv. přechodový poměr Γif jako pravděpodobnost přechodu za jednotku
času:

Γif =
Pif
t

=
2π

~

∣∣∣∣〈ψf |V̂ |ψi〉∣∣∣∣2δ(Ef − Ei). (2.56)

Zdůrazněme, že dı́ky delta funkci v rovnici pro Γif se zachovává energie uvažovaného
systému, nebot’ pro t → ∞ je Γif 6= 0 pouze mezi stavy se stejnou energiı́. Z toho vy-
plývá velmi důležitý fakt: při konstantnı́ch perturbacı́ch docházı́ výhradně k takovým
přechodům, během nichž se energie zachovává.

V praxi se většinou nabı́zı́ ne jeden, ale velmi mnoho možných koncových stavů
s energiemi blı́zkými energii počátečnı́ho stavu. Je tedy výhodné zavést pojem hustoty
koncových stavů ρ(Ef ), tj. počet stavů na jednotkový energiový interval. Potom je počet
koncových stavů uvnitř energiového intervalu [Ef , Ef + dEf ] roven ρ(Ef )dEf . Ukážeme,
jak lze v tomto přı́padě modifikovat výše uvedený vztah (2.56) pro přechodový poměr.
Označı́me-li nynı́ přechodový poměr symbolem Wif , pak platı́

Wif =

∫
Pif (t)

t
ρ(Ef )dEf =

2π

~
|〈ψf |V̂ |ψi〉|2

∫
ρ(Ef )δ(Ef − Ei)dEf =

= 2π/~|〈ψf |V̂ |ψi〉|2ρ(Ei). (2.57)

Rovnice (2.57) se nazývá Fermiho zlaté pravidlo a v kvantové mechanice hraje poměrně
důležitou roli (vı́ce k odvozenı́ a aplikacı́m lze najı́t např. v [1] nebo v [4]).

3Diracovu δ-funkci lze neformálně popsat jako funkci, která má v nule hodnotu nekonečno a všude jinde
nulovou, přičemž jejı́ integrál přes celý prostor je roven jedné. Rigorózně se δ-funkce zavádı́ jako distribuce
nebo jako mı́ra. Diracova δ-funkce je taková mı́ra, jejı́mž argumentem je libovolná podmnožina A reálné osy,
a platı́, že δ(A) = 1, jestliže 0 ∈ A a δ(A) = 0 jinak. Zavedeme-li ovšem δ-funkci jako mı́ru, nelze už pak
zavést jejı́ derivaci. Ta se přirozeně definuje až v teorii distribucı́, proto je nejvýhodnějšı́ chápat δ-funkci jako
distribuci.
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Pravděpodobnost přechodu pro harmonické perturbace

Nynı́ vystavı́me systém působenı́ perturbace V̂ (t) závisejı́cı́ harmonicky na čase:

V̂ (t) = v̂eiωt + v̂∗e−iωt, (2.58)

kde operátor v̂ nezávisı́ na čase. Může tedy jı́t např. o situaci, kdy nabité částice interagujı́
s elektromagnetickým polem a v důsledku této interakce docházı́ k přechodům mezi
stacionárnı́mi stavy.

Vyjdeme-li z obecné rovnice (2.53) pro pravděpodobnost přechodu mezi stavy |ψi〉 a
|ψf 〉, dostaneme pro harmonické perturbace vztah

Pif (t) =
1

~2

∣∣∣∣〈ψf |v̂|ψi〉∫ t

0
ei(ωfi+ω)t

′
dt′ + 〈ψf |v̂∗|ψi〉

∫ t

0
ei(ωfi−ω)t

′
dt′
∣∣∣∣2. (2.59)

Po umocněnı́ (2.59) lze smı́šené členy zanedbat, nebot’jsou malé ve srovnánı́ se zbývajı́cı́mi
dvěma a nezpůsobujı́ trvalé přechody. Po tomto zanedbánı́ nám zůstává

Pif (t) ≈ 1

~2
|〈ψf |v̂|ψi〉|2

∣∣∣∣ei(ωfi+ω)t − 1

ωfi + ω

∣∣∣∣2 +
1

~2
|〈ψf |v̂∗|ψi〉|2

∣∣∣∣ei(ωfi−ω)t − 1

ωfi − ω

∣∣∣∣2, (2.60)

což lze pomocı́ rovnosti |eiθ−1|2 = 4 sin2(θ/2) (které jsme obdobně využili již při výpočtu
pro konstantnı́ perturbace) dále zjednodušit na

Pif (t) ≈ 4

~2

(
|〈ψf |v̂|ψi〉|2

sin2[(ωfi + ω)t/2]

(ωfi + ω)2
+ |〈ψf |v̂∗|ψi〉|2

sin2[(ωfi − ω)t/2]

(ωfi − ω)2

)
. (2.61)

Maxima funkce Pif nastávajı́ v bodě ωfi = −ω, resp. ωfi = ω, v nichž nabývá prav-
děpodobnost hodnoty Pif (t) = (t2/4~2)|〈ψf |v̂|ψi〉|2, resp. Pif (t) = (t2/4~2)|〈ψf |v̂∗|ψi〉|2.
Lze tedy zformulovat podmı́nku pro nejpravděpodobnějšı́ přechod: pravděpodobnost
přechodu je maximálnı́, je-li frekvnce pole (zdroje perturbace) blı́zká ±ωfi. Pro jiná ω
pravděpodobnost velmi rychle klesá k nule. Obdobně jako pro konstantnı́ perturbace, lze
i zde pro t→∞ vyjádřit přechodový poměr Γif jako

Γif =
2π

~
|〈ψf |v̂|ψi〉|2δ(Ef − Ei + ~ω) +

2π

~
|〈ψf |v̂∗|ψi〉|2δ(Ef − Ei − ~ω). (2.62)

Platı́-li jedna z podmı́nek

Ef = Ei − ~ω, Ef = Ei + ~ω,

je přechodový poměr Γij 6= 0. Podmı́nka Ef = Ei − ~ω nám řı́ká, že systém se původně
nacházel v excitovaném stavu, nebot’ jeho konečná energie je menšı́ než počátečnı́. Při
deexcitaci emitoval systém foton s energiı́ ~ω (který přijal potenciál V̂ (t)). O takovém
procesu se mluvı́ jako o stimulované emisi. Naopak z podmı́nky Ef = Ei + ~ω plyne,
že konečná energie systému je většı́ než energie počátečnı́, což je způsobeno tı́m, že
systém absorboval foton o energii ~ω (pocházejı́cı́ od potenciálu V̂ ), čı́mž se dostal do
vyššı́ho excitovaného stavu. V úvodu této kapitoly jsme operátor perturbace V̂ (t) vyjádřili
ve tvaru V̂ (t) = v̂eiωt + v̂∗e−iωt. Nynı́ vidı́me, že člen eiωt, resp. e−iωt odpovı́dá emisi,
resp. absorpci fotonu o energii ~ω. Na rozdı́l od konstantnı́ perturbace se tedy energie
systému nezachovává, ale předává se, či odebı́rá V̂ (t).



Závěr

Cı́lem mé bakalářské práce bylo nastı́nit fyzikálně nejvýznamnějšı́ aspekty problematiky
kompaktnı́ch, symetrických a samoadjungovaných operátorů působı́cı́ch na Hilbertově
prostoru. Zaměřila jsem se zejména na nejpodstatnějšı́ výsledky spektrálnı́ teorie, a to
na Hilbertovu-Schmidtovu spektrálnı́ větu pro kompaktnı́ samoadjungované operátory,
resp. jejı́ zobecněnı́ v přı́padě spojitých samoadjungovaných operátorů. Uvedla jsem zá-
kladnı́ větu operátorového počtu a ukázala jejı́ přı́mou aplikaci při řešenı́ Schrödingerovy
rovnice.

V druhé části práce jsem se věnovala aplikacı́m nejdůležitějšı́ch výsledků teorie při
aproximativnı́m řešenı́ Schrödingerovy rovnice metodou časově závislé a nezávislé per-
turbačnı́ teorie. Vzhledem k omezenému rozsahu práce jsem ovšem vybudovala pouze
základy perturbačnı́ teorie a čtenáře, který by se této problematice chtěl hlouběji věnovat,
lze odkázat např. na [10].
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stvı́, 1978. ISBN 80-7235-960-6.
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