
(Ml 
MNA** 

C/3 

MASARYKOVA UNIVERZITA 
PŘÍRODOVĚDECKÁ FAKULTA 

ÚSTAV MATEMATIKY A STATISTIKY s A O ? 

Diferenční rovnice 
a diskrétni dynamické systémy 

B a k a l á ř s k á p r á c e 

J a n a G a j d o š í k o v á 

Vedoucí práce: prof. RNDr. Ondřej Došlý, DrSc. Brno 2014 



Bibliografický záznam 

Autor: 

N á z e v p r á c e : 

Jana Gajdošíkové 
Př í rodovědecká fakulta, Masarykova univerzita 
Ús tav matematiky a statistiky 

Diferenční rovnice a diskrétni dynamické systémy 

S t u d i j n í program: Matematika 

S t u d i j n í obor: Finančn í a po j i s tná matematika 

V e d o u c í p r á c e : prof. R N D r . Ondřej Došlý, DrSc. 

A k a d e m i c k ý rok: 2013/2014 

P o č e t stran: 35 

K l í č o v á slova: diskrétní dynamický systém, diferenční rovnice 1. řádu , 
iterace, rovnovážný bod, periodický bod, cyklus, 
stabilita, chaotická funkce 



Bibliographie Entry 

Author: 

Title of Thesis: 

Degree Programme: 

Field of Study: 

Supervisor: 

Academic Year: 

Number of Pages: 

Keywords: 

Jana Gajdošíkové 
Faculty of Science, Masaryk University 
Department of Mathematics and Statistics 

Difference equations and discrete dynamical systems 

Mathematics 

Financial and Insurance Mathematics 

prof. R N D r . Ondřej Došlý, DrSc. 

2013/2014 

35 

discrete dynamical systems, first-order difference 
equations, iterations, equilibrium point, periodic point, 
cycle, stability, chaotic function 



Abstrakt 

Tato bakalářské práce je zaměřená na studium základních vlas tnost í diferenčních 
rovnic p rvn ího řádu , k teré modelují nějaký diskrétní dynamický systém. V úvodu 
prezentujeme základní typy diferenčních rovnic p rvn ího ř á d u včetně jejich řešení. 
Dále zavádíme pojmy jako např ík lad iterace či cyklus a klasifikujeme rovnovážné 
body. P ráce je or ientovaná především na studium stability rovnovážných a peri
odických b o d ů a na studium chaotického chování funkcí. 

Abstract 

This bachelor thesis deals with basic characteristics of first-order difference equati
ons, which simulate behavior of discrete dynamical systems. A t first, we present 
basic types of the first-order diference equations including their solutions. Then 
we define terminology like iteration or cycle and classify equilibrium points. Pro
ject is aimed on study of stability of equilibrium and periodic points and chaotic 
behavior of functions. 
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Ú V O D 

Úvod 

V mnoha vědních odvětvích jako např . bankovnictví , pojišťovnictví, genetika, 
epidemiologie, meteorologie či fyzika a tomového j ád ra , kde nás zaj ímá vývoj ně
jakého jevu v čase, můžeme často popsat tento jev pomocí diferenciálních nebo 
diferenčních rovnic. Soustava takových rovnic popisujících urč i tý jev tvoří tzv. dy
namický systém. V t é t o práci se budeme věnovat pouze diskré tn ím dynamickým 
sys témům, které ukazují vývoj jevů v diskrétních časových okamžicích, např . ho
dina, den, měsíc, rok, a jsou tedy popsány pomocí diferenčních rovnic. Omezíme 
se na studium systémů, k teré popisují diferenční rovnice prvn ího řádu . 

P ráce je rozčleněna do čtyř kapitol. V první kapitole uvedeme základní pojmy 
týkající se dynamických systémů jako např ík lad iterace či orbita. Jelikož diskrétní 
dynamické systémy lze popsat pomocí diferenčních rovnic, ukážeme si zde také 
základní typy těchto rovnic prvn ího ř á d u včetně řešení a některé jejich speci
ální př ípady. Tato kapitola čerpá převážně z p r a m e n ů [2] a [6]. D r u h á kapitola se 
věnuje s tabi l i tě rovnovážných b o d ů diferenčních rovnic. Jsou zde p o p s á n a a doká
zána kr i tér ia stability hyperbolických i nehyperbolických bodů . Zdrojem pro tuto 
část jsou [2], [1] a [3]. Tře t í kapitola je věnována per iodickým b o d ů m a cyklům a 
zabývá se opět jejich stabilitou. Tato část čerpá ze zdrojů [2], [3] a [1]. Poslední 
kapitola je zaměřená na teorii chaosu. Obsahuje především významné věty mate
ma t iků Liho a Yourka a Šarkovského větu. Dále po jednává o s tabi l i tě chaotických 
a nechaotických funkcí. Pro vytvoření t é to kapitoly byly použi ty hlavně zdroje 
[3], [1], [2], dále pak [4], [5] a [7]. 

P ráce je u rčená především pro vysokoškolské studenty jako doplněk základního 
kurzu matematiky, avšak pro její pochopení t éměř pos tač í znalosti středoškolské 
matematiky. 

Text je vysázen typografickým sys témem T g X ve fo rmátu ( y ^ T g X , obrázky 
jsou vytvořeny programem Ipe. 
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POUŽITÉ Z N A Č E N Í 

Přehled použitého značení 

N množina všech přirozených čísel 
No 
R 

N 0 : = N U { 0 } 
množina všech reálných čísel 

\xo\ absolutní hodnota reálneho čísla x0 

C , D ost rá množinová inkluze 

Q, ^ neos t rá množinová inkluze 
[a, b] uzavřený interval od a do b 
(a,b) otevřený interval od a do b 
O(x0) orbita bodu x0 

f"1 (^o)j x n n - t á iterace bodu x0 

ľ (xo) první derivace funkce / v b o d ě x0 

f" (x0) d r u h á derivace funkce / v b o d ě xo 
/"' (xo) t ře t í derivace funkce / v bodě xo 

{xn}^Lo posloupnost reálných čísel 
f : I ^ J zobrazení / z množiny I do množiny J 
/-)• J interval I pokrývá interval J pod / , neboli / (/) D J 
-< operá to r Šarkovského uspořádán í 
l im fn (x) l imita posloupnosti i terací {fn ( x ) } ^ 0 

l im sup / " (x) l imita superior posloupnosti i terací {/" (x)}^Lo 

l im inf / " (x) 
n—¥00 

l imita inferior posloupnosti i terací {fn ( 2')}n^=0 
n 

E ak 
k=0 

součet čísel pro k — 0,1,... ,n 
n n aí 

i=0 

součin čísel a, pro i = 0 , 1 , . . . , n 
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D I F E R E N Č N Í ROVNICE PRVNÍHO ŘÁDU A JEJICH D Y N A M I K A 

Kapitola 1 

Diferenční rovnice prvního řádu 
a jejich dynamika 

Ať už v př í rodě, ekonomii či technice nás často zaj ímá, jak se nějaký jev mění 
v čase. P ř ík l adem může být růs t či pokles populace, spoření na bankovních účtech, 
radioakt ivní rozpad nebo opot řeben í mechanických částí v různých přístrojích. 
Vývoj takového jevu nazýváme dynamickým systémem. Pro úplnost zde uvedeme 
korektnější definici takového systému, k te rý závisí pouze na jedné nezávisle pro
měnné: 

Definice 1.1. ( Jednodimenzionáln ím) dynamickým systémem nazveme funkci 
f : I —t I, kde I je podinterval reálných čísel. 

Jeden z t y p ů dynamických sy tému (tzv. diskrétní dynamické systémy) souvisí 
s diferenčními rovnicemi, pomocí k terých můžeme popsat mnoho jevů, jenž nás 
zajímají . Je-li x n + 1 např ík lad velikost (n + l ) - t é generace nějaké populace, je 
xn+i funkcí velikosti n - té generace xn. Tuto závislost můžeme vyjádři t pomocí 
diferenční rovnice prvního ř á d u 

xn+1=f(xn) n = 0 , 1 , 2 , . . . . (1.1) 

Tato diferenční rovnice se nazývá autonomní neboli nezávislá na čase. V př ípadě , 
že by / byla zároveň i funkcí n, jednalo by se o rovnici neautonomní. 

Pokud bychom měli daný počá tečn í bod x0, můžeme generovat posloupnost 

* 0 , / ( * ( > ) , / ( / ( * ( > ) ) , / ( / ( / ( z o ) ) ) , - - . 

Funkci / nazýváme iterační funkcí, bod x0 nazýváme počáteční iterací a složenou 
funkci kterou definujeme rekurzivně takto 

f1 (xQ) = f (x0), r + 1 ( x 0 ) = / ( r ( x o ) ) pro n = 1 , 2 , 3 , . . . , 

nazýváme n-tou iterací bodu x0. 
Čas to nás také za j ímá i s amotný vývoj sys tému pro konkré tn í počá tečn í 

stav XQ. Posloupnost XQ, X\ = f(xo), X2 = f2(xo), . . . p a k nazýváme orbita 
bodu XQ. 
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D I F E R E N Č N Í ROVNICE PRVNÍHO ŘÁDU A JEJICH D Y N A M I K A 

1.1 Základní typy lineárních diferenčních rovnic 
prvního řádu 

Zde ukážeme některé základní typy diferenčních rovnic prvn ího ř á d u a jejich 
řešeních. Jako první je j is tě vhodné zmíni t l ineární homogenní diferenční rovnici 
prvního řádu , k t e rá m á tvar 

xn+i = anxn, pro n e N 0 , (1.2) 

a jí př ís lušnou nehomogenní diferenční rovnici 

yn+1 = anyn + gn, pro n e N 0 , (1.3) 

kde an a gn jsou posloupnosti reálných čísel, definované pro n G No, a kde před
pok ládáme an 0. 

Řešení homogenní rovnice (1.2) můžeme získat i terováním 

X\ = doXo, 

X2 — OJ\X\ = OJ\OJQX{). 

Pomocí ma temat i cké indukce lze lehce dospět k výsledku 

/ n - l \ 

%n = 0>n-lO>n-2 " " " « 0 ^ 0 = í j ^ J Oj J XQ. 

\i=0 ) 

kde XQ je tzv. počá tečn í podmínka , kterou je řešení j ednoznačně určeno. 
Řešení nehomogenní rovnice (1.3) můžeme i zde získat pomocí i terací . 

ž/i = a0yo + 9o; 

2/2 = a>m + 9i = o i a 0 y o + a>i9o + 9i, 

2/3 = «22/2 + 92 = a2a1a0yo + a2a1g0 + a2gi + g2, 

'n-l \ n - l / n - l \ 

n ° i )y°+j2[ n aij9k- (i-4) 
J=0 / fc=0 \i=fe+l / 

Nyní dokážeme matematickou indukcí, že pro n G N 0 p la t í předchozí vztah pro yn. 
Předpokláde jme, že závislost (1.4) pla t í pro n = r, tedy 

'r—1 \ r—l / r—1 

na* p ° + ( n o í i 

,i=0 / fc=0 \i=fe+l 
11 



D I F E R E N Č N Í ROVNICE PRVNÍHO ŘÁDU A JEJICH D Y N A M I K A 

S využi t ím vztahu (1.3) dostaneme 

f r—l \ r—l / r—l 

yr+1 = aryr + gr = ar í ]~[ a, J y0 + ^ í ar Oj j gk + gr = 
\i=0 J k=0 V i=k+l J 

' r \ r—l í "ľ \ 

n « i i i/o+^2 [ n a í ) 9 k + 9 r = 

\i=0 J k=0 \i=k+l / 
' r \ r / r \ 

n vo+YI [ n ai)9k 
v i=0 / fc=0 \i=k+l / 

V z t a h (1.4) proto pla t í pro všechna n G N 0 . 

1.2 Významné speciální typy lineárních rovnic 
prvního řádu 

Z lineárních diferenčních rovnic prvn ího ř á d u jsou nej významnějš í dva speciální 
typy rovnice (1.3), jenž se objevují v mnoha aplikacích. P rvn í z těchto rovnic m á 
tvar 

yn+1 = ayn + gn, pro n e N 0 , 

tedy koeficient a nezávisí na n, tzn. a je kons tan tn í . Ze vztahu (1.4) vyplývá, že 
řešení t é to rovnice je 

n—l 

yn = any0 + J2an-1-k9k- (1-5) 
fc=0 

Druhý speciální p ř ípad rovnice (1.3) je jej ím ješ tě větš ím zjednodušením: 

yn+1 = ayn + b, pro n e N0. 

Řešení t é to rovnice můžeme odvodit z (1.5) 

Ur, 
anVo + b ( ^ r r ) pro a ^ 1, 
y0 + bn pro a = 1. 

1.3 Racionální diferenční rovnice prvního řádu 
Zmíníme zde ještě pro zajímavost jeden speciální typ diferenční rovnice, a to 
lineární lomennou diferenční rovnici: 

V n + 1 = p r o n e °' ( 6 ' 

kde an, bn, c„, dn jsou posloupnosti reálných čísel, definované pro n G No. Racio
nální diferenční rovnice je nej jednodušší nelineární diferenční rovnicí a právě díky 

12 



D I F E R E N Č N Í ROVNICE PRVNÍHO ŘÁDU A JEJICH D Y N A M I K A 

svému možnému nel ineárnímu chování se mezi ně řadí . P řes to m á tato rovnice i 
l ineární charakter, a tedy lze pro její zkoumání použí t postupy jako u l ineárních 
rovnic, a právě proto j i zde uvádíme. Tuto rovnici je možné vyjádři t v l ineárním 
tvaru pomocí matic takto: 

Vn+1 
V(n+1) 

[2] 
V(n+1) 

kde V(n+1) 
y[2] 

y(n+i) 
ÍJO 
1 

Cljy 
yn 

Řešení rovnice (1.6) pak můžeme získat opět i terováním 

ž/i = - ^ ,kde 
[i] 

!)2 

Vi 

3f l ' k d e 

i/2 

2/3 
[1] 

[2] 
, kde 

Vi 

vř 

V? 

a0 b0 

c 0 d0 

a i bi 

ci di 

a i bi 

Ci di 

a2 b2 

c 2 d2 

a2 b2 

c2 d2 

yo 
i 

yo 
i 

Pomocí ma temat i cké indukce snadno dostaneme řešení 

Ur, 
v[1] 
yn 

7M 
yn 

, kde 
v 

[2] 

a>n-i bn_i \ f OQ bo \ f yo 

Cn-l dn-i I \ Co do 7 • (1-7) 

Důleži tým speciálním typem racionální diferenční rovnice (1.6) je diferenční 
rovnice 

ayn + b 
Vn+i = — p r o n G N 0 , (1.8) 

cyn + d 

kde a, b, c, d jsou reálné konstanty. Podobně jako rovnici (1.6) můžeme i tuto 
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D I F E R E N Č N Í ROVNICE PRVNÍHO ŘÁDU A JEJICH D Y N A M I K A 

rovnici zapsat v l ineárním tvaru pomocí matic 

V závislosti na koeficientech an, bn, cn, dn (resp. a, 6, c, d) je někdy možné rov
nici (1.6) (resp. (1.8)) převést na někte rou l ineární diferenční rovnici. Potom m á 
taková rovnice ryze l ineární chování. Bližší rozbor závislosti v las tnost í lomenné 
diferenční rovnice na koeficientech a, 6, c, d je popsán např ík lad v knize [6, str. 
317-333]. 

14 



ROVNOVÁŽNE BODY A STABILITA 

Kapitola 2 

Rovnovážne body a stabilita 

Časový p r ů b ě h dynamického sys tému může být obecně různý. Stav sys tému se 
může po urč i tém čase periodicky opakovat, nějaké hodnoty jeho stavu mohou 
růst nade všechny meze nebo se mohou na konkré tn í h o d n o t ě ustá l i t . Ve většině 
vědních disciplín je důležité, aby všechny stavy směřovaly k j i s tému rovnovážnému 
stavu (bodu), a proto si nejdříve zavedeme definici tohoto pojmu. 

Definice 2 .1 . B o d x* z definičního oboru funkce / se nazývá rovnovážný (staci
onární) boá diferenční rovnice (1.1), jestliže bod x* je pevným bodem funkce / , 
neboli f (x*) = x*. 

Grafický v ý z n a m rovnovážného bodu je x-ová souřadnice průsečíku grafu 
funkce / s p ř ímkou y = x. 

Obr. 2.1 Graf fee / (x) = x3 - Ax2 + 5x. 

15 



ROVNOVÁŽNE BODY A STABILITA 

P ř í k l a d 1. Uvažme rovnici 

kde / (x) = x3 — Ax2 + 5x. Položme / (x) = x, neboli x3 — Ax2 + 5x = x. Řešením 
t é to rovnice jsou hledané rovnovážné body, a to 0 a 2 (viz obr. 2.1). 

Ne každé zobrazení ovšem rovnovážný bod má . P ř ík ladem je funkce 
f(x)=x2 + 2 (viz obr. 2.2). 

6 -

5 

1 

3 

2 

1 

0 0.5 1 1.5 2 

Obr. 2.2 Graf fce / (x) =x2 + 2. 

U některých rovnic se může s tá t , že řešení, k teré není rovnovážné, se po ur
či tém konečném p o č t u i terací rovnovážným stane. Zavádíme proto následující 
pojem. 

Definice 2.2. Nechť x je bodem definičního oboru funkce / . Jestl iže existuje 
kladné celé číslo k a rovnovážný bod x* rovnice (1.1) takový, že fk(x) = x* a 
zároveň fr (x) ^ x* pro 0 < r < k, pak x nazveme skoro rovnovážným bodem. 

Typickým př ík ladem je tzv. s tanové (z anglického tent) zobrazení: 

P ř í k l a d 2. Uvažme zobrazení T : [0,1] —> [0,1], k teré je dané rovnicí 

kde 
( 2x pro 0 < x < |, 

K ' \ 2 (1 - x) pro \ < x < 1. 

Tato diferenční rovnice m á dva rovnovážné body, a to 0 a | (viz obr. 2.3). Z po
sloupnosti T ( | ) = | , T ( | ) = 1, T ( l ) = 0 pak vyplývá, že body | , | , 1 jsou 
skoro rovnovážné body. Lze ukáza t , že toto zobrazení m á nekonečně mnoho skoro 
rovnovážných b o d ů . 

16 



ROVNOVÁŽNE BODY A STABILITA 

0 0,2 0,4 0,6 0,8 1 

Obr. 2.3 Stanové (z anglického tent) zobrazení 

Existuje více t y p ů rovnovážných bodů , př ičemž dynamický sys tém se v jejich 
okolí může chovat různě. Studium chování řešení v okolí rovnovážných b o d ů tvoří 
základ teorie stability diskrétních dynamických systémů. Uvedeme si nyní její 
základní definice. 

Definice 2 .3 . Nechť x* je rovnovážný bod diferenční rovnice (1.1). Pak: 

a) x* nazveme stabilní (viz obr. 2.4), jestliže pro každé e > 0 existuje 
5 > 0 takové, že pro každou počá tečn í iteraci x0, jež splňuje nerovnost 
\x0 — X*\ < ô, p la t í \fn (XQ) — x*\ < e, a to pro všechna J I É N . Jestl iže x* 
není stabilní , pak se nazývá nestabilní (viz obr. 2.5). 

X* + ô 

0 1 6 7 8 9 

Obr. 2.4 Stabilní rovnovážný bod x*. Pokud se x0 nachází v 5-okolí bodu x*, pak 
je xn v e-okolí x* pro všechna n EN. 
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Obr. 2.5 Nestabi lní rovnovážný bod x*. Existuje takové e > 0, že pro každé XQ 

splňující \xo — x*\ < ó pro ó > 0 existuje n E N, pro které xn = fn (XQ) neleží 
v e-ovém okolí bodu x*. 

b) řekneme, že bod x* je přitahující (atraktivní), jestliže exituje r] > 0 takové, 
že pro každé x0 splňující \x0 — x*\ < r] p la t í t im^oo / " (x0) = x*. Jestl iže 
i] = oo, pak se bod x* nazývá globálne přitahující (atraktivní) rovnovážny 
bod nebo globálni atraktor. Naopak řekneme, že bod x* je odpuzující (re-
pulzivní), jestliže existuje r] > 0 takové, že pro každé XQ ^ x* splňující 
|xo — x*\ < r] existuje takové n G N , že \ fn (XQ) — X*\ > TJ. 

c) x* nazveme asymptoticky stabilní (viz obr. 2.6), jestliže je s tabi lní a záro
veň při tahující . V př ípadě , že r] = oo, potom se bod x* nazývá globálně 
asymptoticky stabilní rovnovážny bod (viz obr. 2.7). 

X* - 1] 

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 

Obr. 2.6 Asymptot icky stabilní rov
novážný bod x*. Je s tabi lní a zároveň 
plat í : jestliže XQ je v r?-okolí x*, pak 
l i m ^ o o / " (x0) = x*. 

Obr. 2.7 Globálně asymptoticky sta
bilní rovnovážný bod x*. Je stabilní 
a zároveň pla t í linin^oo / " (x0) = x* 
pro všechna x0. 
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Určit stabilitu rovnovážných b o d ů podle těchto definic může být mnohdy ve
lice obt ížné nebo dokonce nemožné. Následující vě ta uvádí důležité kr i té r ium 
asymptoi tcké stability či nestability rovnovážných bodů . 

V ě t a 2.1. Nechť je dána diferenční rovnice 

x n + 1 = f(xn), (2.1) 

kde x* je její rovnovážný bod a f je v tomto bodě spojitě diferencovatelná. 

a) Jestliže < q < 1, pak je rovnovážný bod x* asymptoticky stabilní. 
Iterace nacházející se v okolí bodu x* k tomuto bodu konvergují s rychlostí 
geometrické posloupnosti, tzn. existuje konstanta 0 < q < 1, pro kterou platí 
\xn — x*\ < qn \x0 — x*\, a to pro všechna n E N a všechna x0 z definičního 
oboru, která jsou dostatečně blízko x*. 

b) Jestliže > 1, pak je rovnovážný bod x* nestabilní. 

Důkaz, a) Nechť p la t í |/'(a;*)| < q < 1. Ze spojitosti f'(x*) vyplývá existence 
nějakého intervalu J = (x* — a, x* + a) takového, kde |/ '(a:) | < q < 1 p la t í 
pro všechna x G J. Pro x0 G J p la t í 

\Xl-x*\ = \f(xQ)-f(x*)\. (2.2) 

Podle Lagrangeovy věty o s t řední hodno tě existuje mezi x0 a x* t akový bod c, že 

f ( c H / ( * . ) - / , ( * • ) , (2.3) 
XQ — X* 

odkud můžeme psá t 

| / (x 0 ) - / (x*)\ = \f (c)| • | x 0 - x*\ < q • \x0 -x*\, 

neboli 
\xi — x*\ < q • \x0 — x* \ . 

Pro tože q < 1, z poslední nerovnosti vyplývá, že X\ je k bodu x* blíž než x0. 
Zároveň také dos táváme x\ G J. Podobně ukážeme \x-z — x*\ < q • \xi — x*\, tedy 
\x2 — x*\ < q2 • \xo — x*\ a indukcí pak získáme 

\xn - x* | < qn • \x0 - x* | . (2.4) 

Vezmeme-li pro libovolné e > 0 např ík lad hodnotu ô — bude z nerovnosti 
|xo — x*\ < ô vyplývat nerovnost \xn — x*\ < e pro všechna n > 1, neboť 

s qn~l 

\xn - x*\ < qn • \x0 - x*\ < qn • ô = qn • — = •L— • e < e. 
2q 2 
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Rovnovážný bod x* je tudíž stabilní . Jelikož qn —> 0 pro n —> oo, z nerov
nosti (2.4) vyplývá linin^oo |x„ — x*\ = 0, neboli limn^^Xn = x*, a bod x* je 
proto asymptoticky stabilní . 

b) Nechť pla t í > 1. Ze spojitosti f (x*) vyplývá existence nějakého 
intervalu K = (x* — (3, x* + (3) takového, kde \f (x)\ > 1 pla t í pro všechna 
x G K. Stejně jako v předchozí části důkazu i zde pro XQ G K p la t í vztahy 
(2.2) a (2.3), a můžeme pak analogicky psá t 

1/ M - / (x*)\ = \f (c)| -\x0-x*\> \x0 -x*\, 

tedy 
\Xi — X*\ > \x0 — X*\ . 

Podobně ukážeme \x2 — x*\ > \xo — x*\ a indukcí potom dostaneme 

\xn — x*\ > \xo — x* \. (2-5) 

Položíme-li pro libovolné ó > 0 a libovolné XQ splňující relaci |xo — x*\ < ô např í 
klad e = \XQ — x* |, z nerovnice (2.5) vyplývá pro všechna n G N 

j |^o ^ | — ^* 

tedy 

Rovnovážný bod x* je tud íž nestabi lní . éft 

Předchozí vě ta se věnuje pouze t akovým rovnovážným b o d ů m x*, pro které 
plat í 1. Tyto body se nazývaj í hyperbolické. Naopak body, pro které 
plat í \f'(x*)\ = 1, nazýváme nehyperbolické. Pro nehyperbol ický bod x* tedy pla t í 
f'(x*) = 1, resp. f (x*) = —1, tj. tečnou grafu funkce / v b o d ě [x*,f(x*)} je 
př ímka se směrnicí k — 1, resp. k = — 1. Stability první skupiny nehyperbolických 
rovnovážných b o d ů se týká následující věta . 

V ě t a 2.2. Nechť x* je rovnovážný bod diferenční rovnice (2.1), pro který platí 
f (x*) = 1, a nechť má funkce f v bodě x* spojité derivace do 3. řádu. Pak platí 
následující tvrzení: 

a) Jestliže f" (x*) ^ 0, potom x* je nestabilní. 

b) Jestliže f" (x*) — 0 a f" (x*) > 0, potom x* je nestabilní. 

c) Jestliže f" (x*) — 0 a f" (x*) < 0, potom x* je asymptoticky stabilní. 
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Obr. 2.8 Nestabi lní rovnovážný 
bod x*, kde f"(x*) > 0 (tzv. 
semistabilní zleva). 

Obr. 2.9 Nestabi lní rovnovážný 
bod x*, kde f" (x*) < 0 (tzv. 
semistabilní zprava). 

Důkaz, a) Nechť / " (x*) ^ 0. Funkce / je potom v okolí bodu x* konvexní 
(/" (x*) > 0) nebo konkávni ( /" (x*) < 0). 

Předpokláde jme nejprve, že / " (x*) > 0. Ze spojitosti derivací funkce / a 
z f"{x*) > 0 vyplývá existence intervalu (x* — (3, x* + (3) pro nějaké j3 > 0, 
na k t e r ém je / ' rostoucí (viz obr. 2.8). Jelikož / ' (x*) = 1, pak dos táváme 

/' (x) < 1 pro x G (x* — (3, x*), 

f'(x)>l pro x G (x*,x* + P). (2.6) 

Pro libovolné x0 G (x*, x* + (3) zřejmě p la t í 

\x1-x*\ = \f{xQ)-f{x*)\. 

Podle nerovnosti (2.6) a podle Lagrangeovy věty o s t řední hodno tě existuje takový 
bod c G (x*,x0), že 

/ . ( c ) = / W l í M > 1 . 
XQ — X* 

Z toho vyplývá nerovnost 

f M - f (x*) > x0 -x*, tedy xx > x0. 

Opě tovným použ i t ím tohoto argumentu dostaneme obecně 

xn > • • • > XQ. 

Iterace se tedy s ros touc ím n pro libovolné x0 G (x*, x* + (3) od bodu x* vzdalují, 
a bod x* je proto pro konvexní funkci / nestabi lní . 
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Podobně ze spojitosti derivací funkce / a z / " ( ŕ ) < 0 vyplývá existence 
intervalu (x* — (3, x* + (3) pro nějaké j3 > 0, na k te rém je / ' klesající (viz obr. 2.9). 
Jelikož f'(x*) = 1, pak dos táváme 

/' (x) > 1 pro x G (x* - (3, x*), (2.7) 
/' (x) < 1 pro x G (x*, x* + (3). 

Analogicky jako v předchozí části důkazu pro konvexní funkci / dostaneme pro l i 
bovolné XQ G (X* — (3, x*) posloupnost i terací xn < • • • < x0. Iterace se tedy i zde 
s ros touc ím n vzdalují od bodu x*, a bod x* je tudíž i pro konkávni funkci / 
nestabilní . 

b) Nechť / ' (x*) = 1, / " (x*) = 0 a / " ' (x*) > 0. Ze spojitosti derivací funkce / 
a z druhých dvou vz tahů p ředpok ladu vyplývá, že / ' m á v bodě x* lokální mini
mum a že je konvexní. Pro tože / ' (x*) = 1, p la t í 

f'(x)>l pro x G (x* — (3,x* + (3) \{x*}, (2.8) 

pro nějaké (3 > 0. Jelikož je v bodě x* lokální minimum funkce / ' a tato funkce 
je v b o d ě x* spoj i tá , musí být f (x) pro všechna x G (x* — (3, x*) klesající, ne
boli / " (x) < 0. Poslední relace zároveň znamená , že je funkce / na intervalu 
(x* —13, x*) konkávni (viz obr. 2.10). Zbytek důkazu pro tento interval je stejný 

x0 x* x'0 

Obr. 2.10 Nestabi lní x*, f {x*) = 1, / " {x*) = 0 a / " ' {x*) > 0. 

jako př ís lušná část důkazu pro konkávni funkci v odstavci a). P o d o b n ě pro všechna 
x G (x*,x* + (3) musí být funkce / ' na tomto intervalu rostoucí , tedy / " (x) > 0. 
Tato relace zároveň znamená , že je funkce / na intervalu (x*,x* + f3) konvexní 
(viz obr. 2.10). Zbytek důkazu pro tento interval je opět stejný jako př ís lušná část 
důkazu pro konvexní funkci v odstavci a). 

c) Nechť / ' (x*) = 1, / " (x*) = 0 a / " ' (x*) < 0. Ze spojitosti derivací funkce / 
a z druhých dvou vz tahů p ředpok ladu vyplývá, že / ' m á v b o d ě x* lokální maxi
mum a že je konkávni . Pro tože / ' (x*) = 1, p la t í 

f'(x)<l pro x G (x* — (3,x* + (3) \{x*}, (2.9) 

22 



ROVNOVÁŽNE BODY A STABILITA 

pro nějaké /3 > 0. Vzhledem k / ' (x) < 1, kde x G (x* — P, x* + P), a ke spojitosti 
f (x) můžeme p ředpok láda t , že v uvažovaném intervalu (x* — (3, x* + (3) p la t í 

/ ' 0*0 > o. 
Podle Lagrangeovy věty o s t řední h o d n o t ě pro libovolné XQ G (X* — j3,x*) 

existuje takový bod c G (XQ,X*), že 

f'(c) 
f(x0)-f(x*) 

(2.10) 

XQ — X* 

Z tohoto vztahu a z 0 < / ' (c) < 1 dos táváme 

0 < / M i / H < L 

X o — 

Jelikož x 0 < x*, pak z (2.10) získáme 

£ o < / (xQ) < x*. 

Podobně ukážeme, že x\ < f [x\] = X2 < x*, a použ i t ím matemat i cké indukce 
dostaneme xn < f (xn) = xn+\ < x*. Posloupnost fn (XQ) je tedy rostoucí a 
shora ohran ičená bodem x* (viz obr. 2.11), a musí proto konvergovat k rovnováž
nému bodu. N a intervalu (XQ, X*) nemůže existovat j iný rovnovážný bod kromě x*. 
K d y b y tot iž na tomto intervalu takový druhý rovnovážný bod x* ^ x* existoval, 
pak by pro něj podle Lagrangeovy věty o s t řední hodno tě platilo f (x*) = 1, což 
je spor s (2.9). B o d x* je proto asymptoticky stabilní zleva. 

Obr. 2.11 Asymptot icky stabi lní x*, f (x*) = 1, / " (x*) = 0 a / " ' (x*) < 0. 

Důkaz by se provedl analogicky i pro libovolné x0 G (x*,x* + j3), odkud 
bychom nakonec dokázali asymptotickou stabilitu bodu x* zprava. 

Vzhledem k o b ě m a j e d n o s t r a n n ý m asympto t i ckým s tab i l i t ám je bod x* 
asymptoticky stabilní . éft 
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Kapitola 3 

Periodické body a cykly 

Rovnovážný bod diferenční rovnice, neboli pevný bod nějaké funkce / v matema
tickém modelu, předs tavuje urč i tý us tá lený režim. Pokud sys tém jednou dosáhne 
tohoto rovnovážného bodu, pak se jeho vývoj dále nemění . Toto pla t í v př ípadě , 
kdy posloupnost i terací dynamického sys tému konverguje k nějakému bodu. V pří
padech, kdy tyto posloupnosti nekonvergují, může také existovat j is tý us tá lený 
režim, a to pokud je posloupnost i terací periodická. S per iodičnost í dynamických 
systémů souvisí pojem cyklus a jeho řád. 

Definice 3.1. Nechť / : I —> I je zobrazení . B o d XQ G / nazveme k-periodickým 
bodem funkce / {periodickým bodem s periodou k, bodem cyklu řádu k nebo že 
generuje cyklus řádu k), jestliže fk (x0) = x0 a zároveň f1 (x0) ^ x0 pro 1 < i < k. 
Periodická orbita bodu x0 

o = {*„,/ M, • • • J"-1 (x0)} 

se nazývá k-cyklus (cyklus řádu k). 

Poznámka. B o d x0 je /c-periodickým bodem, jestliže je p e v n ý m bodem funkce fk(x), 
neboli rovnovážným bodem diferenční rovnice 

xn+l = 9 ixn) • 

kde g (x) = fk (x). 
Můžeme také říct, že i rovnovážný bod je periodický, a to s periodou 1. 

Definice 3.2. Nechť / : I —> I je zobrazení . B o d XQ G / nazveme skoro 
k-periodickým bodem funkce / , jestliže existuje nějaké přirozené číslo m, pro které 
je fm (XQ) /c-periodickým bodem, tzn. 

r + k (x0) = r (x0). 
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Graficky lze znázorni t /c-periodický bod pomocí průsečíku grafu funkce fk  

s př ímkou y = x. N a obrázku 3.1 můžeme vidět graf funkce f2, kde / je j is té 
tzv. logistické zobrazení . Z grafu je vidět , že f2 m á čtyři pevné body, z nichž dva 
(x*, x*) jsou pevnými body funkce / (viz obr. 3.2) a zbývající dva (xp, xp) tvoří 
2-cyklus. N a obrázku 3.2 je zároveň vyznačený bod XQ = 0, 3, k te rý po několika 
i teracích přejde na 2-cyklus, a je tud íž p ř ík ladem skoro periodického bodu. 

Obr. 3.1 Graf funkce f2, kde / (x) 
= 3 , 4 3 x ( l -x). 

Obr. 3.2 Graf / (x) = 3,43x (1 - x), 
kde bod x0 je skoro periodický a body 
Xp cl Xp J S O U periodické. 

I u periodických b o d ů mluvíme o stabi l i tě , či nestabi l i tě . Uvedeme proto ná
sledující definici. 

Definice 3.3. Nechť bod XQ je /c-periodickým bodem zobrazení / . Pak řekneme, 
že bod XQ je: 

a) stabilní, jestliže je s tabi ln ím pevným bodem zobrazení fk, 

b) asymptoticky stabilní, jestliže je asymptoticky s tabi ln ím p e v n ý m bodem 
zobrazení fk, 

c) nestabilní, jestliže je nes tab i ln ím p e v n ý m bodem zobrazení fk. 

Poznámka. Je zřejmé, že pokud je stabilní , resp. nestabi lní , jeden bod nějakého 
/c-cyklu, pak jsou stabilní , resp. nestabi lní , i o s t a tn í body tohoto cyklu. Proto 
můžeme mluvit o s tabi l i tě , p ř ípadně nestabi l i tě , celého /c-cyklu nebo periodické 
orbity. 

Podobně jako u zkoumání stability pevných b o d ů funkce / , můžeme i zde 
formulovat kr i tér ia stability cyklu, neboli kr i tér ia stability pevných b o d ů 
funkce fk. 
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V ě t a 3.1. Necht O (x0) = {x0, x 1 : . . . , Xk-i} je k-cyklus funkce f, která je spojitě 
diferencovatelná. Pak: 

a) k-cyklus O (xo) (a tedy i každý jeho bod) je asymptoticky stabilní, jestliže 
platí 

\f (x0)-f ( * i ) / ' ( a * _ i ) | < l ; 

b) k-cyklus O (x0) (a tedy i každý jeho bod) je nestabilní, jestliže platí 

\f M • f (x,) /' (xk.1)\>l. 

Důkaz. Podle pravidla derivování složené funkce uprav íme derivaci [fk (xo)]' 

[ŕ (xo)}' = [f ( ŕ - 1 (xo))}' = f ( ŕ - 1 M • [ ŕ ' 1 (xo)}' = 

= f (x f e _0 • [f-1 (x0)]' = ••• = / ' (x f e _0 • • • / ' (Xl) • f (x0). 

Nyní aplikujeme větu 2.1 na funkci fk v b o d ě xo, k te rý je pro tuto funkci pev
ným bodem, a dos táváme již požadované relace pro asymptotickou stabilitu a 
nestabilitu. éft 

Uvedeme si ješ tě dvě věty týkající se cyklů. 

V ě t a 3.2. Nechť f : I —> I je spojitá funkce. Pak posloupnost generovaná li
bovolným bodem x E I a funkcí f konverguje k nějakému pevnému bodu právě 
tehdy, když funkce f nemá žádný cyklus, kromě cyklu řádu 1. 

Důkaz. Důkaz pro jeho obt ížnost neuvádíme. éft 

Definice 3.4. Řekneme, že posloupost {xn}^=0 generovaná funkcí / je asympto
ticky periodická, jestliže je periodická s periodou 2 J pro nějaké j G No nebo 
k t é t o posloupnosti konverguje, tj. existuje taková posloupnost { y n } ^ o genero
vaná funkcí / s periodou 2 J pro nějaké j G N 0 , že p la t í l im (yi — Xi) = 0 . 

i—¥oo 
D ů s l e d e k 3.3. Nechť f : I —> I je spojitá funkce, která má pouze cykly řádů 
1, 2, 2 2 , . . . , 2n, kde n G N . Potom každá posloupnost {fn (x)}^=1, kde x e I, 
konverguje k nějakému cyklu nebo pevnému bodu funkce f. 

Důkaz. Z p ředpok ladu věty vyplývá, funkce /2™ n e m á cykly vyšších ř á d ů než 1, 
a tedy m á pouze pevné body. 

Nechť x G / je libovolný bod a xk = fk (x) pro k — 1, 2 , . . . , 2". Podle věty 3.2 
každá z pos loupnos t í 1 

xk, r (xk), z 2 - 2 " (xk) = r (ŕn M) , z 3 - 2 " M = r (ŕ2n M ,... 
1 J s o u to posloupnost i g e n e r o v a n é bodem Xk a funkcí f 2". 
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konverguje k nějakému bodu ak pro k — 1, 2 , . . . , 2™, tzn. 

l im (f2n (xk) - ak) = 0. (3.1) 

Vzhledem ke spojitosti funkce / p la t í t aké 

hm ( / ( / « " (xk)) - f (ak)) = 0. 

Úpravou levé strany t é t o rovnosti dostaneme 

0 = l im (/**" ( / (xk)) - f (ak)) = hm ( / í 2 " (xk+1)) - f (ak). 

Jelikož z (3.1) vyplývá také l i m ^ o o Z*'2™ ( x f c + 1 ) = a k + 1 , kvůli j ednoznačnos t i 
l imity musí platit f (ak) = ak+i pro k < 2n. Analogicky se dokáže platnost 
f (o>2N) = oi- Body a i , . . . , a 2 » tudíž tvoří cyklus funkce / . Pokud Oj 7̂  O j 

pro každé i , j G { 1 , . . . , 2™}, pak se j edná o cyklus ř á d u 2™. V opačném př ípadě 
je jeho ř á d dělitelem čísla 2™. T í m je důkaz hotov. 4k 
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Kapitola 4 

Chaos 

Z důsledku 3.3 předchozí kapitoly vyplývá, že spoj i tá funkce / , k t e rá m á pouze 
cykly ř á d u 1, 2, 2 2 , . . . , 2™, kde n G N , generuje pouze asymptoticky periodické 
posloupnosti. Pokud m á ale funkce / i cykly j iných řádů , může být chování ge
nerované posloupnosti komplikované. 

V roce 1975 vydali ma temat ikové L i a Yorke článek „Per ioda t ř i implikuje 
chaos", ve k te rém se zabývali cykly. V tomto článku jako první v matematice 
zavedli pojem chaos, ale také uvedli a dokázali následující dvě věty týkající se 
3-cyklu, který, jak se ukázalo, s komplikovaným chaot ickým chováním funkcí sou
visí. 

V ě t a 4.1 (Li-Yorkova vě ta 1). Nechť f : I —> I je spojitá funkce, která má cyklus 
řádu 3. Pak existuje nespočetná množina S C I (neobsahující periodické body), 
pro kterou platí: Každé body x,y G S, x ^ y a libovolný bod p E I, který generuje 
néjaký cyklus, splňují 

l im sup \fn ( x ) - r ( ! / ) l>0, 

h m i n f í r (x)-fn (y)| = 0, 

l im sup \ r (p)-fn (x)\>0. 

Důkaz. Důkaz je uveden např ík lad v [4]. 

Funkce, pro kterou pla t í vlastnosti z předcházející věty, se nazývá chaotická 
funkce a množ ina S se nazývá chaotická množina funkce / . 

V ě t a 4.2 (Li-Yorkova věta 2). Nechť f : I —> I je spojité zozbrazení a existuje 
bod a E I takový, pro který body b = f (a), c = f2 (a) ad = f3 (a) splňují 

d < a < b < c nebo d > a > b > c. 

Potom pro každé k = 1, 2, 3 , . . . existuje na I periodický bod s periodou k. 
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Poznámka. Vš imněme si, že pokud m á funkce 3-periodický bod, je p ředpoklad 
t é to věty splněn. 

Později se zjistilo, že Li-Yourkova vě ta je pouze speciálním p ř í p a d e m vý
znamné věty ukraj inského matematika A . N . Šarkovského z roku 1964. 

Dříve než Li-Yourkovu větu dokážeme, uvedeme zde definici a lemmata, k t e rá 
k tomu budeme po t řebova t . 

Definice 4.1. Řekneme, že interval I pokrývá interval J pod / a píšeme I —> J , 
jestliže p la t í / (J) D J. 

Lemma 4.3. Nechť / : / — > • M je spojitá funkce, kde I je interval. Pak pro li
bovolný uzavřený interval J C / (J) existuje uzavřený interval K C. I takový, že 
f(K) = J. 

Důkaz. Označme J = [6i, 62], P r o nějaké bi, b2 G M , kde bi < b2. Pak j is tě existují 
body a i , a2 E I takové, že / (ai) = 61 a / (a 2) = b2. Uvažme př ípad , že a i < a2. 
Nechť j3 G [ai, 02] je nejmenší číslo takové, že / (j3) = b2. Dále označme a G [ai,/3] 
nej větší číslo takové, že / (a) = b\. Vzhledem k definicím b o d ů a a j3 neexistuje 
žádný bod c G (a, (3), pro k te rý by platilo / (c) = b\ nebo / (c) = b2. Z / (a) = 61, 

/ (/?) = b2 a z d ruhé Bolzanovy v ě t y 1 vyplývá, že pro uzavřený interval K — [a, j3] 
plat í / (K) D [bi, b2]. Zároveň pro libovolný bod s G / (Ä") musí existovat takové 
r G [a, /?], pro k teré s = f (r). Musí platit s G [a, 6], protože jinak by to podle 
d ruhé bolzanovy věty bylo v rozporu s definicemi b o d ů a, (3. Dos táváme tak 
/ (K) = J. Pokud bychom na začá tku mís to a\ < a2 p ředpokládal i a\ > a2, 
důkaz by byl analogický. éft 

Lemma 4.4. a) Nechť f je spojitá funkce na intervalu [a, b], kde a 7̂  b. Pokud 
f (a) > a a f (b) < b, pak existuje pevný bod XQ, pro který platí a < XQ < b. 

b) Jestliže I pokrývá I pod f (tzn. f (I) C I), pak má funkce f v I pevný bod. 

Důkaz, a) Zaveďme funkci g(x) — f (x) — x. Z p ředpok ladu lemmatu dos táváme 
g (a) > 0 a g (b) < 0. Z věty o s t řední hodno tě pak vyplývá, že existuje takový 
bod c G (a, b), pro k te rý pla t í g (c) = / (c) — c = 0, neboli / (c) = c. V intervalu 
(a, b) tedy existuje pevný bod funkce / . 

b) Z p ředpok ladu tvrzení a z lemmatu 4.3 vyplývá, že existuje takový interval 
K = [c, d] C I, že / (K) = I = [a, b]. Potom pla t í 

f(c) = a<c a f(d)=b>d, (4.1) 

nebo / (c) = b> c a f (d) = a < d. (4.2) 

x D r u h á B o l z a n o v a v ě t a : Nechť I = [a, b] je in terval r e á l n ý c h čísel a f : I —¥ M je s p o j i t á 
funkce. P a k [f (a), f (b)} C f (I) nebo [/ (b), f (a)} C f (I). 
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V př ípadě , že v relacích (4.1) nastane alespoň jedna z rovnost í , m á funkce / pevný 
bod a důkaz je hotov. Pokud budou obě nerovnosti (4.1) ostré , můžeme na ně 
aplikovat část a) tohoto lemmatu. Podobně můžeme část a) tohoto lemmatu 
aplikovat i na relace (4.2). Pevný bod na intervalu (a, b) tedy existuje, a t í m je 
důkaz hotov. éft 

Lemma 4 .5 . Nechť IQ —> I\ —> • • • —> IN = IQ je n-tice intervalů, kde 
h+i Q f (Ik) Vro k = 0 , 1 , . . . , n — 1. Pak existuje pevný bod XQ funkce fn, 
přičemž fk (XQ) G h pro k = 1 , . . . , n. 

Důkaz. Označme KQ = IQ, neboli f°(KQ) = IQ. Definujme interval KÍ C 

pro k te rý pla t í fl (Ki) = li. Z lemmatu 4.3 vyplývá, že pro i = 1 takový interval 
existuje. Předpokláde jme, že interval existuje pro i — 1,... ,n — l a dokážeme jeho 
existenci pro n. Z p ředpok ladu lemmatu vyplývá, že IN C / (J„_i) = / " {Kn_i). 
Z lemmatu 4.3 aplikovaného na funkci / " pak dos táváme, že existuje uzavřený 
interval KN C Kn_i takový, že / " (KN) = IN = IQ. Z lemmatu 4.4 již vyplývá, že 
funkce / " m á pevný bod XQ G Kn C J 0 . Jelikož XQ G Kn, p la t í , že f1 (XQ) G h 
pro i — 1,... ,n. éft 

Vraťme si nyní k důkazu věty 4.2 

Důkaz. Uvažme funkci / s 3-cyklem {a,b,c}, pro jehož prvky pla t í f (a) = b, 
f (b) = c, f (c) = a. Bez újmy na obecnosti můžeme p ředpok láda t , že a < b < 
< c nebo a > b > c 2 . Důkaz provedeme pro sys tém prvních nerovnost í , tedy 
a < b < c. (Pro sys tém nerovnost í a > b > c by byl důkaz analogický.) Označme 
h = [a, b] a I2 = [b, c}. Zřejmě J 2 C / (h) & h C f (J 2) i J 2 C / (J 2) (viz obr. 4.1). 

c 

h 

b 

h 

a 

Obr. 4.1 h = [a, b] a J 2 = [6, c], kde / (a) = b, f (b) = c, / (c) = a, tedy h C f (J 2) 
a / 2 c / ( / i ) . 

Ukážeme, že / m á n-per iodický bod pro každé n > 1. Jelikož / (I2) D I 2 , 
existuje podle lemmatu 4.4 na J 2 pevný bod, neboli 1-periodický bod funkce / . 

2 K d y b y n a p ř í k l a d p la t i lo x < f2 (x) < f (x), pak zvo l íme a = f (x), b = f (a), c = f2 (a), 
č ímž dostaneme d r u h ý s y s t é m n e r o v n o s t í a > b > c. 
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Uvažme nyní pro libovolné přirozené číslo n > 2 cyklus délky n, k te rý je tvořený 
intervalem li a (n — 1) intervaly J 2 , tedy 

h ->• h - > • . . . - > • ^2 ->• A -
V v ' 

(n—l)-krát 

Podle lemmatu 4.5 existuje takový bod xo G J i , že / " (xo) = xo a / f e (xo) G J 2 

pro = l , . . . , n — 1. Pokud by pro některé j, kde 1 < j < n — 1, platilo 
/ J (x 0 ) = XQ, znamenalo by to, že x 0 = p (x0) G J 2 . T í m bychom dostali, že 
XQ G JI H J2 = {6}. Nyní ukážeme, že x 0 = b nemůže nastat. Pokud n = 2, 
platilo by f2 (b) = f2 (XQ) = xo = b, což je ve sporu s f2 (b) = f3 (a) < a. 
Pokud n > 3, pak bychom dostali, že f2 (b) = f2 (XQ) G J 2 , a to je opě t ve sporu 
s P {^) = f3 (o) < o- Ukázali jsme tak, že / J (XQ) ^ XQ pro 1 < j < n — 1, a tedy 
x 0 m á opravdu periodu n. 4 

Vraťme se nyní k již zmíněné významné Šarkovského větě. Dříve než uvedeme 
její znění, musíme nadefinovat tzv. Šarkovského uspořádání přirozených čísel: 

3 ^ 5 ^ 7 ^ < 2 - 3 ^ 2 - 5 ^ 2 - 7 ^ < 2 2 - 3 ^ 2 2 - 5 ^ 2 2 - 7 ^ < 

-< 2 n • 3 -< T • 5 < T • 7 -< < T < 2™"1 < 2 3 < 2 2 < 2 < 1 

(tj. nejdříve jsou vypsána všechna lichá čísla různá od jedničky u s p o ř á d á n a vze
s tupně , dále jejich 2-násobky, pak 2 2 -násobky atd. a na konci jsou vypsány všechny 
mocniny 2 v ses tupném pořadí , k teré končí 1). 

V ě t a 4.6 (Šarkovského vě t a ) . Nechť f : I —> I je spojitá funkce. Jestliže f má 
periodický bod s periodou k, pak má i periodický bod s periodou r pro všechna 
r G N , pro která platí k -< r. 

Důkaz. Kvůli omezenému rozsahu práce zde tento delší důkaz neuvádíme. 
Je možné ho nalézt např ík lad v [2]. 4jk 

Uveďme si další p o d m í n k u pro to, aby byla funkce chaotická. 

V ě t a 4.7. Nechť f : I —> I je spojitá funkce, která má cyklus řádu k ^ 2\ kde 
i — 1 ,2 , . . . . Pak f i všechny její iterace jsou chaotické. 

Důkaz. Nechť k — p • m, kde p je prvočíslo větší než 2 a m G N . Funkce fm m á 
potom cyklus ř á d u p. Ze Šarkovského věty vyplývá, že fm m á také cyklus ř á d u 
2 • 3, tudíž funkce f2m m á cyklus ř á d u 3 a podle věty 4.1 musí být chaotická. 
Jestliže je iterace nějaké funkce chaotická, tak je i původn í funkce chaotická. 

Zbývá dokázat , že jsou i všechny iterace funkce / chaotické. Jestliže funkce / 
m á cyklus ř á d u k ^ 2\ kde i — 1, 2 , . . . a m je libovolné přirozené číslo, pak / m á 
i cyklus ř á d u k • m, tud íž fm m á cyklus ř á d u k. Využijeme-li nyní již dokázanou 
část , tedy že funkce s cyklem ř á d u k je chaotická, m á m e důkaz hotov i pro všechny 
iterace funkce / . éft 
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Pro chaotickou funkci je mimo j iné typická velká citlivost na počá teční pod
mínky. Tedy při malých změnách počátečních podmínek , dostaneme velké změny 
v hodno tách i terací funkce. Př i modelování tedy záleží, zda je posloupnost ge
nerovaná chaotickou nebo nechaotickou funkcí, jelikož takové posloupnosti maj í 
odlišný charakter. Zaj ímá nás také , jak moc se změní posloupnosti generované da
nou funkcí, pokud použijeme při modelování j inou funkci, k t e rá se od té původn í 
nepa t rně liší. Může se s tá t , že vlastnosti generovaných posloupnost í se výrazně 
změní. Pokud se nějaká vlastnost p o d s t a t n ě nemění , ř íkáme, že je funkce / při ma
lých změnách zhledem k takové vlastnosti stabilní. Pokud jsou změny výrazné, 
ř íkáme, že je nestabilní Pro lepší pochopení uvedeme následující př íklad. 

P ř í k l a d 3. Uvažme funkci / , k t e rá je na obrázku 4.2 a 4.3 vyznačená plnou čárou. 
Tato funkce m á dva rovnovážné body a a /3. Pokud bychom nahradili funkci / 
funkcí / , k t e rá se od funkce / liší pouze n e p a t r n ý m p o s u n u t í m (na obrázcích 4.2 
a 4.3 vyznačená čárkovaně) , můžou se její rovnovážné body změni t . Z obrázků je 
vidět , že při malých změnách funkce / se rovnovážný bod a může posunout doleva 
nebo doprava a vznikne tak rovnovážný bod á. Oprot i tomu rovnovážný bod f3 
může zcela zmizet (viz obr. 4.2) nebo mís to něj mohou vzniknout dva rovnovážné 
body $i, 02 (viz obr. 4.3). V tomto př ípadě je tedy a s tabi lní rovnovážný bod 
funkce / a /3 její nestabi lní rovnovážný bod. 

áa ß a á ß^ß2 

Obr. 4.2 Malou změnou funkce / za- Obr. 4.3 Malou změnou funkce / při
mkne rovnovážný bod. bude rovnovážný bod. 

Nyní uvedeme větu, k t e rá se týká z t r á ty cyklů při změně nějaké chaotické 
funkce. 

V ě t a 4.8. Nechť f : I —> I je spojitá funkce, kde I je uzavřený ohraničený 
interval, a nechť f má cyklus řádu k. Potom existuje 5 > 0 takové, že každá 
spojitá funkce g : I —> I, splňující] f (x) — g (x)\ < ô pro všechna x G / , má cyklus 
řádu r, kde r je libovolné přirozené číslo z Šarkovského uspořádání, pro které platí 
k < r. 
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Důkaz. Důkaz je uveden např ík lad v [2]. éft 

Z t é to věty ve spojení s vě tou 4.7 vyplývá, že malou změnou chaotické funkce 
dostaneme funkci opě t chaotickou. P la t í tedy následující věta . 

V ě t a 4.9. Chaotické funkce jsou stabilní. 

Jak je to se stabilitou nechaotické funkce, tomu se věnuje věta 4.10. 

V ě t a 4.10. Ke každé spojité funkci f : I —> I, kde I je uzavřený ohraničený 
interval, a ke každému e > 0 existuje chaotická funkce g : I —> I taková, že platí 
\f (x) — g (x)\ < e pro všechna x E I. 

Důkaz. Důkaz je uveden např ík lad v [3]. éft 

Tato vě ta tedy říká, že i libovolně malou změnou lze z každé nechaotické 
funkce získat funkci chaotickou. Tento chaos bude ovšem malý. 
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Závěr 

V té to bakalářské práci bylo zpracováno t é m a základních vlas tnost í diskrétních 
dynamických sys témů a jejich souvislost s diferenčními rovnicemi. V úvodní 
kapitole byly předs taveny nej významnějš í typy diferenčních rovnic prvn ího 
ř ádu společně s jejich řešeními. Řešení byla odvozena pomocí i terací . V násle
dujících kapi tolách byla uvedena klasifikace rovnovážných a periodických b o d ů 
diferenčních rovnic prvn ího řádu . Pozornost byla věnována především otázce 
jejich stability. Finální část práce seznámila s pojmem chaos a přiblížila souvislost 
chaotického chování funkcí s existencí cyklů urč i tého řádu . B y l a t aké d iskutována 
stabilita chaotických a nechaotichých funkcí. 

Vytvořený text m á sloužit k prohloubení znalost í o diferenčních rovnicích 
ze základního kurzu matematiky. V tomto ohledu přinesla př íprava textu i velký 
užitek mně osobně. Jelikož diferenciální a diferenční poče t m á velké prakt ické 
využit í v mnoha oblastech, je možné na tuto práci v budoucnu naváza t např ík lad 
aplikací p rob rané teorie v konkrétní vědní disciplíně. 
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