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Abstrakt

Cilem prace je popsat nékteré zakladni matematické modely pouZzivané ve fyzice
a sestavit sbirku fyzikélnich tloh na feSeni diferencidlnich rovnic, které jsou jejich aplikaci.
Prvni kapitola obsahuje veSkery matematicky aparat potfebny ve zbyvajicich ¢astech prace.
Druh4 kapitola se jiz vénuje fyzice, a to konkrétné pohybovym rovnicim, kmiténi a vinéni.
Treti kapitola pak slouzi jako pomocnd, zabyva se vypoctem momentl setrvacnosti, jez
jsou nezbytnou veli¢inou v pohybovych rovnicich. Souc¢ésti obou kapitol jsou fesené ilohy
doplnéné o ulohy nefesené.

Abstract

The thesis aimed to describe some of the basic mathematical models which are used in
the physics and assemble a collection of physical exercises to solve differential equations
and their applications. The thesis is divided into three chapters. The first chapter contains
all of the mathematical apparatus which is needed in the rest of the work. The second
chapter deals with physical problems particularly with the equations of motion, oscillation
and waves. The third chapter is about supporting materials and it deals with the moments
of inertia which are essential for the equations of motion. In both chapters there are solved
exercises which are complemented with the unsolved exercises.
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Uvod

Fyzikalni zdkony se nejjednoduseji a nejprirozenéji formuluji ve tvaru diferencidlnich
rovnic; proto diferencidlni rovnice studovali nejvétsi matematikové a matematicti fyzikové
od dob Newtonovych.

G. BIRKHOFF - G. C. ROTA

Vetsinu pfirodnich déjt 1ze popsat pomoci diferencidlnich rovnic. A pravé diferenci-
alni rovnice hraji dtleZitou roli v modelovani téméf kazdého fyzikdlniho déje. Cilem prace
je uvést zdkladni matematické modely pouzivané ve fyzice. Jak sdm citat fikd, matema-
tika a fyzika jdou spolu ruku v ruce. Z tohoto diivodu jsem se i ja snaZila v praci dbat
na dikladny matematicky a fyzikalni popis uloh. Zaméfuji se na obycejné diferencialni
rovnice 1. a 2. fadu a k jejich feSeni uzivdm fadu metod.

Préce je rozdé€lena do ti{ kapitol.

V prvni kapitole podavam prehled matematického aparatu potfebného ve zbyvajicich
¢astech prace. Obycejné diferencidlni rovnice 1. fadu zminuji jen velmi stru¢né, nebot’ jsem
se jimi zabyvala jiz v bakalaiské praci, viz [4]. Zamétuji se hlavné na obycejné diferencidlni
rovnice 2. fadu, a to jak na homogenni rovnice, tak i rovnice nehomogenni a hledani jejich
partikularnich feSeni. K tomu uzZivim metody variace konstant a neurcitych koeficientt.
Silnym nastrojem k feSeni diferencidlnich rovnic je 1 Laplaceova transformace, které se
v praci rovnéz vénuji. V zavéru kapitoly se jeSté zabyvam vicerozmérnymi integrély, a to
konkrétné integraly trojnymi, jeZ jsou nezbytné pro vypocet nékterych fyzikalnich velic¢in.

Druhé kapitola je jizZ samotnym jadrem mé préce. Ctenéfe nejprve seznamuji s pohybo-
vymi rovnicemi a zptisobem jejich feSeni. Nésleduje fada feSenych prikladi vychazejicich
pravé z pohybovych rovnic doplnéna o pfiklady nefesené. Déle se zabyvam mechanickymi
systémy, v nichZ jsou Castice pfipevnény k lanu, které je vedeno pres kladky. Tato cast
je opét doprovazena nazornymi piiklady. V dalsi podkapitole se v€nuji kmitani, a to nej-
prve vlastnim kmitim, pozdé&ji i kmitim buzenym, které feSim pravé uZzitim Laplaceovy
transformace. Zavér kapitoly je vénovén vInéni a vlnové rovnici.

Kapitola tfeti obsahuje aplikace integrdlniho poctu. Tato kapitola slouzi spiSe jako
pomocnd. Vyuziva trojného integralu k vypoctu fyzikalnich velicin, jeZ se vyskytuji v po-
hybovych rovnicich.

V nadpisu kazdého piikladu je uveden zdroj, odkud ptiklad pochézi slouZzici pro lepsi
orientaci Ctendfe. PfestoZe jsem se u vétSiny piikladl nechala inspirovat literaturou, v fadé
piipadt vsak fesSeni tloh vyzadovalo rozsahlejsi fyzikalni komentai. Bez néj by prace
nemusela byt srozumitelnd SirSimu okruhu ¢tendi. Doufdm tedy, Ze prace tak poslouZi
i studentim, ktefi nejsou zasvéceni do fyzikalni védy. U nékterych piikladi jsem pak
zmeénila i zplisob feseni, nebot’ Castokrat se mi jevil zbyteén¢ komplikovany a ne prilis

— Vil —



Kapitola ix

Sikovny. Dokonce jsem v pouzité literatufe objevila 1 zavazné chyby, které prostfednictvim
této prace napravuji. Piiklady feSené pomoci Laplaceovy transformace pochézeji z vlastni
dilny.

Préce je vysazena systémem IATEX.

Obrazky jsou vytvoreny v programech Ipe a GeoGebra.



Kapitola 1

Matematicky aparat

1.1 Diferencialni rovnice

Necht F : R? — R je funkce tif proménnych, kterd je definovand na oteviené mnoZind
Qo Cc R*ay:R — R je funkce, x € R. Pak rovnice

F(x,y,y') =0 (1.1)

se nazyva obycejnd diferencidlni rovnice 1. fddu v implicitnim tvaru s nezndmou y(x).

Ve fyzice se vétSinou setkdvdme s funkcemi proménnych 7, y,y, kde ¢ znadi Cas.
V tomto piipadé€ je zvyklosti oznacovat y’ symbolem y. Proto se budeme tohoto znaceni
drzet a budeme ho pouZivat v dalSim textu pfi feSeni fyzikdlnich dloh. Pro potifeby popisu
matematického apardtu zlistaneme u znaceni y'.

Definice 1. Necht /(x) je funkce definovand na otevieném intervalu J. Pak A(x) se nazyva
feSeni rovnice (1.1) na J, jestlize h(x) ma derivaci, pro kazdé x € J, (x,h(x),1' (x)) € Q
a plati

F(x,h(x),l (x)) =0,x€J.

Resenim oby&ejné diferencidlni rovnice rozumime tedy funkci, kterd vyhovuje dané
rovnici na néjakém intervalu. Takovych feSeni miize byt vice, dokonce nekone¢né mnoho.
Jedno konkrétni feSeni nazyvame partikuldrni feSeni. Podati-li se ndm najit univerzalni
vzorec, ve kterém jsou zahrnuta vSechna partikularni feSeni, mluvime o obecném feSeni.
Obecné feseni bude tedy vzorec obsahujici jednu nebo vice libovolnych konstant, jejichz
konkrétnimi volbami dostaneme vSechna moznd partikuldrni feSeni dané rovnice. Pocet

N4

konstant odpovidd v podstaté fadu rovnice.

P1i feseni obycCejnych diferencidlnich rovnic byva dilezité, abychom z rovnice (1.1) osa-
mostatnili y'. Chceme tedy ziskat tzv. explicitni tvar obyc¢ejné diferencidlni rovnice 1. fadu

Y = flxy), (1.2)

kde f(x,y) je funkce dvou proménnych definovand na oteviené mnoziné Q C R2.
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Definice 2. Necht (xg,yo) € Q. Pak tiloha najit feSen{ y(x) diferencidlni rovnice (1.2), které
je definované na néjakém intervalu J obsahujicim bod x a které spliiuje tzv. pocatecni
podminku y(xp) = yo, se nazyva Cauchyova pocate¢ni dloha.

Z hlediska uzivatele byva nejdulezitéjsi urcit feSeni dané rovnice. Idedlni by bylo najit
obecné feSeni, tedy vSechna feSeni kazdé rovnice. To vSak pokazdé neni bohuzel mozZné.
Nejprve je tfeba si uvédomit, co se obvykle rozumi slovy ,,najit feSeni*. VétSinou si pod
tim predstavujeme explicitni nebo implicitni vyjadieni funkce y(x).

UvaZzujme nyni specidlni rovnici tvaru

Y = f(x).

Ztejmé jde o nalezeni neur¢itého integralu funkce f(x). Z definice primitivni funkce plyne,
Ze vsechna feSeni této dlohy maji tvar

y) = [ fware,

coZ je obecné feSeni uvedené rovnice.

PfestoZe f(x) miZe byt velmi jednoduchd elementarni funkce, [ f(x)dx nemusi byt ele-
mentarni funkci. AvSak fadu jednoduchych rovnic, které jsou vyznamné v aplikacich, 1ze
resit ve tfidé elementarnich funkci. Pfehled téch nejdilezitéjsich typil rovnic 1. fadu, které
1ze fesit tzv. elementarnimi metodami feSeni obycejnych diferencidlnich rovnic, 1ze nalézt

napt. v [4].
Nyni se jiz budeme zabyvat diferencidlnimi rovnicemi 2. fadu.

Necht' F : R* — R je funkce &tyf proménnych, kterd je definovana na oteviené mnoZzing
Qo C R*a y:R — R je funkce, x € R. Pak rovnice

F(x,y,y,y")=0 (1.3)

se nazyva obyc¢ejnd diferencidlni rovnice 2. fddu v implicitnim tvaru s nezndmou y(x).

Jak jiZz bylo feCeno dfive, ve fyzikdlnich aplikacich, ve kterych se setkdvame s funkcemi
zavislymi na Case ¢, budeme uZivat znaceni y a .

Definice 3. Necht' /(x) je funkce definovand na otevieném intervalu J. Pak h(x) se
nazyva feSeni rovnice (1.3) na J, jestlize h(x) ma derivace az do fadu 2, pro kazdé
x e J,(x,h(x),h (x),h"(x)) € Qp a plati

F(x,h(x),n (x),h"(x)) =0,x € J.

Je-li moZné z rovnice (1.3) osamostatnit nejvyssi derivaci nezndmé, tj. je-li mozné ji
upravit na tvar
/! /
y =1y, (1.4)

kde f(x,y,)') je n&jaka funkce tff prom&nnych definovana na oteviené mnoziné Q C R>,
mluvime o obycejné diferencidlni rovnici 2. fadu v explicitnim tvaru.
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Definice 4. Necht je ddna trojice (xq,yo,y1) € Q. Pak dloha najit feSeni y(x) rovnice (1.4),
které je definované na n¢jakém intervalu J obsahujicim xy a takové, ze

y(x0) = yo, ¥ (x0) = y1,
se nazyva Cauchyova poc¢atecni uloha.
¢ Homogenni rovnice s konstantnimi koeficienty
Je to rovnice tvaru
Y'+ary' +agy =0, (1.5)
kdea; e R,i=0,1.

Véta 1. Jsou-li yi(x) a y»(x) dvé FeSeni rovnice (1.5) a ¢ € R, pak také funkce y1(x) + y2(x)
a cyi(x) jsou FeSeni rovnice (1.5).

Diikaz. Predpokladejme, Ze y1(x) a y»(x) jsou feSeni rovnice (1.5), takze
Vi (x) + a1y’ (x) +aoy1 (x) = 0 ay5 (x) +aryh(x) +agy2 (x) = 0.

Chceme dokazat, Ze i y;(x) +y2(x) a cyi(x), kde ¢ € R, jsou také feSeni rovnice (1.5).
Tedy

(1 (x) +y2(x)" + a1 (y1(x) +y2(x)) +ao(y1 (x) +y2(x)) =
= y1 (x) + 5 (x) + a1y} (x) + aryy(x) + aoy1 (x) + agyz (x) = 0

(ey1(x))" + a1 (cy1 (x)) +ageyr (x) = o] (x) +ajey (x) + apeyy (x) =
= (] (x) + a1y} (x) +apy1 (x)) =0,

coz jsme chtéli dokézat.

Tedy feSeni rovnice (1.5) tvofi vektorovy prostor, jehoz dimenze je 2. V kazdém
vektorovém prostoru konecné dimenze existuje baze. Libovolny prvek tohoto prostoru
je pak linearni kombinaci prvki této baze. Vybereme tedy dvé linedrn€ nezdvisla feseni
y1(x),y2(x) rovnice (1.5). Pak kazdé feseni rovnice (1.5) ma tvar

y(x) = c1y1(x) +cay2(x), (1.6)

s ws

kde c1,c> jsou libovolnd redlnd ¢isla. Vzorec (1.6) tedy dava obecné feSeni rovnice (1.5).
Bazi y; (x),y2(x) nazyvame fundamentélni systém rovnice (1.5).

Nyni se budeme zabyvat nalezenim fundamentéalniho systému rovnice (1.5). Pokusme
se najit feSeni této rovnice ve tvaru y = eM kde A je vhodné &islo. Vypocteme

y/ _ lelx — y// _ )LZelx

a po dosazeni obdrZime
22eM g deM + apet* = 0.
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Protoze e** £ 0, musi A spliiovat rovnici
A*+aiA +ag=0. (1.7)

To je kvadratickd rovnice, kterou umime snadno vyfesit. Rovnice se nazyvé charakteris-
ticka rovnice diferencialni rovnice (1.5). Levou stranou této rovnice je polynom stupné 2.
Z algebry je zndmo, Ze tato rovnice md v komplexnim oboru pravé 2 kofeny, které mo-
hou byt redlné rizné nebo redlné stejné (tzv. dvojnasobny kotfen) nebo komplexni. Pfitom
komplexni kofeny se vyskytuji vZdy po dvojicich (tzv. komplexné sdruZené kotfeny).

Necht' A € R je 2-nasobny redlny kofen rovnice (1.7). Pak funkce

yi(x) =M, ya(x) = xe

jsou feSenimi rovnice (1.5).
Necht o + i € C je komplexné sdruzend dvojice komplexnich kofent rovnice (1.7),
o, B €R, B #0. Pak funkce

y1(x) = e* cos Bx, yr(x) = e* sinBx
jsou feSenimi rovnice (1.5).

Véta 2. MnoZina reSeni zkonstruovand popsanym zpiisobem tvori fundamentdlni systém
rovnice (1.5).

Diikaz. Plyne z vySe uvedeného postupu.

Z predchoziho vyplyva, Ze feSeni rovnice (1.5) je v zavislosti na typu kofenti charak-
teristické rovnice linedrni kombinaci funkci tvaru

eM* eM¥ nebo et xe** nebo e cos Bx, e* sin Bx.

K témto funkcim vzdy existuje Laplacelv obraz, ktery je raciondlni ryze lomenou funkci.
Tyto rovnice Ize tedy snadno fesit uZitim Laplaceovy transformace, coz si ukdzeme pozdéji.

e Nehomogenni rovnice

Jedna se o rovnici tvaru
Y'+ary +agy = f(x). (1.8)

Véta 3 (Princip superpozice). Necht’y|(x) je Feseni rovnice y" +ayy +agy = f1(x) a y2(x)
je FeSeni rovnice y' + a1y +agy = f>(x) (tedy levé strany obou rovnic jsou stejné). Pak
pro libovolnd cy, ¢y € R je funkce y(x) = c1y1(x) + coy2(x) FeSenim rovnice

Y+ a1y +agy = c1fi(x) + c2f2(x).

Diikaz. Tvrzeni je bezprostfednim zobecnénim véty 1 a i jeho diikaz je zcela analogicky.
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Véta 4. Necht’y(x), y2(x) je fundamentdlni systém homogenni rovnice (1.5) a yo(x) je
partikuldrni Feseni rovnice (1.8). Pak obecné reseni rovnice (1.8) md tvar

y(x) = c1y1(x) +eay2(x) +yo(x), c1, 2 €R.
Diikaz. Vyplyva z principu superpozice.

Obecné feseni homogenni rovnice umime najit. V dalSich odstavcich si nyni ukazeme
postupné dva zptisoby, jak najit partikuldrni feSeni yo(x) nehomogenni rovnice, a to bud
metodou variace konstant, nebo metodou neurcitych koeficientt.

1.1.1 Variace konstant

Myslenka metody je obdobnd jako u rovnice prvniho fadu - viz napf. [4], v obecném feSeni
homogenni rovnice se snazime zamé&nit konstanty ¢y, c, vhodnymi funkcemi K (x), K> (x)
a hledat feSenf yp(x) nehomogenni rovnice ve tvaru

yo(x) = Ki(x)y1(x) + Ko (x)y2(x).
Necht'y; (x) a y»(x) jsou nezdvisld feSeni piislusné homogenni rovnice, tj.
¥/ +aryi+agyi =0, i=1,2. (1.9)
Hledejme partikularni feSeni ve tvaru
Yyo(x) = K1 (x)y1 (x) + Kz (x)y2(x).
Vypocteme prvni derivaci (pro struc¢nost nepiSeme argument x). Vyjde
Yo = Kiy1 + K1y + Kayz + Kayh.

Pti vypoctu druhé derivace bychom dostali druhé derivace nezndmych funkci. PoZadujeme
proto, aby
Kiy1 + K3y, =0.

Ze takovou podminku miaZeme splnit, uvidime nize. Pak méme
Yo = Kiy1 +Kayy = yg = Ky + Kiyi + Koy + Koy
Po dosazeni do (1.8) a upravé vyjde

Kiyy + Kiy| + Koy + Koy +ai (Kiy) + Kayh) + ao(Kiyi + Kaya) = f(x),
K1Y + Kb + K (0] + ary| +aoy) + K2 (v + a1y + aoy2) = f(x).

Vezmeme-li v tivahu (1.9), dostaneme
) /.
K1Yy + Koy, = f(x).
Celkové tedy mdme pro derivace nezndmych funkei K| a K} soustavu linedrnich rovnic

Kiy1+Kyy, = 0,
Kiy| + K3y = f(x).
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Determinant matice soustavy je tzv. wronskidn

yi »
Vi Vs

)

ktery je vzhledem k nezdvislosti feSeni y;(x),y>(x) nenulovy, a proto md nase soustava
jediné feSeni (které miZeme ziskat napf. Cramerovym pravidlem). Z K| a K} dostaneme
K| a K; integraci. To ovSem nemusi byt mozné ve tiidé elementarnich funkci. AZ na tento
problém, je vSak cely algoritmus metody variace konstant efektivni.

1.1.2 Metoda neurcitych koeficientu

Tato metoda je pouZitelnd pro rovnice, jejichZ prava strana f(x) ma speciélni tvar. Uva-
Zujme rovnici (1.8), jejiz linearni ¢4asti prislusi charakteristickd rovnice (1.7). Probereme
postupné typy pravych stran f(x) od nejjednodussich k nejslozitéjsim.

1. f(x) = Py(x), kde P,(x) je polynom stupné n.

Predpokldadejme, Ze Cislo O je k-ndsobnym kofenem charakteristické rovnice (1.7).
Pfitom k = 0 znamen4, Ze tato rovnice nema koten 0. Pak rovnice (1.8) ma partikuldrni
feSeni tvaru

Yo(x) = x*Qn(x),

kde Q,(x) je vhodny polynom stupné n s neznamymi koeficienty.

Dile postupujeme tak, Ze uréime y;, a y;; a dosadime do (1.8). Z algebry vime, Ze k tomu,
aby se dva polynomy rovnaly pro kazdé x € R, je nutné a staci, aby mély stejny stupeni
a stejné koeficienty u tychZ mocnin x. Porovndnim dostdvame obecné soustavu linedrnich
rovnic, jejiz feSeni jsou koeficienty polynomu Q,(x).

2. f(x) = P,(x)e*, kde P,(x) je polynom stupnén a o € R.
Predpokladejme, Ze Cislo o je k-ndsobnym kofenem charakteristické rovnice (1.7);
k = 0, nemé-li tento kotfen. Pak rovnice (1.8) ma partikuldrni feSeni tvaru

yo(x) = 0, (x)e®,

kde Q,(x) je vhodny polynom stupné n s neznamymi koeficienty.

3. f(x) = Pp(x)e* cos Bx+ O (x)e* sin Bx, kde P, (x) je polynom stupné m, Q,(x) je
polynom stupné n a o, B € R.

Predpokladejme, Ze ¢islo a + fi je k-nasobnym kofenem charakteristické rovnice (1.7);
k = 0, nemé-li tento kotfen. Pak rovnice (1.8) mé partikuldrni feSeni tvaru

yo(x) = x*[Rs(x)e® cos Bx + S, (x)e* sin Bx],

kde s = max{m,n} (je-li P,,(x) =0, je s = n, je-li Q,(x) =0, je s = m) a Rs(x) a Ss(x) jsou
vhodné polynomy stupné s s nezndmymi koeficienty.
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I kdyzZ je P, (x) nebo Q,(x) nulovy, tj. pravd strana obsahuje jen samostatny ¢len s ko-
sinem nebo sinem, je nutné do feseni zahrnout R,(x) i Ss(x), tj. ¢ast s kosinem i sinem.

Nehomogenni rovnice s konstantnimi koeficienty lze feSit i uzitim Laplaceovy trans-
formace, kterou se budeme nyni zabyvat.

1.1.3 Laplaceova transformace

Definice 5. Necht f(¢) je dand komplexni funkce redlné proménné; nazveme ji pfedmétem.
Necht néasledujici integrdl existuje a ma konec¢nou hodnotu aspoi pro jedno komplexni p.
Potom k funkeci f(#) definujeme LaplacetGv obraz F(p) rovnici

F(p)= | s ar.

Vztah mezi predmétem a jeho obrazem se nazyva korespondence. Vztah mezi nimi
zapisujeme pomoci znaménka korespondence £, tedy: f(¢) £ F(p). Cast&ji viak pouZi-
vame symbolu Laplaceovy transformace .Z. Vyraz .Z(f(¢))(p) znamend pak totéz jako
Jo f(t)e™P" dr, takZze mizeme napsat F(p) = .Z(f(t))(p). Definici Laplaceovy transfor-
mace miZeme tedy napsat ve tvaru

LO)p) = [ fe " ar. (1.10)

Tabulka 1.1 byva Casto nazyvéna také jako ,,slovnik Laplaceovy transformace®. V levém
sloupci jsou uvedeny predméty f(¢), v pravém pak piislusné Laplaceovy obrazy. Tato
tabulka korespondenci ndm pozd¢ji usnadni pouzivani Laplaceovy transformace, odpadne
nam totiZz v nékterych piipadech slozité odvozovani Laplaceovych obrazli z definice.
Rozsahlejsi slovnik 1ze nalézt napt. v publikaci [12].

Definice 6. Funkce f(¢) se nazyva funkce exponencidlniho fddu s indexem ristu &1, jestlize
bod +oo je hromadnym bodem jejiho defini¢niho oboru a jestliZe existuje takové #( a takové
¢islo M > 0, Ze nerovnost

£(0)] < Me™

plati pro viechna ¢ > 1o, pro kterd je funkce definovana. Pifeme potom f(r) = O(e%!")
(symbol funkce exponencidlniho fadu).

Definice 7. Komplexni funkce f(¢) redlné proménné ¢ se nazyva predmét standardniho
typu, ma-li tyto tfi vlastnosti:

1. Je po &éstech spojitd na intervalu (0, 4-c0).

2. Je exponencidlniho fadu.

3. Rovna se nule pro vSechna t < 0.

ProtoZe n&které zvlasté jednoduché a Casto se vyskytujici funkce, jako ¢, e, funkce
goniometrické apod., nejsou pro zdpornd ¢ rovny nule, nejsou to vlastné predméty stan-
dardniho typu. Proto bychom misto nich méli spravné pouZivat funkci definovanych napf.
takto:

0 prot <O,

fly=4q% pror=0,
e prot>0.
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Tabulka 1.1: Slovnik Laplaceovy transformace:

f(1) Z(f(1))(p)
! v
t =
t",neN f
5 pn+1
et 1
PTa
t
ref (p—a)?
e’ , neN o
' (p g))
sin @t a2
cos Wt pszz
. 2p®
t s1n @t (pz_fwz)z
p27(1)2
tcos wt (Pt 0?)?
at a g __pr
e”(cos wt + £ sinr) —a/ra?
sin Wt — Wt cos Wt (pzszz 7

K zjednoduseni zépisu pouzivame tzv. Heavisideovy funkce H (), definované takto:

0 prot <0,
H(t) = % prot =0,
1 prot>0.

Obraz Heavisideovy funkce Ize snadno urcit uZitim definice Laplaceova obrazu:
%) ot [} - e—pt oo 1 1
z(mt))(p):/ H(r)e sz:/ e = | -S| ——Z(0—1)=-.
0 0 P Jo p p

Véta 5 (O linearité¢ piimé Laplaceovy transformace). Necht’ f;(t) jsou predméty stan-
dardniho typu a F;(p) = L (fi(t))(p) jejich obrazy, i = 1,2,3,... ,n. Necht’ddle a; jsou
libovolné komplexni konstanty. Potom pro vSechna komplexni p, pro kterd jsou definovdny
soucasné vSechny obrazy F;(p), plati

& (éaif,-(t)) = éaiﬂ(p)~

Diikaz. Plyne z linearity integralu.

Véta 6 (O substituci v obrazu). Necht’ f(t) je predmét standardniho typu,
Z(f(t))(p) =F(p). Necht’a je komplexni konstanta. Potom

ZL(e"f(t)) =F(p—a).

Diikaz. Pfimym dosazenim do (1.10).
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Véta 7 (O derivaci obrazu). Necht’f(t) je predmét standardniho typu, £ (f(t))(p) = F(p).

Potom dF
2050) = —F'(p) = -2,

Diikaz. Zaménou potadi integrace a derivace.

Véta 8 (O integraci obrazu). Necht’ f(t) je predmét standardniho typu s indexem riistu
&1, Z(f())(p) = F(p). Necht’také funkce @ md v bodé t = 0 konecnou limitu zprava.

Potom
7 (@) — /;F(q)dq.

Véta 9 (O zméné méfitka). Necht’f(t) je predmét standardniho typu, £ (f(t))(p) = F(p).
Necht’k je kladnd konstanta. Potom také funkce g(t) = f(kt) je pfedmétem standardniho
typu a plati

Diikaz. Viz napt. [12].

()= 2 (7)) = F (7).

Obdobné ovsem plati
1 t
L (1 (1)) =rom
VAV (pk)
Diikaz. UZitim substituce = £.

Véta 10 (O obrazu derivace). Necht'funkce f(t) a jeji derivace f'(t) jsou pfedméty stan-
dardniho typu. Necht'ddle funkce f(t) je spojitd v otevieném intervalu (0,~+0). Oznacme
F(p)=2Z(f(t))(p). Necht’ddle f(0+) =lim,_,o f(t). [Tuto velicinu nazveme pocdtecni
hodnotou funkce f(t).] Potom

ZL(f'(1)) = pF(p) — f(0+).
Diikaz. Uzitim metody per partes.

Za predpokladii predchozi véty plati Z(f'(¢)) = pZL(f(¢)) — f(0+). Ozna¢me
f'(t) = g(r). Necht funkce g(t) zase splituje predpoklad véty o obrazu derivace, tj. necht
g(t) 1 g'(t) jsou pfedméty standardniho typu a funkce g(t) je spojitd pro vSechna ¢t > 0.
Potom oviem .Z(¢(t)) = pL (g(t)) — g(0+), kde g(0+) = lim;0+ g(¢).

Dosadime-li do posledni rovnice .Z(g(¢)) = Z(f'(t)) = pZL(f(¢)) — f(0+) a oznatime-li
2(0+) = f'(0+), dostaneme

L(f'(1)=2(g (1) = plpL (f(t) — F(0+)] g (0+) = p>.L (f (1)) — pf(0+) — ' (0+).

Tento vzorec pro obraz druhé derivace plati za pfedpokladu, Ze f(z), f/(¢) a f(¢) jsou
pfedméty standardniho typu a Ze f(¢) i f'(r) jsou spojité pro vSechna 7 > 0.
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Véta 11 (O obrazu n-té derivace). Necht'n je pfirozené Cislo. Necht’funkce f(t) a v§echny
jeji derivace az do n-tého rddu vcetné jsou predméty standardniho typu. Necht’ddle funkce
f(t) a vSechny jeji derivace aZ do Fddu (n— 1) vcetné jsou spojité pro vsechna t > 0.
Oznacme
FRO+) = lim fO(r)
t—0+

pro k=0,1,2,...,n— 1, kde ovSem nultd derivace je pivodni funkce: fO(t) = f(1).
Veliciny f (k) (04) nazveme pocdtecnimi hodnotami funkce a jejich derivaci. Potom plati

pn—if(i—l) (0+>

-

L") = p"L(f(0) -

i=1

Diikaz. Uplnou matematickou indukei a pouZitim pfedchozi véty.

e Uziti Laplaceovy transformace na reSeni diferencialnich rovnic

Véta o obrazu derivace ukazuje vyhody Laplaceovy transformace. JestliZze se predmeét
zderivuje, jeho Laplacetiv obraz se vyndsobi veliinou p. Operace derivovani podle ¢
v prostoru pfedmétu se prevadi na algebraickou operaci ndsobeni v prostoru obrazu. Maji-
li tedy mezi pfedmétem a jeho derivacemi platit néjaké vztahy, budou pro obraz tohoto
prfedmétu platit vztahy mnohem jednodussi. Laplaceova transformace prevadi jisté typy
diferencidlnich rovnic na rovnice algebraické.

Necht’ je dana linearni diferencidlni rovnice n-tého fadu s konstantnimi koeficienty

n

n—1
an% +an71dtTj + '+a1yl+a0y = f(1),
kdy y(¢) je hledana funkce, a; jsou dané konstanty, a, # 0, f(¢) je dand funkce, kterd je
predmétem standardniho typu.

Mgjme ddle soustavu n danych &isel b;, i = 0,1,2,...,n— 1. Hledejme funkci y(z),
kterd by diferenciélni rovnici vyhovovala pro vSechna z, pro néz je f(¢) spojitd, a kterd by
i se svymi derivacemi az do fadu n — 1 v¢etné byla spojitd v otevieném intervalu (0, 4oo)
a kterd by pro t = 0 vyhovovala n po&te&nim podminkam y() (0+) = lim,_,o4 y\(¢) = b;,
i=0,1,...,n—1.Je-li funkce y(¢) i se svymi derivacemi spojitd v polouzavieném intervalu
(0,4-00), piseme obvykle po&iteéni podminky ve tvaru y()(0) = b;. Piedpokladejme, Ze
takové feSeni existuje pravé jedno. Laplacetiv obraz Z(y) =Y tedy existuje a lze pouZit
véty o obrazu derivace:

L) = pY—y(0+)=pY — by,
L") = pY—py(0+) =y (0+) = p*Y — pby — by,
ZG") = pY —p*bo— pby — by,

ZLO"M) = pY=p" " bo—p b1~ .= phur =Dy
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Také n-ta derivace je totiZ predmétem standardniho typu. Podle véty o linearité Laplaceovy
transformace plati pro obraz levé strany rovnice

Llagy™ + -+ ay’ + a1y +agy) = an L")+ + a2 2 (V) + a1 L) + a0 L (y).

Rovnaji-li se dvé funkce, musi se rovnat 1 jejich Laplaceovy obrazy. Oznacime-li tedy
Z(f(t)) = F(p), miZeme napsat
an(p"Y — P o — ... = pby_y —bp_1)+
+an—1 (pnily - panbO —..—pby3— bn—2)+
-+ ay(p?Y — pbg—b1) +ay(pY —by) +agY =F(p).

Tuto rovnici nazyvame obrazem diferencidlni rovnice. MiZeme ji jeSté prepsat ve tvaru
(anp" +an1p"" +---+a1p+ag)Y —
—an(pnilbo +---+pb,_> —l—bn_l) —...—ayby = F(p)
Z této algebraické rovnice miizeme vypocitat Y :

_ F(p)
app"+ -+ +axp®+aip+ao
+an(p"—1bo+---+bn,1)+---+a2(pbo+b1) +aiby
app"+ -+ arp>+aip+agp '

PouZijeme-li jesté struénéjsitho oznaceni Q(p) = Y7, a;p' (Q je tedy mnohoclen pravé
n-tého stupné) a

P(p) = an(p" 'bo+ - +by_1)+--+a3(p’bo+ pby + by) + az(pbo+b1) +aiby
(P je tedy mnohoclen stupné nejvyse n — 1), miizeme napsat

_Ep) P
o(p)  Q(p)
Tim jsme ziskali obraz feSeni rovnice. Obvykle ndm ovSem jde o skute¢né feSeni rovnice,
tj. o pfedmét y(r), jehoZ obrazem je pravé nalezend funkce Y (p). Podafi-li se ndm najit
funkci y(¢), jejiz Laplacetiv obraz by byl Y (p), pak je to pravé hledané feSeni. Pfi vyjadieni
tohoto fesen{ se ov§em omezime na interval (0, 4-oo).

Véta 12 (O obrazu integrdlu). Necht’ f(t) je predmét standardniho typu,

Z(f())(p) = F(p). Potom
f{/otf(r)dr} = %

Véta 13 (O translaci). Necht’ f(t) je pFedmét standardniho typu. Necht’ ¥ je nezdpornd
konstanta. Potom £ (f(t —9)) = e P> Z(f(t)).

Diikaz. Pfimym dosazenim.
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Diikaz. Pfimym dosazenim.

V predpokladech véty je jiz obsaZeno, Ze funkce f(¢) je nulova pro vSechna zdporna ¢,
a ze tedy funkce f(r — ) je nulova pro vSechna t < . ProtoZe v§ak tato okolnost je velice
dilezita, byva uzite¢né zapamatovat si vétu o translaci ve znéni, které to 1épe zdlraziuje:

Z(flt=0)H(t—0))=e P L(f(t)H (1)), O <0.

Do této rovnice miZzeme za f(¢) dosadit libovolnou funkci po ¢astech spojitou a exponen-
cidlniho fadu.

Vety o translaci se ¢asto pouziva k sestrojeni obrazi kone¢nych impulst. Kone¢nym
impulsem nazyvdme predmét standardniho typu, ktery se rovnd nule pro t > ¢ (¥ > 0
je trvanim impulsu). Jde tedy o funkci, kterd miize nabyvat hodnot riznych od nuly jen
v intervalu (0, ). Pak plati, Ze

O
L(f(t) = F(p) = /0 F(r)e ™ dr.

Pfi pouziti Laplaceovy transformace na feSeni diferencidlnich rovnic najdeme obraz
feseni a potom hleddme k tomuto obrazu piislusny piedmét. Ulohu najit k dané funkci
F(p) komplexni proménné predmét f(¢) tak, aby .Z(f(t)) = F(p), nazyvame zpétnou
transformaci.

Pti hledani predmétu k danému obrazu pouzivame pravidel transformace uvedenych
diive. Tak napf. jestliZze existuji

LN FR)=f, L(B) =5,
potom
LN etFi+ob)=cfi+taf

(linearita zpétné transformace). Tento vzorec lze rozsitit na libovolny kone¢ny pocet ¢lend.
Podobné jestlize

potom

LY F(p—a)) =ef(t) (alibovolné),
L e F(p)) = f(t —a)H(t —a) (a <0).

Obdobné Ize pfi zpétné transformaci uZzit 1 ostatnich diive uvedenych vét.

Pii feSeni diferencidlnich rovnic a elektrickych obvodi se nejcastéji vyskytuji obrazy,
které maji tvar raciondlni lomené funkce.

Nutnd a postacujici podminka pro to, aby raciondlni lomend funkce F(p) (tj. podil
dvou mnohoc¢lenti) byla obrazem pfedmétu standardniho typu, je tato: Stupen Citatele je
niZ$i nez stupen jmenovatele.

Metoda zpétné transformace raciondlni lomené funkce spocivd v tom, Ze raciondlni
lomenou funkci rozloZime v parcidlni zlomky typu

A, Bi
p—pi (p—p)¥
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kde p; jsou nulové body jmenovatele, A;, B;; konstanty. Uvedené parcidlni zlomky jsou
vSak obrazy zndmych pfedméti standardniho typu:

k—1.pit
Lo_ e, L —g(—t © )

p—Dpi (p—p)f 7 \(k—1)!
Véta 14 (O rozkladu). Necht’ F(p) = % je raciondlni lomend funkce, Citatel stupné

nizstho neZ jmenovatel. Necht’ jmenovatel md prdvé n vesmés riznych korenit pj,
i=1,2,...,n, takZe Q(p) = an(p_pl)(p_pZ) e (p_pﬂ)7 an 7£ 0. Potom

A
F = ,
(p) l; R
kde P( )
Al _Ph—{gz[(p pl)F(p)] Q/(pl)’
takze

. it = P(pi) it
= A; Pil — Pil
U ,; © ,Z{ Q' (pi ©

~—

Diikaz. Uzitim I’Hospitalova pravidla.

Konstanty A; miiZzeme také dostat zpisobem, ktery je obvykly v integralnim poctu, a to
porovnavanim koeficientd u jednotlivych mocnin p.

o UzZiti véty o translaci pri zpétné transformaci

Necht Q(p) je mnoho€len n-tého stupné, Pi(p), P»(p) mnohocleny stupné nejvyse
n—1, ay, ap nezdporné konstanty. Hledejme predmét k obrazu

e “PPi(p) +e PP (p)

Flp) = O(p)

NapiSeme
—apbPi(P) | _apP2(P)
F — e 1P ap
= 0m T o)

a k obéma raciondlnim funkcim, které se nim tu vyskytuji, najdeme predméty. Oznacime
je tak, aby bylo zfejmé, Ze to jsou funkce nulové pro zdpornd ¢ :

(A _ L (PA)) _

Potom podle véty o translaci zfejmé plati

f)=g1(t—a))H({t—a))+g2(t —ax)H(t — ay).
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1.2 Urdity integral

V této Casti se budeme zabyvat vicerozmérnymi integraly, a to konkrétné integraly trojnymi,
jez jsou nezbytnym ndstrojem pro vypocet nékterych fyzikdlnich veli¢in charakterizujicich
prostorové utvary, jak si ukdzeme pozdéji.

K zavedeni trojného integrilu je tfeba definovat fadu pojmi. Zavedme nejprve pojem
intervalu v prostoru.

Definice 8. Intervalem v prostoru neboli trojrozmérnym intervalem budeme rozumeét
mnozinu J, kterd je kartézskym soucinem tif intervali J;, J,, J3s CR. Tedy J = J; X Jo X J3.

V dal§im budeme vzdy uvaZovat ptipad, kdy vSechny tfi intervaly Ji, J, a J3 budou
omezené a uzaviené. Odpovidajici trojrozmérny interval M = J; X J, X J3 pak bude ome-
zeny a uzavieny kvadr, kde J| = (a,b), J» = (c,d) a J3 = (q,r).

Az

rt...

Obrazek 1.1: Trojrozmérny interval M

Bud M = (a,b) x {(c,d) x {(q,r) trojrozmérny uzavieny omezeny interval, ktery bu-
deme nazyvat kvadrem. Necht' D, : a = xo < x1 < --- < x,, = b je délen{ intervalu (a,b),
Dy: ¢ = yo < y1 < ... < y, = d je déleni intervalu (c,d) a necht
D;: g = z0 < z1 < ... < z, = r Jje déleni intervalu (q,r).
Oznaéme M jx = (xi—1,%;) X (yj—1,Yj) X (Zk—1,2k), kde i € {1,2,...,m}, j€ {1,2,...,n},
ke{1,2,...,p}. Systémkvadri {M;jx : i=1,2,...,m; j=1,2,....,n;k=1,2,...,p} na-
zyvame délenim kvadru M a znaCime D = Dy X Dy X D,. Kvadry M;j; nazyvame dilky
déleni D.

Bud f ohraniCend funkce tfi proménnych definovand na  kvédru
M = (a,b) x (c,d) x (q,r) a necht D = Dy x Dy x D, je déleni kvadru M o dilcich M;j,
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i=1,2,....om;j=1,2,....n;k=1,2,...,p. OznaCme

Vije = sup{f(x,5,2) : [x,,2] € My},
Vijk = inf{f(x,y,z) : [x,y,Z] € Mijk}

a poloZme

Viji(xi —xi—1)(vj —yj—1)(zk — zk—1),

!
©
=

I
M~

I
—_
~
I
—_
x~
I
—_

Vijk(xi —xi1) (v —yj-1) (@ — 2k-1)-

S
=

|
=
M~

N
Il
—
~.
Il
_
-
I
_

Cislo S(D, f) nazyvidme hornim sou¢tem a &islo s(D, f) dolnim soudtem funkce f pii
déleni D. Oznacime-li m(M;ji) = (x; —xi—1)(yj — ¥j—1)(2x — Zk—1), pak lze psat

Vijem(M; i),

t
S
=

|
M~

N
I
-
~
I
—
-
I
_

vijem(M; i),

S
=

|
M~

N
I
—_
~
Il
—_
~
I
—_

pficemz m(M; ) budeme nazyvat mirou (objemem) kvadru M; j.

Az

o=z

<\

c=Yy Vq Yy Yy Yu=d

Obrazek 1.2: Déleni trojrozmérného intervalu

Bud' Dy € Z libovolné pevné zvolené déleni intervalu M = (a,b) x {(c,d) x (g, r). Plat{
s(D, f) < S(Do, f) pro kazdé D € 9— viz napt. [12]. Mnozina {s(D, f) : D € &} je tedy
neprazdnd a shora omezend. Existuje proto sup{s(D, f) : D € 2}, které zna¢ime

%f(x,y, z)dxdydz.
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Ziejmé plati
JJ| 7 2)dsdydz < S(Do. )
M

Déleni Dy vSak bylo voleno libovolng, takze S(D, f) > [[[,,f(x,y,z)dxdydz pro kazdé
D € % a mnozina vSech hornich souctti funkce f je zdola omezend a neprazdnd. Existuje
tudiz inf{S(D, f) : D € @}, které znacime

T/Mf(xa% z)dxdydz.
%ﬂx’y 12)dxdydz < //—/Mf (%, z)dxdydz.

Definice 9. Cisla [/, f(x,y,z)dxdydz resp. [[[,,f(x,y,z)dxdydz nazveme dolnim resp.
hornim integrdlem ohranic¢ené funkce f na mnoziné M. Plati-li rovnost

% f(x,y,z)dxdydz = m £(x,y,2)dxdydz,

fikdme, Ze f je integrovatelnd (integrace schopna) na mnoziné M a definujeme trojny
integral [[[ f(x,y,z)dxdydz funkce f na mnoziné M vztahem

M
g/f(x,y,Z)dxdydz = %f(x,y, z)dxdydz = W/Mf(xv.%z)dXdde.

Funkce f se nazyva integrand, mnoZina M integra¢ni obor.

Ptitom plati

Definice 10. Rekneme, 7e omezend mnozina M C R? je méfitelnd, jestlize pro n&jaky
1 profx,y,z] € M,

kvadr R O M je charakteristickd funkce mnoziny M xy(x,y,z) =
0 profx,y,z] ¢ M

integrovatelnd na kvéadru R. Pfitom klademe

m(M) = / / Am(x,y,z)dxdydz
R

a ¢islo m(M) nazyvame (Jordanovou) mirou mnoziny M.

Definice 11. Necht M C R? je méfitelnd mnoZina a necht’ f je ohranidena funkce na M.
Funkci f nazveme integrovatelnou (integrace schopnou) na mnoZiné M, jestlize funkce
xm f urcend predpisem

) fxyz) profx,y,z] € M,
(nf) (e 2) = {O pro[x,y,z] ¢ M

je integrovatelna na néjakém kvadru R O M. Trojny integral funkce f na mnoZiné M pak
definujeme vztahem

///f(x’y’z)dmydz:///(XMf)(X’yaZ)dXdydz.
M R
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Definice 12. Necht ¢, y jsou spojité funkce na intervalu (a,b) takové, ze @(x) < y(x)
pro x € (a,b). Oznatme A = {[x,y] € R?: x € (a,b), ¢(x) <y < y(x)}. Rikdme, 7e A je
elementarni mnoZina vzhledem k ose x. Podobné, jsou-li ¢, y spojité funkce na intervalu
(c,d) takové, ze ¢@(y) < wy(y) pro y € (cd), a jeli
A={[xy] €eR?:y€ {c,d), p(y) <x < y(y)}, fekneme, Ze A je elementdrni mnoZina
vzhledem k ose y. Rﬂ(éme, 7e mnozina A C R? je elementarni, je-li elementarni vzhledem
k ose x nebo vzhledem k ose y.

Definice 13. Bud' M elementirni mnozina v R? (vzhledem k ose x nebo vzhledem k ose
y) anecht ®(x,y), ¥(x,y) jsou spojité funkce na M takové, ze ®(x,y) < ¥(x,y) pro kazdé
[x,y] € M. MnoZinu

Q= {[x,y,z] € R3: [x,y] € M, D(x,y) <z<¥(x,y)}

nazyvame elementirni mnoZinou vzhledem k roviné xy v R3. Analogicky definujeme
elementdrni mnoZinu vzhledem k roviné xz, resp. vzhledem k roving yz v R3. Elementérn{
mnoZinou v R? rozumime elementdrni mnoZinu vzhledem k né&které z rovin xy, resp. xz,
resp. yz.

Uvedenymi definicemi jsme si pfipravili ptidu pro vysloveni nasledujici véty.
Véta15. Bud’ Q  elementdrni mnozina v R3  vzhledem k  roviné  xy,
4. Q={[x,yz €R®: [x,y] € M, P(x,y) <z <¥(x,y)}, kde ®, ¥ jsou funkce spojité na

M takové, Ze ®(x,y) < ¥(x,y) pro kaZdé [x,y] € M a M je elementdrni mnoZina v R?. Je-li
funkce f spojitd na Q, pak

/// f(x,y,2)dxdydz = / / ( A:;;y)f(x;y,z)dz) dxdy.
Q 1Y )

Predpokldddme-li napt., Ze M je elementdrni mnoZina vzhledem k ose x,
4. M={[x,y] eR?: a <x <b,ox) <y < y(x)}, pficemZ ¢, W jsou funkce spojité na
{a,b), takové, Ze @(x) < y(x) pro kazdé x € {a,b), pak

///f(x,y, z)dxdydz = /ab {/(p:;) (/T(x’y)f(x,y,z)dz) dy} dx. (111
Q

D(x,y)
Diikaz. Viz napt. [7].

Zaménou poradi proménnych v predchozi vété dostaneme u kazdé rovnice dalSich pét
podobnych vzorcd, viz napf. [7].

1.2.1 Transformace trojného integralu

Z integralniho poctu funkci jedné proménné vime, Ze vyznamnou metodou vypoctu urci-
tého integralu je substitu¢ni metoda. Pfi uziti této metody nds zajima predevSim zména
integrandu, ktery chceme zjednodusit, abychom dokazali najit primitivni funkci a mohli ji
pouzit pro vypocet urcitého integralu. I v piipadé vicerozmérnych integrali ma substitu-
¢ni metoda velky vyznam pro jejich vypocet. Motivace je viak ponékud jind. Casto ndam
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totiz jde hlavné o zménu integracniho oboru do podoby, kterd umozni snadné;si prevod
na nasobné integraly, a to mnohdy i za cenu pifipadného zkomplikovéni integrandu. Misto
o substitu¢ni metod¢€ se u vicerozmérnych integrald casto mluvi o transformaci integralu.

Abychom mohli vyslovit vétu o transformaci trojného integralu, je tieba opét zavést
nékteré pojmy.
Definice 14. Necht B CR? a necht g, h, k jsou funkce definované na mnoZiné B.
Bud F: B—R? zobrazeni pfifazujici ka?dému bodu [u,v,w]€B bod
F(u,v,w) = [g(u,v,w), h(u,v,w), k(u,v,w)]. Rekneme, Ze zobrazeni F je spojité diferenco-
vatelné v B, jestlize existuje oteviend mnozina Q DO B takova, ze funkce g, h, k 1ze rozsifit
na Q takovym zptisobem, aby mély v Q spojité parcidlni derivace prvniho fadu podle vSech
tif proménnych u, v, w.

Je-li F : B — R spojité diferencovatelné zobrazeni v B, determinant

8u 8v 8w
J=1\h, h, h,

se nazyvé jakobidn zobrazeni F. Jakobidn J : B — R je funkci proménnych u, v a w.

Definice 15. Spojité diferencovatelné zobrazeni F : B — R3 na oteviené mnoZiné B se
nazyva regularni, je-li jeho jakobidn J rizny od nuly v kazdém bodé mnoZiny B.

Nyni jiz mGZeme zformulovat vétu o transformaci trojného integralu.

Véta 16. Necht' B C R3 Jje uzavrend méritelnd mnoZina a Q C R3 je oteviend mnoZina,
BC Q. Necht' F: Q— R je prosté reguldrni zobrazeni s jakobidnem J takové, Ze
F(u,v,w) = [g(u,v,w), h(u,v,w), k(u,v,w)] pro kaZdé [u,v,w] € B. Necht’ funkce f pro-
ménnych x,y a z je spojitd v mnoZiné A = F(B). Pak plati vztah

///f(X,y,Z)dxdydz = ///f(g(u,v, w), h(u,v,w), k(u,v,w))|J (u,v,w)|dudvdw.
A B

Diikaz. Viz napt. [7].

Uvedme nyni nékolik bé&Znych, Casto uzivanych transformaci x= g(u,v,w),
y = h(u,v,w), z = k(u,v,w) trojného integralu. Patii sem napf. posunuti, dilatace, trans-
formace do valcovych ¢i sférickych soufadnic. V dal§im se budeme podrobnéji zabyvat
transformaci do vdlcovych soutadnic.

¢ Transformace do valcovych souradnic

Transformace do valcovych (cylindrickych) soutfadnic p, @, z je ddna vztahy

X = pcoso,
= psing,
z = Z
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Jakobian tohoto zobrazeni je roven

8 8¢ &| [cos@ —psing O
J(p,9,2)=|hp hy h;|=|sing pcose O =pcos’@+psin®Q =p.
ko ko Kk, 0 0o 1

Vsimnéme si nyni geometrického vyznamu cylindrickych soufadnic bodu 7T majiciho
kartézské soufadnice [x, y,z]. Ozna¢me T’ kolmy primét bodu T do soufadnicové roviny xy,
tedy 7' md soufadnice [x,y,0]. Bod T’ vyjadfime v polarnich soufadnicich [p, @] v rovin&
xy. Polohu bodu T v prostoru lze nyni uréit trojici isel [p,@,z], coZ jsou cylindrické
soufadnice bodu 7. Transformace do vélcovych soufadnic je vyhodné uZivat zejména
v pripadech, kdy integracni obor je rotacni téleso s osou rotace v ose z, nebo jeho vhodna
¢ast. V pripadé, Ze integrand je téleso majici osu rotace v ose x nebo v ose y, je mozZné
pouZzit patficné modifikované transformace do valcovych soufadnic.

Az

<Y

Obrazek 1.3: Valcové soufadnice
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Uziti diferencialnich rovnic

2.1 Pohybova rovnice!'’

Druhy pohybovy zdkon, zdkon sily, miZeme zapsat ve tvaru

o d(mv)
F=—"—".
dr
Je-li m =konst., pak
- dv
= m—
dr’
. &

F je vysledna sila v Case t, kterd plsobi na t€leso hmotnosti m, 7 polohovy vektor, V je
okamzita rychlost v Case t. Této rovnici fikdme pohybova rovnice. Zndme-li piisobici
silu, pak feSenim pohybové rovnice - diferencidlni rovnice - mtizeme urcit zdkony daného
pohybu, tj. rychlost a drdhu v zdvislosti na Case.

Pohyb miZeme rozlozit do soufadnych os x, y, z. Pak pohybovou rovnici (2.1) mizeme
nahradit tfemi sloZkovymi rovnicemi:

P dv, d%x
= m— =m—-
gy dt dr2’
dvy d?y
by=mg =M
dv, d?z
Fe=mg =maa-

Zékon sily poskytuje tii nezavislé rovnice, z nichZ lze urcit pohyb télesa vzhledem ke
zvolené soustavé soufadnic, zndme-li slozky sily v kazdém okamziku. Pohybové rovnice
1ze uZit na tuh4 télesa, jestliZze konaji posuvny pohyb, ktery je zcela uréen pohybem jediného
bodu télesa - hmotného stfedu.

Pro rotacni pohyb télesa nabyva pohybova rovnice tvaru

—20—
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kde M je moment sily vzhledem k ose rotace, € = % je vektor tihlového zrychleni rota¢niho
pohybu, 7 je moment setrvacnosti télesa vzhledem k ose rotace. Zptisobem, kterym lze
osové momenty setrvacnosti télesa urcit, se budeme podrobné zabyvat v kapitole 3.

Tyto pohybové rovnice umoZziuji urcit zrychleni, rychlost, drdhu, popt. tihlové zrych-
leni, thlovou rychlost a thlovou drdhu pohybu tuhého télesa, zndme-li vyslednici vnéjsich
sil F u posuvného pohybu a vysledny moment sil M u ota¢ivého pohybu. Tedy fesit pohyb
télesa bude znamenat sestavit pohybovou rovnici a fesit prisluSnou diferencialni rovnici.
Ty nejjednodussi rovnice budeme fesit integraci po separaci proménnych.

e Reseni pohybovych rovnicl®

Pri feSeni praktickych tloh se miizeme setkat se dvéma zakladnimi piipady:
- zndme kinematické charakteristiky pohybu bodového télesa a ur¢ujeme sily, které tyto
pohyby vyvolaly nebo sily, které tyto pohyby doprovazeji;
- zname sily pusobici na bodové téleso a urCujeme kinematické charakteristiky pohybt,
které tyto sily vyvolavaji.

Prvy pfipad je snadny. Zname-li naptiklad parametrické rovnice pohybu bodového
télesa

x(t) = fi(t), y(t) = fa(t), z(t) = f3(¢),

ziskame dvojim derivovanim soustavu rovnic

2 2 2
i) = T 0y = TR 4 = T,

kterd po vyndasobeni hmotnosti m dava jiz pfimo slozky hledané vysledné sily:
Fi(t) = mi(1), Ky (t) = my(1), F(t) = mZ(z),

¢imzZ je problém vyfteSen.

Druhy pfipad je sloZitéjsi, protoZe vede na feSeni diferencidlnich rovnic. Budeme
predpokléadat, Ze silové ucinky jsou funkcemi vzdy jednoho parametru (¢asu, drahy, rych-
losti, apod.); naptiklad: F(t) = Fycosat,F(x) = kx,F(v) = bV',..., kde Fy, o, k,b,s jsou
konstanty. Déle si pfipomeneme zdkladni vztahy mezi kinematickymi veli¢inami:

dr  dx  dv d(v})  vdv

"Ta T T @ 2d dx

(2.2)
Hledané pohybové rovnice jsou ov§em zdvislé na konkrétnich po¢ate¢nich podminkéch,
napiiklad: proz =0je v(t =0) = v(0) = vg ax(t = 0) = x(0) = xo, apod.

Vyslednd pohybova rovnice - s uvdZenim konkrétnich formulaci pisobicich silovych
ucinku a pocatecnich podminek - musi ale obsahovat pouze dva parametry, zavisly a neza-
visly. Toho obvykle dosdhneme vhodnym vybérem zrychleni z druhého vztahu v rovnici
(2.2).

Vice parametrt nez dva v pohybovych rovnicich pak vede na feSeni parcidlnich diferenci-
alnich rovnic.
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2.2 Mechanika téles

Rychlost pohybu hmotného bodu!'?!

Urcete zdvislost rychlosti pohybu hmotného bodu na ¢ase, je-li jeho zrychleni pfimo
imérné okamzité rychlosti v (v > 0). V ¢ase t = 0 s je v = vy.

Resenit
Podle zadéni je zrychleni a = kv, tj.

dv
— =kv. 23
& (2.3)
Obdrzeli jsme diferencidlni rovnici prvniho fadu, kterou vyfeSime separaci proménnych.

Rovnici upravime na tvar
dv
— = kdt
v

a miZeme integrovat
Inv=kt+Cy,v>0. (2.4)

Protoze chceme urcit v, je vyhodné i konstantu napsat ve tvaru InC bez (ijmy na obecnosti.
Dile pouZijeme vztah k =Ine*’. Tedy (2.4) miiZeme napsat ve tvaru:

Inv =1Ine¥ +1nC,
Inv = InCe¥,

v=Cek.

V case t =0 s je v =g, tj. vo = Ce",C = vy. Partikularni fesen{ rovnice (2.3), a tedy
hledan4 rychlost je v = voe¥.

Volny pad®’

Té&leso o hmotnosti m = 1 kg je spusténo bez pocatecni rychlosti ve vakuu. Naleznéte
rovnice pohybu, vite-li, Ze na téleso ptsobi stdla sila rovna 980 N.

Reseni

Pripustime, Ze pohyb se déje ve svislé ose OA a zvolme za pocatecni polohu télesa bod
0.
Hledana rovnice je vztah mezi drahou s télesem vykonanou a ¢asem ¢ k tomu potfebnym.

V mechanice se ukazuje, Ze mé-li té€leso hmotnost rovnou 1 kg, zrychleni a se rovna
sile, které na t&leso plisobi, tedy v uvazovaném piipadu je a = 980 ms~2.

Dile je zndmo, 7e zrychleni a se rovnd prvni derivaci rychlosti &ili & anebo druhé

; dt
dtzs, takze

derivaci drahy ‘>

dv  d?%s

dr dr?
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A

Obrazek 2.1: Volny pad

Abychom nalezli okamzitou rychlost v, vyjdeme z rovnice

dv
— = 980.
dr

Integraci ziskdme

t
V—vo = / 980 dt = 980r.
0
Téleso je spusténo bez pocatecni rychlosti, tedy vo = 0 a odtud
v =980¢.

ProtozZe rychlost v je rovna prvni derivaci drahy s, miZeme opét psat:

ds
= — = 980¢
[P
¢ili
ds = 980¢dr.

Integraci ziskdme:
t 12
s—s0= / 9807 dt = 980~ = 490¢°.
0 2
Protoze sy = 0, hledana rovnice mezi drahou s a ¢asem ¢ je ddna vzorcem:

s = 490¢2.

Obecny piipad jednorozmérného pohybul’

Predpoklddejme nyni, Ze madme nalézt rovnici pro jednorozmérny pohyb v obecném
piipadé: téleso je vrZzeno pocatecni rychlosti vy z bodu vzdédleného od pocatku O o vzda-
lenost sg. Tihové zrychleni zna¢ime g.

ReSent
Predevsim mame
dv
a—= E =8,
¢ili
dv = gdr
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a integraci
t
vV—0 :/0 g dt = [g1]j = gt

Okam?zita rychlost tudiz je
v =gt+vp.

AvSak okamZitd rychlost je derivaci drahy, ¢ili
& grs
V= — = Vo,
dr & 0
cili
ds = gtdr 4 vodt.

Integraci se ziska

t t l2
§— 80 :/ gT dT—l—/ vo dT = g— +vot.
0 0 2
Hledana rovnice tedy zni:
gt*
s = 7 “+ vof + 50.

[autor]

Neresené priklady

Zkoumejte vrh t€lesa v homogennim tthovém poli. Necht'téleso je vrZzeno kolmo vzhiru
. 7z 2 b4 b4 b4 . v
ve sméru osy x. Rychlost télesa je ‘é—’;, zrychleni %. Urcete polohu télesa v Case 7, jestlize

v Case t = 0 je jeho poloha x( a rychlost vg.

Naklonéna rovina!!3!

Téleso se pohybuje pisobenim tithové sily po naklonéné roviné o elevacnim thlu o
z bodu A do bodu B. Urcete rychlost v bodé B, je-li AB = s, soucinitel tfeni f = tg¢
arychlost v bodé A je nulova.

Obrazek 2.2: Naklonéna rovina
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Resent
Ve sméru pohybu ptisobi na téleso sily
Fi =mgsina,
Fy, = —mgcosatg .

Prvni sila pfedstavuje sloZku tthové sily, druha sila pak tfeci silu, jez je sou¢inem normélové
sily F, a soucCinitele tfeni f. Pohybova rovnice télesa ma tedy tvar

d
md—: =mgsino —mgcos Atz @. (2.5)

Rovnici (2.5) zkratime hmotnosti m a upravime pravou stranu uZitim vztahd

sin

tg(P - COSq)

, sin(@ — @) =sinacos ¢ — cosasin @.

Dostdvame pohybovou rovnici ve tvaru
dv  sin(a— o)
d  cosgp

Odtud vidime, Ze pohyb télesa po naklonéné roviné€ je mozny jen pii & > @.
Integraci dostaneme

Vb_Va—/ sin(a — @) d”c:sm(a_(P)gt.

cos @ cos @

Oznac¢me rychlost v bodé B jako v = v,,. Rychlost v bodé€ A je nulové, proto

y S@=9) 2.6)
Cos @

Oznacime-li drahu x, dostaneme dals{ integraci

v=45) ,
sin(o — (p gt .
— Xy = gtdT = ——sin(o — Q).
Tt = / cos @ 2cos @ sin( ?)
Podle zadéni je x, =0 m, x;, = AB = 5. Odtud
2
gt .
= — Q). 2.7
s 2cos sin(ot — @) 2.7)

Nakonec z (2.6) dostdvame po vylouceni ¢asu a dosazeni z (2.7)

_ [2gssin(a— @)
N Cos @ '
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Obrézek 2.3: Vodorovny vrh

Vodorovny vrh!!?

Reste vodorovny vrh za pfedpokladu, Ze pohyb se d&je ve vzduchu s odporem prostiedi
pfimo imérnym okam?Zité rychlosti.

Resent

Uvazujme soustavu soufadnic (O;x,y) s kladnou poloosou y svisle dold. Po¢atek vrhu
je v bodé O a pocétecni rychlost je vy. Predpokladejme, Ze téleso (hmotny bod) je v Case ¢
v bodé X, jehoz souradnice jsou x,y. Mame za tikol urcit vztah mezi x, y.

Velikost odporové sily je |F.| = R-v, smér mé opaény neZ rychlost V; V¥ znamend
okamZitou rychlost télesa v bodé¢ X. Budeme predpoklddat, ze R > 0 je natolik malé, Ze
velikost odporové sily F, je mensi neZ velikost sily tthové F,. Ulohu budeme dale fesit tak,

=

Ze pohyb rozloZime do sméru soufadnych os x,y. Slozky sily F, jsou F., = —Rvy,
F,y = —Rvy. Dostaneme tedy dvé pohybové rovnice
d%x
m@ = —va, (28)
d?y

Ve sméru osy x pusobi na pohybujici se t€leso jen odpor prostiedi, ve sméru osy y kromé
odporové sily jesté tthova sila.

Vyftes§ime nyni kazdou diferencidlni rovnici samostatné. Obé rovnice patii mezi linedrni
diferencidlni rovnice prvniho fadu. MiZeme je vSak feSit metodou separace proménnych.
Rovnici (2.8) miiZeme pfepsat na tvar

dv, R
— = ——V.
dr m "
Separaci proménnych dostaneme
dv R
— = _dr
Vy m
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a integraci

Inv, = lnef(%)t +1InCy,

Vodorovnad sloZka rychlosti vodorovného vrhu se s casem neméni. Neustdle si udrZzuje svou
pocatecni hodnotu, v nasem piipadé hodnotu vy.
Z pocateCnich podminek (v(0) = vp) tedy uré¢ime konstantu C; : C; = vg. TakZe

vy = vpe~(m), (2.10)

Podobné postupné upravime a vyfeSime rovnici (2.9):

dvy R n <R
— = ——v m v
dt m y g7 g o
d
V; = dr.
E—wmYy

Postupné dostaneme:

m R
—Eln (g— Evy> =t+InCy,

R \ (&)
In (g — —vy) = InCye’,
m

R \ (%)
<g - —vy) = Cel.
m

Z potéte¢nich podminek (vy(0)=0 ms~! ) uréime
Cy=g %)

Dosadime a umocnime celou rovnici na (—%) :

R (R
g— —vy=ge n),
m
_mg —(E)t
= 01—y,
Vy R( € )

Obdrzeli jsme tak obé slozky vysledné rychlosti v case ¢. Jeji velikost je

v=/vi+v,

252
Yy = \/v%e(z,f)l_Fm 8 (1 —267(%)1—#67(%)[)-

R2

Rovnici trajektorie, tj. y = f(x), dostaneme dal$i integraci. Pro soufadnici x dostaneme

z (2.10) i@
E = V()e_(’%)
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a odtud integraci

3=

x=—voe G ¢y,

R
Z pocitecnich podminek (x(0) = 0 m) je C3 = Zvo, a tedy

=Tyl —e= ), 2.11)
R
Podobn¢ dostaneme z rovnice pro vy soufadnici y bodu X :

m m? (R
y:?gt_R_f(l_e 20) (2.12)

Rovnice (2.11), (2.12) udavaji parametrické vyjadreni trajektorie pohybu télesa ¢i
hmotného bodu pfi vodorovném vrhu s odporem prostiedi. Explicitni vyjadfeni ve tvaru
y = f(x) lze ziskat takto:

Z rovnice (2.11) vypocteme:

Dosadime za t do funk¢ni rovnice (2.12) a po tpravé obdrzime

ng R (L)x
y= —Fln l(l—m—vox>e o :| .

Posledni rovnice je funk&ni rovnici y = f(x) trajektorie vodorovného vrhu s odporem pro-

sttedi dmérnym prvni mocning rychlosti. Musi platit 1 — mL;Ox >0, tj. x < 0.

Nefesené priklady")

Urcete zdkony svislého vrhu vzhtiru. Pohyb se déje ve vakuu a v homogennim tthovém
poli.

v

mg

Vo

Obrazek 2.4: Vrh svisly vzhiru
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Pohyb hmotného bodu!'”)
Jednorozmérny pohyb hmotného bodu (s hmotnosti m) pod vlivem sily F(x) = _%U
je popsan rovnici
dU
t=—— 2.13
mx dx R ( )

kde U je potencidlni energie hmotného bodu. Najdéte obecné feseni této pohybové rovnice.

Reseni
Rovnici (2.13) vynasobime x, uZijeme identity xx = g(—xz),)b'c' = =

du . dU dx __ dU
d /1 , B

XT @war = @ €0z dd
1 .,
me +U =konst =W. (2.14)

Tento vyraz vyjadiuje zakon zachovéni energie, integracni konstanta W je tedy rovna
souctu kinetické (%me) a potencidlni energie U. Takovy systém, jehoZ celkova energie se
zachovava, se nazyva konzervativni.

Z (2.14) plyne
1
dx 2 2
— =+ |—-(W-=-U

odkud integraci ziskdme obecné feSeni

3%%) a vztah

Odtud plyne

r=ro+ (%) : /x:[w _U(s)]} ds.

Dostdvame tak feSeni v implicitnim tvaru t = f(x).

Neiesené priklady"e"]
Ulohu feste pro U = 10x J a feSeni zapiste v explicitnim tvaru. Déle si libovoln& zvolte
pocatecni podminky a fesSte pocatecni tlohu za téchto podminek.

Parametry pohybu[g}

Urcete parametry pohybu bodového t€lesa, pohybujiciho se ve sméru osy x za pisobeni

sily Fi(t) = %, kde m je hmotnost, ¢ je Cas a b a ¢ jsou konstanty. V okamziku = 0

necht je x(0) = xp a v(0) = vy.
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Resent
S ohledem na definici sﬂy, pocatecni podminky a relace (2.2), dostaneme po dosazeni

do rovnice F = m?if = ma:

dv mb

ma = Fx(l') resp. ma = m

Po separaci proménnych a po zavedeni poc¢atecnich podminek do integra¢nich mezi dosta-

neme rovnici
mb
m/ dv —/ T o dr,
(2 +12)

ze které po elementarnich tpravach vypocitame tzv. prvni integral pohybové rovnice:

f b b t
V(l) :V0+/() m dT:vo—i—zarctg (;) . (215)
S ohledem na prvni vztah (2.2) miZeme psat

dx
v(t) = 4 FesP: dx = v(r)dr

a po dosazeni za v(¢) a elementdrnich dpravach vypocitime

B tf S b B bt ty b t?
x(1) _xo+v0t+/0 UO m dr} dé =x; —|—v0t+?arctg <E) — Zln (1 +;> )
(2.16)
Tato rovnice byva také nazyvéna tzv. druhym integrdlem pohybové rovnice. Rovnice
(2.15), (2.16) davaji dplné feseni ulohy a je patrné, jak se na vysledcich projevi vliv poca-
te¢nich podminek.

Rotor elektromotoru'®!

Po vypnuti proudu plisobi na rotor elektromotoru moment M = —k; — k»®?, kde prvni
¢len na pravé strané rovnice vznika predevs§im vlivem pasivnich odport v loZiscich a druhy
Clen je zptsoben ventilaénimi ztratami rotoru. Jestlize v okamziku vypnuti proudu byly
otacky rotoru ng = 50 ot/s, urcete:

1. Dobu potiebnou pro zastaveni rotoru od okamziku vypnuti proudu.

2. Pocet otoceni rotoru do tplného zastaveni.

Je ddno: moment setrvac¢nosti rotoru vzhledem k ose otdceni charakterizujici rozloZeni
hmoty rotoru vzhledem k této ose I = 11,75 kg-m?; hodnota vyrazu k; piedstavujici sou-
¢in devia¢niho momentu rotoru a uhlového zrychleni k; = 0,8 N-m; hodnota vyrazu k;
zachycujici deviadni moment rotoru k; = 0,015 kg-m?.

Resent
Vyjdeme z pohybové rovnice pro rotacni pohyb télesa M = I¢, kde ihlové zrychleni €
je ¢asovou derivaci thlové rychlosti o.
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Dosazenim za moment M ze zaddni ulohy bude pohybova rovnice rotacniho pohybu rotoru
elektromotoru
—k —ko? =1I¢ (2.17)

1. Za Ghlové zrychleni dosadime € = %—‘t" a po separaci proménnych bude

t w
/ dr = _,/ _dw
0 a)0k1+k2W2

1 ¢ kza)o ) ko o
arctg |/ — @ —arctgy/ — | .
Vkiky £ ki 8 k1

Ma-li se rotor zastavit, bude @ = 0, takZe bude

11,75 0,015
f=—— 2 arctgy 22150 = 1665,
/080015 8\ 708 " i

2. Méame-li urcit thlovou drdhu ¢ do dplného zastaveni rotoru, dosadime do pohybové
rovnice (2.17) za Ghlové zrychleni € = “&L(P“’.
Po separaci proménnych bude

/¢d B I/“’ wdw
0 ¢= w k1 +kow?’

I ki+ko}
=—In—.
2ky ki +kow?

odkud obdrzime:

Po integraci dostaneme

¢

Dosadime-li @ = 0, dostaneme

11,75 . 0,8 +0,015- (27 -50)?

?=3005" 0,8

=4591,49 rad,

takze pocet otoceni rotoru do zastaveni bude

N:£i7300t.

27
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2.3 Lana a kladky?

Tato kapitola se zabyvd mechanickymi systémy, v nichZ jsou castice pfipevnény k lanu,
které je vedeno pres kladky. Pro jednoduchost nebudeme uvaZzovat tfeni a hmotnosti lana
a kladek. Newtonovy zdkony pak Ize pouZit k ur€eni tahové sily lana a zrychleni ¢astic. Na
zaklad¢ tohoto matematického modelu 1ze vysvétlit princip kladkostrojt, které jsou casto
vyuzivany v tovarnach ke zvedani t€Zkych naklada.

Dynamickou tlohu lana Ize ilustrovat pomoci dvou tymu soutéZicich v pretahovani
lanem. Pfitahovanim lana jeden tym vyviji silu ptsobici na druhy tym, pfestoze jsou od
sebe vzdaleny. Tedy lano umoziiuje ptenos sily na dalku.

Uvazujme nyni lano napinané na jednom z konct. Obrazek ukazuje fez lanem v bodé
podél jeho délky.

Obrézek 2.5: Tah v lané
Tento fez my8lenkové rozd&lf lano na dvé &asti, které oznadime A a B. Cést lana A ptisobi
silou na B o velikosti 7 > 0. Podle tfettho Newtonova zdkona bude ¢ast lana B ptisobit na
A stejné€ velkou silou 7' > 0 ale opa¢ného sméru. Tahova sila lana je tedy definovéna jako
spolecnd velikost T > 0 vySe uvedenych sil.

Lano nazveme lehkym, ma-li nulovou hmotnost. PiestoZe se takové lano v praxi nevy-
skytuje, jeho existenci predpokladdme jako soucdst naseho idealizovaného matematického
modelu. V praxi se lana nulové hmotnosti nahrazuji lany, jejichZ hmotnosti jsou velmi
malé v porovndni s hmotnostmi zavéSenych téles.

Plati: Tahova sila lehkého lana napnutého silou na jednom konci je konstantni po celé
délce lana.

Tahov4 sila lana se miiZze ménit béhem prechodu pies kladku. Napfiiklad, jestlize Cep
kladky neni poradné namazany, velkd ¢ast sily vyvinuté na jednom konci lana se spotiebuje
namisto zvedani ndkladu k roztoceni kladky, podobné je tomu v piipadé, kdy kladka je
velkd a tézka. Protikladnym pfipadem je kladka s malym tfenim v ¢epu a s hmotnosti velmi
malou v porovnani s hmotnosti nakladu. Takova kladka je modelem idealizované kladky
nulové hmotnosti a s nulovym tfenim, kterou nazyvame hladkou a lehkou. Tato kladka
neméni tahovou silu lana.

« Reseni kladek !
V typickém piikladé jsou Céstice zavéSeny na lan€ jdoucim pres kladky. Nasim cilem

je zjistit tahovou silu lana a zrychleni ¢astic. Hlavnim krokem bé&hem feSeni je pouziti
Newtonova druhého zakona. K tomu je vSak nutné pouZzit nékolik kroki tivodnich a také
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zavérecnych.

K feSeni piikladl uzivame zhruba nésledujici postup:
1.: Provedeme ndkres, ¢astice zachytime v odpovidajicich pozicich. Zavedeme soufadnice
pro Castice a vybereme pismeno, kterym budeme znacit tahovou silu lana.
2.: Vyjadiime délku lana pomoci soufadnic. Tim obdrzime vztah mezi zrychlenim ¢&astic.
3.: Pro kazdou ¢astici provedeme nédkres zachycujici vSechny sily, které plisobi na Castice.
4.: Aplikujeme Newtontliv druhy zdkon na kazdou ¢astici.
S.: Ziskané rovnice vyfeSime pro neznamé - zrychleni ¢astic a tahovou silu lana.
6.: Zamyslime se, jaky fyzikdlni vyznam maji vysledky a zda jsou skute¢né feSenim pii-
kladu.

Priklad 1[5-autor]

Dvé cCastice o hmotnostech 1 kg a 2 kg jsou pfipevnény ke konciim lana zanedba-
telné hmotnosti, které je vedeno ptes hladkou kladku zanedbatelné hmotnosti. Kladka je

s v 2

zavéSena ve stalé vzdélenosti pod urovni stropu. UrCete zrychleni ¢astic a tahovou silu lana.

Reseni
1.: Provedeme ndkres a zavedeme znaceni. Céstice zachytime v Case ¢ v odpovidajicich
pozicich, jak je naznaceno na obrazku.

T9

I
2 kg

1 kg

Obrazek 2.6: Lano vedené pres kladku
Necht x; a x; jsou soufadnice ¢astic tak jako na obrazku. Tedy x| je vzdalenost prvni ¢4stice
od stfedu kladky, podobné x;, je vzdédlenost druhé ¢astice od stiedu kladky. VSimnéme si,
Ze jestlize soufadnice Castice roste, pak se pohybuje smérem dolil. A proto tento smér je
kladnym smérem soutadnic.
2.: Z nakresu vidime, ze

1
X1 +xp = délka lana — 7 obvod kladky.
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Jelikoz soucet x| + x> se v Case neméni, je tedy konstantni a jeho derivace podle ¢ je
rovna 0. Podle pravidla pro derivaci souctu pak dostdvame

X1+x=0. (2.18)

3.: Nakreslime obrazek, ve kterém jsou zndzornény vSechny sily plsobici na jednotlivé

castice.
I _T I _T

2 kg

2g

Obrazek 2.7: Sily ptsobici na Castice

Sily, kterymi ptisobi lano na ¢astice, sméfuji vzhuiru, tedy v zdporném sméru soufadnic.
Dile na kazdou castici piisobi tthova sila smérem dola.

4.: Aplikujeme Newtontiv druhy zakon. Pro kazdou ¢éstici je soucin hmotnosti a zrychleni
roven vysledné sile. Z obrazku 2.7 vidime, Ze plati

1% = lg—T, (2.19)
2% = 2¢-T. (2.20)

5.: Rovnice vyfesime. Rovnice (2.18), (2.19) a (2.20) tvoii systém tii linedrnich rovnic
o tfech nezndmych x7, x> a T :

X+ %
NAHT =
2i4+T = 2g

Soustavu miZeme piepsat do maticového tvaru

A-x=b,
1 10 X1 0
A= 1 01|, x=| x|, b= ¢
021 T 2g

Systém vyieSime pomoci Cramerova pravidla. Dostdvame

Y ¥
Al Al Al
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110 010
kde|A|[=1[1 0 1|=-2-1=-3,]A)|=]g 0 1|=2¢-g=g,
021 2¢ 2 1
10 0 110
Az =11 g 1l=g—-2¢=—g |A3|=|1 0 g|=-2g—-2¢=—4g
0 2¢g 1 0 2 2g
Odtud
. 1
X1 = _§g7
. 1
X2 = ggu
;o4

TakzZe prvni ¢astice ma zrychleni smérem vzhiru o velikosti %g ms~2, druh4 Gastice mé
zrychleni stejné velikosti, ale sméfuje dold. Tahov4 sila lana je % g N.

6.: Zkontrolujeme odpovédi. Priblizné vysledky miizeme predpovédét jiz z obrazku 2.6.
Napftiklad x; by mélo byt zdporné a x> kladné, nebot’ lehci Castice se bude urychlovat
smérem vzhiru a t€z81 smérem doli. Navic velikost zrychleni by méla byt mensi nez g,
protoZe padu t&Z$i ¢astice brani tahova sila lana, kterd sméfuje vzhiliru. Velikost tahové sily
by méla byt mezi g a 2g. Tahova sila by totiZ méla byt vétsi nez tihova sila lehci ¢éstice
(aby se mohla pohybovat smérem vzhiru) a mensi nez tithova sila t&€Z8i Castice (aby se
mohla pohybovat smérem dolu).

Vidime tedy, Ze naSe predpovéd vysledkt na zdkladé obrazku odpovidd vypoctenym hod-
notdm, tudiZ jsme pocitali spravné. Vypoctené vysledky davaji smysl a jsou feSenim dlohy.

Nefesené prikladyD)

Predpokladejte, Ze v pfedchozim piikladé jsou ¢éstice uvolnény z klidu v momenté,

YVV/s V2

kdy t&€zsi Castice je ve vySce 2 m nad podlahou. Za ptfedpokladu, Ze lano je dostate¢né

YVV/ V2

dlouhé, urcete, za jak dlouho se t€Zsi ¢astice dotkne podlahy.

Priklad 2!

Té€leso o hmotnosti 1 kg leZi na stole a je pripevnéno k jednomu konci vldkna zanedba-
telné hmotnosti. Vldkno je vedeno pfed hladkou kladku zanedbatelné hmotnosti, kterd je
pripevnéna k hrané stolu. Na druhém konci vldkna je pfipevnéno téleso o hmotnosti 2 kg,
které visi dolil pfes hranu stolu. Koeficient tfeni y mezi télesem a stolem je 0,1. Urcete
zrychleni télesa leziciho na stole v pfipadé, kdy a) téleso je uvedeno do pohybu ve sméru
od kladky, b) téleso je uvedeno do pohybu smérem ke kladce.

Resent
Necht x v metrech je vzdalenost télesa leziciho na stole od kladky v ¢ase # s. Necht'y
v metrech je vySka zavéSeného télesa nad drovni podlahy, jak ukazuje nasledujici obrizek.
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1 kg

Obrazek 2.8: Kladka pripevnéna ke stolu

Kazdé zméné x odpovida stejné velkd zména y, proto X = y a pro zrychleni plati
X=y. (2.21)

Tahovou silu vldkna budeme znacit T'.
a) T¢leso lezici na stole je uvedeno do pohybu ve sméru od kladky.
Reakce stolu na téleso je normédlova sila N vyrovnavajici tthovou silu télesa, tedy

N=1g.

Zbyvajici sily, které plsobi na télesa, znazornuje obrazek:

F<0 T T
—| lkg | —
rychlost <—— 2 ke
-2g

Obrazek 2.9: Sily ptisobici na télesa

F znadi tieci silu, kterd pisobi proti sméru pohybu. ProtoZe tieni piisobi v opacném sméru
k rychlosti, F ptisobi v zaporném sméru x a tedy F' je zdporna. Takze

F=—uN=-0,IN=-0,1g.
Uzitim Newtonova druhého zakona pro obé télesa dostdvame

i=F-T=-0,1g—T, (2.22)
25 =T —2g. (2.23)
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Resime soustavu tf linedrnich rovnic (2.21),(2.22) a(2.23) proneznamé &, jy a T'. Soustavu
budeme fesit dosazovaci metodou. Z (2.21) dosadime za X do (2.22). Soustava se redukuje
na soustavu dvou rovnic

2y = T—2g.
Rovnice seé¢teme a dostavame
3j=-2,1g
a odtud
atedyi
X=-0,7g.

Z rovnice (2.23) vyjadiime 7" a do tohoto vyjadfeni dosadime za ¥, takze

T =2j+2¢g=2-(—0,7g)+2¢g =0,6g.

Zrychlen{ télesa leZictho na stole je 0,7g ms ™2

0,6g N.

b) Té€leso leZici na stole je uvedeno do pohybu smérem ke kladce.

V tomto piipad€ je smér tfeci sily F opacny, tedy F pusobi v kladném sméruxa F =0, 1g.
Obdobnym vypoctem jako v a) dostaneme

a sméfuje ke kladce, tahov4 sila vldkna je

¥=y=-0,63g, T =0,73g.

TakZe t&leso leZici na stole m4 zrychleni 0,63 ms~2 a sméfuje ke kladce, tahovi sila vldkna
je 0,73g N.

NereSené priklady

1lauer] provedte vypocet piipadu b) v predchozim prikladé a ovéite, Ze uvedené vy-
sledky jsou skutecné spravné.

2)13l Uvazujte zobecnény piipad pfedchoziho piikladu. Pfedpokladejte, Ze téleso lezici
na stole ma hmotnost m; > 0, zavéSené téleso md hmotnost m, > 0 a koeficient tfeni je
u > 0. Ukazte, ze
a) zrychleni télesa leZiciho na stole, jeZ je uvedeno do pohybu ve sméru od kladky, je

. —Mmp—my
i=—=
my +nmy

b) zrychleni télesa leZiciho na stole, jeZ je uvedeno do pohybu smérem ke kladce, je

= umy —myp
mi+my

¢) Ve kterém piipadé ma zrychleni vétsi velikost? Zdivodnéte.
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2.4 Kmitani

VLASTNI KMITY/!

Jednim z typi rovnic, na ktery vede fada dtlezitych tloh, je rovnice linedrniho oscild-
toru
y'+2ay +b*y=0,a>0,b>0. (2.24)

Je to homogenni linedrni diferencidlni rovnice druhého fadu s konstantnimi koeficienty.
Rovnice popisuje tzv. viastni kmity linearniho oscilatoru. Charakteristicka rovnice je

A*+2aA+b* =0,
L. Jestlize a =0, je

++/0—4b2
lz—f-bZ:O:le:w:iib

a obecné feSeni ma tvar
y(x) = ¢y cosbx+ cp sinbx.

Jde o tzv. harmonicky linedrni oscildtor. Vzorec obecného feSeni je s ohledem na aplikace

obvykle vhodnéjsi upravit na jiny tvar. Je-li y(x) netrividln{ fe3ent, je ¢ +c3 > 0 (aspoii
jeden koeficient je nenulovy), a tedy lze psat

sinbx

y(x) =1/t +c3 — N coshxt ——2
NG R \/ei+c3
Zvolme nyni thel @ tak, aby

sin@ = cosp =

C1 (6]
\/C%—f—C% \/C%—f—C%
Takovy thel vzdy existuje. OznaCme jeSt€¢ A = 4 /c% + c% > 0. Pak
y(x) = A(sin @ cos bx + cos @ sinbx) = Asin(bx+ @).

Pro A = 0 obsahuje tento vzorec i trividlni feSeni. Cislo A se nazyva amplituda a thel @
fadze. Tato rovnice popisuje harmonické kmity. Jde o netlumené kmity.

IL Je-li a®> > b?, je

—2a+/4a* —4b?
2

),1’2 = =—ax a2 —bz,

coz jsou redlné rizné kofeny. Obecné feseni je

y<x) _ Cle(—a—b—m)x_i_Cze(—a—m)x'
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Obrazek 2.10: Netlumené kmity

Obrézek 2.11: Silné tlumené kmity

Jde o neperiodické kmity, které nazyvame silné tlumené.

IIL. Je-li a®> = b2, je
—2a+ \/6
ha=—5 =
coZ je dvojnédsobny redlny kofen. Obecné feSeni je

y(x) = (c1 +cax)e” ™

Jde o neperiodické kmity, které se nazyvaji kriticky tlumené.

IV. Je-li a®> < b?, je

1172 = —aj:i\/ b2 —612,

39

co? je dvojice komplexné sdruzenych kofenti. Oznaéime-li Vb2 —a? = @ > 0, je obecné

feSeni tvaru

ax ax

y(x) =cre”* cos wx+cre” “ sinwx.

Analogicky jako u harmonického oscildtoru lze tento vysledek upravit na tvar

y(x) =Ae “sin(wx+¢@),A > 0.
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y A

><W

Obrazek 2.12: Kriticky tlumené kmity

Jde o periodické kmity, které se nazyvaji slabé tlumené (ovSem sama funkce
Ae”*sin(@x+ @) neni pro a # 0 periodicka!).

v A

Obrazek 2.13: Slabé tlumené kmity

Rovnice (2.24) popisujici vlastni kmity linearniho oscildtoru je homogenni linearni dife-
rencidlni rovnice druhého fadu s konstantnimi koeficienty. Rovnici feSime tak, Ze napiSeme
pfisluSnou charakteristickou rovnici a vypocteme jeji kofeny. MnoZinu feSeni, kterd tvori
fundamentaln{ systém rovnice, pak ur¢ime zptisobem popsanym diive. Rovnici linearniho
oscildtoru lze feSit i pomoci Laplaceovy transformace. Jeji uZiti si ukdZeme u buzenych
kmitd.
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e Modely vedouci na rovnici linedrniho oscilatoru®

1) Kmity pruziny

UvaZujme pruZinu o tuhosti k£ > 0, na nizZ je zavéSena kulicka o hmotnosti m > 0.
Vychylenim z rovnovazné polohy za¢ne kulicka kmitat. Pfedpokladejme déle, Ze na pohyb
pasobi odpor, ktery je umérny okamzité rychlosti. Necht' soucinitel odporu je ¢ > 0.
Ozna¢me y(t) vychylku z rovnovazné polohy v Case t. Pfedpokladdme-li, Ze jde o malé
kmity, plyne z druhého Newtonova zdkona, Ze

c k
my = —cy—ky = y+—y+—y=0;
m m

pfitom y je okamZitd rychlost a j je okamZité zrychleni. Oznacime-lia = 5, b= %

’

dostdvame pro y(t) rovnici (2.24).

Obrazek 2.14: Kmity pruziny

2) Matematické kyvadlo

UvaZzujme kuli¢ku o hmotnosti m > 0 zavéSenou na vldkné délky [ > 0, jehoZ hmot-
nost 1 t¢inky jsou zanedbatelné. Vychylenim z rovnovazné polohy za¢ne kulicka kmitat
(v roviné). Oznalme ¢(¢) Ghlovou vychylku z rovnovazné polohy v Case t méfenou v ra-
didnech. Na kuli¢ku pisobi gravitacni sila mg, kde g je gravitacni konstanta. Jeji slozka
odpovidajici sméru te¢ny ke kruznici je —mgsin¢@. Oznacime-li délku oblouku na kruZnici
odpovidajici thlu ¢ jako s, je s = 1@, a tedy § = % = [¢. Z Newtonova zdkona pak
mame

mly = —mgsin @.

Rovnici upravime a dostdvdme nelinedarni obycejnou diferencidlni rovnici druhého fadu

¢+§sin(p:0.
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Pro malé vychylky (|¢| < 5°) lze sing nahradit se zanedbatelnou chybou hodnotou ¢.
Po této linearizaci mé tedy rovnice tvar

¢+§¢:0
Oznacime-li \/% = b, dostdvame pro ¢ rovnici (2.24), kde a = 0.

Kdybychom uvaZzovali i odpor prostiedi, dostali bychom obdobné jako u pruziny rov-
nici (2.24), kde a > 0.

Obrazek 2.15: Matematické kyvadlo

3) Elektricky obvod

Uvazujme elektricky obvod, v némz je rezistor o odporu R > 0 ohmi a civka o in-
duk¢nosti L > 0 henry. V Case t = 0 je k obvodu pripojen kondenzator o kapacité C > 0
faradt nabity na hodnotu U (0). Ozna¢me I(¢) proud v ampérech, ktery obvodem prochazi
v Case t. Podle tzv. konstitu¢nich zdkont, coZ jsou vztahy mezi proudem a napétim na
prvcich obvodu, je napéti na civce, rezistoru a kondenzétoru pfi prichodu proudu /(7)
postupn& Li(¢),RI(t) a £ [51(s) ds+U(0). Pomoci druhého Kirchhoffova zdkona, ktery
tikd, ze algebraicky soucet vSech napéti na libovolném uzavieném obvodu je roven nule,
dostaneme

Li(t)+RI(t)+ é/otl(s) ds+U(0)=0

a po derivaci a tdpravé

A | . R, 1
LI4Ri+-1=0= [+—i+—I=0.
+RI+ =0 = I+ 21+

Oznacime-li a = %,b = dostaneme pro I rovnici (2.24).

L
VLC’
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Obrazek 2.16: Elektricky obvod

o Netlumené harmonické kmity!'’)

Pohybova rovnice netlumenych harmonickych kmitt je rovnice tvaru

2
% +w?y =0. (2.25)
Tato rovnice je zvlastnim piipadem rovnice (2.24) pro a = 0 a b = ®, ktery jsme rozebirali
jiz dfive. Funkce y = A sin( @t + @) vyhovujici této diferencidlni rovnici uréuje okamzitou
vychylku netlumeného harmonického pohybu. Veli¢ina @ se nazyva uhlova frekvence
pohybu. S periodou pohybu 7', jeZ udava dobu, za kterou se uskute¢ni jeden tplny kmit,
souvisi vztahem @ = ZT”

Rovnice (2.25) mé obecnou platnost, tj. plati pro libovolné harmonické kmity. Najdeme-
li veli¢inu V, ktera spliiuje diferencialni rovnici tvaru (2.25), tj. ‘127‘2/ +kV =0,k je konstanta,
pak se veli¢ina V harmonicky méni s Casem, plati V = Vjsin( @t + @) a periodu této zmény
uréime porovndnim s obecnou rovnici (2.25). Tedy

47 2
@ =k, odtud o =k, T = =~

T2 Vk
e Rizné ilohy vedouci na rovnici linearniho oscilatoru

Sklenéna trubice!!!

Ve sklenéné trubici konstantniho prufezu je kapalina hustoty p, délka sloupce ka-
paliny je / = 1,0 m. Uhly a = 30°, 8 = 45°. Vychylime-li sloupec z rovnovazné polohy,
zacne kmitat. Stanovte dobu kmitu tohoto pohybu. Zanedbejte vnitini tieni a kapilarni sily.

Reseni
Oznaéme prifez trubice S. Kmitavy pohyb zptsobuje sila, kterd je rovna hydrostatické
tlakové sile

S(h1 —h2)pg = Spg(ysino +ysin ).



Kapitola 2. U7iti diferencidlnich rovnic 44

Obrazek 2.17: Sklenéna trubice

Jelikoz tato sila piisobi vzdy proti vychyleni kapaliny, je pohybova rovnice

&y _ Sgpy(sina+sinfB)
m— = — S
P 2Py :

a jelikoz hmotnost kapaliny je m = Sp!, je po kraceni

d2
E%} +§(sina+sin[3)y =0.

To je vSak diferencidlni rovnice harmonickych kmitd.

Proto

2

®° = 2(sino+sin f)

~ 109

a doba kmitt T je

[
T=2m .
\/g(sinoc+sin[3)
Pro dané hodnoty je T = 5,8 s.

Télisko v kanalul'3!

V mySleném pokusu je do pfimého kanalu, vedeného stiedem Zemé, pusténo malé
télisko. Popiste pohyb téliska za predpokladu, Ze Zemé je homogenni koule. Pohyb Zemé
neuvazujte.

Reseni
Intenzita gravita¢niho pole uvniti Zemé ve vzdélenosti r < R; je K = %gr, kde ag je
. W z z b4 . b4 b4 z
gravitaéni zrychleni na povrchu Zemé, R; je polomér Zemé.

Hmotnost téliska oznacime m. JelikoZ intenzita silového pole je K = %, je sila ptsobici
na télisko uvnitt kandlu rovna a
F=mK =m-2r.
4
Vektorové pak
F=—-m—V,
RZ
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Obrazek 2.18: Télisko v kanalu

a tedy pohybova rovnice ma tvar

d?r

F + ITI’ =0. (2.26)
Rovnice (2.26) je pohybovou rovnici harmonického pohybu. To tedy znamena, Ze télisko
v uvedeném pokusu by kmitalo kolem stfedu Zemé s periodou, kterou obdrzime porovna-

nim rovnic (2.25), (2.26).
R
a)zza—g,T:27r1/—Z.
R, ag

Dosazenim za R, = 6,37-10  m, ag = 9,81 ms~2 obdrzime T = 5060 s. Nejvétsi rychlost
ma télisko ve stfedu Zemé, a to

Vinax = OR, = R = \/agR, =7,9- 10> ms™! ,

coz je prvni kosmicka rychlost.

Helmbholtziv rezonator!!3)

Stanovte vlastni kmity Helmholtzova rezonétoru. Je to nddoba tvaru koule o objemu V
se Sirokym hrdlem o svétlém priafezu S. Délka hrdla je /.

Resent

Dopadaji-li na otevieny rezondtor zvukové viny, rozkmita se vzduch (hustoty p) v re-
zonatoru. Hrdlo vytvéaii zatku. Tlakové zmény jsou rychlé, takze stlacovani vzduchu uvniti
rezondtoru muZeme povazovat za adiabatické. Posune-li se vzduch v hrdle o hmotnosti
m = pSl o délku Ay z rovnovazné polohy, zméni se tlak vzduchu v nddob€ o hodnotu Ap.
Z rovnice adiabaty pV* = konst. plyne diferenciaci

dp-V¥+ pxV¥-ldv =0,
dv de
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Obrazek 2.19: Helmholtztiv rezonator
Pfi posunu o Ay tedy pro zménu tlaku vzduchu plati

S
Ap = —vaAy.

V dal$im budeme misto Ay psét pro piehlednost zdpisu y.
Zméné tlaku odpovida sila

SZ
P pVy

a tedy kmity vzduchu v rezondtoru lze popsat rovnici:

d?y . 52
m— = —Kp—
d2y 2
pSlW + vay =0,
d?y pS
— +Kk——y=0. 2.27
a2 T 2.27)

Porovnanim rovnice (2.27) s obecnou diferencidlni rovnici harmonickych kmiti je

(02:@,&):2_75
plvV T

a doba kmitu

T=2rm ﬂ
KpS
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Rotaéni pohyb télesal!?!

KruZnice z homogenniho tenkého dritu o poloméru r, hmotnosti m kona malé kyva-
dlové kmity kolem vodorovné osy. V jednom ptipadé lezi osa v roviné kruhu, v druhém
piipadé je k ni kolma. Jaky je pomér period 7} a 7> téchto kmita?

02
ffffffffffffffffffffffffffffffffffffff o :

Obrazek 2.20: Rotacni pohyb télesa

Resenit
V obou ptipadech je moment tithové sily pfi vychyleni draténé kruznice o thel ¢ roven

M = mgrsin ¢.

Pro malé ¢ je singp = ¢, a tedy
M = —mgro.

Znaménko minus znamend, Ze ¢ méfime v opacném sméru, nezZ ptisobi moment M.
Vyjdeme z pohybové rovnice pro rotacni pohyb télesa M = Ie, kde I je moment

setrvacnosti draténé kruznice vzhledem k ose otdCeni charakterizujici rozlozeni hmoty

télesa vzhledem k této ose a uhlové zrychleni € je druhou ¢asovou derivaci thlu ¢.

Muzeme tedy psat M =1 (11273’.

Pohybové rovnice pohybu draténé kruznice pak je

d%o
IW +mgr(p = O7
d>o mgr
—+—0=0. 2.2

Rovnice (2.28) je opét diferencidlni rovnici harmonického pohybu vzhledem k veli¢ing ¢,
tj. @ = @osin(wt + ). Porovnanim s diferencidlni rovnici harmonického pohybu je pak

mger
w? = 8

a odtud doba kmitu
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kde I je moment setrvacnosti kruZnice vzhledem k dané ose oticeni.
Pro kmity kolem osy o; je doba kmitu

I
T\ =2rm —1,
mgr

11 je moment setrvacnosti vzhledem k ose o;.

Podobné pro kmity kolem osy o, je doba kmitu

T, =2x —,
mgr

I, je moment setrvacnosti draténé kruznice k ose 0.

Hledany pomér je
n /L
n Vb

Podobné jako vySetfovani rovnice (2.24) vede vySetfovani nehomogenni rovnice tvaru

BUZENE KMITY!!

Y +2ay +b*y = f(x)

na tzv. buzené kmity. Zde ovSem vysledek podstatné zavisi na konkrétnim tvaru budiciho
»Clenu f(x).

Jak vidime, rovnice popisujici kmitani je vZdy diferencidlni rovnici druhého fadu. Ta-
kové rovnice feSime pomoci metody neurcitych koeficient nebo variaci konstant. V nék-
terych pripadech je vSak feSeni pfili§ zdlouhavé, a proto uzivame jesté dal$i metodu fesent,
a to pomoci Laplaceovy transformace.

Priklad 1/2utr]

T&leso o hmotnosti 1 kg je zavésené na pruZing, jejiz tuhost k je 100 Nm~!. Téleso
zacne po vychyleni z rovnovdzné polohy kmitat. Po celou dobu kmitdni ptsobi na oscild-
tor vn&jsi sila f(#) = 2cos 10z. Sestavte piislusnou diferencidln{ rovnici a naleznéte feSeni
y(t) za pocateCnich podminek y(0) = 0 a y(0) = 100. Odpor prostiedi a piipadné tfeni
zanedbejte.

Resent
Neuvazujeme-li odpor prostiedi a tieni, je kmitani popsdno rovnici

Lk
J+—y=f).
m
Dosazenim za k, m a f(t) ze zadani dostdvame piislu$nou diferencidlni rovnici

¥+ 100y = 2cos 10z,
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tuto rovnici nyni vyfeSime pomoci Laplaceovy transformace.
Laplaceovou transformaci tedy dostdvame

P>ZL(y)(p) — 100+ 100.Z (y)(p) = 2.2 (cos 10¢)(p),

takze
2p
2
100).¥ =———+100
2p N 100
(p2+100)2 "~ p24+100°

Z)(p) =

A zpétnou transformaci nakonec dostaneme feSeni tlohy ve tvaru
1
y(t) = Et sin 10¢ + 10sin 10¢.

Z tvaru funkce y(t), jez je feSenim dlohy, vidime, Ze téleso zavéSené na pruziné bude
pokracovat v kmitavém pohybu a amplituda vychylky jeho pohybu s rostoucim ¢asem
poroste.

Piiklad 2[utor]

Reste predchozi piiklad za piedpokladu, Ze pohyb je brzdén odporem prostiedi a tie-
nim. Souhrnna hodnota soucinitele odporu ¢ téchto jevi byla experimentdln€ stanovena na
25.

Resenit
V ptipadé, kdy uvazujeme vliv odporovych sil, je kmitavy pohyb popsan rovnici
., C. k
+—y+—y=f(t).
m m
Dosazenim za ¢, m, k a f(t) dostdvame
V+25y+ 100y = 2cos 10z.

UkéaZeme si, jak Ize tuto rovnici vyfesit uzitim Laplaceovy transformace.
Laplaceovou transformaci tedy dostdvame

P2 () (p) —100+25p.Z (y)(p) + 100.Z (v)(p) = 2.Z(cos 10¢)(p),

takze
2
) p

25p+100).Z = -+ 100

(" +25p+100)Z(y)(P) = 3~ 5g + 100,

2p 100

2()(p) = N
»)(p) (p?+100)(p% +25p + 100) * p*+25p+100
2p 100

(p?4100)(p+5)(p+20) * (p+5)(p+20)
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Kazdy ze s¢itanct nyni rozloZime na parcidlni zlomky. Rozkladem prvniho ¢lenu dosta-
neme

2p _ Ap+B C D

+ + ,
(p2+100)(p+5)(p+20)  p2+100  p+5 " p+20
2p = (Ap+B)(p+5)(p+20) +C(p* +100)(p+20) + D(p* 4+ 100)(p+5).

Dosazenim p = —5 dostdvame

2
_10 = 1875C, tedy C = ———
) oY 375

a dosazenim p = —20 dostaneme

2
—40 = — D D=—.
0 7500 , tedy 375

Nakonec porovndme koeficienty u p?
0=A+4+C+D, odtudA =0

a porovnanim koeficientéi u p?
2
0=25A+B+20C+5D, tedy B = 75

Rozkladem druhého ¢lenu dostavame

100 E F

—_ + ,
(p+35)(p+20) p+5 p+20
100 =E(p+20)+F(p+5).

Dosazenim p = —5 dostaneme

1
100 = 15E, tedy E = %_0

a porovnanim koeficientd u p

1
O=E+F, odtudF=—FaF = _ILSO'
Rozkladem na parciélni zlomky jsme nakonec dostali
2p 100
7 = 4 _
0)e) (p2+100)(p+5)(p+20)  (p+5)(p+20)
21 2 1 .2 1 100 1 100 1 _
C25p2+100 375p+5 375p+20 15 p+5 15 p+20
2 1 2498 1 2498 1

2524100 T 375 p+5 375 p+20°
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Odtud zpétnou Laplaceovou transformaci dostdvame feSeni ulohy ve tvaru

1 2498 2498
t) = —sin10¢ e e —201,“
Y1) = 155 8in10r+ —oe 375

Funkce e~ se limitné bliZi nule jiZ pro malé hodnoty ¢. Z tvaru funkce y(z) popisujici

kmitani télesa lze tedy usoudit, Ze pohyb vybuzeny vnéjsi silou byl v pomérné kratkém
Case zbrzdén odporem prostiedi a tfenim. Vzhledem k ¢lenu % sin 10z, jenZ je soulasti
feSeni, té€leso pak naddle kmitalo s velmi nizkou amplitudou vychylky.

Priklad 3!!'1autor]

Elektricky obvod je tvotfen sériovym zapojenim civky o induk¢nosti L = 10 H a konden-
zatoru o kapacité C = 0,1 F. V takovém obvod¢ se ndboj, proud a napéti méni harmonicky
afikame, Ze obvod kmitd. Obvod je navic podroben za pomoci vnéjsiho zdroje vynucenym
kmitdm

f(t) =

t pro0<t<m
0 prot>m,

které ptisobi jen na pocatku a pak ustanou. Sestavte pfisluSnou diferencidlni rovnici a na-
leznéte feSeni I(¢) za poétecnich podminek 7(0) = 1 a 1(0) = 1. Odpor dréti a soucdstek
zapojenych v obvodu zanedbejte.

Reseni
Kmity obvodu s nulovym odporem popisuje rovnice
LI
Lc

Dosazenim za L a C ze zaddni dostdvame piisluSnou diferencidlni rovnici
F+1=f().

Funkci f(¢) 1ze zapsat pomoci Heavisideovy funkce H (¢) a posunuté Heavisideovy funkce
H(t — m) ve tvaru
f(t)=t[H(t)—H({t—n)=tH(t)—[(t—m)+w|H(t—7) =
=tH(t)—(t—n)H(t—n)—nH(t — 7).
Je-li totiz H(t) funkce, kterd je nulovd pro r < 0 a rovna jedné pro t > 0, pak funkce

H(t — m) je rovna nule pro t < 7 a rovna jedné pro ¢t > 7.
Z obrazu Heavisideovy funkce a véty 13 pak plyne
1 1 T
L(f)(p)=———-e " ——e P,
(f()(p) P ,

Nyni pouzijeme Laplaceovu transformaci na diferencidlni rovnici

p*L(1)(p) —p—1+Z(1)(p) =L (f(1))(p),
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tedy
(PP 1)LU)(p) = 5 — e ™~ Te gy,
1 1 mr 7rp p 1
S R T | M R
Prvni a tieti ¢len rozloZime na parcidlni zlomky. Rozkladem prvniho ¢lenu dostdvame
1 A B Cp+D

—_—— =t =+,
p*(p*>+1) p p*> p>+1
1=Ap(p*+1)+B(p*+1)+ (Cp+D)p°.

Dosazenim p = 0 dostaneme B = 1. Porovname koeficienty u p>
0=B+D, odtudD = —1.
Porovnanim koeficientii u p je A = 0 a nakonec porovnanim u p> dostavame
0=A+C, tedyC =0.

Rozkladem tfetiho ¢lenu dostaneme
n _E Fp+G
PP+ p Pl
n=E(p*+1)+(Fp+G)p.

Dosazenim p = 0 dostavame E = 7. Porovname koeficienty u p?
O=E-+F, tedyF =—=x

a nakonec porovnanim u p je G = 0.
TakZe rozkladem na parcidlni zlomky jsme dostali

1 1 1 1 _ T TTp _
LDP) = ———— = e [ Z - e
(1)) p* P+l (p2 p2+1) (p p2+1>
14 1 1 1 —np 1 e—ﬂp_ze—ﬂp_i_ P —zp 4

p>+1 p*+1 p* p? p>+1 p p?+1 p*+1

Inverzni transformaci dostdvame feSeni ulohy pro ¢ > 0 ve tvaru

I(t)=tH(t)— (t—m)H(t — ) +sin(t —n)H(t — ) — wH(t — )+
+mcos(t —m)H(t — ) +cost =tH(t) —tH(t — ) —sintH (t — T) — wcostH (t — )+
+cost = (t+cost)H(t) — (t +sint + wcost )H (t — 1),

coZ muzeme také zapsat ve tvaru

1) — t +cost pro0<t<m
cost —sint — T cost prot > 7.
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Neresené priklady

1)lauter] pyiklad 1 a 2 feste i pomoci standardnich metod - metody variace konstanty
a metody neurcitych koeficientl. Diskutujte, kterd z pouzitych metod je nejvhodnéjsi.

2)lautor] pgiklad 3 feste pomoci navazujici standardni metody. Takova tloha se nejprve
fe$i na jednotlivych intervalech a pfi tom se dopocitavaji pocate¢ni podminky pro dalsi
interval. Diskutujte vhodnost této metody feSeni.

3)[9-autor} Byzené kmity linedrniho oscildtoru jsou popsdny rovnici
4
" / €
-2 = :
Y Yy ?+1

Naleznéte obecné feseni y(t).
(Reste pomoci variace konstant.)
4)B-autor] Byzené kmity linedrniho oscildtoru jsou popsany rovnici
y'—6y +9y = 2% —1+3.
Naleznéte obecné feseni y(r).

(ﬁeéte metodou neurcitych koeficientt.)

2.5 VInéni

Napnut strunal'”

Uvazujte tenkou elastickou strunu napnutou ve sméru osy x. Vychylka u = u(x,1)
struny (ve sméru kolmém k ose x) bude funkci polohy x a ¢asu ¢. (Poloha x a Cas t zde
vystupuji jako nezdvisle proménné.) Prodlouzeni (vychylka) struny mezi body x a x + dx
je €dx. Naleznéte pohybovou rovnici pro tento piipad.

Reseni
ProdlouZeni (vychylka) £dx struny mezi body x a x + dx je dano rozdilem

edx = u(x+dx,t) —u(x,t) = (%) dx.

cve 2 . . , v ’ . 2 .. 7 2 . 7
Veli¢ina % = % je relativni prodlouZeni. Z teorie pruznosti je zndmo, Ze elastickd sila f
pusobici na jednotkovy objem elastického télesa je pfimo umérna relativnimu prodlouZent,

. 2 : s e . PR .
. f=E (%) To je specidlni piipad tzv. Hookova zdkona; konstanta imérnosti £ > 0 se
nazyva Youngliv modul pruZnosti.
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Podle Newtonova zdkona je sila rovna souc¢inu hmotnosti a zrychleni. Hmotnost jed-

notkového objemu je hustota p, kterou zde budeme povaZovat za konstantni; zrychleni je
9%u

92 takze
0%u B E32u
Poz =59
resp.
%u 1 0%u
pri Al 229
kde

()’

Rovnici typu (2.29) oznacujeme jako vinovou rovnici, jejiz trojrozmérné zobecnéni ma
tvar
1 d%u
c2 ot?
Rovnicemi tohoto typu se popisuje Sifeni zvuku, Sifeni elektromagnetickych signald
a fady dalSich jevi.

A2 =0. (2.30)

VInova rovnice!'?

Nyni se budeme chvili vénovat vinové rovnici. Tato parcidlni diferencidlni rovnice
hraje ve fyzice dulezitou roli.
V jednorozmérném piipadé se jednd o rovnici

u_1
ox2 2 9r?

kde u = u(x,t) je hledand funkce dvou nezdvislych proménnych x a ¢, ¢ je konstanta.
VInovou rovnici miiZeme prepsat v o¢ividné ekvivalentnim tvaru

u 10*u (9 19\ [(du 10u\
W—c—za—ﬂ—(a—m)(a*za—t)—
_(i+1i)(@_1@>_0
dx cdt Jdx ¢ ot

Rovnici (2.31) tedy jisté splnime, kdyZ u bude vyhovovat alespoil jedné ze dvou rovnic
prvniho fadu

=0, (2.31)

du 10u_ou_10u_,
dx ¢ ot "dx ¢ ot
Tyto rovnice pfejdou jedna v druhou formélni zdménou ¢ — —c.
Z (2.32) je vidét vyhodnost zavedeni novych proménnych

(2.32)

E=x—ct,n=x+ct.
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Podle pravidel o derivovéani sloZené funkce mame

du Jdudé Jdudn Jdu Jdu
ox 9Edx anox 9E an
du Jdudé Jdudn du  du
gt 9Ear Tamar . 9E ‘an

Rovnice (2.32) tak pfejdou v jednoduchou soustavu

d d
g _o, 2.
an 9§

Je-li u = u(&,n) pak z prvni rovnice plyne, Ze u nezavisi na 1, a je tedy libovolnou
funkci &, tj. u = f1(&). Obdobné z druhé rovnice plyne u = f>(1). VInovou rovnici proto
spliiuje libovolna funkce tvaru

u=fi(¢)+M)=filk—ct)+ frlx+c1), (2.33)

kde fi, f> jsou libovolné (dvakrét diferencovatelné) funkce. Pfimym dosazenim se pre-
svédéime, Ze (2.33) spliuje rovnici (2.31) identicky pfi libovolnych funkcich fi, f>.

Vysvétlime si fyzikdlni vyznam feSeni (2.33). PonévadZ oba typy feSeni se formdlné
1i81 pouze zdménou ¢ <+ —c, zvolime f, = 0, takZe je

u= fi(x—ct).

V teorii vinéni se argument x — ¢t nazyva fdzi viny. O funkci f; budeme piedpokladat,
Ze kazdé hodnot& argumentu & piislusi pravé jedna hodnota u = f1(£). Necht' v n&jakém
bodé€ xq a v Case 1o ma faze hodnotu xy — cty. Ve vSech bodech x a ¢ase ¢ spojenych rovnici
x — ct = xo — cto bude faze stejnd, jako byla v bodé€ x( a v Case ty. Mista stejné faze (a tedy
i mista stejnych hodnot ) nazyvame vinoplochy. V daném piipadé€ jsou tedy vinoplochy
urcéeny rovnici

x=xp+c(t—1).

Rovinu (y,z) v trojrozmérném prostoru uréuje x = konst. Mista stejnych fazi jsou tedy
roviny posouvajici se v prostoru rychlosti ‘31—;‘ = ¢ v kladném sméru osy x. Tim je také vy-
svétlen fyzikdlni vyznam parametru c : je to rychlost premistovdni stejné fdze v prostoru.
Reseni f> (x+ ct) odpovidd rovinnym vInoplochdm pohybujicim se rychlosti ¢ v zdporném
sméru osy X.

Neiesené priklady"e"]

Dokazte, ze (2.33) je skutecné feSenim vinové rovnice (2.31).



Kapitola 3

Uziti integralniho poctu

3.1 Momenty setrvacnosti'®

Pohyb télesa ovliviiuje rozloZeni hmotnosti, které charakterizuji momenty setrvacnosti.
Ponévadz jejich hodnoty jsou funkci geometrickych a hmotnostnich parametra télesa, ik
se jim také geometricko-hmotnostni charakteristiky. Jejich hodnoty lze urcit nezavisle na
pohybu télesa.

Pti feSeni pohybu téles maji zédkladni fyzikalni vyznam osové momenty setrvaénosti.
UvaZzujme s t€lesem 7' pevné spojeny soufadnicovy systém O, x,y,z. V bodé télesa o sou-
fadnicich x,y, z uvazujeme bodové téleso elementarni hmotnosti dm.

zA
T
Y N A
4 ~ r 7
s Sz s |
/ ~ d
~
s am |
(- | |
[ 70N [
s N
| e \r |
r 7 | y
| X/ | N
7
| o z, N
- 7
l - | , y
| 7 | V2
e
[y |//X
I/
___________ 14
X y

Obrazek 3.1: Téleso T

Osovy moment setrvac¢nosti télesa 7 hmotnosti m k ose x,y, z je definovédn vztahem

I = 2d,1:/ 2d,1:/ 2 dm,
; /m(T)rx m, I, m(T)ry m, I, m(T)rZ m

ve kterém se integrace provadi pres cel€ t€leso T o celkové hmotnosti m. ry, ry, r, pfedstavuji
vzdélenosti bodu télesa od osy x,y a z. Vyjadiime-li jejich hodnoty pomoci soufadnic,
dostaneme:

I, = (y2 +z2) dm, I, = /

- (T)(xz—l—zz) dm, I :/ (> +y?) dm. (3.1

m(T)

— 56—
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Jak je patrno z rovnic (3.1) je rozmér momentii setrva¢nosti [kg-m?]. Momenty setrvaénosti
jsou vzdy kladné.

Osové momenty setrvacnosti téles 1ze pocitat podle vztahi, které byly odvozeny v mate-
matice. Ponévadz se jednd o geometricko-hmotnostni charakteristiky prostorovych utvart,
je obecné feseni ve tvaru trojnych integrali:

L= / / (" +2°)p(x,y,2) dxdydz, (3.2)
xJyJz

Iy:///(x2+zz)p(x,y,z) dxdydz, (3.3)
xJyJz

IZ:///(x2+y2)p(x,y,z) dxdydz, (3.4)
xJyJz

kde p(x,y,z) je hustota materidlu.

U rotacnich téles s osou rotace napfi. z lze s vyhodou pouZit pfi vypoctu momentd
setrvacénosti k této ose valcovych soufadnic. Pak rovnice (3.4) piejde na tvar

IZ:// /r3p(r,(p,z) drdedz. (3.5)
rdoJz

Pii vypoctu homogennich téles je hustota konstantni a proto 1ze p vytknout pred integral.

Osové momenty muzeme urcit pouzitim rovnic (3.2), (3.3) a (3.4). Pro snadné&jsi
vypocet osovych momenti setrvacnosti technickych téles zavadime rovinné momenty
setrvaénosti:

moment setrvacnosti k rovin€ xy

Ly = / 2 dm, (3.6)
m(T)
moment setrvacnosti k roviné xz
Iy = / v dm, (3.7)
m(T)
moment setrvacnosti k roviné yz
I, = / x* dm (3.8)
m(T)
a polarni moment setrvacnosti
I :/ ro dm :/ (x> +y*+2%) dm. (3.9)
m(T) m(T)

Porovnanim integralti v rovnicich (3.1) a rovnicich (3.6), (3.7) a (3.8) 1ze osové momenty
setrvacnosti vyjadrit pomoci rovinnych momenti setrvacnosti:

Iy =Ly + Lo, Iy = Ly + Iy, I = Lo + 1y
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Podobné 1ze vyjadrit polarni moment setrvacnosti pomoci rovinnych momentu setrvacnosti

IP = Ixy + Iyz + 1,

nebo pomoci osovych momentt setrvacnosti

1
I, = 5(1x+1y+lz).

Rovinné momenty setrva¢nosti a poldrni moment setrvacnosti nemaji fyzikalni vyznam,
ponévadz se nevyskytuji samy o sobé v pohybovych rovnicich. Na nékolika ptikladech si
ukdZeme jejich pouZiti.

Rotaéni paraboloid(®!

Urcete moment setrvacnosti homogenniho rota¢niho paraboloidu hmotnosti m k jeho
ose rotace.

Az

—_ — — —

| — — — —

<Y

x=0

Obréazek 3.2: Rotacni paraboloid

Reseni
PouzZitim rovnice (3.5) pro konstantni hustotu dostaneme vztah:

h pry rm2n h py h y4
L=p / / / P dedrdz = 27p / / P drdz =27mp / 7 & (3.10)
0o JO JO 0 Jo 0

Rotaéni paraboloid vznikne rotaci paraboly o rovnici y*> = 2pz kolem osy z.
Dosazenim okrajovych hodnot (y = R,z = h) dostaneme: 2p = %2 a tedy y> = RTZZ. Dosa-
zenim do rovnice (3.10) obdrzime:

4
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Hustota je ddna vztahem
m

p=1 (3.12)
kde objem V casti paraboloidu uréime ze vztahu:
ko R? [h 1
V:/ Ty dz:n—/ z dz = —7R*h. (3.13)
0 h Jo 2
Dosazenim rovnice (3.13) do rovnice (3.12) a (3.11) dostaneme
1
I, = —mR>.
z 3m

Koule!8!

Urcete moment setrvacnosti homogenni koule hmotnosti m o poloméru R k ose pro-
chazejici jejim stredem.

Obrazek 3.3: Koule

Reseni
Osu prochdzejici sttedem koule ozna¢me x. Ponévadz koule je soumérnd ke v§em osdm
prochézejicim jejich stfedem, plati

I, = y = Iz
a poldrni moment setrvacnosti k jejimu stfedu je
3. ... 2
Ip = Elx ¢ili Ix = glp (314)

U koule, jakoZto stftedové soumérného télesa, 1ze vytknout element hmotnosti, jehoZ kazdy
bod ma ke stfedu O stejnou vzdélenost. Je tim kulova skofepina poloméru r a tloustky dr.
Jeji elementarni hmotnost je:

dm = pdV =p-A-dr = 4npridr,
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kde A je plocha kulové skorfepiny.
Polérni moment bude:

R 4
1 :/ r dm:47rp/ P dr= —7L'pR5.
m(T) 0 5
Dosazenim do rovnice (3.14) ziskdme osovy moment setrvacnosti:
8 5
I, = —7npR°.
*= 75 p

Dosazenimza p = ; = % obdrzime:
3

Ix: ng .

Vilecl®!

Urcete moment setrvacnosti homogenniho valce poloméru R, délky / a hmotnosti m
k ose rotace x a k ose na ni kolmé, prochédzejici sttedem hmotnosti valce.

1 dr
R |
| r
0 T 0 g
m
i L—J—F i \
| @ de |
l
Obrazek 3.4: Valec
Reseni

Moment setrvacnosti k ose rotace x vdlce uréime z rovnice (3.1), kam za elementarni
hmotnost dosadime hmotnost vdlcové skofepiny s osou totoZnou s osou x valce poloméru
r, tloustky dr a hustoty p :

dn=p-dV =p-27zr-[ dr.



Kapitola 3. UZiti integrdlniho poctu 61
Osovy moment setrvacnosti bude:

R 1
I, = / r2 dm = 27rpl/ P dr = =zmpIR*
m(T) 0 2

a dosazenim za hustotu

dostaneme

1
I, = EmRz. (3.15)

Nyni ur¢eme moment setrvacnosti k ose y. Ponévadz nelze zvolit vhodny element, jehoZ
vSechny body by mély k ose y stejnou vzdalenost, ur¢ime moment k ose y z rovinnych

momentd setrvaénosti:
Iy =Ly + 1. (3.16)

Pro vypocet I, lze jako element zvolit kruhovou desku poloméru R, tloustky dx rovno-
béZnou s rovinou yz ve vzdalenosti x :

+5 1 1
I — 2 _ R / 2 4y — —aR201 — —mi2. 1
. /m(T)x am=nr’p [ "7 dx= g5kl = Sl 3.17)

Nyni je nutno urcit moment setrvacnosti k roviné€ xy. Vyjdeme z definice momentu setrva-
¢nosti k ose x :
I, = Xy +h; = 21xya

ponévadz valec je osové soumérny. Bude tedy s vyuzitim rovnice (3.15) platit

1 1 5
I, =—I. = —mR A
wy = 5l 4m (3.18)
a dosazenim rovnic (3.17) a (3.18) do rovnice (3.16) obdrzime:
I n, 1 5
I, =1, =-mR"+ —ml". (3.19)

4 12

[autor]

NeresSené priklady

Jak se zméni vysledek pro tenké kotouce, u nichz je [ << R, a jak pro dlouhé, tenké,
homogenni tyce, u nichz je [ >> R?



Zaveér

Zavérem bych chtéla podotknout, Ze tato prace zdaleka nepokryva veskery vycet matema-
tickych modeld pouZzivanych ve fyzice. Radu dal§ich modeld, jako napf. rovnici vedeni
tepla ¢i rovnici kontinuity 1ze nalézt v [1]. Tuto velmi obsdhlou publikaci doporucuji
zajemctim, nebot’ praveé tato kniha mi byla motivaci k napsani této prace.
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