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BRNO 2013 ALENA FILIPČUKOVÁ
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Akademický rok: 2012/2013
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Abstrakt

Cı́lem práce je popsat některé základnı́ matematické modely použı́vané ve fyzice
a sestavit sbı́rku fyzikálnı́ch úloh na řešenı́ diferenciálnı́ch rovnic, které jsou jejich aplikacı́.
Prvnı́ kapitola obsahuje veškerý matematický aparát potřebný ve zbývajı́cı́ch částech práce.
Druhá kapitola se již věnuje fyzice, a to konkrétně pohybovým rovnicı́m, kmitánı́ a vlněnı́.
Třetı́ kapitola pak sloužı́ jako pomocná, zabývá se výpočtem momentů setrvačnosti, jež
jsou nezbytnou veličinou v pohybových rovnicı́ch. Součástı́ obou kapitol jsou řešené úlohy
doplněné o úlohy neřešené.

Abstract

The thesis aimed to describe some of the basic mathematical models which are used in
the physics and assemble a collection of physical exercises to solve differential equations
and their applications. The thesis is divided into three chapters. The first chapter contains
all of the mathematical apparatus which is needed in the rest of the work. The second
chapter deals with physical problems particularly with the equations of motion, oscillation
and waves. The third chapter is about supporting materials and it deals with the moments
of inertia which are essential for the equations of motion. In both chapters there are solved
exercises which are complemented with the unsolved exercises.
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Úvod

Fyzikálnı́ zákony se nejjednodušeji a nejpřirozeněji formulujı́ ve tvaru diferenciálnı́ch
rovnic; proto diferenciálnı́ rovnice studovali největšı́ matematikové a matematičtı́ fyzikové
od dob Newtonových.

G. BIRKHOFF - G. C. ROTA

Většinu přı́rodnı́ch dějů lze popsat pomocı́ diferenciálnı́ch rovnic. A právě diferenci-
álnı́ rovnice hrajı́ důležitou roli v modelovánı́ téměř každého fyzikálnı́ho děje. Cı́lem práce
je uvést základnı́ matematické modely použı́vané ve fyzice. Jak sám citát řı́ká, matema-
tika a fyzika jdou spolu ruku v ruce. Z tohoto důvodu jsem se i já snažila v práci dbát
na důkladný matematický a fyzikálnı́ popis úloh. Zaměřuji se na obyčejné diferenciálnı́
rovnice 1. a 2. řádu a k jejich řešenı́ užı́vám řadu metod.

Práce je rozdělena do třı́ kapitol.
V prvnı́ kapitole podávám přehled matematického aparátu potřebného ve zbývajı́cı́ch

částech práce. Obyčejné diferenciálnı́ rovnice 1. řádu zmiňuji jen velmi stručně, nebot’jsem
se jimi zabývala již v bakalářské práci, viz [4]. Zaměřuji se hlavně na obyčejné diferenciálnı́
rovnice 2. řádu, a to jak na homogennı́ rovnice, tak i rovnice nehomogennı́ a hledánı́ jejich
partikulárnı́ch řešenı́. K tomu užı́vám metody variace konstant a neurčitých koeficientů.
Silným nástrojem k řešenı́ diferenciálnı́ch rovnic je i Laplaceova transformace, které se
v práci rovněž věnuji. V závěru kapitoly se ještě zabývám vı́cerozměrnými integrály, a to
konkrétně integrály trojnými, jež jsou nezbytné pro výpočet některých fyzikálnı́ch veličin.

Druhá kapitola je již samotným jádrem mé práce. Čtenáře nejprve seznamuji s pohybo-
vými rovnicemi a způsobem jejich řešenı́. Následuje řada řešených přı́kladů vycházejı́cı́ch
právě z pohybových rovnic doplněná o přı́klady neřešené. Dále se zabývám mechanickými
systémy, v nichž jsou částice připevněny k lanu, které je vedeno přes kladky. Tato část
je opět doprovázena názornými přı́klady. V dalšı́ podkapitole se věnuji kmitánı́, a to nej-
prve vlastnı́m kmitům, později i kmitům buzeným, které řešı́m právě užitı́m Laplaceovy
transformace. Závěr kapitoly je věnován vlněnı́ a vlnové rovnici.

Kapitola třetı́ obsahuje aplikace integrálnı́ho počtu. Tato kapitola sloužı́ spı́še jako
pomocná. Využı́vá trojného integrálu k výpočtu fyzikálnı́ch veličin, jež se vyskytujı́ v po-
hybových rovnicı́ch.

V nadpisu každého přı́kladu je uveden zdroj, odkud přı́klad pocházı́ sloužı́cı́ pro lepšı́
orientaci čtenáře. Přestože jsem se u většiny přı́kladů nechala inspirovat literaturou, v řadě
přı́padů však řešenı́ úloh vyžadovalo rozsáhlejšı́ fyzikálnı́ komentář. Bez něj by práce
nemusela být srozumitelná širšı́mu okruhu čtenářů. Doufám tedy, že práce tak posloužı́
i studentům, kteřı́ nejsou zasvěceni do fyzikálnı́ vědy. U některých přı́kladů jsem pak
změnila i způsob řešenı́, nebot’ častokrát se mi jevil zbytečně komplikovaný a ne přı́liš
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Kapitola ix

šikovný. Dokonce jsem v použité literatuře objevila i závažné chyby, které prostřednictvı́m
této práce napravuji. Přı́klady řešené pomocı́ Laplaceovy transformace pocházejı́ z vlastnı́
dı́lny.

Práce je vysázena systémem LATEX.
Obrázky jsou vytvořeny v programech Ipe a GeoGebra.



Kapitola 1

Matematický aparát

1.1 Diferenciálnı́ rovnice
Necht’ F : R3 → R je funkce třı́ proměnných, která je definovaná na otevřené množině
Ω0 ⊂ R3 a y : R→ R je funkce, x ∈ R. Pak rovnice

F(x,y,y′) = 0 (1.1)

se nazývá obyčejná diferenciálnı́ rovnice 1. řádu v implicitnı́m tvaru s neznámou y(x).

Ve fyzice se většinou setkáváme s funkcemi proměnných t, y, y′, kde t značı́ čas.
V tomto přı́padě je zvyklostı́ označovat y′ symbolem ẏ. Proto se budeme tohoto značenı́
držet a budeme ho použı́vat v dalšı́m textu při řešenı́ fyzikálnı́ch úloh. Pro potřeby popisu
matematického aparátu zůstaneme u značenı́ y′.

Definice 1. Necht’h(x) je funkce definovaná na otevřeném intervalu J. Pak h(x) se nazývá
řešenı́ rovnice (1.1) na J, jestliže h(x) má derivaci, pro každé x ∈ J,(x,h(x),h′(x)) ∈ Ω0
a platı́

F(x,h(x),h′(x)) = 0, x ∈ J.

Řešenı́m obyčejné diferenciálnı́ rovnice rozumı́me tedy funkci, která vyhovuje dané
rovnici na nějakém intervalu. Takových řešenı́ může být vı́ce, dokonce nekonečně mnoho.
Jedno konkrétnı́ řešenı́ nazýváme partikulárnı́ řešenı́. Podařı́-li se nám najı́t univerzálnı́
vzorec, ve kterém jsou zahrnuta všechna partikulárnı́ řešenı́, mluvı́me o obecném řešenı́.
Obecné řešenı́ bude tedy vzorec obsahujı́cı́ jednu nebo vı́ce libovolných konstant, jejichž
konkrétnı́mi volbami dostaneme všechna možná partikulárnı́ řešenı́ dané rovnice. Počet
konstant odpovı́dá v podstatě řádu rovnice.

Při řešenı́ obyčejných diferenciálnı́ch rovnic bývá důležité, abychom z rovnice (1.1) osa-
mostatnili y′. Chceme tedy zı́skat tzv. explicitnı́ tvar obyčejné diferenciálnı́ rovnice 1. řádu

y′ = f (x,y), (1.2)

kde f (x,y) je funkce dvou proměnných definovaná na otevřené množině Ω⊂ R2.

– 1 –



Kapitola 1. Matematický aparát 2

Definice 2. Necht’(x0,y0)∈Ω. Pak úloha najı́t řešenı́ y(x) diferenciálnı́ rovnice (1.2), které
je definované na nějakém intervalu J obsahujı́cı́m bod x0 a které splňuje tzv. počátečnı́
podmı́nku y(x0) = y0, se nazývá Cauchyova počátečnı́ úloha.

Z hlediska uživatele bývá nejdůležitějšı́ určit řešenı́ dané rovnice. Ideálnı́ by bylo najı́t
obecné řešenı́, tedy všechna řešenı́ každé rovnice. To však pokaždé nenı́ bohužel možné.
Nejprve je třeba si uvědomit, co se obvykle rozumı́ slovy „najı́t řešenı́“. Většinou si pod
tı́m představujeme explicitnı́ nebo implicitnı́ vyjádřenı́ funkce y(x).
Uvažujme nynı́ speciálnı́ rovnici tvaru

y′ = f (x).

Zřejmě jde o nalezenı́ neurčitého integrálu funkce f (x). Z definice primitivnı́ funkce plyne,
že všechna řešenı́ této úlohy majı́ tvar

y(x) =
∫

f (x)dx+ c,

což je obecné řešenı́ uvedené rovnice.
Přestože f (x) může být velmi jednoduchá elementárnı́ funkce,

∫
f (x)dx nemusı́ být ele-

mentárnı́ funkcı́. Avšak řadu jednoduchých rovnic, které jsou významné v aplikacı́ch, lze
řešit ve třı́dě elementárnı́ch funkcı́. Přehled těch nejdůležitějšı́ch typů rovnic 1. řádu, které
lze řešit tzv. elementárnı́mi metodami řešenı́ obyčejných diferenciálnı́ch rovnic, lze nalézt
např. v [4].

Nynı́ se již budeme zabývat diferenciálnı́mi rovnicemi 2. řádu.

Necht’F : R4→ R je funkce čtyř proměnných, která je definovaná na otevřené množině
Ω0 ⊂ R4 a y : R→ R je funkce, x ∈ R. Pak rovnice

F(x,y,y′,y′′) = 0 (1.3)

se nazývá obyčejná diferenciálnı́ rovnice 2. řádu v implicitnı́m tvaru s neznámou y(x).

Jak již bylo řečeno dřı́ve, ve fyzikálnı́ch aplikacı́ch, ve kterých se setkáváme s funkcemi
závislými na čase t, budeme užı́vat značenı́ ẏ a ÿ.

Definice 3. Necht’ h(x) je funkce definovaná na otevřeném intervalu J. Pak h(x) se
nazývá řešenı́ rovnice (1.3) na J, jestliže h(x) má derivace až do řádu 2, pro každé
x ∈ J,(x,h(x),h′(x),h′′(x)) ∈Ω0 a platı́

F(x,h(x),h′(x),h′′(x)) = 0, x ∈ J.

Je-li možné z rovnice (1.3) osamostatnit nejvyššı́ derivaci neznámé, tj. je-li možné ji
upravit na tvar

y′′ = f (x,y,y′), (1.4)

kde f (x,y,y′) je nějaká funkce třı́ proměnných definovaná na otevřené množině Ω ⊂ R3,
mluvı́me o obyčejné diferenciálnı́ rovnici 2. řádu v explicitnı́m tvaru.
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Definice 4. Necht’je dána trojice (x0,y0,y1) ∈Ω. Pak úloha najı́t řešenı́ y(x) rovnice (1.4),
které je definované na nějakém intervalu J obsahujı́cı́m x0 a takové, že

y(x0) = y0, y′(x0) = y1,

se nazývá Cauchyova počátečnı́ úloha.

• Homogennı́ rovnice s konstantnı́mi koeficienty

Je to rovnice tvaru
y′′+a1y′+a0y = 0, (1.5)

kde ai ∈ R, i = 0,1.

Věta 1. Jsou-li y1(x) a y2(x) dvě řešenı́ rovnice (1.5) a c∈R, pak také funkce y1(x)+y2(x)
a cy1(x) jsou řešenı́ rovnice (1.5).

Důkaz. Předpokládejme, že y1(x) a y2(x) jsou řešenı́ rovnice (1.5), takže

y′′1(x)+a1y′1(x)+a0y1(x) = 0 a y′′2(x)+a1y′2(x)+a0y2(x) = 0.

Chceme dokázat, že i y1(x)+ y2(x) a cy1(x), kde c ∈ R, jsou také řešenı́ rovnice (1.5).
Tedy

(y1(x)+ y2(x))′′+a1(y1(x)+ y2(x))′+a0(y1(x)+ y2(x)) =
= y′′1(x)+ y′′2(x)+a1y′1(x)+a1y′2(x)+a0y1(x)+a0y2(x) = 0

a

(cy1(x))′′+a1(cy1(x))′+a0cy1(x) = cy′′1(x)+a1cy′1(x)+a0cy1(x) =
= c(y′′1(x)+a1y′1(x)+a0y1(x)) = 0,

což jsme chtěli dokázat.

Tedy řešenı́ rovnice (1.5) tvořı́ vektorový prostor, jehož dimenze je 2. V každém
vektorovém prostoru konečné dimenze existuje báze. Libovolný prvek tohoto prostoru
je pak lineárnı́ kombinacı́ prvků této báze. Vybereme tedy dvě lineárně nezávislá řešenı́
y1(x),y2(x) rovnice (1.5). Pak každé řešenı́ rovnice (1.5) má tvar

y(x) = c1y1(x)+ c2y2(x), (1.6)

kde c1,c2 jsou libovolná reálná čı́sla. Vzorec (1.6) tedy dává obecné řešenı́ rovnice (1.5).
Bázi y1(x),y2(x) nazýváme fundamentálnı́ systém rovnice (1.5).

Nynı́ se budeme zabývat nalezenı́m fundamentálnı́ho systému rovnice (1.5). Pokusme
se najı́t řešenı́ této rovnice ve tvaru y = eλx, kde λ je vhodné čı́slo. Vypočteme

y′ = λeλx =⇒ y′′ = λ
2eλx

a po dosazenı́ obdržı́me
λ

2eλx +a1λeλx +a0eλx = 0.
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Protože eλx 6= 0, musı́ λ splňovat rovnici

λ
2 +a1λ +a0 = 0. (1.7)

To je kvadratická rovnice, kterou umı́me snadno vyřešit. Rovnice se nazývá charakteris-
tická rovnice diferenciálnı́ rovnice (1.5). Levou stranou této rovnice je polynom stupně 2.
Z algebry je známo, že tato rovnice má v komplexnı́m oboru právě 2 kořeny, které mo-
hou být reálné různé nebo reálné stejné (tzv. dvojnásobný kořen) nebo komplexnı́. Přitom
komplexnı́ kořeny se vyskytujı́ vždy po dvojicı́ch (tzv. komplexně sdružené kořeny).

Necht’λ ∈ R je 2-násobný reálný kořen rovnice (1.7). Pak funkce

y1(x) = eλx, y2(x) = xeλx

jsou řešenı́mi rovnice (1.5).
Necht’ α ± β i ∈ C je komplexně sdružená dvojice komplexnı́ch kořenů rovnice (1.7),
α, β ∈ R, β 6= 0. Pak funkce

y1(x) = eαx cosβx, y2(x) = eαx sinβx

jsou řešenı́mi rovnice (1.5).

Věta 2. Množina řešenı́ zkonstruovaná popsaným způsobem tvořı́ fundamentálnı́ systém
rovnice (1.5).

Důkaz. Plyne z výše uvedeného postupu.

Z předchozı́ho vyplývá, že řešenı́ rovnice (1.5) je v závislosti na typu kořenů charak-
teristické rovnice lineárnı́ kombinacı́ funkcı́ tvaru

eλ1x, eλ2x nebo eλx, xeλx nebo eαx cosβx, eαx sinβx.

K těmto funkcı́m vždy existuje Laplaceův obraz, který je racionálnı́ ryze lomenou funkcı́.
Tyto rovnice lze tedy snadno řešit užitı́m Laplaceovy transformace, což si ukážeme později.

• Nehomogennı́ rovnice

Jedná se o rovnici tvaru
y′′+a1y′+a0y = f (x). (1.8)

Věta 3 (Princip superpozice). Necht’y1(x) je řešenı́ rovnice y′′+a1y′+a0y = f1(x) a y2(x)
je řešenı́ rovnice y′′+ a1y′+ a0y = f2(x) (tedy levé strany obou rovnic jsou stejné). Pak
pro libovolná c1, c2 ∈ R je funkce y(x) = c1y1(x)+ c2y2(x) řešenı́m rovnice

y′′+a1y′+a0y = c1 f1(x)+ c2 f2(x).

Důkaz. Tvrzenı́ je bezprostřednı́m zobecněnı́m věty 1 a i jeho důkaz je zcela analogický.
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Věta 4. Necht’y1(x), y2(x) je fundamentálnı́ systém homogennı́ rovnice (1.5) a y0(x) je
partikulárnı́ řešenı́ rovnice (1.8). Pak obecné řešenı́ rovnice (1.8) má tvar

y(x) = c1y1(x)+ c2y2(x)+ y0(x), c1, c2 ∈ R.

Důkaz. Vyplývá z principu superpozice.

Obecné řešenı́ homogennı́ rovnice umı́me najı́t. V dalšı́ch odstavcı́ch si nynı́ ukážeme
postupně dva způsoby, jak najı́t partikulárnı́ řešenı́ y0(x) nehomogennı́ rovnice, a to bud’
metodou variace konstant, nebo metodou neurčitých koeficientů.

1.1.1 Variace konstant
Myšlenka metody je obdobná jako u rovnice prvnı́ho řádu - viz např. [4], v obecném řešenı́
homogennı́ rovnice se snažı́me zaměnit konstanty c1,c2 vhodnými funkcemi K1(x),K2(x)
a hledat řešenı́ y0(x) nehomogennı́ rovnice ve tvaru

y0(x) = K1(x)y1(x)+K2(x)y2(x).

Necht’y1(x) a y2(x) jsou nezávislá řešenı́ přı́slušné homogennı́ rovnice, tj.

y′′i +a1y′i +a0yi = 0, i = 1,2. (1.9)

Hledejme partikulárnı́ řešenı́ ve tvaru

y0(x) = K1(x)y1(x)+K2(x)y2(x).

Vypočteme prvnı́ derivaci (pro stručnost nepı́šeme argument x). Vyjde

y′0 = K′1y1 +K1y′1 +K′2y2 +K2y′2.

Při výpočtu druhé derivace bychom dostali druhé derivace neznámých funkcı́. Požadujeme
proto, aby

K′1y1 +K′2y2 = 0.

Že takovou podmı́nku můžeme splnit, uvidı́me nı́že. Pak máme

y′0 = K1y′1 +K2y′2 =⇒ y′′0 = K′1y′1 +K1y′′1 +K′2y′2 +K2y′′2.

Po dosazenı́ do (1.8) a úpravě vyjde

K′1y′1 +K1y′′1 +K′2y′2 +K2y′′2 +a1(K1y′1 +K2y′2)+a0(K1y1 +K2y2) = f (x),
K′1y′1 +K′2y′2 +K1(y′′1 +a1y′1 +a0y1)+K2(y′′2 +a1y′2 +a0y2) = f (x).

Vezmeme-li v úvahu (1.9), dostaneme

K′1y′1 +K′2y′2 = f (x).

Celkově tedy máme pro derivace neznámých funkcı́ K′1 a K′2 soustavu lineárnı́ch rovnic

K′1y1 +K′2y2 = 0,
K′1y′1 +K′2y′2 = f (x).
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Determinant matice soustavy je tzv. wronskián∣∣∣∣y1 y2
y′1 y′2

∣∣∣∣ ,
který je vzhledem k nezávislosti řešenı́ y1(x),y2(x) nenulový, a proto má naše soustava
jediné řešenı́ (které můžeme zı́skat např. Cramerovým pravidlem). Z K′1 a K′2 dostaneme
K1 a K2 integracı́. To ovšem nemusı́ být možné ve třı́dě elementárnı́ch funkcı́. Až na tento
problém, je však celý algoritmus metody variace konstant efektivnı́.

1.1.2 Metoda neurčitých koeficientů
Tato metoda je použitelná pro rovnice, jejichž pravá strana f (x) má speciálnı́ tvar. Uva-
žujme rovnici (1.8), jejı́ž lineárnı́ části přı́slušı́ charakteristická rovnice (1.7). Probereme
postupně typy pravých stran f (x) od nejjednoduššı́ch k nejsložitějšı́m.

1. f (x) = Pn(x), kde Pn(x) je polynom stupně n.
Předpokládejme, že čı́slo 0 je k-násobným kořenem charakteristické rovnice (1.7).

Přitom k = 0 znamená, že tato rovnice nemá kořen 0. Pak rovnice (1.8) má partikulárnı́
řešenı́ tvaru

y0(x) = xkQn(x),

kde Qn(x) je vhodný polynom stupně n s neznámými koeficienty.

Dále postupujeme tak, že určı́me y′0 a y′′0 a dosadı́me do (1.8). Z algebry vı́me, že k tomu,
aby se dva polynomy rovnaly pro každé x ∈ R, je nutné a stačı́, aby měly stejný stupeň
a stejné koeficienty u týchž mocnin x. Porovnánı́m dostáváme obecně soustavu lineárnı́ch
rovnic, jejı́ž řešenı́ jsou koeficienty polynomu Qn(x).

2. f (x) = Pn(x)eαx, kde Pn(x) je polynom stupně n a α ∈ R.
Předpokládejme, že čı́slo α je k-násobným kořenem charakteristické rovnice (1.7);

k = 0, nemá-li tento kořen. Pak rovnice (1.8) má partikulárnı́ řešenı́ tvaru

y0(x) = xkQn(x)eαx,

kde Qn(x) je vhodný polynom stupně n s neznámými koeficienty.

3. f (x) = Pm(x)eαx cosβx+Qn(x)eαx sinβx, kde Pm(x) je polynom stupně m, Qn(x) je
polynom stupně n a α, β ∈ R.

Předpokládejme, že čı́slo α+β i je k-násobným kořenem charakteristické rovnice (1.7);
k = 0, nemá-li tento kořen. Pak rovnice (1.8) má partikulárnı́ řešenı́ tvaru

y0(x) = xk[Rs(x)eαx cosβx+Ss(x)eαx sinβx],

kde s = max{m,n} (je-li Pm(x) = 0, je s = n, je-li Qn(x) = 0, je s = m) a Rs(x) a Ss(x) jsou
vhodné polynomy stupně s s neznámými koeficienty.



Kapitola 1. Matematický aparát 7

I když je Pm(x) nebo Qn(x) nulový, tj. pravá strana obsahuje jen samostatný člen s ko-
sinem nebo sinem, je nutné do řešenı́ zahrnout Rs(x) i Ss(x), tj. část s kosinem i sinem.

Nehomogennı́ rovnice s konstantnı́mi koeficienty lze řešit i užitı́m Laplaceovy trans-
formace, kterou se budeme nynı́ zabývat.

1.1.3 Laplaceova transformace
Definice 5. Necht’ f (t) je daná komplexnı́ funkce reálné proměnné; nazveme ji předmětem.
Necht’následujı́cı́ integrál existuje a má konečnou hodnotu aspoň pro jedno komplexnı́ p.
Potom k funkci f (t) definujeme Laplaceův obraz F(p) rovnicı́

F(p) =
∫

∞

0
f (t)e−pt dt.

Vztah mezi předmětem a jeho obrazem se nazývá korespondence. Vztah mezi nimi
zapisujeme pomocı́ znaménka korespondence ,, tedy: f (t) , F(p). Častěji však použı́-
váme symbolu Laplaceovy transformace L . Výraz L ( f (t))(p) znamená pak totéž jako∫

∞

0 f (t)e−pt dt, takže můžeme napsat F(p) = L ( f (t))(p). Definici Laplaceovy transfor-
mace můžeme tedy napsat ve tvaru

L ( f (t))(p) =
∫

∞

0
f (t)e−pt dt. (1.10)

Tabulka 1.1 bývá často nazývána také jako „slovnı́k Laplaceovy transformace“. V levém
sloupci jsou uvedeny předměty f (t), v pravém pak přı́slušné Laplaceovy obrazy. Tato
tabulka korespondencı́ nám později usnadnı́ použı́vánı́ Laplaceovy transformace, odpadne
nám totiž v některých přı́padech složité odvozovánı́ Laplaceových obrazů z definice.
Rozsáhlejšı́ slovnı́k lze nalézt např. v publikaci [12].

Definice 6. Funkce f (t) se nazývá funkce exponenciálnı́ho řádu s indexem růstu ξ1, jestliže
bod+∞ je hromadným bodem jejı́ho definičnı́ho oboru a jestliže existuje takové t0 a takové
čı́slo M > 0, že nerovnost

| f (t)| ≤Meξ1t

platı́ pro všechna t > t0, pro která je funkce definována. Pı́šeme potom f (t) = O(eξ1t)
(symbol funkce exponenciálnı́ho řádu).

Definice 7. Komplexnı́ funkce f (t) reálné proměnné t se nazývá předmět standardnı́ho
typu, má-li tyto tři vlastnosti:
1. Je po částech spojitá na intervalu 〈0,+∞).
2. Je exponenciálnı́ho řádu.
3. Rovná se nule pro všechna t < 0.

Protože některé zvláště jednoduché a často se vyskytujı́cı́ funkce, jako tn, eat , funkce
goniometrické apod., nejsou pro záporná t rovny nule, nejsou to vlastně předměty stan-
dardnı́ho typu. Proto bychom mı́sto nich měli správně použı́vat funkcı́ definovaných např.
takto:

f (t) =


0 pro t < 0,
1
2 pro t = 0,
eat pro t > 0.
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Tabulka 1.1: Slovnı́k Laplaceovy transformace:
f (t) L ( f (t))(p)
1 1

p
t 1

p2

tn, n ∈ N n!
pn+1

eat 1
p−a

teat 1
(p−a)2

tneat , n ∈ N n!
(p−a)n+1

sinωt ω

p2+ω2

cosωt p
p2+ω2

t sinωt 2pω

(p2+ω2)2

t cosωt p2−ω2

(p2+ω2)2

eat(cosωt + a
ω

sinωt) p
(p−a)2+ω2

sinωt−ωt cosωt 2ω3

(p2+ω2)2

K zjednodušenı́ zápisu použı́váme tzv. Heavisideovy funkce H(t), definované takto:

H(t) =


0 pro t < 0,
1
2 pro t = 0,
1 pro t > 0.

Obraz Heavisideovy funkce lze snadno určit užitı́m definice Laplaceova obrazu:

L (H(t))(p) =
∫

∞

0
H(t)e−ptdt =

∫
∞

0
e−ptdt =

[
−e−pt

p

]∞

0
=−1

p
(0−1) =

1
p
.

Věta 5 (O linearitě přı́mé Laplaceovy transformace). Necht’ fi(t) jsou předměty stan-
dardnı́ho typu a Fi(p) = L ( fi(t))(p) jejich obrazy, i = 1,2,3, . . . ,n. Necht’dále ai jsou
libovolné komplexnı́ konstanty. Potom pro všechna komplexnı́ p, pro která jsou definovány
současně všechny obrazy Fi(p), platı́

L

(
n

∑
i=1

ai fi(t)

)
=

n

∑
i=1

aiFi(p).

Důkaz. Plyne z linearity integrálu.

Věta 6 (O substituci v obrazu). Necht’ f (t) je předmět standardnı́ho typu,
L ( f (t))(p) = F(p). Necht’a je komplexnı́ konstanta. Potom

L (eat f (t)) = F(p−a).

Důkaz. Přı́mým dosazenı́m do (1.10).
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Věta 7 (O derivaci obrazu). Necht’f (t) je předmět standardnı́ho typu, L ( f (t))(p) =F(p).
Potom

L (t f (t)) =−F ′(p) =−dF(p)
dp

.

Důkaz. Záměnou pořadı́ integrace a derivace.

Věta 8 (O integraci obrazu). Necht’ f (t) je předmět standardnı́ho typu s indexem růstu
ξ1, L ( f (t))(p) = F(p). Necht’také funkce f (t)

t má v bodě t = 0 konečnou limitu zprava.
Potom

L

(
f (t)
t

)
=
∫

∞

p
F(q)dq.

Důkaz. Viz např. [12].

Věta 9 (O změně měřı́tka). Necht’ f (t) je předmět standardnı́ho typu, L ( f (t))(p) = F(p).
Necht’k je kladná konstanta. Potom také funkce g(t) = f (kt) je předmětem standardnı́ho
typu a platı́

L (g(t)) = L ( f (kt)) =
1
k

F
( p

k

)
.

Obdobně ovšem platı́
1
k
L
(

f
( t

k

))
= F(pk).

Důkaz. Užitı́m substituce t = τ

k .

Věta 10 (O obrazu derivace). Necht’funkce f (t) a jejı́ derivace f ′(t) jsou předměty stan-
dardnı́ho typu. Necht’dále funkce f (t) je spojitá v otevřeném intervalu (0,+∞). Označme
F(p) =L ( f (t))(p). Necht’dále f (0+)= limt→0+ f (t). [Tuto veličinu nazveme počátečnı́
hodnotou funkce f (t).] Potom

L ( f ′(t)) = pF(p)− f (0+).

Důkaz. Užitı́m metody per partes.

Za předpokladů předchozı́ věty platı́ L ( f ′(t)) = pL ( f (t)) − f (0+). Označme
f ′(t) = g(t). Necht’funkce g(t) zase splňuje předpoklad věty o obrazu derivace, tj. necht’
g(t) i g′(t) jsou předměty standardnı́ho typu a funkce g(t) je spojitá pro všechna t > 0.
Potom ovšem L (g′(t)) = pL (g(t))−g(0+), kde g(0+) = limt→0+ g(t).
Dosadı́me-li do poslednı́ rovnice L (g(t)) =L ( f ′(t)) = pL ( f (t))− f (0+) a označı́me-li
g(0+) = f ′(0+), dostaneme

L ( f ′′(t))=L (g′(t))= p[pL ( f (t))− f (0+)]−g(0+)= p2L ( f (t))− p f (0+)− f ′(0+).

Tento vzorec pro obraz druhé derivace platı́ za předpokladu, že f (t), f ′(t) a f ′′(t) jsou
předměty standardnı́ho typu a že f (t) i f ′(t) jsou spojité pro všechna t > 0.
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Věta 11 (O obrazu n-té derivace). Necht’n je přirozené čı́slo. Necht’funkce f (t) a všechny
jejı́ derivace až do n-tého řádu včetně jsou předměty standardnı́ho typu. Necht’dále funkce
f (t) a všechny jejı́ derivace až do řádu (n− 1) včetně jsou spojité pro všechna t > 0.
Označme

f (k)(0+) = lim
t→0+

f (k)(t)

pro k = 0,1,2, . . . ,n− 1, kde ovšem nultá derivace je původnı́ funkce: f (0)(t) = f (t).
Veličiny f (k)(0+) nazveme počátečnı́mi hodnotami funkce a jejı́ch derivacı́. Potom platı́

L ( f (n)(t)) = pnL ( f (t))−
n

∑
i=1

pn−i f (i−1)(0+).

Důkaz. Úplnou matematickou indukcı́ a použitı́m předchozı́ věty.

• Užitı́ Laplaceovy transformace na řešenı́ diferenciálnı́ch rovnic

Věta o obrazu derivace ukazuje výhody Laplaceovy transformace. Jestliže se předmět
zderivuje, jeho Laplaceův obraz se vynásobı́ veličinou p. Operace derivovánı́ podle t
v prostoru předmětu se převádı́ na algebraickou operaci násobenı́ v prostoru obrazu. Majı́-
li tedy mezi předmětem a jeho derivacemi platit nějaké vztahy, budou pro obraz tohoto
předmětu platit vztahy mnohem jednoduššı́. Laplaceova transformace převádı́ jisté typy
diferenciálnı́ch rovnic na rovnice algebraické.

Necht’je dána lineárnı́ diferenciálnı́ rovnice n-tého řádu s konstantnı́mi koeficienty

an
dny
dtn +an−1

dn−1y
dtn−1 + · · ·+a1y′+a0y = f (t),

kdy y(t) je hledaná funkce, ai jsou dané konstanty, an 6= 0, f (t) je daná funkce, která je
předmětem standardnı́ho typu.

Mějme dále soustavu n daných čı́sel bi, i = 0,1,2, . . . ,n− 1. Hledejme funkci y(t),
která by diferenciálnı́ rovnici vyhovovala pro všechna t, pro něž je f (t) spojitá, a která by
i se svými derivacemi až do řádu n−1 včetně byla spojitá v otevřeném intervalu (0,+∞)
a která by pro t = 0 vyhovovala n počátečnı́m podmı́nkám y(i)(0+)= limt→0+ y(i)(t) = bi,
i= 0,1, . . . ,n−1. Je-li funkce y(t) i se svými derivacemi spojitá v polouzavřeném intervalu
〈0,+∞), pı́šeme obvykle počátečnı́ podmı́nky ve tvaru y(i)(0) = bi. Předpokládejme, že
takové řešenı́ existuje právě jedno. Laplaceův obraz L (y) = Y tedy existuje a lze použı́t
věty o obrazu derivace:

L (y′) = pY − y(0+) = pY −b0,

L (y′′) = p2Y − py(0+)− y′(0+) = p2Y − pb0−b1,

L (y′′′) = p3Y − p2b0− pb1−b2,

·
·
·

L (y(n)) = pnY − pn−1b0− pn−2b1− . . .− pbn−2−bn−1.
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Také n-tá derivace je totiž předmětem standardnı́ho typu. Podle věty o linearitě Laplaceovy
transformace platı́ pro obraz levé strany rovnice

L (any(n)+ · · ·+a2y′′+a1y′+a0y) = anL (y(n))+ · · ·+a2L (y′′)+a1L (y′)+a0L (y).

Rovnajı́-li se dvě funkce, musı́ se rovnat i jejich Laplaceovy obrazy. Označı́me-li tedy
L ( f (t)) = F(p), můžeme napsat

an(pnY − pn−1b0− . . .− pbn−2−bn−1)+

+an−1(pn−1Y − pn−2b0− . . .− pbn−3−bn−2)+

· · ·+a2(p2Y − pb0−b1)+a1(pY −b0)+a0Y = F(p).

Tuto rovnici nazýváme obrazem diferenciálnı́ rovnice. Můžeme ji ještě přepsat ve tvaru

(an pn +an−1 pn−1 + · · ·+a1 p+a0)Y−
−an(pn−1b0 + · · ·+ pbn−2 +bn−1)− . . .−a1b0 = F(p).

Z této algebraické rovnice můžeme vypočı́tat Y :

Y =
F(p)

an pn + · · ·+a2 p2 +a1 p+a0
+

+
an(pn−1b0 + · · ·+bn−1)+ · · ·+a2(pb0 +b1)+a1b0

an pn + · · ·+a2 p2 +a1 p+a0
.

Použijeme-li ještě stručnějšı́ho označenı́ Q(p) = ∑
n
i=0 ai pi (Q je tedy mnohočlen právě

n-tého stupně) a

P(p) = an(pn−1b0 + · · ·+bn−1)+ · · ·+a3(p2b0 + pb1 +b2)+a2(pb0 +b1)+a1b0

(P je tedy mnohočlen stupně nejvýše n−1), můžeme napsat

Y =
F(p)
Q(p)

+
P(p)
Q(p)

.

Tı́m jsme zı́skali obraz řešenı́ rovnice. Obvykle nám ovšem jde o skutečné řešenı́ rovnice,
tj. o předmět y(t), jehož obrazem je právě nalezená funkce Y (p). Podařı́-li se nám najı́t
funkci y(t), jejı́ž Laplaceův obraz by byl Y (p), pak je to právě hledané řešenı́. Při vyjádřenı́
tohoto řešenı́ se ovšem omezı́me na interval 〈0,+∞).

Věta 12 (O obrazu integrálu). Necht’ f (t) je předmět standardnı́ho typu,
L ( f (t))(p) = F(p). Potom

L

{∫ t

0
f (τ)dτ

}
=

F(p)
p

.

Důkaz. Přı́mým dosazenı́m.

Věta 13 (O translaci). Necht’ f (t) je předmět standardnı́ho typu. Necht’ϑ je nezáporná
konstanta. Potom L ( f (t−ϑ)) = e−pϑL ( f (t)).
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Důkaz. Přı́mým dosazenı́m.

V předpokladech věty je již obsaženo, že funkce f (t) je nulová pro všechna záporná t,
a že tedy funkce f (t−ϑ) je nulová pro všechna t < ϑ . Protože však tato okolnost je velice
důležitá, bývá užitečné zapamatovat si větu o translaci ve zněnı́, které to lépe zdůrazňuje:

L ( f (t−ϑ)H(t−ϑ)) = e−pϑL ( f (t)H(t)), ϑ ≤ 0.

Do této rovnice můžeme za f (t) dosadit libovolnou funkci po částech spojitou a exponen-
ciálnı́ho řádu.

Věty o translaci se často použı́vá k sestrojenı́ obrazů konečných impulsů. Konečným
impulsem nazýváme předmět standardnı́ho typu, který se rovná nule pro t > ϑ (ϑ > 0
je trvánı́m impulsu). Jde tedy o funkci, která může nabývat hodnot různých od nuly jen
v intervalu 〈0,ϑ〉. Pak platı́, že

L ( f (t)) = F(p) =
∫

ϑ

0
f (t)e−pt dt.

Při použitı́ Laplaceovy transformace na řešenı́ diferenciálnı́ch rovnic najdeme obraz
řešenı́ a potom hledáme k tomuto obrazu přı́slušný předmět. Úlohu najı́t k dané funkci
F(p) komplexnı́ proměnné předmět f (t) tak, aby L ( f (t)) = F(p), nazýváme zpětnou
transformacı́.

Při hledánı́ předmětu k danému obrazu použı́váme pravidel transformace uvedených
dřı́ve. Tak např. jestliže existujı́

L −1(F1) = f1, L −1(F2) = f2,

potom
L −1(c1F1 + c2F2) = c1 f1 + c2 f2

(linearita zpětné transformace). Tento vzorec lze rozšı́řit na libovolný konečný počet členů.
Podobně jestliže

L −1(F(p)) = f (t),

potom

L −1(F(p−a)) = eat f (t) (a libovolné),

L −1(e−apF(p)) = f (t−a)H(t−a) (a≤ 0).

Obdobně lze při zpětné transformaci užı́t i ostatnı́ch dřı́ve uvedených vět.
Při řešenı́ diferenciálnı́ch rovnic a elektrických obvodů se nejčastěji vyskytujı́ obrazy,

které majı́ tvar racionálnı́ lomené funkce.
Nutná a postačujı́cı́ podmı́nka pro to, aby racionálnı́ lomená funkce F(p) (tj. podı́l

dvou mnohočlenů) byla obrazem předmětu standardnı́ho typu, je tato: Stupeň čitatele je
nižšı́ než stupeň jmenovatele.

Metoda zpětné transformace racionálnı́ lomené funkce spočı́vá v tom, že racionálnı́
lomenou funkci rozložı́me v parciálnı́ zlomky typu

Ai

p− pi
,

Bi,k

(p− pi)k ,



Kapitola 1. Matematický aparát 13

kde pi jsou nulové body jmenovatele, Ai, Bi,k konstanty. Uvedené parciálnı́ zlomky jsou
však obrazy známých předmětů standardnı́ho typu:

1
p− pi

= L (epit),
1

(p− pi)k = L

(
tk−1epit

(k−1)!

)
.

Věta 14 (O rozkladu). Necht’ F(p) = P(p)
Q(p) je racionálnı́ lomená funkce, čitatel stupně

nižšı́ho než jmenovatel. Necht’ jmenovatel má právě n vesměs různých kořenů pi,
i = 1,2, . . . ,n, takže Q(p) = an(p− p1)(p− p2) . . .(p− pn), an 6= 0. Potom

F(p) =
n

∑
i=1

Ai

p− pi
,

kde

Ai = lim
p→pi

[(p− pi)F(p)] =
P(pi)

Q′(pi)
,

takže

f (t) =
n

∑
i=1

Aiepit =
n

∑
i=1

P(pi)

Q′(pi)
epit .

Důkaz. Užitı́m l’Hospitalova pravidla.

Konstanty Ai můžeme také dostat způsobem, který je obvyklý v integrálnı́m počtu, a to
porovnávánı́m koeficientů u jednotlivých mocnin p.

• Užitı́ věty o translaci při zpětné transformaci

Necht’ Q(p) je mnohočlen n-tého stupně, P1(p), P2(p) mnohočleny stupně nejvýše
n−1, a1, a2 nezáporné konstanty. Hledejme předmět k obrazu

F(p) =
e−a1 pP1(p)+ e−a2 pP2(p)

Q(p)
.

Napı́šeme

F(p) = e−a1 p P1(p)
Q(p)

+ e−a2 p P2(p)
Q(p)

a k oběma racionálnı́m funkcı́m, které se nám tu vyskytujı́, najdeme předměty. Označı́me
je tak, aby bylo zřejmé, že to jsou funkce nulové pro záporná t :

L −1
(

P1(p)
Q(p)

)
= g1(t)H(t), L −1

(
P2(p)
Q(p)

)
= g2(t)H(t).

Potom podle věty o translaci zřejmě platı́

f (t) = g1(t−a1)H(t−a1)+g2(t−a2)H(t−a2).
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1.2 Určitý integrál
V této části se budeme zabývat vı́cerozměrnými integrály, a to konkrétně integrály trojnými,
jež jsou nezbytným nástrojem pro výpočet některých fyzikálnı́ch veličin charakterizujı́cı́ch
prostorové útvary, jak si ukážeme později.

K zavedenı́ trojného integrálu je třeba definovat řadu pojmů. Zaved’me nejprve pojem
intervalu v prostoru.

Definice 8. Intervalem v prostoru neboli trojrozměrným intervalem budeme rozumět
množinu J, která je kartézským součinem třı́ intervalů J1, J2, J3⊆R. Tedy J = J1×J2×J3.

V dalšı́m budeme vždy uvažovat přı́pad, kdy všechny tři intervaly J1, J2 a J3 budou
omezené a uzavřené. Odpovı́dajı́cı́ trojrozměrný interval M = J1× J2× J3 pak bude ome-
zený a uzavřený kvádr, kde J1 = 〈a,b〉, J2 = 〈c,d〉 a J3 = 〈q,r〉.

Obrázek 1.1: Trojrozměrný interval M

Bud’ M = 〈a,b〉× 〈c,d〉× 〈q,r〉 trojrozměrný uzavřený omezený interval, který bu-
deme nazývat kvádrem. Necht’Dx : a = x0 < x1 < · · ·< xm = b je dělenı́ intervalu 〈a,b〉,
Dy : c = y0 < y1 < .. . < yn = d je dělenı́ intervalu 〈c,d〉 a necht’
Dz : q = z0 < z1 < .. . < zp = r je dělenı́ intervalu 〈q,r〉.
Označme Mi jk = 〈xi−1,xi〉×〈y j−1,y j〉×〈zk−1,zk〉, kde i ∈ {1,2, . . . ,m}, j ∈ {1,2, . . . ,n},
k ∈ {1,2, . . . , p}. Systém kvádrů {Mi jk : i = 1,2, . . . ,m; j = 1,2, . . . ,n; k = 1,2, . . . , p} na-
zýváme dělenı́m kvádru M a značı́me D = Dx×Dy×Dz. Kvádry Mi jk nazýváme dı́lky
dělenı́ D.

Bud’ f ohraničená funkce třı́ proměnných definovaná na kvádru
M = 〈a,b〉×〈c,d〉×〈q,r〉 a necht’D = Dx×Dy×Dz je dělenı́ kvádru M o dı́lcı́ch Mi jk,
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i = 1,2, . . . ,m; j = 1,2, . . . ,n; k = 1,2, . . . , p. Označme

Vi jk = sup{ f (x,y,z) : [x,y,z] ∈Mi jk},
vi jk = inf{ f (x,y,z) : [x,y,z] ∈Mi jk}

a položme

S(D, f ) =
m

∑
i=1

n

∑
j=1

p

∑
k=1

Vi jk(xi− xi−1)(y j− y j−1)(zk− zk−1),

s(D, f ) =
m

∑
i=1

n

∑
j=1

p

∑
k=1

vi jk(xi− xi−1)(y j− y j−1)(zk− zk−1).

Čı́slo S(D, f ) nazýváme hornı́m součtem a čı́slo s(D, f ) dolnı́m součtem funkce f při
dělenı́ D. Označı́me-li m(Mi jk) = (xi− xi−1)(y j− y j−1)(zk− zk−1), pak lze psát

S(D, f ) =
m

∑
i=1

n

∑
j=1

p

∑
k=1

Vi jkm(Mi jk),

s(D, f ) =
m

∑
i=1

n

∑
j=1

p

∑
k=1

vi jkm(Mi jk),

přičemž m(Mi jk) budeme nazývat mı́rou (objemem) kvádru Mi jk.

Obrázek 1.2: Dělenı́ trojrozměrného intervalu

Bud’D0 ∈D libovolné pevně zvolené dělenı́ intervalu M = 〈a,b〉×〈c,d〉×〈q,r〉. Platı́
s(D, f )≤ S(D0, f ) pro každé D ∈D− viz např. [12]. Množina {s(D, f ) : D ∈D} je tedy
neprázdná a shora omezená. Existuje proto sup{s(D, f ) : D ∈D}, které značı́me∫∫∫

M
f (x,y,z)dxdydz.
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Zřejmě platı́ ∫∫∫
M

f (x,y,z)dxdydz≤ S(D0, f ).

Dělenı́ D0 však bylo voleno libovolně, takže S(D, f ) ≥
∫∫∫

M f (x,y,z)dxdydz pro každé
D ∈D a množina všech hornı́ch součtů funkce f je zdola omezená a neprázdná. Existuje
tudı́ž inf{S(D, f ) : D ∈D}, které značı́me∫∫∫

M
f (x,y,z)dxdydz.

Přitom platı́ ∫∫∫
M

f (x,y,z)dxdydz≤
∫∫∫

M
f (x,y,z)dxdydz.

Definice 9. Čı́sla
∫∫∫

M f (x,y,z)dxdydz resp.
∫∫∫

M f (x,y,z)dxdydz nazveme dolnı́m resp.
hornı́m integrálem ohraničené funkce f na množině M. Platı́-li rovnost∫∫∫

M
f (x,y,z)dxdydz =

∫∫∫
M

f (x,y,z)dxdydz,

řı́káme, že f je integrovatelná (integrace schopna) na množině M a definujeme trojný
integrál

∫∫∫
M

f (x,y,z)dxdydz funkce f na množině M vztahem

∫∫∫
M

f (x,y,z)dxdydz =
∫∫∫

M
f (x,y,z)dxdydz =

∫∫∫
M

f (x,y,z)dxdydz.

Funkce f se nazývá integrand, množina M integračnı́ obor.

Definice 10. Řekneme, že omezená množina M ⊆ R3 je měřitelná, jestliže pro nějaký

kvádr R ⊇ M je charakteristická funkce množiny M χM(x,y,z) =

{
1 pro [x,y,z] ∈M,

0 pro [x,y,z] /∈M
integrovatelná na kvádru R. Přitom klademe

m(M) =
∫∫∫

R

χM(x,y,z)dxdydz

a čı́slo m(M) nazýváme (Jordanovou) mı́rou množiny M.

Definice 11. Necht’M ⊆ R3 je měřitelná množina a necht’ f je ohraničená funkce na M.
Funkci f nazveme integrovatelnou (integrace schopnou) na množině M, jestliže funkce
χM f určená předpisem

(χM f )(x,y,z) =

{
f (x,y,z) pro [x,y,z] ∈M,

0 pro [x,y,z] /∈M

je integrovatelná na nějakém kvádru R⊇M. Trojný integrál funkce f na množině M pak
definujeme vztahem∫∫∫

M

f (x,y,z)dxdydz =
∫∫∫

R

(χM f )(x,y,z)dxdydz.
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Definice 12. Necht’ ϕ, ψ jsou spojité funkce na intervalu 〈a,b〉 takové, že ϕ(x) ≤ ψ(x)
pro x ∈ 〈a,b〉. Označme A = {[x,y] ∈ R2 : x ∈ 〈a,b〉, ϕ(x)≤ y≤ ψ(x)}. Řı́káme, že A je
elementárnı́ množina vzhledem k ose x. Podobně, jsou-li ϕ, ψ spojité funkce na intervalu
〈c,d〉 takové, že ϕ(y) ≤ ψ(y) pro y ∈ 〈c,d〉, a je-li
A = {[x,y] ∈ R2 : y ∈ 〈c,d〉, ϕ(y) ≤ x ≤ ψ(y)}, řekneme, že A je elementárnı́ množina
vzhledem k ose y. Řı́káme, že množina A⊆R2 je elementárnı́, je-li elementárnı́ vzhledem
k ose x nebo vzhledem k ose y.

Definice 13. Bud’M elementárnı́ množina v R2 (vzhledem k ose x nebo vzhledem k ose
y) a necht’Φ(x,y), Ψ(x,y) jsou spojité funkce na M takové, že Φ(x,y)≤Ψ(x,y) pro každé
[x,y] ∈M. Množinu

Ω = {[x,y,z] ∈ R3 : [x,y] ∈M, Φ(x,y)≤ z≤Ψ(x,y)}

nazýváme elementárnı́ množinou vzhledem k rovině xy v R3. Analogicky definujeme
elementárnı́ množinu vzhledem k rovině xz, resp. vzhledem k rovině yz v R3. Elementárnı́
množinou v R3 rozumı́me elementárnı́ množinu vzhledem k některé z rovin xy, resp. xz,
resp. yz.

Uvedenými definicemi jsme si připravili půdu pro vyslovenı́ následujı́cı́ věty.

Věta 15. Bud’ Ω elementárnı́ množina v R3 vzhledem k rovině xy,
tj. Ω = {[x,y,z] ∈ R3 : [x,y] ∈M, Φ(x,y)≤ z≤Ψ(x,y)}, kde Φ, Ψ jsou funkce spojité na
M takové, že Φ(x,y)≤Ψ(x,y) pro každé [x,y] ∈M a M je elementárnı́ množina v R2. Je-li
funkce f spojitá na Ω, pak∫∫∫

Ω

f (x,y,z)dxdydz =
∫∫
M

(∫
Ψ(x,y)

Φ(x,y)
f (x,y,z)dz

)
dxdy.

Předpokládáme-li např., že M je elementárnı́ množina vzhledem k ose x,
tj. M = {[x,y] ∈ R2 : a ≤ x ≤ b, ϕ(x) ≤ y ≤ ψ(x)}, přičemž ϕ, ψ jsou funkce spojité na
〈a,b〉, takové, že ϕ(x)≤ ψ(x) pro každé x ∈ 〈a,b〉, pak∫∫∫

Ω

f (x,y,z)dxdydz =
∫ b

a

{∫
ψ(x)

ϕ(x)

(∫
Ψ(x,y)

Φ(x,y)
f (x,y,z)dz

)
dy
}

dx. (1.11)

Důkaz. Viz např. [7].

Záměnou pořadı́ proměnných v předchozı́ větě dostaneme u každé rovnice dalšı́ch pět
podobných vzorců, viz např. [7].

1.2.1 Transformace trojného integrálu
Z integrálnı́ho počtu funkcı́ jedné proměnné vı́me, že významnou metodou výpočtu urči-
tého integrálu je substitučnı́ metoda. Při užitı́ této metody nás zajı́má předevšı́m změna
integrandu, který chceme zjednodušit, abychom dokázali najı́t primitivnı́ funkci a mohli ji
použı́t pro výpočet určitého integrálu. I v přı́padě vı́cerozměrných integrálů má substitu-
čnı́ metoda velký význam pro jejich výpočet. Motivace je však poněkud jiná. Často nám
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totiž jde hlavně o změnu integračnı́ho oboru do podoby, která umožnı́ snadnějšı́ převod
na násobné integrály, a to mnohdy i za cenu přı́padného zkomplikovánı́ integrandu. Mı́sto
o substitučnı́ metodě se u vı́cerozměrných integrálů často mluvı́ o transformaci integrálu.

Abychom mohli vyslovit větu o transformaci trojného integrálu, je třeba opět zavést
některé pojmy.

Definice 14. Necht’ B⊆ R3 a necht’ g, h, k jsou funkce definované na množině B.
Bud’ F : B→ R3 zobrazenı́ přiřazujı́cı́ každému bodu [u,v,w] ∈ B bod
F(u,v,w) = [g(u,v,w), h(u,v,w), k(u,v,w)]. Řekneme, že zobrazenı́ F je spojitě diferenco-
vatelné v B, jestliže existuje otevřená množina Ω⊇ B taková, že funkce g, h, k lze rozšı́řit
na Ω takovým způsobem, aby měly v Ω spojité parciálnı́ derivace prvnı́ho řádu podle všech
třı́ proměnných u, v, w.

Je-li F : B→ R3 spojitě diferencovatelné zobrazenı́ v B, determinant

J =

∣∣∣∣∣∣
gu gv gw
hu hv hw
ku kv kw

∣∣∣∣∣∣
se nazývá jakobián zobrazenı́ F. Jakobián J : B→ R je funkcı́ proměnných u, v a w.

Definice 15. Spojitě diferencovatelné zobrazenı́ F : B→ R3 na otevřené množině B se
nazývá regulárnı́, je-li jeho jakobián J různý od nuly v každém bodě množiny B.

Nynı́ již můžeme zformulovat větu o transformaci trojného integrálu.

Věta 16. Necht’B⊆ R3 je uzavřená měřitelná množina a Ω⊆ R3 je otevřená množina,
B⊆Ω. Necht’ F : Ω→ R3 je prosté regulárnı́ zobrazenı́ s jakobiánem J takové, že
F(u,v,w) = [g(u,v,w), h(u,v,w), k(u,v,w)] pro každé [u,v,w] ∈ B. Necht’ funkce f pro-
měnných x, y a z je spojitá v množině A = F(B). Pak platı́ vztah∫∫∫

A

f (x,y,z)dxdydz =
∫∫∫

B

f (g(u,v,w), h(u,v,w), k(u,v,w))|J(u,v,w)|dudvdw.

Důkaz. Viz např. [7].

Uved’me nynı́ několik běžných, často užı́vaných transformacı́ x = g(u,v,w),
y = h(u,v,w), z = k(u,v,w) trojného integrálu. Patřı́ sem např. posunutı́, dilatace, trans-
formace do válcových či sférických souřadnic. V dalšı́m se budeme podrobněji zabývat
transformacı́ do válcových souřadnic.

• Transformace do válcových souřadnic

Transformace do válcových (cylindrických) souřadnic ρ, ϕ, z je dána vztahy

x = ρ cosϕ,

y = ρ sinϕ,

z = z.
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Jakobián tohoto zobrazenı́ je roven

J(ρ, ϕ, z) =

∣∣∣∣∣∣
gρ gϕ gz
hρ hϕ hz
kρ kϕ kz

∣∣∣∣∣∣=
∣∣∣∣∣∣
cosϕ −ρ sinϕ 0
sinϕ ρ cosϕ 0

0 0 1

∣∣∣∣∣∣= ρ cos2
ϕ +ρ sin2

ϕ = ρ.

Všimněme si nynı́ geometrického významu cylindrických souřadnic bodu T majı́cı́ho
kartézské souřadnice [x,y,z].Označme T ′ kolmý průmět bodu T do souřadnicové roviny xy,
tedy T ′ má souřadnice [x,y,0]. Bod T ′ vyjádřı́me v polárnı́ch souřadnicı́ch [ρ,ϕ] v rovině
xy. Polohu bodu T v prostoru lze nynı́ určit trojicı́ čı́sel [ρ,ϕ,z], což jsou cylindrické
souřadnice bodu T. Transformace do válcových souřadnic je výhodné užı́vat zejména
v přı́padech, kdy integračnı́ obor je rotačnı́ těleso s osou rotace v ose z, nebo jeho vhodná
část. V přı́padě, že integrand je těleso majı́cı́ osu rotace v ose x nebo v ose y, je možné
použı́t patřičně modifikované transformace do válcových souřadnic.

Obrázek 1.3: Válcové souřadnice



Kapitola 2

Užitı́ diferenciálnı́ch rovnic

2.1 Pohybová rovnice[13]

Druhý pohybový zákon, zákon sı́ly, můžeme zapsat ve tvaru

~F =
d(m~v)

dt
.

Je-li m =konst., pak

~F = m
d~v
dt
,

~F = m
d2~r
dt2 . (2.1)

~F je výsledná sı́la v čase t, která působı́ na těleso hmotnosti m, ~r polohový vektor, ~v je
okamžitá rychlost v čase t. Této rovnici řı́káme pohybová rovnice. Známe-li působı́cı́
sı́lu, pak řešenı́m pohybové rovnice - diferenciálnı́ rovnice - můžeme určit zákony daného
pohybu, tj. rychlost a dráhu v závislosti na čase.

Pohyb můžeme rozložit do souřadných os x,y,z. Pak pohybovou rovnici (2.1) můžeme
nahradit třemi složkovými rovnicemi:

Fx = m
dvx

dt
= m

d2x
dt2 ,

Fy = m
dvy

dt
= m

d2y
dt2 ,

Fz = m
dvz

dt
= m

d2z
dt2 .

Zákon sı́ly poskytuje tři nezávislé rovnice, z nichž lze určit pohyb tělesa vzhledem ke
zvolené soustavě souřadnic, známe-li složky sı́ly v každém okamžiku. Pohybové rovnice
lze užı́t na tuhá tělesa, jestliže konajı́ posuvný pohyb, který je zcela určen pohybem jediného
bodu tělesa - hmotného středu.

Pro rotačnı́ pohyb tělesa nabývá pohybová rovnice tvaru

~M = I~ε,

– 20 –
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kde ~M je moment sı́ly vzhledem k ose rotace,~ε = d~ω
dt je vektor úhlového zrychlenı́ rotačnı́ho

pohybu, I je moment setrvačnosti tělesa vzhledem k ose rotace. Způsobem, kterým lze
osové momenty setrvačnosti tělesa určit, se budeme podrobně zabývat v kapitole 3.

Tyto pohybové rovnice umožňujı́ určit zrychlenı́, rychlost, dráhu, popř. úhlové zrych-
lenı́, úhlovou rychlost a úhlovou dráhu pohybu tuhého tělesa, známe-li výslednici vnějšı́ch
sil ~F u posuvného pohybu a výsledný moment sil ~M u otáčivého pohybu. Tedy řešit pohyb
tělesa bude znamenat sestavit pohybovou rovnici a řešit přı́slušnou diferenciálnı́ rovnici.
Ty nejjednoduššı́ rovnice budeme řešit integracı́ po separaci proměnných.

• Řešenı́ pohybových rovnic[8]

Při řešenı́ praktických úloh se můžeme setkat se dvěma základnı́mi přı́pady:
- známe kinematické charakteristiky pohybu bodového tělesa a určujeme sı́ly, které tyto
pohyby vyvolaly nebo sı́ly, které tyto pohyby doprovázejı́;
- známe sı́ly působı́cı́ na bodové těleso a určujeme kinematické charakteristiky pohybů,
které tyto sı́ly vyvolávajı́.

Prvý přı́pad je snadný. Známe-li napřı́klad parametrické rovnice pohybu bodového
tělesa

x(t) = f1(t), y(t) = f2(t), z(t) = f3(t),

zı́skáme dvojı́m derivovánı́m soustavu rovnic

ẍ(t) =
d2 f1(t)

dt2 , ÿ(t) =
d2 f2(t)

dt2 , z̈(t) =
d2 f3(t)

dt2 ,

která po vynásobenı́ hmotnostı́ m dává již přı́mo složky hledané výsledné sı́ly:

Fx(t) = mẍ(t), Fy(t) = mÿ(t), Fz(t) = mz̈(t),

čı́mž je problém vyřešen.
Druhý přı́pad je složitějšı́, protože vede na řešenı́ diferenciálnı́ch rovnic. Budeme

předpokládat, že silové účinky jsou funkcemi vždy jednoho parametru (času, dráhy, rych-
losti, apod.); napřı́klad: F(t) = F0 cosαt,F(x) = kx,F(v) = bvs, . . . , kde F0,α,k,b,s jsou
konstanty. Dále si připomeneme základnı́ vztahy mezi kinematickými veličinami:

v =
dx
dt
, a =

d2x
dt2 =

dv
dt

=
d(v2)

2dx
=

vdv
dx

. (2.2)

Hledané pohybové rovnice jsou ovšem závislé na konkrétnı́ch počátečnı́ch podmı́nkách,
napřı́klad: pro t = 0 je v(t = 0) = v(0) = v0 a x(t = 0) = x(0) = x0, apod.
Výsledná pohybová rovnice - s uváženı́m konkrétnı́ch formulacı́ působı́cı́ch silových
účinků a počátečnı́ch podmı́nek - musı́ ale obsahovat pouze dva parametry, závislý a nezá-
vislý. Toho obvykle dosáhneme vhodným výběrem zrychlenı́ z druhého vztahu v rovnici
(2.2).
Vı́ce parametrů než dva v pohybových rovnicı́ch pak vede na řešenı́ parciálnı́ch diferenci-
álnı́ch rovnic.
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2.2 Mechanika těles
Rychlost pohybu hmotného bodu[13]

Určete závislost rychlosti pohybu hmotného bodu na čase, je-li jeho zrychlenı́ přı́mo
úměrné okamžité rychlosti v(v > 0). V čase t = 0 s je v = v0.

Řešenı́
Podle zadánı́ je zrychlenı́ a = kv, tj.

dv
dt

= kv. (2.3)

Obdrželi jsme diferenciálnı́ rovnici prvnı́ho řádu, kterou vyřešı́me separacı́ proměnných.
Rovnici upravı́me na tvar

dv
v

= k dt

a můžeme integrovat
lnv = kt +C1, v > 0. (2.4)

Protože chceme určit v, je výhodné i konstantu napsat ve tvaru lnC bez újmy na obecnosti.
Dále použijeme vztah kt =lnekt . Tedy (2.4) můžeme napsat ve tvaru:

lnv = lnekt + lnC,

lnv = lnCekt ,

v =Cekt .

V čase t = 0 s je v = v0, tj. v0 = Ce0,C = v0. Partikulárnı́ řešenı́ rovnice (2.3), a tedy
hledaná rychlost je v = v0ekt .

Volný pád[3]

Těleso o hmotnosti m = 1 kg je spuštěno bez počátečnı́ rychlosti ve vakuu. Nalezněte
rovnice pohybu, vı́te-li, že na těleso působı́ stálá sı́la rovná 980 N.

Řešenı́
Připustı́me, že pohyb se děje ve svislé ose OA a zvolme za počátečnı́ polohu tělesa bod

O.
Hledaná rovnice je vztah mezi drahou s tělesem vykonanou a časem t k tomu potřebným.

V mechanice se ukazuje, že má-li těleso hmotnost rovnou 1 kg, zrychlenı́ a se rovná
sı́le, která na těleso působı́, tedy v uvažovaném přı́padu je a = 980 ms−2.

Dále je známo, že zrychlenı́ a se rovná prvnı́ derivaci rychlosti čili dv
dt anebo druhé

derivaci dráhy d2s
dt2 , takže

a =
dv
dt

=
d2s
dt2 .
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O

A

Obrázek 2.1: Volný pád

Abychom nalezli okamžitou rychlost v, vyjdeme z rovnice

dv
dt

= 980.

Integracı́ zı́skáme

v− v0 =
∫ t

0
980 dτ = 980t.

Těleso je spuštěno bez počátečnı́ rychlosti, tedy v0 = 0 a odtud

v = 980t.

Protože rychlost v je rovna prvnı́ derivaci dráhy s, můžeme opět psát:

v =
ds
dt

= 980t

čili
ds = 980tdt.

Integracı́ zı́skáme:

s− s0 =
∫ t

0
980τ dτ = 980

t2

2
= 490t2.

Protože s0 = 0, hledaná rovnice mezi drahou s a časem t je dána vzorcem:

s = 490t2.

Obecný přı́pad jednorozměrného pohybu[3]

Předpokládejme nynı́, že máme nalézt rovnici pro jednorozměrný pohyb v obecném
přı́padě: těleso je vrženo počátečnı́ rychlostı́ v0 z bodu vzdáleného od počátku O o vzdá-
lenost s0. Tı́hové zrychlenı́ značı́me g.

Řešenı́
Předevšı́m máme

a =
dv
dt

= g,

čili
dv = gdt
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a integracı́

v− v0 =
∫ t

0
g dτ = [gτ]t0 = gt.

Okamžitá rychlost tudı́ž je
v = gt + v0.

Avšak okamžitá rychlost je derivacı́ dráhy, čili

v =
ds
dt

= gt + v0,

čili
ds = gtdt + v0dt.

Integracı́ se zı́ská

s− s0 =
∫ t

0
gτ dτ +

∫ t

0
v0 dτ = g

t2

2
+ v0t.

Hledaná rovnice tedy znı́:

s =
gt2

2
+ v0t + s0.

Neřešené přı́klady[autor]

Zkoumejte vrh tělesa v homogennı́m tı́hovém poli. Necht’těleso je vrženo kolmo vzhůru
ve směru osy x. Rychlost tělesa je dx

dt , zrychlenı́ d2x
dt2 . Určete polohu tělesa v čase t, jestliže

v čase t = 0 je jeho poloha x0 a rychlost v0.

Nakloněná rovina[13]

Těleso se pohybuje působenı́m tı́hové sı́ly po nakloněné rovině o elevačnı́m úhlu α

z bodu A do bodu B. Určete rychlost v bodě B, je-li AB = s, součinitel třenı́ f = tgϕ

a rychlost v bodě A je nulová.

α

A

B

mg

Fn

F1

F2

Obrázek 2.2: Nakloněná rovina
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Řešenı́
Ve směru pohybu působı́ na těleso sı́ly

F1 = mgsinα,

F2 =−mgcosα tgϕ.

Prvnı́ sı́la představuje složku tı́hové sı́ly, druhá sı́la pak třecı́ sı́lu, jež je součinem normálové
sı́ly Fn a součinitele třenı́ f . Pohybová rovnice tělesa má tedy tvar

m
dv
dt

= mgsinα−mgcosα tgϕ. (2.5)

Rovnici (2.5) zkrátı́me hmotnostı́ m a upravı́me pravou stranu užitı́m vztahů

tgϕ =
sinϕ

cosϕ
, sin(α−ϕ) = sinα cosϕ− cosα sinϕ.

Dostáváme pohybovou rovnici ve tvaru

dv
dt

=
sin(α−ϕ)

cosϕ
g.

Odtud vidı́me, že pohyb tělesa po nakloněné rovině je možný jen při α > ϕ.
Integracı́ dostaneme

vb− va =
∫ t

0

sin(α−ϕ)

cosϕ
gdτ =

sin(α−ϕ)

cosϕ
gt.

Označme rychlost v bodě B jako v = vb. Rychlost v bodě A je nulová, proto

v =
sin(α−ϕ)

cosϕ
gt. (2.6)

Označı́me-li dráhu x, dostaneme dalšı́ integracı́
(v = dx

dt )

xb− xa =
∫ t

0

sin(α−ϕ)

cosϕ
gτ dτ =

gt2

2cosϕ
sin(α−ϕ).

Podle zadánı́ je xa =0 m, xb = AB = s. Odtud

s =
gt2

2cosϕ
sin(α−ϕ). (2.7)

Nakonec z (2.6) dostáváme po vyloučenı́ času a dosazenı́ z (2.7)

v =

√
2gssin(α−ϕ)

cosϕ
.
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x

y

y

x
O

X

v0

mg

Rvy

Rvx

v

FR

Obrázek 2.3: Vodorovný vrh

Vodorovný vrh[13]

Řešte vodorovný vrh za předpokladu, že pohyb se děje ve vzduchu s odporem prostředı́
přı́mo úměrným okamžité rychlosti.

Řešenı́
Uvažujme soustavu souřadnic (O;x,y) s kladnou poloosou y svisle dolů. Počátek vrhu

je v bodě O a počátečnı́ rychlost je ~v0. Předpokládejme, že těleso (hmotný bod) je v čase t
v bodě X , jehož souřadnice jsou x,y. Máme za úkol určit vztah mezi x,y.

Velikost odporové sı́ly je |Fr| = R · v, směr má opačný než rychlost ~v; ~v znamená
okamžitou rychlost tělesa v bodě X . Budeme předpokládat, že R > 0 je natolik malé, že
velikost odporové sı́ly Fr je menšı́ než velikost sı́ly tı́hové Fg. Úlohu budeme dále řešit tak,
že pohyb rozložı́me do směru souřadných os x,y. Složky sı́ly ~Fr jsou Frx =−Rvx,
Fry =−Rvy. Dostaneme tedy dvě pohybové rovnice

m
d2x
dt2 =−Rvx, (2.8)

m
d2y
dt2 =−Rvy +mg > 0. (2.9)

Ve směru osy x působı́ na pohybujı́cı́ se těleso jen odpor prostředı́, ve směru osy y kromě
odporové sı́ly ještě tı́hová sı́la.

Vyřešı́me nynı́ každou diferenciálnı́ rovnici samostatně. Obě rovnice patřı́ mezi lineárnı́
diferenciálnı́ rovnice prvnı́ho řádu. Můžeme je však řešit metodou separace proměnných.
Rovnici (2.8) můžeme přepsat na tvar

dvx

dt
=−R

m
vx.

Separacı́ proměnných dostaneme

dvx

vx
=−R

m
dt
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a integracı́

lnvx = lne−(
R
m )t + lnC1,

vx =C1e−(
R
m )t .

Vodorovná složka rychlosti vodorovného vrhu se s časem neměnı́. Neustále si udržuje svou
počátečnı́ hodnotu, v našem přı́padě hodnotu v0.
Z počátečnı́ch podmı́nek (vx(0) = v0) tedy určı́me konstantu C1 : C1 = v0. Takže

vx = v0e−(
R
m )t . (2.10)

Podobně postupně upravı́me a vyřešı́me rovnici (2.9):

dvy

dt
=−R

m
vy +g, mg > Rvy,

dvy

g− R
mvy

= dt.

Postupně dostaneme:

−m
R

ln
(

g− R
m

vy

)
= t + lnC2,

ln
(

g− R
m

vy

)−(m
R )

= lnC2et ,(
g− R

m
vy

)−(m
R )

=C2et .

Z počátečnı́ch podmı́nek (vy(0)=0 ms−1 ) určı́me

C2 = g−(
m
R ).

Dosadı́me a umocnı́me celou rovnici na (− R
m) :

g− R
m

vy = ge−(
R
m )t ,

vy =
mg
R

(1− e−(
R
m )t).

Obdrželi jsme tak obě složky výsledné rychlosti v čase t. Jejı́ velikost je

v =
√

v2
x + v2

y ,

v =

√
v2

0e−(
2R
m )t +

m2g2

R2 (1−2e−(
R
m )t + e−(

2R
m )t).

Rovnici trajektorie, tj. y = f (x), dostaneme dalšı́ integracı́. Pro souřadnici x dostaneme
z (2.10)

dx
dt

= v0e−(
R
m )t
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a odtud integracı́
x =−v0

m
R

e−(
R
m )t +C3.

Z počátečnı́ch podmı́nek (x(0) = 0 m) je C3 =
m
R v0, a tedy

x =
m
R

v0(1− e−(
R
m )t). (2.11)

Podobně dostaneme z rovnice pro vy souřadnici y bodu X :

y =
mg
R

t− m2g
R2 (1− e−(

R
m )t). (2.12)

Rovnice (2.11), (2.12) udávajı́ parametrické vyjádřenı́ trajektorie pohybu tělesa či
hmotného bodu při vodorovném vrhu s odporem prostředı́. Explicitnı́ vyjádřenı́ ve tvaru
y = f (x) lze zı́skat takto:
Z rovnice (2.11) vypočteme:

1− e−(
R
m )t =

R
mv0

x,

t =−m
R

ln
(

1− R
mv0

x
)
.

Dosadı́me za t do funkčnı́ rovnice (2.12) a po úpravě obdržı́me

y =−m2g
R2 ln

[(
1− R

mv0
x
)

e(
R

mv0
)x
]
.

Poslednı́ rovnice je funkčnı́ rovnicı́ y = f (x) trajektorie vodorovného vrhu s odporem pro-
středı́ úměrným prvnı́ mocnině rychlosti. Musı́ platit 1− R

mv0
x > 0, tj. x < mv0

R .

Neřešené přı́klady[13]

Určete zákony svislého vrhu vzhůru. Pohyb se děje ve vakuu a v homogennı́m tı́hovém
poli.

Y

v

mg

v0

y

Obrázek 2.4: Vrh svislý vzhůru
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Pohyb hmotného bodu[10]

Jednorozměrný pohyb hmotného bodu (s hmotnostı́ m) pod vlivem sı́ly F(x) = −dU
dx

je popsán rovnicı́

mẍ =−dU
dx

, (2.13)

kde U je potenciálnı́ energie hmotného bodu. Najděte obecné řešenı́ této pohybové rovnice.

Řešenı́
Rovnici (2.13) vynásobı́me ẋ, užijeme identity xẋ = d

dt (
1
2x2), ẋẍ = d

dt (
1
2 ẋ2) a vztah

dU
dx ẋ = dU

dx
dx
dt =

dU
dt , což dá

d
dt

(
1
2

mẋ2 +U
)
= 0.

Odtud plyne
1
2

mẋ2 +U = konst ≡W. (2.14)

Tento výraz vyjadřuje zákon zachovánı́ energie, integračnı́ konstanta W je tedy rovna
součtu kinetické (1

2mẋ2) a potenciálnı́ energie U. Takový systém, jehož celková energie se
zachovává, se nazývá konzervativnı́.

Z (2.14) plyne
dx
dt

=±
[

2
m
(W −U)

] 1
2

,

odkud integracı́ zı́skáme obecné řešenı́

t = t0±
(m

2

) 1
2
∫ x

x0

[W −U(s)]−
1
2 ds.

Dostáváme tak řešenı́ v implicitnı́m tvaru t = f (x).

Neřešené přı́klady[autor]

Úlohu řešte pro U = 10x J a řešenı́ zapište v explicitnı́m tvaru. Dále si libovolně zvolte
počátečnı́ podmı́nky a řešte počátečnı́ úlohu za těchto podmı́nek.

Parametry pohybu[8]

Určete parametry pohybu bodového tělesa, pohybujı́cı́ho se ve směru osy x za působenı́
sı́ly Fx(t) = mb

c2+t2 , kde m je hmotnost, t je čas a b a c jsou konstanty. V okamžiku t = 0
necht’je x(0) = x0 a v(0) = v0.
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Řešenı́
S ohledem na definici sı́ly, počátečnı́ podmı́nky a relace (2.2), dostaneme po dosazenı́

do rovnice ~F = md~v
dt = m~a:

ma = Fx(t) resp. m
dv
dt

=
mb

(c2 + t2)
.

Po separaci proměnných a po zavedenı́ počátečnı́ch podmı́nek do integračnı́ch mezı́ dosta-
neme rovnici

m
∫ v(t)

v0

dv =
∫ t

0

mb
(c2 + τ2)

dτ,

ze které po elementárnı́ch úpravách vypočı́táme tzv. prvnı́ integrál pohybové rovnice:

v(t) = v0 +
∫ t

0

b
(c2 + τ2)

dτ = v0 +
b
c

arctg
( t

c

)
. (2.15)

S ohledem na prvnı́ vztah (2.2) můžeme psát

v(t) =
dx
dt

resp. dx = v(t)dt

a po dosazenı́ za v(t) a elementárnı́ch úpravách vypočı́táme

x(t) = x0 + v0t +
∫ t

0

[∫
ξ

0

b
(c2 + τ2)

dτ

]
dξ = x1 + v0t +

bt
c

arctg
( t

c

)
− b

2c
ln
(

1+
t2

c2

)
.

(2.16)
Tato rovnice bývá také nazývána tzv. druhým integrálem pohybové rovnice. Rovnice
(2.15), (2.16) dávajı́ úplné řešenı́ úlohy a je patrné, jak se na výsledcı́ch projevı́ vliv počá-
tečnı́ch podmı́nek.

Rotor elektromotoru[8]

Po vypnutı́ proudu působı́ na rotor elektromotoru moment M =−k1−k2ω2, kde prvnı́
člen na pravé straně rovnice vzniká předevšı́m vlivem pasivnı́ch odporů v ložiscı́ch a druhý
člen je způsoben ventilačnı́mi ztrátami rotoru. Jestliže v okamžiku vypnutı́ proudu byly
otáčky rotoru n0 = 50 ot/s, určete:
1. Dobu potřebnou pro zastavenı́ rotoru od okamžiku vypnutı́ proudu.
2. Počet otočenı́ rotoru do úplného zastavenı́.
Je dáno: moment setrvačnosti rotoru vzhledem k ose otáčenı́ charakterizujı́cı́ rozloženı́
hmoty rotoru vzhledem k této ose I = 11,75 kg·m2; hodnota výrazu k1 představujı́cı́ sou-
čin deviačnı́ho momentu rotoru a úhlového zrychlenı́ k1 = 0,8 N·m; hodnota výrazu k2
zachycujı́cı́ deviačnı́ moment rotoru k2 = 0,015 kg·m2.

Řešenı́
Vyjdeme z pohybové rovnice pro rotačnı́ pohyb tělesa M = Iε, kde úhlové zrychlenı́ ε

je časovou derivacı́ úhlové rychlosti ω.
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Dosazenı́m za moment M ze zadánı́ úlohy bude pohybová rovnice rotačnı́ho pohybu rotoru
elektromotoru

−k1− k2ω
2 = Iε (2.17)

1. Za úhlové zrychlenı́ dosadı́me ε = dω

dt a po separaci proměnných bude∫ t

0
dt =−I

∫
ω

ω0

dw
k1 + k2w2 ,

odkud obdržı́me:

t =
I√

k1k2

(
arctg

√
k2

k1
ω0− arctg

√
k2

k1
ω

)
.

Má-li se rotor zastavit, bude ω = 0, takže bude

t =
11,75√

0,8 ·0,015
arctg

√
0,015
0,8

2π ·50 = 166 s.

2. Máme-li určit úhlovou dráhu φ do úplného zastavenı́ rotoru, dosadı́me do pohybové
rovnice (2.17) za úhlové zrychlenı́ ε = ωdω

dϕ
.

Po separaci proměnných bude ∫
φ

0
dϕ =−I

∫
ω

ω0

wdw
k1 + k2w2 .

Po integraci dostaneme

φ =
I

2k2
ln

k1 + k2ω2
0

k1 + k2ω2 .

Dosadı́me-li ω = 0, dostaneme

φ =
11,75

2 ·0,015
ln

0,8+0,015 · (2π ·50)2

0,8
= 4591,49 rad,

takže počet otočenı́ rotoru do zastavenı́ bude

N =
φ

2π

.
= 730 ot.
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2.3 Lana a kladky[5]

Tato kapitola se zabývá mechanickými systémy, v nichž jsou částice připevněny k lanu,
které je vedeno přes kladky. Pro jednoduchost nebudeme uvažovat třenı́ a hmotnosti lana
a kladek. Newtonovy zákony pak lze použı́t k určenı́ tahové sı́ly lana a zrychlenı́ částic. Na
základě tohoto matematického modelu lze vysvětlit princip kladkostrojů, které jsou často
využı́vány v továrnách ke zvedánı́ těžkých nákladů.

Dynamickou úlohu lana lze ilustrovat pomocı́ dvou týmů soutěžı́cı́ch v přetahovánı́
lanem. Přitahovánı́m lana jeden tým vyvı́jı́ sı́lu působı́cı́ na druhý tým, přestože jsou od
sebe vzdáleny. Tedy lano umožňuje přenos sı́ly na dálku.

Uvažujme nynı́ lano napı́nané na jednom z konců. Obrázek ukazuje řez lanem v bodě
podél jeho délky.

A B

A

B

T

-T

Obrázek 2.5: Tah v laně

Tento řez myšlenkově rozdělı́ lano na dvě části, které označı́me A a B. Část lana A působı́
silou na B o velikosti T > 0. Podle třetı́ho Newtonova zákona bude část lana B působit na
A stejně velkou silou T > 0 ale opačného směru. Tahová sı́la lana je tedy definována jako
společná velikost T > 0 výše uvedených sil.

Lano nazveme lehkým, má-li nulovou hmotnost. Přestože se takové lano v praxi nevy-
skytuje, jeho existenci předpokládáme jako součást našeho idealizovaného matematického
modelu. V praxi se lana nulové hmotnosti nahrazujı́ lany, jejichž hmotnosti jsou velmi
malé v porovnánı́ s hmotnostmi zavěšených těles.

Platı́: Tahová sı́la lehkého lana napnutého silou na jednom konci je konstantnı́ po celé
délce lana.

Tahová sı́la lana se může měnit během přechodu přes kladku. Napřı́klad, jestliže čep
kladky nenı́ pořádně namazaný, velká část sı́ly vyvinuté na jednom konci lana se spotřebuje
namı́sto zvedánı́ nákladu k roztočenı́ kladky, podobně je tomu v přı́padě, kdy kladka je
velká a těžká. Protikladným přı́padem je kladka s malým třenı́m v čepu a s hmotnostı́ velmi
malou v porovnánı́ s hmotnostı́ nákladu. Taková kladka je modelem idealizované kladky
nulové hmotnosti a s nulovým třenı́m, kterou nazýváme hladkou a lehkou. Tato kladka
neměnı́ tahovou sı́lu lana.

• Řešenı́ kladek[5]

V typickém přı́kladě jsou částice zavěšeny na laně jdoucı́m přes kladky. Našı́m cı́lem
je zjistit tahovou sı́lu lana a zrychlenı́ částic. Hlavnı́m krokem během řešenı́ je použitı́
Newtonova druhého zákona. K tomu je však nutné použı́t několik kroků úvodnı́ch a také
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závěrečných.
K řešenı́ přı́kladů užı́váme zhruba následujı́cı́ postup:

1.: Provedeme nákres, částice zachytı́me v odpovı́dajı́cı́ch pozicı́ch. Zavedeme souřadnice
pro částice a vybereme pı́smeno, kterým budeme značit tahovou sı́lu lana.
2.: Vyjádřı́me délku lana pomocı́ souřadnic. Tı́m obdržı́me vztah mezi zrychlenı́m částic.
3.: Pro každou částici provedeme nákres zachycujı́cı́ všechny sı́ly, které působı́ na částice.
4.: Aplikujeme Newtonův druhý zákon na každou částici.
5.: Zı́skané rovnice vyřešı́me pro neznámé - zrychlenı́ částic a tahovou sı́lu lana.
6.: Zamyslı́me se, jaký fyzikálnı́ význam majı́ výsledky a zda jsou skutečně řešenı́m přı́-
kladu.

Přı́klad 1[5,autor]

Dvě částice o hmotnostech 1 kg a 2 kg jsou připevněny ke koncům lana zanedba-
telné hmotnosti, které je vedeno přes hladkou kladku zanedbatelné hmotnosti. Kladka je
zavěšena ve stálé vzdálenosti pod úrovnı́ stropu. Určete zrychlenı́ částic a tahovou sı́lu lana.

Řešenı́
1.: Provedeme nákres a zavedeme značenı́. Částice zachytı́me v čase t v odpovı́dajı́cı́ch

pozicı́ch, jak je naznačeno na obrázku.

1 kg

2 kg

x1

x2

Obrázek 2.6: Lano vedené přes kladku

Necht’x1 a x2 jsou souřadnice částic tak jako na obrázku. Tedy x1 je vzdálenost prvnı́ částice
od středu kladky, podobně x2 je vzdálenost druhé částice od středu kladky. Všimněme si,
že jestliže souřadnice částice roste, pak se pohybuje směrem dolů. A proto tento směr je
kladným směrem souřadnic.
2.: Z nákresu vidı́me, že

x1 + x2 = délka lana − 1
2
· obvod kladky.
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Jelikož součet x1 + x2 se v čase neměnı́, je tedy konstantnı́ a jeho derivace podle t je
rovna 0. Podle pravidla pro derivaci součtu pak dostáváme

ẍ1 + ẍ2 = 0. (2.18)

3.: Nakreslı́me obrázek, ve kterém jsou znázorněny všechny sı́ly působı́cı́ na jednotlivé
částice.

1 kg
2 kg

-T -T

1g

2g

Obrázek 2.7: Sı́ly působı́cı́ na částice

Sı́ly, kterými působı́ lano na částice, směřujı́ vzhůru, tedy v záporném směru souřadnic.
Dále na každou částici působı́ tı́hová sı́la směrem dolů.
4.: Aplikujeme Newtonův druhý zákon. Pro každou částici je součin hmotnosti a zrychlenı́
roven výsledné sı́le. Z obrázku 2.7 vidı́me, že platı́

1ẍ1 = 1g−T, (2.19)
2ẍ2 = 2g−T. (2.20)

5.: Rovnice vyřešı́me. Rovnice (2.18), (2.19) a (2.20) tvořı́ systém třı́ lineárnı́ch rovnic
o třech neznámých ẍ1, ẍ2 a T :

ẍ1 + ẍ2 = 0
ẍ1 +T = g

2ẍ2 +T = 2g.

Soustavu můžeme přepsat do maticového tvaru

A · x = b,

A =

 1 1 0
1 0 1
0 2 1

 , x =

 ẍ1
ẍ2
T

 , b =

 0
g

2g

 .

Systém vyřešı́me pomocı́ Cramerova pravidla. Dostáváme

ẍ1 =
|A1|
|A|

, ẍ2 =
|A2|
|A|

, T =
|A3|
|A|

,
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kde |A|=

∣∣∣∣∣∣
1 1 0
1 0 1
0 2 1

∣∣∣∣∣∣=−2−1 =−3, |A1|=

∣∣∣∣∣∣
0 1 0
g 0 1

2g 2 1

∣∣∣∣∣∣= 2g−g = g,

|A2|=

∣∣∣∣∣∣
1 0 0
1 g 1
0 2g 1

∣∣∣∣∣∣= g−2g =−g, |A3|=

∣∣∣∣∣∣
1 1 0
1 0 g
0 2 2g

∣∣∣∣∣∣=−2g−2g =−4g.

Odtud

ẍ1 = −1
3

g,

ẍ2 =
1
3

g,

T =
4
3

g.

Takže prvnı́ částice má zrychlenı́ směrem vzhůru o velikosti 1
3g ms−2, druhá částice má

zrychlenı́ stejné velikosti, ale směřuje dolů. Tahová sı́la lana je 4
3g N.

6.: Zkontrolujeme odpovědi. Přibližné výsledky můžeme předpovědět již z obrázku 2.6.
Napřı́klad ẍ1 by mělo být záporné a ẍ2 kladné, nebot’ lehčı́ částice se bude urychlovat
směrem vzhůru a těžšı́ směrem dolů. Navı́c velikost zrychlenı́ by měla být menšı́ než g,
protože pádu těžšı́ částice bránı́ tahová sı́la lana, která směřuje vzhůru. Velikost tahové sı́ly
by měla být mezi g a 2g. Tahová sı́la by totiž měla být většı́ než tı́hová sı́la lehčı́ částice
(aby se mohla pohybovat směrem vzhůru) a menšı́ než tı́hová sı́la těžšı́ částice (aby se
mohla pohybovat směrem dolů).
Vidı́me tedy, že naše předpověd’výsledků na základě obrázku odpovı́dá vypočteným hod-
notám, tudı́ž jsme počı́tali správně. Vypočtené výsledky dávajı́ smysl a jsou řešenı́m úlohy.

Neřešené přı́klady[5]

Předpokládejte, že v předchozı́m přı́kladě jsou částice uvolněny z klidu v momentě,
kdy těžšı́ částice je ve výšce 2 m nad podlahou. Za předpokladu, že lano je dostatečně
dlouhé, určete, za jak dlouho se těžšı́ částice dotkne podlahy.

Přı́klad 2[5]

Těleso o hmotnosti 1 kg ležı́ na stole a je připevněno k jednomu konci vlákna zanedba-
telné hmotnosti. Vlákno je vedeno před hladkou kladku zanedbatelné hmotnosti, která je
připevněna k hraně stolu. Na druhém konci vlákna je připevněno těleso o hmotnosti 2 kg,
které visı́ dolů přes hranu stolu. Koeficient třenı́ µ mezi tělesem a stolem je 0,1. Určete
zrychlenı́ tělesa ležı́cı́ho na stole v přı́padě, kdy a) těleso je uvedeno do pohybu ve směru
od kladky, b) těleso je uvedeno do pohybu směrem ke kladce.

Řešenı́
Necht’x v metrech je vzdálenost tělesa ležı́cı́ho na stole od kladky v čase t s. Necht’y

v metrech je výška zavěšeného tělesa nad úrovnı́ podlahy, jak ukazuje následujı́cı́ obrázek.
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1 kg

2 kg

x

y

Obrázek 2.8: Kladka připevněná ke stolu

Každé změně x odpovı́dá stejně velká změna y, proto ẋ = ẏ a pro zrychlenı́ platı́

ẍ = ÿ. (2.21)

Tahovou sı́lu vlákna budeme značit T .
a) Těleso ležı́cı́ na stole je uvedeno do pohybu ve směru od kladky.
Reakce stolu na těleso je normálová sı́la N vyrovnávajı́cı́ tı́hovou sı́lu tělesa, tedy

N = 1g.

Zbývajı́cı́ sı́ly, které působı́ na tělesa, znázorňuje obrázek:

1 kg

2 kg

T
-T

rychlost

-2g

F<0

Obrázek 2.9: Sı́ly působı́cı́ na tělesa

F značı́ třecı́ sı́lu, která působı́ proti směru pohybu. Protože třenı́ působı́ v opačném směru
k rychlosti, F působı́ v záporném směru x a tedy F je záporná. Takže

F =−µN =−0,1N =−0,1g.

Užitı́m Newtonova druhého zákona pro obě tělesa dostáváme

ẍ = F−T =−0,1g−T, (2.22)
2ÿ = T −2g. (2.23)
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Řešı́me soustavu třı́ lineárnı́ch rovnic (2.21), (2.22) a (2.23) pro neznámé ẍ, ÿ a T . Soustavu
budeme řešit dosazovacı́ metodou. Z (2.21) dosadı́me za ẍ do (2.22). Soustava se redukuje
na soustavu dvou rovnic

ÿ = −0,1g−T
2ÿ = T −2g.

Rovnice sečteme a dostáváme
3ÿ =−2,1g

a odtud
ÿ =−0,7g

a tedy i
ẍ =−0,7g.

Z rovnice (2.23) vyjádřı́me T a do tohoto vyjádřenı́ dosadı́me za ÿ, takže

T = 2ÿ+2g = 2 · (−0,7g)+2g = 0,6g.

Zrychlenı́ tělesa ležı́cı́ho na stole je 0,7g ms−2 a směřuje ke kladce, tahová sı́la vlákna je
0,6g N.
b) Těleso ležı́cı́ na stole je uvedeno do pohybu směrem ke kladce.
V tomto přı́padě je směr třecı́ sı́ly F opačný, tedy F působı́ v kladném směru x a F = 0,1g.
Obdobným výpočtem jako v a) dostaneme

ẍ = ÿ =−0,63g, T = 0,73g.

Takže těleso ležı́cı́ na stole má zrychlenı́ 0,63 ms−2 a směřuje ke kladce, tahová sı́la vlákna
je 0,73g N.

Neřešené přı́klady

1)[autor] Proved’te výpočet přı́padu b) v předchozı́m přı́kladě a ověřte, že uvedené vý-
sledky jsou skutečně správné.

2)[5] Uvažujte zobecněný přı́pad předchozı́ho přı́kladu. Předpokládejte, že těleso ležı́cı́
na stole má hmotnost m1 > 0, zavěšené těleso má hmotnost m2 > 0 a koeficient třenı́ je
µ > 0. Ukažte, že
a) zrychlenı́ tělesa ležı́cı́ho na stole, jež je uvedeno do pohybu ve směru od kladky, je

ẍ =
−µm1−m2

m1 +m2
g,

b) zrychlenı́ tělesa ležı́cı́ho na stole, jež je uvedeno do pohybu směrem ke kladce, je

ẍ =
µm1−m2

m1 +m2
g.

c) Ve kterém přı́padě má zrychlenı́ většı́ velikost? Zdůvodněte.
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2.4 Kmitánı́
VLASTNÍ KMITY[9]

Jednı́m z typů rovnic, na který vede řada důležitých úloh, je rovnice lineárnı́ho oscilá-
toru

y′′+2ay′+b2y = 0, a≥ 0, b > 0. (2.24)

Je to homogennı́ lineárnı́ diferenciálnı́ rovnice druhého řádu s konstantnı́mi koeficienty.
Rovnice popisuje tzv. vlastnı́ kmity lineárnı́ho oscilátoru. Charakteristická rovnice je

λ
2 +2aλ +b2 = 0.

I. Jestliže a = 0, je

λ
2 +b2 = 0 =⇒ λ1,2 =

0±
√

0−4b2

2
=±ib

a obecné řešenı́ má tvar
y(x) = c1 cosbx+ c2 sinbx.

Jde o tzv. harmonický lineárnı́ oscilátor. Vzorec obecného řešenı́ je s ohledem na aplikace
obvykle vhodnějšı́ upravit na jiný tvar. Je-li y(x) netriviálnı́ řešenı́, je c2

1 + c2
2 > 0 (aspoň

jeden koeficient je nenulový), a tedy lze psát

y(x) =
√

c2
1 + c2

2

 c1√
c2

1 + c2
2

cosbx+
c2√

c2
1 + c2

2

sinbx

 .

Zvolme nynı́ úhel ϕ tak, aby

sinϕ =
c1√

c2
1 + c2

2

, cosϕ =
c2√

c2
1 + c2

2

.

Takový úhel vždy existuje. Označme ještě A =
√

c2
1 + c2

2 > 0. Pak

y(x) = A(sinϕ cosbx+ cosϕ sinbx) = Asin(bx+ϕ).

Pro A = 0 obsahuje tento vzorec i triviálnı́ řešenı́. Čı́slo A se nazývá amplituda a úhel ϕ

fáze. Tato rovnice popisuje harmonické kmity. Jde o netlumené kmity.

II. Je-li a2 > b2, je

λ1,2 =
−2a±

√
4a2−4b2

2
=−a±

√
a2−b2,

což jsou reálné různé kořeny. Obecné řešenı́ je

y(x) = c1e(−a+
√

a2−b2)x + c2e(−a−
√

a2−b2)x.
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Obrázek 2.10: Netlumené kmity

Obrázek 2.11: Silně tlumené kmity

Jde o neperiodické kmity, které nazýváme silně tlumené.

III. Je-li a2 = b2, je

λ1,2 =
−2a±

√
0

2
=−a,

což je dvojnásobný reálný kořen. Obecné řešenı́ je

y(x) = (c1 + c2x)e−ax.

Jde o neperiodické kmity, které se nazývajı́ kriticky tlumené.

IV. Je-li a2 < b2, je
λ1,2 =−a± i

√
b2−a2,

což je dvojice komplexně sdružených kořenů. Označı́me-li
√

b2−a2 = ω > 0, je obecné
řešenı́ tvaru

y(x) = c1e−ax cosωx+ c2e−ax sinωx.

Analogicky jako u harmonického oscilátoru lze tento výsledek upravit na tvar

y(x) = Ae−ax sin(ωx+ϕ), A≥ 0.
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Obrázek 2.12: Kriticky tlumené kmity

Jde o periodické kmity, které se nazývajı́ slabě tlumené (ovšem sama funkce
Ae−ax sin(ωx+ϕ) nenı́ pro a 6= 0 periodická!).

Obrázek 2.13: Slabě tlumené kmity

Rovnice (2.24) popisujı́cı́ vlastnı́ kmity lineárnı́ho oscilátoru je homogennı́ lineárnı́ dife-
renciálnı́ rovnice druhého řádu s konstantnı́mi koeficienty. Rovnici řešı́me tak, že napı́šeme
přı́slušnou charakteristickou rovnici a vypočteme jejı́ kořeny. Množinu řešenı́, která tvořı́
fundamentálnı́ systém rovnice, pak určı́me způsobem popsaným dřı́ve. Rovnici lineárnı́ho
oscilátoru lze řešit i pomocı́ Laplaceovy transformace. Jejı́ užitı́ si ukážeme u buzených
kmitů.
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•Modely vedoucı́ na rovnici lineárnı́ho oscilátoru[9]

1) Kmity pružiny

Uvažujme pružinu o tuhosti k > 0, na nı́ž je zavěšena kulička o hmotnosti m > 0.
Vychýlenı́m z rovnovážné polohy začne kulička kmitat. Předpokládejme dále, že na pohyb
působı́ odpor, který je úměrný okamžité rychlosti. Necht’ součinitel odporu je c ≥ 0.
Označme y(t) výchylku z rovnovážné polohy v čase t. Předpokládáme-li, že jde o malé
kmity, plyne z druhého Newtonova zákona, že

mÿ =−cẏ− ky =⇒ ÿ+
c
m

ẏ+
k
m

y = 0;

přitom ẏ je okamžitá rychlost a ÿ je okamžité zrychlenı́. Označı́me-li a = c
2m , b =

√
k
m ,

dostáváme pro y(t) rovnici (2.24).

y

Obrázek 2.14: Kmity pružiny

2) Matematické kyvadlo

Uvažujme kuličku o hmotnosti m > 0 zavěšenou na vlákně délky l > 0, jehož hmot-
nost i účinky jsou zanedbatelné. Vychýlenı́m z rovnovážné polohy začne kulička kmitat
(v rovině). Označme ϕ(t) úhlovou výchylku z rovnovážné polohy v čase t měřenou v ra-
diánech. Na kuličku působı́ gravitačnı́ sı́la mg, kde g je gravitačnı́ konstanta. Jejı́ složka
odpovı́dajı́cı́ směru tečny ke kružnici je−mgsinϕ. Označı́me-li délku oblouku na kružnici
odpovı́dajı́cı́ úhlu ϕ jako s, je s = lϕ, a tedy s̈ = d2(lϕ)

dt2 = lϕ̈. Z Newtonova zákona pak
máme

mlϕ̈ =−mgsinϕ.

Rovnici upravı́me a dostáváme nelineárnı́ obyčejnou diferenciálnı́ rovnici druhého řádu

ϕ̈ +
g
l

sinϕ = 0.
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Pro malé výchylky (|ϕ|< 5◦) lze sinϕ nahradit se zanedbatelnou chybou hodnotou ϕ.
Po této linearizaci má tedy rovnice tvar

ϕ̈ +
g
l

ϕ = 0.

Označı́me-li
√

g
l = b, dostáváme pro ϕ rovnici (2.24), kde a = 0.

Kdybychom uvažovali i odpor prostředı́, dostali bychom obdobně jako u pružiny rov-
nici (2.24), kde a > 0.

mg

l

ϕ

ϕ

Obrázek 2.15: Matematické kyvadlo

3) Elektrický obvod

Uvažujme elektrický obvod, v němž je rezistor o odporu R > 0 ohmů a cı́vka o in-
dukčnosti L > 0 henry. V čase t = 0 je k obvodu připojen kondenzátor o kapacitě C > 0
faradů nabitý na hodnotu U(0). Označme I(t) proud v ampérech, který obvodem procházı́
v čase t. Podle tzv. konstitučnı́ch zákonů, což jsou vztahy mezi proudem a napětı́m na
prvcı́ch obvodu, je napětı́ na cı́vce, rezistoru a kondenzátoru při průchodu proudu I(t)
postupně Lİ(t),RI(t) a 1

C
∫ t

0 I(s) ds+U(0). Pomocı́ druhého Kirchhoffova zákona, který
řı́ká, že algebraický součet všech napětı́ na libovolném uzavřeném obvodu je roven nule,
dostaneme

Lİ(t)+RI(t)+
1
C

∫ t

0
I(s) ds+U(0) = 0

a po derivaci a úpravě

LÏ +Rİ +
1
C

I = 0 =⇒ Ï +
R
L

İ +
1

LC
I = 0.

Označı́me-li a = R
2L ,b = 1√

LC
, dostaneme pro I rovnici (2.24).
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u(t)

t=0

C

L

Ri

Obrázek 2.16: Elektrický obvod

• Netlumené harmonické kmity[13]

Pohybová rovnice netlumených harmonických kmitů je rovnice tvaru

d2y
dt2 +ω

2y = 0. (2.25)

Tato rovnice je zvláštnı́m přı́padem rovnice (2.24) pro a = 0 a b = ω, který jsme rozebı́rali
již dřı́ve. Funkce y = Asin(ωt +ϕ) vyhovujı́cı́ této diferenciálnı́ rovnici určuje okamžitou
výchylku netlumeného harmonického pohybu. Veličina ω se nazývá úhlová frekvence
pohybu. S periodou pohybu T, jež udává dobu, za kterou se uskutečnı́ jeden úplný kmit,
souvisı́ vztahem ω = 2π

T .
Rovnice (2.25) má obecnou platnost, tj. platı́ pro libovolné harmonické kmity. Najdeme-

li veličinuV, která splňuje diferenciálnı́ rovnici tvaru (2.25), tj. d2V
dt2 +kV = 0,k je konstanta,

pak se veličina V harmonicky měnı́ s časem, platı́ V =V0 sin(ωt+ϕ) a periodu této změny
určı́me porovnánı́m s obecnou rovnicı́ (2.25). Tedy

ω
2 = k, odtud

4π2

T 2 = k, T =
2π√

k
.

• Různé úlohy vedoucı́ na rovnici lineárnı́ho oscilátoru

Skleněná trubice[13]

Ve skleněné trubici konstantnı́ho průřezu je kapalina hustoty ρ, délka sloupce ka-
paliny je l = 1,0 m. Úhly α = 30◦,β = 45◦. Vychýlı́me-li sloupec z rovnovážné polohy,
začne kmitat. Stanovte dobu kmitu tohoto pohybu. Zanedbejte vnitřnı́ třenı́ a kapilárnı́ sı́ly.

Řešenı́
Označme průřez trubice S. Kmitavý pohyb způsobuje sı́la, která je rovna hydrostatické

tlakové sı́le
S(h1−h2)ρg = Sρg(ysinα + ysinβ ).
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αβ

y

y

h1
h2

Obrázek 2.17: Skleněná trubice

Jelikož tato sı́la působı́ vždy proti vychýlenı́ kapaliny, je pohybová rovnice

m
d2y
dt2 =−Sgρy(sinα + sinβ ),

a jelikož hmotnost kapaliny je m = Sρl, je po krácenı́

d2y
dt2 +

g
l
(sinα + sinβ )y = 0.

To je však diferenciálnı́ rovnice harmonických kmitů.

Proto
ω

2 =
g
l
(sinα + sinβ )

a doba kmitů T je

T = 2π

√
l

g(sinα + sinβ )
.

Pro dané hodnoty je T .
= 5,8 s.

Tělı́sko v kanálu[13]

V myšleném pokusu je do přı́mého kanálu, vedeného středem Země, puštěno malé
tělı́sko. Popište pohyb tělı́ska za předpokladu, že Země je homogennı́ koule. Pohyb Země
neuvažujte.

Řešenı́
Intenzita gravitačnı́ho pole uvnitř Země ve vzdálenosti r < Rz je K =

ag
Rz

r, kde ag je
gravitačnı́ zrychlenı́ na povrchu Země, Rz je poloměr Země.

Hmotnost tělı́ska označı́me m. Jelikož intenzita silového pole je ~K =
~F
m , je sı́la působı́cı́

na tělı́sko uvnitř kanálu rovna
F = mK = m

ag

Rz
r.

Vektorově pak
~F =−m

ag

Rz
~r,
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RzF

r

Obrázek 2.18: Tělı́sko v kanálu

a tedy pohybová rovnice má tvar

d2r
dt2 +

ag

Rz
r = 0. (2.26)

Rovnice (2.26) je pohybovou rovnicı́ harmonického pohybu. To tedy znamená, že tělı́sko
v uvedeném pokusu by kmitalo kolem středu Země s periodou, kterou obdržı́me porovná-
nı́m rovnic (2.25), (2.26).

ω
2 =

ag

Rz
, T = 2π

√
Rz

ag
.

Dosazenı́m za Rz = 6,37·10 6 m, ag = 9,81 ms−2 obdržı́me T = 5060 s. Největšı́ rychlost
má tělı́sko ve středu Země, a to

vmax = ωRz =

√
ag

Rz
Rz =

√
agRz

.
= 7,9 ·103 ms−1,

což je prvnı́ kosmická rychlost.

Helmholtzův rezonátor[13]

Stanovte vlastnı́ kmity Helmholtzova rezonátoru. Je to nádoba tvaru koule o objemu V
se širokým hrdlem o světlém průřezu S. Délka hrdla je l.

Řešenı́
Dopadajı́-li na otevřený rezonátor zvukové vlny, rozkmitá se vzduch (hustoty ρ) v re-

zonátoru. Hrdlo vytvářı́ zátku. Tlakové změny jsou rychlé, takže stlačovánı́ vzduchu uvnitř
rezonátoru můžeme považovat za adiabatické. Posune-li se vzduch v hrdle o hmotnosti
m = ρSl o délku ∆y z rovnovážné polohy, změnı́ se tlak vzduchu v nádobě o hodnotu ∆p.
Z rovnice adiabaty pV κ = konst. plyne diferenciacı́

dp ·V κ + pκV κ−1dV = 0,

dp =−κ p
dV
V

=−κ p
Sdy
V

.
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l

V

Obrázek 2.19: Helmholtzův rezonátor

Při posunu o ∆y tedy pro změnu tlaku vzduchu platı́

∆p =−κ p
S
V

∆y.

V dalšı́m budeme mı́sto ∆y psát pro přehlednost zápisu y.
Změně tlaku odpovı́dá sı́la

F = S∆p =−κ p
S2

V
y

a tedy kmity vzduchu v rezonátoru lze popsat rovnicı́:

m
d2y
dt2 =−κ p

S2

V
y,

ρSl
d2y
dt2 +κ p

S2

V
y = 0,

d2y
dt2 +κ

pS
ρlV

y = 0. (2.27)

Porovnánı́m rovnice (2.27) s obecnou diferenciálnı́ rovnicı́ harmonických kmitů je

ω
2 =

κ pS
ρlV

, ω =
2π

T

a doba kmitu

T = 2π

√
ρlV
κ pS

.
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Rotačnı́ pohyb tělesa[13]

Kružnice z homogennı́ho tenkého drátu o poloměru r, hmotnosti m koná malé kyva-
dlové kmity kolem vodorovné osy. V jednom přı́padě ležı́ osa v rovině kruhu, v druhém
přı́padě je k nı́ kolmá. Jaký je poměr period T1 a T2 těchto kmitů?

T T

r r
ϕ

o1
o2

Obrázek 2.20: Rotačnı́ pohyb tělesa

Řešenı́
V obou přı́padech je moment tı́hové sı́ly při vychýlenı́ drátěné kružnice o úhel ϕ roven

M = mgr sinϕ.

Pro malé ϕ je sinϕ = ϕ, a tedy
M =−mgrϕ.

Znaménko minus znamená, že ϕ měřı́me v opačném směru, než působı́ moment M.
Vyjdeme z pohybové rovnice pro rotačnı́ pohyb tělesa M = Iε, kde I je moment

setrvačnosti drátěné kružnice vzhledem k ose otáčenı́ charakterizujı́cı́ rozloženı́ hmoty
tělesa vzhledem k této ose a úhlové zrychlenı́ ε je druhou časovou derivacı́ úhlu ϕ.

Můžeme tedy psát M = I d2ϕ

dt2 .
Pohybová rovnice pohybu drátěné kružnice pak je

I
d2ϕ

dt2 +mgrϕ = 0,

d2ϕ

dt2 +
mgr

I
ϕ = 0. (2.28)

Rovnice (2.28) je opět diferenciálnı́ rovnicı́ harmonického pohybu vzhledem k veličině ϕ,
tj. ϕ = ϕ0 sin(ωt +ψ). Porovnánı́m s diferenciálnı́ rovnicı́ harmonického pohybu je pak

ω
2 =

mgr
I

a odtud doba kmitu

T = 2π

√
I

mgr
,
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kde I je moment setrvačnosti kružnice vzhledem k dané ose otáčenı́.
Pro kmity kolem osy o1 je doba kmitu

T1 = 2π

√
I1

mgr
,

I1 je moment setrvačnosti vzhledem k ose o1.
Podobně pro kmity kolem osy o2 je doba kmitu

T2 = 2π

√
I2

mgr
,

I2 je moment setrvačnosti drátěné kružnice k ose o2.
Hledaný poměr je

T1

T2
=

√
I1

I2
.

BUZENÉ KMITY[9]

Podobně jako vyšetřovánı́ rovnice (2.24) vede vyšetřovánı́ nehomogennı́ rovnice tvaru

y′′+2ay′+b2y = f (x)

na tzv. buzené kmity. Zde ovšem výsledek podstatně závisı́ na konkrétnı́m tvaru budı́cı́ho
„členu“ f (x).

Jak vidı́me, rovnice popisujı́cı́ kmitánı́ je vždy diferenciálnı́ rovnicı́ druhého řádu. Ta-
kové rovnice řešı́me pomocı́ metody neurčitých koeficientů nebo variacı́ konstant. V něk-
terých přı́padech je však řešenı́ přı́liš zdlouhavé, a proto užı́váme ještě dalšı́ metodu řešenı́,
a to pomocı́ Laplaceovy transformace.

Přı́klad 1[autor]

Těleso o hmotnosti 1 kg je zavěšené na pružině, jejı́ž tuhost k je 100 Nm−1. Těleso
začne po vychýlenı́ z rovnovážné polohy kmitat. Po celou dobu kmitánı́ působı́ na oscilá-
tor vnějšı́ sı́la f (t) = 2cos10t. Sestavte přı́slušnou diferenciálnı́ rovnici a nalezněte řešenı́
y(t) za počátečnı́ch podmı́nek y(0) = 0 a ẏ(0) = 100. Odpor prostředı́ a přı́padné třenı́
zanedbejte.

Řešenı́
Neuvažujeme-li odpor prostředı́ a třenı́, je kmitánı́ popsáno rovnicı́

ÿ+
k
m

y = f (t).

Dosazenı́m za k, m a f (t) ze zadánı́ dostáváme přı́slušnou diferenciálnı́ rovnici

ÿ+100y = 2cos10t,
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tuto rovnici nynı́ vyřešı́me pomocı́ Laplaceovy transformace.
Laplaceovou transformacı́ tedy dostáváme

p2L (y)(p)−100+100L (y)(p) = 2L (cos10t)(p),

takže

(p2 +100)L (y)(p) =
2p

p2 +100
+100,

L (y)(p) =
2p

(p2 +100)2 +
100

p2 +100
.

A zpětnou transformacı́ nakonec dostaneme řešenı́ úlohy ve tvaru

y(t) =
1

10
t sin10t +10sin10t.

Z tvaru funkce y(t), jež je řešenı́m úlohy, vidı́me, že těleso zavěšené na pružině bude
pokračovat v kmitavém pohybu a amplituda výchylky jeho pohybu s rostoucı́m časem
poroste.

Přı́klad 2[autor]

Řešte předchozı́ přı́klad za předpokladu, že pohyb je brzděn odporem prostředı́ a tře-
nı́m. Souhrnná hodnota součinitele odporu c těchto jevů byla experimentálně stanovena na
25.

Řešenı́
V přı́padě, kdy uvažujeme vliv odporových sil, je kmitavý pohyb popsán rovnicı́

ÿ+
c
m

ẏ+
k
m

y = f (t).

Dosazenı́m za c, m, k a f (t) dostáváme

ÿ+25ẏ+100y = 2cos10t.

Ukážeme si, jak lze tuto rovnici vyřešit užitı́m Laplaceovy transformace.
Laplaceovou transformacı́ tedy dostáváme

p2L (y)(p)−100+25pL (y)(p)+100L (y)(p) = 2L (cos10t)(p),

takže

(p2 +25p+100)L (y)(p) =
2p

p2 +100
+100,

L (y)(p) =
2p

(p2 +100)(p2 +25p+100)
+

100
p2 +25p+100

=

=
2p

(p2 +100)(p+5)(p+20)
+

100
(p+5)(p+20)

.
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Každý ze sčı́tanců nynı́ rozložı́me na parciálnı́ zlomky. Rozkladem prvnı́ho členu dosta-
neme

2p
(p2 +100)(p+5)(p+20)

=
Ap+B

p2 +100
+

C
p+5

+
D

p+20
,

2p = (Ap+B)(p+5)(p+20)+C(p2 +100)(p+20)+D(p2 +100)(p+5).

Dosazenı́m p =−5 dostáváme

−10 = 1875C, tedy C =− 2
375

a dosazenı́m p =−20 dostaneme

−40 =−7500D, tedy D =
2

375
.

Nakonec porovnáme koeficienty u p3

0 = A+C+D, odtud A = 0

a porovnánı́m koeficientů u p2

0 = 25A+B+20C+5D, tedy B =
2

25
.

Rozkladem druhého členu dostáváme

100
(p+5)(p+20)

=
E

p+5
+

F
p+20

,

100 = E(p+20)+F(p+5).

Dosazenı́m p =−5 dostaneme

100 = 15E, tedy E =
100
15

a porovnánı́m koeficientů u p

0 = E +F, odtud F =−E a F =−100
15

.

Rozkladem na parciálnı́ zlomky jsme nakonec dostali

L (y)(p) =
2p

(p2 +100)(p+5)(p+20)
+

100
(p+5)(p+20)

=

=
2

25
1

p2 +100
− 2

375
1

p+5
+

2
375

1
p+20

+
100
15

1
p+5

− 100
15

1
p+20

=

=
2

25
1

p2 +100
+

2498
375

1
p+5

− 2498
375

1
p+20

.
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Odtud zpětnou Laplaceovou transformacı́ dostáváme řešenı́ úlohy ve tvaru

y(t) =
1

125
sin10t +

2498
375

e−5t− 2498
375

e−20t .

Funkce e−t se limitně blı́žı́ nule již pro malé hodnoty t. Z tvaru funkce y(t) popisujı́cı́
kmitánı́ tělesa lze tedy usoudit, že pohyb vybuzený vnějšı́ silou byl v poměrně krátkém
čase zbrzděn odporem prostředı́ a třenı́m. Vzhledem k členu 1

125 sin10t, jenž je součástı́
řešenı́, těleso pak nadále kmitalo s velmi nı́zkou amplitudou výchylky.

Přı́klad 3[11,autor]

Elektrický obvod je tvořen sériovým zapojenı́m cı́vky o indukčnosti L= 10 H a konden-
zátoru o kapacitě C = 0,1 F. V takovém obvodě se náboj, proud a napětı́ měnı́ harmonicky
a řı́káme, že obvod kmitá. Obvod je navı́c podroben za pomoci vnějšı́ho zdroje vynuceným
kmitům

f (t) =

{
t pro 0≤ t ≤ π

0 pro t > π,

které působı́ jen na počátku a pak ustanou. Sestavte přı́slušnou diferenciálnı́ rovnici a na-
lezněte řešenı́ I(t) za počátečnı́ch podmı́nek I(0) = 1 a İ(0) = 1. Odpor drátů a součástek
zapojených v obvodu zanedbejte.

Řešenı́
Kmity obvodu s nulovým odporem popisuje rovnice

Ï +
1

LC
I = f (t).

Dosazenı́m za L a C ze zadánı́ dostáváme přı́slušnou diferenciálnı́ rovnici

Ï + I = f (t).

Funkci f (t) lze zapsat pomocı́ Heavisideovy funkce H(t) a posunuté Heavisideovy funkce
H(t−π) ve tvaru

f (t) = t[H(t)−H(t−π)] = tH(t)− [(t−π)+π]H(t−π) =

= tH(t)− (t−π)H(t−π)−πH(t−π).

Je-li totiž H(t) funkce, která je nulová pro t < 0 a rovna jedné pro t > 0, pak funkce
H(t−π) je rovna nule pro t < π a rovna jedné pro t > π.
Z obrazu Heavisideovy funkce a věty 13 pak plyne

L ( f (t))(p) =
1
p2 −

1
p2 e−π p− π

p
e−π p.

Nynı́ použijeme Laplaceovu transformaci na diferenciálnı́ rovnici

p2L (I)(p)− p−1+L (I)(p) = L ( f (t))(p),
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tedy

(p2 +1)L (I)(p) =
1
p2 −

1
p2 e−π p− π

p
e−π p + p+1,

L (I)(p) =
1

p2(p2 +1)
− 1

p2(p2 +1)
e−π p− π

p(p2 +1)
e−π p +

p
p2 +1

+
1

p2 +1
.

Prvnı́ a třetı́ člen rozložı́me na parciálnı́ zlomky. Rozkladem prvnı́ho členu dostáváme

1
p2(p2 +1)

=
A
p
+

B
p2 +

Cp+D
p2 +1

,

1 = Ap(p2 +1)+B(p2 +1)+(Cp+D)p2.

Dosazenı́m p = 0 dostaneme B = 1. Porovnáme koeficienty u p2

0 = B+D, odtudD =−1.

Porovnánı́m koeficientů u p je A = 0 a nakonec porovnánı́m u p3 dostáváme

0 = A+C, tedyC = 0.

Rozkladem třetı́ho členu dostaneme

π

p(p2 +1)
=

E
p
+

F p+G
p2 +1

,

π = E(p2 +1)+(F p+G)p.

Dosazenı́m p = 0 dostáváme E = π. Porovnáme koeficienty u p2

0 = E +F, tedyF =−π

a nakonec porovnánı́m u p je G = 0.
Takže rozkladem na parciálnı́ zlomky jsme dostali

L (I)(p) =
1
p2 −

1
p2 +1

−
(

1
p2 −

1
p2 +1

)
e−π p−

(
π

p
− π p

p2 +1

)
e−π p+

+
p

p2 +1
+

1
p2 +1

=
1
p2 −

1
p2 e−π p +

1
p2 +1

e−π p− π

p
e−π p +

π p
p2 +1

e−π p +
p

p2 +1
.

Inverznı́ transformacı́ dostáváme řešenı́ úlohy pro t ≥ 0 ve tvaru

I(t) = tH(t)− (t−π)H(t−π)+ sin(t−π)H(t−π)−πH(t−π)+

+π cos(t−π)H(t−π)+ cos t = tH(t)− tH(t−π)− sin tH(t−π)−π cos tH(t−π)+

+cos t = (t + cos t)H(t)− (t + sin t +π cos t)H(t−π),

což můžeme také zapsat ve tvaru

I(t) =

{
t + cos t pro 0≤ t ≤ π

cos t− sin t−π cos t pro t > π.
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Neřešené přı́klady

1)[autor] Přı́klad 1 a 2 řešte i pomocı́ standardnı́ch metod - metody variace konstanty
a metody neurčitých koeficientů. Diskutujte, která z použitých metod je nejvhodnějšı́.

2)[autor] Přı́klad 3 řešte pomocı́ navazujı́cı́ standardnı́ metody. Taková úloha se nejprve
řešı́ na jednotlivých intervalech a při tom se dopočı́távajı́ počátečnı́ podmı́nky pro dalšı́
interval. Diskutujte vhodnost této metody řešenı́.

3)[9,autor] Buzené kmity lineárnı́ho oscilátoru jsou popsány rovnicı́

y′′−2y′+ y =
et

t2 +1
.

Nalezněte obecné řešenı́ y(t).

(Řešte pomocı́ variace konstant.)

4)[9,autor] Buzené kmity lineárnı́ho oscilátoru jsou popsány rovnicı́

y′′−6y′+9y = 2t2− t +3.

Nalezněte obecné řešenı́ y(t).

(Řešte metodou neurčitých koeficientů.)

2.5 Vlněnı́
Napnutá struna[10]

Uvažujte tenkou elastickou strunu napnutou ve směru osy x. Výchylka u ≡ u(x, t)
struny (ve směru kolmém k ose x) bude funkcı́ polohy x a času t. (Poloha x a čas t zde
vystupujı́ jako nezávisle proměnné.) Prodlouženı́ (výchylka) struny mezi body x a x+dx
je εdx. Nalezněte pohybovou rovnici pro tento přı́pad.

Řešenı́
Prodlouženı́ (výchylka) εdx struny mezi body x a x+dx je dáno rozdı́lem

εdx = u(x+dx, t)−u(x, t) =
(

∂u
∂x

)
dx.

Veličina ∂ε

∂x = ∂ 2u
∂x2 je relativnı́ prodlouženı́. Z teorie pružnosti je známo, že elastická sı́la f

působı́cı́ na jednotkový objem elastického tělesa je přı́mo úměrná relativnı́mu prodlouženı́,
tj. f = E(∂ 2u

∂x2 ). To je speciálnı́ přı́pad tzv. Hookova zákona; konstanta úměrnosti E > 0 se
nazývá Youngův modul pružnosti.
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Podle Newtonova zákona je sı́la rovna součinu hmotnosti a zrychlenı́. Hmotnost jed-
notkového objemu je hustota ρ, kterou zde budeme považovat za konstantnı́; zrychlenı́ je
∂ 2u
∂ t2 , takže

ρ
∂ 2u
∂ t2 = E

∂ 2u
∂x2 ,

resp.
∂ 2u
∂x2 −

1
c2

∂ 2u
∂ t2 = 0, (2.29)

kde

c≡
(

E
ρ

) 1
2

.

Rovnici typu (2.29) označujeme jako vlnovou rovnici, jejı́ž trojrozměrné zobecněnı́ má
tvar

∇
2u− 1

c2
∂ 2u
∂ t2 = 0. (2.30)

Rovnicemi tohoto typu se popisuje šı́řenı́ zvuku, šı́řenı́ elektromagnetických signálů
a řady dalšı́ch jevů.

Vlnová rovnice[10]

Nynı́ se budeme chvı́li věnovat vlnové rovnici. Tato parciálnı́ diferenciálnı́ rovnice
hraje ve fyzice důležitou roli.

V jednorozměrném přı́padě se jedná o rovnici

∂ 2u
∂x2 −

1
c2

∂ 2u
∂ t2 = 0, (2.31)

kde u ≡ u(x, t) je hledaná funkce dvou nezávislých proměnných x a t, c je konstanta.
Vlnovou rovnici můžeme přepsat v očividně ekvivalentnı́m tvaru

∂ 2u
∂x2 −

1
c2

∂ 2u
∂ t2 =

(
∂

∂x
− 1

c
∂

∂ t

)(
∂u
∂x

+
1
c

∂u
∂ t

)
=

=

(
∂

∂x
+

1
c

∂

∂ t

)(
∂u
∂x
− 1

c
∂u
∂ t

)
= 0.

Rovnici (2.31) tedy jistě splnı́me, když u bude vyhovovat alespoň jedné ze dvou rovnic
prvnı́ho řádu

∂u
∂x

+
1
c

∂u
∂ t

= 0,
∂u
∂x
− 1

c
∂u
∂ t

= 0. (2.32)

Tyto rovnice přejdou jedna v druhou formálnı́ záměnou c→−c.
Z (2.32) je vidět výhodnost zavedenı́ nových proměnných

ξ = x− ct, η = x+ ct.
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Podle pravidel o derivovánı́ složené funkce máme

∂u
∂x

=
∂u
∂ξ

∂ξ

∂x
+

∂u
∂η

∂η

∂x
=

∂u
∂ξ

+
∂u
∂η

,

∂u
∂ t

=
∂u
∂ξ

∂ξ

∂ t
+

∂u
∂η

∂η

∂ t
=−c

∂u
∂ξ

+ c
∂u
∂η

.

Rovnice (2.32) tak přejdou v jednoduchou soustavu

∂u
∂η

= 0,
∂u
∂ξ

= 0.

Je-li u ≡ u(ξ ,η) pak z prvnı́ rovnice plyne, že u nezávisı́ na η , a je tedy libovolnou
funkcı́ ξ , tj. u = f1(ξ ). Obdobně z druhé rovnice plyne u = f2(η). Vlnovou rovnici proto
splňuje libovolná funkce tvaru

u = f1(ξ )+ f2(η) = f1(x− ct)+ f2(x+ ct), (2.33)

kde f1, f2 jsou libovolné (dvakrát diferencovatelné) funkce. Přı́mým dosazenı́m se pře-
svědčı́me, že (2.33) splňuje rovnici (2.31) identicky při libovolných funkcı́ch f1, f2.

Vysvětlı́me si fyzikálnı́ význam řešenı́ (2.33). Poněvadž oba typy řešenı́ se formálně
lišı́ pouze záměnou c↔−c, zvolı́me f2 ≡ 0, takže je

u = f1(x− ct).

V teorii vlněnı́ se argument x− ct nazývá fázı́ vlny. O funkci f1 budeme předpokládat,
že každé hodnotě argumentu ξ přı́slušı́ právě jedna hodnota u = f1(ξ ). Necht’v nějakém
bodě x0 a v čase t0 má fáze hodnotu x0−ct0. Ve všech bodech x a čase t spojených rovnicı́
x−ct = x0−ct0 bude fáze stejná, jako byla v bodě x0 a v čase t0. Mı́sta stejné fáze (a tedy
i mı́sta stejných hodnot u) nazýváme vlnoplochy. V daném přı́padě jsou tedy vlnoplochy
určeny rovnicı́

x = x0 + c(t− t0).

Rovinu (y,z) v trojrozměrném prostoru určuje x = konst. Mı́sta stejných fázı́ jsou tedy
roviny posouvajı́cı́ se v prostoru rychlostı́ dx

dt = c v kladném směru osy x. Tı́m je také vy-
světlen fyzikálnı́ význam parametru c : je to rychlost přemı́st’ovánı́ stejné fáze v prostoru.
Řešenı́ f2(x+ct) odpovı́dá rovinným vlnoplochám pohybujı́cı́m se rychlostı́ c v záporném
směru osy x.

Neřešené přı́klady[autor]

Dokažte, že (2.33) je skutečně řešenı́m vlnové rovnice (2.31).
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Užitı́ integrálnı́ho počtu

3.1 Momenty setrvačnosti[8]

Pohyb tělesa ovlivňuje rozloženı́ hmotnosti, které charakterizujı́ momenty setrvačnosti.
Poněvadž jejich hodnoty jsou funkcı́ geometrických a hmotnostnı́ch parametrů tělesa, řı́ká
se jim také geometricko-hmotnostnı́ charakteristiky. Jejich hodnoty lze určit nezávisle na
pohybu tělesa.

Při řešenı́ pohybu těles majı́ základnı́ fyzikálnı́ význam osové momenty setrvačnosti.
Uvažujme s tělesem T pevně spojený souřadnicový systém O,x,y,z. V bodě tělesa o sou-
řadnicı́ch x,y,z uvažujeme bodové těleso elementárnı́ hmotnosti dm.

Obrázek 3.1: Těleso T

Osový moment setrvačnosti tělesa T hmotnosti m k ose x,y,z je definován vztahem

Ix =
∫

m(T )
r2

x dm, Iy =
∫

m(T )
r2

y dm, Iz =
∫

m(T )
r2

z dm,

ve kterém se integrace provádı́ přes celé těleso T o celkové hmotnosti m. rx,ry,rz představujı́
vzdálenosti bodu tělesa od osy x,y a z. Vyjádřı́me-li jejich hodnoty pomocı́ souřadnic,
dostaneme:

Ix =
∫

m(T )
(y2 + z2) dm, Iy =

∫
m(T )

(x2 + z2) dm, Iz =
∫

m(T )
(x2 + y2) dm. (3.1)

– 56 –
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Jak je patrno z rovnic (3.1) je rozměr momentů setrvačnosti [kg·m2]. Momenty setrvačnosti
jsou vždy kladné.

Osové momenty setrvačnosti těles lze počı́tat podle vztahů, které byly odvozeny v mate-
matice. Poněvadž se jedná o geometricko-hmotnostnı́ charakteristiky prostorových útvarů,
je obecné řešenı́ ve tvaru trojných integrálů:

Ix =
∫

x

∫
y

∫
z
(y2 + z2)ρ(x,y,z) dxdydz, (3.2)

Iy =
∫

x

∫
y

∫
z
(x2 + z2)ρ(x,y,z) dxdydz, (3.3)

Iz =
∫

x

∫
y

∫
z
(x2 + y2)ρ(x,y,z) dxdydz, (3.4)

kde ρ(x,y,z) je hustota materiálu.

U rotačnı́ch těles s osou rotace např. z lze s výhodou použı́t při výpočtu momentů
setrvačnosti k této ose válcových souřadnic. Pak rovnice (3.4) přejde na tvar

Iz =
∫

r

∫
ϕ

∫
z
r3

ρ(r,ϕ,z) drdϕdz. (3.5)

Při výpočtu homogennı́ch těles je hustota konstantnı́ a proto lze ρ vytknout před integrál.
Osové momenty můžeme určit použitı́m rovnic (3.2), (3.3) a (3.4). Pro snadnějšı́

výpočet osových momentů setrvačnosti technických těles zavádı́me rovinné momenty
setrvačnosti:
moment setrvačnosti k rovině xy

Ixy =
∫

m(T )
z2 dm, (3.6)

moment setrvačnosti k rovině xz

Ixz =
∫

m(T )
y2 dm, (3.7)

moment setrvačnosti k rovině yz

Iyz =
∫

m(T )
x2 dm (3.8)

a polárnı́ moment setrvačnosti

Ip =
∫

m(T )
r2

p dm =
∫

m(T )
(x2 + y2 + z2) dm. (3.9)

Porovnánı́m integrálů v rovnicı́ch (3.1) a rovnicı́ch (3.6), (3.7) a (3.8) lze osové momenty
setrvačnosti vyjádřit pomocı́ rovinných momentů setrvačnosti:

Ix = Ixy + Ixz, Iy = Ixy + Iyz, Iz = Ixz + Iyz.
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Podobně lze vyjádřit polárnı́ moment setrvačnosti pomocı́ rovinných momentů setrvačnosti

Ip = Ixy + Iyz + Ixz

nebo pomocı́ osových momentů setrvačnosti

Ip =
1
2
(Ix + Iy + Iz).

Rovinné momenty setrvačnosti a polárnı́ moment setrvačnosti nemajı́ fyzikálnı́ význam,
poněvadž se nevyskytujı́ samy o sobě v pohybových rovnicı́ch. Na několika přı́kladech si
ukážeme jejich použitı́.

Rotačnı́ paraboloid[8]

Určete moment setrvačnosti homogennı́ho rotačnı́ho paraboloidu hmotnosti m k jeho
ose rotace.

Obrázek 3.2: Rotačnı́ paraboloid

Řešenı́
Použitı́m rovnice (3.5) pro konstantnı́ hustotu dostaneme vztah:

Iz = ρ

∫ h

0

∫ y

0

∫ 2π

0
r3 dϕdrdz = 2πρ

∫ h

0

∫ y

0
r3 drdz = 2πρ

∫ h

0

y4

4
dz. (3.10)

Rotačnı́ paraboloid vznikne rotacı́ paraboly o rovnici y2 = 2pz kolem osy z.
Dosazenı́m okrajových hodnot (y = R,z = h) dostaneme: 2p = R2

h a tedy y2 = R2

h z. Dosa-
zenı́m do rovnice (3.10) obdržı́me:

Iz = 2πρ
R4

4h2

∫ h

0
z2 dz =

1
6

πρR4h. (3.11)
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Hustota je dána vztahem
ρ =

m
V
, (3.12)

kde objem V části paraboloidu určı́me ze vztahu:

V =
∫ h

0
πy2 dz = π

R2

h

∫ h

0
z dz =

1
2

πR2h. (3.13)

Dosazenı́m rovnice (3.13) do rovnice (3.12) a (3.11) dostaneme

Iz =
1
3

mR2.

Koule[8]

Určete moment setrvačnosti homogennı́ koule hmotnosti m o poloměru R k ose pro-
cházejı́cı́ jejı́m středem.

x

m

O

R

r

dr

Obrázek 3.3: Koule

Řešenı́
Osu procházejı́cı́ středem koule označme x. Poněvadž koule je souměrná ke všem osám

procházejı́cı́m jejı́ch středem, platı́

Ix = Iy = Iz

a polárnı́ moment setrvačnosti k jejı́mu středu je

Ip =
3
2

Ix čili Ix =
2
3

Ip. (3.14)

U koule, jakožto středově souměrného tělesa, lze vytknout element hmotnosti, jehož každý
bod má ke středu O stejnou vzdálenost. Je tı́m kulová skořepina poloměru r a tloušt’ky dr.
Jejı́ elementárnı́ hmotnost je:

dm = ρdV = ρ ·A ·dr = 4πρr2dr,
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kde A je plocha kulové skořepiny.
Polárnı́ moment bude:

Ip =
∫

m(T )
r2 dm = 4πρ

∫ R

0
r4 dr =

4
5

πρR5.

Dosazenı́m do rovnice (3.14) zı́skáme osový moment setrvačnosti:

Ix =
8

15
πρR5.

Dosazenı́m za ρ = m
V = m

4
3 πR3 obdržı́me:

Ix =
2
5

mR2.

Válec[8]

Určete moment setrvačnosti homogennı́ho válce poloměru R, délky l a hmotnosti m
k ose rotace x a k ose na nı́ kolmé, procházejı́cı́ středem hmotnosti válce.

y

z

r

dr

OO x

R

m

x dx

l

Obrázek 3.4: Válec

Řešenı́
Moment setrvačnosti k ose rotace x válce určı́me z rovnice (3.1), kam za elementárnı́

hmotnost dosadı́me hmotnost válcové skořepiny s osou totožnou s osou x válce poloměru
r, tloušt’ky dr a hustoty ρ :

dm = ρ ·dV = ρ ·2πr · l dr.
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Osový moment setrvačnosti bude:

Ix =
∫

m(T )
r2

x dm = 2πρl
∫ R

0
r3 dr =

1
2

πρlR4

a dosazenı́m za hustotu
ρ =

m
V

=
m

πR2l
dostaneme

Ix =
1
2

mR2. (3.15)

Nynı́ určeme moment setrvačnosti k ose y. Poněvadž nelze zvolit vhodný element, jehož
všechny body by měly k ose y stejnou vzdálenost, určı́me moment k ose y z rovinných
momentů setrvačnosti:

Iy = Ixy + Iyz. (3.16)

Pro výpočet Iyz lze jako element zvolit kruhovou desku poloměru R, tloušt’ky dx rovno-
běžnou s rovinou yz ve vzdálenosti x :

Iyz =
∫

m(T )
x2 dm = πR2

ρ

∫ + l
2

− l
2

x2 dx =
1

12
πR2

ρl3 =
1

12
ml2. (3.17)

Nynı́ je nutno určit moment setrvačnosti k rovině xy. Vyjdeme z definice momentu setrva-
čnosti k ose x :

Ix = Ixy + Ixz = 2Ixy,

poněvadž válec je osově souměrný. Bude tedy s využitı́m rovnice (3.15) platit

Ixy =
1
2

Ix =
1
4

mR2 (3.18)

a dosazenı́m rovnic (3.17) a (3.18) do rovnice (3.16) obdržı́me:

Iy = Iz =
1
4

mR2 +
1

12
ml2. (3.19)

Neřešené přı́klady[autor]

Jak se změnı́ výsledek pro tenké kotouče, u nichž je l << R, a jak pro dlouhé, tenké,
homogennı́ tyče, u nichž je l >> R?



Závěr

Závěrem bych chtěla podotknout, že tato práce zdaleka nepokrývá veškerý výčet matema-
tických modelů použı́vaných ve fyzice. Řadu dalšı́ch modelů, jako např. rovnici vedenı́
tepla či rovnici kontinuity lze nalézt v [1]. Tuto velmi obsáhlou publikaci doporučuji
zájemcům, nebot’právě tato kniha mi byla motivacı́ k napsánı́ této práce.
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cvičenı́ v předmětu „Matematika - 2“

[12] Pı́rko Z., Veit J.: Laplaceova transformace, SNTL-ALFA, Praha-Bratislava, 1972.
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