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Uvod

Kftivkovy integral je pojem dulezity zejména kvili jeho vyuziti ve fyzice, mechanice
a v geometrii. Definuje se jim napt. prace sily po kfivocaré draze a také se jim vyjadiuje
tok vektoru kiivkou. Tato praktickd vyuziti probereme v kapitole vénované aplikaci kiiv-
kového integralu 2.druhu, ale nejdfive prikro¢ime k samotné definici kiivkového integralu
a jeho c¢lenéni.

K definici kfivkového integralu vyuzijeme nékolik pojmii vztahujicich se k problematice
integralniho poctu, které sesumarizujeme v tivodni kapitole. Ve druhé kapitole se budeme
zabyvat kiivkovym integralem 1.druhu; velky prostor vénujeme predevsim jeho vlastnostem
a aplikacim. V posledni kapitole podrobné probereme kiivkovy integral 2.druhu, vzajemny
vztah kiivkovych integrali 1. a 2.druhu a na zavér také Greenovu vétu, s jejiz pomoci lze
prevadét kiivkovy integral 2.druhu po uzaviené kiivce na dvojny integral.
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Kapitola 1
Uvodni pojmy

Na uvod si uvedeme nékolik zakladnich pojmt a definic vztahujicich se k problematice
integralniho poctu, resp. kiivkového integralu, bez kterych se v dalsim vykladu neobejdeme.
Jejich hlubsi analyzu lze najit v doporucené literatuie uvedené na konci préace, zejména
pak v publikacich [1, 4].

1.1 Topologické zobrazeni

Definice 1.1.1. Bud M C E™ a N C E" neprazdné mnozZiny. F' je zobrazeni mnoZiny
M na mnozinu N, bod z; je libovolnym bodem mnoziny M. Rekneme, e zobrazeni F je
spojité v bodé zg, jestlize ke kazdému ¢ > 0 existuje > 0 tak, ze pro kazdy bod = € M,
pro né&jz je p1(x,xy) < 0, je také po|F(x), F(xo)] < €. V pfipadé, Ze je zobrazeni F' spojité
ve v8ech bodech mnoziny M, jedna se o spojité zobrazeni mnoziny M na mnozinu N.

Pozndmka. Vyrazem p;(x, xg), je definovana metrika(vzdalenost bodu x, ). Vice v textech
o metrickych prostorech(napi.[3]).

Zobrazeni mnoziny M na mnozinu N je tedy dano systémem n funkci m proménnych:

ylzfl(xlax%"wxm—bxm) «
y2:f2(xlax2a"'7xm—17xm) ( )
Yn = fn(xlax% ey Im—1, xm)

Timto systémem rovnic je kazdému bodu [z1,s,...,Tm_1,2,] C M pfifazen bod
[fi(z1, @, ..oy Tm), fo(T1, e, oo Tm), - - oy fr(T1, T2y .., &m)] C N.Spojité zobrazeni mno-

7iny M na né&jakou podmnoZinu mnoZiny E! nazyvime spojitou funkci definovanou na
mnoziné M.



Véta 1.1. Bud F zobrazeni mnoZiny M C E™ na mnoZinu N C E™ dané systémem funkci
(*). Pak je toto zobrazeni spojité, pravée kdyz funkce fi, fo,. .., fn jsou spojité v mnoziné

M.

Definice 1.1.2. Bud F opét zobrazeni mnoziny M C E™ na mnozinu N C E™ a necht
M, N jsou neprazdné mnoziny. Zobrazeni F' se nazyva topologické zobrazeni mnoziny
M na mnozinu N, jestlize ma F' tyto vlastnosti:

e [ je prosté
e [ je spojité
e ! je spojité(F~! je inverzni zobrazeni F)

Tvrzeni. O mnoziné N fikdme, Ze je topologickym obrazem mnoziny M pii zobrazeni F.
Ztejme je také M topologickym obrazem mnoziny N. Dvé mnoziny, z nichz jedna je topo-
logickym obrazem druhé, nazyvidme homeomorfni. Jsou-li dany dva uzaviené intervaly,
pak jsou vzdy homeomorfni. Jinak fec¢eno; topologicky obraz urc¢itého uzavieného intervalu
je topologickym obrazem kteréhokoliv uzavieného intervalu.

Definice 1.1.3. Topologicky obraz uzavieného intervalu lezici v E", kde n = 1,2,3,...,
se nazyva oblouk(pfesnéji jednoduchy nebo Jordantv). Krajnimi body oblouku nazyvéame
obrazy krajnich bodt intervalu.

Definice 1.1.4. Necht jsou z = ¢(t),y = ¥(t),t € («, 5) spojité funkce a nechf zobrazeni
ptifazujici bodu t € (a, 5) bod [p(t), 1 (t)] je prosté. Potom mnozina vSech bodi [p(t), 1 (¢)]
pro t € {«, 3) je oblouk. Dané vyjadieni oblouku nazyvame parametrické.

Pozndmka. Skutecné; nasimi rovnicemi je podle Véty 1. dano spojité zobrazeni intervalu
(o, 3) na jeho podmnoZinu v E? a toto zobrazeni je topologické.

Definice 1.1.5. Mame-li dany dvé kruznice, pak jsou vzdy homeomorfni. Takze topolo-
gicky obraz jisté kruznice je topologickym obrazem jakékoliv jiné kruznice. Topologicky
obraz kruznice, kterd lezi v E" n = 2,3,..., se nazyva uzaviena kiivka(F(a) = F(5)
pro t € («, 3)).

Priklad 1. Necht jsou x = ¢(t),y = 1(t) dvé funkce spojité v intervalu («, 3). Necht
hodnotédm ¢t = «a,t = 8 odpovida tentyZ bod; jinak necht riiznym hodnotdm parametru ¢
nalezi riizné body v E?. Pfedstavme si nyni, %e interval («, 3) svineme do kruznice tak,
ze body «, 3 splynou. Pak jsou k rfiznym bodtim kruznice piifazeny rtizné body v E2.
Nase rovnice tedy davaji spojity a prosty obraz kruznice podle Véty 1.1. a tento obraz
je topologicky podle Definice 1.1.2..Nase rovnice tedy vyjadiuji uzavienou kiivku; toto
vyjadieni podle Definice 1.1.4. nazyvame parametrické.

Pozndmka. Oblouky a uzaviené kiivky nazyvame jednoduse kFivkami.



Definice 1.1.6. Bud C kiivka, Cy,C,,. .., C, takové oblouky, ze C = U C; a necht libo-

volné dva oblouky C;, Cj}, kde ¢ # j, maji spolecné nejvyse krajni body Pak tfikame, ze
systém obloukt C, (s, ..., C, je délenim kiivky C.

Definice 1.1.7. Bud C kiivka a D jeji déleni s dilky Cy,Cs, ..., C,. Cislo

max {d(C;)}

1<i<p
se nazyva norma déleni D a znacime ji v(D).

Pozndmka. Cislo d predstavuje v této definici vzdalenost v Euklidovské metrice; velikost
jednotlivych dilkd C;. Normou déleni tedy nazveme nejvétsi dilek C; pti déleni D.

Definice 1.1.8. Bud C kfivka a {D,,} posloupnost jejich déleni. Je-li

lim v(D,) =0

n—oo
fikdme, ze dand posloupnost déleni je nulova(posloupnost norem ruznych déleni jde
limitné do nuly - normy jsou ¢im dal mensi).

Definice 1.1.9. Oteviend mnozina G v E" se nazjvd n-rozmérna oblast, jestlize k

libovolnym dvéma riznym bodtm x,y € G existuje oblouk C' tak, Ze z, y jsou jeho krajnimi
body a kiivka C' C G.

Véta 1.2. (Jordanova) Bud C' uzaviend kvivka v E2. Potom mnoZina E? — C je tvorena
sjednocenim dvou dvojrozmérngch oblasti, z nichZ jedna je omezend - vnitrek krivky C,;
druhd je neomezend - vnéjsek krivky C. Krivka C' je pak hranici svého vnittku a vnéjsku.

Pozndmka. Dvourozmérna oblast G se nazyva jednoduSe souvisla, jestlize je jeji ¢asti
vnitfek kazdé uzaviené krivky C', pro niz je C' C G.

1.2 Orientace

Chceme-li orientovat uzavieny interval (o, 3), znamena to uspoiadat jej bud podle velikosti
jeho ¢isel anebo obracené. Potom je jedno z ¢isel «, f prvnim a druhé poslednim prvkem
intervalu.

Definice 1.2.1. Bud = = ¢(t),y = ¥(t),t € («a, §) parametrické vyjadieni kiivky C. Bu-
deme predpokladat, Ze interval («, 3) je usporadan podle velikosti svych ¢isel. Pfeneseme-li
toto usporadani na kiivku, mtzeme ftici, ze kiivka je orientovina souhlasné s danym
parametrickym vyjadienim. Preneseme-li na kiivku opacné usporadani intervalu, je
kiivka orientovan nesouhlasné s danym parametrickym vyjadienim.



Orientovat kruznici znamend udat na ni smysl obéhu proti, anebo ve sméru obéhu hodino-
vych rucicek.Podobné lze orientovat i orientovanou uzavienou kiivku v roviné(pfi orientaci
proti sméru obéhu hodinovych rucicek lezi vnitiek na levé strané kiivky, pfi opac¢né orien-
taci na pravé).

Orientovat uzavieny kruh znamend orientovat vSechny uzaviené kiivky na ném bud ve
sméru nebo proti sméru obéhu hodinovych rucicek.

Pozndmka. Pii stanoveni orientace kruznice ¢i uzaviené kiivky budeme povazovat orientaci
proti sméru obéhu hodinovych rucicek za kladnou, orientaci proti sméru obéhu za zapornou.

Priklad 2. Bud dén oblouk s parametrickym vyjadfenim x = acost,y = bsint,t € (0, 3).
Pfi souhlasné orientaci s danym parametrickym vyjadfenim je bod [a, 0] prvnim bodem a
bod [0, b] poslednim bodem oblouku.

t=0: r=a-cos0=a
y=">0-sin0=0 = [a, 0]
t=73: r=a-cosy =
y=>b-sing =0 = [0, b]

Pozndmka. Poznamenejme, Ze orientaci uzaviené kiivky C' je dana soucasné orientace pro
vSechny oblouky lezici na C. Ktivka C je totiz topologickym obrazem orientované kruznice
K, oblouky na C' jsou topologickymi obrazy obloukt na K. je-li L oblouk na K, pak existuje
bod x € K — L. Snadno se zjisti, Ze orientacci na K je definovano uspotfadani na L a tedy
i na kfivce C'. Tuto orientaci oblouku leziciho na C' nazyvame orientaci indukovanou
orientaci uzavrené krivky C.

Definice 1.2.2. M¢jme navzédjem rtzné body 7p, 17, . . ., T}, v roviné. Pak sjednoceni orien-
tovanych tsecek ToT4, 111, ..., T,—1T,nazveme lomenou €arou a oznacime ji Ty77 ... 7).

Tvrzeni. Bud C orientovany oblouk, D jeho déleni. Pfedpoklddejme, Ze orientace oblouku
C udéva toto poradi dilkd déleni: Cy, Cy, ..., C,. Ozna¢me T;_;,T; prvni a posledni bod
oblouku C;(i = 1,2,...,p). Body Tp, T1, . .., T, nazveme délicimi body déleni D. Je ziejmé,
ze délicimi body je déleni orientovaného oblouku urceno.

Definice 1.2.3. Necht jsou Ty, T3, ..., T, navzajem rizné body v roviné. Pak sjednoceni
orientovanych tusecek ToTh,T17T5,...,T,-11,,T,Ty nazveme uzavienou lomenou ¢arou
a oznacime ji 7T} ... T, Tp.

Tvrzeni. Bud C uzaviend orientované kiivka, D jeji déleni. Opét predpokladejme, Ze
orientace kiivky C' udava toto poradi dilkt déleni: Cy, Cy,Cs,. .., Cp. Oznacime T;_4,T;
prvni a posledni bod oblouku C; pro i = 1,2,...,p. Prvnim a poslednim bodem oblouku
Cy jsou tedy body T}, To(viz obr.1).Tyto body nazveme délicimi body déleni D. Je ziejmé,
ze délicimi body je zase naopak urceno déleni uzaviené orientované krivky. Uzavienou
lomenou ¢aru Ty . .. T,Ty oznac¢ime P(D).(viz obr.1.1)



Obrazek 1.1: Uzaviend lomend ¢ara P(D)

1.3 Hladka k¥ivka

Véta 1.3. Bud C oblouk s parametrickym vyjddrenim x = ¢(t),y = ¢¥(t),t € («, 5). Necht
funkce v = @(t),y = ¥(t) maji v intervalu (o, 5) spojité derivace ¢'(t),'(t) a necht matice

(1), (1)

md hodnost 1 pro kazdé t € (a, 3). Jinak Teceno; pro kazdy bod t € (a, 3) je alespon jedna
z wvedenych derivaci ruznd od nuly. V bodé t = o must existovat derivace zprava, v bodé
t = 3 derivace zleva. Pak tekneme, Ze C je hladky oblouk v E2.

Pozndmka. Hladky oblouk v prostoru E3 se definuje analogicky. V tomto p¥ipadé parame-
trizace je zobrazeni intervalu («, ) reprezentovano tfemi funkcemi z = p(t),y = (1),
z = x(t) a tedy jejich matice derivaci

(¥'(1),¢'(1), X' (1))
mé pro kazdé ¢ € («, ) hodnost 1.

Priklad 3. Oblouk s parametrickym vyjadienim z = asint,y = bcost,t € (0,3) je
hladky, nebot funkce ¢(t) = asint,(t) = bcost maji v intervalu (0, 7) spojité derivace

¢'(t) = acost,y’(t) = —bsint, které nejsou v zddném bodé intervalu (0, 7) soucasné rovny
nule.
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Definice 1.3.1. Bud C kfivka. Necht Cy,Cs, ..., C, je systém hladkych kfivek obloukd,
které tvori déleni kiivky C'. Pak fekneme, Ze kiivka C' je po ¢astech hladka a oblouky
Cy,Cy, ..., C, nazyvame jejimi hladkymi ¢astmi.

Definice 1.3.2. Bud C hladka orientovana kiivka, bod P jeji bod o soutfadnicich [z,y].
Bodem P vedme tecnu ¢. Smérové thly orientované tecny orientovaného oblouku v bodé o
soufadnicich [z, y] budeme vzdy znacit a(x,y), 5(z,y). Vedeme-li bodem P pfimku kolmou
k teéné v tomto bodé, nazveme ji normalou v tomto bodé. Normélu orientujeme tak, Ze
thel od orientované tecny k orientované normale je +7. Takto orientovanou normalu v
bodé P nazveme orientovanou normalou v tomto bodé a jeji smérové thly oznac¢ime
A(z,y), B(z,y).(viz obr.1.2) Ziejmé plati

cos A(z,y) = — cos 3(z,y),cos B(x,y) = cos a(z,y).

Y " B

Obrézek 1.2: Orientované tedna a normala

Definice 1.3.3. Jestlize je C' hladky orientovany oblouk s parametrickym vyjadfenim
x = (t),y =1v(t),t € {a, ) a jestlize jeho bod P m4 parametr ¢, pak pro jeho smérovy
thel « prislusny k orientované tecné v bodé P plati

'(t)
P2 (t) + ¥(t)

11

cos (t) =



pfi souhlasné orientaci s danym parametrickym vyjadfenim(pii orientaci nesouhlasné bude
pfed zlomkem znaménko minus). Odvozeni tohoto vyjadieni mizeme najit v [1].

1.4 Aproximace krivek lomenymi ¢arami

Definice 1.4.1. Bud P lomena ¢ara. Jeji délkou rozumime soucet délek jejich tusecek
(oznac¢ime ji L(P)). Bud C kiivka s libovolnou orientaci. Pak ke kazdému déleni D kiivky
C' patii lomena ¢ara, piipadné uzaviend lomena ¢ara P(D).

Definice 1.4.2. Oznac¢me ® mnozinu vSech déleni krivky C. Uvazujme nyni o mnoziné
LIP(D)],D € ® (mnozina délek lomenych ¢ar pfi riznych délenich), kterd je definovana
takto:v pripadé, Ze je shora omezena, klademe

L(C) = sup L[P(D)].

De®

Neni-li shora omezen4, klademe L(C) = +o0. Cislo L(C) nazjvame délkou ki¥ivky C.
Je-li L(C) < 400, fikdme, ze dand kiivka C' je retifikace schopna.

Pozndmka. 7 definice délky kiivky je vidét,ze délka neni zavisla na tom kterou z orientaci
krivky pouzijeme.
Poznamka. Je-li K kiivka schopna retifikace a C' oblouk, ktery je ¢asti K, je oblouk C
retifikace schopen.

Véta 1.4. Bud C krivka, D1, D2 dvé jeji déleni. Necht déleni D2 je zjemnénim déleni
D1, tj. kaZdy dilek deleni D2 je casti nekterého dilku délent D1. Pak

LIP(D2)] > L[P(D1)].
Pozndmka. Dikaz plyne z trojuhelnikové nerovnosti a je rozpracovan v [1].
Véta 1.5. Bud C krivka. Necht ddle krivky C1,C2 tvoii jeji déleni. Pak
L(C) = L(C1) + L(C2).

Véta 1.6. Bud C uzaviend orientovand po cdstech hladkd krivka, 6 > 0 libovolné cislo.
Pak existuje déleni D krivky C' o normé mensi nez § tak, Ze P(D) je uzaviend orientovand
krivka.

Véta 1.7. Bud C oblouk s parametrickym vyjddienim x = o(t),y = ¥(t),t € («a, ).
Necht funkce ¢(t), 1 (t) maji v intervalu («, 3) spojité derivace ¢'(t),v'(t). Pak je oblouk
C retifikace schopen a pro jeho délku plati

8
— [ Vo R ds
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Pozndmka. Dle predchozi véty lze pocitat i délky kiivek po c¢astech hladkych.

Priklad 4. Vypocet délky kiivky dané parametricky takto: z = acos®t,y = asin®t,
t€(0,5),a>0.

w/2 /2

LC)= [ \/(a cos? t),2 + (asin®t)2 dt = [ \/(—3asintcos?t)? + (3acostsin?t)2 dt =
0 0
w/2 /2

[ V9a%sin?tcostt + 9a%cos?tsin’t dt = 3a [ \/(sin®¢tcos?t)(cos’t +sin’t) dt =
0 0 ~
w/2
=3a [ sintcost dt =
0

1

1
:>3afxdx:3a[§] :3a~%: a.
x 5 0

sint = x
costdt =d

N[wWw =

Délka kiivky je 2 a

Piiklad 5. Vypocet délky kiivky v E® zadané parametricky takto:z = acost,y = asint,
z=10bt,t €(0,27),a>0,b>0
2

= [ \/(acost)? + (asint)? + (bt)? dt = f V/(—asint)? + (acost)? + b2 dt =
0

2m

= [ Va2sin?t + a2 cos?t + b2 dt:f\/a2(sin t+cos’t) + b2 dt =
0 0 ~

1

2w
VETR[ &t =VETE [ = V@ T
5 0

Délka kiivky je 2mv/a? + b2.

13



Kapitola 2

Krivkovy integral 1.druhu

K definici kfivkového integralu prvniho druhu vyuzijeme nékolik tvrzeni z predchozi kapi-
toly a také prfedpoklddame znalost teorie Riemannova integralu.

Pro vétsi nazornost budeme formulovat néasledujici vyklad pouze v souvislosti s dvouroz-
mérnym prostorem R2. Z naSich ivah véak bude bude bezprostfednd vidét, jak lze trans-
formovat uvedené véty v libovolném n-rozmérném prostoru.

2.1 Definice kiivkového integralu 1.druhu

Definice 2.1.1. Bud C hladka (po ¢astech hladka) kiivka v roviné s krajnimi body
A, B(C = @) Déle uvazujme ohrani¢enou redlnou funkci f = f(z,y), jejiz definiéni
obor obsahuje kfivku C', tzn. funkce f = f(z,y) je definovana v kazdém bodé kiivky C.
Necht D je déleni kiivky C' dané délicimi body A = Ag, Ay,..., A, = B. Délku i-tého
oblouku ml ozna¢ime A(l;).

Definice 2.1.2. Necht M; = (z;,y;) jsou takové body, ze M; € /f_l\AZ,z =1,2,...,n.
Bod M, nazyvame reprezentantem i-tého oblouku déleni D kiivky C'(M; je libovolnym
bodem oblouku A; 1 4;).

Definice 2.1.3. Analogicky s teorii Riemannova integralu definujeme ¢islo
S(D,M, f) = Z (M) A(L)
i=1
jako intergalni soucet piislusny k déleni D, vybéru reprezentanti M = (M, Ma, ..., M,)

a funkci f na kiivce C.(viz obr.2.1)

Pozndamka. Tomuto integralnimu souctu fikame presnéji integralni soucet 1.druhu.

14
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Obrazek 2.1: Integralni soucet 1.druhu

Véta 2.1. Uvazujme nulovou posloupnost déleni {D,,} .~ kifiky C' a také definujme M"
jako libovolny vybér reprezentanti prislusnych dilkum deleni D,,. Jestlize pro kaZdou nulo-
vou posloupnost { Dy, }°°, magi posloupnosti integralnich soucti {S(D,, M", f)}>° | konec-
nou limitu nezdvislou na vybéru reprezentanti {M"} a déleni {D,,}, pak cislo

lim S(D,,M", f)

n—oo

nazyvame krivkovym integralem 1.druhu funkce f po krivce C a znacime jej

C/f(x,y) ds.

Poznamka. Kiivkové integraly po hladkych kfivkach nezéavisi na parametrickém vyjadieni
téchto obloukt (tzn., Ze kiivkové integraly vypoctené uzitim libovolnych dvou parame-
trickych vyjadieni jsou si rovny). Odtud se snadno odvodi, Ze integraly po kiivkach po
¢astech hladkych nezavisi ani na zpusobu déleni v hladké ¢asti ani na parametrickém
vyjadreni téchto hladkych c¢asti.
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2.2 Zakladni vlastnosti kfivkovych integralu 1.druhu

Véta 2.2. Necht C je orientovand kiivka, fi(z,y), fo(z,y) jsou funkce spojité na C a ¢y, co
jsou néjaké konstanty. Necht ddle existuji kiivkové integraly [ fi(x,y)ds a [ fo(z,y)ds.
C C

Pak ezistuje také krivkovy integrdl [[c1fi(z,y) + cafo(z,y)] ds a plati
C

/[01f1(93>y) + cafa(z,y)] ds = C1/f1(x,y) ds + Cz/fz(xay) ds.

C

Integral je tedy linedrni vzhledem k integrandu.

Véta 2.3. Necht C je orientovand krivka sklddajici se z orientovanych krivek Cy a Cs,

pricemZ posledni bod krivky Cy je pocatecnim bodem krivky Cy. Necht f(z,y) je funkce

spojitd na C a ddle necht existuji integrdly [ f(x,y)ds a [ f(z,y)ds. Pak existuje také
C1 CQ

integrdl [ f(xz,y)ds a plati
C

[ fewas= [ rapast [ s

Integral je aditioni k integracni ceste.

Poznamka. Ziejmé pak pro p disjunktnich c¢asti kiivky C' plati

C/f(x,y)ds:;C[f(x,y)ds,izl,l...,p.

Véta 2.4. Necht C je orientovand krivka. Necht krivka C vznikne z krivky C zménou
orientace. Ddle necht funkce f(x,y) je spojitda na C a existuje kitvkovy integrdl [ f(z,y) ds.
c

Pak ezistuje také krivkovy integrdl [ f(x,y) ds a plati

[remas= [ 5@ as

Integral nezdvisi na orientaci ke krivce C'.

Poznamka. Je-li kiivka C' zadéna pfedpisem C' = @, pak zfejmeé plati
/f(x,y) ds = /f(x,y) ds.
AB BA
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Véta 2.5. Nechf C = AD je orientovand kiivka definovand parametricky x = ¢(t),y = ¥(t),
t € (o, B). Funkce ¢(t),1(t) jsou spojité a @' (t),1'(t) jsou po cdstech spojité na intervalu
(o, B). Ddle predpoklddejme, Ze ©'*(t) + ¢'*(t) > 0 na intervalu {«, 3). Pak plati

6
/ f(ay) ds = / £ (), 0() - VR0 T 920D dt,

kde A = [p(a), ()] @ B = [p(8),%(3)].

Pozndamka. V n-rozmérném prostoru R™ by méla tato véta tvar

/f(xb---,xn) ds:/ﬁf(wl(t),---mon(t))'
=B a

kde (z;); = (pi(t))i_q,t € (o, B) je parametrické zadani kiivky C' = AB.
Véta 2.6. Necht je C = AB hladkd k¥ivka definovand rovnici y = g(x), kde x € (a,b).

Predpoklddejme ddle, Ze funkce g(x) je spojitd a funkce ¢'(x) je po cdstech spojitd na C.
Potom z Vety 2.5. plyne

/f(x,y) ds = /f(m,g(x)) v/ 1+ ¢?(x) de.

Piiklad 6. Vypoctéte [zy ds, kde C' je hladky orientovany oblouk o parametrickém vy-
c

jadieni x = rcost,y = rsint,t € (0,7),r > 0.

[xyds= [rcost-rsint-/(rcost)? + (rsint)? dt =
c 0

=172% [costsint/(—rsint)2 + (rcost)2 dt = r? [costsintyVr2sin’t + r2 cos?t dt =
0 0

sint = x

cost dt =dz =

=12 [costsintVr2(sin®t + cos’t) dt = 7® [costsint dt =
0 h ~ d 0

M

0 0
:>r3fxdx:r3[%} = 0.
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2.3 Aplikace krivkového integralu 1.druhu

Kftivkovy integral 1.druhu vyuzivame predevSim v geometrii a v mechanice. Jak jsme jiz
uvedli v Kapitole 1 Uvodni pojmy, je-li kiivka C' po ¢astech hladka, mtzeme jeji délku
L(C) vypoditat podle vzorce L(C) = [ ds.

c

Pozndamka. Je-li kiivka zaddna ptredpisem C : y = f(z),z € (a,b), pak pro jeji délku plati
b
- / VIt /2@ de.

Definice 2.3.1. Kiivkovym integralem P(C) = [ f(x,y) ds lze definovat plosny obsah

c
valcové plochy nad rovinnou kfivkou C' od soufadnicové roviny xy; je shora ukonceny
plochou z = f(z,y).

Priklad 7. Spocti kiivkovy integral P(C') = [(z + y) ds, je-li kiivka C' uréena vrcholy

c
A =10,0], B=[2,0],C = [0, 1].(viz obr.2.2)
Y
C
C?2
C3
A C1 B L
Obrazek 2.2: Trojuhelnik ABC
a) r=t,y=0,t€(0,2),
2 2 512
P(C) = [(t+0) - VIZF 02 dt = [t dt = [%]0 — 2,
0 0
2 2
P(Cy) = [(z+ (- ) I+ (2 +1)2de=[(2+1)-/1+1de =
0 0
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[

+1)- 25dx:§-<

o

M

c) x=0,y=t,te(0,1),
1

P(C3) = [(0+1)- /02 + 12 dt = 5,
0

P(C) = P(Cy) + P(Cy) + P(C3) = 2+ 25

&

__ 543
o 2

N[

Dalsi kategorii, kterou definujeme pro krivkovy integral 1.druhu a ktera nachézi své
uplatnéni zejména v mechanice, je tzv. hmotnost rovinné kiivky C. Znacime ji m(C) a

v R? ji po¢itame takto:
m(C) = [ utey) s,

C

kde p(z,y) je hustota rovinné kiivky C' = AB v libovolném bods [z, y] kiivky C.

Poznamka. Analogicky lze samoziejmé odvodit formuli i v prostoru R™ :

m(C) = / i@y, Tas ) ds.
C

Y vew

(v R?). Soufadnice g, yo spocitame takto:
1 1
zo=— [ v p(z,y)ds, yo=— [ y-pz,y)ds,
m m
c c

kde integraly na pravé strané jsou prislusné statické momenty. Staticky moment vzhle-

dem k ose x oznacujeme S,, k ose y jej znacime S,,.
Z predchozich tvrzeni tedy vidime, Ze pro statické momenty plati

Sx:/y:u('rvy) d87 Sy:/xﬂ('ruy) ds.

c c
Soutadnice t€zisté T' = [zg, yo] jsou tedy
Sy Sy
Lo = —, Yo= —-
m m
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Pro kiivku v roviné danou grafem funkce y = f(z),x € (a,b) je tedy hmotnost

b

m(C) = / u(@) /1 F2(@) da.

a
Pro staticky moment vzhledem k ose x, popripadé k ose y, plati

b b

So= [yen) VIFP@ s S,= [ou@) VI ) de

a a

Pro rovinnou kiivku danou parametrickymi rovnicemi = = ¢(t),y = ¥(t),t € («, ) je
vzorec pro hmotnost

6
m(C) = / u(t) - /2P0 + 90 dt

a pro prislusné statické momenty

B

8
S, — / W) - ult) PO F 020 dt, 8, = / ot) - u(t) - /(D) 0P (E) dt.

o

Posledni aplikaci kiivkového integralu 1.druhu, kterou si zde uvedeme, je vypocet
momenta setrvacnosti vzhledem k ose x, resp. k ose y:

Ix:/y2:u('r7y) d87 Iy:/x2,u(x,y) ds.

C C
Pro rovinnou k#ivku zadanou grafem funkce y = f(z),a < z < b je tedy

b

L= [ @) VI P 1= [a () V¥ ) do

Pro rovinnou k#ivku danou parametrickymi rovnicemi = = ¢(t),y = ¢(t),t € («, §) plati

B

s
I, = /W(t) Cp(t) - @R() +2(t) dt, I, = /gp2(t) Cp(t) - @R(t) + 2 (t) dt.

«

Pozndmka. PFi vypoctu momentt setrvacnosti vzhledem k pocatku je vzdalenost v kartéz-
skych soufadnicich rovna /22 4+ y2 = r (viz. Pythagorova véta).
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Piiklad 8. Urdi soutadnice t&7isté T = [zg, yo] rovinné kiivky (oblouku cykloidy) dané
parametricky p(t) =z =a- (t —sint),¥(t) =y =a- (1 — cost),t € (0, 7), u(z,y) = 1.

Vvoev

O (t) + 2(t) dt = fl V/(at —asint)? + (a — acost)? dt =

u(t
Va2 —2a2 cost + a2 cos? t + a2 sin tdt:a~f\/2—2c:ostdt:
0

a-[+/1 —costdt:ﬂa-f,/ZsinQ%dt:2afsin%dt:
0 0 0
[ 2cos 5|, =2a-2 = 4a,

||
—al—w

|
I\DQ‘O

T == [X()? YO]a

T s

A t t
xozﬁofa-(t—sint)ﬂa-sin%dt:% /t-sinidt—/sint-sinédt :
0 0

Ji :ft-sing dt = [~2cos § +4sin ]’ =4,

=]

fsult sin 3 Ldt = {2 Sin2%'COS%dt:4-|:Sin33§:|0:§7
=g -3 iot
o= - (1—cost) 2usin g = (1 —cont)sing = 25t i =
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Kapitola 3

Krivkovy integral 2.druhu

3.1 Definice kfivkového integralu 2.druhu

Podobné jako pti definici kiivkového integralu 1.druhu uvazujeme rovinnou kiivku C' = ZE,
ktera je hladka(po ¢astech hladka). Necht jsou déle P = P(x,y) a Q = Q(z,y) funkce spo-
jité na oteviené mnoziné obsahujici k¥ivku C'.

Bud D libovolné déleni kiivky C' dané délicimi body A = Ag, Ay,..., A, = B. Délka
i-tého oblouku 142/—1\Az opét znacime A(l;). Stejné tak ozna¢me body M; = [x;, yi],
1=1,2,...,n, jako reprezentanty i-tého oblouku mz pri déleni D kiivky C.

Navic ale uvazujme orientaci kfivky C' - mtize byt pouze dvoji - je-li souhlasné oriento-
vana s danym parametrickym vyjadienim, klademe ¢ = 1, je-li orientovana nasouhlasné s
danym parametrickym vyjadfenim, pak je ¢ = —1.

Uvazujme nyni integralni soucty prislusné k déleni D, vybéru reprezentanti M a funk-
cim P, Q) na kiivce C":

S(D,M, P) = Z P(xi,yi) - D,

i=1

kde A.Z'Z =T; — Tj—1,
i=1

kde Ayz =Y — yi—l;i = ]_,. o, n.
Déle uvazujme nulovou posloupnost déleni {Dy}72, kiivky C. Jestlize existuji pro li-
bovolnou posloupnost déleni {D;}? ; a libovolny vybér odpovidajicich reprezentantt M®*)

konec¢né limity téchto dvou integralnich souctl, nezavisejicich na vybéru déleni ¢ vybéru
reprezentantli, nazyvame je kfivkové integraly 2.druhu funkci P a @) po kiivce C a
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oznacujeme je

lim S(Dy, M*, P) =

k—oo

P(z,y) dz,

A

lim S(Dy, M*, Q) =

k—oo

Q(z,y) dy.

A

Cislo [ P(z,y) dz+ [ Q(x,y) dy znacime [ P(z,y) dz+Q(x,y) dy a nazgvame ho obecny
c c c
kfivkovy integral 2.druhu pies kiivku C.

3.2 Zakladni vlastnosti kiivkového integralu 2.druhu

U vsSech uvedenych vlastnosti budeme ptredpokladat, ze kiivka C' je orientovana, funkce
P(z,y),Q(z,y) jsou redlné a spojité na C' a ¢y, ¢z jsou konstanty. Necht déle existuji kiiv-

kové integraly [ P(z,y)dz a [Q(z,y) dy.
c C

Pak existuje také kiivkovy integral [[c; - P(z,y) dz + ¢ - Q(z,y) dyl.
c

Véta 3.1. Krvivkovy integral 2.druhu je linedrni vzhledem k integrandu. Plati tedy

/[01 - P(z,y)de + ¢ - Qz,y) dy] = ¢1 - /P(x,y) dz + ¢y - /Q(x,y) dy.

C C

Véta 3.2. Je-li C' orientovand krivka skladagici se ze souhlasné orientovanych krivek Cy
a Cy, pricemZ posledni bod krivky Cy je prunim bodem krivky Csy, pak je krivkovy integrdl
2.druhu aditivni vzhledem k integracni cesté a plati

/P(x,y) dx:/P(x,y) dx+/P(x,y) dr,

Cl CZ

[y a= [y ay+ [y .

[ Py de+ Q) dy = [ Pla.y) do+ Q) dy+ [ Plavy) deo+ Qlo.y) dy
C C1 Co
Analogicky pro krivku C' s dilky Cy,Cy, ..., C, plati

/P(x,y) dz + Q(z,y) dy:Z/P(:ﬂ,y) dz + Q(z,y) dy.

C
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Zména orientace kiivky C = AB (narozdil od kfivkového integralu 1.druhu) indukuje v
kiivkovém integralu 2.druhu zménu znaménka; krivkovy integral 2.druhu tedy zavisi na
orientaci ke krivce C.

Véta 3.3. Plati tedy

/P(x,y) dz + Q(z,y) dy = —/P(x,y) dz + Q(z,y) dy.

AB BA

Véta 3.4. Necht je C = AB hladkd kiivka definovand parametricky = = o(t),y =(t),t
't

(a, B) a o funkcich ¢(t),y = ¥(t) predpokladame Ze jsou spojité. Jestlize ' (t ) ) jsou
po &dstech spojité na intervalu (o, ) a () + " (t) > 0 na intervalu (o ﬁ) pak plati:
B
[ P do s Qay) dy =+ [P0, 6(0) - /() + QUelt), (1) - w/(1)]
AB «

kde € = +1, jestlize je krivka C' orientovdana souhlasné s danym parametrickym vyjadrenim;
e = —1, jestlize je krivka C' orientovdana nesouhlasné.

Véta 3.5. Necht je funkce f(x) spojitd a funkce f'(x) je po castech spojita. Je-li C = AB
hladkd krivka definovand rovniciy = f(x),x € (a,b), pak z predchozi véty plyne

b

/ Pe,y) de + Q(z,y) dy = ¢ / Pz, () + Qo f(x)) - ['(x)] da.

—_—

AB a

Piiklad 9. Vypocti integral [ [(2? — 2zy) dz + (y* — 22y) dy], kde kiivka C' je parabola
C

y=12% x € (—1,1); kiivka je orientovdna ve sméru riistu proménné z(e = +1).

e [Pz, f(z)) + Q(z, f(z)) - f'(z)] dz :>_j1;(x2 —22%) dz + (2t — 223) - 2z dz =

1
= [(2* = 22%) do + (22° — 42*) do = [ (22° — 42 — 227 4+ 2?) do =
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Piiklad 10. Vypocti integral [ 2? dz — zy dy, kde C je hladkd kiivka o parametrickém
c

vyjadfeni x = r - cost,y = r -sint,t € (0,m),r > 0, orientované souhlasné s danym para-
metrickym vyjadienim.

B
e [IP(o(t),¥(1) - ¢'(t) + Qp(t), (1)) - ¥'(1)] dt =
= f [r?cos®t - (—rsint) —rcost - rsint - rcost| dt = }(—7’3 sint cos? t—r3sint cos? t) dt =
0
cost =z

0
(o3 2 _ 3. [ 2 =
= [(—2r®sintcos®t) dt 2r Lofsmtcos t dt ‘—sintdtzd

1
'=+2r3-fz2dz:
< 1

-1

0
23
:27“3-[?}1 =t (—l oy = 13,

Piiklad 11. Vypoctéte integral [y? dz — 2 dy, kde C je usecka s prvnim bodem [0,1] a
C
poslednim bodem [1, 0].

y=ar+b
l=a-0+b
0=a-14b = y=—x+1,

Of[(—x+1)2—x2~(?—(/1_)2] dxzof(x2—2x+1+x2) de = [ (222 =2z 4 1) dz =

1
23 2 _ 2 _ 2

Piiklad 12. Vypocti integral [y dz + z dy + = dz, kde C' je kiivka zaddna parametricky

c
x = acost,y = asint,z = bt,t € (0,27),a > 0,b > 0, orientovand souhlasné s timto
parametrickym vyjadfenim.

27 2
. - . . . — - 2 2 .
Of[asmt (—asint) + bt - acost + acost - b] dt Of( a”sin®t + abt - cost + abcost) dt,

I Iz I3

u=sint o =sint

2
2
I, = —a?- ntdt|= —a®- [sint-sint dt =
1 a /sm a Ofsm S u' = cost v = —cost
0

2m
= —a? <[— cost - sint]2™ + [ cos®t dt) =
0

2

27
= —a® | [~ cost - sint]2™ + of dt — /Sin2t dt| | = —a? [=sinteost 4 %EW =

0

= —a‘m,
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27 _t

!/
— — cost
I, =ab- ftcostdt:> o — 1 1;_;0112

= ablcost]" =ab- (1 —1) =0,

2m
= ab ([t sin ¢]2 f sin ¢ dt)
W—/

21

I3 = ab- [ cost dt = ab- [sint]}" =0,
0

I+, + I3 = —a?7+ 0+ 0 = —a’n.

3.3 Vztah ktivkového integralu 1. a 2.druhu

Véta 3.6. Bud C = AB hladkd orientovand krivka, funkce P(x,y),Q(x,y) spojité na
otevren€ mnozin€ obsahugici C. Pak plati

[ P dot Qo) dy= [[Pla.y): cosa(M) + Qlay) - sina(A)] ds,
AB AB
kde a(M) = a(xpr, yar) je thel mezi orientovanou tecnou ke hladké kiivce C = AB v bodé

M = [z, ym] a nezdpornou cdsti osy x.

Pozndmka. ProtoZe ziejmé plati sin o = cos(§ — a) = cos 3, lze v nékteré literatuie najit
tuto vétu ve tvaru

/P@MM%Q@wwz/W@wf%MM+Q@wﬂMMM®

kde thly (M), B(M) jsou smérové thly orientované tecny orientovaného oblouku v bodé
M =[x, yu] (viz. Kapitola 1 Uvodni pojmy).

Diikaz. K dikazu vyuzijeme Definici 1.3.3.

f[P(xvy) ) Cosoz(mM,yM) + Q(xvy) ) Cosﬁ(*rf\/byM)] ds =

¢ 6
_ F{PLo0), 6(0)] - cos alip(t), 0(0)] + Qlp(t), $(8))-cos Blp(), (1))} /0 TG0 dt —
— = F{Plo(®) 6] - (1) + Qlip(t), w(8)] - (D)}t [PEp) @ Qe d. O

07
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3.4 Aplikace krivkového integralu 2.druhu

V této subkapitole si uvedeme nejznaméjsi a nejcastéji pouzivané aplikace kiivkového in-
tegralu 2.druhu, nékteré dalsi zajimavé aplikace mizeme nalézt v literatufe uvedené na
konci prace, zejména pak v [5, 6].

Véta 3.7. Bud G néjakd oblast; v ni necht na hmotny bod E = [z,y] € G pisobi sily
o slozkdch P(x,y) a Q(x,y). Necht tyto slozky P(z,y),Q(z,y) jsou spojitymi funkcemi v
G. Bud ddle C orientovany a po édstech hladky oblouk leZici v G. Potom prdce, kterd se
vykond, prejde-li hmotny bod E = [x,y] po kiivce C' z jejiho proniho bodu do posledniho
bodu, se definuje jako

/P(m, y) dz + Q(z,y) dy.

C

Definice 3.4.1. Bud déna oblast G C R2, pfes kterou proudi kapalina. Necht v G lezi
hladky orientovany oblouk C'. Tokem kapaliny pfes oblouk C' rozumime mnozstvi kapa-
liny, které protece obloukem C' za jednotku ¢asu ve sméru orientované normély; oznacime

jej T(C).

Pozndmka. Tok je aditivni funkei oblouku - je-li C' C G hladky orientovany oblouk a tvorti-li
orientované oblouky C4, Cy jeho déleni, pak je T'(C) = T(Cy) + T(Cy).

Tvrzeni. Rekneme, Ze v bodé F' = [7g,70] € G ma tok slozky rychlosti P, Q, jestlize
pro libovolny hladky orientovany oblouk C|, prochazejici bodem F', jehoz orientovana nor-
mala méa smérové uhly A, B, existuje ke kazdému ¢ > 0,6 > 0 tak, Ze pro kazdy oblouk
C" c C N K (F;6) plati

—(P-cos A+ @ -cosB)

7€)

L(C")

Véta 3.8. Bud G C R? oblast, P(x,y),Q(x,y) dvé spojité funkce v G; necht jsou tyto
funkce sloZkami rychlosti toku v G. Bud dale C' hladky orientovany oblouk v G. Pak ke

kazdému ¢ > 0 existuje 6 > 0 tak, Ze pro libovolny bod [z,y] € C a pro libovolny oblouk
C'Cc CnK(z,y;9) plati

— (P(z,y) - cos A+ Q(z,y) - cos B)

7€)

L(C")

Véta 3.9. Bud G C R? oblast, P(x,y),Q(x,y) dvé spojité funkce v G. Necht jsou to slozky
rychlosti toku v G. Bud C' hladky orientovany oblouk lezici v G. Potom pro tok plati

T(C) = /[P(x,y) -cos A+ Q(z,y) - cos B] ds.
c
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Pozndmka. Podle vztahti uvedenych v Kapitole 1 Uvodni pojmy a podle Véty 3.6. Ize psat
tento vztah také

T(C) = / [~ P(a.y) - cos Bz, y) + Qla, y) - cosale, )] ds = / Q) dx — P(x, ) dy,

c

coz nadm velmi zjednodussi vypocet velikosti toku 7'(C'). Tento vzorec lze jesté prevést za
uziti smérovych thlt A, B orientované normaly na tvar

T(C) = /Q(x,y) dz — P(z,y) dy = /[P(x,y) ~cos A(z,y) + Q(x,y) - cos B(x,y)] ds.
c c

Priklad 13. Bud C oblouk o parametrickém vyjadfeni + = rcost,y = rsint,t € (0, 3),
orientovany souhlasné s danym parametrickym vyjadfenim. Bud dan tok o slozkéch rych-
losti P(z,y) = z,Q(x,y) = y. Vypoctéte tok kapaliny obloukem C'.

[rsint-(—rsint)—rcost-cost| dt =

ST

Qz,y) dz—P(z,y)dy = [yde—a dy =
c

5
(sin®t +cos’t) dt =712 [1dt =
~- 0

1

—
|
3
(Y]
w
@,
B
(Y]
~
|
-
(Y]
o
o
&
(Y]
~
N—
o,
~
Il
|
3
(Y]
S — iy

Velikost toku kapaliny je Z72.

3.5 Greenova véta a jeji aplikace

Greenova véta vyjadiuje vztah mezi kiivkovym integralem 2.druhu po uzaviené kiivce C'
a dvojnym integralem pres mnozinu M, jejiz hranici kiivka C' tvofi.

Véta 3.10 (Greenova). Bud N oteviend mnozina, P(x,y), Q(x,y) dvé funkce, které zde
magi spojité parcialni derivace P, = (z,y),Q, = (x,y). Ddle bud C' uzaviend, po cdstech
hladkad krivka lezici v N 1 se svym vnitrtkem orientovand proti sméru obéhu hodinnovich
rucicek; M je mnoZina vSech bodu uvnitt a na krivce C'. Pak plati

/P(fﬂ,y) dz + Q(z,y) dy = // [Qu(z,y) — Py(z,y)] dady.

C

Vzhledem k dulezitosti Greenovy véty si zde uvedeme i zakladni myslenky jejiho diikazu.

Diikaz. 1. Nechf je M trojuhelnik a kiivka C' je jeji hranici. UkdZeme, Ze Greenova véta
pro tento specialni piipad plati. Omezime se na ptipad, kdy zadna ze stran trojuhel-
nika neni rovnobézna s nékterou ze souradnych os; tyto zvlastni pripady se proberou
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podobné. Ozna¢me vrcholy trojihelnika [z;, y;], (¢ = 1,2,3). Volme oznadeni tak, Ze
xr1 < x3 < X9 a stranu lezici proti vrcholu [z;, y;] oznacme C;. Jsou dvé moznosti;
[z3,y3] je nad nebo pod C5. Vezméme tieba druhy pfipad, prvni se probere podobné.
C3 je tedy grafem jisté linedrni funkce y = ¢o(z),C; U Cy je grafem jisté funkce
y = ¢1(x). Plati tedy

zo ¢2(x)

—ffP ,y) dxdy——f¢(f)Pyxy)dy Z—f{P )] =P [z, ¢1(x)]} do =

= fP[a:,qSl(x)] dr — fP[$,¢2($)] dzx.

Prvni integrél je ziejmé [ P(z,y) dz, druhy f P(z,y) dz.
C1UCo

Celkem tedy mame — [[ P,(z,y) dedy = [ P(x,y) dz.
M c
Podobné se ukdze [[ Q.(z,y) dzdy = [ Q(z,y) dy.
M c
Sectenim obou rovnic plyne tvrzeni Greenovy véty pro trojihelnik.

2. Bud nyni C' uzaviena lomen4 ¢ara, ktera je uzavienou kiivkou. Pak Ize M rozdélit na
konec¢ny pocet trojuhelnikii; pro kazdy z nich podle 1. Greenova véta plati. Sec¢tenim
a uzitim Vét 3.2. a 3.3. dokdzeme tvrzeni Greenovy véty pro tento piipad.

3. Obecny ptipad je podrobné dokdzan v [1] a vzhledem ke své délce a naro¢nosti ho
zde nebudeme uvadeét.
]

Piiklad 14. Vypoctéte [ —a?y dz+ xy? dy, kde C je kiivka s parametrickym vyjadfenim
C
€

r =rcost,y =rsint,t
novych rucicek.

(0,27),r > 0. Kfivka C' je orientovand proti sméru ob&éhu hodi-

Uzitim Greenovy véty

/P(I,y) dz + Q(z,y) dy =/ [Qu(7,y) — Py(,y)] dzdy

C

dostaneme

P(z,y)de + Q(z,y) dy = [ —2?y do + xy* dy = vy + 2 ) dady =
g( ) (z,9) g y( )
P, Qu

27 r

[ (p*sin® o + p? cos® ) - p dp] dp = [[[ p* dp] dp =
00

2

0
p4r ot 21 _ w4
[z] dp =1 bfdso—z-[w]o =37
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Priklad 15. Vypoctéte kiivkovy integral

Iz/2(:£2+y2) dz + (z +y)* dy,
C

kde kiivka C' je obvod trojuhelniku s kladnou orientaci a s vrcholy R = [1,1], S = [2, 2],
T =1, 3]. (viz obr.3.1)

ylk
y=2a
4
T
3
2 S
1
R y=x—4
0 1 2 3 4 X

Obrazek 3.1: Trojuhelnik RST

Vypocet provedeme dvéma zpusoby; nejprve primo pomoci Greenovy véty, poté rozlozenim
trojuhelniku RST na jednotlivé tsecky.

Vypocet pomoci Greenovy véty:

P(z,y) = 2(2*> +y?) , Qr,y) = (z +y)?,
P, =4y, Qx:2(x+y)
2 4—x 2 4—z
I= [0+ 2y — ) dady = [1] 2+ ( =2 [lay- %] o=
1 X
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2 2
:{(16x—4x2—16)dx: [ggg_%_wx =t

Vypocet pomoci rozlozeni trojiheniku na jednotlivé tsecky:

I(CY) : pfimka T'R ma rovnici z = 1,dz = 0, takze

1 371
1) = [(+y) dy = ]~

I(Cy) : piimka RS ma4 rovnici y = x,dy = dz, takze
2
I(Cy) = 1f(4x2 +42?) dz = .

I(C3) : piimka ST mé rovnici y = 4 — z, dy = dz, takze
1 1
I(C5) = [[2- (22 +16 — 8z + 2°) — (x + 4 — 2?)?] dv = [(42® — 162 + 32 — 16) dz =
2 2
4z 2 ! 4
— |4 -8+ 162| =4
2

I(C) =1(Cy) + I(C3) + I(Cs) = -3 + % —

L
[OC] SN

Vidime, ze oba vysledky jsou stejné, ale vypocet podle Greenovy véty je znacné kratsi.

Véta 3.11. Bud C po éastech hladkd uzaviend kiivka orientovand proti smeéru obéhu ho-
dinovych rucicek a necht M je mnoZina vSech bodu uvnitt a na kiivce C. Pak plati

1
m(M):§/xdy—ydx,
C

kde m(M) je mira mnoZiny M.

Pozndmka. Jeji definici a vlastnosti zde uvadét nebudeme, tento dilezity pojem integral-
niho po¢tu miizeme nalézt podrobnéji rozpracovany napf. v [1, 2].

Diikaz. Dtikaz je ziejmy a plyne piimo z Greenovy véty.

s [oxdy—ydx =3 [[2dady = m(M). O]
C M
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