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Abstrakt

Tato diplomová práce je úvodem do problematiky modelování £asových °ad s dlou-
hou pam¥tí. K model·m jsou pouºity autoregresní frakcionáln¥ integrované procesy
klouzavých sou£t·. Jsou de�novány jejich základní vlastnosti a vysv¥tleny metody
odhad· jejich parametr·. Na reálné £asové °ad¥ jsou uskute£n¥ny p°edpov¥di po-
mocí polynomického a periodického trendu. Ty jsou následn¥ porovnány s ARFIMA
modely.

Abstract

This thesis is an introduction to the problematics associated with modeling the
time series with long memory. For this modeling are used Autoregressive Fractionally
Integrated Moving Average (ARFIMA) processes. The basic properties are de�ned
and the estimation methods for the parameters are explained. The real time series
data is forecasted by polynomial and periodic trend. This forecast is compared with
the ARFIMA models.
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Úvod

Dlouhé pam¥ti si u £asových °ad jako první v²iml britský hydrolog Harold Edwin
Hurst. Studoval minimální hladiny °eky Nilu za ú£elem p°edpov¥dí kolísání meziro£ní-
ho toku vody. Své výsledky publikoval v roce 1951 ve svém £lánku [16]. Cílem jeho
práce bylo ur£it objem p°ehrady dostate£n¥ veliký na to, aby zajistil konstantní
odtok vody i p°es vysoké nepravidelnosti v p°ítocích do p°ehrady. Hurst si p°i svých
výzkumech v²iml, ºe mnoºství vody v °ece siln¥ závisí na pozorováních ze vzdálené
minulosti. Tím se závislost mezi jednotlivými nam¥°enými hodnotami li²ila od stan-
dardních model·. Konkrétn¥ autokorela£ní funkce klesala pomaleji neº exponenciáln¥.
Pozd¥ji byl pro tento jev zaveden termín Hurst·v fenomén nebo téº dlouhá pam¥´ jako
protiklad ke krátké pam¥ti ur£ené exponenciálním poklesem autokorela£ní funkce [22].

Diplomová práce je rozd¥lena do t°í kapitol a dopln¥na o p°ílohy. V první kapitole
p°edstavíme teorii modelování jednorozm¥rných £asových °ad na základ¥
literatury [9]. V druhé kapitole uvedeme teorii k £asovým °adám s dlouhou pam¥tí
a de�nujeme tzv. ARFIMA modely, tj. autoregresní frakcionáln¥ integrované procesy
klouzavých sou£t·. Popí²eme jejich vlastnosti a shrneme metody odhad· neznámých
parametr· modelu. Výcházíme p°eváºn¥ z £lánku [1], z knihy [19] a £lánku [5]. V t°etí
kapitole ukáºeme na reálných datech vlastnosti dlouhé pam¥ti v programovacím
prost°edí R [21]. Srovnáme balí£ky umoº¬ující p°edpov¥di na základ¥ ARFIMA
model·. V p°íloze jsou uvedeny pomocné funkce uºité p°i analýze vý²e uvedených
dat.
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Kapitola 1

Teoretické základy analýzy £asových
°ad

V této kapitole za£neme základními pojmy pro modelování jednorozm¥rných £asových
°ad, tj. nade�nováním náhodného procesu, jeho moment·, striktní a slabé staciona-
rity a dal²ích základních de�nic z [9]. V £ásti 1.2 pokra£ujeme uvedením Herglot-
zovy v¥ty, de�nováním periodogramu, Fisherovým a Siegelovým testem, iterativní
metodou, neparametrickými odhady spektrální hustoty a de�nicí ARMA procesu,
taktéº z [9]. Na záv¥r kapitoly de�nujeme diferen£n¥ stacionární náhodné procesy
a uvedeme základní regresní modely, tj. polynomický a periodický trend.

1.1 Základní pojmy

1.1 De�nice. Nech´ je dán pravd¥podobnostní prostor (Ω, A, P ), indexová mnoºina
T ⊆ R a reálná funkce X : Ω× T → R de�novaná pro ω ∈ Ω a t ∈ T .
Jestliºe pro t ∈ T jeX(ω, t) borelovsky m¥°itelná funkce vzhledem k A (tj. pro B ∈ B,
t ∈ T platí X−1(B) = {ω ∈ Ω : X(ω, t) ∈ B} ∈ A, kde B je σ-algebra borelovských
podmnoºin), pak tuto funkci nazýváme (n-rozm¥rným) náhodným procesem.
Náhodný proces X(ω, t) p°i pevném ω ∈ Ω se nazývá realizace (trajektorie) procesu.
Pravd¥podobnostní míru PX(B) = P (X−1(B)) nazýváme rozd¥lení pravd¥podobností
náhodného procesu X(ω, t).

Poznámka. Stejn¥ jako u náhodné veli£iny X(ω), ω ∈ Ω, kterou jsme zapisovali
jen X, budeme p°i zapisování náhodného procesu {X(ω, t)|ω ∈ Ω, t ∈ T} vyuºívat
zkrácený tvar {Xt|t ∈ T}.

1.2 P°íklad. Náhodná procházka {Xt|t = 1, 2, . . .} je de�nována

X0 = 0, Xt = Xt−1 + εt,

kde εt jsou nezávislé stejn¥ rozd¥lené náhodné veli£iny s nulovou st°ední hodnotou
a konstantním rozptylem, tj.

εt ∼ L(0, σ2).

� 1 �



Kapitola 1. Teoretické základy analýzy £asových °ad 2

1.3 De�nice. Existuje-li pro t ∈ T st°ední hodnota EXt, pak funkci

µt = EXt

nazýváme st°ední hodnotou náhodného procesu {Xt|t ∈ T}.

1.4 De�nice. Náhodný proces {Xt|t ∈ T} nazýváme procesem druhého °ádu, jestliºe
pro t ∈ T platí

EX2
t <∞.

Náhodný proces má kone£né druhé momenty.

Z de�nice náhodného procesu druhého °ádu a ze Schwarzovy nerovnosti plyne, ºe
pro tyto procesy vºdy existuje st°ední hodnota EXt = µt a rozptyl DXt = EX2

t −
(EXt)

2 − σ2
t .

1.5 De�nice. Náhodný proces {Xt|t ∈ T} nazýváme stacionární ve st°ední hodnot¥,
pokud pro t ∈ T je st°ední hodnota konstantní, tj. EXt = µ. Pokud EXt = 0,
náhodný proces nazýváme centrovaným.

1.6 De�nice. Uvaºujme náhodný proces {Xt|t ∈ T}, který má kone£né druhé mo-
menty. Pak funkci

γ(s, t) = C(Xs, Xt) = E(Xs − EXs)(Xt − EXt)

nazveme autokovarian£ní funkcí.

Kovarian£ní funkce udává míru lineární závislosti mezi jakoukoli dvojicí náhod-
ných veli£in Xs a Xt.

1.7 De�nice. Náhodný proces {Xt|t ∈ T} se nazývá kovarian£n¥ stacionární, pokud
pro t, s ∈ T platí γ(s, t) = γ(0, |s−t|), coº budeme také psát ve form¥ γ(s, t) = γ(s−t),
tj. autokovarian£ní funkce závisí na svých argumentech pouze prost°ednictvím jejich
rozdíl·.

1.8 De�nice. Náhodný proces {Xt|t ∈ T} se nazývá slab¥ stacionární, je-li kova-
rian£n¥ stacionární a sou£asn¥ stacionární ve st°ední hodnot¥.

Poznámka. Je-li náhodný proces striktn¥ stacionární, pak je také stacionární.

1.9 De�nice. Nech´ je náhodný proces {Xt|t ∈ T} stacionární. Poloºme γ(0) = σ2.
Potom funkci

ρ(t) =
γ(t)

σ2
=
γ(t)

γ(0)

nazýváme autokorela£ní funkcí(ACF) stacionárního náhodného procesu.

1.10 De�nice. Nech´ {Yt|t ∈ Z} ∈ L2(Ω, A, P ) je stacionární proces. Pak parciální
autokorela£ní funkce (PACF) je de�nována vztahem

α(1) = R(Yt, Yt+1)

α(k) = R(Yt − Ŷt, Yt−k − Ŷt−k) pro |k| > 1

kde Ŷt, resp. Ŷt−k jsou nejlep²í lineární predikce Yt (resp. Yt−k ) pomocí Yt−k+1, ..., Yt−1.
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1.2 Stacionární náhodné procesy

V této podkapitole de�nujeme bílý ²um, IID, operátor zp¥tného posunutí, lineární
proces s lineárním �ltrem a jejich charakteristiky (kovariance a spektrální hustota),
ARMA proces a jeho kauzalitu a invertibilitu na základ¥ literatury [9].

1.11 De�nice. Náhodný proces {εt|t ∈ T} nazýváme bílým ²umem, pokud jsou
εt nekorelované náhodné veli£iny s nulovou st°ední hodnotou, tedy Eεt = 0, Dεt =
σ2, C(εt, εs) = 0 pro (s 6= t). Pí²eme εt ∼ WN(0, σ2). Pokud jsou navíc náhodné
veli£iny εt i nezávislé, zapisujeme je symbolem IID (independent identical de�ned)
a pí²eme εt ∼ IID(0, σ2).

1.12 V¥ta. Náhodné procesy εt ∼ WN(0, σ2) a εt ∼ IID(0, σ2) jsou stacionárními
náhodnými procesy.

D·kaz. Z°ejmý.

1.13 De�nice. Nech´ {Yt|t ∈ Z} je posloupnost náhodných veli£in.Operátor zp¥tného
posunutí je de�nován pomocí výrazu

BYt = Yt−1,

p°i£emº jej lze aplikovat n¥kolikanásobn¥ jako

BjYt = Yt−j.

1.14 De�nice. �ekneme, ºe náhodný proces {Xt|t ∈ T} je spojitý podle st°edu v bod¥
t0 ∈ T , jestliºe p°i t→ t0 konvergují Xt k Xt0 podle kvadratického st°edu, tj. kdyº

E|Xt −Xt0|2 → 0 pro t→ t0.

V tom p°ípad¥ pí²eme

Xt0 = l.i.m.
t→t0

Xt

(zkratka pochází z anglického názvu limit in the mean).
Je-li proces {Xt|t ∈ T} spojitý v kaºdém bod¥ mnoºiny T , °íkáme stru£n¥, ºe je
spojitý.

Neº zavedeme pojem lineárního procesu, vyslovme v¥tu, která zabezpe£uje jeho
korektnost.

1.15 V¥ta. Nech´ {εt, t ∈ Z ∼ WN(0, σ2
ε)} je bílým ²umem, dále m¥jme posloupnost

reálných £ísel {ψj}∞j=0 takovou, ºe
∑∞

j=0 ψ
2
j < ∞. Pak °ada

∑∞
j=0 ψjεj konverguje

podle kvadratického st°edu, tj. existuje náhodná veli£ina Y ∈ L2(Ω, A, P ) a platí

Y = l.i.m.
N→∞

N∑
j=0

ψjεj.
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D·kaz. Viz [9] strana 138.

1.16 De�nice. M¥jme {εt, t ∈ Z ∼ WN(0, σ2
ε)} a posloupnost reálných £ísel {ψj}∞j=0

takovou, ºe
∑∞

j=0 ψ
2
j <∞, pak lineární proces je de�nován vztahem

Yt =
∞∑
j=0

ψjεt−j.

1.17 De�nice. Nech´ {Xt|t ∈ Z} je stacionární náhodná posloupnost a {ψj}∞j=−∞
je absolutn¥ konvergentní posloupnost reálných £ísel (tj.

∑∞
j=−∞ |ψj| < ∞).

Pak Yt =
∑∞

j=−∞ ψjXt−j nazveme lineárním �ltrem procesu {Xt, t ∈ Z}.

1.2.1 Herglotzova v¥ta

Významnou vlastností stacionárních náhodných proces· je moºnost vyjád°it autoko-
varian£ní funkci jako (nespo£etný) sou£et harmonických funkcí s r·znými frekvencemi
a amplitudami.

1.18 V¥ta. (Herglotzova v¥ta)
Je-li {Yt|t ∈ Z} stacionární náhodná posloupnost, pak se její autokovarian£ní funkce
γ(t) dá vyjád°it ve tvaru

γ(t) =

∫ π

−π
eitλdF (λ),

kde F (λ) je neklesající, zprava spojitá funkce taková, ºe

F (−π) = 0 a F (π) = γ(0).

P°itom F (λ) je jediná.

Vzorci
γ(t) =

∫ π

−π
eitλdF (λ), resp. γ(t) =

∫ ∞
−∞

eitλdF (λ),

se °íká spektrální rozklad autokovarian£ní funkce. Funkce F (λ) se nazývá spektrální
distribu£ní funkce.

Je-li F (λ) absolutn¥ spojitá, pak existuje taková funkce f(λ), ºe pro náhodné
stacionární posloupnosti, resp. pro stacionární náhodné procesy, platí

F (λ) =

∫ λ

−π
f(x)dx, resp. F (λ) =

∫ λ

−∞
f(x)dx. (1.1)

Jelikoº F (λ) je neklesající, je f(λ) skoro v²ude nezáporná. Je-li t°eba, pozm¥níme ji
na mnoºin¥ míry nula tak, aby byla v²ude nezáporná. Tím se integrál (1.1) nezm¥ní.
Funkce f(λ) se nazývá spektrální hustota. Existuje-li spektrální hustota, pak
m·ºeme psát

γ(t) =

∫ π

−π
eitλf(λ)dλ, resp. γ(t) =

∫ ∞
−∞

eitλf(λ)dλ. (1.2)
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1.2.2 Periodogram

V dal²ím budeme p°edpokládat, ºe {Yt|t ∈ Z} je centrovaná stacionární náhodná
posloupnost.

1.19 De�nice. Nech´ Y1, . . . , Yn jsou pozorování náhodné posloupnosti {Yt|t ∈ Z}.
Pak periodogram de�nujeme vztahem

In(ω) =
1

2πn

∣∣∣∣∣
n∑
t=1

Yte
−itω

∣∣∣∣∣
2

ω ∈ [−π, π]. (1.3)

1.20 Lemma. Poloºme

An(ω) =

√
2

n

n∑
t=1

Yt cos tω Bn(ω) =

√
2

n

n∑
t=1

Yt sin tω,

pak platí

In(ω) =
1

4π

[
A2
n(ω) +B2

n(ω)
]
.

D·kaz.

In(ω) =
1

2πn

∣∣∣∣∣
n∑
t=1

Yte
−itω

∣∣∣∣∣
2

=
1

2πn

∣∣∣∣∣
n∑
t=1

Yt cos tω − i
n∑
t=1

Yt sin tω

∣∣∣∣∣
2

=

=
1

2πn

( n∑
t=1

Yt cos tω

)2

+

(
n∑
t=1

Yt sin tω

)2
 =

1

4π

[
A2
n(ω) +B2

n(ω)
]
.

Poznámka. N¥kte°í auto°i de�nují periodogram pon¥kud jinak:

I∗n(ω) =
2

n

∣∣∣∣∣
n∑
t=1

Yte
−itω

∣∣∣∣∣
2

=
[
A2
n(ω) +B2

n(ω)
]

= 4πIn(ω).

1.21 Lemma. Pokud ozna£íme pro k = 0, 1, . . . , n− 1

Ck =
1

n− k

n−k∑
t=1

YtYt+k

C∗k =
1

n

n−k∑
t=1

YtYt+k,

pak platí

In(ω) =
1

2π

[
C0 + 2

n−1∑
k=1

(
1− k

n

)
Ck cos kω

]
=

1

2π

[
C∗0 + 2

n−1∑
k=1

C∗k cos kω

]
.
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D·kaz.

In(ω) =
1

2πn

( n∑
t=1

Yt cos tω

)2

+

(
n∑
t=1

Yt sin tω

)2


=
1

2πn

[(
n∑
t=1

Yt cos tω

)(
n∑
s=1

Ys cos sω

)
+

(
n∑
t=1

Yt sin tω

)(
n∑
s=1

Ys sin sω

)]

=
1

2πn

n∑
t=1

n∑
s=1

YtYs (cos tω cos sω + sin tω sin sω)

=
1

2πn

n∑
t=1

n∑
s=1

YtYs cosω(s− t)

Zavedeme-li dále substituci k = s− t , pak −n+ 1 ≤ k ≤ n− 1 a

1 ≤ t ≤ n
1 ≤ s= t+k ≤ n

1−k ≤ t ≤ n−k
⇒

týká se kladných k

max(1, 1−k︸︷︷︸) ≤ t ≤ min(n,
︷︸︸︷
n−k).

týká se záporných k

Pak platí

In(ω) =
1

2πn

n−1∑
k=−n+1

cos kω

min(n,n−k)∑
t=max(1,1−k)

YtYt+k.

Nyní vezm¥me zvlá²´ p°ípady, kdy k = 0 a ostatní, p°i£emº vyuºijme faktu, ºe funkce
cos je sudou funkcí. Dostaneme proto

In(ω) =
1

2π

1

n

n∑
t=1

Y 2
t︸ ︷︷ ︸

C0

+
1

2π

−1∑
k=−n+1

n− |k|
n

cos kω
1

n− |k|

n∑
t=1−k

YtYt+k︸ ︷︷ ︸
C−k=Ck

+
1

2π

n−1∑
k=1

n− k
n

cos kω
1

n− k

n−k∑
t=1

YtYt+k︸ ︷︷ ︸
Ck

=

=
1

2π

n−1∑
k=−(n−1)

(
1− |k|

n

)
Ck cos kω =

1

2π

[
C0 + 2

n−1∑
k=1

(
1− k

n

)
Ck cos kω

]

In(ω) =
1

2π

1

n

n∑
t=1

Y 2
t︸ ︷︷ ︸

C∗
0

+
1

2π

−1∑
k=−n+1

cos kω
1

n

n∑
t=1−k

YtYt+k︸ ︷︷ ︸
C∗

−k=C
∗
k

+
1

2π

n−1∑
k=1

cos kω
1

n

n−k∑
t=1

YtYt+k︸ ︷︷ ︸
C∗

k

=
1

2π

(
C∗0 + 2

n−1∑
k=1

C∗k cos kω

)
.
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Poznámka. K numerickému výpo£tu hodnot periodogramu se £asto pouºívají práv¥
p°edchozí vzorce.

Poznámka. Pro teoretické ú£ely bývá výhodn¥j²í tato varianta

In(ω) =
1

2π

n−1∑
k=−(n−1)

(
1− |k|

n

)
Ck cos kω =

1

2π

n−1∑
k=−(n−1)

C∗k cos kω.

Pro náhodnou posloupnost {Yt|t ∈ T ⊆ Z} platí

f(ω) =
1

2π

∞∑
t=−∞

γ(t) cos tω.

Veli£iny
(
1− k

n

)
Ck, (resp. C∗k) m·ºeme povaºovat za jakýsi odhad γ(k) a periodogram

se tudíº dá povaºovat za empirický odhad spektrální hustoty.

Vlastnosti tohoto odhadu udává následující v¥ta.

1.22 V¥ta. Jestliºe {Yt|t ∈ T ⊆ Z} je stacionární náhodná posloupnost s nulovou
st°ední hodnotou a se spojitou spektrální hustotou f(ω), pak má periodogram In(ω)
následující vlastnosti:

lim
n→∞

EIn(ω) = f(ω) ω ∈ [−π, π],

lim
n→∞

DIn(ω) =

{
f 2(ω) ω 6= 0, ω ∈ (−π, π),

2f 2(ω) ω = 0,±π.

D·kaz. Viz [9] strana 114 aº 117.

Poznámka. Z p°edchozí v¥ty vyplývá

1. Periodogram In(ω) je asymptoticky nestranným odhadem spektrální hustoty.

2. Periodogram In(ω) není konzistentním odhadem spektrální hustoty, nebo´ jeho
rozptyl nekonverguje k nule, vzr·stá-li neomezen¥ délka posloupnosti n.

Budeme-li p°edpokládat, ºe náhodný proces lze rozloºit jako sou£et periodické
deterministické funkce a bílého ²umu

Yt =
α0

2
+

p∑
j=1

(αj cos tωj + βj sin tωj) + εt εt ∼ WN(0, σ2),

pak bude mít periodogram pro velká n v bodech ω = ω1, . . . , ωp výrazn¥ velké hodnoty.
Jinde jeho hodnoty budou relativn¥ malé, budou kolísat kolem hodnoty σ2/2π.

Odtud plyne, ºe významná lokální maxima v pr·b¥hu periodogramu by m¥la
identi�kovat periodickou strukturu uvaºovaného modelu tak, ºe vyzna£í neznámé
frekvence ω1, . . . , ωp.

Vhodným statistickým testem pak rozhodneme, které hodnoty periodogramu
m·ºeme opravdu povaºovat za významn¥ velké ve srovnání s hodnotami ostatními.
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1.2.3 Test R. A. Fishera

Ronald Aylmer Fisher (viz [8]) odvodil test, kterým se dá zjistit významnost nej-
vy²²ích hodnot periodogramu. Uvaºujme posloupnost nezávislých náhodných veli£in
Y1, . . . , Yn.

Nulová hypotéza:

H0 : Yt = εt εt ∼ WN(0, σ2) .

P°edpokládejme, ºe n = 2m+1 je liché £íslo (je-li n sudé, obvykle se vynechá první
£len) a uvaºujme hodnoty periodogramu In(ωk) v bodech ωk = 2π

n
k (k = 1, . . . ,m).

Srovnejme je podle velikosti a ozna£me V1, . . . , Vm. Test se provádí na základ¥ tzv.
Fisherovy statistiky

W = V1
V1+···+Vm ,

která nabývá hodnot mezi nulou a jedni£kou.
Velké hodnoty (blízké 1) budou tvo°it kritický obor nulové hypotézy proti alter-

nativ¥

H1 : Yt =
∑p

j=1 ρj cos(tωj − θj) + εt εt ∼ WN(0, σ2)

R. A. Fisher odvodil distribu£ní funkci statistiky W za platnosti hypotézy H0 :
(za p°edpokladu, ºe uvaºujeme gaussovský bílý ²um)

1− FW |H0(x) = P (W > x|H0) = m(1− x)m−1 −
(
m

2

)
(1− 2x)m−1 + · · · ,

kde 0 < x < 1 a na pravé stran¥ s£ítáme tak dlouho, dokud jsou £leny (1−kx) kladné,
coº lze také zapsat takto

P (W > x|H0) =
∑

k=1,2,...

(
m

k

)
[max(0, 1− kx)]m−1 =

∑
k=1,2,...

(
m

k

)
[(1− kx)+]m−1 .

Hypotézu H0 : Yt = εt εt ∼ WN(0, σ2) zamítáme na hladin¥ významnosti α, pokud

1− FW |H0(w) = P (W > w|H0) = αW |H0 ≤ α,

kde w je skute£ná hodnota Fisherovy statistiky p°i daných hodnotách konkrétní
£asové °ady a αW |H0 je tzv. p-value.

Modi�kace Fisherova testu pro testování dal²ích periodicit

V p°ípad¥, ºe pomocí Fisherova testu zjistíme signi�kantní periodicitu ur£ité
frekvence, postupujeme p°i testování dal²ích periodicit následujícím zp·sobem.

Vynecháme V1, na základ¥ veli£in V2, . . . , Vm poloºíme

W (2) =
V2

V2 + · · ·+ Vm
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a stanovíme P (W (2) > w(2)) podle stejného vzorce, kde místo m dosadíme m − 1.
Vyjde-li i tato druhá nejv¥t²í hodnota významná, op¥t se vynechá, a m se zmen²í
o dal²í jedni£ku.

Kdyº takto stanovíme frekvence ω1, . . . , ωp, získáme model se známými
frekvencemi a zbylé neznámé koe�cienty odhadneme metodou nejmen²ích £tverc·
(viz odstavec Lineární model pro známé frekvence v £ásti 1.3.2).

1.2.4 Siegel·v test

V p°ípad¥ více významných period není Fisher·v test dostate£n¥ silný. Vhodn¥j²í by
m¥l být Siegel·v test.

Zde se pouºívá statistika Tλ tvaru

Tλ =
m∑
j=1

 In(ωj)
m∑
i=1

In(ωi)
− λgF


+

,

kde (x)+ = max(x, 0), gF je 100(1 − α)% kritická hodnota Fisherova testu
(tj. P (W > gF |H0) = α) a 0 < λ < 1 je p°edem zvolená konstanta (doporu£uje
se volit λ = 0.6).

Nulovou hypotézu zamítáme, pokud Tλ > tλ, kde tλ je kritická hodnota tohoto
testu. Kritické hodnoty bývají tabelovány pro r·zná λ a m. Jako významné jsou
uznány pouze ty periodicity, jejichº odpovídající s£ítance p°isp¥ly do celkové hodnoty
testovací statistiky Tλ.

Pokud po£et dat odpovídá násobku délky periody, najde Fisher·v (£i Siegel·v)
test skute£nou periodu p°esn¥. V p°ípad¥, ºe v²ak po£et dat není násobkem délky
periody nebo snad je dat mén¥ neº je délka periody, uvedené testy skute£nou periodu
neobjeví.

1.2.5 Iterativní metoda

Následující iterativní metoda výchází z £lánku [6]. Metoda se snaºí najít významné
frekvence, které nejsou závislé na délce £asové °ady. Postupuje takto:

(1) Pomocí Fisherova (nebo jiného) testu zjistíme významnou frekvenci ω0. Pokud
taková neexistuje, kon£íme.

(2) Minimalizujeme nelineární regresní model

Yi = µ+ α cos tiω + β sin tiω + εi

vzhledem k neznámým parametr·m (µ, α, β, ω), p°i£emº jako po£áte£ní hodnoty
bereme

• ω0 frekvenci nabídnutou v kroku (1) Fisherovým £i jiným testem,

• µ0, α0, β0 získáme jako °e²ení lineárního regresního modelu

Yi = µ0 + α0 cos tiω0 + β0 sin tω0 + ζi.
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Získané hodnoty ozna£me µ̂, α̂, β̂, ω̂.

(3) Z °ady odstraníme vliv ω̂, tj.

Zi = Yt − µ̂− α̂ cos tiω̂ − β̂ sin tiω̂ + ηi

a s °adou Zi jdeme na bod (1).

Algoritmus p°i odhadu frekvencí vychází z významných frekvencí, které ur£il Fi-
sher·v £i jiný test. Sou£asn¥ s odhadem dal²ích parametr· odhadnuté frekvence je²t¥
zp°es¬uje. Jeho nevýhodou je, ºe odhaluje frekvence postupn¥, tj. v kaºdém kroku
hledá pouze jedinou významnou frekvenci.

1.2.6 Neparametrické odhady spektrální hustoty

Neparametrické odhady spektrální hustoty (Window Spectral Estimation) centrované
stacionární náhodné posloupnosti {Yt|t ∈ Z} jsou zaloºeny na zlep²ení vlastností
periodogramu.

Periodogram je empirickým odhadem spektrální hustoty, který je asymptoticky
nestranný, av²ak nekonzistentní. P°ipome¬me, ºe platí

In(ω) = 1
2πn

∣∣∣∣ n∑
t=1

Yte
−itω
∣∣∣∣2 = 1

2π

[
C∗0 + 2

n−1∑
k=1

C∗k cos kω

]
.

Vyuºijme dále vztah·

C∗k = C∗−k, kde C∗k = 1
n

n−k∑
t=1

YtYt+k pro k = 0,±1,±2, . . . ,±(n− 1)

a
cos kω = 1

2

(
eikω + e−ikω

)
.

Upravujme postupn¥

In(ω) = 1
2π

[
C∗0 +

n−1∑
k=1

C∗ke
ikω +

n−1∑
k=1

C∗ke
−ikω

]
= 1

2π

[
C∗0 +

−1∑
s=−(n−1)

C∗−se
−isω +

n−1∑
k=1

C∗ke
−ikω

]
= 1

2π

n−1∑
k=−(n−1)

C∗ke
−ikω.

Periodogram (jakoºto odhad spektrální hustoty) je zaloºen na v²ech moºných
odhadech autokovarian£ní funkce v bodech k=0,±1,±2,. . .,±(n−1), tj.
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C∗0 = 1
n

(
Y 2
1 + · · ·+ Y 2

n

)︸ ︷︷ ︸
n £len·

C∗1 = C∗−1 = 1
n

(Y1Y2 + · · ·+ Yn−1Yn + Y3Yn)︸ ︷︷ ︸
n−1 £len·

...
C∗n−3 = C∗−(n−3) = 1

n
(Y1Yn−2 + Y2Yn−1 + Y3Yn)︸ ︷︷ ︸

3 £leny

C∗n−2 = C∗−(n−2) = 1
n

(Y1Yn−1 + Y2Yn)︸ ︷︷ ︸
2 £leny

C∗n−1 = C∗−(n−1) = 1
n
Y1Yn︸︷︷︸
1 £len

a tedy je zaloºen i na velmi málo kvalitních odhadech. K ur£itému zlep²ení jist¥ dojde,
pokud budeme pouºívat jen m� n nejkvalitn¥j²ích odhad·. Mluvíme pak o prostém
useknutém periodogramu

f̂n(ω) = 1
2π

m∑
k=−m

C∗k cos kω = 1
2π

m∑
k=−m

C∗ke
−ikω,

coº lze také zapsat takto

f̂n(ω) = 1
2π

n−1∑
k=−(n−1)

w(k)C∗k cos kω = 1
2π

n−1∑
k=−(n−1)

w(k)C∗ke
−ikω,

kde

w(k) =

{
1 |k| ≤ m
0 |k| > m

.

Ozna£me Fourierovu transformaci funkce w(k)

W (ω) = 1
2π

∞∑
k=−∞

w(k)e−ikω = 1
2π

m∑
k=−m

e−ikω

a °adu p°eindexujeme tak, aby indexy ²ly od 1 do 2m+ 1, tj. poloºme s = k+m+ 1,
pak k = s−m− 1 a

(a) pro ω 6= 2kπ je W (ω) = 1
2π

2m+1∑
s=1

e−i(s−m−1)ω

= 1
2π
ei(m+1)ω

2m+1∑
s=1

e−isω

= 1
2π
eimω 1−e−i(2m+1)ω

1−e−iω

= 1
2π
eimω

e
−i

2m+1
2

ω

(
e
i
2m+1

2
ω−e−i

2m+1
2

ω

)

e
−i

1
2
ω

(
e
i
1
2
ω−e−i

1
2
ω

)

= 1
2π

sin(m+
1
2
)ω

sin
1
2
ω

= Dm(ω),

kde Dm(ω) je tzv. Dirichletovo jádro,
(b) pro ω = 2kπ je W (ω) = 2m+ 1.

Vzhledem k tomu, ºe lze psát

In(ω) = 1
2π

n−1∑
k=−(n−1)

C∗ke
−ikω,
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vidíme, ºe In(ω) je Fourierovou transformací C∗k , takºe naopak lze pomocí inverzní
Fourierovy transformace psát

C∗k =
π∫
−π
In(θ)eikθd θ.

Po£ítejme postupn¥

f̂n(ω) = 1
2π

n−1∑
k=−(n−1)

w(k)C∗ke
−ikω

= 1
2π

n−1∑
k=−(n−1)

w(k)
π∫
−π
In(θ)eikθd θe−ikω

=
π∫
−π
In(θ)

1

2π

n−1∑
k=−(n−1)

w(k)e−ik(ω−θ)︸ ︷︷ ︸
W (ω−θ)

d θ

=
π∫
−π
In(θ)W (ω − θ)d θ.

Jde o tzv. vyhlazený periodogram (smoothed periodogram).
Funkce W (ω) se nazývá spektrální okénko (spectral window). Tato funkce má

do jisté míry aproximovat Diracovu δ funkci a platí pro ni
π∫
−π
W (ω)dω = 1.

Takto po£ítat odhad spektrální hustoty by v²ak bylo (vzhledem k málo hladkému
pr·b¥hu periodogramu) nepohodlné, proto se obvykle odhad po£ítá podle vzorce

f̂n(ω) = 1
2π

n−1∑
k=−(n−1)

w(k)C∗ke
−ikω,

p°i£emº inverzní Fourierova transformace

w(k) =
π∫
−π
W (θ)eikθdθ, k = 0,±1,±2, . . .± (n− 1)

se nazývá korela£ní okénko (covariance lag window nebo time-domaing window).
Typickými korela£ními okénky jsou tzv. useknutá okénka, pro která existuje takové

p°irozené £íslo m (bod useknutí, truncation point) tak, ºe w(k)=0 pro |k|>m (m se
obvykle volí v rozmezí od n

6
do n

5
).

P°íklady korela£ních a spektrálních okének

Prostý useknutý odhad

w(k) =

{
1 0 < |k| ≤ m

0 |k| > m

W (ω) = 1
2π

sin(m+
1
2
)ω

sin
1
2
ω
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Bartletovo okénko

w(k) =

{ (
1− |k|

m

)
0 < |k| ≤ m

0 |k| > m

W (ω) = 1
2πm

sin2m
ω
2

sin2
ω
2

= Fm(ω)

W (ω) je v tomto p°ípad¥ Fejérovým jádrem.

Parzenovo okénko

w(k) =


1− 6

(
k
m

)2
+ 6

(
|k|
m

)3
|k| < m

2

2
(

1− |k|
m

)3
m
2
< |k| ≤ m

0 |k| > m

W (ω) = 3
8πm3

(
sinm

ω
4

1
2
sin

ω
2

)4 (
1− 2

3
sin2 ω

2

)
kde m je n¥jaké sudé £íslo.

Obecné Tukeovo okénko

w(k) =

{
1− 2a+ 2a cos πk

m
|k| ≤ m

0 |k| > m

W (ω) = aDm

(
ω − π

m

)
+ (1− 2a)Dm(ω) + aDm

(
ω + π

m

)
kde a ∈

(
0, 1

4

]
.

Pokud a = 1
4
, pak se nazývá Tukey-Hanningovo okénko.

Tukey-Hammingovo okénko

w(k) =

{
0.54 + 0.46 cos πk

m
|k| ≤ m

0 |k| > m

W (ω) = 0.23Dm

(
ω − π

m

)
+ 0.54Dm(ω) + 0.23Dm

(
ω + π

m

)
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Daniellovo okénko Na záv¥r je²t¥ uvedeme jedno neuseknuté korela£ní okénko.
M¥jme pro δ ∈ (0, π) následující spektrální okénko

W (ω) =

{
1
2δ
|ω| < δ

0 |ω| > δ
,

které je vlastn¥ hustotou náhodné veli£iny s rovnom¥rn¥ spojitým rozd¥lením
na intervalu (−δ, δ). Pro k = ±1,±2, . . .±(n−1) po£ítejme nejprve odpovídající
korela£ní okénko:

w(k) =

π∫
−π

W (ω)eikωdω =

δ∫
−δ

1

2δ
eikωdω

=
1

2δ

[
eikω

ik

]δ
−δ

=
1

kδ
1
2i

(
eikδ − e−ikδ

)︸ ︷︷ ︸
sin kδ

=
sin kδ

kδ
.

Pro k = 0 je z°ejm¥ rovno jedné, celkov¥ tedy

wk =


1 k = 0

sin kδ
kδ

k = ±1,±2, . . . .

1.2.7 De�nice ARMA

1.23 De�nice. ARMA1 proces °ádu p, q je de�nován vztahem

Yt − ϕ1Yt−1 − . . .− ϕpYt−p = εt + θ1εt−1 + . . .+ θqεt−q, kde εt ∼ WN(0, σ2
ε),

p°i£emº pomocí operátoru zp¥tného chodu lze psát

Yt ∼ ARMA(p, q) : Φ(B)Yt = Θ(B)εt,

kde

Φ(B) = 1− ϕ1B − . . .− ϕpBp (ϕ0 ≡ 1)

a

θ(B) = 1 + θ1B + . . .+ θqB
q (θ0 ≡ 1).

�ekneme, ºe {Yt, t ∈ Z} je ARMA(p, q) se st°ední hodnotou µ, jestliºe {Yt − µ} je
ARMA(p, q) proces.
Speciální p°ípady ARMA proces· nazýváme:
Autoregresní proces (AR proces): Yt ∼ AR(p) ∼ ARMA(p, 0), tj. q = 0
Proces klouzavých sou£t· (MA proces): Yt ∼MA(q) ∼ ARMA(0, q), tj. p = 0

1autoregressive moving average
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1.24 De�nice. ARMA proces Yt ∼ ARMA(p, q) se nazývá kauzální, jestliºe existuje
absolutn¥ konvergentní posloupnost reálných £ísel Ψ = {ψj}∞j=0, (tj.

∑∞
j=0 |ψj| <∞)

tak, ºe

Yt =
∞∑
j=0

ψjεt−j, tj. zkrácen¥ Yt ∼MA(∞) : Yt = Ψ(B)εt.

1.25 De�nice. ARMA proces Yt ∼ARMA(p, q) se nazývá invertibilní, jestliºe existu-
je absolutn¥ konvergentní posloupnost reálných £ísel π = {πj}∞j=0 (tj.

∑∞
j=0 |πj| <∞)

tak, ºe

εt =
∞∑
j=0

πjYt−j, tj. zkrácen¥ Yt ∼ AR(∞) : εt = π(B)Yt.

St°ední hodnota, rozptyl, autokovarian£ní a autokorela£ní funkce proces·
ARMA(p, q)

Poznámka. Je-li ARMA(p, q) proces kauzální, m·ºeme po£ítat st°ední hodnotu

EYt = E
∞∑
j=0

ψjεt−j =
∞∑
j=0

ψjEεt−j = 0.

Poznámka. P°i odvození rozptylu pro kauzální ARMA(p, q) proces nejprve rovnici

Yt = ϕ1Yt−1 + . . .+ ϕpYt−p + εt + θ1εt−1 + . . .+ θqεt−q

vynásobme výrazem Yt a spo£t¥me st°ední hodnoty obou stran, tj.

EY 2
t = ϕ1EYt−1Yt + · · ·+ ϕpEYt−pYt + EεtYt + θ1Eεt−1Yt + · · ·+ θqEεt−qYt. (1.4)

Spo£t¥me pro i = 0, 1, . . . , q

Eεt−iYt = Eεt−i

(
∞∑
j=0

ψjεt−j

)
=
∞∑
j=0

ψjEεt−iεt−j = ψiσ
2
ε (p°i£emº ψ0 = 1).

Po dosazení do rovnice (1.4) dostaneme

γ(0)− ϕ1γ(1)− . . .− ϕpγ(p) = σ2
ε(1 + θ1ψ1 + . . .+ θqψq). (1.5)

Pod¥lme ob¥ strany rovnice (1.5) výrazem γ(0). Vzhledem k tomu, ºe ρ(k) =
γ(k)

γ(0)
,

dostaneme

1− ϕ1ρ(1)− . . .− ϕpρ(p) =
σ2
ε(1 + θ1ψ1 + . . .+ θqψq)

γ(0)
,

takºe

DYt = γ(0) =
σ2
ε(1 + θ1ψ1 + . . .+ θqψq)

1− ϕ1ρ(1)− . . .− ϕpρ(p)
.
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Poznámka. P°i výpo£tu autokovariance pro kauzální ARMA(p, q) proces rovnici

Yt − ϕ1Yt−1 − . . .− ϕpYt−p = εt + θ1εt−1 + . . .+ θqεt−q

vynásobíme výrazem Yt−k a spo£ítáme st°ední hodnoty obou stran, takºe dostaneme

γ(k)− ϕ1γ(k − 1)− . . .− ϕpγ(k − p) = EYt−kεt + θ1EYt−kεt−1 + . . .+ θqEYt−kεt−q.
(1.6)

Nejprve je t°eba si uv¥domit, ºe pro s ≥ 0 platí

EεtYt−s = E

(
εt

∞∑
j=0

ψjεt−s−j

)
=
∞∑
j=0

ψjEεtεt−s−j = 0.

Spo£t¥me pro i = 0, 1, . . . , q

Eεt−iYt−k = Eεt−i

(
∞∑
j=0

ψjεt−j−k

)
=
∞∑
j=0

ψjEεt−iεt−j−k =

=

∣∣∣∣∣t− i = t− j − k
j = i− k

∣∣∣∣∣
=

{
σ2
εψi−k k ≤ i p°i£emº ψ0 = 1⇒ k ≤ q

0 k > i nebo´ ψj = 0 pro j < 0.

Uváºíme-li, ºe ψj = 0 pro j < 0, potom pro 0 ≤ k ≤ max(p, q + 1) platí

γ(k)− ϕ1γ(k − 1)− . . .− ϕpγ(k − p) = σ2
ε(θk + θk+1ψ1 + . . .+ θqψq−k) (1.7)

a pro k > max(p, q + 1) platí

γ(k)− ϕ1γ(k − 1)− . . .− ϕpγ(k − p) = 0.

Pod¥lme ob¥ strany rovnice (1.7) výrazem γ(0). Dostaneme

ρ(k)− ϕ1ρ(k − 1)− . . .− ϕpρ(kp) =
σ2
ε(θk + θk+1ψ1 + . . .+ θqψq−k)

γ(0)
,

resp.

ρ(k)− ϕ1ρ(k − 1)− . . .− ϕpρ(k − p) = 0.

Nech´ nap°.

q + 1 > p.

Pak máme více rovnic pro ur£ení po£áte£ních p podmínek. V tomto p°ípad¥ prvních
q−p+1 autokovarian£ních koe�cient· je ur£eno z prvních q−p+1 podmínek. Obecné
°e²ení homogenní diferen£ní rovnice

ρ(k)− ϕ1ρ(k − 1)− . . .− ϕpρ(k − p) = 0 tj. Φ(B)ρ(k) = 0
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je tvaru

ρ(k) =
m∑
j=1

(
pj−1∑
s=0

cjsk
s

)
λkj ,

kde
1

λ1
, . . . ,

1

λm

jsou r·zné ko°eny s násobnostmi

p1, . . . , pm,

p°i£emº

p = p1 + . . .+ pm

a cjs je práv¥ p konstant, které jsou ur£eny po£áte£ními podmínkami.

Shrneme-li tedy vý²e uvedené, za p°edpokladu, ºe
1

λ1
, . . . ,

1

λm
jsou r·zné ko°eny

s násobnostmi p1, . . . , pm, p°i£emº p = p1 + . . .+ pm, pak °e²ení homogenní diferen£ní
rovnice Φ(B)ρ(k) = 0 je tvaru

ρ(k) =
m∑
j=1

(
pj−1∑
s=0

cjsk
s

)
λkj ,

kde cjs jsou konstanty, které jsou ur£eny po£áte£ními podmínkami. Dále poloºme
λj = rje

iθj. Pak máme

ρ(k) =
m∑
j=1

(
pj−1∑
s=0

cjsk
s

)
rkj e

ikθj.

Vzhledem k tomu, ºe platí

|λj| = rj < 1,

dostáváme odtud, ºe ρ(k) klesá pro k →∞ exponenciáln¥ k nule, tj.

ρ(k) −−−→
k→∞

0,

coº je velmi d·leºitá identi�ka£ní vlastnost autoregresních AR(p) proces·.

1.26 V¥ta. (Spektrální hustota ARMA(p, q) proces·)
Nech´ Φ(B)Yt = Θ(B)εt je kauzální a invertibilní ARMA(p, q) proces, p°i£emº Φ(z)
a Θ(z) nemají spole£né ko°eny. Pak spektrální hustota ARMA(p, q) procesu je rovna

fY (ω) =
σ2
ε

2π

|Θ(e−iω)|2

|Φ(e−iω)|2
pro ω ∈ [−π, π].

D·kaz. Viz [9] strana 166.
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1.3 Modelování nestacionarity

1.3.1 ARIMA procesy:

diferen£n¥ stacionární náhodné procesy

Zave¤me nejprve tzv. diferen£ní operátor :

∆Yt = Yt − Yt−1 = (1−B)Yt

∆2Yt = ∆(∆Yt) = ∆(Yt − Yt−1)
= (Yt − Yt−1)− (Yt−1 − Yt−2)
= Yt − 2Yt−1 + Yt−2 = (1−B)2Yt
...

∆dYt = (1−B)dYt

Nestacionární proces se stochastickým trendem nazýváme integrovaným smí²eným
modelem

ARIMA(p, d, q).

Formáln¥ jej zapí²eme pomocí operátoru zp¥tného chodu takto:

ARIMA(p, d, q) : Φ(B)(1−B)dYt = Θ(B)εt

a poloºíme-li
Wt = (1−B)dYt,

pak Wt je stacionární ARMA(p, q).

Zvlá²tní p°ípady ARIMA(p, d, q)

p d q Zkratka Název

0 IMA(d, q) Integrovaný proces klouzavých sou£t·

0 0 MA(q) Proces klouzavých sou£t·

0 ARI(p, d) Integrovaný autoregresní proces

0 0 AR(p) Autoregresní proces

0 0 I(d) Integrovaný proces

0 1 0 I(1) Náhodná procházka

Náhodná procházka: Yt = Yt−1 + εt εt ∼ VW (0, σ2
ε)

Proces náhodné procházky je limitním p°ípadem procesu AR(1), kde ϕ1 = 1.

Pro náhodnou procházku platí:
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• Hodnoty ACF = ρ(k) budou klesat velmi pomalu (lineárn¥).

• Hodnoty PACF = α(k) jsou logicky velmi podobné procesu AR(1).

V praxi se pouºívá obecn¥j²í tvar:

Yt = β + Yt−1 + εt β ∈ R.

Potom, pokud budeme postupn¥ upravovat, dostaneme

Yt = β + Yt−1 + εt = Yt−2 + 2β + εt + εt−1 = · · · = Y0 + β · t︸ ︷︷ ︸
deterministický lineární trend

+
t∑

j=1

εj.

Operátor
ν(B) = Φ(B)(1−B)d

se n¥kdy nazývá zobecn¥ný autoregresní operátor.
Pokud ν(B) chápeme jako polynom v prom¥nné B, pak vzhledem ke kauzalit¥

modelu
(1−B)dWt = Θ(B)εt

má ν(B) práv¥ p ko°en· leºících vn¥ jednotkového kruhu a d ko°en· rovných 1.
V praxi se nejprve diferencováním £asové °ady získá stacionární °ada Wt a pro ni

se vybuduje proces ARMA(p, q). Pokud jsme p·vodn¥ m¥li

Y1, . . . , Yn,

po diferencování z·stanou
Wd+1, . . . ,Wn.

1.3.2 Regresní modely

1.27 De�nice. �ekneme, ºe náhodný proces {Yt|t ∈ T} spl¬uje lineární regresní
model, pokud pro jeho st°ední hodnotu platí

∀t ∈ T : EYt = µt = f(t) =

p∑
j=0

βjgj(t),

kde g0, . . . , gp jsou známé funkce de�nované na T , β = (β0, . . . , βm)′ je vektor
neznámých regresních koe�cient·.

Z velkého okruhu trendových funkcí, které vedou k lineárnímu regresnímu modelu,
se zam¥°íme na

• polynomický trend : f(t) = β0 + β1t+ · · ·+ βpt
p

• periodický trend : f(t) = µ+
∑p

j=1(αjcosλjt+ βjsinλjt)

Neznámé parametry modelu budeme hledat pomocí metody nejmen²ích £tverc·.
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Polynomický trend

V p°ípad¥ polynomického trendu, matice plánu je tvaru

X =

1 t1 t21 · · · tp1
...

...
... . . . ...

1 tn t2n · · · tpn

 .

Periodický trend

Pokud st°ední hodnota náhodného procesu EYt = µt = f(t) je periodickou s periodou
T0, pak frekvencí rozumíme veli£inu λ = 2π

T0
.

Uvaºujme model:

Yi = f(ti) + εi Eεi = 0; Dεi = σ2; C(εi, εj) = 0; i 6= j; i, j = 1, . . . , n

kde (a) f(ti) = µ+
∑p

j=1(αjcosλjti + βjsinλjti)

nebo (b) f(ti) = µ+
∑p

j=1 γjcos(λjti + ωj) γj =
√
α2
j + β2

j , ωj = arctan
βj
αj
.

Jde o nelineární regresní model vzhledem k (3p+ 1) neznámých parametr·:

(a) α1, . . . , αp β1, . . . , βp µ λ1, . . . , λp

(b) γ1, . . . , γp µ λ1, . . . , λp ω1, . . . , ωp

Odhad vektoru neznámých parametr· pomocí metody nejmen²ích £tverc· minima-
lizuje výraz

(a) S(µ, α1, . . . , αp, β1, . . . , βp, λ1, . . . , λp) =
∑n

i=1 (Yi − f(ti))
2

(b) S(µ, γ1, . . . , γp, ω1, . . . , ωp, λ1, . . . , λp) =
∑n

i=1 (Yi − f(ti))
2

Numericky lze systém nelineárních rovnic °e²it nap°. pomocí Gauss-Newtonovy
metody.

V prost°edí R lze v základním statistickém balí£ku stats najít funkci nls(),
kterou je moºno pouºít k odhadu parametr· nelineárních regresních model· jako je
tento.

Lineární model pro známé frekvence

Situace se zjednodu²í, pokud frekvence λ1, . . . , λp jsou známé.

Pak model (a) je lineární a matice plánu je tvaru:

Xn×(2p+1) =

1 c11 s12 · · · cp1 sp1
...

...
... . . . ...

...
1 c1n s1n · · · cpn spn

 , kde
cji = cosλjti
sji = sinλjti

pro
j = 1, . . . , p
i = 1, . . . , n

Za p°edpokladu, ºe
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n = 2m+ 1
ti = i
λj = 2πj

n
pro n¥která j ∈ {1, . . . ,m}

matice plánu (viz [9]) je tvaru

X′X(2p+1)×(2p+1) =


n 0 · · · 0

0 n
2

...
... . . . 0
0 0 · · · n

2


a odtud velmi snadno z normálních rovnic dostaneme odhady neznámých parametr·
ve tvaru

µ̂ = 1
n

n∑
t=1

Yt

α̂j = 2
n

n∑
t=1

Yt cosλjt j = 1, . . . , p.

β̂j = 2
n

n∑
t=1

Yt sinλjt

Neznámé parametry modelu (b) získáme ze vztah·

γ̂j =
√
α̂2
j + β̂2

j

j = 1, . . . , p.

ω̂j = arctan
β̂j
α̂j



Kapitola 2

Procesy s dlouhou pam¥tí

V této kapitole nejprve de�nujeme nejjednodu²²í model dlouhé pam¥ti. Dále v £ásti 2.2
uvedeme frakcionáln¥ diferencovaný bílý ²um a následn¥ v £ásti 2.3 základní metody
odhad· jeho parametr· na základ¥ £lánku [1]. Na záv¥r kapitoly v £ásti 2.4 zobecníme
frakcionáln¥ diferencovaný bílý ²um na autoregresní frakcionáln¥ integrované procesy
klouzavých sou£t·. Budeme vycházet z knihy [19] a z druhé £ásti £lánku [5].

2.1 De�nování dlouhé pam¥ti pomocí autokovariancí

2.1 De�nice. Nech´ γ(h) je autokovarian£ní funkce pro p°ípad, kdy jde o stacionární
proces {Yt|t ∈ Z}. �ekneme, ºe stacionární proces má dlouhou pam¥´, jestliºe platí

∞∑
h=−∞

|γ(h)| =∞.

Analogicky °ekneme, ºe stacionární proces má krátkou pam¥´, jestliºe platí

∞∑
h=−∞

|γ(h)| <∞.

2.2 Frakcionáln¥ diferencovaný bílý ²um

Nech´ {εt|t ∈ Z} je bílý ²um se st°ední hodnotou E(εt) = 0 a s rozptylem D(εt) =
σ2 > 0. Nech´ B je operátor zp¥tného chodu, tj. BXt = Xt−1, Bεt = εt−1 atd. Pokud
{Xt|t ∈ Z} je lineární proces spl¬ující podmínku

(1−B)dXt = εt, kde d ∈
(
−1

2
,
1

2

)
, (2.1)

pak se {Xt|t ∈ Z} nazývá (jednoduchý) frakcionáln¥ diferencovaný bílý ²um. V dal²ím
textu budeme uºívat zkratku FDWN z anglického názvu fractionally di�erenced white
noise. Namísto (2.1) m·ºeme ekvivalentn¥ pouºít zápis

Xt = (1−B)−dεt. (2.2)

� 22 �
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Proces {Xt|t ∈ Z} má spektrální hustotu tvaru (viz £lánek [1]):

f(λ) =
σ2

2π

∣∣1− e−iλ∣∣−2d =
σ2

2π

(
4 sin2 λ

2

)−d
. (2.3)

Výraz (2.3) lze podrobn¥ji derivovat pomocí metod vysv¥tlených v kapitole 9.1 v [2].
Z°ejm¥ f(λ) → ∞ pro λ → 0, pokud d > 0. Jelikoº nás zajímají p°edev²ím modely
tohoto druhu, budeme v dal²ím textu p°edpokládat d ∈ (0, 1/2).
Dále budeme autokovarian£ní (pop°. autokorela£ní) funkci zna£it také takto γk = γ(k)
a ρk = ρ(k).

2.2 V¥ta. Autokovarian£ní funkce γk a autokorela£ní funkce ρk procesu {Xt|t ∈ Z}
se spektrální hustotou (2.3) jsou dány vzorci

γk =
(−1)kσ2Γ(1− 2d)

Γ(k + 1− d)Γ(−k + 1− d)
pro k = 0,±1, . . . ,

a

ρk =
d(1 + d) . . . (k − 1 + d)

(1− d)(2− d) . . . (k − d)
pro k = 1, 2, . . . , (2.4)

kde Γ(x) je gamma funkce de�novaná pro x ∈ R.

D·kaz. Viz [15].

P°edchozí vztahy mohou být také zapsány ve tvaru

γ0 = σ2Γ(1− 2d)

Γ2(1− d)
, (2.5)

γk+1 =
k + d

k + 1− d
γk pro k ≥ 0,

ρ0 = 1, ρ1 =
d

1− d
, ρk+1 =

k + d

k + 1− d
ρk pro k ≥ 0. (2.6)

Vý²e uvedené vzorce (2.5) a (2.6) se uºívají k odhad·m parametru d a k simulacím.
Vzorec (2.4) je ekvivalentní s vyjád°ením

ρk =
Γ(1− δ)

Γ(d)

Γ(k + d)

Γ(k + 1− d)
.

Rozvojem Γ(k+d) a Γ(k+1−d) pomocí Stirlingova vzorce po pár krocích dostaneme

ρk ∼
Γ(1− d)

Γ(d)
k2d−1 pro k →∞.

Z p°edchozího je z°ejmé, ºe
∑
|ρk| =∞. Coº znamená, ºe FDWN náleºí mezi modely

s dlouhou pam¥tí.
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2.3 V¥ta. Nech´ d ∈ (0, 1/2) a |z| < 1. Pak

(1− z)d =
∞∑
j=0

ajz
j, (1− z)−d =

∞∑
j=0

bjz
j, (2.7)

kde

aj =
Γ(j − d)

Γ(−d)Γ(j + 1)
=

(j − 1− d)(j − 2− d) . . . (1− d)(−d)

j!
, (2.8)

bj =
Γ(j + d)

Γ(d)Γ(j + 1)
=

(j − 1 + d)(j − 2 + d) . . . (1 + d)d

j!
. (2.9)

Kdyº j →∞, pak

j1+daj →
1

Γ(−d)
, jj−dbj →

1

Γ(d)
. (2.10)

D·kaz. Vzorce (2.7), (2.8) a (2.9) vychází z Maclaurinovy formule. Uºitím Strilingova
vzorce dostaneme (2.10).

2.4 V¥ta. FDWN procesy lze vyjád°it pomocí AR(∞) a MA(∞), tj. jsou ve tvaru

∞∑
j=0

ajXt−j = εt

a

Xt =
∞∑
j=0

bjεt−j,

v daném po°adí, kde koe�cienty aj a bj jsou dány vzorci (2.8) a (2.9) z p°edchozí v¥ty.

D·kaz. Viz [15]. Tvrzení vychází z (2.1), (2.2) a (2.7), nebo´

∞∑
j=0

|aj| <∞ a
∞∑
j=0

|bj|2 <∞ pro d ∈
(

0,
1

2

)
.

2.3 Odhady parametr·

Model (2.1) má dva parametry, tj. d a σ2. Hlavním problémem je odhadnout parametr
d, jelikoº odhad σ2 následn¥ provedeme pomocí vzorce (2.5).
Nejjednodu²²ím postupem je momentová metoda. Nech´ γ̂k a σ̂k jsou odhady pro γk
a ρk v daném po°adí. Pomocí (2.6) je z°ejmé, ºe d =

ρ1
1 + ρ

. Odtud dostaneme odhad

pro d, který je tvaru

d̂ =
ρ̂1

(1 + ρ̂1)
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a odhad pro σ2

σ̂2 = γ̂0
Γ2(1− d̂)

Γ(1− 2d̂)
.

Pokud jsou γ̂k a ρ̂k konzistentní odhady, pak platí totéº pro d̂ a σ̂2.
Dal²í moºností je pouºít odhad φ̂kk parciální autokorela£ní funkce (k = 1, 2, . . . ,m�
n, pro vhodné m, viz [1]). Z parciální korela£ní funkce

α(k) = φkk =
d

k − d
pro k = 1, 2, . . . (2.11)

procesu {Xt} (2.11) máme odhady

d̂k =
kφ̂kk

1 + φ̂kk
,

které mohou poslouºit na výsledný odhad

d∗ =
d̂1 + . . .+ d̂m

m
.

Tento postup dokáºe ov¥°it vhodnost modelu. Ale je k tomu je²t¥ zapot°ebí dal²ích
teoretických poznatk·. Geweke a Porter-Hudak [12] navrhli následující metodu.
Z (2.3) dostaneme

ln f(λ) = ln
σ2

2π
− d ln

(
4 sin2 λ

2

)
. (2.12)

Nech´ je dána realizace X1, . . . , Xn. Uvaºujme hodnoty periodogramu I(λ) v bodech
λ = λj, kde

λj =
2πj

n
pro j = 0, 1, . . . , n− 1.

Vzhledem k (2.12) dostaneme

ln I(λj) = ln
σ2

2π
− d ln

(
4 sin2 λj

2

)
+ ln

I(λj)

f(λj)
. (2.13)

Prom¥nné ln
I(λj)

f(λj)
jsou asymptoticky nezávisle stejn¥ rozd¥lené náhodné veli£iny

s asymptotickou st°ední hodnotou −C a s asymptotickým rozptylem π2/6, kde C =
0, 57721 . . . je Eulerova konstanta. Odtud (2.13) m·ºe být povaºováno za regresní
model

Yj = a+ dxj + ej pro j = 0, 1, . . . , n− 1,
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kde Yj = ln I(λj) a xj = − ln(4 sin2 λj
2

). Pokud ã a d̃ jsou st°ední kvadratické odhady

regresních parametr·, pak d̃ m·ºe poslouºit jako odhad na²eho p·vodního parametru

d. Jelikoº ã je odhad pro ln
σ2

2π
+ C, odhad pro σ2 je

σ̃ = 2πeã−C .

Pokud dvojice (Yj, xj) nemají lineární závislost, m·ºe to být náznakem, ºe FDWN
není správným modelem na analyzovaná data.
V tomto p°ípad¥ m·ºeme je²t¥ zkusit jiný postup zaloºený na následující my²lence.
Pokud aproximujeme v (2.3) hodnotu sinx

.
= x pro malá x, pak

f(λ)
.
=
σ2λ−2d

2π
.

Ozna£me F (λ) spektrální distribu£ní funkci odpovídající hustot¥ f(λ). Pak

F (x)− F (0) =

∫ x

0

f(λ)dλ
.
=
σ2

2π

x1−2d

1− 2d
.

Ale F (x)− F (0) m·ºe být odhadnuto pomocí
∫ x
0
I(λ)dλ. Jelikoº

I(λ) =
1

2π

(
C∗0 + 2

n−1∑
k=1

C∗k cos kλ

)
,

kde

C∗k =
1

n

n−k∑
t=1

XtXt+k pro k = 0, 1, . . . n− 1,

takºe máme ∫ x

0

I(λ)dλ =
1

2π

(
xC∗0 + 2

n−1∑
k=1

C∗k
k

sin kx

)
.

Jelikoº

ln (F (x)− F (0)) = ln
σ2

2π(1− 2d)
+ (1− 2d) lnx,

m·ºeme op¥t pouºít odhady parametr· pomocí lineární regrese.

2.4 ARFIMA procesy

Zobecn¥ním FDWN proces· jsou autoregresní frakcionáln¥ integrované procesy
klouzavých sou£t·. V dal²ím textu budeme uºívat zkratku ARFIMA z anglického
názvu autoregressive fractionally integrated moving average. De�nujeme je rovnicí

Φ(B)Yt = Θ(B)(1−B)−dεt, (2.14)
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kde Φ(B) = 1− φ1B − . . .− φpBp a Θ(B) = 1 + θ1B + · · · + θqB
q jsou autoregresní

operátor a operátor klouzavých sou£t·, Φ(B) a Θ(B) nemají ºádné spole£né ko°eny,
B je operátor zp¥tného chodu a (1−B)−d je frakcionální diferenciální operátor daný
binomickým rozvojem

(1−B)−d =
∞∑
j=0

Γ(j + d)

Γ(j + 1)Γ(d)
Bj =

∞∑
j=0

ηjB
j,

pro d ∈ (−1, 1/2) a {εt|t ∈ Z} je posloupnost bílého ²umu s nulovou st°ední hodnotou
σ2. Asymptotická aproximace pro

ηj =
Γ(j + d)

Γ(j + 1)Γ(d)

pro velké j je

ηj ∼
jd−1

Γ(d)
,

kde Γ(x) je obvyklá gamma funkce.

Poznámka. ARFIMA(p, d, q) proces bývá n¥kdy de�nován jako

Φ(B)(1−B)dYt = Θ(B)εt.

2.4.1 Stacionarita, kauzalita a invertibilita

2.5 V¥ta. Uvaºujme ARFIMA proces de�novaný pomocí (2.14) a p°edpokládejme, ºe
polynomy Φ(.) a Θ(.) nemají ºádné spole£né ko°eny a ºe d ∈ (−1, 1/2). Potom platí

(a) Pokud ko°eny Φ(.) leºí vn¥ jednotkové kruºnice {z : |z| = 1}, pak existuje
jediné stacionární °e²ení rovnice (2.14) dané Yt =

∑∞
j=−∞ ψjεt−j, kde ψj

jsou koe�cienty následujícího polynomu ψ(z) = (1− z)−dΘ(z)/Φ(z).

(b) Pokud ko°eny Φ(.) leºí vn¥ uzav°eného jednotkového kruhu {z : |z| ≤ 1},
pak je °e²ení {Yt} kauzální.

(c) Pokud ko°eny Θ(.) leºí vn¥ uzav°eného jednotkového kruhu {z : |z| ≤ 1},
pak je °e²ení {Yt} invertibilní.

D·kaz. Viz [19] strana 44 aº 46.

2.4.2 Spektrální hustota

Uvaºujme ARFIMA proces v MA(∞) vyjád°ení

Xt = ψ(B)εt =
∞∑
j=0

ψjεt−j. (2.15)
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Spektrální hustota náhodného procesu (2.15) je absolutn¥ spojitá funkce vzhledem
k Lebesgueov¥ mí°e na intervalu [−π, π]. Tato spektrální hustota procesu (2.14) m·ºe
být zapsána jako

f(λ) =
σ2

2π
|ψ(e−iλ)|2

=
σ2

2π

∣∣1− e−iλ∣∣−2d |Θ(e−iλ)|2

|Φ(e−iλ)|2

=
σ2

2π

(
2 sin

λ

2

)−2d |Θ(e−iλ)|2

|Φ(e−iλ)|2
, (2.16)

kde i zna£í imaginární jednotku.

2.4.3 Whittle·v odhad

P°edpokládejme, ºe Yt ∼ ARFIMA(p, d, q) s autokovarian£ní funkcí

γθ(k − j) =

∫ π

−π
fθ(λ)eiλ(k−j)dλ,

kde θ = (p, d, q). Dále ozna£me kone£ný vektor Y = (Y1, . . . , Yn)′. Logaritmická
v¥rohodnostní funkce procesu Yt je dána (viz [19]) jako

L(θ) = − 1

2n
ln det Γθ −

1

2n
Y′Γθ

−1Y, (2.17)

kde Γθ = [γθ(k − j)] je matice autokovariancí. K získání Whittleovy metody (2.17)
ud¥láme dv¥ aproximace pro výrazy ln det Γθ a Y′Γθ

−1Y. Jelikoº

1

n
ln det Γθ →

1

2π

∫ π

−π
ln
(

2πfθ(λ)
)

dλ,

pro n→∞, první výraz z (2.17) je aproximován

1

2n
ln det Γθ ≈

1

4π

∫ π

−π
ln
(

2πfθ(λ)
)

dλ.

Dále druhý výraz je aproximován

1

2n
Y′Γθ

−1Y ≈
n∑
`=1

n∑
j=1

y`

(
1

8π2n

∫ π

−π
f−1θ (λ) exp (iλ (`− j)) dλ

)
yj

=
1

8π2n

∫ π

−π
f−1θ (λ)

n∑
`=1

n∑
j=1

y`yj exp (iλ (`− j)) dλ

=
1

8π2n

∫ π

−π
f−1θ (λ)

∣∣∣∣∣
n∑
j=1

yj exp (iλj)

∣∣∣∣∣
2

dλ

=
1

4π

∫ π

−π

In(λ)

fθ(λ)
dλ,
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kde In(λ) je periodogram de�novaný v rovnici (1.3). Z p°edchozího dostáváme

L(θ) ≈ − 1

4π

(∫ π

−π
ln
(
2πfθ(λ)

)
dλ+

∫ π

−π

In(λ)

fθ(λ)
dλ

)
, (2.18)

pro n→∞. Diskrétní verze (2.18) je Riemannova aproximace integrálu a je tvaru

L(θ) ≈ − 1

2n

(
n∑
j=1

ln fθ(λj) +
n∑
j=1

In(λ)

fθ(λ)

)
,

kde λj = 2πj/n jsou Fourierovy frekvence.



Kapitola 3

P°íklad reálné £asové °ady
modelované pomocí ARFIMA model·

3.1 Popis zkoumaných dat

Budeme pracovat s datovým souborem varve z balí£ku astsa [23]. Jde o geologické
vrstvy (varvy) nam¥°ené v Massachusetts. Nejstar²í nam¥°ená vrstva je stará 11 834
let a nejmlad²í 11 201 let. Data jsou ro£ní, tedy 634 rok·m odpovídá 634 nam¥°ených
hodnot. Varva je tenká vrstvi£ka sedimentu (lamina) usazená b¥hem jednoho roku
v jezerech napájených vodou z ledovce. Skládá se z pís£ité £ásti usazené v lét¥ a z £ásti
jílovité usazené v zimním období. V ²ir²ím smyslu je varva jakákoliv vrstvi£ka uloºená
b¥hem jednoho roku. Sediment sloºený z varv se nazývá varvit a jemné a pravidelné
laminování se ozna£uje jako varvitická textura [20].
V úvodu na£teme pot°ebné balí£ky a vstupní data gra�cky znázorníme.

>library(astsa)

>library(FitAR)

>library(fracdiff)

>library(forecast)

>data(varve)

>TXT<-"Annual Varve Series"

>pdf("PlotVarve1.pdf",width=8,height=7.25)

>TimeSeriesPlot(varve,SubLength=212,as.table=T,main=TXT,

col="black",type="o",pch=20,cex=0.75)

>dev.off()

� 30 �
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Annual Varve Series

Observation Number
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Z grafu je vid¥t z°ejmá nestacionarita v rozptylu, proto budeme dále pracovat
s logaritmovanými daty, která nejprve zobrazíme do grafu.

>TXT<-"Logarithmic and Centered Data: Annual Varve Series"

>lvarve = log(varve) - mean(log(varve))

>pdf("PlotLogVarve1.pdf",width=8,height=7.25)

>TimeSeriesPlot(lvarve,SubLength=212,as.table=T,main=TXT,

col="black",type="o",pch=20,cex=0.75)

>dev.off()
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Logarithmic and Centered Data: Annual Varve Series
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Dále vykreslíme pr·b¥hy autokorela£ní funkce (ACF) a parciální autokorela£ní funkce
(PACF) pomocí funkce acf2() z balí£ku astsa.

>pdf("LogVarve_acf2.pdf",width=10,height=8.25)

>pom<-acf2(lvarve)

>dev.off()
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Ihned vidíme, ºe ACF klesá velmi pomalu, takºe tato £asová °ada by mohla být
vhodná pro analýzu dlouhé pam¥ti.

3.2 Polynomický trend s ARMA reziduální £ástí

Nejprve se pokusíme modelovat dlouhodobé cyklické chování pomocí polynomu
3. °ádu. Vzhledem k tomu, ºe jednotlivé hodnoty jsou v £ase korelované, není vhodné
pouºít klasický lineární regresní model, tj. funkci lm() z balí£ku stats. Místo toho
pouºijeme z balí£ku forecast funkci auto.arima(), která dokáºe pro reziduální £ást
najít nejvhodn¥j²í °ád ARMA procesu a p°itom trend popsat pomocí zadané matice
plánu, kterou nejprve vytvo°íme.

>n <- length(varve)

>nn <- n

>tt <- 1:length(varve)

>tt <- ts(tt)

>ct <- tt - mean(tt)

>ct2 <- ct^2
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>ct3 <- ct^3

>Xreg <- cbind(ct, ct2, ct3)

>fit_polynom3<-auto.arima(lvarve,trace=TRUE,xreg=Xreg)

ARIMA(2,0,2) with non-zero mean : 863.2215

ARIMA(0,0,0) with non-zero mean : 981.5001

ARIMA(1,0,0) with non-zero mean : 880.6215

ARIMA(0,0,1) with non-zero mean : 906.9557

ARIMA(1,0,2) with non-zero mean : 860.7353

ARIMA(1,0,1) with non-zero mean : 864.0234

ARIMA(1,0,3) with non-zero mean : 861.8481

ARIMA(2,0,3) with non-zero mean : 864.2456

ARIMA(1,0,2) with zero mean : 861.2278

ARIMA(0,0,2) with non-zero mean : 884.5786

Best model: ARIMA(1,0,2) with non-zero mean

Jako optimální byl navrºen model ARMA(1,2).
Abychom m¥li vizuální p°edstavu o odhadnutém modelu, polynomický trend spolu
s daty nejprve zobrazíme.

>beta<-matrix(coef(fit_polynom3)[4:7],ncol=1)

>FittedTr<-cbind(rep(1,n),Xreg) %*% beta

>Txt<-"Logarithmic and Centered Annual Varve Series"

>pdf("LogVarve-PolTr.pdf",width=10,height=4)

>TimeSeriesPlot(lvarve,main=Txt,col="gray",type="o",pch=20)

>lines(ts(FittedTr),col="red",lwd=2)

>mtext("Polynomial Trend (degree=3)")

>dev.off()
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Získaná rezidua by m¥la být p°ibliºn¥ gaussovským bílým ²umem, coº ov¥°íme
gra�cky. Nejprve vykreslíme rezidua, ACF a PACF pomocí funkce tsdisplay()

z balí£ku forecast.

>ResidF <- resid(fit_polynom3)

>Txt<-"Logarithmic and Centered Annual Varve Series:

Residuals of Polynomial Trend (degree=3)"

>pdf("LogVarve-PolTrRES.pdf",width=10,height=8)

>forecast::tsdisplay(ResidF,main=Txt)

>dev.off()

Logarithmic and Centered Annual Varve Series: Residuals of Polynomial Trend (degree=3)
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Normální rozd¥lení reziduí ov¥°íme pomocí Q-Q grafu.

>Txt<-"Log and Centered Annual Varve Series:

Residuals of Polynomial Trend (degree=3)\nNormal Q-Q Plot"

>pdf("LogVarve-PolTrRESqq.pdf",width=8.25,height=8.25)

>qqnorm(ResidF,main=Txt)

>qqline(ResidF)

>dev.off()
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Zatím se rezidua p°ibliºn¥ jeví jako bílý ²um. Poslední zkou²ku reziduí provedeme
pomocí funkce auto.arima() z balí£ku forecast.

>pom <- auto.arima(ResidF,trace=TRUE)

ARIMA(2,0,2) with non-zero mean : 850.9519

ARIMA(0,0,0) with non-zero mean : 847.1898

ARIMA(1,0,0) with non-zero mean : 849.98

ARIMA(0,0,1) with non-zero mean : 849.1989

ARIMA(1,0,1) with non-zero mean : 851.9937

ARIMA(0,0,0) with zero mean : 845.1773

ARIMA(1,0,0) with zero mean : 847.962

ARIMA(0,0,1) with zero mean : 847.18
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ARIMA(1,0,1) with zero mean : 849.9673

Best model: ARIMA(0,0,0) with zero mean

Vzhledem k tomu, ºe funkce auto.arima() z balí£ku forecast pro rezidua navrhuje
jako optimální model ARMA(0,0), coº je bílý ²um, i tato poslední zkou²ka dopadla
pozitivn¥.
Na záv¥r této £ásti provedeme p°edpov¥¤ (nap°íklad o 100 krok· dop°edu) pomocí
funkce forecast() z balí£ku forecast. Nesmíme zapomenout vytvo°it matici plánu
pro predikci v £ase.

>fitted <- lvarve - fit_polynom3$residuals

>m<-100

>CT<-ct[length(ct)]+c(1:m)

>CT2<-CT^2

>CT3<-CT^3

>XREG <- cbind(CT,CT2,CT3)

>pred.PolTr<-forecast(fit_polynom3,h=m,xreg=XREG)

Výslednou predikci gra�cky znázorníme pomocí funkce plot.forecast() z balí£ku
forecast.

>pdf("LogVarve-PolTr-final.pdf",width=10,height=4.25)

>op<-par(mar=c(2,2,4,0) + 0.25)

>plot(pred.PolTr,type="o",main=TXT,col="gray",pch=".",

cex=0.5,lwd=0.75)

>lines(fitted,col="black")

>lines(ts(FittedTr),col="red",lwd=2,lty=2)

>legend("bottomleft",cex=0.75,

legend = c("Time Series","Fitted Values","Polynomial Trend",

"Predicted Values"), bty="n",lty = c(1,1,2,1), xjust = 1,

yjust = 1,lwd=2, col=c("gray","black","red","blue"),

pch=c(".",NA,NA,NA))

>mtext(paste("Polynomial trend (degree=3) with residuals as",

pred.PolTr$method),cex=0.85)

>par(op)

>dev.off()
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Logarithmic and Centered Data: Annual Varve Series
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Polynomial trend (degree=3) with residuals as ARIMA(1,0,2) with non−zero mean

3.3 Periodický trend s ARMA reziduální £ástí

Vzhledem k tomu, ºe polynomický trend je nevhodný k predikci budoucích hodnot,
zvolíme rad¥ji popis trendu pomocí funkcí sinus a kosinus. Abychom to mohli provést,
pot°ebujeme nejprve zjistit, které významné periody trend vytvá°ejí. Vyjdeme proto
z periodogramu a pomocí Fisherova £i Siegelova testu tyto významné periody ur£íme.
Neº tak u£iníme, musíme z £asové °ady nejprve odstranit p°ípadný lineární trend.

>y <- as.vector(lvarve)

>x <- as.vector(time(lvarve))

>data<-data.frame(x,y)

>LinTrend <- lm( y ~ x,data=data)

>print(summary(LinTrend))

Call:

lm(formula = y ~ x, data = data)

Residuals:

Min 1Q Median 3Q Max

-1.79214 -0.42844 -0.03282 0.39807 1.96235

Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>|t|)

(Intercept) -0.1568956 0.0502189 -3.124 0.001864 **

x 0.0004942 0.0001370 3.606 0.000335 ***

---

Signif. codes: 0 `***' 0.001 `**' 0.01 `*' 0.05 `.' 0.1 ` ' 1

Residual standard error: 0.6315 on 632 degrees of freedom

Multiple R-squared: 0.02016, Adjusted R-squared: 0.01861
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F-statistic: 13 on 1 and 632 DF, p-value: 0.0003353

>res<-resid(LinTrend)

>TrigoTrend<-trigofit(res)

>str(TrigoTrend)

List of 10

$ periodogram: num [1:316] 3.3249 2.7248 0.1782 0.0366 0.4937 ...

$ freq : num [1:316] 0.00993 0.01985 0.02978 0.0397 0.04963 ...

$ signA : num [1:6] -0.19523 0.00471 -0.09925

0.12834 -0.08717 ...

$ signB : num [1:6] -0.3064 0.3289 0.1335 0.0726 0.1096 ...

$ signFreq : num [1:6] 0.00993 0.01985 0.05956 0.08933 0.04963 ...

$ amplituda : num [1:316] 0.02042 0.01849 0.00473 0.00214 0.00787 ...

$ faze : num [1:316] 843.067 0.822 6.988 -0.884 -3.079 ...

$ signL : logi [1:316] TRUE TRUE FALSE FALSE TRUE TRUE ...

$ A : num [1:316] -0.19523 0.00471 0.04823

-0.03088 -0.08717 ...

$ B : num [1:316] -0.3064 0.3289 0.0689 0.0224 0.1096 ...

Jako statisticky významné byly ur£eny tyto periody

>round(FisherPeriods<-2*pi/TrigoTrend$signFreq,2)

[1] 633.00 316.50 105.50 70.33 126.60 57.55

Periodogram pro data s odstran¥ným lineárním trendem vykreslíme.

>col1<-"gray40"

>col2<-"gray5"

>pdf("LogVarve-Periodogram.pdf",width=10,height=8.25)

>op<-par(mar=c(2,2,4,0) + 0.25)

>with(TrigoTrend,plot(freq,periodogram,type="h",

log="y",col=col1,main=TXT))

>with(TrigoTrend,points(freq[signL],

periodogram[signL],pch=20,col=col1))

>with(TrigoTrend,text(freq[signL],periodogram[signL],col=col2,

round((2*pi)/freq[signL],2),pos=4,offset=0.175,cex=0.65))

>mtext("Periodogram after subtraction of a linear trend")

>par(op)

>dev.off()
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Vidíme, ºe v²echny významné frekvence jsou velmi blízko po£átku, coº op¥t sv¥d£í
o moºné dlouhé pam¥ti v £asové °ad¥.
Nyní pro data bez lineárního trendu zobrazíme výsledný model tvo°ený ²esti význam-
nými periodami.

>TTIME<-seq(1,length(res),length=nn)

>predTrigoTrend<-trigoval(TTIME,A=TrigoTrend$signA,B=TrigoTrend$signB,

freq=TrigoTrend$signFreq)

>Txt<-"Logarithmic and Centered Annual Varve Series"

>pdf("LogVarve-TrigTr.pdf",width=10,height=4)

>TimeSeriesPlot(res,main=Txt,col="gray",type="o",pch=20)

>lines(predTrigoTrend,col="red",lwd=2)

>dev.off()
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Protoºe jsme si v²ak v¥domi faktu, ºe nabízené periody jsou závislé na délce £asové
°ady, rad¥ji pro vyhledání významných period pouºijeme algoritmus norských autor·
popsaný v £ásti 1.2.5, který je zaloºen na nelineární regresi.

>betaD<-damsleth(res,pstlevel=0.05)

Podívejme se, které významné periody byly vybrány.

>round(DamslethPeriods<-2*pi/betaD$freq,2)

freq freq freq freq freq

452.07 72.39 103.89 41.50 56.86

Vidíme, ºe tentokrát máme o jednu významnou periodu mén¥.
Oba dva modely gra�cky porovnejme. Pro kone£né modelování pouºijeme jen první
dv¥ významné periody, proto je tento model v grafu zachycen také.

>predTrigD<-trigoval(TTIME,A=betaD$A,B=betaD$B,freq=betaD$freq)

>predTrigD2<-trigoval(TTIME,A=betaD$A[1:2],

B=betaD$B[1:2],freq=betaD$freq[1:2])

>new <- data.frame(x = seq(x[1],x[n],length.out=nn))

>pred.lintrend<-predict(LinTrend, new)

>Txt<-"Logarithmic and Centered Annual Varve Series"

>pdf("LogVarve-TrigTrDall.pdf",width=10,height=4)

>op<-par(mar=c(2,2,3,0)+0.5)

>plot(y~x, type='o',main=TXT,cex.main=1.125,

col="gray",pch=20,cex=0.75)

>lines(new$x,predTrigoTrend+pred.lintrend,col="dodgerblue",lwd=2)

>lines(new$x,predTrigD+pred.lintrend,lwd=2,col="red",lty=1)

>lines(new$x,predTrigD2+pred.lintrend,lwd=3,col="black",lty=1)

>lines(new$x,pred.lintrend,lwd=2,col="darkgreen",lty=2)

>TFP<-paste("Fisher's periods: ",
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paste(round(FisherPeriods,1),collapse=", "))

>TDS<-paste("Damsleth-Spjotvoll:",

paste(round(DamslethPeriods,1),collapse=", "))

>TDS2<-paste("Damsleth-Spjotvoll:",

paste(round(DamslethPeriods[1:2],1),collapse=", "))

>legend("topleft", legend = c(TFP,TDS,TDS2,"Linear Trend"),

bty="n", lty = c(1,1,1,2), xjust = 1, yjust = 1,

cex=0.75, lwd=c(2,2,3,2),

col=c("dodgerblue","red","black","darkgreen"))

>mtext("Periodic Trends")

>par(op)

>dev.off()

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●●

●

●
●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●
●

●
●●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●●

●

●

●

●

●
●
●
●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●
●●

●
●

●

●●

●

●

●
●

●

●

●
●

●

●

●

●

●●

●

●

●

●
●

●

●

●
●

●

●

●

●

●
●

●

●

●●

●

●

●

●

●

●

●●●●
●●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●●

●
●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●●

●

●

●
●

●●

●

●

●

●●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●●

●

●

●

●

●●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●●

●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●●

●

●

●

●

●

●

●

●●

●

●

●

●

●

●
●

●●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●
●●

●

●

●

●

●
●●

●

●
●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●●

●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●●●

●

●●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●
●
●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●●
●

●●

●

●
●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●●

●

●●

●

●

●

●

●

●●●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●●

●●

●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●●

●

●

●

●

●

●

●

●

●●

●

●

●

●

●

●●

●

●

●

●

●●

●●●

●

●

●

●

●

●

●

●

0 100 200 300 400 500 600

−
2

−
1

0
1

2

Logarithmic and Centered Data: Annual Varve Series

Fisher's periods:       633,  316.5,  105.5,  70.3,  126.6,  57.5
Damsleth−Spjotvoll: 452.1,  72.4,  103.9,  41.5,  56.9
Damsleth−Spjotvoll: 452.1,  72.4
Linear Trend

Periodic Trends

Pro kone£ný model zvolíme první dv¥ významné periody a op¥t pouºijeme z balí£ku
forecast funkci auto.arima(), která dokáºe pro reziduální £ást najít nejvhodn¥j²í
°ád ARMA procesu a p°itom trend popsat pomocí zadané matice plánu, kterou nej-
prve vytvo°íme.

>TIME<-time(varve)

>AA<-betaD$A[1:2]

>BB<-betaD$B[1:2]

>Freq=betaD$freq[1:2]

>xreg<-TIME

>for(k in 1:length(Freq))

>xreg<-cbind(xreg,trigpol2(TIME,AA[k],BB[k],Freq[k]))

>xreg<-as.matrix(xreg)

>colnames(xreg)<-c("time","cos1","sin1","cos2","sin2")

>fit_periodic2<-auto.arima(lvarve,trace=TRUE,xreg=xreg)

ARIMA(2,0,2) with non-zero mean : 851.9886
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ARIMA(0,0,0) with non-zero mean : 923.3803

ARIMA(1,0,0) with non-zero mean : 854.9278

ARIMA(0,0,1) with non-zero mean : 869.0391

ARIMA(1,0,2) with non-zero mean : 849.2486

ARIMA(1,0,1) with non-zero mean : 849.7616

ARIMA(1,0,3) with non-zero mean : 850.5548

ARIMA(2,0,3) with non-zero mean : 853.049

ARIMA(1,0,2) with zero mean : 848.1342

ARIMA(0,0,2) with zero mean : 856.6082

ARIMA(2,0,2) with zero mean : 850.8421

ARIMA(1,0,1) with zero mean : 849.0481

ARIMA(1,0,3) with zero mean : 849.3568

ARIMA(0,0,1) with zero mean : 870.1664

ARIMA(2,0,3) with zero mean : 851.8798

Best model: ARIMA(1,0,2) with zero mean

Obdobn¥ jako u polynomického trendu, i v tomto p°ípad¥ jako optimální model pro
rezidua byl zvolen ARMA(1,2).
Provedeme stejn¥ jako u polynomického trendu obvyklou gra�ckou analýzu reziduí.

>RESIDF<-residuals(fit_periodic2)

>Txt<-"Logarithmic and Centered Annual Varve Series:

Residuals of Trigonometric Trend"

>pdf("LogVarve-TrigTrRES.pdf",width=10,height=8)

>forecast::tsdisplay(RESIDF,main=Txt)

>dev.off()
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Logarithmic and Centered Annual Varve Series: Residuals of Trigonometric Trend
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>Txt<-"Log and Centered Annual Varve Series:

Residuals of Trigonometric Trend\nNormal Q-Q Plot"

>pdf("LogVarve-TrigTrRESqq.pdf",width=8.25,height=8.25)

>qqnorm(RESIDF,main=Txt)

>qqline(RESIDF)

>dev.off()
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>pom <- auto.arima(RESIDF,trace=TRUE)

ARIMA(2,0,2) with non-zero mean : Inf

ARIMA(0,0,0) with non-zero mean : 832.9442

ARIMA(1,0,0) with non-zero mean : 835.3411

ARIMA(0,0,1) with non-zero mean : 834.9588

ARIMA(1,0,1) with non-zero mean : 837.2979

ARIMA(0,0,0) with zero mean : 831.2098

ARIMA(1,0,0) with zero mean : 833.5667

ARIMA(0,0,1) with zero mean : 833.2166

ARIMA(1,0,1) with zero mean : 835.5076

Best model: ARIMA(0,0,0) with zero mean



Kapitola 3. P°íklad reálné £asové °ady modelované pomocí ARFIMA model· 46

Vidíme, ºe rezidua se jeví jako bílý ²um.
Na záv¥r této £ásti op¥t provedeme predikci budoucích 100 hodnot pomocí funkce
forecast() z balí£ku forecast. Nesmíme zapomenout vytvo°it matici plánu pro
predikci v £ase.

>Fitted <- lvarve - fit_periodic2$residuals

>m<-100

>TTIME<-TIME[length(TIME)]+c(1:m)

>Xreg<-TTIME

>for(k in 1:length(Freq))

>Xreg<-cbind(Xreg,trigpol2(TTIME,AA[k],BB[k],Freq[k]))

>Xreg<-as.matrix(Xreg)

>colnames(Xreg)<-c("time","cos1","sin1","cos2","sin2")

>pred.TrigTr<-forecast(fit_periodic2,h=m,xreg=Xreg)

Výslednou predikci gra�cky znázorníme pomocí funkce plot.forecast() z balí£ku
forecast.

>Beta<-matrix(coef(fit_periodic2)[4:8],ncol=1)

>FittedPTr<-xreg %*% Beta

>Txt<-"Logarithmic and Centered Annual Varve Series"

>pdf("LogVarve-TrigTrD-final.pdf",width=10,height=4)

>op<-par(mar=c(2,2,3,0)+0.5)

>plot(pred.TrigTr,type="o", main=TXT,col="gray",pch=20,cex=0.75)

>lines(ts(FittedPTr),lwd=3,col="magenta",lty=1)

>lines(Fitted,col="black")

>legend("topleft",cex=0.75, legend = c("Time Series","Fitted Values",

"Trigonometric Trend","Predicted Values"),

bty="n",lty = c(1,1,1,1), xjust = 1, yjust = 1,lwd=2,

col=c("gray","black","magenta","blue"),pch=c(20,NA,NA,NA))

>mtext(paste("Periodic trend with residuals as",pred.TrigTr$method),

cex=0.85)

>par(op)

>dev.off()



Kapitola 3. P°íklad reálné £asové °ady modelované pomocí ARFIMA model· 47

●●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●●
●

●
●

●

●

●
●

●

●

●

●
●

●
●

●
●●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●
●

●

●●

●

●

●

●

●
●
●
●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●
●●

●
●

●

●●

●

●

●
●

●

●

●
●

●

●

●

●

●●

●

●

●
●
●

●

●

●
●

●

●

●

●

●
●

●

●

●●

●

●

●

●

●

●

●●●●
●●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●●

●
●

●
●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●
●

●

●●

●

●

●
●

●●
●

●

●

●●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●●

●

●

●

●

●●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●●

●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●●

●

●

●

●

●

●

●

●●

●

●

●

●

●

●
●

●●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●
●

●

●●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●●
●

●

●

●

●

●●

●

●

●

●

●

●

●

●
●●

●

●

●

●

●●
●

●

●●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●●

●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

●●●

●

●●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●
●
●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●●
●

●●

●

●
●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●●

●

●●

●

●

●

●

●

●●●

●

●

●
●

●

●

●
●

●

●

●
●

●

●●

●●

●
●
●

●

●

●

●

●

●

●

●●

●
●

●

●

●

●

●

●

●●

●

●

●

●

●

●●

●

●

●

●

●●

●●●

●

●

●

●

●

●

●

●
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Periodic trend with residuals as ARIMA(1,0,2) with zero mean    

3.4 Balí£ky forecast a fracdiff

V p°edchozích modelech jsme zatím s faktem, ºe data mohou mít dlouhou pam¥´,
neuvaºovali. Pro práci s ARFIMA modely nejprve pouºijeme funkce z balí£ku
forecast [17]. P·jde p°edev²ím o funkci arfima(), která dokáºe sama vybrat vhodný
model s dlouhou pam¥tí. Kombinuje funkci fracdiff() z balí£ku fracdiff [11]
a funkci auto.arima() z balí£ku forecast, a to následujícím zp·sobem:

1. Parametr d je nejprve odhadnut pomocí funkce fracdiff() pro model
ARFIMA(2, d, 0).

2. Na datech se dále provede frakcionální diference °ádu d, pak se pomocí funkce
auto.arima() ur£í parametry p a q.

3. Nakonec se pomocí funkce fracdiff() pro model ARFIMA(p, d, q) provedou
kone£né odhady parametr·.

>fit_forecast<-forecast::arfima(lvarve,estim="mle",trace=T)

ARIMA(2,0,2) with non-zero mean : 876.2168

ARIMA(0,0,0) with non-zero mean : 871.9092

ARIMA(1,0,0) with non-zero mean : 871.4302

ARIMA(0,0,1) with non-zero mean : 870.2264

ARIMA(1,0,1) with non-zero mean : 871.2864

ARIMA(0,0,2) with non-zero mean : 871.114

ARIMA(1,0,2) with non-zero mean : 873.2604

ARIMA(0,0,1) with zero mean : 868.2688

ARIMA(1,0,1) with zero mean : 869.3584

ARIMA(0,0,0) with zero mean : 869.9485

ARIMA(0,0,2) with zero mean : 869.1567

ARIMA(1,0,2) with zero mean : 871.3229

Best model: ARIMA(0,0,1) with zero mean
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Jako nejvhodn¥j²í je doporu£en model ARFIMA(0, d, 1) s parametry

>fit_forecast$d

[1] 0.404032

>fit_forecast$ma

ma1

0.06373206

Nyní porovnáme r·zné odhady spektrálních hustot s hustotou modelu
ARFIMA(0, d, 1) danou vzorcem (2.16) pro odhadnuté parametry.

>fit<-fit_forecast

>NameModel<-paste("ARFIMA(",length(fit$ar),",",round(fit$d,3),",",

length(fit$ma), ")",sep="")

>TrigoTrend<-trigofit(lvarve)

>spARFIMA<-spectrum.arfima(d = FinalLong$d,ar=FinalLong$ar,

ma=FinalLong$ma,sd.innov=FinalLong$sigma)

>KERNEL<-kernel("modified.daniell", c(5,5))

>spec<-spectrum(lvarve,KERNEL,method="pgram",plot=FALSE,

fast=TRUE,detrend=FALSE,log="y")

>spAR<-spec.ar(lvarve,plot=FALSE)

>pdf("LogVarveSP_arfima.pdf",width=10,height=8.25)

>op<-par(mar=c(4,4,2,0) + 0.25)

>Ylim<-range(c(TrigoTrend$periodogram,spec$spec/(2*pi)))

>plot(spARFIMA,xlim=c(0.00125, pi),log="y",col="red",lwd=3,ylim=Ylim,

xlab="freq",ylab="spectral density",main=TXT)

>with(TrigoTrend,lines(freq,periodogram,type="h",log="y",col="gray"))

>with(TrigoTrend,points(freq[signL],periodogram[signL],

pch=20,col="gray"))

>with(TrigoTrend,text(freq[signL],periodogram[signL],col="gray35",

round((2*pi)/freq[signL],2),pos=4,offset=0.175,cex=0.65))

>lines(2*pi*spec$freq,spec$spec/(2*pi),col="black",lwd=2,lty=2)

>lines(2*pi*spAR$freq,spAR$spec/(2*pi),col="black",lwd=1,lty=1)

>legend("topright",cex=1,

legend = c("Periodogram",paste(NameModel,"spectrum"),

"Smoothed periodogram",spAR$method),

bty="n",lty = c(1,1,2,1), xjust = 1, yjust = 1,lwd=c(1,3,2,1),

col=c("gray","red","black","black"))

>par(op)

>dev.off()
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Z grafu je vid¥t, ºe u analyzovaných dat je výrazný fenomén dlouhé pam¥ti, nebo´
r·zné metody odhadu spektrální hustoty se p°íli² neli²í od teoretické hustoty ARFIMA
modelu pro odhadnuté parametry. Jako v p°edchozích modelech i nyní na záv¥r
provedeme gra�ckou analýzu reziduí ARFIMA modelu.

>res<-residuals(fit)

>Txt<-paste("Logarithmic and Centered Annual Varve Series:

Residuals of", NameModel)

>pdf("LogVarve-ARFIMA-forecast.pdf",width=10,height=8)

>forecast::tsdisplay(res,main=Txt)

>dev.off()
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Logarithmic and Centered Annual Varve Series: Residuals of ARFIMA(0,0.404,1)
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>Txt<-paste("Log and Centered Annual Varve Series: Residuals of",

NameModel,"\nNormal Q-Q Plot")

>pdf("LogVarve-ARFIMA-forecast-qq.pdf",width=8.25,height=8.25)

>qqnorm(res,main=Txt)

>qqline(res)

>dev.off()
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Na základ¥ p°edchozích dvou graf· lze °íci, ºe rezidua by mohla být bílým ²umem.
Pro kontrolu, zda jde skute£n¥ o bílý ²um, na tato rezidua pouºijeme je²t¥ funkci
auto.arima().

>fit.res<-auto.arima(res,trace=TRUE)

ARIMA(2,0,2) with non-zero mean : 866.4524

ARIMA(0,0,0) with non-zero mean : 868.3551

ARIMA(1,0,0) with non-zero mean : 871.267

ARIMA(0,0,1) with non-zero mean : 870.3714

ARIMA(1,0,2) with non-zero mean : 874.0519

ARIMA(3,0,2) with non-zero mean : 875.5106

ARIMA(2,0,1) with non-zero mean : 874.6936
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ARIMA(2,0,3) with non-zero mean : 873.9958

ARIMA(1,0,1) with non-zero mean : 873.2925

ARIMA(3,0,3) with non-zero mean : Inf

ARIMA(2,0,2) with zero mean : Inf

Best model: ARIMA(2,0,2) with non-zero mean

Av²ak výsledek není p°íli² pot¥²ující, nebo´ místo o£ekávaného ARIMA(0, 0, 0) je
doporu£en model ARIMA(2, 0, 2).
Vyzkou²íme tedy je²t¥ nejjednodu²²í model ARFIMA(0, d, 0), coº je FDWN model.
K odhadu pouºijeme rovnou funkci fracdiff() z balí£ku fracdiff.

>fit_fracdiff<-fracdiff(lvarve,nar=0,nma=0,M=30)

>summary(fit_fracdiff)

Call:

fracdiff(x = lvarve, nar = 0, nma = 0, M = 30)

Coefficients:

Estimate Std. Error z value Pr(>|z|)

d 3.842e-01 4.590e-06 83706 <2e-16 ***

---

Signif. codes: 0 `***' 0.001 `**' 0.01 `*' 0.05 `.' 0.1 ` ' 1

sigma[eps] = 0.479934

[d.tol = 0.0001221, M = 30, h = 4.591e-06]

Log likelihood: -434.7 ==> AIC = 873.491 [2 deg.freedom]

Zajímají nás p°edev²ím parametry d a σ2 :

>fit_fracdiff$d

[1] 0.3841688

>fit_fracdiff$sigma^2

[1] 0.2303367

Op¥t provedeme gra�ckou analýzu reziduí nov¥ uvaºovaného modelu FDWN

>res<-residuals(fit_fracdiff)

>Txt<-"Logarithmic and Centered Annual Varve Series:

Residuals of FDWN"

>pdf("LogVarve-ARFIMA-fracdiff.pdf",width=10,height=8)

>forecast::tsdisplay(res,main=Txt)

>dev.off()



Kapitola 3. P°íklad reálné £asové °ady modelované pomocí ARFIMA model· 53

Logarithmic and Centered Annual Varve Series: Residuals of FDWN
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>Txt<-paste("Log and Centered Annual Varve Series: Residuals of FDWN",

"\nNormal Q-Q Plot")

>pdf("LogVarve-ARFIMA-fracdiff-qq.pdf",width=8.25,height=8.25)

>qqnorm(res,main=Txt)

>qqline(res)

>dev.off()
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Na základ¥ p°edchozích dvou graf· lze op¥t °íci, ºe rezidua by mohla být bílým ²umem.
Pro kontrolu na tato rezidua pouºijeme je²t¥ funkci auto.arima().

>fit.res<-auto.arima(res,trace=TRUE)

ARIMA(2,0,2) with non-zero mean : 877.6048

ARIMA(0,0,0) with non-zero mean : 869.9346

ARIMA(1,0,0) with non-zero mean : 871.8495

ARIMA(0,0,1) with non-zero mean : 870.9089

ARIMA(1,0,1) with non-zero mean : 873.1227

ARIMA(0,0,0) with zero mean : 867.978

ARIMA(1,0,0) with zero mean : 869.8972

ARIMA(0,0,1) with zero mean : 868.9509
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ARIMA(1,0,1) with zero mean : 871.1856

Best model: ARIMA(0,0,0) with zero mean

V tomto p°ípad¥ je jiº výsledek pot¥²ující, nebo´ je doporu£en o£ekávaný model
ARIMA(0, 0, 0).
Podívejme se je²t¥ na predikce pomocí modelu ARFIMA(0, 0.404, 1) a FDWN mo-
delu s parametrem d = 0, 384.

>m<-100

>pred.forecast<-forecast(fit_forecast,h=m)

>pred.fracdiff<-forecast(fit_fracdiff,h=m)

>Txt<-"Logarithmic and Centered Annual Varve Series"

>pdf("LogVarve-ARFIMA-pred-forecast.pdf",width=10,height=4)

>op<-par(mar=c(2,2,3,0)+0.5)

>plot(pred.forecast,type="o", main=TXT,col="gray",pch=20,cex=0.75)

>lines(fit_forecast$fitted,col="black")

>mtext(paste("d =",round(FinalLong$d,3)),side=1,line=-1)

>legend("topleft",

legend = c("Time Series","Fitted Values","Predicted Values"),

bty="n",lty = c(1,1,1), xjust = 1, yjust = 1,lwd=2,

col=c("gray","black","blue"),pch=c(1,NA,NA))

>mtext(paste("Model",NameModel),cex=0.85)

>par(op)

>dev.off()
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Logarithmic and Centered Data: Annual Varve Series
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Model ARFIMA(0,0.404,1)

>Txt<-"Logarithmic and Centered Annual Varve Series"

>pdf("LogVarve-ARFIMA-pred-fracdiff.pdf",width=10,height=4)

>op<-par(mar=c(2,2,3,0)+0.5)

>plot(pred.fracdiff,type="o", main=TXT,col="gray",pch=20,cex=0.75)
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>lines(fitted(fit_fracdiff),col="black")

>mtext(paste("d =",round(FinalLong$d,3)),side=1,line=-1)

>legend("topleft",

legend = c("Time Series","Fitted Values","Predicted Values"),

bty="n",lty = c(1,1,1), xjust = 1, yjust = 1,lwd=2,

col=c("gray","black","blue"),pch=c(1,NA,NA))

>mtext(paste("Model FDWN with d =",round(fit_fracdiff$d,3)),cex=0.85)

>par(op)

>dev.off()
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Model FDWN with d = 0.384

3.5 Srovnání s dal²ími balí£ky

Na záv¥r tohoto p°íkladu je²t¥ uvedeme odhady ARFIMA model· pomocí dal²ích
balí£k·, a to konkrétn¥

• fracdiff (auto°i: Chris Fraley, Fritz Leisch, Valderio Reisen a Artur Lemonte)
viz [11],

• FGN (auto°i: A. I. McLeod a Justin Q. Veenstra) viz [18],

• arfima (auto°i: Justin Q. Veenstra, A. I. McLeod) viz [24],

• longmemo (auto°i: Jan Beran, Brandon Whitcher a Martin Maechler) viz [3],

• afmtools (auto°i: Javier E. Contreras-Reyes, Georg M. Goerg, Wilfredo Palma)
viz [4].
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3.5.1 Balí£ek fracdiff

Velmi oblíbeným a nej£ast¥ji pouºívaným balí£kem pro modely s dlouhou pam¥tí
je balí£ek fracdiff. O�ciáln¥ se anglicky balí£ek nazývá Fractionally di�erenced
ARIMA aka ARFIMA(p,d,q) models.

Odhady neznámých parametr· model· jsou zaloºeny p°edev²ím na metod¥ ma-
ximální v¥rohodnosti (MLE).

Snad práv¥ díky oblíbenosti tohoto balí£ku byla i do balí£ku forecast za°azena
°ada funkcí, které s objekty t°ídy �ar�ma� pracují.

Krom¥ funkce fracdiff() s MLE odhady neznámých parametr· (viz [13]) m·ºe-
me pouºít i funkci fdGPH() s Geweke a Porter-Hudakovými odhady zaloºenými na re-
gresních rovnicích vyuºívajících periodogram.

>library(fracdiff)

>fit_fracdiff_fdGPH<-fdGPH(lvarve)

>(d_fdGPH<-fit_fracdiff_fdGPH$d)

[1] 0.4839232

Obdobný zp·sob odhadu nabízí dal²í funkce, která na rozdíl od p°edchozí vyuºívá
vyhlazeného periodogramu.

>fit_fracdiff_fdSperio<-fdSperio(lvarve)

>(d_fdSperio<-fit_fracdiff_fdSperio$d)

[1] 0.5741439

3.5.2 Balí£ek FGN

O�ciální název balí£ku je v angli£tin¥ Fractional Gaussian Noise and power law decay
time series model �tting. Odhady parametr· model· FGN (frakcionální gaussovský
bílý ²um) jsou zaloºeny na exaktní MLE metod¥ a Whittleov¥ MLE metod¥.

>library(FGN)

>fit_FGN_FitFGN<-FitFGN(lvarve)

>summary(fit_FGN_FitFGN)

H = 0.815, R-sq = 34.2%

length of series = 634 , number of parameters = 2

mean = 1.93595071515089e-17 RMSE = 0.517085914542709

loglikelihood = 462.535 , AIC = -921.1 , BIC = -912.2

100 123.3 0.04953686

Parametr d vypo£ítáme ze vztahu d = H − 0.5, kde H je tzv. Hurst·v koe�cient.

>(d_FitFGN<-fit_FGN_FitFGN$H-0.5)

[1] 0.3147981

>(sigma2_FitFGN<-fit_FGN_FitFGN$sigsqHat^2)

[1] 0.07149091
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Op¥t se zam¥°íme na rezidua modelu.

>res<-residuals(fit_FGN_FitFGN)

>fit.res<-auto.arima(res,trace=TRUE)

ARIMA(2,1,2) with drift : 1717.548

ARIMA(0,1,0) with drift : 2191.179

ARIMA(1,1,0) with drift : 1971.043

ARIMA(0,1,1) with drift : 1708.968

ARIMA(1,1,1) with drift : 1705.173

ARIMA(1,1,2) with drift : 1706.5

ARIMA(1,1,1) : 1703.572

ARIMA(0,1,1) : 1707.406

ARIMA(2,1,1) : 1719.87

ARIMA(1,1,0) : 1969.025

ARIMA(1,1,2) : 1704.87

ARIMA(0,1,0) : 2189.166

ARIMA(2,1,2) : 1716.074

Best model: ARIMA(1,1,1)

Tento model nedopadl nejlépe.
Nyní budeme uvaºovat FDWN model, který se v balí£ku FGN nazývá model typu
FD.
Nejprve provedeme odhad parametr· modelu FDWN pomocí Whittleova p°ístupu.

>fit_FGN_warfima<-warfima(lvarve,order=c(0,0,0),lmodel="FD")

>(d_warfima<-fit_FGN_warfima$dHat)

[1] 0.3780139

Následn¥ vyuºijeme exaktní MLE odhad parametr· modelu FDWN.

>fit_FGN_earfima<-earfima(lvarve,order=c(0,0,0),lmodel="FD")

>(d_earfima<-fit_FGN_earfima$dHat)

[1] 0.3728782

3.5.3 Balí£ek arfima

O�ciální název balí£ku je v angli£tin¥ Fractional ARIMA Time Series Modeling.
Odhady parametr· model· jsou zaloºeny na exaktní MLE metod¥.
Op¥t budeme uvaºovat model FDWN, který se v tomto balí£k· ozna£uje jako typ
�d� .

>library(arfima)

>fit_arfima<-arfima::arfima(lvarve,order=c(0,0,0),

lmodel="d",numeach=c(3,3))

>fit_arfima

Number of modes: 1
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Call:

arfima::arfima(z = lvarve, order = c(0, 0, 0),

numeach = c(3, 3), lmodel = "d")

Coefficients for fits:

Coef.1: SE.1:

d.f 0.372788 0.0273454

Fitted mean -0.0365793 0.264639

logl 466.028

sigma^2 0.229718

Starred fits are close to invertibility/stationarity boundaries

Op¥t se zam¥°íme na rezidua modelu.

>res<-residuals(fit_arfima)[[1]]

>fit.res<-auto.arima(res,trace=TRUE)

ARIMA(2,0,2) with non-zero mean : 878.2154

ARIMA(0,0,0) with non-zero mean : 869.6446

ARIMA(1,0,0) with non-zero mean : 872.0669

ARIMA(0,0,1) with non-zero mean : 871.1432

ARIMA(1,0,1) with non-zero mean : 873.6563

ARIMA(0,0,0) with zero mean : 867.6675

ARIMA(1,0,0) with zero mean : 870.09

ARIMA(0,0,1) with zero mean : 869.1618

ARIMA(1,0,1) with zero mean : 871.6852

Best model: ARIMA(0,0,0) with zero mean

Vzhledem k tomu, ºe odhad parametr· je velmi podobný odhad·m získaným pomocí
funkce fracdiff() z balí£ku fracdiff, není p°ekvapením, ºe se rezidua jeví obdobn¥
jako model ARIMA(0,0,0).

3.5.4 Balí£ek longmemo

O�ciální název balí£ku je v angli£tin¥ Statistics for Long-Memory Processes (Jan
Beran) � Data and Functions.

Odhady parametr· model· jsou zaloºeny na exaktní MLE metod¥.

>library(longmemo)

>fit_longmemo<-WhittleEst(lvarve,model="fARIMA",p=0,q=0)

>fit_longmemo$coeff

Estimate Std. Error z value Pr(>|z|)

H 0.8783005 0.03112879 28.21505 3.822219e-175

>(d_longmemo<-fit_longmemo$coeff[1]-0.5)

[1] 0.3783005
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Protoºe tento balí£ek nabízí také gra�cké výstupy, které se týkají odhad· spektrální
hustoty, vyuºijeme jich.

>pdf("LogVarveSP_longmemo.pdf",width=10,height=8.25)

>op<-par(mar=c(4,4,2,0) + 0.25)

>plot(fit_longmemo,log="y")

>par(op)

>dev.off()
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3.5.5 Balí£ek afmtools

O�ciální název balí£ku je v angli£tin¥ Estimation, Diagnostic and Forecasting Func-
tions for ARFIMA models. Odhad parametr· vychází z Whittleovy metody popsané
v £ásti 2.4.3.

>library(afmtools)

>fit_afmtools_arfima.whittle<-arfima.whittle(lvarve)

>print(fit_afmtools_arfima.whittle)

Call: arfima.whittle(series = lvarve)

Estimation method: Whittle

Parameter estimates:

Estimate Std. Error t value Pr(>|t|)

d 0.383836 0.065223 5.885 3.98e-09 ***

---

Signif. codes: 0 `***' 0.001 `**' 0.01 `*' 0.05 `.' 0.1 ` ' 1

Estimated standard deviation of residuals

(ratio of periodogram and spectrum):

0.6369951

>(d_arfima.whittle<-fit_afmtools_arfima.whittle$d)

[1] 0.3838358

>(d_arfima.whittle<-fit_afmtools_arfima.whittle$sd.innov)

V balí£ku je také velmi zajímav¥ zpracovaná funkce plot.arfima()

>pdf("LogVarveSP_afmtools.pdf",width=10,height=10.25)

>plot(fit_afmtools_arfima.whittle)

>dev.off()



Kapitola 3. P°íklad reálné £asové °ady modelované pomocí ARFIMA model· 62

−1.5 −1.0 −0.5 0.0 0.5 1.0 1.5

−
1.

5
−

1.
0

−
0.

5
0.

0
0.

5
1.

0
1.

5

Inverse AR and MA Roots

Re(1/z.ar)

●

●

AR Roots: 0
MA Roots: 0

0 5 10 15 20 25
0.

0
0.

2
0.

4
0.

6
0.

8
1.

0

Lag

A
C

F

ACF

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●●

●

●

●

●

●

●

●

●

●
●●
●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●●

●

●

●

●

●

●
●●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●●

●

●●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●●

●

●

●●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●●

●●

●●

●

●

●

●

●
●●

●

●●
●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●●

●

●
●

●

●●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●●

●

●

●●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●
●
●

●

●

●

●

●●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●
●●

●

●

●

●●

●

●

●

●

●

●●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0

5e
−

04
5e

−
03

5e
−

02
5e

−
01

5e
+

00

Theoretical vs. Empirical Spectrum 
 Logarithmic scale

0 5 10 15 20 25

0.
0

0.
2

0.
4

0.
6

0.
8

1.
0

A
C

F

ACF of Residuals

Op¥t se zam¥°íme na rezidua modelu.

>res<-resid(fit_afmtools_arfima.whittle)

>fit.res<-auto.arima(res,trace=TRUE)

ARIMA(2,0,2) with non-zero mean : 875.3103

ARIMA(0,0,0) with non-zero mean : 869.9286

ARIMA(1,0,0) with non-zero mean : 871.8606

ARIMA(0,0,1) with non-zero mean : 870.9213

ARIMA(1,0,1) with non-zero mean : 873.1423

ARIMA(0,0,0) with zero mean : 867.9721

ARIMA(1,0,0) with zero mean : 869.9083
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ARIMA(0,0,1) with zero mean : 868.9632

ARIMA(1,0,1) with zero mean : 871.2059

Best model: ARIMA(0,0,0) with zero mean

Také v tomto p°ípad¥ se rezidua modelu chovají jako bílý ²um.



Záv¥r

V první kapitole byla p°ipomenuta teorie modelování jednorozm¥rných £asových °ad
z [9]. V druhé kapitole byla uvedena de�nice dlouhé pam¥ti, frakcionáln¥ diferenco-
vaného bílého ²umu, jeho zobecn¥ní na ARFIMA modely a jejich základní vlast-
nosti, tj. stacionarita, kauzalita, invertibilita a spektrální hustota. Na záv¥r kapitoly
je popsán Whittle·v odhad logaritmické v¥rohodnostní funkce. V t°etí kapitole jsme
na reálných zkoumaných datech ov¥°ili, ºe p°edpov¥di pomocí polynomického a perio-
dického trendu pro £asové °ady vykazující dlouhou pam¥´ se výrazn¥ li²í od model·
ARFIMA. V programovacím prost°edí R jsme uvedli odhady parametr· p, d, q, σ2 po-
mocí funkcí z balí£k· forecast a fracdiff. Na záv¥r kapitoly jsme provedli srovnání
s balí£ky FGN, arfima, longmemo a afmtools.

� 64 �
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Zde jsou uvedeny pomocné funkce uºité v 3. kapitole. Pochází z výukových materiál·
pro p°edm¥t Praktika z náhodných proces·, viz [10].

Pomocná funkce tperiod

Tuto funkci vytvo°ila Iveta Hellebrandová jako sou£ást své diplomové práce [14].
Funkce slouºí k výpo£tu periodogramu a ur£ení významných period pomocí Fisherova
a Siegelova testu.

tperiod <- function(x, figure=FALSE, log="y")

# Additive model: x(t)=y(t)+e(t) is assumed where

# y(t) ... deterministic component with periodicities to be detected

# e(t) ... error component, e: IID(0,sigma2)

# ====================================================================

# INPUT:

# x ... is an 1 x n vector of observations

# fig ... logical

# figure handle for the periodogram with emphasized

# significant harmonics

# FALSE=default=no plot

# OUTPUT:

# list containing the following components:

# I ... periodogram: vector of length n2

# n2=trunc((n-1)/2)

# kF ... indices of significant harmonics using Fisher's test

# kS ... indices of significant harmonics using Siegel's test

# Iveta Hellebrandova, 2011

# according to the MATLAB function "tperiod":

# (C) 1997-1999, V. Vesely, Masaryk University of Brno

# (Czech Republic) Rev. 1, Dec. 22, 1999

{

if (min(dim(as.matrix(x)))>1) stop('x is not a vector')

n<-length(x)

m<-trunc((n-1)/2) # length of the periodogram
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if (m<5) stop('x must be longer than 10')

m<-min(m,1000)

I<-fft(x)

I<-(2/n)*abs(I[2:(m+1)])^2 # Computing the periodogram

II<-I

lF<-numeric(); lS<-numeric(); k<-numeric()

# source('fisher.r')

while (m>4) { # loop to detect significant periodicities

f <- fisher(m) # Fisher's and Siegel's 95# percentile

gf <- f$pfisher

tsi <- f$psiegel

Y <- II/sum(II)

W <- max(Y) # Fisher's statistic

kmax <- which.max(Y)

Ts<-sum(pmax(0, Y - 0.6*gf)) # Siegel's statistic

if (length(lF)==0 & W<=gf) lF <- length(k)

if (length(lS)==0 & Ts<=tsi) lS <- length(k)

if (W>gf | Ts>tsi) {

k <- c(k,kmax[1])

II[kmax[1]] <- 0 # scratch component just detected

m <- m-1

} else {

break

}

}

if (figure) {

plot(I,log=log)

lines(I, type='h', lty='dashed')

points(k,I[k],pch=8)

text(k,I[k],round(n/k,1), pos=4)

abline(h=0)

if (lS>lF)

title("PERIODOGRAM (Siegel's test)") else

title("PERIODOGRAM (Fisher's test)")

}

kF <- k[1:lF]

kS <- k[1:lS]

return(list(I=I, kF=kF, kS=kS))

}

Pomocná funkce fisher

Tuto funkci vytvo°ila Iveta Hellebrandová jako sou£ást své diplomové práce [14].
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fisher <- function(m)

# 95# PERCENTILES FOR THE FISHER'S AND SIEGEL'S TEST OF PERIODICITY

# ====================================================================

# INPUT:

# m ... vector of lengths of the periodogram, 5<=m[j]<=1000

# OUTPUT:

# list containing the following components:

# pfisher... pfisher[j]=Fisher's 95% percentile for m[j]

# psiegel... psiegel[j]=Siegel's 95% percentile for m[j]

# Iveta Hellebrandova, 2011

# according to the MATLAB function "fisher":

# (C) 1997-1999, V. Vesely, Masaryk University of Brno

# (Czech Republic) Rev. 1, Dec. 22, 1999

{

if (any(m<5)) stop('Periodogram must have length at least 5')

if (any(m>1000)) stop('The periodogram length must not exceed 1000')

GF <- rbind(c(0.6837722340, 0.274),

c(0.4449525606, 0.1812916218),

c(0.3346119552, 0.1401751436),

c(0.2704042202, 0.1159434232),

c(0.2280456085, 0.0997325432),

c(0.1978406246, 0.0880198043),

c(0.1751294860, 0.0791060851),

c(0.1573827449, 0.0720634801),

c(0.1431035999, 0.0663391976),

c(0.1313472721, 0.0615819252),

c(0.1130887896, 0.0541010364),

c(0.0995257984, 0.0484581309),

c(0.0890258722, 0.0440297152),

c(0.0806402063, 0.0404493552),

c(0.0737781851, 0.0374866267),

c(0.0522136336, 0.0279346469),

c(0.0407367370, 0.0226517317),

c(0.0335542444, 0.0192460210),

c(0.0286124993, 0.0168450268),

c(0.0249931178, 0.0150496264),

c(0.0222217969, 0.0136497353),

c(0.0200280827, 0.0125235715),

c(0.0182461407, 0.0115953645),

c(0.0155221997, 0.0101493846),

c(0.0135334433, 0.0090692380),

c(0.0120144724, 0.0082276189),

c(0.0108145470, 0.0075508836),
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c(0.0098415283, 0.0069932836))

mGF <- c(seq(5,50,5),seq(60,100,10),seq(150,500,50),seq(600,1000,100))

pfisher <- spline(mGF,GF[,1],xout=m)$y

psiegel <- spline(mGF,GF[,2],xout=m)$y

return(list(pfisher=pfisher, psiegel=psiegel))

}

Pomocná funkce damsleth

V této funkci je naprogramována iterativní metoda nalezení skrytých period po-
mocí nelineární regrese (Gauss-Newtonova metoda). Po£áte£ní hodnoty neznámých
parametr· se ur£ují pomocí Fisherova testu periodogramu.

damsleth<-function(X,pstlevel=0.05)

{

if (min(dim(as.matrix(X)))>1) stop('X is not a vector')

n<-length(X);

TIME<-1:n

m<-as.integer(n/2)

Y<-X

aa<-NULL;bb<-NULL;freq<-NULL

konec<-FALSE

krok<-1

while (!konec & krok<=m)

{

# krok 1

# pomocí Fisherova testu se ur£í prvotní p°iblíºení

beta0<-fishper(Y,pstlevel)

# krok 2

# nelineární regrese

if (is.null(beta0))

konec<-TRUE

else {

modelnls<-nls(Y~trigpol1(TIME,A,B,freq),

start=list(A=beta0$A,B=beta0$B,freq=beta0$freq))

aa<-c(aa,coef(modelnls)[1])

bb<-c(bb,coef(modelnls)[2])

freq<-c(freq,coef(modelnls)[3])

Y<-resid(modelnls)

krok<-krok+1

}

}

return(list(A=aa,B=bb,freq=freq))

}
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Pomocná funkce fishper

funkce pro ur£ení nejvíce signi�kantní periody-Fisher·v test, výpo£et periodogramu

fishper<-function(XX,pstlevel=0.05)

{

# vytvo°ení omega(k)=(2*pi/n)*k k-1,...,n/2

if (min(dim(as.matrix(XX)))>1) stop('X is not a vector')

n<-length(XX)

if (n %% 2==0)

{X<-XX[-1]

n<-n-1

} else

X<-XX

m<-as.integer(n/2)

omega<-matrix((1:m),ncol=1)*2*pi/n

# n

# a(k)=sqrt(2/n)*suma X(t)*cos(omega(k)*t))

# t=1

a<-sqrt(2/n)*cos(kronecker(matrix((1:n),nrow=1),omega))%*%X

# n

# b(k)=sqrt(2/n)*suma X(t)*sin(omega(k)*t))

# t=1

b<-sqrt(2/n)*sin(kronecker(matrix((1:n),nrow=1),omega))%*%X

I<-1/(4*pi)*(a^2+b^2)

a<-a*sqrt(2/n)

b<-b*sqrt(2/n)

# Fisher·v test pro maximální hodnotu periodogramu

Vo<-max(I)

ind<-which.max(I)

sumV<-sum(I)

pstG<-0

Wo<-Vo/sumV

# Pst(W>Wo)=m*(1-1*Wo)^(m-1)+(m nad 2)*(1-2*Wo)^(m-1)+....

# se£ítá se tak dlouho, dokud (1-k*Wo)>0

k<-1

pstG<-0;

sign<-1

while (k*Wo<1)

{pstG<-pstG+sign*comnum(m,k)*(1-k*Wo)^(m-1)

k<-k+1

sign<-sign*(-1)

}
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ifelse(pstG<=pstlevel,

return(list(A=a[ind],B=b[ind],freq=omega[ind])),

return(NULL))

}

Pomocná funkce na výpo£et kombina£ního £ísla

kombina£ní £íslo
(
n
k

)
= (n/1) ∗ ((n− 1)/2) ∗ . . . ∗ ((n− k + 1)/k)

comnum<-function(n,k)

comb<-prod(seq(n,n-k+1,by=-1)/(1:k))

Pomocná funkce trigpol1

funkce ur£ená k výpo£tu trigonometrického polynomu s jednou frekvencí

# beta0=list(A, B, freq)

# y(t)=A*cos(TIME*freq)+B*sin(TIME*freq)

trigpol1<-function(TIME,A,B,freq)

{

y<-A*cos(freq*TIME)+B*sin(freq*TIME)

}

Pomocná funkce trigoval

trigonometrický polynom z významných period

trigoval<-function(TIME,A,B,freq)

#function Y=trigoval(T,aa,bb,freq)

# p

# trig(t)= sum(aa(i)*cos((freq(i)*t)+bb(i)*sin((freq(i)*t)

# i=1

{

if (min(dim(as.matrix(TIME)))>1) stop('TIME is not a vector')

Y<-cos(kronecker(matrix(TIME,ncol=1),

matrix(freq,nrow=1)))%*%matrix(A,ncol=1)+

sin(kronecker(matrix(TIME,ncol=1),

matrix(freq,nrow=1)))%*%matrix(B,ncol=1)

}
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Pomocná funkce trigofit

funkce pro nalezení amplitud a fází skrytých period, výpo£et periodogramu, vytvo°ení
ω(k) = (2 ∗ π/n) ∗ kk − 1, ..., n/2.

trigofit<-function(XX,pstlevel=0.05)

# function [I,omega,aa,bb,freq,amplituda,faze,L,a,b]=

# =trigofit(XX,pstlevel)

{

if (min(dim(as.matrix(XX)))>1) stop('X is not a vector')

n<-length(XX)

if (n %% 2==0)

{X<-XX[-1]

n<-n-1

} else

X<-XX

m<-as.integer(n/2)

omega<-matrix((1:m),ncol=1)*2*pi/n

L<-rep(FALSE,m)

a<-sqrt(2/n)*cos(kronecker(matrix((1:n),nrow=1),omega))%*%X

b<-sqrt(2/n)*sin(kronecker(matrix((1:n),nrow=1),omega))%*%X

I<-1/(4*pi)*(a^2+b^2)

a<-a*sqrt(2/n)

b<-b*sqrt(2/n)

amplituda=sqrt(a^2+b^2)*sqrt(2/n)

faze=tan(b/a)

Metoda skrytých period

o<-order(I)

V<-I[o]

sumV<-sum(V)

i<-m

pstG<-0

pocet<-0

aa<-NULL

bb<-NULL

freq<-NULL

while ((pstG<=pstlevel)&(i<=m))

{

Wo<-V[i]/sumV

sumV<-sumV-V[i]

# Pst(W>Wo)=m*(1-1*Wo)^(m-1)+(m nad 2)*(1-2*Wo)^(m-1)+....

# se£ítá se tak dlouho, dokud (1-k*Wo)>0

k<-1
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pstG<-0

sign<-1

while (k*Wo<1)

{

pstG<-pstG+sign*comnum(m,k)*(1-k*Wo)^(m-1);

k<-k+1;

sign<-sign*(-1);

}

if (pstG<=pstlevel)

{

L[o[i]]=TRUE

aa<-c(aa,a[o[i]])

bb<-c(bb,b[o[i]])

freq=c(freq,omega[o[i]])

pocet<-pocet+1

}

i<-i-1

}

return(list(periodogram=as.vector(I),freq=as.vector(omega),signA=aa,

signB=bb,signFreq=freq,amplituda=as.vector(amplituda),

faze=as.vector(faze),signL=L,A=as.vector(a),

B=as.vector(b)))

}

Pomocná funkce trigpol2

funkce pro vytvo°ení 2 sloupc· trigonometrického polynomu s jednou frekvencí

trigpol2<-function(TIME,A,B,freq)

{

return(cbind(A*cos(freq*TIME),B*sin(freq*TIME)))

}
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