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Abstrakt

Tato diplomova prace se zabyva sférickou geometrii a trigonometrii. M4 slouzit jako
studijni text k danému tématu. Obsahem je historicky vyvoj discipliny, definice zakladnich
pojmi, zakladni vztahy sférické trigonometrie, feSeni sférickych trojihelnikti a na zavér
aplikace poznatkill v geografickych piikladech.

Abstract

This thesis focuses on spherical geometry and trigonometry. It is intended as a textbook
of this theme. The thesis contains the historical progress of the discipline, definitions of
basic terms, basic formulas of spherical trigonometry, solutions of spherical triangles and
the last part concludes with applications in geographical examples.
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Uvod

N T3

Stéra (kulova plocha) je z historického pohledu pravdépodobné nejstudovanéj$Sim geo-
metrickym objektem. Ukazy na nebeské obloze zajimaly lidstvo uZ v nejstarSich dobéch a
zpozorovani a badani postupné vznikala sféricka trigonometrie. Zaklady sférické geometrie
a trigonometrie poloZili pro astronomické tcely fecti astronomové. Rovinnou trigonometrii
péstovali jen jako pomocnou disciplinu pro vypocty tabulek tétiv a k odvozovani poucek
sférické geometrie.

A pravé sférickou geometrii, kterd uZ odnepaméti fascinovala lidstvo a v podstaté se
ji oproti dnesni dobé dostdvalo vétSi pozornosti nez geometrii rovinné, se zabyva tato
prace. Znalost zakladl sférické geometrie a trigonometrie je nezbytna pro hlubsi studium
astronomie, urcovani polohy druzic a kosmickych objektd ¢i v celé fadé dal$ich obord
pfirodovédného a technického sméru.

Cilem této prace je podat piehled zakladnich pojmu sférické geometrie a nejdilezi-
t€jSich poucek sférické trigonometrie. Déle také ukazat feSeni sférickych trojihelnik,
tedy jak pomoci zadanych prvki sférického trojihelnika urcit prvky zbyvajici, a aplikaci
poznatki na piikladech, se kterymi se setkdvaji (nejen) studenti geografickych oborti.

Price je ¢lenénd do Ctyf kapitol. V prvni z nich je popsan historicky vyvoj sférické
geometrie spolecné s vyvojem geometrii neeuklidovskych, mezi které sférickd geometrie
patii. Druhd kapitola je prehledem zakladnich pojmu a objektd na sféfe. Ve treti kapitole
jsou uvedeny zaklady sférické trigonometrie a obecné feseni sférickych trojihelniki véetné
reSenych ukazkovych prikladi. Nakonec, ve ¢tvrté kapitole nalezneme aplikované priklady
z oblasti studia planety Zemé, opét vcetné feSenych piikladi.

Prace ma slouzit jako studijni text k tématu sférické geometrie a je uréena Ctenafim se

znalostmi pouze stfedoSkolského u¢iva matematiky, pfedev§im planimetrie a trigonometrie.
Tomu odpovidaji i formulace a obsah préace.

—IX—



Kapitola 1

Historicky vyvoj sférické geometrie

1.1 Pocatky

Pocatky sférické geometrie, stejné tak jako celé geometrie potazmo celé matematiky,
sahaji az do 2. tisicileti pf.n.l., do starovékého Babylonu a Egypta. Zde se vyvijela na
zakladé praktickych kol a potieb, af uz pfi stavbach, vymétrovani pozemkil nebo jakékoli
vyrobé. Reden{ téchto tikol vychazelo ze zkuSenosti a pozorovani. V té dobé se nezabyvali
obecnymi dvahami a diikazy, ale dulezité bylo ,,jak se to pocita“.

Geometrickd ornamentika se zacala vyvijet jiZ v mladsi dobé kamenné, a to predevsim
na hrn¢ifskych a kosikarskych vyrobcich, pozdéji u vyrobki z kovu. Zajimavé geometrické
vzory se déle vyskytly naptiklad na uméleckych predmétech nejstarSich obdobi Mezopo-
tdmie.

Uzce spjata byla sférickd geometrie predeviim s astronomii, o kterou se lidé zajimali
uz odnepaméti. Jiz u velmi primitivnich kment se setkdvame s urcitym délenim casu, se
kterym jsou spojeny poznatky o pohybu Slunce, Mésice a hvézd. Pozdéji z astronomie
pramenily nékteré znalosti o vlastnostech koule.

1.2 Obdobi antického Recka

Koncem 2. tisicileti pied n. 1. se v oblasti Sttedozemniho mote odehrily vyznamné ekono-
mické a politické zmény. Znacné se zmensila moc Babylonanti a Egypfani a do popredi
se dostaly nové ndrody: Zidé, Asyfané, Foini¢ané a Rekové. Pravé starovéci Rekové pro
nas maji nejveétsi vyznam, jelikoZ se u nich poprvé setkdvame s geometrii jako s abstraktn{
védou. Veskeré poucky nebyly sestavovany pouze na zdklad€ pozorovani a zkuSenosti, jako
tomu bylo doposud, ale byly logicky odvozovany. Reéti matematikové méli uspotdadany
systém znalosti rovinné geometrie, ve kterém se uplatiioval princip logického odvozovani
nové skute¢nosti z jiZ zndmych predpokladi. Byl tak vytvoren zdklad axiomatiky.

Vyznamnymi osobnostmi t€ doby, z pohledu sférické geometrie, byli Euklides (3. stol.
pt.n.l.), Menelaos (1. stol. n.1.) a také Ptolemaios (2. stol. n. L.).

Souborné dilo celé fecké matematiky s ndzvem Zdklady se vytvéielo jiz od 6. stoleti
pr.n.1. Dokonceno vSak bylo az Euklidem kolem roku 300 pf.n.l. Euklidovy Zdklady

_J]_
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(fecky Stoicheia) jsou tvoreny 13 knihami, ve kterych je shrnuta geometrie (planimetrie a
stereometrie), aritmetika, teorie ¢isel a geometricka algebra. Celou matematiku se Euklides
v dile snazi vylozit axiomaticky — tedy na zdkladé¢ logického systému axiomu, postuldtli a
tvrzeni. Geometrii odvozuje celkem z 9 axiomt, 5 postulati a 23 definic.

Pét Euklidovych postulatd zni:
1. Dvéma body lze vzdy vést jedinou piimku.
2. Usetku Ize neomezené prodlouZit.

3. Z libovolného stfedu 1ze libovolnym polomérem se-
strojit kruZnici.

4. VSechny pravé thly jsou shodné.

5. Dvé primky v roviné, které protinaji jinou piimku této
roviny a tvofi s ni po jedné stran¢ vnitini dhly, jejichz
soucet je mensi dvou pravych, se vZdy protinaji a to Obr. 1.1: Euklides
po té strané piimky, kde je soucet mensi.

Pravé paty Euklidiv postulat, dnes zndmy jako postulat o rovnobézkach, ktery se uz na
prvni pohled li$i od ostatnich svou délkou a komplikovanosti, mél zasadni vliv na pozdé&;si
vznik neeuklidovskych geometrii, k nimz sférickd geometrie také patfi. Pravé pro jeho
slozitost se v pritbéhu historie mnozi matematikové snazili dokazat jeho zavislost na pied-
chozich postulatech.

Pocatky sférické trigonometrie nalézdme u Menelaa z Alexandrie v jeho dile Sférika,
jemuz za zéklad poslouzily price feckého astronoma Hipparcha (2. stoleti pf. n.1.). Ve své
praci, z niZ se zachovala jen ¢4st jednajici pravé o sférické trigonometrii, Menelaos popi-
suje geometrii na kulové plose vcetné diskuse sférického trojihelnika. Dilo déle obsahuje
Menelaovu vétu pro trojihelniky a jeji rozsifeni na kulovou plochu.

Dal$im vyznamnym dilem tohoto obdobi byla Ptolemaiova Velkd sbirka, znaméjsi pod
arabskym ndzvem Almagest, kterd vznikla kolem roku 150 n.l. Timto Ptolemaios dovrsil
feckou trigonometrii a uzaviel dilo Hipparchovo a Menelaovo. Ptolemaios ve sbirce mimo
jiné pfipomind, Ze uz v 8. stoleti pf. n. 1. Babyloniané vyvinuli soufadny systém pro nebeskou
sféru'. Tyto soufadnice se pouzivaly pfiblizné o 2000 let diive neZ kartézské soufadnice.
Dilo také obsahuje trigonometrii, formule pro siny a kosiny souctu a rozdilu dvou uhlu,
a pocatky sférické geometrie. Ve svém dalSim dile, Planisphaerium, Ptolemaios rozebira
stereografickou projekci’ a v dile Geographia je uréovana poloha mést na Zemi pomoc{
délky a Sitky zemské sféry.

lieji polomér byl nekone&ny, stiedem byla Zemé a promitala se na ni poloha nebeskych téles
2zobrazeni kulové plochy do teéné roviny z bodu, ktery leZ{ na kulové plose
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1.3 Obdobi tpadku antického Recka

S dpadkem fecké spoleCnosti se stiediska matematického badani presouvaji na vychod.
Centrem studia matematiky se tak stava Indie a také Mezopotamie. Arabsti ucenci vycha-
zeli z dél Apollénia, Archiméda, Euklida a Ptolemaia. Zabyvali se zejména astronomii,
v niZ se objevovala trigonometrie a dosahovali vrcholnych vysledkt i v oboru sférické
trigonometrie.

Dilezitou osobnosti této doby byl v arabském svété astronom al-Battdni (9. stol.), ktery
Jiz znal kosinovou vétu pro sféricky trojihelnik a ve svém dile také popsal zna¢nou ¢ést
trigonometrie. Pozdé€ji dalsi arabsky astronom Abu-I-Vafd (10. stol.) odvodil sinovou vétu
sférické trigonometrie.

Zminku si zaslouZi také persky astronom a filosof Omar Chajjdm (11. stol.). Ten mimo
jiné studoval Euklida a nahradil jeho paty postulat (postuldt o rovnobézkach) fadou jinych
predpokladi (timto zptsobem se pozdéji vytvarela neeuklidovskd geometrie).

Vyznamnou roli sehrél i PerSan Nasireddin Tusi (13. stol.), ktery napsal samostatnou
ucebnici rovinné a sférické trigonometrie.

V této dobé kromé astronomie silil vyznam sférické geometrie také pro ndmotni plavbu.
Poznatky ze sférické trigonometrie se totiz vyuZivaly pii lodni navigaci.

1.4 Rozvoj v zapadni Evropé

Pocdtkem druhého tisicileti nageho letopoétu se v oblasti Spanélska a Sicilie uenci se-
znamuji s arabskou védou. Diky tomu se tak zprostiedkované dostavaji 1 k vyznamnym
feckym pracim. Navic vyvoj v zdpadni Evropé natolik postoupil, Ze nyni jiZ bylo mozné
ziskané poznatky a védomosti spravné vyuzit. Na pfelomu 1. a 2. tisicileti také ve Spanélské
Cordobé vznikd prvni stfedisko astronomd.

Po zaniku byzantské fiSe v roce 1453 se mnoho feckych uéenct uchylilo do zdpadnich
mést. Centry védeckého Zivota a studia matematiky se v t€ dobé stala Itdlie a mésta stiedni
Evropy, jako napt. Videni, Praha a Norimberk, kde se na univerzitidch studovaly pivodni
recké texty.

Vid¢im matematikem 15. stoleti byl Johannes Miiller
(1436-1476). Jeho hlavni dilo De triangulis omnimodus libri
quinque je systematickym uvodem do trigonometrie a mimo
jiné obsahuje 1 sinovou vétu pro sférické trojihelniky. Protoze
v té dobé jesté nebyla zndma matematickd symbolika, veSkeré
véty jsou v této prici vyjadieny pouze slovné. Od té doby se
trigonometrie stala védou zcela nezavislou na astronomii.

V 16. stoleti skotsky matematik John Napier (1550-1617)
objevil pfirozené logaritmy, ¢imZ doSlo ke zjednoduSeni nék-
terych matematickych vypocti. Napier se také velmi zajimal
o sférickou geometrii. Shrnul v§echny vzorce pro fesSeni pravo-
thlého sférického trojihelnika v dimyslné pravidlo a objevil
dvé z tzv. analogif o sférickém trojihelniku. Dal§i dvé pozdé;ji
objevil Henry Briggs (1556—1630), jehoZ jméno souvisi s objevem dekadickych logaritmu.

Obr. 1.2: J. Napier
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1.5 18. a 19. stoleti

Prednim matematikem 18. a 19. stoleti byl bezesporu Le-
onhard Euler (1707-1783). Svymi objevy vyznamné piispél
snad ve vSech odvétvich matematiky, kterd v t€ dobé existo-
vala. Ve sférické trigonometrii pouZival systematické zna-
Ceni thlu a stran sférického trojihelnika, coZ ji znacené
zptehlednilo a zjednodusilo. Dodnes pouZivand forma za-
pisu a chdpani trigonometrickych hodnot jako pomérti po-
chazi z Eulerova dila Introductio in analysin infinitorum.
V této knize také algebraicky vySetfuje kfivky a plochy, a
proto bychom ji mohli povazovat za prvni ucebnici analy-
tické geometrie.

Po Eulerovi ve sférické trigonometrii tispéSné pracovali
Svéd A. Lexell (1740-1784) a také francouztf uéenci J. De- Obr. 1.3: L. Buler
lambre (1749-1822) a A. M. Legendre (1752—-1833).

Na prelomu 18. a 19. stoleti se zacala rodit neeuklidovska geometrie. UZ od euklidovské
doby se mnozi matematici zabyvali otdzkou patého postulatu a snazili se dokdzat jeho za-
vislost na ¢tyfech predchozich. Mnozi béhem svych zkoumani také zjistili velmi zajimavé
vysledky. Mezi nimi naptiklad G. Saccheri (1667-1733), J. H. Lambert (1728-1777) nebo
A. M. Legendre. Girolamo Saccheri z pfedpokladu negace ¢i naopak platnosti patého po-
stulatu vyvodil tzv. hypotézy tupého, ostrého nebo pravého thlu. Pfijetim negace postulatu
dokonce sdm odvodil nékterd tvrzeni dnesni neeuklidovské geometrie. Nejen Saccheri ale
1 mnozi dalsi vSak své objevy vyvozené z negace patého postuldtu zavrhli, jelikoz prilis
odporovaly tehdej$imu zptisobu mysleni a zkusenostem z realného svéta.

Otdzku péatého postuldtu se podafilo vyfeSit az
v 19. stoleti. Prvnim, kdo byl pfesvédéen o jeho ne-
zavislosti na zbylych postulditech byl némecky mate-
matik Carl Friedrich Gauss (1777-1855). Toto zjisténi
znamenalo, Ze ostatni geometrie zalozené na volbé ji-
ného postulatu byly logicky mozné. Gauss vSak ni-
kdy zadny ze svych vysledki nezvefejnil, ziejmé kvili
pomérim v tehdej$Si dobé — ze strachu z nepocho-
peni a ztraty svého postaveni. Problematiku dikazu pa-
tého postuldtu hodnotil jen v nékolika dopisech pfa-
telim.

Obr. 1.4: C. F. Gauss

Oficidlné se tak o vyfeSeni otdzky patého postulatu, a tedy i vznik neeuklidovské
geometrie, zaslouZili dva panové — Rus Nikolaj Ivanovic Lobacevskij (1792—1856) a Madar
Janos Bolyai (1802—1860).

Jako prvni se svymi mySlenkami na vetfejnost vystoupil mlady matematik Lobacevskij
ve své praci O nacalach geometrii ti§t€né roku 1829 v rustiné. Seznamilo se s ni vSak prili§

Vv,

malo lidi. Ani pozdé&jsi némecké vydani nepfineslo o mnoho vic ¢tendit, prestoze o praci
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Obr. 1.5: N. I. Lobacevskij Obr. 1.6: J. Bolyai

projevil zdjem i Gauss (vefejné vSak mySlenku nepodpofil). Jak velky je vyznam objevu
neeuklidovské geometrie se ukdzalo aZ po r. 1860, tedy po jeho smrti.

Nezdvisle na Lobacevském publikoval vysledky své prace v roce 1832 mlady Bolyai,
jako dodatek knihy svého otce pod ndzvem Appendix scientiam spatii absolute veram exhi-
bens. Ani jeho prici se v§ak nedostalo prilis velké pozornosti, a tak jesté nékolik let ziistala
neeuklidovskd geometrie nesrozumitelnou védeckou tématikou. Zklamany Bolyai se pak
uplné prestal matematikou zabyvat.

Z neeuklidovskych geometrii v§ak Lobacevskij 1 Bolyai objevili pouze jednu, dnes
nazyvanou hyperbolickd geometrie. V této geometrii je soucet vnitinich dhli trojihelnika
mensi nez thel pfimy. Je vSak podstatné si promyslet, jestli existuje i takovd geometrie,
ve které by byl soucet vnitinich thlu trojihelnika vétsi nez thel pfimy. I takovd geometrie
opravdu existuje. Lze v ni sestrojit i trojihelnik, ktery ma vSechny vnitfni dhly pravé,
rovnobézky v ni neexistuji a piimky maji konec¢nou délku. Tuto geometrii oznac¢ujeme jako
eliptickou a o jeji diikladné prostudovani se zaslouzil némecky matematik Georg Friedrich
Bernhard Riemann (1826—-1866).

Riemann byl prvni, kdo neeuklidovské geometrii zcela
porozumél a prozkoumal vzajemné vztahy jednotlivych ne-
euklidovskych geometrii, které dnes souhrnné nazyvame
Riemannovy geometrie. Jednim z jejich specidlnich pfi-
padi je i sférickd geometrie.

Neeuklidovskd geometrie se doposud zabyvala pouze
zakfivenou dvojrozmérnou plochou. Riemann tedy jako
prvni ukdzal moznost zkoumani zakiivenych prostort o ja-
kémkoliv poétu rozméri. V jeho teorii mohl byt prostor
rizné zkrouceny a zdeformovany, s riznou kiivosti v kaz-
dém bodé a mohl byt souvisly i dérovany. VSechny do-

Obr. 1.7: G. F. B. Riemann  savadni geometrie, Euklidova, Gaussova, Lobacevského 1

Bolyaie, tak byly jistymi pfipady Riemannovych geome-

trif. Se svymi poznatky vystoupil Riemann v roce 1854 pii své habilitaéni prednaSce
O hypotézdch tvoricich zdklady geometrie.
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Do vyvoje neeuklidovské geometrie vyznamné zasahl i némecky matematik Felix Klein
(1849-1925) a to tim, Ze rozdélil geometrie na zéakladé studia grup. Pomoci grupové
terminologie ukdzal vzdjemné vztahy a souvislosti jednotlivych geometrii. Podle Kleina
se dnes také uziva pro Lobacevského geometrii oznaceni hyperbolickd a pro Riemannovu
oznaceni eliptickd geometrie.

1.6 20. stoleti a soucasnost

Na prelomu 19. a 20. stoleti doslo ke zpfesiiovani geometrie na zdkladé novych poznatk.
Ty se prohlubovaly a vznikaly jejich diisledné axiomatické systémy. Pokracovatelem Loba-
¢evského byl naptiklad némecky matematik David Hilbert (1862—1943). V roce 1899 vysla
jeho kniha Zdklady geometrie, ktera sice nema primou souvislost se sférickou geometrii,
ale uvedené myslenky lze pouZit pfi aplikaci jak na rovinnou, tak na prostorovou geometrii.

Ve 20. stoleti doslo k dalSi specializaci jednotlivych odvétvi matematiky. Vzhledem
k rozsdhlosti védecké matematiky ji ani neni mozné déle studovat v celkovém objemu.
V novodobych dé€jindch se ve sférické geometrii uz neobjevuje nic prevratného, nového,
pouze se dotvaii a zpresiiuje diive objevené.

Vyznam geometrie na kulové ploSe vSak nezmizel. V dnesni dobé se sférickd geometrie
uplatiiuje zejména v praxi — v astronomii, letecké a lodni navigaci, robotice a dalSich.



Kapitola 2
Zakladni pojmy

V této kapitole se sezndmime se zdkladnimi pojmy sférické geometrie. Jejich znalost
a pochopeni je pfedpokladem pro pochopeni nésledujicich kapitol této prace. VSechny
dilezité pojmy jsou v textu vyznaceny kurzivou.

2.1 Kulova plocha

Kulovd plocha, neboli sféra, je klicovym pojmem sférické //"" '“‘\\
geometrie. Definujeme ji jako mnozinu vSech bodu prostoru, /o \
které maji od pevn& zvoleného bodu O, tzv. stfedu kulové [~ o
plochy, konstantni vzddlenost rovnou danému poloméru r ["\x / ’l
(r > 0). Zjednodusené miZeme fict, Ze kulova plocha tvoii \ T )
povrch koule. N S

Symbolicky lze tuto definici zapsat nasledovné: —
{X €E3; |OX|=r, r €R", O € E3 pevné zvoleny}. Obr. 2.1: Kulova plocha

Kulovou plochu s polomérem r = 1 oznacujeme ndzvem jednotkovd kulovd plocha.

2.2 Hlavni a vedlejSi kruZnice

Libovolna rovina, kterd prochazi sttedem O kulové plochy, protind kulovou plochu v kruz-
nici k. Takto vzniklou kruZnici nazyvame hlavni kruZnice. Hlavni kruzZnice je tedy kazda
kruznice na sféfe, jejiz stfed je ve stiedu kulové plochy. Na zemékouli je to napiiklad
rovnik. Na obrazku 2.2 je zndzornéna napt. hlavni kruznice ur¢end body CDE.

Jakakoliv jind rovina, ktera protind kulovou plochu, avSak neprochazi sttedem O kulové
plochy, také protne sféru v kruznici. Takto vznikla kruznice se nazyva vedlejsi kruznice.
Vedlejsi kruznice je tedy kruZnice vznikld fezem roviny, kterd neprochédzi sttedem kulové
plochy. Na zemékouli jsou to naptiklad obratniky. Na obrdzku 2.2 je zndzornéna vedlejsi
kruznice FGH se sttedem v bod¢€ R.

Na jednotkové kulové plose je polomér libovolné hlavni kruZnice roven r = 1, v§echny
vedlejsi kruznice pak maji polomér r < 1.

_7_
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Obr. 2.2: Objekty na sféfe

2.3 Primka, usecka

Na kulové plose zjevné neexistuji piimky a dsecky, pokud si je pfedstavime jako ,,rovné
cary“, které zname z euklidovské geometrie. Pokud vSak vezmeme povrch Zemé jako ku-
lovou plochu, urc¢ité si dokdzete predstavit, Ze se vydate na cestu po ,,rovné ¢are*. Kdybyste
byli schopni neomezené pokracovat, vase cesta by kolem Zemé obkrouZzila kruznici. AvSak
ne kazd4d kruZnice se da povaZovat za ,,rovnou’ cestu. Napfiklad kdybyste se vydali proti
sméru hodinovych rucicek po kruZznici ve stdlé vzdalenosti 1 m od severniho pdlu, vlastné
byste stdle zataceli doleva.

Jako piimku tedy ve sférické geometrii povaZzujeme hlavni kruznici. Useckou je potom
kratSi ¢ast hlavni kruznice mezi dvéma body (kruhovy oblouk). Oznacujeme s-pfimka,
resp. s-Usecka.

Stejné jako v rovinné geometrii je i s-ise¢ka nejkratsi! spojnici dvou bodi na sféie
a s-primku ziskdme nekone¢nym prodlouZenim s-useCky na obé strany. Kazdé dva body
kulové plochy urcuji alesponi jednu s-pfimku (vice o urcenosti s-pfimek v ¢asti 2.4).

2.3.1 Délka s-usecky, sféricka vzdalenost

Mgjme dany body A, B nakulové plose se sttedem O. Rekli jsme
si, Ze jejich nejkratSi spojnici je s-tisecka, tedy kratSi oblouk
hlavni kruZnice, kterd t€émito body prochézi.

S-usecka AB odpovida kruhovému oblouku mezi body A a
B, ktery prislusi sttedovému tihlu <AOB (viz obr. 2.3). Proto je
délka s-visecky AB rovna délce kruhového oblouku AB. Udava
se v jednotkdch délky.

Pro vypocet délky s-usecky AB na sféfe o poloméru r 1ze
tedy vyuZzit zndmy vzorec z rovinné geometrie pro délku kru-
hového oblouku:

Obr. 2.3: Délka s-usecky
2@r

360°’
kde |<<AOB| je velikost pfislusného stiedového thlu.

d(A, B) = |<<AOB| -

'Diikaz Ize najit napt. v [4, str. 13].
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Pojmem sférickd vzddlenost bodii A a B na kulové plose rozumime velikost stfedového thlu
(mensi nez 180°), ktery piislusi oblouku AB hlavni kruZnice.

2.4 Diametralné protilehlé body

Dva body kulové plochy, které lezi pifimo proti sobé, nazyvame diametrdlné protilehlé
body. Jsou to body, které déli s-pfimku na dvé shodné s-usecky. Naptiklad na obr. 2.2 body
P a Q, na zemékouli jsou piikladem severni a jiZni pol.

Diametralné protilehlé body urcuji na sféfe nekone¢né mnoho s-piimek, neboli prochazi
jimi nekone¢né mnoho hlavnich kruZnic (napf. severnim a jiznim pdlem na zemékouli
prochézi nekone¢né¢ mnoho polednikd). Dva body, které nejsou diametrdlné protilehlé
pak urcuji s-piimku jednoznac¢né. V piipad€, Ze bychom ztotoznili diametrdlné protilehlé
body, ziskali bychom stejnou situaci jako v euklidovské roviné — jednim bodem lze vést
nekone¢né mnoho pifmek, aviak dva body uréuji piimku jednozna¢né?.

Navic, kazdé dvé s-ptimky se protinaji v diametralné protilehlych bodech. Dilisledkem
je, Ze ve sférické geometrii neexistuji rovnobézné piimky.

2.5 Sféricky dvojihelnik

Zajimavym faktem sférické geometrie je, Ze 1ze sestrojit
stéricky polygon, ktery ma pouze dvé strany.

Tento tvar se nazyva sféricky dvojiihelnik a tvoti ho
mensi ¢ast kulové plochy ohrani¢end oblouky dvou hlav-

nich kruznic. Sféricky dvojuhelnik mé dva vrcholy, kte- Gy
rymi jsou diametrdlné protilehlé body (na obrdzku 2.4 i
body P, P’), a dvé strany tvofené hlavnimi polokruZni- ,
cemi.

Strany dvojthelnika spolu sviraji tihel @, resp. @’ u vi- Obr. 2.4: Sféricky dvojihelnik
cholu P, ktery nazyvame sféricky iihel. Je roven dhlu, ktery spolu sviraji te¢ny k danym
strandm sestrojené ve vrcholu dvojihelnika. Uhly @ a @’ odpovidaji stejnym hlavnim
polokruZnicim, proto jsou shodné.

Jelikoz strany sférického dvojihelnika jsou vZdy hlavni polokruznice, délka kazdé
z nich bude vzdy rovna 7r.

2.6 Sféricky trojihelnik

Pozoruhodnéjsi a rozmanitéjsi tvary nez sférické dvojuhelniky jsou sférické trojuhelniky.
Jsou-li dany tfi riizné body na sféfe, které nelezi na jedné s-piimce (tj. hlavni kruZnici),

dokazeme vzdy sféru rozpulit tak, Ze vSechny tfi body budou leZet na stejné polosfére.

Spojime-li pak tyto body oblouky hlavnich kruznic (leZicich na této polosféte), ziskame

tvar zvany sféricky trojithelnik. Sféricky trojuhelnik je tedy menS$i ¢ast kulové plochy

vymezend oblouky ti{ riznych hlavnich kruznic, tj. tfemi s-tiseCkami.

ZPravé ztotoznéni diametralng protilehlych bodi vede k eliptické neeuklidovské roving.
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Na obrazku 2.2 (1 2.5) vymezuji oblouky hlavnich
kruZnic, které prochdzi body A, B a C, sféricky trojuhelnik
ABC. Body A, B, C nazyvame vrcholy trojihelnika.

Jeho strany jsou oblouky (s-ise¢ky) BC =a,CA=ba
AB = c. Castgji viak stranami sférického trojihelnika ro-
zumime uhlové velikosti téchto oblouki, tj. velikosti stie-
dovych thla piislusnych témto obloukim (<BOC, <COA
a <AOB), udané ve stupnich nebo obloukové mite. Spoje-
nim ,,velikost strany* budeme tedy v nasledujicim texturo-  Qpy, 2.5: Sféricky trojihelnik
zumét velikost piislusného stredového thlu. Délka strany
(v jednotkdch délky) je pak zavisld na poloméru dané sféry a odpovida délce s-usecky
(vypocet v ¢asti 2.3.1).

Sféricky trojuhelnik ma déle tfi ihly, jimiz jsou sférické thly <CAB = o, <ABC = f3
a <{BCA = v, které spolu sviraji strany trojihelnika. Uhel o (B, 7) nazyvame protéjsim ke
stran& a (b, ¢). Uhly B a y jsou tihly pilehlé ke strané a atp.

Déleni sférickych trojihelnika

Podobné jako v roviné lze sférické trojihelniky rozdélit do nékolika skupin (pro specidlni
piipady velikosti stran, Ghla atp.). Zejména rozliSujeme trojihelniky:

e rovnostranné — vSechny strany A maji stejnou velikost;

e rovnoramenné — dvé strany /A maji stejnou velikost, nazyvaji se ramena, tteti strana
se nazyva zdkladna;

e pravouhlé — (alespori) jeden thel v A je pravy, strana leZici proti pravému dhlu se
nazyva prepona, zbyvajici dvé strany se nazyvaji odvésny;

e polarni — ke kazdému sférickému trojihelniku existuje trojuihelnik poldrni, jeho
konstrukce a vlastnosti jsou bliZe popsdny v ¢ésti 2.6.1.

C
G

Obr. 2.6: Sféricky trojihelnik se dvéma a tfemi pravymi uhly

Co se tyce trojuhelniki, je specifikem sférické geometrie také fakt, Ze oproti rovinné
geometrii 1ze sestrojit i1 trojuhelnik, ktery ma dva nebo i vSechny tii thly pravé. Priklad
trojuhelnika se dvéma pravymi thly ziskame napfiklad na zemékouli volbou dvou bodu
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na rovniku, pfi¢emz strana jimi uréena musi mit velikost rdznou od 90°, a jako tfeti bod
vybereme jeden z p6li (obr. 2.6 vlevo). Dostaneme tak rovnoramenny trojihelnik, jehoz
ramena tvofi ¢asti polednikl a uhly pfilehlé k zdkladné jsou pravé. Provedeme-li stejnou
volbu bodd, tedy pdl a dva body na rovniku, které nyni budou urcovat stranu o velikosti
pravé 90°, dostaneme sféricky trojihelnik, jehoZ vSechny tii dhly jsou pravé (obr. 2.6

vpravo). Zarovei tim ziskdme rovnostranny trojihelnik s velikosti stran rovnou 90°.

2.6.1 Polarni trojihelnik

Hlavni kruZnice urcuje rovinu, ktera prochazi sttedem O kulové plochy. Kolmice sestrojend
k této roviné€ v bodé O protne kulovou plochu ve dvou (diametrdlné protilehlych) bodech.
Tyto body nazyvame poly dané kruZnice. Pro ilustraci si pod hlavni kruznici mizeme na
Zemi predstavit rovnik, poly jsou pak severni a jizni p6l. Na obr. 2.2 jsou napt. pély hlavni
kruznice CDE body P a Q.

Mgjme dén sféricky trojdhelnik ABC. Nechf C’
je pol hlavni kruZnice vzniklé prodlouZenim strany
AB, ktery lezi na stejné polosféie jako bod C.
Stejné tak mé&me body A’ a B'. Pak trojihelnik
A'B'C’ nazyvame poldrni trojithelnik k trojihelniku
ABC.

Plati také tvrzeni: Polarni trojihelnik k polarnimu troj-
uhelniku je pGvodni trojihelnik. Tedy je-li trojuhelnik o
A’'B'C’ polarni k trojihelniku ABC, pak je trojihelnik ABC Obr. 2.7: Polarni trojihelnik
polarni k trojihelniku A’B'C’.

Dale také plati, Ze strany poldrniho trojihelnika jsou doplitkem do 180° Ghli pivod-
niho trojihelnika a dhly polarniho trojihelnika jsou doplitkem do 180° stran pivodniho
trojuhelnika. Je tedy:
d=180°—a,b' =180°— B, =180°—yao' =180°—a, B’ =180°—b, Y = 180° —c.

2.7 Sféricka kruznice

Sférickd kruznice (s-kruZnice) je mnoZzina vSech bodu na sféte, které maji od daného bodu C
na sféte stejnou sférickou vzdalenost p.

Bod C se nazyvd sféricky stied kruznice, vzdalenost

/ \\\ p nazyvame sféricky polomér kruznice.
/ Vsechny body s-kruznice se sttedem v bodé C maji
‘J [} . ‘ zaroven stejnou vzdélenost i od diametralné protilehlého
\ N bodu C'. Je-li polomér s-kruZznice se stfedem v bodé C
A\\ /’ roven p, pak od bodu C' maji v8echny body s-kruZnice
N vzdalenost p’ = 180° — p.

Obr. 2.8: s-kruZnice
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Sféricka trigonometrie

Slovo trigonometrie znamend v piekladu méfeni trojuihelnikd. Na stfedni Skole se snad
vSichni setkali s trigonometrii rovinnou. Nyni se v§ak budeme zabyvat trigonometrii sfé-
rickou, ktera fesi vztahy mezi prvky sférického trojihelnika. V praxi se poznatky sférické
trigonometrie vyuZivaji napiiklad v geodézii, kartografii ¢i astronomii. V této kapitole
nejprve uvedeme nékteré vlastnosti sférickych trojihelnikii, zakladni véty, které se pro
vypocty vyuZivaji, a na zaver si ukdzeme jejich vyuziti na konkrétnich piikladech.

3.1 Vlastnosti sférickych trojahelniku

Jesté nez zacneme odvozovat dileZité vztahy a véty pro feSeni sférickych trojihelnik,
uvedeme si, a ndsledné i odtivodnime, nékteré z vlastnosti sférickych trojihelniki. I pfesto,
Ze se tyto vlastnosti v mnohém 1isi od vlastnosti rovinnych trojihelnikd, budeme pfi jejich
zdtvodnovani vychazet zejména ze znalosti z rovinné geometrie.

Pro prvky a, b, ¢, o, 3, vy sférického trojihelnika ABC plati:
1. Soucet velikosti libovolnych dvou stran je vétsi neZ velikost strany treti.
a<b+c,b<a+c,c<a+b
Stejné jako v rovinné geometrii tedy plati trojihelnikova nerovnost.
2. Soucet velikosti vSech stran je mensi nez 360°.

0°<a+b+c<360°

3. Soucet velikosti v§ech ihlit je vétsi neZ 180° a zdroveri mensi neZ 540°.

180° < ot + B + ¥ < 540°

4. Velikost kaZdého z prvki trojiihelnika je vétsi nez 0° a zdroveri mensi neZ 180°.

5. Proti vétsi strané trojiihelnika leZi vétsi uihel. Proti shodnym strandm trojiihelnika
leZi shodné iihly.
Bude-li napiiklad strana a vétsi nez strana b, pak i dhel a bude vétsi nez thel B atp.

_]2—
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6.

Je-li soucet dvou stran vétsi neZ 180°, je i soucet protilehlych iihlii vétsi nez 180°.
Je-li soucet dvou stran roven 180°, pak i soucet protéjsich iihlii je roven 180°.

Na nésledujicich fadcich si ukdZeme platnost vySe zminénych, a pro nés klicovych, vlast-
nosti 1-4. Dikazy vlastnosti 5 a 6 1ze najit napt. v [7, str. 25] a [7, str. 28].

add 1.

add 2.

Velmi jednoduchym zptisobem zdiivodnime platnost vztahtia < b+c¢, b < a+c,
c<a+b.

M¢éjme dan sféricky trojihelnik ABC, viz obrdzek 3.1. Vyuzijeme thld u bodu O,
které odpovidaji strandm daného trojihelnika (<AOB = ¢, <BOC = a, <COA = b).
Predstavme si, Ze hranu OA nechdame ,,spadnout® do roviny OBC tak, Ze bod O zlstane
na misté a bod A premistime doll, mezi body B a C. Soucet Gihli <AOB a <COA
nyni odpovida thlu <BOC. Pokud budeme chtit bod A vratit na své piivodni misto,
je zfejmé, Ze se uhly <AOB a <COA budou zvétSovat, a tedy 1 jejich soucet bude
vetsi nez velikost thlu <BOC. Proto |[<XAOB|+ |<COA| > |<<BOC|, resp. b+ ¢ > a.
Obdobné pro zbyvajici dvé strany.

B

Obr. 3.1: Stéricky trojihelnik

Otazka zni, jaky je nejmensi a nejvétsi mozny soucet velikosti vSech stran sférického
trojuhelnika? Co se ty¢e minima, sféricky trojihelnik miZe byt tak maly, jak jen ho
dokazeme nakreslit, proto je dolni hranici 0° a podrobnéji se budeme nyni zabyvat
jen nejvétsim moZnym souctem.

Na prvni pohled by se mohlo zdat, Ze kazda strana sférického trojihelnika mize mit
maximalni velikost 360°. Definici sférického trojihelnika v kapitole 2.6 (,,Sféricky
trojuhelnik je mensi ¢ast kulové plochy vymezena oblouky ti{ riznych hlavnich
kruznic.“) jsme vSak urcili, Ze stranami jsou s-usecCky, tedy kratSi spojnice dvou
bodi. Proto je maximalni velikost kazdé strany 180°. Pti snaze zkonstruovat sféricky
trojuhelnik s maximdlnimi rozméry 3 - 180° = 540° byste vSak brzy zjistili, Ze se
k nim nebliZite ani zdaleka.

VyuZzijeme opét obrazek 3.1. Body A, B, C nyni spojime rovnymi ¢arami. Dosta-
neme tak Ctyfstén OABC. Stény OAB, OBC, OAC cCtyisténu tvori trojuhelniky. Ty
maji celkem 9 vnitinich Ghla a soucet jejich velikosti je 3 - 180° = 540°.

Soucet velikosti téch dvou uhli, které leZi u vrcholu A (ozna¢me je dhly u A),
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add 3.

add 4.

je urcit€¢ vétsi nez uhel u vrcholu A v rovinném trojuhelniku ABC (ozna¢me ho
ZA), tedy |<<OAB|+ |<OAC| > |<BAC]| (ze stejného divodu jako v add 1., pro-
mitnutim bodu O do roviny ABC). To samé plati i pro dvojice dhli u vrcholu B,
resp. u vrcholu C (oznaéme je podobné), tedy |<<OBA| + |<<OBC| > |<ABC|, resp.
|<<OCA| + |<OCB| > |<<ACB|. Proto plati:

Soucet stran sférického AABC = soucet thll u vrcholu O v Ctyisténu OABC =
= 540° — (dhly u A +dhly u B+1hly u C) <
<540° — (LA + 4B+ ZC) =
= 540° — 180° = 360°

Odvodili jsme horn{ hranici pro soucet stran sférického trojihelnika, a+b+c < 360°.

K odvozeni vztahu pro soucet vnitinich dhld o, B, y sférického trojihelnika ABC
vyuZzijeme poznatky o poldrnich trojihelnicich. Z vlastnosti 2 vime, Ze pro strany
a', b', ¢' poldrniho trojihelnika A’B'C’ plati 0° < @’ +b' + ¢’ < 360°. Ddle z &4sti 2.6.1
vime, Ze pro velikosti jeho stran plati a’ = 180° — o, b’ = 180° — B, ¢/ = 180° — .

Dosazenim téchto vztahti do zminéné nerovnosti a upravenim dostaneme:

0°<d +b +c <360° dosadime za d’, V', ¢
0° < (180° — o) + (180° — B) + (180° — ) < 360°
0° < 540° — ot — B — ¥ < 360° / —540°
—540° < —a— B —y< —180° /-(—1)

540° > oo+ B + v > 180°
Ziskavame tak dokazovany vztah 180° < a4+ 8 + v < 540°.

Plyne z definice sférického trojihelnika v 2.6.

3.1.1 Urcenost sférickych trojahelnika

Stéricky trojuhelnik je ur€en danymi prvky, napf. stranami a, b a tihlem 7, jestlize existuje
stéricky AABC, ktery ma tyto prvky (tj. ma strany o velikosti a, b a thel o velikosti 7).
Existuje-li jiny sféricky trojihelnik, ktery ma stejné prvky jako AABC, pak jsou tyto troj-
uhelniky shodné (pfitom zélezi na potadi vrchold).

Aby libovolné zvolené prvky urcovaly sféricky trojuhelnik, je potieba splnéni urcitych
podminek. Ve vSech pripadech nyni predpokladejme prvky, které spliuji vlastnost 4. Pak
je sféricky trojihelnik jednoznac¢né urcen:

1.
2.

3,
4,

tfemi stranami (a, b, c), jestlize spliiuji vlastnosti 1 a 2; (SSS)

tfemi dhly (a, B, 7), jestlize spliiuji vlastnost 3 a zaroveri plati nerovnosti

o+B <y+180° B+y<a+180° y+ o < B+ 180°; (Uuv)
dvéma stranami a thlem, ktery sviraji (napft. a, b, y); SUS)
dvéma thly a stranou, ke které pfiléhaji (napf. a, BB, ¢). (USU)

Dalsi véty o urcenosti sférickych trojihelniki 1ze najit napiiklad v [7, str. 84].
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3.2 Zakladni vztahy pro sférické trojihelniky

Podobné jako u rovinnych trojihelnikd, i pro prvky sférickych trojihelnikt plati urcité
vzdjemné vztahy. V této ¢asti si uvedeme tfi zakladni z nich platné pro obecné sférické
trojuhelniky, které pak doplnime o vztahy platné ve sférickych trojihelnicich pravoudhlych.
Vyuziti téchto vztahti na prikladech néasleduje v ¢asti 3.3.

3.2.1 Sinova véta

V rovinné trigonometrii mé sinova véta pro obecny trojihelnik ABC tvar

a b

— =——=——, neboli a:b:c=sino:sinf :siny,
sind  sinf3  siny

tj. pomér stran je roven poméru sind protilehlych dhli. Odvod'me nyni znéni této véty pro
stérické trojuihelniky.

M¢jme dan sféricky trojuhelnik ABC a stfed kulové plochy O. Spojme stfed O s vrcholy
trojuhelnika a na pfimce OC zvolme libovolny bod P. Z bodu P spustme kolmici na OA,
patu kolmice oznacme Q, a dale kolmici na OB, patu kolmice ozna¢me R. V roviné OAB
vedme bodem Q kolmici na OA a bodem R kolmici na OB. Tyto dvé kolmice se protnou
v bodé S. Bod S spojme s bodem P. Ziskdme situaci jako na obrazku 3.2 nahote.

C 2]
E \
B
R="—b
P
! (4
- 77N
L
o Q A
P
/,/ //P P P
- . 1
// P / ™,
pd e e h
e e e |
b | a | a | B
0 Q0 R Q S S R

Obr. 3.2: Odvozeni — sinova véta

Prvnim krokem je dokdzat, Ze PS je kolma na rovinu OAB. Dle konstrukce, OQ je
zéaroven kolma na PQ i na QS, proto OQ je kolm4 na celou rovinu PQS, a tedy je OQ kolma
1 na PS, ktera lezi v této roviné. Stejn€ tak je 1 OR kolma na PS. Tim padem je PS kolma
zaroven k OQ 1 OR, a proto je kolmd ke kazdé pfimce leZici v roviné OQOR (resp. OAB). Je
tedy PS kolmd k SQ i SR a trojihelniky APQS a APRS jsou pravouhlé s pravym dhlem
pfi vrcholu S.

V APQS odpovida thel <PQS sférickému dhlu u vrcholu A (<PQS = o) a podobné
v APRS odpovida thel <tPRS sférickému thlu u vrcholu B (<PRS = f3). Také v APOR
plati <POR = <COB = a a v APOQ plati <POQ = <<COA = b.
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S vyuzitim rovinné trigonometrie dostavame z pravouhlych trojihelnika

. |PS| .
APQS : sink = —— = |PS|=|PQ|-sina,
ol = IPsI=IPal

. |PS| .
APRS : sinf} = PR| = |PS|=|PR|-sinf,

odkud porovnanim pravych stran rovnic dostdvame
|PQ|-sino = |PR|-sin 3. 3.1

Z trojuhelniktt APOQ a APOR vyjadifime |PQ| a |PR)|

. PR| .
sina=-—— = |PR|=|OP|-sina
|OP|
P
sinb = :O—g; = |PQ|=|OP|-sinb

a jejich dosazenim do rovnice (3.1) obdrZzime
|OP|-sinb-sina = |OP|-sina - sin 3,

po upravé
sina  sinb

sinae sinf8’

Cyklickou zdménou ziskdme vztahy

sina  sinc sinb  sinc
sinoe  siny’  sinf3  siny’

Odvozeny vztah nazyvame sféricka sinova véta.

Jsou-li a, b, c strany a o, 3, v thly sférického trojihelnika, pak plati:

sina sinb  sinc

sinoe sinff siny’

Stérickou sinovou vétu lze vyjadrit také ve tvaru
sina : sinb : sinc = sino : sinfB : sinY,

odkud pro nékteré mozna jasné&ji vyplyva jeji vyznam, Ze pomér sinil stran sférického
trojihelnika je roven poméru sinti protilehlych dhla.
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3.2.2 Kosinova véta pro stranu

K odvozeni kosinové véty pro sféricky trojuhelnik vyuZijeme také tvar kosinové véty pro
rovinné trojuhelniky. Pfipomenime si proto, Ze v obecném rovinném trojihelniku ABC plati

a2:b2+cz—2bc-cosa.

M¢éjme opét dan sféricky trojuhelnik ABC, stfed kulové plochy O a spojnice stredu O
s vrcholy trojuhelnika. Na pfimce OC nyni zvolme libovolny bod K a vedme jim rovinu
kolmou k OC. Priisecik této roviny a pfimky OA ozname L, prisecik s pfimkou OB
oznac¢me M. Spojme body L a M. Mdme nyn{ situaci jako na obr. 3.3 nahore.

Ziskali jsme dva obecné trojihelniky AOLM a AKLM a dva pravouhlé trojihelniky
AOLK a AOMK s pravym thlem u vrcholu K. V. AOLM odpovida tdhel pii vrcholu O
strané ¢ sférického trojuhelnika ABC (<M OL = c¢), v AOLK je thel pfi vrcholu O shodny
se sférickou stranou b (<KOL = b), v AOMK odpovida dhel pii vrcholu O sférické strané
a (<KOM = a) av AKLM je dhel pii vrcholu K roven sférickému thlu y (<MKL = 7).

b ~ la c \
L

K 0O K 00 L M

Obr. 3.3: Odvozeni — kosinova véta

Nyni vyuZijeme kosinovou vétu rovinné trigonometrie. Podle ni v AKLM, resp. AOLM
plati:
|LM|* = |[KL|> +|KM|* —2-|KL|-|KM]| - cos Y, resp.

ILM|* = [MO* + |LO|* —2-|MO| - |LO| - cosc.

Porovndnim pravych stran rovnic dostaneme:

\KL|2+ |KM\2—2- IKL|-|KM|-cosy = |M0\2+ \LO|2 —2-|MO|-|LO|-cosc.
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Upravime a vyuZijeme platnost Pythagorovy véty v AOMK a AOLK:
2-|MO|-|LO|-cosc = |MOJ* — |[KM|*+|LO|)* — |[KL|* +2 - |KL| - |[KM| - cos y
Kop Kop
2.|MO|-|LO|-cosc =2-|KO|*+2-|KL|-|KM| - cosY.

Rovnici vydélime 2 a velikostmi stran MO, LO. Ziskané poméry stran nahradime odpovi-
dajicimi goniometrickymi funkcemi dhli v AOLK a AOMK:

|KO| |KO| |KL| |KM|

IMO| |LO| |LO| |MO|

~—— M M

cosc = CoSY.

cosa  cosh sinb sina
cosc = cosa-cosb+sina-sinb-cos?y.

Odvozeny vztah nazyvame sféricka kosinova véta pro stranu. Cyklickou ziménou ob-
drzime vyjadieni pro zbylé€ strany.

Jsou-li a, b, c strany a o, 3, v thly sférického trojihelnika, pak plati:

cosa = cosb-cosc+sinb-sinc-cos,
cosbh = cosa-cosc+sina-sinc-cosf,

cosc =cosa-cosb-+sina-sinb-cosy.

3.2.3 Kosinova véta pro thel

Na rozdil od jediného tvaru kosinové véty v rovinné trigonometrii (aZ na cyklické zimény),
1ze ve sférické trigonometrii vyjadfit kosinovou vétu nejen pro strany (viz 3.2.2), ale také
pro uhly.

K jejimu odvozeni vyuZijeme vlastnosti polarnich trojihelnikt. Necht A’B'C’ je polarni
sféricky trojuhelnik k trojihelniku ABC. Pak pro jeho prvky podle kosinové véty pro stranu
plati:

cosd’ = cosh’-cosc’ +sinb’-sinc’-cosa’.

Vyjddfime-li strany trojihelnika A’B'C’ pomoci thld trojahelnika ABC (viz 2.6.1) dosta-
neme:

cos(m—a)=cos(m—f)-cos(mw—7y)+sin(wr— ) sin(x—7y)- -cos(w—a).
Upravami pomoci souctovych vzorct a vyjadfenim cos 7 = —1 a sin & = 0 dostaneme tvar
—coso =cosfB-cosy—sinf3 -siny-cosa.

Vyndsobenim rovnice ¢islem —1 ziskame rovnost, ktera se nazyva sféricka kosinova véta
pro uhel.
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Jsou-li a, b, c strany a o, 3, y thly sférického trojihelnika, pak plati:

coso = —cosf-cosy+sinf -siny-cosa,
cosfB = —cosa-cosy+sina-siny-cosbh,
cosy= —cose-cosf3+sino-sinf - cosc.

3.2.4 Vztahy v pravouhlém sférickém trojuahelniku

Ptedchozi tfi véty plati obecné pro libovolné sférické trojuhelniky, vcetné pravouhlych.
Avsak diky tomu, Ze je sin90° =1 a c0os90° = 0, velmi se pro tento typ trojuhelnikl
zjednodusi.

M¢éjme pravouhly sféricky AABC s pravym thlem u vrcholu C, tedy y = 90°. Pak
dostaneme ptfedchozi véty v ndsledujicich tvarech.

Obr. 3.4: Pravouhly sféricky trojuhelnik

Sinova véta pro pravouhly trojihelnik:

i sina  sinb
sinc= — = —.
sina  sinf3

Neboli po tpravé a jednotlivé: sina =sinc-sin@ a sinb =sinc-sinf.

Kosinova véta pro stranu pravouhlého trojihelnika:
cosc = cosa - cosb.

Tento tvar kosinové véty se oznacuje jako sféricka Pythagorova véta.

Kosinova véta pro thel v pravoihlém trojihelniku:
coso = sinf3 - cosa, cos B = sina - cosb.

Dusledek: Maé-li sféricky trojuhelnik dva pravé hly, napf. y a 3, potom sinf3 =1 a
z kosinové véty pro thel o dostdvame cos & = cosa, odkud pro dhly v intervalu 0°-180°
je a = a (tj. zbyvajici thel trojihelnika je shodny s protilehlou stranou).
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Nazorné to lze vidét napiiklad na obr. 2.6. Vlevo je sféricky trojihelnik se dvéma
pravymi thly (u vrcholu A a vrcholu B). Te¢ny sestrojené ke strandm AC a BC ve vrcholu
C trojthelnika leZi v roviné rovnobéZzné s rovinou AOB. Proto uhel, ktery tyto teny sviraji,
tj. dhel pfi vrcholu C trojihelnika, je shodny s thlem <AOB, tj. stranou AB trojihelnika.
Podobné i na obrazku vpravo.

Pro odvésny v pravouhlych trojihelnicich také plati nasledujici véta:

Odvésna pravotihlého trojiithelnika a vihel k ni protilehly jsou zdroveri iihly ostré nebo
zdroveri tupé nebo zdroveri praveé.
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Neperovo pravidlo

Pomoci tohoto pravidla 1ze mechanicky ziskat vSechny vztahy, které jsou potfebné k feseni
pravouhlého sférického trojuhelnika, a to véetné vztaht vyse zminénych. Tedy, zname-li
libovolné dva prvky pravouhlého sférického trojihelnika (mimo pravy thel), pomoci Ne-
perova pravidla dokdZeme dopocitat vSechny jeho zbyvajici prvky.

Neperovo pravidlo! znf:

ZapiSme na obvod kruhu prvky pravothlého sférického trojihelnika tak, jak nasleduji
za sebou ve sméru hodinovych rucicek, pficemZ vynechme pravy uhel a misto
odvésen a, b piSme jejich dopliiky do 90° (90° —a, 90° — b).

Pak se kosinus kteréhokoli prvku rovnd soucinu sinii protilehlych prvkii nebo souéinu
kotangent prvka sousednich.

Prakticky tedy nejprve zapiSeme napft. preponu c, pak (ve sméru

hodinovych rucicek) thel o, nasledné 90° — b, 90° — a a na c

zavér tihel B, ¢imZ ziskdme schéma viz vpravo. 7N

Pak napiiklad: B a
cos B = sinc -sin (90° — b) = cotgc - cotg (90° —a), \ J

cosc = sin(90° — b) - sin (90° — a) = cotg & - cotg B, 90°—a  90°—b

o . . ° \-/

cos (90° —b) = sinf - sinc = cotg (90° —a) - cotgor  atp.

3.3 ReSeni sférickych trojihelniki

P1i feseni sférickych trojihelnikti se budeme zabyvat tim, jak u daného trojihelnika urcit
vSechny prvky, tedy velikosti jeho stran a Ghlt. Jak ddle uvidime, dopocitat prvky sférického
tam potiebujeme znat tfi prvky, abychom mohli urcit zbyvajici.

Postupné rozebereme Ctyfi zakladni zadani sférického trojihelnika a postup pfi jejich
reSeni. V nasledujici kapitole pak tyto postupy aplikujeme na konkrétnich ptikladech
z praxe. Zbyla mozné zaddani a jejich feSeni lze najit naptiklad v [7, str. 84] nebo v [1,
str. 25].

Ve vsech pfipadech, tak jako doposud, pocitejme se sférickym AABC, jehozZ strany
jsoua, b, cathly a, B, yaptredpokladejme, Ze spliiuji nutné podminky fesitelnosti, resp.
urcenosti. Pfipadné odchylky ve vysledcich u feSenych pifikladi mohou byt zptisobeny
zaokrouhlovanim pfi vypoctech.

Pro vypocty jesté pfipomenime, Ze z rovinné trigonometrie pro thel o plati:

1
cotgax = —; sin(90° — o) =cosa; cos(90° — o) =sina;
tgo (3.2)

sin (180° — o) =sinc;  cos(180° — ) = —cos a.

!Toto pravidlo ve svém dile popsal matematik John Napier (i Neper; 1550-1617), obr. 1.2. na str. 3.
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3.3.1 Zadani SSS

Zname velikost i1 stran sférického trojuhelnika (a, b, c), ikolem je dopocitat vSechny jeho

dhly (o, B, 7).
K feSeni vyuZijeme kosinové véty pro strany:

cosa = cosb-cosc—+sinb-sinc-cos .

ijravou dostaneme vztah:

cosa —cosb-cosc
cos o =

sinb - sinc
do kterého uz staci jen dosadit zndmé hodnoty. Obdobné pro zbyvajici dhly:

cosb —cosa-cosc cosc —cosa-cosb

cosf = , cosy=

sina - sinc sina-sinb

Uloha md pravé jedno feseni, podobné jako v euklidovské geometrii, kde tfi strany uréuji
trojuhelnik jednoznacné.

Piiklad 3.1. Jsou dany dhly a = 56°40", b = 83°14/, ¢ = 114°30/. Existuje-li sféricky
trojuhelnik se stranami a, b, c, urcete jeho uhly.

ReSeni:

Strany a, b, c spliuji vlastnosti 1, 2 1 4, a tedy podle bodu 1. v ¢asti 3.1.1 existuje jediny
sféricky trojuhelnik (aZ na polohu) o stranéch a, b, c.

Jeho dhly a, B, y ziskdme dosazenim zadanych hodnot do upravenych tvart kosinové véty
pro stranu.

Pro thel a:
cosa —cosb-cosc
cos o = - -
sinb - sinc
s — c0856°40' — cos 83°14’ - cos 114°3(/
N sin83°14/ - sin 114°30/
oS ol — 0,5495—-0,1178 - (—0,4147)
N 0,993-0,91
cosa =0,6622
o =48°32.
Obdobné pro  a y:
cosfB = 0,4547 cosy=—0,5779
B = 62°57, Y= 125°18'.

Spravnost vysledkti miizeme ovéfit napriklad platnosti vlastnosti 4, 5 nebo 6. JelikoZ pro
strany trojihelnika plati @ < b < ¢, pak i dhly musi spliiovat o < B < ¥, coZ v naSem
ptipadé odpovida.



Kapitola 3. Sférickd trigonometrie 23

3.3.2 Zadani UUU

Jsou dany tfi dhly sférického trojihelnika (@, 3, ), mame zjistit velikost jeho stran (a, b, c).
K vyreSeni vyuZijeme kosinové véty pro thly:

coso = —cosf3-cosy+sinf -siny-cosa.
Upravou dostaneme vztah:

cos o +cosf3-cosy
cosa = . . )
sinf3 - siny

kam staci jen dosadit zadané hodnoty. Obdobné pro zbyvajici strany:

cos B +coso - cosy cosy+cosa - cos B
, Cosc= .

cosb = - - - -
sino - siny sina - sin

Uloha m4 pravé jedno feseni, na rozdil od euklidovské geometrie, kde je tiemi thly dén
trojuhelnik az na velikost jeho stran, tj. tfi (resp. dva) thly v rovin€ urcuji nekonecné mnoho
podobnych trojihelnika.

Piiklad 3.2. Jsou ddny dhly o = 45°, B = 60°, v = 150°. Existuje-li sféricky trojihelnik
s dhly a, B, 7, urCete jeho strany.

Reseni:

Uhly o, B, 7 splituji podminky bodu 2. v &isti 3.1.1, a proto existuje jediny sféricky
trojihelnik (aZ na polohu) s thly o, 3, 7.

Strany a, b, ¢ ziskame dosazenim zadanych hodnot do upravenych tvart kosinové véty.

Pro stranu a:
_ cosa+cosf3-cosy

cosa= sinf -siny
cosd — c0s45° +cos60° - cos 150°
sin60° - sin 150°
cosd — 0,7071+0,5-(—0,866)
0,866-0,5
cosa =0,633

a=50°43'42".
Obdobné pro b a c:

cosb =—0,3178 cosc = —0,8369
b =108°31'54", c=146°48'36".
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3.3.3 Zadani SUS

Mame zaddny dvé strany a thel, ktery sviraji, napft. strany a, b a thel 7.
Zname tedy tfi prvky z kosinové véty pro stranu:

cosc = cosa-cosb+sina-sinb-cosy

a pfimo dosazenim do rovnice ziskdme velikost strany c¢. Timto uZ zname vSechny tfi strany
trojihelnika a dlohu mizeme dale fesit podle zadani SSS (viz ¢ast 3.3.1).

Uloha md pravé jedno feseni, podobné jako v euklidovské geometrii, kde dvé strany a tihel
mezi nimi jednoznac¢né urcuji trojihelnik.

Priklad 3.3. Jsou dény Ghly a = 74°14', b = 57°28', y = 83°21’. Existuje-li sféricky
trojihelnik se stranami a, b a tihlem 7, urCete jeho zbyvajici stranu ¢ a dhly o a 8.
Reseni:

Prvky a, b a y splituji vlastnost 4, tudiz podle bodu 3. v ¢asti 3.1.1 existuje jediny sféricky
trojuhelnik (aZ na polohu) o stranich a, b a thlu Y.

Stranu ¢ ziskdme pifimo dosazenim zadanych hodnot do kosinové véty pro stranu:

cosc =cosa-cosb+sina-sinb-cosy
cosc = cos74°14" - cos 57°28' +sin74°14’ - sin57°28’ - cos 83°21’
cosc=0,2717-0,5378 40,9624 -0,8431-0,1158
cosc =0,2401
c=176".

Nyni zname velikost vSech ti{ stran trojihelnika a ve vypoctu pokracujeme podle zadani
SSS (viz ¢ast 3.3.1). Dostaneme:

cosax =0,1742 cosfB =0,5058
o = 79°58, B = 59°37'.

3.3.4 Zadani USU

Zname velikost dvou dhli a strany, ke které priléhaji, napt. strana a a Ghly f a 7.
Podobné jako v predchozim pfipadé zname tfi prvky, které mizeme dosadit do znamého
vztahu. Pfimo z kosinové véty pro thel tedy dopocitdme zbyvajici thel a:

coso = —cosf3-cosy+sinf -siny- cosa.

Timto jsme ziskali velikost posledniho thlu a ddle miZeme tlohu fesit podle zadani UUU
(viz ¢ast 3.3.2).

Uloha mé pravé jedno feseni, podobné jako v euklidovské geometrii, kde velikost strany a
velikost thll k ni prilehlych jednozna¢né urcuji trojihelnik.
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Priklad 3.4. Jsou dany thly a = 51°41', B = 38°58’, y = 107°47'. Existuje-li sféricky
trojihelnik s dhly 3, v a stranou a, urCete jeho zbyvajici dhel o a strany b a c.

Reseni:

PrvKky a, B a vy spliiuji vlastnost 4, a proto podle bodu 4. v ¢asti 3.1.1 existuje jediny sféricky
trojihelnik (aZ na polohu) se stranou a a thly 3 a y.

Zbyvajici thel o ziskdme pfimo dosazenim zadanych hodnot do kosinové véty pro uhel:

cosot = —cos f3-cosy+sinf -siny-cosa
cosa = —cos38°58’ - cos 107°47" +sin38°58' - sin 107°47’ - cos 51°41
cos o = —0,7775 - (—0,3054) +0,6289-0,9522 -0, 62
coso = 0,6087
o =52°30".

Nyni zndme velikost vSech ti{ Ghld trojihelnika a ve vypoctu pokracujeme podle zadani
UUU (viz ¢ast 3.3.2). Dostaneme:

cosb=0,7831 cosc =0,3364
b =38°27, c=170°21".

3.3.5 Zadani v pravouihlém trojihelniku

Necht je nyni v trojihelniku ABC thel y = 90°, strana c je pfepona, strany a, b jsou odvésny
a a, B zbyvajici dhly.

Pri feSeni pravouhlych trojihelnikii miZeme pouZit stejné postupy jako u obecnych
trojuhelnikd, které jsme si ukdzali v ¢astech 3.3.1-3.3.4. Mnohdy je vSak vyhodné&jsi a
jednodussi vyuzit Neperovo pravidlo. Na nasledujicim piikladé si ukdZeme jak na to.

Priklad 3.5. Jsou ddny odvésny a = 29°09" a b = 65°44’ pravouhlého sférického trojihel-
nika. Existuje-li takovy trojihelnik, urcete jeho zbyvajici prvky c, o, B.

ReSeni:

Takovy trojihelnik podle bodu 3. v ¢asti 3.1.1 existuje jediny.

Priklad vyfeSime pomoci Neperova pravidla. Nejprve dopocitdme preponu ¢ z jeho prvni
¢asti (kosinus prvku je roven soucinu sint protilehlych prvka):

cosc = sin(90° —a) - sin (90° — b)
cosc = sin (90° —29°09’) - sin (90° — 65°44)
cosc = sin60°51" - sin24° 16
cosc =0,8733-0,411
cosc =0,3589
c=68°58.
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Uhly o a B nyni postupné vyjadifme pomoci Neperova pravidla napiiklad takto:

cos ot = cotg (90° — D) - cotgc cos B =sino -sin (90° — D)
cos o = cotg (90° — 65°44’) - cotg 68°58' cos B =sina - cosh

cos o = cotg24°16’ - cotg 68°58' cos B =sin31°28’ - cos 65°44/
cosa:tg2i016,-tg6;058, cosp =0,522-0,411

cosox =2,2182-0,3845 cosf3 =0,2145

coso = 0,8529 B=17°36".

o =31°28/,




Kapitola 4

Aplikace v geogratfii

Vyznamnou funkci maji poznatky ze sférické geometrie a trigonometrie pfi vypoctech
na zemském povrchu ¢i na nebeské sféfe. Jejich uplatnéni tak najdeme i1 ve védach jako
je napf. geografie, astronomie nebo geodézie. V nasledujicim textu naleznete nékolik
reSenych prikladd, na kterych si ukdZzeme praktické vyuZziti poznatkili popisovanych v této
praci. Zamérné jsou vybrany piiklady, se kterymi se setkdvaji i vysokoSkolSti studenti
geografie.

Pti vypoctech povazujeme Zemi za kouli o poloméru r, = 6371 km. VyuZijeme 1 vzorce
(3.2) rovinné trigonometrie uvedené v tvodu kapitoly 3.3, a také se predpoklada znalost
pojmi rovnobézka, polednik, rovnik, zemska osa a severni a jizni pol.

4.1 Slovnicek geografickych pojmu

Jesté nez se pustime do feSeni praktickych ptfikladi, uvedeme si zde né€kolik pojmi, se
kterymi se budeme pfi vypoctech setkdvat.

ortodroma nejkratsi spojnice dvou bodu na sféfe (napt. na povrchu Zemé),
tj. s-usecka

loxodroma spojnice dvou bodi na sféfe, ktera protina vSechny poledniky
pod stejnym thlem

zemépisné souradnice udavaji polohu daného mista na povrchu Zemé (obr. 4.1);
= zemé&pisna $itka (@), zemépisna délka (1)

zemépisna Sirka ¢ stérickd vzdalenost daného mista od rovniku;
mista nad rovnikem maji severni $itku (0°-90° s. §.), mista pod
rovnikem maji jiZni Sitku (0°-90°].5%.);
zemépisné Sifce @ je rovna také vyska svétového pdlu nad
obzorem (viz obr. 4.2 vpravo)

zemépisna délka A stéricky uhel, ktery svird mistni polednik s nultym polednikem;
mista smérem na vychod od nultého poledniku maji vychodni
délku (0°-180° v.d.), mista smérem na zdpad maji zapadni
délku (0°-180° z.d.)

_27—
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Obr. 4.1: Zemépisné souradnice Obr. 4.2: Nebeskd sféra — obzor

nebeska sféra

obzor

zenit 7

nadir N

svétové p()ly Pss, PSJ

meridian

vySkova kruZznice

vySka nad obzorem h

zenitova vzdalenost z

mySlend kulovd plocha, na kterou se promitaji télesa ve
Vesmiru, jejim sttedem je pozorovatel na povrchu Zemé
(obr. 4.2)

hlavni kruznice na nebeské sféfe, ve které vodorovna rovina
vedend mistem pozorovatele protne nebeskou sféru (vodorovna
z pohledu pozorovatele);

merididn protne obzor v severnim (S) a jiznim (J) bod¢€ obzoru,
hlavni kruZnice kolma k merididnu a k obzoru protne obzor ve
vychodnim (V) a zdpadnim (Z) bodé obzoru (obr. 4.2)

neboli nadhlavnik, je bod nad pozorovatelem, ve kterém kol-
mice k roviné obzoru vedend mistem pozorovatele protne ne-
beskou sféru

neboli podnoznik, je bod diametrdlné protilehly k zenitu Z

pruseciky zemské osy s nebeskou sférou;
severni svétovy pol Pgss a jizni svétovy pol Pg;y

neboli mistni polednik, je hlavni kruZnice na nebeské sféie
prochézejici zenitem, nadirem a svétovymi poly

hlavni kruZnice na nebeské sféfe prochazejici zenitem, nadirem
a danou hvézdou

stéricka vzdalenost dané hvézdy (bodu) od obzoru;

méfi se na vySkové kruznici; nabyva hodnot od 0° do —90°
pro hvézdu pod obzorem a od 0° do +90° pro hvézdu nad
obzorem;

jinak feceno je to vyskovy uhel, pod jakym se divime smérem
na hvézdu méfeny od vodorovné roviny

sféricka vzdélenost zenitu a dané hvézdy;

méfi se na vySkové kruznici od zenitu smérem k hvézde;
nabyva hodnot od 0° (hvézda v zenitu) do 180° (hvézda v na-
diru) a plati z+h = 90°

28
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Obr. 4.3: Obzornikové souradnice Obr. 4.4: Rovnikové souradnice

svétovy rovnik

azimut A

— astronomicky

— topograficky

deklinaéni kruznice

deklinace &

hodinovy uhel t

polova vzdalenost p

rovnikové souradnice

hlavni kruZnice na nebeské sféfe, ve které nebeskou sféru pro-
tina rovina zemského rovniku

stéricky thel mezi merididnem a vySkovou kruZnicf;

jinak feceno je to thel, pod kterym se divim na hvézdu (méfeny
od mistniho poledniku k poledniku dané hvézdy)

méfi se od jizniho bodu obzoru smérem k zdpadnimu; nabyva
hodnot 0°-360° (jih 0°, zapad 90°, sever 180°, vychod 270°);
méfi se od severniho bodu obzoru smérem k vychodnimu,
slouzi napft. k urcovani sméru pochodu, nejcastéji méfen bu-
zolou

hlavni kruznice na nebeské sféfe prochédzejici danou hvézdou
a svétovymi poly

sféricka vzdalenost hvézdy od svétového rovniku;

méfi se na deklinaéni kruZnici;

nabyva hodnot od —90° pro Pgy do +90° pro Psg

sféricky uhel mezi merididnem a deklina¢ni kruznicf;

meéri se od merididnu smérem k deklinaéni kruznici;

udava se v hodindch 0-24 h nebo ve stupnich 0°-360°;

v podstaté je to thel dany rozdilem zemépisnych délek polohy
pozorovatele a dané hvézdy

sféricka vzdalenost dané hvézdy od severniho svét. pélu Pgg;
nabyvd hodnot od 0° (hvézda na severnim pélu) do 180°
(hvézda na jiznim pélu) a plati & +p = 90°

= deklinace (6), hodinovy thel (t), pélova vzdalenost (p);
zékladni rovina je ddna svétovym rovnikem

obzornikové souradnice = vyska nad obzorem (h), azimut (A), zenitova vzdélenost (z);

zékladni rovina je ddna obzorem
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4.2 Délka rovnobézky a 1° zemépisné délky

Délka rovnobézky

RovnobéZzka je kruznice spojujici mista na Zemi se stejnou
zemépisnou Sitkou. Rovina ur¢end danou rovnobézkou je
rovnobéznd s rovinou rovniku. Délka rovnobézek se zme-
nsuje od rovniku smérem k p6lim (pro pdly je rovna 0).

Urceni délky libovolné rovnobézky na Zemi je vlastné
vypoctem délky vedlejsi kruZnice na sféfe. Vypocet vychazi
z obr. 4.5 a vyuZije se pfi ném pievazné znalosti z euklidov-
ské geometrie.

Oznac¢me r; — polomér Zemée a ry — polomér dané rov-
nobézky o zemépisné Sifce ¢. Délka o, rovniku, resp. libo-
volné hlavni kruZnice na Zemi, je rovna obvodu kruZnice o poloméru r, a podobné délka
dan€ rovnobézky o je rovna obvodu kruznice s polomérem rg, tedy

Obr. 4.5: Délka rovnobézky

0y =27r; “4.1)
a O(P = 27tr(p

Vyjadiime ry pomoci funkce kosinus thlu ¢ z pravodhlého trojahelnika (viz obr. 4.5).
Je tedy

’
cosQ = r—q) odkud Fo =17 COSQ.
Z

Dosazenim za ry do rovnice pro obvod oy dostaneme vyjddieni pro délku rovnobézky
o zemé&pisné Sifce @:
0p = 2Tr;-Cos @. 4.2)

Piiklad 4.1. Urcete délku rovniku a délku rovnobézky pro 50° zemépisné Sitky.

Reseni:
Pro vypocet staci pouze dosadit do rovnic (4.1) a (4.2), kde r, =6371km a ¢ = 50°.
Délka rovniku:

o =2mr;=2-1w-6371 =40030km.

Délka rovnobézky 50°:
09 =2mr;-cos@ =2-mw-6371-cos50° =2-7w-6371-0,6428 = 25731 km.

Odpoved: Délka rovniku je pfiblizné 40030 km a délka rovnobézky pro 50° zemépisné
Sitky je asi 25731 km.
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Urceni 1° zemépisné délky

Geografové se setkdvaji také s vypocty délky rovnobéZky mezi dvéma sousednimi poled-
niky (o rozdilu 1° z.d.) pro danou zemépisnou §itku. Tzn. urcit, jakou vzdélenost ujdu,
jestliZze se vydam napf. po rovnobéZce 50° s. §. od poledniku 14° v. d. k poledniku 15° v. d.
(Uvédomme si vsak, Ze se pro danou zemépisnou Sifku nejednd o nejkrat§i mozZnou trasu
mezi danymi poledniky, nebot rovnobézka neni hlavni kruznice.)

Jelikoz libovolna kruZnice pfislusi sttedovému thlu o velikosti 360°, délku 1° zjistime
jednoduse vydélenim délky dané rovnobézky hodnotou 360.

0 27r, - cos @
d(1°) = 2 ===
(") 360 360

Try - Cos @
180

popt. po zkrdceni d(1°) = 4.3)
K nésledujicim vypoctiim je pro nds velmi uZzite¢né znat délku 1° na rovniku, resp. délku
1° na libovolné hlavni kruznici na zemékouli:

o, 2mr; 40030

360 - 360~ 360 d.2km “H

Obecné na sféfe o poloméru r ziskame délku 1° na s-pfimce, resp. s-isecce vypoctem

d(1°) =

2nr
1°)= —.
(") 360
Priklad 4.2. Urcete vzdalenost 1° zemé&pisné délky pro 40° zemépisné Siiky.
ReSeni:
Do vzorce (4.3) pro vypocet délky 1° z.d. dosadime za r, = 6371km a ¢ = 50°:

2xr;-cos¢  2-mw-6371-cos40°  40030-0,766
d(1°) = == = = ’ = 85.2km.
(%) 360 360 360 <0

Odpoved: Jeden stupent ma na rovnobéZce se zemépisnou Sitkou 40° délku asi 85,2 km.

4.3 Vzdalenost dvou mist na Zemi

Nejkratsi vzdalenosti dvou mist na zemském po-
vrchu je ortodroma, tedy c¢ast hlavni kruZnice
(s-usecka). UrCeni vzdalenosti dvou mist na zeme-
kouli tedy odpovida urceni délky s-usecky.

K vypoctu vzdalenosti dvou mist A a B na zemé-
kouli, jejichZ poloha je ddna zemépisnymi soufad-
nicemi A[@;, A1] a B[@, 4], vyuZivime sféricky
trojihelnik, jehoZ vrcholy jsou dand mista A a B a
severni pol Pg (obr. 4.6).

Strana APs ma pak velikost 90° — ¢y, strana BPg
ma velikost 90° — ¢, a uhel pii vrcholu Pg je dén
rozdilem zemépisnych délek AL = A, — A;. Délka
strany AB, ozna¢me ji x, dopoctena v délkovych jed-
notkéch, je pak hledanou vzdalenosti danych mist.

Obr. 4.6: Vypocet vzdalenosti
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Ve sférickém trojuhelniku ABPg tedy zndme dvé strany a uhel, ktery sviraji. Zbyvajici
stranu x dopocitdme z kosinové véty pro stranu (viz zadani SUS, kap. 3.3.3)

cosx = cos (90° — @1 ) - cos (90° — @) +sin (90° — @1 ) - sin (90° — @2) - cosAA,  (4.5)
kterou muzeme také upravit (za pouziti vzorcu (3.2)) do tvaru
COSX = Sin @ - Sin @ + cos Q1 - COS P, - COSAA.

V zavéru staci velikost x vypoctenou ve stupnich vynésobit délkou 1° hlavni kruZnice na
zemékouli (viz rovnice (4.4)) a ziskdme vyslednou vzdalenost mist A a B v kilometrech.
Konkrétni feSeni si ukdZeme na prikladech ddle.

Existuji jesté dva specidlni piipady polohy dvou bodl na Zemi, resp. vypoctu jejich
vzdalenosti. Prvni z nich je, pokud oba body A i B leZi na rovniku (zemépisna Sifka
obou mist je @; = @ = 0°). V tomto piipadé uréime délku x jako rozdil AL = A, — A4
zemépisnych délek danych mist. Vysledna vzdalenost mist A a B je pak rovna

27r, - AL
360

V druhém piipadé lezi oba dva body na stejném poledniku (zemépisnd délka obou mist je
shodnd A; = A;). Délku x uréime jako rozdil A¢ = @, — @ zemépisnych §ifek obou mist.
Ve vysledku je potom vzdalenost mist A a B

d(A, B) =

27r, - AQ

dAB) ==

Priklad 4.3. Vypocitejte, jakd je nejkratsi vzdélenost PafiZe (48°50' s.§.,2°20' v.d.) a Brna
(49°12's.%., 16°37' v.d.).

Reseni:

Dana mésta spolecné se severnim polem Pg tvori sféricky trojuhelnik. Stranu PB tohoto
trojuhelnika (ozna¢me ji x) vypocitdme pomoci kosinové véty pro stranu:

cosx = cos (90° — ;) - cos (90° — @2) +sin (90° — ¢y ) - sin (90° — @) - cos (A, — Ap).
Dosazenim ¢ = 48°50/, @, = 49°12/, A; = 2°20/, A, = 16°37

dostavame:
cosx = cos41°10" - cos40°48’ +sin41°10’ - sin40°48’ - cos 14°17’
cosx =0,7528-0,757+0,6583-0,6534-0,9691
cosx = 0,9867
x=9°21"=9,35°.
Sférickou vzdalenost danych mist vyndsobime délkou 1° (viz rov-

nice (4.4)), a ziskame:

d(B,P)=x-111,2=9,35-111,2 = 1040km.

Nyl

dpovéd: Nejkratsi vzdal t 1B P je 1040 km.
Odpové ejkratsSi vzdalenost mezi Brnem a Pafizi je m Obr. 4.7: Brno — Pafis
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Priklad 4.4. Urlete leteckou vzdalenost mést Sydney (33°51’j.8., 151°13’v.d.) a New
York (40°43’s.%., 73°59' z.d.).

ReSeni:

Dana mésta spole¢né se severnim pélem Pg tvori sféricky trojihelnik, jehoZ jednu stranu
SN = x mame vypocitat.

Ozna¢me @ = 33°51', @, = 40°43', A} = 151°13/, A, = 73°59’. Strana PsS m4 délku
90° + ¢@; = 90° +33°51" = 123°51’ a strana PsN md délku 90° — @, = 90° — 40°43’ =
= 49°17’. Uhel pfi vrcholu Pg je roven 360° — A; — Ay = 360° — 151°13/ —73°59’ =
= 134°48'.

Ps

Obr. 4.8: Sféricky trojihelnik PsSN

Velikost x vypocitdme pomoci kosinové véty pro stranu:

cosx = cos123°51" - cos49°17’ +sin 123°51" -sin49°17" - cos 134°48’
cosx = 0,6523-(—0,557) +0,7579-0,8305 - (—0,7046)
cosx = —0,8068

x = 14347 = 143,78°.

Stérickou vzdalenost danych mist vyndsobime délkou 1° (viz rovnice (4.4)) a ziskdme:
d(S,N)=x-111,2=143,78-111,2 = 15988 km.
Odpovéd: Vzdélenost mezi Sydney a New Yorkem je pfiblizné 15 988 km.

Poznamka: V geografické praxi je konvencnim zvykem privypoctech uddvat kladné hodnoty
ihlu pro severni sitky a vychodni délky, a zdporné hodnoty tihlit pro jizni sitky a zdpadni
délky. Timto se postup vypoctu mirné zjednodusuje, nebot neni treba aZ tak premyslet nad
polohou danych mist a do vzorce (4.5) staci pouze spravné dosadit kladné nebo zdporné
hodnoty iihli.

Pozor je treba ddt pouze u vypoctu iihlu AA, ktery Casto timto zpiisobem vychdzi vétsi
nez 180° a tedy neodpovidd tihlu v daném sférickém trojithelniku. Sprdavnd hodnota iihlu
u vrcholu Pg je v tomto pripadé 360° — |AA|. Privypoctu vzddlenosti, kde se pouZivd funkce
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kosinus ndm to vsak nevadi, nebot hodnota cos je pro oba iihly shodnd. Pro jiné vypocty je
vSak tFeba mit toto na paméti a pocitat s prislusnym tihlem mensim nez 180°.

V kaZdém pripadé je vhodné mit predstavu, jak redlné vypadd trojithelnik, ve kterém
pocitdame.

x budeme dosazovat za @) = —33°51’, @, =40°43', A; = 151°13', A, = —73°59":
cosx = co0s (90° — 1) - cos (90° — @) +sin (90° — @) - sin (90° — @) - cos (A — Ap)
cosx = cos (90° — (—33°51")) - cos (90° — 40°43") +

+5in (90° — (—33°51")) - sin (90° — 40°43') - cos (151°13' — (—73°59’))
cosx = cos 123°51" - cos49°17' +sin 123°51” - sin49°17’ - c0s 225°12

x = 143°47" adale viz predchozi postup.

Priklad 4.5. Skupina dobrodruznych védct se vydava lodi nejkratsi cestou z Tokia
(35°40's.5., 139°45" v.d.) do vyzkumné stanice na Antarktidé (63°48’j.5., 57°53' z.d.).
Jak dlouho jim potrvd plavba, pluje-li lod” primérnou rychlosti 15 nidmofnich mil' za
hodinu? (1 NM = 1852 m)
ReSeni?:
Nejkratsi cestu z Tokia (T) na antarktickou vyzkumnou stanici (A) vypocitdme jako délku
ortodromy mezi témito misty. Opét vyuZijeme sféricky trojihelnik, jehoz vrcholy tvori
dana mista a severni pol Pg.
Velikost strany TA = x trojihelnika vypoc¢itime pomoci kosinové véty pro stranu:
cosx = cos (90° — ;) - cos (90° — @2) +sin (90° — ¢y ) - sin (90° — @) - cos (A, — Ap).
Dosazenim @ = 35°40/, @, = —63°48', A; = 139°45’, A, = —57°53' dostavame:
cosx = c0s54°20" - cos 153°48' +sin54°20' - sin 153°48’ - cos (—197°38’)
cosx =0,5831-(—0,8973) +0,8124-0,4415- (—0,953)
cosx = —0,865
x = 149°53' = 149, 89°.
Potom vzddlenost danych mist:
d(T,A)=x-111,2=149,89-111,2 = 16668 km.
Abychom urcili, jak dlouho lod popluje, vydélime vzdalenost mist primérnou rychlosti
lodi, pfi¢emzZ rychlost lodi je I5SNM/h = 15-1852m/h =27780m/h = 27,78km/h:
1666
16608 _ 600h = 25 dni.
27,78

Odpovéd: Plavba lodi z Tokia na antarktickou vyzkumnou stanici potrva 25 dni.

'Namotni mile (NM) je jednotka délky pouZivand pfevazné v ndmoini a letecké dopravé. 1 NM je rovna
délce oblouku hlavn{ kruZnice na zemském povrchu, jehoZ stiedovy thel je 1. 1 NM = 1852 m.
ZPii vypoctu vyuZijeme poznamku z pfedchoziho piikladu (4.4).
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Priklad 4.6. Jak dlouho by védctiim trvala plavba v pfikladu 4.5, kdyby tuto cestu absol-
vovali ve stiedovéku, kdy se lod& neplavily po ortodromach, ale po loxodromach3?

loxodroma .=
£~ ortodroma

Obr. 4.9: Loxodroma Obr. 4.10: Vztah ortodromy a loxodromy

Reseni:

Odvozeni vzorct pro vypocet délky loxodromy vyZaduje znalosti nad ramec téch stiedo-
Skolskych, proto si je nyni uvedeme bez dikazu.

Pro délku /4p loxodromy mezi misty A a B plati vztah

rel(g—@)°| 7

Iig = -
AB cos A 180°°

pro ktery nejprve potfebujeme urcit azimut A (dhel, ktery v kazdém bod¢ svird loxodroma
s mistnim polednikem) z rovnice

(MM x
A (B as)]
log | —5——S
tg<7+450>

kde M = 0,434 je konstanta vychazejici z integrace pti odvozovani vztahu.

Pokud (4, — A1) > 180°, je potfeba v rovnici misto tihlu (A, — A;) pouZit tihel
360° — | Ay — Ay], ktery sviraji mistni poledniky a je mensi nez 180°.*
Pro mista T a A tedy nejprve uréime azimut dosazenim hodnot z pfedchoziho ptikladu:
@ = 35°40', @, = —63°48', A} =139°45' A, = —57°53/,
kde namisto A, — A; = —57°53' — 139°45’ = —197°38’ pouZijeme dhel 360° — [A; — 4| =
=360° — 197°38’ = 162°22’. Je potom:

162°22/.0,434 1« 70,4671 &
tgA = e T _ 1332, odkud
8 tg13°6' | 180° log(0,1194) 180° o0 %
& 1126250/
A= —-53°.

3 A¢koli loxodroma nenf nejkratsi spojnici dvou bodii na sféfe, resp. na zemském povrchu, byly loxodro-
mické cesty pro svou jednoduchost v minulosti vyuZivany pfi ndmoini plavbeé i v letecké navigaci. Jejich
vyznam klesl diky rozvoji modernich navigacnich systému (GPS apod.).

4viz poznamka u piikladu 4.4
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Pro délku loxodromy mezi Tokiem a antarktickou vyzkumnou stanici pak plati:

6371-99°28' & 633702,13 =&
TA = =

= 18421 km.

cos—53°6' 180°  0,6004  180°
Délka plavby po loxodromé by potom trvala:

18421

— = 1h = 27,6 dni.
2778 663, ,6 dni

Odpovéd: Loxodroma je mezi danymi misty o 1753 km delsi nez ortodroma, plavba po ni
by tedy trvala priblizn€ o 2 a pil dne déle.

4.4 Souradnice obzornikové a rovnikové

Podobné jako polohu mista na zemékouli ur¢ujeme zemépisnymi soufadnicemi, polohu
objektd na nebeské sféfe urujeme pomoci soufadnic obzornikovych nebo rovnikovych
(jejich definice v ¢asti 4.1).

Obr. 4.11: Obzornikové a rovnikové souradnice Obr. 4.12: Nauticky trojuhelnik

Pro vypocty na nebeské sféie je dulezity sféricky trojihelnik, ktery nazyvame nauticky
trojuhelnik (vybarven fialov€ na obr. 4.12). Jeho vrcholy jsou severni svétovy podl Psg,
zenit Z pozorovaciho mista se zemépisnou Sitkou ¢ a hvézda H (resp. objekt na nebeské
sfére).

Strana PggZ trojihelnika je rovna 90° — ¢ (neboft vyska pdlu Pgg nad obzorem je rovna
zemépisné Sifce @), strana ZH ma velikost 90° — h (nebof je rovna zenitové vzdédlenosti
hvézdy H) a strana PsgH je 90° — & (nebof sféricka vzdalenost p6lu Pss od svétového
rovniku je 90° a sféricka vzdalenost hvézdy H od svétového rovniku je rovna deklinaci d)
— viz také obr. 4.11.

Uhly nautického trojihelnika souvisi s hodinovym thlem t a azimutem A. Vzhledem
k tomu, Ze se oba méti od 0° do 360°, budeme rozliSovat dva pripady (obr. 4.13):

Je-li hvézda H na zéapadni poloviné nebeské sféry, odpovidd uhel pfi vrcholu Pgg
hodinovému thlu t a Ghel pii vrcholu Z je roven dopliiku azimutu A do 180°, tedy 180° — A.
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Je-li hvézda H na vychodni poloviné nebeské sféry, potom je uhel pii vrcholu Pgg roven
360° —t a thel pii vrcholu Z ma velikost A — 180°.

Uhel pii vrcholu H, oznadeny na obr. 4.12 jako 7, je tzv. paralakticky thel, ktery viak
pii vétsiné praktickych vypoctl neni potieba, proto se jim nebudeme déle zabyvat.

Obr. 4.13: Nauticky trojihelnik pro hvézdu na zdpadé a na vychodé

Jestlize jsou ddny tfi z Ghlt ¢, A, h, t, , potom lze zbyvajici dva thly z nautického
trojuhelnika dopoditat. Zejména pak mizeme z obzornikovych soufadnic hvézdy (resp.
objektu na nebeské sfére) vypocitat jeji souradnice rovnikové a naopak.

z My

Priklad 4.7. Z pozorovaciho mista o zemépisné §ifce ¢ byl zméfen azimut A a vyska h
hvézdy. Uréete hodinovy thel t a deklinaci 6 hvézdy.

Reseni:

Vypocet provedeme na zakladé nautického trojuhelnika, pro pfipad, kdy 0° < A < 180°,
tedy kdy se hvézda nachdzi na zdpadni poloviné nebeské sféry. Nauticky trojihelnik je
v tomto piipadé jednoznacné urcen dvéma stranami (90° — ¢ a 90° —h) a dhlem, ktery
spolu sviraji (180° — A).

Deklinaci 6 uré¢ime z kosinové véty pro stranu 90° —

cos (90° — &) = cos (90° — @) - cos (90° —h) +sin (90° — @) -sin (90° — h) -cos (180° — A),

kterou Ize, pomoci vzorcti (3.2), pfepsat ve tvaru
sind =sin@ - sinh — cos @ - cosh - cos A.
Hodinovy thel t mizeme dopocitat ze sinové véty:

sin (90° —&6)  sin(90° —h)

sin (180° —A) sint
kterou opét vyuzitim vzorcu (3.2) vyjadiime jako
o h h-sinA
C.OS _ C(?S odkud ging = Sosh-sin
sinA  sint cos o

Dostali jsme tak vztahy pro ,,pfevod obzornikovych soufadnic na soufadnice rovnikové.
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Piiklad 4.8. Je znam hodinovy thel t a deklinace hvézdy &. Urcete jeji azimut A a vysku h

Zz Y

v pozorovacim misté o zemépisné Sifce ¢.

Reseni:

Pfi vypoctu opét vyjdeme z nautického trojuhelnika pro piipad, kdy se hvézda nachdzi na
zdapadni polovin€ nebeské sféry, tedy kdy 0° <t < 180°. Trojdhelnik je v tomto pfipadé
opét jednozna¢né urcen dvéma stranami (90° — ¢ a 90° — ) a tihlem, ktery spolu sviraji (t).
Vysku hvézdy h uréime z kosinové véty pro stranu 90° —h

cos (90° —h) = cos (90° — @) - cos (90° — &) +sin (90° — @) - sin (90° — &) - cos (t)
kterou Ize, pomoci vzorct (3.2), vyjadfit ve tvaru
sinh =sin@ -sind + cos @ - cos - cost.

Azimut A lze vypocitat ze sinové véty:

sin(90° —4)  sin(90° —h)
sin(180°—A)  sint

odkud dpravou jako v piedchozim piikladé vyjadiime

) cos O - sint
SinA = —
cosh

Dostali jsme tak vztahy pro ,,pfevod* rovnikovych soufadnic na soufadnice obzornikové.

Piiklad 4.9. Jedna z nejpouzivangjich druZic pro satelitnf vysilani v CR, druZice Astra 3,
je umisténa nad rovnikem na poledniku 23,5° v. d. ve vySce zhruba 36 000 km od povrchu
Zemé. Jakym smérem je tfeba nastavit v Brné (49,2°s.58., 16,6° v. d.) satelitni anténu na
jeji prijem?

ReSeni:
Urcit nasmérovani satelitni antény znamend zjistit,
o kolik stupnd ji musime zvednout oproti vodorovné
roviné a o kolik stupiiti ji otocit k vychodu nebo za-
padu vzhledem k jiznimu ¢i severnimu sméru. Dru-
Zice Astra 3 v tomto pfipadé tedy nahrazuje hvézdu H
a nas$im tkolem je zjistit jeji obzornikové soufadnice
— vySku nad obzorem (h) a azimut (A).

Vyjdeme z nautického trojihelnika pro hvézdu Diunce
na vychodni polokouli. JelikoZ je druZice umisténa
nad rovnikem, jeji deklinace je nulovd, § = 0°. Strana Obr. 4.14: Nauticky trojihelnik —
PssD je pak 90° — § = 90° — 0° = 90°. Uhel pfi sever- druZice Astra 3
nim svétovém poélu Pgg je roven rozdilu zemépisnych
délek mezi druzici a mistem pi{jmu (Brnem), tj. 360° —t = Ap — Ag = 23,5° — 16,6° =
= 6,9°. Strana PggZ nautického trojihelnika je rovna 90° — g = 90° —49,2° = 40, §8°.
Strana ZD ma velikost 90° — h, odkud potfebujeme vypocist vysku h. Déle vzhledem
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k tomu, Ze bychom v redlu pravdépodobné méfili azimut pomoci buzoly, budeme poci-
tat s azimutem topografickym (tj. méfime od severniho bodu obzoru). Pak je v nasem
trojuhelniku thel pfi zenitu Z roven hledanému azimutu A.

Vypocet odpovida prevodu rovnikovych soufadnic na obzornikové, a tedy miiZzeme
postupovat podle piikladu 4.8. Zndme dvé strany sférického trojihelnika a udhel, ktery
sviraji. Nejprve tedy dopocitdme zbyvajici stranu trojuhelnika (tj. zjistime vySku druZice
nad obzorem h) z kosinové véty pro stranu:

cos (90° —h) = cos (90° — @) - cos 90° 4 sin (90° — @p) - sin90° - cos (Ap — Ag)
odkud pouzitim vzorci 3.2
sinh = sin @g - c0s90° + cos @p - §in90° - cos (Ap — Ap)
0 1

sinh = cos @g - cos (Ap — Ap)
sinh = c0s49,2° - c0s6,9°
sinh = 0,6534-0,9928
sinh = 0, 6487

h = 40,4°.

Azimut A dopocitdme ze sinové véty:
sin(90° —6)  sin(90° —h)
sinA  sin(360° —t)

odkud upravou a pouzitim vzorct 3.2
sin90° - sin (Ap — Ag)

SinA = 6 cosh

) 1-sin6,9°

SInA = cos40,4°

. 0,1201

SR 0.7615

sinA =0,1577
A=171°.

Poznamka: Pii vypoctu thlu z funkce sinus dostdvame v intervalu od 0° do 180° dvé
mozna feSeni. Je tfeba vZdy jako feSeni vybrat to, které odpovida vlastnostem sférickych
trojuhelnik a také logicky moznym feSenim daného piikladu. Napf. pro sinA = 0,1577
jsou feSenimi thly A =9° a A = 171°. V daném sférickém trojihelniku leZi thel A oproti
nejvetsi strané, proto musi byt nejvétsim vnitfnim dhlem (coz by teoreticky mohlo platit
i pro A =9°). Zaroven vSak musi byt soucet vnitfnich Ghli vétsi nez 180°, coz lze splnit
jediné volbou A = 171°. Navic poloha druZice vzhledem k Brnu je pfiblizné JV smérem,
proto hodnota azimutu A musi byt od 90° do 180°.°

Odpovéd: Satelitni anténu v Brné je tfeba naklonit pfiblizné o 40,4° vzhiiru od vodorovné
roviny (obzoru) a vytocit o thel 171° od severniho bodu obzoru ve sméru k vychodu.

SPro topograficky azimut je sever = 0°, vychod = 90°, jih = 180°, zépad = 270°.
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Priklad 4.10. Jak se zméni nastaveni satelitni antény na piijem vysilani z druzice Astra 3
z predchoziho piikladu (4.9), budeme-li ji nastavovat v Praze (50°s.S., 14,5° v.d.)? A jak
tomu bude v Ostraveé (49,8°s.58., 18,25°v.d.)?

Reseni:
Postup vypoctu je shodny s pfedchozim piikladem, pouze se zméni rozméry sférického
trojuhelnika, ve kterém pocitame.

Pro Prahu bude uhel pii severnim svétovém polu Pgg opét roven rozdilu zemépisnych
délek druzice a mista piijmu, tj. Ap — Ap = 23,5° — 14,5° = 9°. Strana PssZ je v tomto
piipadé rovna 90° — @p = 90° — 50° = 40°. Pozice druZice se nezménila, proto dekli-
nace 0 = 0° a strana PggD mad velikost 90°. Potfebujeme vypocist vysku h (ze strany
ZD =90° —h) a azimut A (tj. dhel pii zenitu Z).

Pro vySku h v Praze plati:

cos (90° —h) = cos (90° — @p) - cos 90° 4 sin (90° — @p) - sin90° - cos (Ap — Ap)
sinh = cos ¢ - cos (Ap — Ag)

sinh = cos50° - cos9°

sinh = 0,6349
h = 39.4°.
Azimut je potom:
sinA - SO (Ap — Ap)
cosh
sin9°
A~ oMY
S cos39,4°
sinA =0,2024
A =168°.

Pro Ostravu dostaneme thel pfi Psg roven Ap — Ao = 23,5° — 18,25° = 5,25°. Strana
PssZ je 90° — oo = 90° — 49, 8° = 40,2°. Deklinace je opét 0 = 0°, tedy strana PggD ma
velikost 90°. Potfebujeme opét vypocist vysku h (ze strany ZD = 90° —h) a azimut A (tj.
uhel pii zenitu Z).

V Ostravé plati pro vysku h:

sinh = cos @ - cos (Ap — o)
sinh = c0s49,8° - cos5,25°
sinh = 0,6427

h = 40°.
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Azimut je potom:

SInA = SmiAp —%0) (Ap — Ao)
cosh
sin5,25°
SinA = ———
cos40°
sinA =0,1194
A =173°.

Odpovéd: Satelitni anténu v Praze je tieba naklonit pfiblizné o 39,4° vzhtiru od vodorovné
roviny (obzoru) a vytocit o tihel 168° od severniho bodu obzoru ve sméru k vychodu. Pro
anténu v Ostravé je to priblizné o 40° vzhiiru od obzoru pod azimutem 173°.

Na vysledcich pfedchozich dvou piikladi si miZeme vSimnout, Ze zména sklonu a thlu
oto€eni antény je umérnd rozdilu zemépisnych Sifek a délek jednotlivych mist pfijmu. Velmi
malo se ménil sklon antény viic¢i vodorovné roving, jelikoz zemépisna $itka srovnavanych
pozorovacich mist je také riiznd jen v rdmci necelého 1°. Vzdalenost danych mist ve sméru
vychod—zdpad je o néco vétsi, proto i hodnota azimutu se v jednotlivych mistech vice lisi.



Zaveér

Cilem préce bylo vytvofit studijni text k tématu sféricka geometrie. Cely text je psan pro
Ctendfe, ktefi maji jen stfedoSkolské znalosti matematiky. Tomu odpovidd i vybér obsahu
prace a zptisob formulaci danych poznatkd. Je zde podan piehled zdkladnich pojmi sférické
stérickych trojihelnikit pro ¢tyfi zdkladni zadani, tedy jak pomoci danych prvka sférického
trojihelnika urcit prvky zbyvajici. V posledni kapitole jsme si ukdzali praktické vyuZiti
poznatkd sférické geometrie na redlnych piikladech. Dalsi praktické feSené i nefesené
priklady k procviceni mohou zdjemci nalézt napt. v [8] nebo [7].

Veskeré neprevzaté obrazky v praci jsou vytvoreny v online verzi programu Geogebra
— 3D Grafy.

Prace miiZe byt oporou pfi studiu napf. pro vysokoskolské studenty geografie, ale také
vyukovym textem pro ty ¢tendie, ktefi maji zdjem rozsitit své (nejen matematické) obzory
i 0 znalosti, které se bézné na stfednich Skoldch neuci, avSak je mozné je se znalostmi
stiedoSkolské matematiky zvladnout a maji své uplatnéni i1 v praktickém Zivoté.

_42_
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