PEDAGOGICKA FAKULTA

Katedra matematiky

MUNI
PED

Urcity a kiivkovy integral a jeho aplikace

Bakalarska prdce

Brno 2022

Vedouci prace: Autor prace:

RNDr. Bretislav Fajmon Ph.D. Jan Kyselka



Bibliograficky zaznam

KYSELKA, Jan. Ur¢ity a kiivkovy integral a jeho aplikace. Brno, 2022. 511. Bakalarska
prace. Masarykova univerzita. Fakulta pedagogicka. Katedra matematiky. Vedouci ba-

kalarské prace RNDr. Bretislav Fajmon, PhD.

Anotace

Bakalatrska prace ” Urcity a kiivkovy integral a jeho aplikace” nejprve popisuje teoretické
znalosti z oblasti urcitého integralu, dale jeho vyuziti v geometrii i ve fyzice a ptiblizné
krivkovych integralu I. a II. druhu a jejich aplikaci. Prace obsahuje teoretické znalosti

o problematice, aplikace téchto znalosti a fesené priklady.

Annotation

The bachelor thesis “Definite and Line Integral and its Applications” consists of two
main parts. The first part describes theoretical knowledge about the definite integral,
its uses in both geometry and physics, and approximate methods of computation of the
definite integral. The second part expands on these topics by introducing the type I
and II line integral and its applications. The thesis provides theoretical fundamentals,

practical applications and solved exercises from the area of definite and line integrals.

Klicova slova

urcity integral, priblizné metody vypoctu urcitého integralu, kiivka, kiivkovy integral

Keywords

definite integral, approximate methods of computation of the definite integral, curve,

line integral



Prohlaseni

, Prohlasugi, Ze jsem bakaldrskou prdci zpracoval samostatne, s wvyuZitim pouze
citovangjch pramenu, dalsich informaci a zdroju v souladu s Disciplindrnim tddem pro
studenty Pedagogické fakulty Masarykovy univerzity a se zdkonem ¢. 121/2000 Sb. o
pravu autorském, o prdvech souvisejicich s prdvem autorskym a o zmené nékterych

zdkont (autorsky zdakon), ve znéni pozdéjsich predpisu. “

V Brné dne: 20. 4. 2022 Jan Kyselka



Podékovani

Na tomto misté bych rad podékoval vedoucimu prace RNDr. Bretislavu Fajmonovi,
Ph.D. za jeho cenné rady, pripominky, ochotu a ¢as straveny nejen vedenim mé ba-
kalarské prace, ale i vyukou volitelného predmétu Fyzikalni motivace pro vyuku mate-

matiky, ktery byl pro psani této prace velkou inspiraci.



Obsah

1 Urcity integral
1.1 Definice a vypocet urcitého integralu . . . . .. ... ...

1.2 Zakladni véty o integralnim poctu . . . . . . .. ..o L

2 Vyuziti urcitého integralu
2.1 Vyuziti urcéitého integralu v geometrii . . . . . . .. ... ... ...

2.2 Fyzikalni a dalsi aplikace ur¢itého integralu . . . . . . . ... .. ...

3 Prtiblizné metody vypoctu urcitého integralu
3.1 Obdélnikova metoda . . . . . . . ...
3.2 Lichobéznikova metoda . . . . . . . . . .. ... ...

3.3 Metoda SImpSonova . . . . . . . ... e

4 Kirivkovy integral 1. druhu a jeho vyuziti
4.1 Kriivky a parametrické vyjadieni . . . . . . .. ..o
4.2 Definice kiivkového integralu 1. druhu . . . . . ... ..o 0L
4.3 Vyuziti krivkového integralu 1. druhu . . . . .. .. 0000000

5 Kiivkovy integral 2. druhu a jeho vyuziti
5.1 Orientace kfivky . . . . . . . . .
5.2 Definice kiivkového integralu 2. druhu . . . . . .. oo o000
5.3  Vyuziti kiivkového integrélu 2. druhu . . . . . . .. o000 o0

11

13
13
18

21
21
23
24

27
27
31
35



Katedra matematiky PedF MUNI v Brné

Uvod

RAad bych se v této praci vénoval urc¢itému integralu, kiivkovym integralum a jejich
vyuziti, protoze integraly mi byly béhem mého vysokoskolského studia vzdy blizké a
také jsem na stiedni i zakladni skole mél kladny vztah k fyzice.

Cilem prace je shrnout problematiku urcitého integralu, ktery se vyucuje v matema-
tické analyze, rozsirit ji o kiivkovy integral 1. a 2. druhu a uvést vyuziti téchto integralu
nejen v matematice, ale i ve fyzice. Z vlastni zkuSenosti vim, Ze studenti matematickou
problematiku nejlépe pochopi na piikladech, proto ve své praci uvedu pokud mozno na
kazdou problematiku ptiklady i s fesenim tak, aby byly co nejlépe pochopitelné a aby
¢tenafi dokazali své znalosti aplikovat.

V kapitole 1 je uveden zakladni pojem urcity integral a v kapitole 2 jeho vyuziti v
geometrii, fyzice a jinych oborech. Kapitola 3 ukazuje ¢tenaii ptiblizné metody vypoctu
urcitého integralu, které jsou v nékterych pripadech potieba pouzit.

Druha cast prace se zabyva kiivkovymi integraly. Kapitola 4 uvadi informace o
kiivkach a jejich parametrickém vyjadieni, pfedstavuje kiivkovy integral 1. druhu a
jeho aplikace. V kapitole 5 je ¢tenai seznamen s kiivkovym integralem 2. druhu a jeho

vyuzitim.



1 Urcity integral

V této kapitole se budeme nejprve vénovat problematice urcitého integralu. Na pocatku
si definujeme ur¢ity Riemannuv integral podobné, jak byvéa predstaven ve druhém
ro¢niku v kurzu Matematicka analyza 2, poté se zaméiime na nékteré vlastnosti urcitého
integréalu, které pouzijeme pii jeho geometrickém i fyzikalnim vyuziti.

Motivace:

Obrazek 1.1: Obsah plochy pod krivkou

Resfme problémovou situaci, kdy mame zadanou funkci f(x) na libovolném
uzavieném intervalu (a,b) a nasim tkolem je najit ¢islo, které je rovno obsahu plochy

pod grafem této funkce. Jak za chvili zjistime, toto ¢islo se nazyva urcity integral.

1.1 Definice a vypocet urcitého integralu

Integralni soucty

Pro zjednoduseni budeme uvazovat funkci omezenou na intervalu (a,b), protoze ne-
vlastnim integralum se v této praci vénovat nebudeme. Nyni zkusime odhadnout plochu
pod grafem tim zpusobem, Ze vezmeme maximalni hodnotu funkce na daném intervalu
a vynasobime délkou intervalu, tedy b — a. Snadno si muzeme povsimnout, ze odha-
dovanad hodnota (obdélnik) je vzdy vétsi nebo v krajnim piipadé rovna skuteénému
obsahu pod kfivkou. Pomoci minimaln{ hodnoty funkce na intervalu muzeme stejnym
zpusobem odhadnout plochu, ktera je vzdy mensi nebo rovna obsahu pod kiivkou. Tyto

nase odhady vsak nejsou moc presné, ale jejich presnost muzeme zvysit, pokud nas in-



Katedra matematiky PedF MUNI v Brné

terval libovolné rozdélime na vice intervalu a budeme postupovat stejnym zpusobem v
kazdém podintervalu. Proto provedeme déleni intervalu libovolnou konecnou posloup-
nosti, kde plati:

Aa=20< T < Ty <--<x, =0

V kazdém podintervalu nalezneme maximum (minimum) a vynasobime délkou kazdého
podintervalu, ¢imz nam vzniknou obdélnicky, jejichz souc¢tem ziskdme mnohem lepsi od-
had horni (dolni) hranice obsahu pod kiivkou. Tento soucet nazyvame horni integralni

soucet a obecné piseme:
S(f,D) =Y Mi(w; — i),
i=1

kde M; je supremum hodnot f(z) na podintervalu i-tém. Obdobné stanovime dolni
integralni soucet jen s rozdilem, ze budem bréat m; jako infimum hodnot f(z) na i-tém

podintervalu

S(f,D) = Zmz(xz — xi—l)-

y=1(x)

/

a=Xy X1 X3 g Xpa .o} D=X,

Obrazek 1.2: Horni integralni soucet

Z obrazku 1.2 a 1.3 je patrné, ze skutecny obsah pod grafem je nékde mezi témito
dvéma piipady. Misto toho, abychom tyto hodnoty zacali bezmyslenkovité prumeérovat,
tak se zkusime zamyslet nad délenim, které jsme provedli na zacatku. Nase déleni
charakterizuje jedna dulezitd vlastnost, které fikdme norma déleni v(D). Jedna se o
velikost nejvétsiho podintervalu ze vsech, které jsme vytvorili nasim délenim. Pokud
budeme naSe déleni do nekoneéna zjemnovat takovym zpusobem, Ze se norma déleni

bude stéale vice a vice blizit nule, zjistime, ze nase horni a dolni integralni soucty se



y=1x)

a=X, X X X X D=X,

Obrazek 1.3: Dolni integralni soucet

také vice a vice priblizuji jeden druhému. Zavedeme pojem integralni soucet a muzeme
snadno ovérit, ze spliuje nerovnost s(f, D) < o(f, D) < S(f, D) lze je tedy oba nahradit

jednim integralnim souctem:
o(f,D) = Z f(&i)(z; — zi-1), kde &i je libovolny bod podintervalu i-tého.
i=1

Protoze existuje nekoneéné mnozstvi, jakym lze interval (a,b) rozdélit, tak existuje
i nekonetné mnoho integralnich souc¢tu. Nez si uvedeme definici urc¢itého integralu,

zavedeme si nejprve definici limity téchto integralnich souctu.

Definice 1.1 Rekneme, e L € R je limita integrdlnich soucti o(f,D) piseme
lim,(py— o0 (f, D) = L, prave kdyz pro kazdé libovolné malé € > 0 existuje déleni
Dq takové, Ze pro kazdé jeho zjemméni a pro jakoukoli volbu bodu & v jednotlivijch

o(f,D)—L| <e.

podintervalech plati
S timto zdkladem jiz muzeme konecné definovat urcity integral.

Definice 1.2 Riemannuv urcity integral
Necht fje omezend funkce na intervalu (a,b). Ke kazdému déleni D uvazujeme integrdlni

soucet

n

o(f,D) = Z f&i)(x; — 1), kde & je libovolny bod podintervalu i-tého.

i=1
Rekneme, Ze ¢islo L je Riemannovym wréitym integrdlem funkce f na intervalu (a,b),

pravé kdyz limypy—, o o(f, D) = L. Budeme psdt fff(x)dx = L.
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Ted by se mohlo zdat, Ze mame vyhrano, ale po¢itan{ integrali pomoci této definice
neni uplné bézny postup. Protoze tato prace je zamérena hlavné na praktické tlohy,

tak si zde uvedeme alespon jednoduchy ptiklad.
Piiklad 1.1 Vypoctéte integrdl z funkce f(x) = x na intervalu (1,2).

Podle definice se snazime interval rozdélit tak aby v(D) — 0 (n — oo). Takto ne-
kone¢né déleni ale nikdo z nas nezvladne. Proto si rozdélime interval (1,2) nejdfive jen
na n podintervalu. Pro uleh¢eni toto déleni provedeme rovnomérné. Velikost kazdého

podintervalu tedy bude %

05

-05 0.5

P P

1.5
R X

-05

Obrazek 1.4: Déleni intervalu

Snadno si uvédomime, ze u rostouci funkce je nejvétsi hodnota M; vzdy rovna funkéni
hodnoté pravého krajniho bodu podintervalu a naopak nejmensi hodnota m; vzdy rovna
funkén{ hodnoté levého krajnfho bodu. Body délenf: z; = £ 4+ 1, kde i = 0,1,2,...,n.
Z toho zjistime, ze M; = £ + 1 am; = =+ 4+ 1 pro i = 1,2,...,n. Nyn{ dosadime do

nerovnosti s(f, D) < o(f, D) < S(f, D) a upravime

n

Z(i;1+1>%§a(f,D>§Z(

i=1

1
1) =
+)n

S|
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n

i1 <olf,D) £ Y (i)

i=1
Spocitat hodnotu sum na obou stranach neni zadny problém. Pokud vytkneme n, které
se zde vyskytuje pravé n-krat a vzpomeneme si na vypocet souctu prvnich k ¢lenu
aritmetické posloupnosti, dostaneme nasledujici vyraz
1 n n? 1 n n?
— = (1+n)+ —.
n? 2 (I+n)+ n?

Upravime a nyni konecné rozdélime na nekonecno dilku, tedy pocéitdme limitu lim,, .,

—1 2 1
limn +1§/xdl’§limn+ +1
1

n—oo n n—00 n

< [frare S
= xrax -.
2~/ =2

Ackoli postup byl velice zdlouhavy, dopracovali jsme se k vysledku [ 12 rdr = %, ktery lze
snadno geometricky potvrdit. Nastésti pro nés existuje daleko rychlejsi a efektivnéjsi
cesta jak se dopracovat vysledku. V nasledujici vété se dozvime, jak pocitat urcité

integraly.

1.2 Zakladni véty o integralnim poctu

Véta 1.1 Newton-Leibnizova formule
Necht funkce f(z) je spojitd v intervalu I = {(a,b) a necht F(x) je libovolnd funkce k ni

primitioni. Pak plati

| ra)ds = (F@), = FO) - Fla).

Nyni se muzeme vratit k prikladu 1.1 a zkusit tlohu vytesit pomoci Newton-Leibnizovy

formule )

2 2
T 1 3
/ xdr = {—} =2—=-=-.
. 2 |, 2 2
K vypoc¢tum uréitych integralu budeme z duvodu prakticnosti pouzivat zpravidla
Newton-Leibnizovu formuli. Protoze se tato prace zaméruje predevsim na praktické
vyuziti integralu, tak se podivame na véty, které ndm pomohou s vypocet obsahu ob-

razce ohraniceného krivkami. Dosud jsme se setkali pouze s obsahem plochy pod grafem



Katedra matematiky PedF MUNI v Brné

nezdporné funkce. Ted se podivame, jak vypoéitat obsah plochy mezi osou x a funkei
zapornou. Integral takové funkce je zaporné cislo. Zaporny obsah je vsak z geomet-

rického hlediska holy nesmysl, proto si uvedeme nasledujici vétu.

Véta 1.2 Zaporna funkce
Necht je ddna funkce f(x) ve viech bodech uzavieného intervalu {a,b) zdpornd. Pak
plati:

S = /abf(x)dx.

Obrazek 1.5: Zaporna funkce

Véta 1.3 Obsah mezi dvéma krivkami
Necht jsou ddny funkce f(x) a g(z) definované na uzavieném intervalu {a,b). Necht

Va € (a,b) plati f(z) > g(x), pak

S— /abf(x)dx - /abg(x)dl’.

S témito poznatky muzeme odvodit vSechny ostatni piipady, kdy je funkce na ¢ésti
intervalu kladnd a na c¢asti zaporna a kdy neplati podminka, ze jedna funkce ma vzdy
vétsi ¢i stejnou funkéni hodnotu nez funkce druha. V pripadé vypoctu obsahu takovych
obrazcu interval vhodné rozdélime na takové podintervaly, ve kterych podle véty 1.2 a
1.3 dokazeme obsah snadno spocitat. Nyni by se mohlo zdat, ze dokazeme vypocitat
obsah jakéhokoli obrazce daného kiivkami, ale opak je pravdou. Stéale existuji funkce,
ke kterym nejsme schopni nalézt primitivni funkci tedy ani urcit obsah pod kiivkou.
Piikladem této funkce muize byt f(z) = e*. Obsah dany takovou funkei mizeme ale

urcit priblizné. Tomu se budeme vénovat v kapitole 3.



13

Obrazek 1.6: Obsah mezi dvéma kiivkami

2 Vyuziti urcitého integralu

V této kapitole si ukazeme nejprve néktera geometrickd vyuziti a nésledné i fyzikdlni a

dalsi aplikace urcitého integralu.

2.1 Vyuziti urcéitého integralu v geometrii

V této ¢asti se budeme vénovat obsahum, objemum rotacnich téles a délce kiivek. Ve
vSech téchto piipadech si dokazeme vystacit pouze s urc¢itym integralem, nebo alespon

tehdy, pokud dokazeme urcity integral pocetné vyjadrit. Vse si ukazeme na piikladech.

Obsah rovinného obrazce

Podle definice a zakladnich vét, které jsme si jiz predstavili dokazeme pocitat obsahy
obrazcu jako obsah pod kiivkou. Protoze bychom nedokézali vytesit velké mnozstvi
integralu pouze s predstavenymi aparaty, ukazeme si substituéni metodu a metodu per
partes. Véty o substituci mame dvé ale ani ony ani metoda per partes nejsou cilem této

préace, proto si je ukazeme jen prakticky v ramci nékterych vypoctu.
Pi#iklad 2.1 Vypoctéte obsah mezi kiivkami y = zin(z), x = e a osou x.

Hned na zacatku tlohy je potieba si uvédomit, jestli neni ¢ast obsahu pod osou z a
pokud ano, zda to ovlivni vypocet ¢i nikoliv a najit meze, ve kterych budeme integrovat.

Pravou mez urcuje predpis = e, levd mez je déna bodem P [1,0], ktery vznikl jako



14

Katedra matematiky PedF MUNI v Brné

prusecik osy z a grafu funkce y = xln(x). V tomto pripadé je cely obsah nad osou x.
Muzeme se dat do pocitani
S = / xln(x)dx.
1
Takovy integrél vytesime metodou per partes. Funkci y = zin(x) rozlozime na dvé
funkce u = In(x) a v = z, prvni funkci derivujeme v’ = % a druhou integrujeme
v = Z—; Ve slozime do tvaru [uv’] — [ w'vdz v nasich mezich. Nynf si uz dokdzeme s
piikladem bez problému poradit
27 e .2 e 2 2
T 1x 1 1 e e 1 1
S =1l | — | —Zdx=|=2¥n(z) — 2| = ———+-==(2+1).
@] - [ S5t g - 1] =G -Tri-qe@

Piiklad 2.2 Vypoctéte obsah, ktery vytvor? graf funkce f(z) = sin(3z) ohraniceny

0sou x na jedné své periodeé.

Perioda funkce f(z) = sin(iz) je 4m. Protoze ¢ést lezi pod osou z a ¢dst nad osou,
musime vypocet rozdélit do dvou integralu. Prvni od nuly do 27, kde je obsah kladny

a druhy od 27 do 4w, kde je obsah zaporny, proto jej bereme se znaménkem minus.

2 1 4 1
S = /0 sin <§x) dr — /27r sin <§x) dzx.

Protoze funkci f(z) = sin(32) zatim neumime jen tak integrovat, provedeme substituci

Poéitame

%x =1ta %dx = dt v mezich 0 — 0 a 27 — 7 pro prvni integral a 27 — m,

41 — 271 pro druhy. Muzeme pokracovat
™ 21
S = 2/ 5in(t)dt—2/ sin(t)dt = 2 [—cos(t)]7—2 [—cos(t))>" = 2(14+1)—2(-1—1) = 8.
0 g

Objem rotacniho télesa

V této ¢asti si odvodime, jakym zpusobem vypocitat objem télesa, které vznikne rotaci
grafu funkce kolem jedné z os. Dale si odvodime objemy vyznamnych téles, které vznikly
rotaci kfivky. Odvozeni funguje na podobném principu jako definice urc¢itého integralu
v kapitole 1, proto si ho uz nebudeme popisovat tak podrobné. PopiSeme si pouze rotaci

grafu funkce kolem osy z, ale stejnym zpusobem by §la dokazat i rotace kolem osy .
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Méjme zadanu spojitou omezenou funkei f(z) na intervalu I = (a, by, jejiz graf rotuje
kolem osy z. Pokud bychom celou funkei nahradili libovolnou konstantni funkei f(&)
a tu nechali rotovat kolem osy z, vznikl by ndam valec. Objem valce umime spocitat
podle vzorce V = mr?v. Do tohoto vzorce ted budeme zkouset dosadit. Polomér valce
v nasem piipadé urc¢uje funkéni hodnota &, a vyska valce je délka intervalu (a,b). Ob-
jem bychom tedy vypoéitali piiblizné takto V = 7€?(b — a). Nyni provedeme délen{
intervalu libovolnou konecnou posloupnosti a = z¢y < 1 < ... < x, = b na podinter-
valy. Na kazdém podintervalu nasi funkci f(z) nahradime libovolnou funkef konstantni
prochazejici libovolnym bodem funkce f(z). To si v infinitezimalnim poc¢tu muzeme
dovolit. Tim ndm vzniknou obdélnicky, které rotuji kolem osy x, tim tvoii valecky.

Sectenim téchto valecku dostaneme daleko lepsi odhad redlného objemu
V=Y mf(6) @ — i),
i=1

Provedeme limitu n — oo, tim nam prejde suma v integral, konstantni funkce na

funkei f(z) a (z; — x;_1) jako kousitek ve sméru osy x. Objem se rovna pfesné

b
V = 7T/ 2 (z)dz.
Nyni zkusime vzorecek aplikovat na ptikladech.

NG

Piiklad 2.3 Vypoctéte objem rotacniho télesa, které vznikne rotaci funkee f(x) = 255

kolem osy x na intervalu (0, 2).
Dosadime do vzorce:
2 2 2
2 4
V:ﬂ'/ ﬁ dl’:ﬂ'/ —xdl’,

o \o 1 o @ 1P

provedeme substituci 22 + 1 = ¢, 2zdx = dt v mezich 0 — 1 a 2 — 5 a dopoé¢itame
5 5
2 1 1 8T
V= —dt=2n|—| =27n—=4+1) =—.
o[ w5 -3

Na dalsim piikladé si vyzkousime vypocitat rotaci grafu funkce kolem osy .

Piiklad 2.4 Vypoctéte objem rotacéniho télesa, které vznikne rotaci funkce f(z) = /x

definované na intervalu (0,00) kolem osy y mezi funkcemiy; =1 a yo = 5.
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Priklad neni az tak jednoduchy, jak by se mohlo na prvni pohled zdat. Integraci kolem
osy y nemuzeme brat funkci f(z) tak jak je zadand, ale musime najit funkeci f(y). Tu
najdeme jako inverzni funkeci k funkei f(x). V nasem piipadé je inverzni funkce vétev

paraboly f(y) = y? na kladné poloose y. Miizeme dosadit a pocitat
5

5 5 5
y 5 1. 73124
W/ly y 7?{5]1 7T(5 5) z

Ted si ukdzeme dva pifklady s jejichz vysledkem se kazdy z nés uz urcité nékdy setkal a
které si s trochou nadsazky uz nebudeme muset pamatovat, jak tomu bylo od zakladni
skoly, protoze si je dokazeme vzdy znovu odvodit. Budeme odvozovat objem rotacnich
téles. Diky témto piikladum nam také bude zodpovézena otdzka zvidavych studentu,

kde se vlastné ty vzorecky vzaly.
Piiklad 2.5 Odvod’te vzorec pro vipocet objemu kuzele.

Kuzel si musime vhodné umistit do souradnicového systému. Existuje hned nékolik
vhodnych variant. My ho polozime stiedem, kudy prochazi vyska, na osu z tak, aby
vrchol kuzele byl v pocatku. Kuzel vznikne rotaci piimky kolem osy x. Je dulezité si

najit a spravné pojmenovat ty vhodné body, proto si pro predstavu kuzel nakreslime.

Obrazek 2.7: Rotacni kuzel

Pomoc{ dvou bodui dokdZeme urcit predpis pifmky y = Tz. Vyska kuzele ndm uddva

meze od 0 do v. Muzeme dosazovat
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Yrrn? o r2 [23]" v 1,
V:ﬂ'/o (;)l’dl’:ﬂ'ﬁ{g]ozﬂ'ﬁgzgﬂﬂ”v.
Piiklad 2.6 Odvod’te vzorec pro vijpocet objemu koule.

Tento priklad je pro predstavivost daleko jednodussi, stac¢i kouli umistit do stiedu sou-

stavy soutradnic. Polomér koule » ndm udava meze na obé strany. Koule vzniké rotaci

2 2

kruznice kolem osy z. Kruznici mtiZzeme zapsat rovnici 22 +y? = r2, ztoho y = /r2 — 22.

Mame vse potiené pro sestaveni integralu

T 3 T
V:ﬂ'/ \/?”2—1’22(11’:7T|:T21’—%:| =7T(T3—T—+T3—T—):—7Tr3.

Délka kiivky

V této casti si odvodime vypocet délky ktivky. Opét budeme postupovat podobnym

zpusobem jako u definice urcitého integralu.

Meéjme funkei f(x) se spojitou derivaci na intervalu I = (a,b). Piibliznou délku
kiivky bychom ziskali, pokud bychom celou k¥ivku nahradili iseckou danou krajnimi
body f(a) a f(b) a zméfili jeji velikost. Pro lepsi odhad rozdélime interval I libovolnou
posloupnosti a = o < 1 < ... < x,, = bna podintervaly, na nichz provedeme tu stejnou
myslenku. Zameéfime se na podinterval ¢, kde maji krajni body soutadnice [z;_1, f(z;-1)]

a [z;, f(x;)]. Z tohoto vyjadieni bud pomoci Pythagorovy véty nebo analytické geome-

trie vyjadifme velikost dsecky jako \/(f(z:) — f(wi—1))2 + (2; — i-1)% Kdyz secteme

tyto tsecky dostaneme presnéjsi odhad, ktery nésledné upravime

d=3 V(o) — Flae))? + (o= wia)? =

2

+

(zi —@i1)? (z; — 2;_1)? (i — i-1)-

_ ; (f(zi) = flzi1)) (zi — 2 1)

V limitnim po¢tu n — oo nadm piejde suma na integral, (z; — x;_1) na kousic¢ek ve
(f@i)—f(wi-1))

LTi—Ti—1

sméru osy z a limita je derivace funkce f(x). Dosadime a napiSeme

d:/abmdx.
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Vzorec vyzkousime na piikladu.
Priklad 2.7 Vypoctéte délku krivky y = a—Z — @ na intervalu (1,2).

Mame uz vse potiebné a mohli bychom ihned dosadit do vzorce, avSak pro vétsi

piehlednost je lepsi tipravy udélat postupné. Zacneme derivaci y = 5 — 5= = 55—,

2
kterou prevedeme na spolecny jmenovatel. Tento tvar umocnime (Z;j) = (?22;)12)2‘ K

druhé mocniné derivace pricteme jednicku a upravime na spolecny jmenovatel:

(2% —1)? = 2t =222+ 1+42® 42024+ 1 (2 +1)?
(22)? N (22)? (222 (202

Zbyva odmocnit a integrovat

2 2.2
B [(x2+1)2 / 2+ 1
d= /1 22)? dr = S dx.

Provedeme maly trik a zlomek rozdélime na dvé ¢asti. Kazdou z nich muzeme integrovat

2 22 21 1 [? 1 [?1 1
1 1 3 In(2)

V kapitole 4 si ukazeme jesté dalsi zpusob, jak zjistit délku kiivky z parametrického

zv1ast

vyjadteni.

2.2 Fyzikalni a dalsi aplikace urcitého integralu

V této kapitole se podivame na dalsi vyuziti urc¢itého integralu. Uvedeme si predevsim

fyzikalni vyuziti.

Okamzita rychlost

Zrychleni definujeme jako derivaci okamzité rychlosti podle casu. Z opac¢né strany
muzeme poéitat okamzitou rychlost jako integrél zrychlenf v = [ adt. Ve fyzikdlnich
ulohach je casto potieba zjistit i urazenou drahu, ktera se obvykle zjisti jako s = wt,
dosazenim integrdlu ziskdme druhy vzorec s = [ atdt. Uplatnéni si vyzkousime na

prikladeé.
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Priklad 2.8 Parasutista vyskocil z letadla a padd volnym pddem. Po 5,5 sekunddch
dosdhl mazimdlni rychlosti padu. Jakd je tato rychlost a jakou drdhu urazil? Zanedbejte

odpor vzduchu.

Zrychleni pri volném padu nazyvame tihové zrychleni, které je ptiblizné g = 9,81.

Pocatecni ¢as to = 0 a pocatecni rychlost je nulova. Dosadime do vzorcu a vypocitame
5,5
v :/ gdt = g[t]y” =9,81-5,5 = 54.
0

Maximélni rychlost padu parasutisty je 54 ms~!, to je priblizné 194 kmh~'. Jesté

spoc¢itame drahu

5,5 915,5
' t 30,25
s = / gtdt = g {—} =9,81 - —— = 148.
g 2], 2

Maximalni rychlosti dosahne po 148 m. Budeme doufat, ze se parasutistovi otevie padak

a presuneme se na dalsi vyuziti integralu.

Mechanicka prace

Této aplikaci se budeme vénovat vice v kapitole 5, proto si zde uvedeme jen vzorec a

jeho aplikaci na prikladé. Praci vypocitame

wy
W:/ F(z)dz.

Priklad 2.9 Vypoctéte jakou praci vykonal vzpérac¢ Lasa Talachadze, ktery na olym-
pigskych hrach v Tokiu vyhrdl zlatou medaili v dvojboji za zdvihnuti neuvéritelngch 488

kg (soucet dvou pokusi) nad hlavu do vysky priblizné 2 m.

V tomto piipadé je sila F' rovna tihové sile, kterou musi vzpéra¢ pirekonat. Tu
vypocitame jako G = mg. Na pocatku se ¢inka nachazi na zemi ve vysce 0. Dosadime
a vypocitame

2
W = / mgdr = mg[z]; = 488-9,81 -2 = 9575.].
0

Od vypoctu préace se muzeme posunout k praci proménné sily, které se také iika préace

pruzné sily. Jak nazev napovida, pruznou praci vykonava napiiklad pruzina pii stlaceni



Katedra matematiky PedF MUNI v Brné

nebo natazeni. Pruznou silu popisuje Hookuv zdkon jako F'(z) = —kx, kde k je kon-
stanta pruznosti. Praci pruzné sily tedy vypocitame

£ 221 ka? kl’?e

Ty

kx

1o

Specialné pro x; = 0 je pruznd prace rovna W = —

w|

Priklad 2.10 Jakou prdci musite vykonat, jestlize se pruzina prodlouzi o 12 ¢m, pokud

vime, Ze zavésené zdvazZi o hmotnosti 1 kg roztahne pruZinu o 5 cm.

Zéavazi o hmotnosti 1 kg pusobi na pruzinu tihovou silou G = mg = —9, 81 N. Znaménko
minus je zde z toho duvodu, ze sila pusobi opacnym smérem. Konstantu pruznosti
F - 981

vypocitdme k = —& = == = 196,2Nm~'. Mdme vse potfebné a muzeme dosadit.

196,2- 0,122
W= e s

=1,413J.
2 ?

Dalsi vyuziti urcitého integralu
Existuje spousta dalsich vyuziti urcitého integralu. My si zde pro predstavu vyjmenu-

jeme pouze nékteré.

e Spojitou pravdépodobnost muzeme pocitat pomoci urcitého integralu ff f(x)dx.
Timto integralem z hustoty pravdépodobnosti pocitame pravdépodobnost,

ze néhodna velicina bude mit hodnotu v intervalu (a,b). Podminkou je

Jo f(x)dz = 1.
e Polocas rozpadu radioaktivnich latek lze poc¢itat pomoci urcitého integralu.

e Mnozeni organismu v biologii se poc¢ita jako integral linearni nebo exponencialni

funkece.
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3 Priblizné metody vypoctu urcitého integralu

Jak jsme se jiz diive dozvédéli, nedokazeme najit primitivni funkce ke vSem funkcim
tudiz pomoci véty 1.1 nedokazeme vypocitat urcity integral. Proto existuji pfiblizné
metody vypoctu uréitych integralu. Tyto metody se do jisté miry podobaji vypoctu
urcitého integralu piimo z definice. Muzeme pracovat i s chybou a dopracovat se urcité
pozadované pfesnosti. Proto se jedna o zcela korektni metody, které jsou velmi ¢asto

pouzivany a to predevsim pocitaci, jez vypocty zvladaji prakticky okamzité.

3.1 Obdélnikova metoda

y=1()

Obrazek 3.8: Obdélnikova metoda

Hlavni myslenkou této metody je nahradit urcity integral z funkce na uzavieném
intervalu (a,b) obsahem obdélnika, ohrani¢eného konstantni funkei na tomto intervalu.
Pro vétsi presnost je lepsi rozdéleni na vice obdélniku. Body &;, které jsme v piipadé
definice urcitého integralu mohli volit zcela libovolné, nyni budeme vzdy volit jako stied
intervalu. Konstantni funkce bude vzdy rovna funkéni hodnoté bodu &;. Uréity integral

jsme tedy nahradili obsahem obdélnika o stranach (b —a) a f(&;)

b
[ rads b= ayfco)
Pro vétsi presnost provedeme déleni intervalu koneénou posloupnosti a = ¢ < 1 <

Ty < - -+ < z, = bnastejné velké podintervaly a na kazdy aplikujeme stejnou myslenku.
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Obsah obdélniku i vypocitame b_T“ f(&). Na zévér secteme obsahy vsech obdélniku a

ziskavame ptibliznou hodnotu urcitého integralu:

[t =Y ).

Nyni zkusime poznatky aplikovat na prikladé, ktery bychom dokazali vypocitat i

pomoci véty 1.1, abychom mohli vysledky porovnat.

Piiklad 3.1 Vypoctéte integrdl z funkce f(x) = 2° na intervalu (0,8) pomoct

obdélnikové metody rozdélenim na 4 a nasledné na 8 podintervali.
Interval (0, 8) rozdélime na ¢tyii pomoci bodu 0, 2, 4, 6 a 8. Najdeme stiedy podin-
tervalu (1, 3, 5, 7) a muzeme dosadit do vzorce:
® 3 8—0 3, 23,3, 3
xdx%T(l +3°+5°4+7°)
0

8
/ 22dx =~ 992.
0

Obdobné provedeme déleni na osm podintervalu a nalezneme stiedy téchto podintervalu

0,5; 1,5; 2,5; 3,5; 4,5; 5,5; 6,5 a 7,5. Pocitame
8 8—0
/ dr ~ T(0,53+ 1,5° 4+2,5% +3,5% +4,5° + 5,55+ 6,5° + 7,5%)
0

8
/ 22dx ~ 1016.
0

Abychom meéli néjakou predstavu, jakym zpusobem se snizila velikost chyby naseho
vypoctu urcitého integralu obdélnikovou metodou, kdy jsme rozdélili interval na osm

podintrevalu misto na ¢tyri, vypocitame priklad i pomoci véty 1.1

] 2 8
/ 2>dr = [—] = 1024.
0 4 0

Graf polynomické funkce tretiho stupné roste rychle a proto se obé chyby mohou zdat
jako velké. Pti pohledu na jejich rozdil je vsak vidét, ze dostatecnym délenim intervalu

bychom tuto chybu velmi jednoduse snizili.
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3.2 Lichobéznikova metoda

y=1(9)

a=X, Xy Xu1 b=x,

Obrazek 3.9: Lichobéznikova metoda

Jak nazev napovida, hlavni pointou této metody bude nahrazeni urcitého integralu
lichobézniky. Budeme postupovat podobné jako u obdélnikové metody, nejprve integral
nahradime jednim lichobéznikem a poté budeme interval rozdélovat kvuli vétsi presnosti
na stejné podintervaly. Obsah lichobézniku podle vzorce zavisi na vysce a dvou vzajemné
rovnobéznych zékladnéch. Za vysku dosadime velikost intervalu (velikost podintervalu).
Velikosti zékladen zjistime jako funkéni hodnoty krajnich bodu intervalu (délici body

podintervalu). V pripadé ndhrady urcitého integralu jednim lichobéznikem ziskdme

b

[ 1@z~ -0l + 5015
Nyni rozdélime interval na podintervaly a zjistime, ze sousedni lichobézniky maji vzdy
pravé jednu zakladnu spoleénou. Krajni lichobézniky vsak sousedi jen s jednim li-
chobéznikem a proto jejich krajni zakladny u bodu a a b musime vzit pouze jednou

a zbytek zakladen praveé dvakrat. Timto postupem ziskame vzorec:

b n—1
b—a
/ f(@)dr ~ o [f(l’o) + flzn) + 2Zf($z‘)
a i=1
Takto vyzbrojeni muzeme pocitat integraly lichobéznikovou metodou. Pro srovnani
muzeme zjistit pribliznou hodnotu stejného uréitého integralu, jako jsme pocitali u
obdélnikové metody. A stejné tak muzeme i porovnat velikost chyby v zavislosti na

délen{ intervalu.
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Priklad 3.2 Vypoététe integrdl z funkce f(x) = x* na intervalu (0,8) pomoci

lichobéznikové metody rozdélenim na 4 a ndsledné na 8 podintervalil.
Tentokrat staci interval (0, 8) rozdélit pomoci bodu 0, 2, 4, 6 a 8 na ¢tyfi. Stredové
hodnoty jiz hledat nemusime. Dosadime do vzorce a vypocitame
® 3 8—0 13 o3 3, 43 1 @3
/ xdx%ﬂ[o + 8 +2(2% + 4%+ 6%)]
o }

8
/ 22dx ~ 1088.
0

Obdobnym zpusobem provedeme pro déleni na osm podintervalu pomoci bodu 0, 1, 2,

3,4,5,6,7a8. Dosadime do vzorce
® 3 8—0r 3 o3 3,03 93 1 43153 a3, 73
/xdx%ﬁ[o +8+21° 4+ 22+ 32+ 4+ 5 + 6+ 7°)]
o }

8
/ 22dx ~ 1040.
0

V tomto pripadé je chyba jesté vétsi nez pii pouziti obdélnikové metody, ale nemusi
tomu tak byt vzdy. Podobné jako v piikladé 3.1 se chyba pii déleni na vice podintervalu
prudce snizuje. Nespornou vyhodou této metody je, ze nemusime hledat stfed kazdého

intervalu a vystacime si pouze s délicimi body.

3.3 Metoda Simpsonova

y=£(x)
—

Obrazek 3.10: Metoda Simpsonova,
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Tato metoda je posledni, které se v této praci budeme vénovat. Hlavni myslenkou je
nahradit zadanou funkci parabolou, kterd prochédzi tfemi body (krajni body a stied).
Proto musime pii déleni na stejné podintervaly dodrzet jesté jednu podminku navic a
to sudy pocet téchto podintervalu. Déleni tedy bude a =29 < 21 <22 < -+- < To, = b
Pro vypocet obsahu zakladniho obrazce na obrazku 3.10, kterym nahrazujeme urcity

integral, pouzijeme Simpsonovu formuli

s=t=c [f(a>+4f (“;b)w@]-

3-2
V piipadé déleni intervalu na sudy pocet podintervalu musime pouzit podobnou tivahu
jako u lichobéznikové metody. VSechny funkcéni hodnoty se sudym koeficientem, kromé
krajnich u bodu a = zg a b = xon musime vzit dvakrat a vSechny funkéni hodnoty s
lichymi koeficienty musime podle Simpsonovy formule vzit ¢tyfikrat. Vysledny vzorec
vypada nasledovné

/ f(z)dz =~ % [f(fo) + f(@2n) + 2 i f(z2i) + 42 f(@2i-1)

Opét muzeme nase znalosti vyzkouSet na piikladé a porovnat Simpsonovu metodu s

metodou obdélnikovou a lichobéznikovou.

Ptiklad 3.3 Vypoctéte integrdl z funkce f(x) = 23 na intervalu (0,8) pomoci Simpso-

novy metody rozdélenim na 4 a ndsledné na 8 podintervali.

Déleni na ¢tyfi i osm podintervalu spliuji zakladni podminku (sudy pocet). Muzeme

tedy interval rozdeélit délicimi body 0, 2, 4, 6 a 8. Dosadime do vzorce

8
8—0
/1’3d1’% [0°+ 8% +2-4° +4.(2° +67)]
0 3-2-2

8
/ 22dr ~ 1024.
0

Tento vysledek je dokonce naprosto presny a ve vypoCtu muzeme napsat znaménko
rovnosti. Asi budeme ocekavat, ze se v piipadé déleni na osm podintervalu dopracujeme
stejného vysledku. Pojdme to tedy ovéfit. Interval rozdélime délicimi body 0, 1, 2, 3,

4, 5,6, 7, 8 a dosadime

8
8—0
/x?’dx%?) 5 4[O3+83+2~(23+43+63)+4~(13+33+53+73)]
; 9.
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8
/ 22dr ~ 1024.
0

Vysledek vysel opét stejné jako pomoci véty 1.1. Duvodem naprosto presnych vysledku
je v tomto piipadé samotny princip metody, kdy mame nahradit graf funkce f(z) = x*
parabolou. V tomto ptipadé ani nejedna o aproximaci a vysledek je pfesny. V pripadé
jiného zadani nemusi byt vysledek presny a muze se vyskytnout chyba podobné jako u

obdélnikové a lichobéznikové metody.
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4 Krivkovy integral 1. druhu a jeho vyuziti

V této kapitole se posunu od uré¢itych integralu k integralum kiivkovym. Motivaci pro
urcity integral 1.1 bylo zjisténi obsahu plochy pod kiivkou. V kapitole 2 jsme diky
urcitému integralu dokézali pocitat nejen obsahy obrazcu tvorenych kiivkami, ale i
délku ktivek v roviné. V piipadé krivkového integralu 1. druhu pripustime existenci
dalsi veliciny na kfivce, kterd vSak nemusi byt rovnomérné rozmisténa (napf. naboj
krivky) a budeme pocitat tuto veli¢inu na kiivce. Motivaci pro nds muze byt vypocet

hmotnosti dratu vyrobeného z nehomogenniho materialu.

4.1 Krivky a parametrické vyjadieni

Doposud jsme pojem kiivka pouzivali jako graf funkce jedné realné proménné. Abychom
mohli pouzivat i jiné typy kiivek naptiklad lomené cary, musime si kiivky nejprve
definovat. Protoze budeme pracovat predevsim s kiivkami v prostoru, definujeme pojem
kfivka v dimenzi 3. Pro jiné dimenze je definice analogicka. Uvedeme si definici, kterou

uvadi Danecek, 2000.

Definice 4.1 Kiivka
MnoZinu v C R3nazveme krivkou v prostoru, jestlize existuje spojité zobrazeni I' inter-

valu {a,b) na mnoZinu v takové, Ze plati:
1. zobrazeniT' je na intervalu {(a,b) aZ na vyjimku konecného poctu bodiu prosté,

2. zobrazeni ' je na intervalu (a,b) spojité az na koneéné mnoho bodu, ve kterych

existuji obé jednostranné limity, které mohou byt ruzné,
3. I md aZ na konecné mnoho bodi nenulovou hodnotu na intervalu {a,b).
Zobrazeni T nazyvame parametrizact krivky .

Z definice vyplyva, ze kiivky budeme vyjadfovat zpravidla parametrickym
vyjadienim. Zde budeme pouzivat tvar, ktery jsme si uvadéli v kurzech geometrie,
tedy:

vz =p1(t),y = pa(t), z = p3(t),t € (a,b).
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Z tspornych duvodu téz muzeme znacit jako: v : o(t) = [p1(t), pa2(t), w3(t)] , t € {(a,b).
Kiivku miizeme chapat jako graf vektorové funkee v : @(t) = @1 (t)i+pa(t)j+os(t)k, t €

(a,b). Toho vyuzijeme predevsim v kapitole o kiivkovém integralu 2. druhu.

Definice 4.2 Nékteré vlastnosti kiivek

Krivku ~v: o(t) = [1(t), p2(t), p3(t)], t € I nazveme:

jednoducha, jestlize Vt1,ty € I, t1 # to plati o(t1) # p(t2),
ukoncena, jestlize mad konecnou délku,
uzaviend, jestlize md konecnou délku a p(a) = p(b),

hladka (oblouk), jestlize 1(t), pa(t), p3(t) maji spojité derivace na I a pro Zddné
tel¢(t)#(0,0,0),

po castech hladka, jestlize krivka wvznikla sjednocenim konecné mmnoha hladkiyjch

krivek.

Protoze velmi ¢asto jsou kiivky popisovany rovnici nebo také graficky, je na misté si

procvicit prevod na parametrické vyjadreni. Vse si ukazeme na nékolika prikladech.
Priklad 4.1 Najdéte parametrické vyjadrent primky f zadané obrdzkem 4.11.

V nékterych pripadech existuje vice, nez jen jedna parametrizace. To plati i v
tomto pripadé. Staci si uvédomit, ze veskeré body na piimce dokazeme najit pomoci
pocatecniho bodu a néjakého nasobku smérového vektoru primky. Proto musime najit
jeden libovolny bod piimky a jeji smérovy vektor. Nam se nabizi napiiklad bod [0, 1] a

vektor (1,2). Sestavime tedy parametrické vyjadieni piimky f: x =t¢, y=t+1,t € R.

Piiklad 4.2 Najdéte parametrické vyjddieni casti paraboly mezi body A[—4,—4] a
B[4, 12] prochdzejici bodem CI0, 2].

Pomoci tii bodu dokazeme nalézt rovnici paraboly a tu poté parametrizujeme. Pii

hledani rovnice vyuzijeme znalosti ze zdkladni skoly a to, ze parabola ma tvar y =
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Obrazek 4.11: Zadani prikladu 4.1

ax? + bz + c. Do tohoto tvaru dosadime soufadnice bodu ze zadani a ziskdme soustavu
t1{ linedrnich rovnic o tfech neznamych. Po jejim vyfeSeni a dosazeni dostaneme rovnici
Yy = %1’2 + 22 + 2. Nakonec rovnici parametrizujeme. Pro uleh¢eni si zvolime parametr
t = x a vyjadiime y pomoci parametru. Zbyva vyresit, jakych hodnot muze parametr
nabyvat. Jednoduse si uvédomime, ze na ose x prichazeji v ivahu hodnoty mezi body
A a B véetné téchto bodu. Muzeme zapsat parametrické vyjadieni paraboly p: x = t,

y=gt2+2t+2 t € (—4,4).

Piiklad 4.3 Najdéte parametrické vyjadrent kruznice k se stredem v bodé S[3,1] a

polomérem &5 jednotek.

V tomto piipadé budeme postupovat zcela jinak, nez v téch predeslych. S kruznici
v implicitni rovnici bychom si jen tak neporadili, proto provedeme transformaci do
polarnich soutadnic. Staci si vzpomenout na jednotkovou kruznici, kde vyjadiujeme
body kruznice pomoci uhlu ¢, ktery svird osa x s polopfimkou vedenou ze stfedu k
néjakému bodu na kruznici. Soutadnice toho bodu vyjadiime jako kosinus zminéného
uhlu ¢ pro osu x a sinus pro osu y. V nasSem piipadé se nejedna o jednotkovou kruznici,
proto musime soutadnice vynasobit polomérem a protoze stied neni pocatek soustavy
soufadnic, je tifeba jesté na zavér pricist souradnice stfedu. ZapiSeme parametrické

vyjadieni kruznice k: x = 3 + 5cos(p), y = 1 + bsin(p), ¢ € (0, 27).
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Priklad 4.4 Najdéte parametrické vyjadreni zavitu, ktery vznikne jako jedno otoceni
kolem kuzele od jeho vrcholu az ke hrané jeho podstavy. Polomér kuZele je 27 a jeho

vyska je také 2.

Obrazek 4.12: Zavit na kuzelu

Celd parametrizace zavisi na umisténi kuzele, proto nejprve sestrojime kuzel
a vhodné si jej umistime do soufadnicového systému podstavou na rovinu z, .
Nalezneme krajni body zavitu, jeden na vrcholu se souradnicemi [0,0,27] a druhy
bod pii zédkladné. Ten si vhodné zvolime tak aby lezel na jedné z os, napiiklad bod
[27,0,0]. Nyni nastavé nejtézsi ¢ast prikladu. Zacneme prumétem kiivky do roviny

podstavy.

) B = )1 2 3 4 5 6 7
-1

Obrazek 4.13: Prumét zavitu do podstavy

Sroubovice ma v prumétu tvar ¢asti Archimedovy spirdly, to ndm napovi, Ze se
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budeme pohybovat v polarnich soutadnicich. V ptipadé, ze by se jednalo o kruznici,
tak bychom dokézali body vyjadiit za pomoci jednotkové kruznice jako = = cos(yp),
y = sin(y). Kdyz bychom k témto bodum jesté pridali vzdalenost od pocatku
soufadnicového systému, dokéazali bychom vyjadrit libovolny bod. Vsimneme si, ze
vzdalenost zavitu k pocatku plynule klesa z hodnoty 27 az na nulu zaroven se zménou
uhlu. Proto tento pokles popiseme hodnotou 27 — t. Muzeme tedy napsat prvni dveé
soufadnice parametrického vyjadieni x = (2m — t)cos(t) a y = (2 — t)sin(t) pro
t € (0,27). Posledni soutadnice uz bude jednodussi. Staci si uvédomit, ze nam udéava
vysku kuzele, ktera roste rovnomérné od nuly do 27, proto ji budeme charakterizovat

jako z =t pro t € (0,27). Celou kiivku popiSeme parametrickym vyjadienim
v p(t) = [(2m — t)cos(t), (2m — t)sin(t),t] .

Po veskeré piipravé se konetné muzeme zacit vénovat kiivkovym integralum 1. druhu.

Definici provedeme podobnym zpusobem jako u uré¢itého integralu v kapitole 1.

4.2 Definice krivkového integralu 1. druhu

Necht v C R? je hladkd nebo po éastech hladkd kiivka. Nechf zndme i hustotu
rozlozeni hmoty v kazdém jejim bodé. Ukolem je zjistit celkovou hmotnost kiivky.
Krivku rozdélime na oblouky libovolnou konecnou posloupnosti bodu F;, kde i=0, 1,
2, ..., n, pro které plati: a = Py < P, < P, < --- < P, = b. Velikost i-tého oblouku je

d(P;_1P;) = As;. Zavedeme normu déleni v(D) = mazAs;, i=1, 2, ..., n.

Pokud by mél kazdy oblouk ve vSech mistech stejnou hustotu, stacilo by vynasobit
jeho hustotu velikosti oblouku a ziskali bychom jeho celkovou hmotnost. Zde bychom
mohli stejné jako pri definici urcitého integralu definovat horni a dolni integralni soucet
pomoci suprema a infima hustoty na kazdém oblouku. Protoze vime, ze v limitnim
poc¢tu v(D) — 0 bude horni integrélni soucet roven dolnimu integralnimu souctu,
tak si muzeme zvolit libovolny bod oblouku. Hmotnost i-tého oblouku vyjadiime jako

p(M;)As;. Cislo
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n

Sp(D) = p(M;)As;

i=1

nazveme integralni soucet hustoty rozlozeni hmoty pro déleni D kfivky . Tento in-
tegralni soucet muzeme presnéji nazvat integralnim souctem 1. druhu. Hustotu rozlozeni
hmoty p muzeme nahradit libovolnou ohrani¢enou funkci f, kterd je definovana v

kazdém bodé kiivky ~.

Definice 4.3 Krivkovy integral 1. druhu
Rekneme, Ze existuje krivkovy integrdl 1. drubu po kfivce vy z funkce f(M) tehdy a
jen tehdy, kdyz pro kazdou posloupnost {D,}.., déleni krivky ~ existuje vlastni limita

posloupnosti

lim S¢(D,) = JL%;JC(MZ)ASZ

n—oo
Tuto limitu nazveme krivkovgm integrdlem z funkce f(M) pres krivku v a znacime
Ji
/f(M)dl = /f(x,y)dl = lim Sy(D,).
n—r oo
v v

Tato limita nezdvisi na délent krivky v ani na vybéru bodu M;.

Ktivkovy integral 1. druhu mame sice definovany, ale podobné jako u urcitého in-
tegralu se k vypoctum jako takto popsany podle definice nepouziva. Kfivkovy integral
1ze snadno pievést na urcity integral a my si ted odvodime jeho vypocet a pouzijeme
k tomu pravé parametrické vyjadreni, které jsme procvicovali. Odvozeni provedeme v
roving, ale obdobnym zpusobem by se dalo provést i pro pocitani kiivkového integralu
v prostoru.

Mame hladkou nebo po ¢astech hladkou kiivku 7 zadanou parametricky v : ¢(t) =
[p1(t), pa2(t)], t € (c, B) a spojitou funkci f(z,y) na intervalu [a, b]. Vrétime se zpét k
déleni kiivky na oblouky. V tomto pripadé nezavedeme délici body piimo na kiivce,
ale budeme délit interval («, ) libovolnou posloupnosti a = tg < t; < ... < t, = b

na podintervaly (t; 1t;). Tim zaroven vzniknou délici body kfivky ¢(t;), i=0, 1, ..., n,
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@(tn)

Obrazek 4.14: Déleni kiivky

které rozdéli kiivku na oblouky. V definici jsme hmotnost oblouku vyjadiili jako hmot-
nost libovolného bodu oblouku krat velikost oblouku. Nyni budeme hmotnost oblouku
vztahovat vzdy k prislusnému podintervalu. Misto hmotnosti bodu muzeme uvazovat
libovolnou hodnotu funkce f(z,y) neboli f(y(t;)), kde ¢; je libovolny bod z podin-
tervalu. Protoze si bod muzeme libovolné vybrat, zvolime krajni bod oblouku ¢(%;).
Pti dostatecném zjemnéni déleni se budou vytvorené oblouky ¢im dal vice ptiblizovat
useckdam. Proto muzeme v limitnim poétu v(D) — 0, n — oo velikost oblouku
spocitat jako délku tusecky vymezené jeho krajnimi body neboli |p(t;—1)¢(t;)|. Délka

usecky se v analytické geometrii pocita jako velkost vektoru. Zapiseme integralni soucet:
Sp(D) = Zf(‘ﬂ(ti)) (i) — p(ti-1)] -
i=1

Protoze jsme nahradili velikosti oblouku tuseckami, je tento soucet pouze priblizny.

Provedeme upravu, ktera soucet nezméni

o(t;) — o(ti-1)
t; —ti1

5/(0) = Y fl(t)) (s~ 1),

Z definice uz vime, ze limitou posloupnosti integralnich souc¢tu je prave kiivkovy in-
tegral, ktery nas zajima. V tomto pripadé nase déleni probihalo na intervalu, ze kterého

vybirame parametry, proto pro nas limita limn — oo znamena, ze velikost podinter-
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valu se blizi nule, tedy lim(¢; — t,_1) — 0. Timto limitnim prechodem ziskdme tvar

/ F(,y)dl = / () |¢ ()] dt,

ktery muzeme také napsat jako:

/ Fla,y)dl = / Fer(t), o2t VATDE T h(EPdt.

S timto tvarem uz muzeme bez obtizi pracovat. Stejnym zpusobem bychom mohli od-
vodit vypocet kiivkového integralu 1. druhu pro kiivky v prostoru. Vse si ukazeme na

nasledujicim piikladeé.

Priklad 4.5 Vypoctéte krivkovy integral f7(41’ + 2y)dl, kde krivka -y je sloZena z
kruznicového oblouku kruznice se stredem v pocdtku a polomérem 1 a tetivy prochdzejici

body [1,0] a [0, 1].

08

06

02

Obrazek 4.15: Kruznicovy oblouk a tétiva

Ktivku rozdélime na dvé ¢asti, kruznicovy oblouk a tétiva. ZapiSeme parametrické

vyjadieni kazdé z nich a zjistime derivace:

Y1 1 p(t) = [cos(t), sin(t)], t € (0,Z), ¢'(t) = (—sin(t), cos(t))
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V2 - (,O(t) = [tv =1+ 1]7 te <O7 1>7 Qpl(t> = (17 _1>'

Dosadime do vzorce a vypocitame

/(41’+2y)dl = /% [4cos(t) + 2sin(t)] \/sin(t) + COSQ(t)dt—i-/l [4t +2(—t 4+ 1)] V12 + 12dt

¥ 0

/(425 +2y)dl = [4sin(t) — QCos(t)]Og P t]é V2.

Vysledny ktrivkovy integral 1. druhu je tedy roven

/(4x +2)dl = 2+ 2V/2.

Y

4.3 Vyuziti kiivkového integralu 1. druhu

Zde si uvedeme nékteré aplikace kiivkového integralu i s priklady.

Délka kiivky

Pii vypoctu kiivkového integralu 1. druhu hraje roli hustota rozlozeni hmoty, ktera
nemusi byt ve viech bodech stejné. Uvazujme ted vsak kiivku, kterd je ve vsech mistech
homogenni. Pak by se hmotnost kiivky spocitala jako hustota rozlozeni hmoty krat délka
kiivky. V pripadé ze je hustota rozlozeni hmoty rovna ve vSech bodech jedné, pak ma
délka kiivky stejnou hodnotu jako jeji hmotnost. Pro konstantni funkci rovnu jedné

muzeme tedy napsat specialni vzorec pro vypocet délky kirivky v roviné

b
/dl:/ \/ 92 + pidt,
vy a

b
/dl:/ ¢1 + ¢35 + pidt.
vy a

Pomoci téchto vzorcu muzeme tesit piiklady stejné jako s uréitym integralem. Zkusime

nebo v prostoru

si jeden priklad v roviné a jeden v prostoru.
Piiklad 4.6 Odvod’te vzorec pro vijpocet délky kruznice.

Kruznice s polomérem r ma parametrické vyjadieni ¢(t) = [rcos(x),rsin(z)], t €

(0,27). Vypocitame derivaci ¢'(t) = [—rsin(x), rcos(x)] a dosadime do vzorce.
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21
0= / \V/12sin2(t) 4 r2cos?(t)dt
0
Diky vzorci, kterému se tika goniometricka jednicka je odmocnina rovna konstanté r.

Muzeme piiklad dokon¢it

0= [ﬁ]g7r

o = 2m7r.

Priklad 4.7 Urcete délku drdtu potrebného na vytvoreni spirdly na rajcata, pokud
vime, Ze spirdla musi mit 15 zdviti a vysku 60m cm (zhruba 188 cm). Siika spirdly

v nejtlustsim bodé je 10 cm.

Vsechny zavity maji stejnou délku, proto nam staci vypocitat délku jednoho zavitu.
Jeden zavit je vysoky 47 cm. Pii pohledu shora ma tvar kruhu o poloméru 5 cm, proto
pouzijeme parametrizaci kruhu se stredem v pocatku souradné soustavy = = 5cos(t) a
y = bsin(t) pro t € (0,27). Treti souradnice roste rovhomérné s parametrem t. Narust
je od nuly do 47 na intervalu o velikosti 27, proto musi parametr ¢ rust dvakrat rychleji,

tedy z = 2t. ZapiSeme celou parametrizaci a derivaci:

v @(t) = [5eos(t), bsin(t), 2t] ,
©'(t) = [—5sin(t), bcos(t), 2] .

Nyni muzeme dosadit do vzorce a vypocitat

2
/dl = V/255in2(t) + 25c0s2(t) + 4dt
¥ 0
2
/ dl = [\@t]
y 0
/ dl = 2v/29r.
v
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Vyslednou délku jednoho zavitu vynasobime 15 a ziskame délku potrebného materialu

304297 cm, coz je priblizné 507 cm dratu.

Hmotnost krivky a velikost elektrického naboje na ktivce

Uz jsme si tekli, ze hmotnost kiivky zavisi na hustoté rozlozeni hmoty na kfivce.
Pokud je hustota homogenni, staci vynasobit délku kiivky hmotnosti libovolného bodu.
Zde nas budou hlavné zajimat kiivky, které maji rozlozeni hmoty (elektrického naboje)
zadané spojitou funkci, jak bylo uvedeno v odvozeni vzorce pro vypocet kiivkového

integralu 1. druhu, ktery budeme pouzivat v téchto pripadech.

Priklad 4.8 Urcete celkovy elektricky naboj v trojuhelnikové ohradé zadané body
A[L,0], B[2,1] a C[2,2]. RozloZeni elektrického ndboje v ohradé popisuje funkce
f=2y+2z+y.

&
2 o
1.5
1
0.5
A B
@ L
05 0 05 1 156 2 26

Obrazek 4.16: Trojuhelnikova ohrada

Nejprve si rozdélime ohradu na 3 c¢asti, které vyjadiime parametricky i s jejich deri-
vacemi:

§am (,O(t) = (t70>7t < <172> Qpl(t> = (17O>7
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V2 - (,O(t) = (O7t>7t < <O72> Qpl(t> = (07 1)7
Vs (,O(t) = (t72t>7t < <172> Qpl(t> = (172>'

Muzeme dosadit do vzorce a vypocitat:

2 2 2
/dl:/ 2tdt+/ tdt+/ (2t* + 4t)V/5dt
0% 1 0 1

272 3 2

2
/dl:[tQ}er{t—] +\/5[i+2t2]
v 2 0 3 1

/dl=5+\/3¥
8 3
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5 Krivkovy integral 2. druhu a jeho vyuziti

V této kapitole si definujeme a odvodime kfivkovy integral 2. druhu. Na kiivku nyni
budeme nahlizet jako na graf vektorové funkce v : J(t) = gpl(t)f + gpg(t)f+ @3(t)E,t €
(a,b). Protoze kiivkovy integral 2. druhu je na rozdil od toho ptedchoziho orientovany,

musime si nejprve Tict néco o orientaci.

5.1 Orientace ktivky

V kapitole o kiivkovém integralu 2. druhu si predstavujeme kiivku jako trajektorii
pohybujiciho se bodu. Pii takové predstavé se bod muze pohybovat po kazdé kiivce

dvéma navzajem opacnymi sméry. Tomuto sméru fikame v matematice orientace kiivky:.

Necht mame jednoduchou hladkou kiivku v, pak fekneme, Ze je parametrizovana
funkei P(t), t € {«, 5). Na kiivce definujeme orientaci takovym zpusobem, ze o bodé
P(t1) hovorime, ze je pred bodem P(ts), zapisujeme P(t1) < P(t3), pravé tehdy, kdyz
je t; < ty. V takovém piipadé fikame, ze kiivka v je orientovana souhlasné s paramet-
rickym vyjadfenim. V opatném piipadé, pokud pro P(t1) > P(to) plati t; < to, fikdme,

ze kiivka 7 je orientovana nesouhlasné s parametrickym vyjadienim.

5.2 Definice kirivkového integralu 2. druhu

K definici kiivkového integralu druhého druhu nas motivuje nasledujici fyzikéalni tloha.
Po kiivce se pohybuje hmotny bod, na ktery pusobi néjaka sila, jejiz hodnota je ve
vSech mistech definovana libovolnou vektorovou funkei. Nasim tkolem je zjistit, jakou
préci sila vykona pii pohybu hmotného bodu ptes kiivku. Kdyby byla sila pusobici na
hmotny bod konstantni, vypocitali bychom praci jako skalarni soucin sily a vektoru

danym pocatetnim a koncovym bodem kiivky.

Necht je déna jednoduchd hladkd orientovana kiivka ¥ C R? a spojitd vektorova
funkce F (P). Uvazujeme déleni kiivky 7 libovolnou posloupnosti bodu P;, kde i=0, 1, 2,

..., i, pro které plati a = Py < P, < P, < --- < P,, = b na orientované oblouky PP,
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Zavedeme normu déleni v(D) = max(B:llDi), i=0, 1,2, ..., n. V kazdém oblouku si
zvolime libovolny bod M;. Pii dostatecné jemném déleni muzeme hladkou préci, kterou

vykon4 sila F (P) priblizné spocitat jako:
Sr(D) =Y F(Mi)(P; — Pry).
i=1

Toto cislo nazyvame integralni soucet funkce F pro déleni D kiivky 4 a pro dany vybeér

bodu M, nebo také integralni souc¢et druhého druhu.

Definice 5.1 Krivkovy integral 2. druhu
Rekneme, Ze existuje kiivkovy integrdl 2. druhu po kiivce 4 z funkce F pravé tehdy,

kdyz pro kazdou posloupnost {D} 7 | deleni krivky 7 existuje vlastni limita posloupnosti

n—:oo

lim Sp(D)= lim_ Zl F(M;)(P,— P,_y).

Tuto limitu nazveme krivkovym integralem druhého druhu z funkce F (P) po krivece 7 a
znacime ji

[ F(P)dl = lim Sg(D).

n—:oo

Takto definovany integral si opét prevedeme na urcity integral. Uvedeme si postup pro
jeho vypocet v roviné. Je parametricky zadana jednoducha hladka orientovana kiivka
7 a vektorova funkce F(z,y) = (Fi(z,y), Fs(z,y) popisujici vektorové pole v okoli
kiivky 7. Vektorové funkce F (x,y) pusobi na pohybujici se bod po kiivce 7. Chceme
zjistit, jakou praci vykona vektorové pole F'. Podle definice bychom tuto praci vyjadrili
W = f7 F(z,y)dl.

Opét se vratime k déleni na orientované oblouky, které tentokrat provedeme na inter-
valu («, (), ze kterého volime parametry. Délime libovolnou koneénou posloupnosti, kde
plati a =ty < t; < ... <t, = . Toto déleni rozdéluje kiivku v na orientované oblouky
gp(ti_f)c,p(ti). Zavedeme normu déleni v(D) = maxgp(ti_f)cp(ti). V piipade, ze v(D) — 0
(a n —> 00) muzeme nahradit orientovany oblouk orientovanou tseckou a také vekto-
rovou funkei F' libovolnym konstantnim vektorem na daném oblouku F(J(t;)).

Nez zacneme pocitat celkovou préaci, musime si uvédomit, jakym zpusobem nam

bude orientace kiivky ovliviiovat feseni. Z ucebnice fyziky vime, Ze prace vykonana
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B(ts)

Obrazek 5.17: Déleni orientované kiivky

silou pusobici ve sméru pohybu je vzdy se znaménkem plus, naopak prace vykonana
proti sméru pohybu je se znaménkem minus. Pro uplnost existuje jesté posledni situace,
ktera vsak v nasem pripadé nastat nemuze. Sila pusobici kolmo na pohyb nevykonava
zadnou praci. Pri orientaci souhlasné s parametrizaci pusobi sila ve sméru pohybu,
tedy se znaménkem plus a naopak prace vykonana pii nesouhlasné orientaci bude se

znaménkem minus. Celkovou préaci pro souhlasnou parametrizaci uréime ptiblizné

W = Z ﬁ(@(tz)) (@(tz> - @(E‘—l)) (ti o ti—l)

t; —ti1

a pro nesouhlasnou parametrizaci

t; —tiq

V limitnim poétu n — oo pak préaci vyjadiime zcela presné nejprve pro praci souhlas-
nou parametrizaci

o S B
Wz[ﬂmwhjiwwwth

a pro nesouhlasnou parametrizaci

= - B =
Wz[F@wwzi/F@@waww

Nez s timto vzorcem zac¢neme pracovat, musime si uvédomit, ze i kdyz se ve vzorci vy-
skytuje vektorova funkce a derivace vektoru, tak integrand je uz jako vysledek skalarniho
souctu pouhy skalar. Také je na misté, abychom si pripomnéli, ze skalarni souc¢in probiha

po jednotlivych slozkach. Vektory muzeme jesté rozepsat:
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F(B(t:)) = (Fu(1(ts), pa(t)) Fala(ts), pa(ti)),
F(t) = (1 (1), (1))
Pokud bychom chtéli vzorec pro vypocet kiivkového integralu 2. druhu v prostoru,

staci ke kazdému z vektoru pridat jesté jednu soufadnici. Nekdy se také pro vyjadrent

kiivkového integralu 2. druhu pouziva toto oznaceni:
| Pl = [ (Fi(@y)ds + o, y)dy).
v v

Priklad 5.1 Vypoctéte krivkovy integrdl 2. druhu fi( y,0,2 + %Z)dl_: kde se bod pohy-
buje ve sméru paraboly sestrojené na vdlci o poloméru 3 a vijsce ”TZ. Pri pohledu shora
se parabola dotykad horni podstavy ve dvou bodech [0, 5 O] a [0, —5, O] a vrchol paraboly

se dotykd spodni podstavy v bodé{—%, 0, —%2] . Sila pusobi ve sméru hodinoviyjch rucicek.

2
5o 5]

Obrazek 5.18: Parabola na valcové plose

Nejprve umistime vélec souradné soustavy tak, abychom méli horni podstavu v ro-
viné x, y, jeji stied v pocatku soustavy souradnic. Pti pohledu shora ma valec tvar kruhu

a parabola tvoii jeho polovinu. Proto vyjddifme prvni dvé soufadnice » = Fcos(t) a

y = §sin(t) prot € <—g, g> Zbyvé vyresit posledni souradnici. Protoze vrchol para-

7’ ~ . . 2 ~ 7/ 7/ ~ ./ ~ . .
boly mé soufadnici zy = Z- a dalsi dva body v horni podstavé maji oba sourfadnici
1
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2

2z = 0, parabola vedend témito tiemi body musi mit posledni soufadnici z = 2 — T
ZapiSseme celé parametrické vyjadreni a derivaci:

2

7:8(t) = (gcos(t), gsin(t),t2 - %),t c <_g7 g>
F(t) = (—gsin(t), gcos(t),Qt).

Nez dosadime do vzorce, vyfesime orientaci. Protoze parametrizace vykresluje body
kfivky proti sméru hodinovych rucicek a sila pusobi po sméru, jedna se o orientaci
nesouhlasnou s parametrizaci. Nyni uz muzeme dosadit do vzorce a vypocitat:

2

/r(xy,O,z + %)df: —/_ (%Sin(t)cos(t),o,tQ) : (—gsin(t), gcos(t), 2)dt

NE]

NE]

2 3 3
[(xy,O,z + Z>dl = —/ (—gsinQ(t)cos(t) + 2t%)dt.
! 3

Kvuli integraci prvniho ¢lenu musime rozdélit integral na dva a v prvnim provést sub-

stituci sin(t) = u, cos(t)dt = du v mezich od -1 do 1. Zbyvéa tedy dofesit

w2 o w33 ! t 2m
/r(xy,O,z—i- Z>dl = — [—24 ]_1 — {E}ﬂ

w2 - w4+ 90rt
0 —)dl = ———.

5.3 Vyuziti kiivkového integralu 2. druhu

Uz pii definovani kiivkového integralu 2. druhu jsem si fekli o jeho vyuziti pii pocitani
prace vykonané silou nebo vektorovym polem pusobicim na hmotny bod pohybujici se
po orientované kiivce. Prace popisuje drahové tucinky sily. Vypocet prace si muzeme

ukazat na nasledujicim prikladé.

Priklad 5.2 Vypoctéte prdaci W, kterou vykond F (xy, zy) pri pohybu hmotnym bodem

po krivce zadané v prikladé 4.5 pri orientaci krivky proti sméru hodinovych rucicek.

Ktivku jsme si rozdélili na dvé ¢asti s parametrickym vyjadienim a derivacemi
Y1 B(t) = [cos(t), sin(t)], t € (0,2), F'(t) = (—sin(t), cos(t)),
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Orientace krivky 77 je souhlasnd se smérem parametrizace a orientace kiivky s je

naopak nesouhlasné se smérem parametrizace. Muzeme tedy dosadit a vypocitat

W = /f(—sinQ(t)cos(t) + cos*(t)sin(t))dt — /01(—t2 +t 12— t)dt

1 1 1
%74 :/ —uzdu—i-/ 22dz —/ 0dt
0 0 0

=il Bl
3 0 3 0
W =0.

Tento priklad nas vede k dalsimu vyuziti kiivkového integralu ve fyzice, konzerva-
tivnim silam. Zakon zachovani energie nam iika, ze celkova energie se v izolované sou-
stavé neméni a na této skutecnosti jsou zalozeny konzervativni sily. Konzervativni sily

muzeme definovat dvéma zpusoby.

Definice 5.2 Konzervativni sily na uzaviené kiivce
Sily jsou konzervativni, jestlize prdace sil po uzavrené krivce, po které se hmotny bod

pohybuge, je rovna nule.

Kdybychom méli definici napsat jinymi slovy, =zapsali bychom ji jako
Wasp + Wesa = 0. Kdybychom tuto definici znali dfive, nemuseli bychom
predchozi priklad vubec pocitat. Nyni si uvedeme druhé znéni definice konzervativnich

sil.

Definice 5.3 Konzervativni sily a trajektorie
Sily jsou konzervativni, jestlize prdce sil mezi dvéma danymi body nezdvisi na trajektorii,

po které se bod pohybuje.

Také bychom misto druhé definice mohli napsat W4 g = —Wp_, 4. Ptikladem takové
konzervativni sily muze byt gravitacni sila, sila pruziny, magneticka a elektrickd sila.

Zkusime pomoci konzervativnich sil vytesit nasledujici priklad.

Piiklad 5.3 Skluzavka na détském hiisti ma tvar krivky z prikladu 4.4 (rozméry jsou v
metrech). Skluzavku prdvé sjel chlapec, ktery vazi 22 kg. Vypoctéte jakou praci vykonala

tihovd sila G pri jeho sklouznuti dolu. Treni zanedbejte.
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Priklad bychom mohli fesit i bez pouziti konzervativnich sil s parametrickym popisem
kiivky, ktery jiz mame vyjadieny, ale s pouzitim konzervativnich sil bude vypocet
daleko jednodussi. Druhd z definic konzervativnich sil iiké, ze vykonana prace nezavisi
na trajektorii, ale pouze na pocatecnim a koncovém bodé pohybujictho se objektu.
Pocatecni bod [0, 0, 27] a koncovy bod [27, 0, 0] ze zadani proto muzeme spojit iseckou
a tim nahradit puvodni kiivku a préce vykonana tihovou silou se nezméni. Usecku
popiSeme parametricky pomoci smérového vektoru (koncovy bod - pocédtecni bod) a

pocatecniho bodu a vyjadiime derivaci:
U: 3(t) = (2rt,0,2r — 2wt),t € (0,1), F(t) = (27,0, 27).

Vsimnéme si, ze derivaci parametrického vyjadreni primky je pouze vektor, ze kterého
se parametrizace slozila. Interval (0, 1), ze kterého vybirdme parametr, v tomto piipadé
také neni ndhodny a bude vzdy stejny pokud budeme brat krajni body usecky. To, ze
je parametrizace souhlasnd s orientaci, jsme jiz vytresili tim, ze jsme pro parametrizaci
pouzili po¢atecni bod. Stejnym zpusobem funguje parametrizace tisecky a jeji orientace
vzdy. Jesté si musime uvédomit, jakym zpusobem funguje tithova sila. Tihova sila G =
(0,0, —mg) pusobi pouze na tieti soutadnici, tedy na vysku, a ma smér dolu k zemskému

povrchu, proto ji musime uvazovat se znaménkem minus. Nyni uz muzeme dosadit

1
W = / Gdl :/ (0,0,—mg) - (27,0, —2m)
U 0
W =2mmg = 2m - 229,81 = 1356J.

Ve vypoctu je vidét, ze vliv na vykonanou praci ma pouze tieti soutadnice, na kterou
jedinou pusobi tihova sila. To néds vede k ivaze mozného zjednoduseni této prace. Jesté

nez tak uc¢inime, fekneme si néco o tihové potencidlni energii.

Potencialni energie

Jak napovidd nazev, potencialni energie télesa F, v soustavé je schopnost vykonat praci
dusledkem zmény polohy télesa. V piipadé tthové potencialni energie uvazujeme téleso
v tthovém poli Zemé, kde pii pohybu telesa dochazi ke zméné potencidlni energie AL,

soustavy Zemé + teleso. Tato zména je definovana jako zaporné vzata prace vykonana
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tihovym polem Zemé. Zkracené piseme AE, = —W,. Vztah AE, = —W plati i obecné
u vSech druhu potencialni energie. Praci uz poc¢itat umime, proto muzeme odvodit i

vzorec pro zménu kinetické energie

AE, = —/ﬁ(l’,y, z)df
Y
Podle definice 5.3 nezavisi na trajektorii télesa, ale pouze na jeho pocatecni a kon-
cové poloze. Téleso se tedy pohybuje pouze jednim smérem. Pokud si zvolime soutadny
systém takovy, ze smér pohybu je stejny jako smér osy x, pak vykonana prace i po-
tencidlni energie zdvisi na z-ové soufadnici. Funkci F(z,y,z) tak mizeme nahradit
funkci F'(z). Dejme si pozor, protoze tyto dvé funkce jsou vyjidieny kazda v jiném
soufadnicovém systému. Z geometrického hlediska bychom funkci F(z) ziskali jako

kolmy pramét funkce F (x,y, z) na novou osu x. Muzeme tedy uvést vzorec

@y
AE, = —/ F(z)dx,

kde z; je pocatecni poloha télesa a ¢ jeho koncova. Jesté si zkusime odvodit vzorec pro
vypocet tithové potencialni energie. Abychom se vyhnuli sestrojovani kolmého prumétu,
vratime se opét ke kiivkovému integralu 2. druhu. Pro lepsi grafické znazornéni odvozeni
provedeme v roviné. Ptfi odvozovani budeme vychazet z pohybu télesa T o hmotnosti
m, v tthovém poli Zemé G = (0, —mg). Téleso se pohne z bodu T [x;, y;] do bodu
Ty [z, yr]. Pouzijeme informace, které jsme si uvédomili na konci pitkladu 5.3. Namisto
zjistovani parametrického vyjadieni kiivky a jeho ndsledné derivace ndm staci vektor
Tﬁ} = (zy—x;,yr —y;) (koncovy - pocateéni bod) a meze integralu budou (0, 1). Mame

vSe potfebné, muzeme dosadit a pocitat

AE, = —/édf
8l

1
AE, = —/0 (0,—mg) - (zf — @i, yr — y;)dt
AE, = mg(ys — yi)-

Jako fyzikalni vyznam mé smysl pouze zména tihové potencidlni energie AE,, ale

muzeme pozadovat v nasi soustavé Zemé + téleso, aby byl kazdy bod spojeny s néjakou



47

hodnotou potencialni energie. Hodnotu potencialni energie muzeme popsat vztahem
E,—E,, = AE,, kde E,; je poc¢atecni potencialni energie. Standardné klademe E,; = 0
pro y; = 0. V takovém pfipadé by na povrchu zemé byla £, = 0. Pouze v tomto
piipadé muzeme odvodit specidlni vypocet potencidlni energie E, = —AE,, po dosa-
zeni B, = mgy;. Na misto y; pouzijeme oznaceni vyska h a mame notoricky znamy

vzorecek jiz ze zékladni skoly E, = mgh.
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Zaveéer

Cilem bakalarské prace bylo shrnout problematiku urcitého integralu a popsat jeho
vyuziti a pfedstavit kiivkové integraly s jejich aplikacemi. Prace je ¢lenéna do dvou casti.
Prvni tfi kapitoly se zabyvaji problematikou urcitého integralu a zbylé dvé kapitoly
kfivkovymi integraly.

V prvni kapitole jsou shrnuty zakladni teoretické informace o urcitém integralu a
druha kapitola je vénovana jeho praktickému vyuziti predevsim v geometrii a ve fyzice.
Kazdé vyuziti je ukazano na resenych prikladech. Treti kapitola popisuje priblizné me-
nelze integrovat.

Zbylé dvé kapitoly predstavuji kiivkové integraly. Ctvrtd kapitola popisuje nejprve
kiivky a jejich parametrické vyjadieni a poté pojednava o kiivkovém integralu prvniho
druhu a jeho vyuziti. Pata kapitola se zabyva kiivkovym integralem druhého druhu a
jeho vyuziti ve fyzice. Obé kapitoly obsahuji fesené priklady.

Na tuto préci by se dalo navazat a rozsirit téma kfivkovych integralu o téma plosnych
integralu s jejich aplikacemi.

Doufam, ze moje stanovené cile byly splnény a podarilo se mi vytvorit text, ktery

bude ¢tenaium slouzit nejen k pochopeni tématu, ale i aplikaci nabytych zkuSenosti.
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