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Abstrakt

Tématem této bakalafské prace je predevsim teorie miry a Lebesguetv integral. Text
je rozdélen do dvou kapitol. Prvni z nich pfedstavuje miru, jeji vlastnosti a postup
jeji konstrukce. Druhd kapitola pojedndvd o Lebesgueové mite, Lebesgueové integralu
a Henstockovu-Kurzweilovu integrdlu. Riemanniv, Lebesgueliv a Henstock-Kurzweiltv
integral jsou porovnany v zdvéru prace.

Abstract

The subject of this thesis is most importantly the theory of measure and Lebesgue inte-
gral. The text is divided into two chapters. First chapter introduces measure, its properties
and construction. Second chapter focuses on Lebesgue measure, Lebesgue integral and
Henstock-Kurzweil integral. The integrals of Riemann, Lebesgue, Henstock and Kurzweil
are compared in the last section of the work.
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Prehled pouzitého znaceni

0 prazdnd mnoZina

2X poten¢ni mnoZina mnoZiny X

N mnoZina vSech pfirozenych ¢isel

Z mnoZina vSech celych ¢isel

Q mnozina vSech raciondlnich ¢isel

R mnoZzina vSech redlnych ¢isel

R* roz§ifend mnozina vSech redlnych &isel, tj. R U {—oo, 00}
+

R mnoZzina vSech nezdpornych redlnych cisel
¢ (/) o-algebra generovand systémem .o/

u uplna mira

u* vnéjsi mira

M mnozina vSech p*-méfitelnych mnozin

L mnoZzina vSech lebesgueovsky méfitelnych mnozin

(%) Riemannuv integral
(¢)  Lebesgueuv integral
(K

) Henstockuv-Kurzweilav integral

—viii—



Uvod

Mohou nastat piipady, kdy je vhodné zméfit mnoZinu jinym zptisobem neZ napiiklad jejim
primérem, ktery je zndm ze zdkladnich kurzi matematické analyzy. Na tento problém
kazdy ze studentli matematiky okrajové narazi v kurzech pravdépodobnosti a statistiky.
Kolmogorova axiomatickd definice pravdépodobnosti vyZaduje znalost pojmu o-algebra
a dalSich pojmu teorie miry, viz [7]. To neni ojedinéla uddlost. Vyklad pravdépodobnosti
a statistiky je propojen s teorii miry a pfedevsim Lebesgueova integrdlu. Tato price vé-
nuje pozornost t€émto tématiim, kterd obvykle nejsou do zakladnich matematickych kurza
zahrnuta.

Text je rozdélen do dvou kapitol. Prvni kapitola predstavuje zdkladni definice a tvrzeni
teorie miry. Pozornost je zamétfena na konstrukci miry. Jsou zde vysvétleny pojmy mira,
vnéjsi mira, pramira a vztahy mezi nimi. Vysledky této kapitoly jsou nezbytné pro vybu-
dovani Lebesgueova integrdlu. Druhd kapitola se vénuje integrdlu zaloZenému na mife,
jiZz zmitlovanému Lebesgueovu integralu. Déle se price vénuje Henstockovu-Kurzweilovu
integrdlu. Oba tyto integraly jsou nadfazeny Riemannovu integrdlu v tom smyslu, Ze jsou
nejen schopny integrovat vSechny riemanovsky integrovatelné funkce, ale i funkce, které
nejsou riemannovsky integrovatelné, coz je v praci demonstrovano na piikladech.

Préce je sdzena v systému IXTEX.



Kapitola 1

Teorie miry

1.1 Mira

Jako miru si Ize predstavit takovou funkci, jenZ pfifazuje kazdé mnoziné urcité nezdporné
C¢islo. Prirozené by tato funkce méla pfifazovat prazdné mnoZiné nulu. Dédle uvazujme
situaci, ve které mnoZinu rozdélime na nékolik ¢asti a ty kazdou zvlast zméfime. Pak by
mél soucet mér té€chto ¢asti dat miru celé pivodni mnozZiny, tj. funkce by se méla chovat
aditivné. Témito uvahami se na konci devatenictého stoleti zabyval francouzsky matematik
Emile Borel (1871 — 1956) ve své knize Lecons sur la théorie des fonctions. Tyto ideje
inspirovaly jeho néstupce k vytvoreni ucelené teorie miry. Staci tyto podminky pro to, aby
byla mnoZinov4 funkce nazyvana mirou? Na jakych systémech je tato funkce definovdna?
Tato kapitola je urcena k zodpovézeni pravé téchto otdzek, predstaveni miry a vybudovani
obecné teorie okolo tohoto pojmu.

1.1.1 Uvod do teorie miry

Tato Cast prace slouzi k sezndmeni Ctendfe se zdkladnimi definicemi a tvrzenimi teorie
miry, a to prfedevsim s témi potfebnymi pro konstrukci miry, které bude vénovédna jedna
z nésledujicich podkapitol. Teorie je pfevzata primarné z [1], [2], [3] a [4], v menSi mife
z [5], [6], [7], [9], [10], [11], [12] a [13]. Jiné zdroje budou piipadné citovany piimo
v textu.

Definice 1.1. Bud’ X # 0. Systém .« podmnoZin mnoziny X nazveme G-algebrou, jestlize
plati:

(1) X € o
() Ac o = X\A€E o;

B)A, e ,neN = |JA, €.

n=1
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Dvojice (X, <) se nazyva méfitelny prostor.

Véta 1.2. Bud o/ o-algebra, pak plati:
(1) 0€ ..

(o)

2) A, e ,neN = (A, €.
1

n—

(3) AL BE o/ — A\Be .

Diikaz. Ovéfme platnost vSech tf{ vlastnosti.

(1) Protoze X € o/ ,pak také X \ X =0 € 7.

(2) Jelikoz |J A€ o aX\Ae€ o/, potom A, =X\ U (X\A,) € «.
1 1

n= n= n=1

(3) Plati (X \B)NA = A\ B. Vyse jsme dokazali, Ze (| A, € &.Zvolime-liA| =A,A; =
n=1
= X \ B a za n— 2 zbylych mnozin priniku prazdné mnoziny, dostdvime uzavienost

o-algebry vzhledem k rozdiltim.

0J

VZidy lze c-algebry uspotfddat vzhledem k inkluzi. Nejmensi o-algebrou na X bude
dvouprvkovy systém {0, X}, nejvétsi pak potenéni mnoZina 2%, tj. mnoZina viech pod-
mnozin mnoZziny X. Pokud bychom chtéli ovéfit, zda je néjaky systém mnoZin (jiny nez
systém {0, X } nebo 2%) o-algebrou, je nutné ovéfit znaéné mnozstvi podminek. Spolecnd
s kazdou mnoZinou systému musi v o-algebfe lezet i jeji doplnék (komplement). Dédle pak
musi sytém obsahovat priniky, sjednoceni a rozdily v§ech mnozZin systému. Nésledné i pru-
niky, sjednoceni a rozdily diive zminénych komplementi. Jako posledni je tfeba ovérit, zda
systém obsahuje i pruniky rozdilii a sjednoceni rozdilt jak pivodnich mnoZin, tak jejich
komplementii. Takovy proces ovéfovani miize byt zdlouhavy a ponékud narocny. Nabizi
se otdzka, jestli a jak je moZné ovéfit, zda systém obsahuje vSechny mnoZiny potiebné
k tomu, aby byl o-algebrou.

Definice 1.3. Neprazdnou mnoZinu A nélezici o-algebfe .o/ nazveme atom, pokud ne-
obsahuje Zddnou podmnoZinu ndleZici o-algebfe o7 s vyjimkou prazdné mnoziny a sebe
sama.

Véta 1.4. Obsahuje-li o-algebra o pravé n atomi, pficemz n je néjaké konecné prirozené
¢islo, pak obsahuje pravé 2" mnoZin.
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Diikaz. Atomy jsou dle definice disjunktni mnoZiny. UvaZujme tedy, kolik riznych sjed-
noceni lze pouZitim téchto mnoZin ziskat. VyuZitim kombinatorickych vzorct ziskdvame
(’Z) , 0 <i < n, mnoZin. Dostdvdme sumu, kterou lze jednoduse upravit vyuZitim binomické
véty nebo matematické indukce. Z Upravy plyne, Ze ¢-algebra obsahuje pravé

n
Z(’?) —" 0<i<n,
l

i=0

navzdjem riznych mnozin. |

Lemma 1.5. Bud {%, i € I} systém o-algeber na méfitelném prostoru (X, .o7), kde 1

je libovolnd spocetnd indexovd mnozina. Pak je jejich prinik () .o/ také o-algebra na
icl
méfitelném prostoru (X,.o7).

Diikaz. Postupné dokdzeme vSechny vlastnosti definujici o-algebru.
(1) Xe dprokazdéicl — X € () <.
i€l
(2) Zvolme libovolnou mnoZinu A € () <7, potom nutné A € .« pro kazdé i € I. Stejné

icl
i jeji doplnék X \ A € o7 pro kazdéi € I.

(3) Zvolme libovolny systém mnoZin {A,,n € N} € N . Pak {A,,n € N} € o pro
il

kazdé i € I. Jelikoz 7 jsou o-algebry, tak |J A, € <7 pro kazdéi € I.
n=1

Definice 1.6. Bud &/ libovolny systém podmnoZin mnoziny X. Nejmensi o-algebra obsa-
hujici systém &7 se nazyvd c-algebra generovand systémem 7. Dile budeme o-algebru
generovanou systémem 7 znacit 4 (o).

Je vhodné poznamenat, Ze c-algebra ¢ (.<7) existuje pro kazdy mnozinovy systém .o
Vzdy existuje alespoti jedna c-algebra obsahujici systém .27, a to jmenovité 2% . Existuje-li
vice o-algeber obsahujicich .27, podle lemmatu 1.5 je jejich prinik opét c-algebrou.

Definice 1.7. Bud (X, /) méfitelny prostor. Funkci u: &/ — R nazveme mirou na méfi-
telném prostoru (X, .o7), jestlize spliiuje:

(1) u(0)=0;
(2) u(A) >0 prokazdé A € o7,
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(3) A, € &, n €N, po dvou disjunktni, pak plati

“/<E3‘4n> ::iiliﬁqn)
n=1 n=1

Vlastnost (3) z definice 1.7 budeme nazyvat c-aditivita. Trojice (X,<7,ll) se nazyva
méritelny prostor s mirou L.

Véta 1.8. Bud’ u mira na méfitelném prostoru (X,.o7), pak plati:
() AABe o/, ACB = u(A) < u(B).
(2 A,Be #/,ACB = u(B\A)=u(B)—uA).
3) A, e, neN =

u <0An> < iu(An)
n=1 n=1

4) Ay o/, A CAyCA3C - CA,...,neN =

() s

O) Aped, u(A)) <o, A] DAy DA3D---DA,....,neN =

()

Vlastnost (3) z véty 1.8 budeme nazyvat subaditivita miry.

Diikaz. DokaZzme po sobé jdouci tvrzeni vyuzitim vlastnosti z definice miry 1.7.

(1) Mnozinu B miZeme zapsat jako B=AU (B\ A), pfi¢emZ se jedn4 o sjednoceni dvou
disjunktnich mnoZin. Proto plati

p(B) = u(A)+u(B\A), u(B\A)>0 = u(A) <u(B).

(2) Plyne trividlné z diikazu bodu (1).

(3)u<UA> 1(ATU(A2\A) U (A3\ (A2UA))U...) = u(A1) + 1(A2\Ap) +

n=1

(A3 (A1 UA2)) 4 < (A 1 (A) + l(A3) - = Y 1(Ay).
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<4>u<UA> H(AIU(A2\A))U <A3\A2>u...)=u<A1uG<AM\An>>=

n=1 n=1
o) n—1
= (A1) + ) u(Ani1\Ap) = lim <u(A1) + ) (A \Ak)> = lim p1(An).
n=1 k=1

(5)N<ﬂA> (A - <A1\ﬂA> (A )‘N(G(Al\An)>:

n=1

= W(A1) = lim (A1 \Ap) = lim pi(Ay).

n—oo

O

Ze o-aditivity 1.7 (3) asubaditivity 1.8 (3) miry pro spo¢etné systémy mnoZin vyplyvaji
obdobné vlastnosti pro sjednoceni a priniky kone¢nych systémd mnoZin. Staci misto
libovolného poc¢tu mnoZin sjednoceni (popt. priniku) uvazovat praizdné mnoZziny.

Véta 1.9. Bud’ y mira na méfitelném prostoru (X,.o7), pak plati:

() A€ o/, A| CAyCA3C---CA,...,neN =

w(lim A,) = lim u(A,).

n—oo n—oo
(2) Ap€ o, W(A)) <o0,A| DAy DA3D - DA,....neEN =

w(lim A,) = lim u(A,).

n—roo n—oo

Diikaz. DokaZzme obé tvrzeni vyuZitim vlastnosti z definice miry 1.7 a véty 1.8.

(1) Z véty 1.8 vime, Ze plati rovnost

(O] s

Jako prvni zvazme ptipad, kdy pt(A,,) = oo pro néjaké m € N. Pak lim pi(A,) = .

n—oo

Jelikoz A,, C U Ay, pak plati

n_

p(lim Ap) > p(Ap) = oo.

n—oo

Nyni uvazujme piipad, kdy @ (A,) < oo prokazdé n € N. Poloime Ag =0 auvazujme
disjunktni mnoziny B, = A, \ A,—1, n € N. Jelikoz plati U A, = U B,, muZzeme

n=1 n=1
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vyuZzit o-aditivity miry a upravovat

(2) Opét si pripomeinime, Ze plati

dle véty 1.8. Podobné jako v prvnim prlpade definujeme posloupnost disjunktnich
mnozin B, = A, \ A,+1, n € N. Potom plat{

A\ (An= | B,
n=1 n=1

u(Al\ﬁAn> =u<GBn>. (L.1)
n=1 n=1

Jelikoz (N A, € Ay, miZeme rozloZit levou stranu rovnice (1.1)
n=1

u <A1\ ﬁAn> — (A - n <ﬁAn> — () —p (tim4,).
n=1 n=1

(o]
Nyni rozloZme ¢len |J B,
n=1

u <U Bn> = iu(Bn) = ilu(An\AnH) _
i H(Ans1)) = lim Z )— w(Ags1)) =

n=1
= lim (u(A1) —H(An+1)) = (A1) = lim p(Ans1)-
Podafilo se ndm rozloZit ob¢ strany rovnosti (1.1), dostdvdme
w(Ar) —pu(lim A,) = p(Ay) — lim p(Ap41).
n—oo n—oo
Po odecteni t(A) z obou stran rovnice a zméné znaménka dostavame
N(nlgloloAn) = nlijoloN(AnH) = nlgloloN(An)

Tim je tvrzeni dokdzéno.
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1.1.2 Zxiplnéni miry

Nasledujici sekce se bude vénovat predstaveni tzv. ziplnéni méfitelného prostoru. Po-
dotknéme, Ze pojem tuplnosti, jak jej zndme z teorie metrickych prostord, ani v nejmensim
nesplyva s tplnosti métitelného prostoru.

Definice 1.10. Mira na méfitelném prostoru (X, <7, ) se nazyva iplnd, plati-li

N € o/ libovolné, u(N)=0 = VK CN,K € .

Jinak feceno, mira je Gplnd pravé tehdy, je-li kazdd podmnoZina mnoZiny nulové miry
také méfitelnd. Uplnou miru budeme znagit Ti. Z definice miry lze lehce ukazat, 7e bude
mit kazdd podmnoZina mnoZiny nulové miry také nutné miru nula. VyuZijeme vlastnosti
nezdpornosti 1.7 (2) a monotonie 1.8 (2). UvaZujme libovolnou mnoZinu nulové miry
N nélezici o-algebte <7 a jeji libovolnou podmnoZinu M, pak plati

0=uN)>puM)>0 = uM)=0.

Uplnost méfitelného prostoru zarucuje vyhnuti se patologickym situacim tykajici se
nalezeni neméfitelné mnoZiny vné mnoZiny miry nula.

Definice 1.11. Bud' (X, <7, u) méfitelny prostor s mirou y. Oznaéme .4 systém vSech
mnozin nulové miry z prostoru(X, </, ). Déile oznaéme potenéni mnozinu 2 systému
AN jako % . Systém &/ viech mnoZin typu AUK, A € o7, K € J¢, nazveme ziiplnéni
o-algebry &/ vzhledem k mife u.

Lemma 1.12. Bud (X, </, u) méfitelny prostor s mirou u a < ziplnéni c-algebry o7
vzhledem k mife u. Pak o7 je o-algebra generovand systémem .7 U 7.

Diikaz. Nejdfive dokaZme, Ze <7 je c-algebra. Ovéifme postupné viechny tii podminky
z definice 1.1.

(D) X=XU0Xcd,0c X — Xcd.

(2) NechtE € o7, pak miZeme E zapsat jako E =AUK,A€ &/, K€ X, KCNe V.
Chceme ukézat, Ze X \ E € </ jako sjednoceni mnoZzin z <7/ a ¢ .
Postupnymi dpravami dostdvdme

X\E=X\(AUK)=(X\A)N(X\K)=
= X\A)N(X\N)U(N\K)) =
= ((X\A)N(X\N))U((X\A)N(N\K)).
Z vlastnosti o-algebry plyne (X \A)N(X\N)) € <.
Didle (X \A)N(N\K)) CN\K CN € ./, proto (X\A)N(N\K) € %

JelikoZ jsme ukdzali, ze X \ E € o lze zapsat jako sjednoceni prvkii z # a <7, plati,
e X\Ee€d.
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(3) Nechf mnoziny E, € o, neN, pak muzeme kazdou mnozinu E, zapsat jako E, =
= A, UK,. Dile plati

G E,= G (AyUK,) = <91An> U <nQKn> :

n=1 n=1

(o) (o)
Vime, 7ze |J A, € & a |J K, je sjednoceni mnoZin nulové miry, coZ je opét mnoZina
n=1 n=1

nulové miry, tedy | K, € # . Celkem | E, € .
n=1 n=1
Ukdzali jsme tedy, Ze systém mnoZin &/ je skute¢né o-algebrou. Nyni ukazme, Ze o-algebra
o/ je vskutku generovand systémem .o U.# . Prvotné je tieba ukézat, Ze o-algebra o/
obsahuje systém o7 U %", a poté, Ze se jednd o nejmensi o-algebru obsahujici tento systém.
Libovolné A € &7 1ze zapsat jako A = AU, potom urcité plati

Acd Ve X —= Acd — o Cd.
Podobné libovolné K € ¢ 1ze zapsat jako K = K U@, proto
KexX 0ed — # C.

Celkem &7 U.# C /. Abychom ukézali, Ze se jednd o nejmensi c-algebru obsahujici
o/ U, uvazujme o-algebru /| na mnoZziné X také obsahujici sjednoceni .o/ U %"
Potom 27 je tedy o-algebrou obsahujici mnoZiny typu AUK, A € o7, K € ¢ . Nutné tedy
plati &7 C 7. Celkem je o-algebra &7 generovand systémem &7 U .7 . O

Definice 1.13. Bud (X, </, ) méfitelny prostor s mirou p. Prostor (X ,</ ) s dplnou
mirou [T, proktery plati &7 C o7, i = [T na .o/, budeme nazyvat rozsireni prostoru (X, <7, 1)
na uplny méfitelny prostor.

Definice 1.14. Rozsiteni (X, .7, TT), pro které plati
o/ C o/, L = M na </ pro libovolné jiné rozsiteni (X, .o/ |, 1y)
nazveme ziplnéni prostoru (X, 1L).

Zuplnéni méfitelného prostoru je tedy jeho nejmensi mozné rozsifeni na dplny méfi-
telny prostor.

Véta 1.15. Bud (X,<7,u) méfitelny prostor s mirou U, pak existuje jeho ziplnéni na

prostor (X, <7, TI), pfi¢emz <7 je zlplnéni c-algebry <7 a [f je iplna mira na <7 definovana
nésledujicim zpisobem:
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0(E) = WE) Ee€d,
H w(A) E € .of takovd, 2e E=AUK,Ac o/, K c ¥ .

Diikaz. DokaZzme, Zze mnoZinovd funkce U je definovand korektné, tj. funkéni hodnota
nezdvisi na vyjadieni mnoZiny. Poté ovéiime, zda je funkce skute¢né mirou. Dle definice
plati 4 = I na /. UkaZme, Ze mira mnoZiny néleZici ./ vskutku nezileZi na jejim
vyjadfeni. Uvazujme tedy dvé riznd vyjadfeni mnoziny E,

E=A,UK, E=A,UK>,

kde A1, Ay € &, K1, K> € . Piipomenime, Ze % je poten¢ni mnozinou systému vSech
mnozin nulové miry .4". Diky tomu vime, Ze existuji mnoziny Ny, N, € ./ tak, ze K| C N
a Ky C N,. Postupnymi dpravami dostdvame

AlUK; =A UK,
AIUKITUNIUN, = Ao UKy UN1 UN,
ATUNTUN, =AUNIUN,
WATUNIUN,;) = u(A2UNUN,).

Potom jisté plati ndsledujici série nerovnosti,
W(AD) S p(ATUNIUNy) < (A1) + 1(N1) + p(N2) = p(Ay).
Z toho plyne

K(A1) = 1(A UNLUN,),
,u(Az) = ,u(Az UN; UNQ).

Celkem plati (1 (A1) = u(A,). Mira libovolné mnoZiny A € o7 tedy opravdu nezavisi na

jejim vyjadfeni a mnoZinové funkce je definovana korektné. Ddle ukazme, Ze mnoZinova
funkce U je mira. Ovéfime postupné vlastnosti miry z definice 1.7.

(1) Pro® € o7 se mira vzdy rovnd nule, tj. 7L(0) = u(0) = 0. Pro @ € <7 zndme vyjadfeni
D=0U0,kde 0 € of ad € ¥, stile plati u(0) = 0.

(2) Dle definice [T urcité plati fi(E) > 0 pro kazdé E € o7 .

(3) Uvazujme {E,,n € N} systém po dvou disjunktnich mnoZin z <. Kazdou mnoZinu
E, lze vyjadfit jako E, = A, UK,, A, € &, K, CN, € A, n € N. Protoze jsou
mnoziny E, po dvou disjunktni, budou po dvou disjunktni i mnoZiny A, a K, pro
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kazdé n € N. Ozna¢me A = |J A, € &7, K = | K,, € JZ . Postupné upravujme

(G #((02)-(9)) -

= ZN(An): ZN(An)"‘ZN(Kn): Zﬁ Z = Z H(En).
n=1 n=1 n=1 n=1
Timto jsme dokézali o-aditivitu mnoZinové funkce [I.

MnoZinova funkce I je tedy mira. Dile ukazme, Ze (X,.o7,[T) je skute¢né rozsifenim
(X, , 1) na tplny méfitelny prostor. Abychom ukdzali, Ze (X, ./, [l) je tGplny méfitelny
prostor, je nutné dle definice 1.10 dokazat, Ze kazda podmnoZina mnoZiny nulové miry
7.9 je také méfitelnd. Je-li tato mnoZina méfitelnd, vime, Ze jeji mira bude také nulova.
Ovéfime tedy, zda tyto podmnoZiny také leZ{ v ¢-algebie .«7. Uvazujme proto libovolnou
mnozinu nulové miry E € &/. MnoZzinu E miZeme vyjadfit jako sjednoceni E = AUK,
A€o/, KN e 4 .Podle definice miry it je £ (E) = (A) = 0. Ddle uvazujme libovolnou
podmnoZinu F mnoZiny nulové miry E. Plati

FCE=AUKCAUN.

Pro AUN urcité plati u(AUN) < u(A)+ u(N) = 0. Zaroven z definice miry vime, Ze je
mira kazdé mnozZiny nezdpornd. Tedy AUN je mnoZina nulové miry, proto AUN € A",
Pfipomenme, Ze systém mnoZzin .4~ jsme zadefinovali jako systém vSech mnoZin nulové
miry méfitelného prostoru (X, .27, it). Systém podmnozin mnozin nulové miry jsme oznacili
K avime, ze # C /. Ukazali jsme, 7e mnoZina F je opravdu podmnoZinou mnoZiny
nulové miry, mé proto také nutné miru nula a nileZ{ c-algebfe 7. Mira I je tedy tplna.
Jelikoz o C o/ a u =W na o je (X, , ) roziifenim (X,.o7, ) na tplny méfitelny
prostor.

Jako posledni je tfeba ukdzat, Ze (X,</,[) je ziplnénim (X, o/, ). Predstavme si
proto jiné rozsifeni prostoru (X,.</, i), oznacme jej (X, o/ 1,1L,). Ukaime, 7e o/ C o
a =, na<.Jeli o/ ziplnénim o-algebry .27, pak musi &7 U.# C o7 . Z lemmat
1.5 a 1.12 vime, Ze nejmensi c-algebra generovana systémem o7 U.# je pravé o7, tedy
o/ C o/ . Libovolnou mnoZinu E € o/ miZeme vyjadfit jako

E=AUK=AU(K\A),Ac o/, Ke X,

Toto vyjadfeni mnoziny E je ekvivalentni, jelikoz K \ A € ¢ . To znamend, Ze se jedna se
o podmnoZinu nulové miry a z dplnosti méfitelného prostoru vime, Ze tyto podmnoZiny
maji také nulovou miru. Proto AN (K \ A) = 0. ProtoZe tyto mnoZiny maji prazdny prunik,
plati

1(E) = (AU (K\A)) =T, (A) + 1, (K \ A).
Nebof A € o7 plati u,;(A) =1

= I(A) = u(A). MnoZina je podmnoZinou mnoZiny nulové
mity, tedy 11, (K \ A) = (K \ A) =

= 0. Proto [T = [, na o-algebie /. Mnozina E byla
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NP

volena libovolng, takze miZzeme tvrdit, e (X, , 1) je nejmensim moZnym roziffenim
méfitelného prostoru (X, o7, 1), a tedy je jeho zdplnénim. O

1.1.3 Konstrukce miry pomoci vnéjsi miry

Jak nazev napovida, kapitolu zaéneme definovanim nové mnoZinové funkce, vnéjsi miry.
Nabizi se otdzka, je-1li moZné vnéjsi miru pretvorit na miru. UkdZeme, jak je mozZné tohoto
docilit a jaké vlastnosti bude poté mira mit.

Definice 1.16. Bud X # 0. Funkce u* : 2X — R™ se nazyva vnéjsi mira na X, spliuje-li:
(1) pu*(0)=0;
(2) A, BCX,ACB = u*(A) < u*(B);
B) A, CX,neN =

u <6An> < iu(An)-
n=1

n=1

Tato definice je téméf totoZnd s definici miry, viz 1.7. Zména nastava ve vlastnosti (3),
kde je vynechdna podminka vzdjemné disjunkce mnoZin a rovnost je nahrazena nerovnosti.
Tuto vlastnost budeme nazyvat subaditivita vnéjsi miry. Je zfejmé, Ze se jednd o vlastnost
slabsi, nezZ je o-aditivita miry. Pfipadné priniky mnozin maji dle definice miry nezdpornou
miru, tudiZ bude suma mér mnoZin urcité vétsi, neZ mira jejich sjednoceni. Tim pddem
muzZeme tvrdit, Ze kazdd mira je soucasn€ i vnéjsi mirou. Opacné tvrzeni samoziejmé
neplati.

Definice 1.17. Mnozinu A nazveme W*-méritelnou vzhledem k vnéj$i mife u*, plati-li
(T NA)+u*(T\A) =pu*(T) VT CX.
Systém vSech u*-méritelnych mnozin budeme znacit .7 .
Tuto podminku budeme nazyvat Carathéodoryho kritérium nebo Carathéodoryho pod-

minka méritelnosti. Ovéfovani této rovnosti si miizeme usnadnit. Dle definice vnéjs$i miry
diky jeji subaditivité 1.16 (3) vzdy plati nerovnost

(T NA)+ " (T\A) = (7).

Proto se pfi dokazovani u*-méfitelnosti mnoziny staci omezit na ovéfovani opa¢né nerov-
nosti, coz je postacujici podminkou pro u*-méfitelnost mnoZziny.

Lemma 1.18. Systém vSech p*-méfitelnych mnozin .# je c-algebra.
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Diikaz. Ovéfme vlastnosti definujici o-algebru a zaroveil otestujme i méfitelnost vSech
mnoZin tohoto systému.

(1) Lze snadno ukézat, Ze mnoZzina X spliiuje Caratheodoryho podminku pro libovolnou
mnoZinu 7. Podminku ovéfime z definice 1.17, tedy

w(TNX)+u™(T\X) = p*(T)+u*(0) = u™(7).

(2) Ukazme, ze pro libovolnou mnozinu A € .# lezi i jeji komplement v ./ .
Opét jednodusSe upravujeme

(TN (X\A) + 17 (T\ (X \A)) = u*(T\A) + 1 (T NA) = pu*(T).

(3) Nejdiive uvazujme pouze kone¢né sjednoceni dvou mnozin. Nechf A, B € ./ .
Otestujme méfitelnost mnoziny B pomoci mnoziny 7 \ A,

w((T\A)NB) + " ((T\A)\ B) = (T \A). (12

Pro prvni ¢len souctu (1.2) poznamenejme, ze TN (AUB) = (TNA)U((T \A)NB).
Ze subaditivity vnéjsi miry 1.16 (3) plyne

p (TN(AUB)) <u*(TNA)+u*((T\A)NB). (1.3)
Pro druhy c¢len souctu (1.2) plati nasledujici rovnost

W ((T\A)\B) =" (T \(AUB)). (1.4)

Zkombinovanim (1.3) a (1.4) v souctu (1.2) dostavame

p (TN(AUB))+u*(T\(AUB)) <
<uX(T ﬂA)+y*((T\A)ﬂB) +u*((T\A)\Bz=u*(T)-

w(T\A)
Lze snadno ukézat, Ze pro disjunktni A, B plati
w(TN(AUB)) = u*(TNA)+u*(TNB). (1.5)

Otestujme mnoZinu A a za testovaci mnoZzinu zvolme 7N (A UB),
w*(TN(AUB)) = u*((Tﬂ (AUB)) mA) —i—u*((Tﬂ (AUB)) \A) -
=u* (TNA)+u*(TNB).

Pro spocetné sjednoceni po dvou disjunktnich pu*-méfitelnych mnozin A,, n € N, tj.

A= | A,, miZzeme diky rovnosti (1.5) tvrdit

n=1

8

u(TNA) = <TmUA> (TN(AjUALU.. Z (TNA)

n=1
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Zaroveni ze subadivity vnéjSi miry 1.16 (3) plyne
p(TNA)=p"* <U (T ﬂAn)> <Y (T NA,).
n=1 n=1

Celkem u*(TNA) = Y u*(TNA,). Také plati

n=1
p(T)=p*(TN(AIU...UA,)) +u*(T\ (A1 U...UAy)) >

> Y (T OA) + (T ).
i=1

Z limitniho pfechodu n — oo vyplyv4, Ze disjunktni sjednoceni mnoZin nalezi systému
A . Abychom pfesli k obecnému sjednoceni ne nutné disjunktnich mnozin, je tfeba
ukazat, zda je systém .# uzavieny vuci rozdilim. Rozdil dvou mnoZin Ize jednoduse
zapsat jako doplnék sjednoceni dvou méfitelnych mnoZzin, tedy

A\B=X\((X\A)UB) € 4.
Sjednoceni spocetné mnoha (ne nutné disjunktnich) mnozin A,, n € N, miZeme
zapsat jako sjednoceni spocetné mnoha disjunktnich mnozin
UJAr=A41U(A2\A))U (A3\ (41 UAL)) U...,
n=1
které, jak jsme jiz dokazali, naleZi systému .Z .

Tim jsme dokézali, ze .# je c-algebra. OJ

Definice 1.19. Vnéjsi miru budeme nazyvat reguldrni, pokud pro kazdou mnozinu A C X
existuje u*-méfitelnd mnoZzina B, A C B, takovd, Ze plati u*(A) = u*(B).

Lemma 1.20. Bud' pu* reguldrni vnéj$i mira na X, u*(X) < oo. Pak lze zeslabit Carathéo-
doryho podminku méfitelnosti libovolné mnoziny A C X nasledovné:

1 (A) +p (X \A) = p*(X).

Diikaz. Uvazujme libovolnou mnozinu 7 C X ajeji u*-méfitelnou nadmnozinu B takovou,
Ze plati A C B a u*(T) = u*(B). Pokusme se ukdzat, Ze mnozina A je méfitelnd, tzn.
dokazme nerovnost

pi(T) > p (TNA)+u*(T\A) VT CX.
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Diky méfitelnosti mnoZiny B plati rovnosti
p(A)=p"(ANB)+u*(A\B),
(X \A) = 1" (X \A)NB) + " (X \A)\ B)).
Dile poznamenejme, Ze ze subaditivity vnéj$i miry 1.16 (3) plyne nasledujici nerovnost
¥ (A\B)+ 1 ((X\A)\B) > u(X \B). (1.6)
Celkem
p(X)=uwANB)+pu (A\B)+u* (X \A)NB) +u*((X\A)\B) >
> W (ANB)+pu*(X\B)+pu* (X \A)NB) > u*(B) +p* (X \B) = u*(X).

JelikoZ se na obou stranich série nerovnic objevuje tentyZ vyraz, nastavaji ve vSech nerov-
nostech rovnosti. UvaZzujme prvni rovnost

pH(X) = p (ANB)+pu"(A\B) + " (X \A)NB) +p* (X \A)\B)
a odecCtéme od této rovnosti nerovnost (1.6). Dostavime nerovnost
W5 (X) = ¥ (X \B) > w*(ANB) + " (X \A) NB).
Tuto nerovnost miizeme upravit do tvaru
n*(B) = u*(ANB)+u*(A\B).
Z ptedpokladi vime, Ze plati u*(B) = u*(T). Proto dostavame
p(T) > p*(TNA)+u™(T\A).

Tim jsme ukdzali, Ze A je méfitelnd i za pouZiti slabSi podminky. O

Véta 1.21. Bud pu* vnéjsi mira na 2X. Vn&jsi mira u* je na o-algebie .# tiplnou mirou.
Ozna¢me toto ziZeni na c-algebru &t ,, I ,(M) = pu*(M) pro kazdé M € .# . Prostor
(X, 4,1t ) je Gplny méfitelny prostor.

Diikaz. Nejdiive ukaZme, Ze [ , je mira dle definice.
(1) T.4(0) = u*(0) = 0.

(2) Dle definice vnéjsi miry je i jeji zuZeni nezdporné.

(3) Z dikazu lemmatu 1.18 vime, Ze plati p* (T Ny An> = Zl,u*(T NA,).
n=

n=1
Volbou T' =X, U A, € 4, n €N, dostdvame o-aditivitu miry &t ,,.
n=1
UkaZme, 7e u* je dplna mira. UvaZzujme libovolné A C 2%, u*(A) = 0. Dle monotonie
vnéj$i miry 1.16 (2) pro libovolnou podmnoZinu mnoZiny A, oznac¢me ji Ao, plati

1(A) = u*(Ag) = u*(Ao) =0=T 4(Ao).
Proto libovolnd podmnoZina mnoZiny nulové miry spliiuje Carathéodoryho podminku

méfitelnosti (7T NAg) + 1 (T \Ag) < u(Ag) +u(7T) = u(T). Tim padem je @ , tGplnd
mira. U



Kapitola 1. Teorie miry 16
1.1.4 Konstrukce vnéjsi miry

Nyni, kdyZ uz vime, jak z vnéj$i miry zkonstruovat miru, se budeme zabyvat tim, z jakych
funkci jsme schopni vytvorit vnéj$i miru. Timto vytfidime funkce, ze kterych jsme schopni
vytvofit miru na urcité c-algebie. Budeme uvaZovat nejen nad tim, jaké poZadavky musime
na takovou funkci kl4st, ale i nad tim, zda neni mozné oslabit poZadavky na systém mnoZin,
na kterém je funkce definovana. Toto nds privede k jednomu z velmi dilezitych tvrzeni

NP

teorie miry, a to k Carathéodoryho vété o rozsiteni, kterou pozdéji vyuzijeme ke konstrukci
Lebesgueovy miry a z ni vychdzejiciho Lebesgueova integralu.

Definice 1.22. Bud' X # 0. Systém </ podmnozin mnoZiny X nazveme okruh, jestlize plati
(1) A,Be o/ — A\Be

(2) A,BE o/ = AUBE .

Definice 1.23. Mnozinovou funkci 9 : &/ — R definovanou na okruhu </ nazveme pra-
mira, spliiuje-li:

(1) 9(0)=0;
2) 9(A)>0 VAe;

(o)

(3) A, € &, n €N, po dvou disjunktni, |J A, € &7, pak plati
1

n—

5 (U) - % o)
n=1 n=

Véta 1.24. Bud &/ systém podmnoZzin mnoziny X obsahujici prazdnou mnoZinu. Bud
v : ./ — RT mnoZinov4 funkce, pro kterou plati v(@) = 0. Potom je mnoZzinové funkce

1 (A) :inf{ Z V(A,), An€e o neNAC UAn}
n=1

n=1

Vv,

vnéj$i mira na X.

Diikaz. Postupné dokazme vSechny vlastnosti vnéjsi miry dle definice 1.16.
() u*(0) <v(®)=0 = u*(0)=0.

(2) Nechf A, B € &/, A C B. Pak pokryti mnoziny B dokdZe jist¢ pokryt i mnoZzinu A.
Mnozinova funkce Vv je nezdpornd, a proto 1*(A) < u*(B).
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(3) NechtAC |J A,.Pokud ¥ p*(A,) = oo, bude vlastnost subaditivity 1.16 (3) splnéna
n=1 n=1
trividlng. .
Uvazujme, Ze fada Y pu*(A,) konverguje. Volme n € N libovolné, ale pevné, € > 0
n=1
a pokryjme kazdého ze ¢lenii fady mnozinami A}, m € N. Postupné upravujeme

(o)

A C U AR, p*(An) < X VAT < ut(An) + 5,

AC U AY, w(A)< ¥ v(a)) < ¥ ur(A)+e,
mn=1 mn=1 n=1

Timto jsme dokdzali vSechny vlastnosti z definice vnéj$i miry véetné subaditivity. U

V dikazu véty pouzivime pojem pokryti, ktery jsme dosud korektné nezadefinovali.
Nicméné lze tento pojem pochopit velmi intuitivné. Systém podmnozin {A;},i € I, kde
I je libovolnd spocetnd indexova mnozina, nazyvame pokryti mnoZiny A, plati-liA C |J A;.

i€l
Jednoduse feceno se jednd o systém mnoZin pokryvajici danou mnoZinu. Vnéjsi mira je
tedy dle véty 1.24 d4na hodnotou funkce v pro nejmensi ze vS§ech moZnych pokryti dané

mnoziny. Pramira spliiuje poZadavky kladené na tuto funkci. Poznamenejme, Ze klademe
inf(0) = oo.

Véta 1.25. Bud’ v pramira definovand na okruhu &/ na X. Pak z ni 1ze dle véty 1.24

zkonstruovat vnéjsi miru, pro kterou plati:
(1) u*(A)=v(A) prokazdé A € o/ .
) o C. M.

Diikaz. Obé tvrzeni dokdZeme piimo.

(1) Nerovnost u*(A) < v(A) plati pro kazdé A € o/ z definice. UkaZme opacnou nerov-

nost. Pro it*(A) = e nastdva rovnost trividlné. Uvazujme tedy A C |J Ay, A, € 7,
n=1

W (A) < e a upravujme

V(A)=v <GA,mA> =V <G(AnﬂA)> < i V(A,NA) < i V(Ay).
n=1 n=1

n=1 n=1

Vv,

Jelikoz je vnéj$i mira pu* infimem sumy téchto mnozin, dokazali jsme opacnou
nerovnost V(A) < u*(A). Hodnoty funkci u* a v tedy na o-algebie <7 splyvaji.
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(2) Uvazujme libovolnou mnoZinu A € o7. Dokazme jeji p*-méfitelnost dle véty 1.17.

Vyberme testovaci mnozinu 7', v(T') < o a pokryjme ji mnozinami 7 C |J A, tak,
n=1

aby platilo Y v(A,) < u*(T)+¢, € > 0. Potom plati

n=1
ui(T)+e> i v(A,) = i (VA NA)+Vv(A,\A)) > u*(TNA)+p*(T \A).
n=1 n=1

Tim padem libovolnd mnoZina A € o/ nalezi systému méfitelnych mnozin .Z, tedy
g C M.

0J

Definice 1.26. Mnozinovou funkci ¢ definovanou na systému ./ podmnoZzin mnoziny
X nazveme o-konecnou, existuje-li posloupnost mnoZzin takova, Ze plati

X, €, u(X,) <coprokazdéneN, | X, =X.

n=1

Véta 1.27. Bud p* reguldrni, o-kone¢na vn&j§i mira na 2X, pak jsou ndsledujici tvrzeni
ekvivalentni.

) A =2%.
(2) ACX,Be . #,ACB, u*(A)=pu*(B) <o = u*(B\A)=0.

Diikaz. Ovéfime oba sméry ekvivalence. Nejdfive dokazme implikaci mezi prvnim a dru-
hym tvrzenim. Pfedpoklddejme tedy .# = 2X. Necht A, B jsou libovolné mnoZiny spliiujici
pfedpoklady 1.27 (2). JelikoZ jsou obé mnoZiny A a B méfitelné vzhledem k vnéjsi mife
u*, plati

1 (B) = pu*(B\A)+u*(A).
Z ptedpokladu pu*(B) = u*(A) plyne u*(B\A) = 0.
Dokazme opac¢nou implikaci. Bud' A, B libovolné mnoZiny splilujici pfedpoklady véty
1.27 (2), pro které navic plati u*(B\ A) = 0. Ze o-konec¢nosti vné&jsi miry plyne existence
mnozin E, € &/ takovych, Ze

W (E,) < o prokazdén € N, U (E,) =X.

n=1

Bud A, =ANE,, pak U (A,) =A a u*(4,) < u*(E,). Z regularity vnéjsi miry plyne
n=1

existence mnozin B, € .# takovych, ze A, C B,,, u*(A,) = u*(B,) a u*(B, \ A,) = 0 pro

kazdé n € N. Jako mnoZzina nulové miry B, \ A, € .#. Protoi B, \ (B, \ A,) = A, je jako

rozdil dvou méfitelnych mnozin méfitelnd. Z c-aditivity o-algebry .#, viz lemma 1.18,

dostavame (J A, =A € /. OJ
1

n=
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Definice 1.28. Bud’ X # 0. Systém ./ podmnozin mnoziny X nazveme algebra, jestlize
plati

(1) X € o
(2) A,BE o/ = A\BE ;
(3) A,BE o/ = AUBE .

Véta 1.29. Bud ¥ pramira definovand na algebfe .« na X. Pak existuje mira u definovand

na ¢ -algebfe generované algebrou 7 takovd, ze it = ¥ na 7. Totorozsiteni je jednoznacné,
je-li pramira ¥ o-konecn4.

Tuto vétu lze v literatufe (napt. v [1], [3], [5], [7] nebo [8]) najit pod ndzvem Hopfova
véta o rozSiteni, Carathéodoryho véta o rozsitfeni, Hahnova-Carathédoryho nebo Hahnova-
Kolmogorova véta. Je na misté poznamenat, Ze pfivlastek Carathéodoryho véta byva uzivan
1 pro oznaceni véty, kterou 1ze v tomto textu nalézt pod ¢islem 1.21. Zde uvedené znéni véty
1.29 je, jak v Gesky, tak i v anglicky psanych publikacich, nejcast&jsi. Ctenaf miiZe oviem
narazit i na oslabeni pfedpokladu této véty, primarné v matematickych textech zabyvajicich

se teorif miry ve vztahu k teorii pravdépodobnosti, a to ndsledujicim zptisobem.

Véta 1.30. Bud’ ¥ pramira definovand na okruhu .2/ na X . Pak existuje mira u definovand na
o-algebre generované okruhem 7 takova, Ze i = ¥ na .o/ Toto rozsifeni je jednoznacné,
je-li pramira ¥ o-konecn4.

Vv,

Dle definice je kazda algebra zdrovenl okruhem, a proto dostivdme o néco silnéjsi
tvrzeni. Tuto obménu Ize v literatufe najit vétSinou opét pod ndzvem Carathéodoryho véta,
napiiklad v [9]. JelikoZ je zména v predpokladech relativné mald, nenastdvaji prakticky
Zadné zmény ani v diikazech obou tvrzeni a dlikaz véty 1.29 uvedeny v této praci na strané
20 lze aplikovat téméf beze zmén.

Dalsi upravou predpokladii, na kterou je mozné narazit, napt. v [10], obvykle pod ndzvem
Hahnova-Kolmogorova véta, je nasledujici.

Véta 1.31. Bud ¢ nezdpornd, o-aditivni funkce definovand na algebfe .o na X. Pak
existuje mira u definovand na o-algebfe generované algebrou 7 takovd, ze 4 = ¥ na &7

NP

Toto rozsiteni je jednoznacné, je-1i mnoZinova funkce ¥ o-konec¢na.

Po kritkém zamysleni Ize snadno ukdzat, Ze pfedpoklady této véty lze preformulovat na
predpoklady véty 1.29. Tvrzeni jsou samoziejmé opét ekvivalentni. Jedinym pfimo chybé-
Jicim ptredpokladem pro to, abychom mohli nezdpornou c-aditivni funkci ¢ definovanou
na algebfe oznadit za pramiru, je ¥(0) = 0. Platnost této rovnosti vyplyva ze o-aditivity
funkce 9. JelikoZ je funkce ¥ definovdna na algebte, musi byt jeji hodnota definovana
pro prazdnou mnoZinu (zpiisob, jakym ukdzat, Ze prdzdnd mnoZina ndlezi algebre, je ekvi-
valentni jako v dikazu 1.2 (1)). Aby platila vlastnost ¢-aditivity pro libovolny systém
n po dvou disjunktnich mnoZin algebry (uvaZujme napiiklad libovolnou mnoZinuA an— 1
prazdnych mnoZin), je nutné, aby ¥(0) = 0. Uvazovana funkce je tedy pramirou a tvrzeni
jsou opravdu ekvivalentni.
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Diikaz véty 1.29. Systém mnozin méfitelnych vzhledem k mife u* je o-algebrou (viz vétu
1.24) obsahujici algebru <7, tim pddem i c-algebru generovanou algebrou 7. Existence
miry na c-algebfe generované algebrou &7 poté plyne z tvrzeni 1.24 a 1.25.

Za predpokladu o-konecnosti pramiry ¥ dokaZme jednoznacnost roz§iteni. Bud' u
mira na c-algebfe generované algebrou .7 takovd, Ze plati u; = ¥ na /. Uvazujme

AcY(d),AC U Ag, Ay € &7. Vime, Ze plati
k=1

m(A) < i i (Ag) = i U (Ay).
=1 =1

Potom dle konstrukce z véty 1.24 dostdvdme nerovnost

m(A) <p(A) VAe9 (o).

(o)

ProA = |J Ax, Ay € &7, platd
k=1

n n
i(A) = lim py <U An> = lim <U An> = [(A).
k=1 k=1
Uvazujme A € 4 (o), L(A) < oo. Pro libovolné € > 0 existuji mnoziny A, € o/ pokryvajici

(o)

A,AC | A,, pro které plati u ( U An> < u(A)+ €. Dostavame
1 n=1

n—

uA) <p (GAn> — (GAn> — m(A) ([]An\A> <
n=1

n=1 n=1
<mi(A)+u <0An\A> <wi(A)+e.
n=1

Z toho plyne shoda pt a y na ¢ (<) pro mnoZziny kone¢né miry.
Pro libovolnou mnozinu A € ¢ (/) (ne nutné kone¢né miry) vyuzijme ¢-kone¢nosti mnozi-
nové funkce . To ukazuje platnost série rovnosti

kterd dokazuje jednoznacnost. U
Podminku o-konecnosti pramiry nelze vynechat, chceme-li zachovat jednoznacnost.

Véta 1.32. Bud &7 algebra na X a ¢ pramira na ni definovand. Pak pro vnéjs$i miru zkon-
struovanou dle véty 1.24 1ze zeslabit Caratheodoryho podminku méfitelnosti ndsledovné.
Bud BC X, B€ .#, u*(B) < . Pak je mnozina A, A C B, méfitelnd vzhledem k vné&jsi
mite u* pravé tehdy, kdyz

n(A)+p*(B\A) = u*(B).
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Diikaz. Nejdiive dokazme, Ze je A vskutku méfitelna,
WH(T) = W (TNA)+p*(T\A) VT CX.

Pro p*(T') = oo rovnost ur¢ité plati. Uvazujme pu*(T) < oo ndsledovné jako sjednoceni dvou
disjunktnich mnozZin
T =(TNB)U(T\B).

Diky méfitelnosti mnoZiny B plati
WH(T) = (T NB) + (T \ B),

W(T\A) = " ((T\A)NB) + " ((T\A)\B) = " ((T1B)\ A) + *(T \ B).

Diky faktu, 7e A C B, ddle také plati u*(T NA) = u* ((T NA)NB). Proto stat{ jako testovaci
mnoZinu uvazovat pouze T C B,tedy T\B=0aT =TNB.
Uvédomme si vyjadfeni miry mnoziny 7 C X plynouci z konstrukce dle véty 1.24, tedy

||M8

TCX = p( 1nf{ (Ca) C,,echUcn}

n=1

Dale uvazujme pro € > 0 existenci mnoziny C, T C C takové, Ze
ur(C) <ui(T)+e
Polozme D =CNB,pak D € .#,T CDapu*(D) <u*(T)+ . Predpokladame-li
W' (D) = (DNA)+ 1" (D\ A),

dostavame
W (T) +&= W (TNA) +u*(T\A).

Pfi limitnim pfechodu € — O rovnost dokazuje méfitelnost mnoziny A. Nyni dokazme
zeslabeni podminky méfitelnosti. Uvédomme si, Ze

p*(B) = u* (D) +u*(B\D).

Pokusme se slabsi podminku postupné rozepsat,

< W (DNA)+ 1" (D\A)+ & (B\D)NA) + 1" (B\ D)\ 4) =
— W(DNA)+ T (D\A)+1* (B\A) D) + * (B\A)\ D) =
1 (A)+ 0 (B\A) = 1’ (B).

Tim jsme dokézali korektnost slabsi podminky pro testovdani méfitelnosti mnoZzin. |
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1.2 Meéritelné funkce

Nyni se zaméfime na méfitelnost funkci, vlastnosti méftitelnych funkci a popsani terminu
skoro vs§ude. Timto uzavieme piipravné prace pro vybudovani integrdlu na zdklad¢é miry.

1.2.1 Vlastnosti méritelnych funkci

Definice 1.33. Bud (X, /) méfitelny prostor. Funkce f: A — R*, A € &7, je o7 -méFitelnd,
plati-li
{xeA f(x) >al e/ VaeR. (1.7)

Mizeme si vSimnout, Ze v definici méfitelnosti funkce se sama mira jako takova
nevyskytuje. Méfitelnost je vdzdna na o-algebru, kterou je definovdn méfitelny prostor.
V publikacich se ovSem privlastek .o7-méfitelnd nebo méfitelnd vzhledem k o-algebie
o/ Casto vynechava. Zpravidla se prostor uvaZzuje se ¢-algebrou .# méfitelnych mnoZin.
Nyni zadefinujeme méfitelnost funkce v méfitelném prostoru vzhledem k dané mifte.

Definice 1.34. Bud' (X, .7, i) méfitelny prostor s mirou i, .# mnoZzina v§ech méfitelnych
mnozin ¢-algebry 7. Funkce f: A — R*, A € .#, je u-méritelnd, plati-li

{x€eA, f(x)>a} e #4 VacR.

Tyto dvé definice jsou si velmi podobné. Miizeme tvrdit, Ze funkce je p-méfitelna, je-li
o/ -méfitelna vzhledem k o-algebie .# vSech méfitelnych mnoZin. Nasledujici tvrzeni bu-
deme dokazovat na méfitelném prostoru (X,.o7') pro o -méfitelné mnoziny, pokud nebude
k tvrzeni mira potieba. Pfi zdméné o-algeber &7 a .# jsou platna i pro p-méfitelnost
mnozin na méfitelném prostoru (X, <7, u). Ddle budeme pracovat s funkcemi definova-
nymi na néjaké podmnoziné A C X. Proto se v diikazech objevi navic krok, kde budeme
ukazovat, zda skutecné plati A € o7, popt. A € .. Tento krok je nékdy v literatufe vyne-
chdvén, a to zcela korektné, jelikoZ se pracuje s funkcemi definovanymi na celé mnoZiné
X. V nasledujici casti si naformulujeme a dokdZeme nékolik lemmat, ktera ilustruji, jak
muiZeme s méfitelnymi funkcemi manipulovat.

Lemma 1.35. Je-li funkce f: A — R* o/ -méfitelnd, pak jsou nasledujici tvrzeni ekviva-
lentni:
(1) {xeA, f
(2) {xeA. f
(3) {xeA, f
4) {xeA, f

x)>a} €,
x) >a} €,
x) <a} €,
)

X

~—~~

<
<a}led.
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Navic vrstevnice méfitelné funkce jsou vZdy méfitelné, tj.

{x€eA f(x)=a} e/, VacR.

Diikaz. Postupné se pokusme propojit implikace. Ve vSech uvahach bereme v potaz li-
bovolné a € R. Jako prvni dokaZzme, Ze druhé tvrzeni vyplyvd z prvniho. Nepochybné

plati

fx)>a = f(x)>a—%, ne N.

Proto dostavame

{xeA fx

6({x€Af )>a—%}>e%, (1.8)

coz jako spocetny prinik mnozin nélezi c-algebfe 7. Ddle dokazme, Ze druhé tvrzeni
implikuje tfeti. UvaZujme mnoZinu

{xeA f(x)<a}=X\{x€A,f(x) >a} e «,

coz jako komplement dvou mnozin o-algebry o7, také ndlezi ¢ -algebfe o7 . Implikace mezi
tietim a ctvrtym tvrzenim se dokdZe velmi podobnym zplisobem, jakym byla rozepsdna
rovnost (1.8). Opét plati

fix) <a = f(x)<a+%, neN.

Proto dostavame

{xeA, flx

6({x€Af )>a+%}>ed

ndlezici o-algebie o7 ze stejnych diivodii jako vyse (viz (1.8)). Posledni implikaci, kterou je
potifeba dokdzat, aby se okruh tvrzeni uzaviel, dokdZeme znovu pomoci doplitku mnoZiny,
o které vime, Ze ndlezi o-algebie .«7. Upravujeme mnoZinu

{xeA f(x)>a} =X\{x€A,f(x)<a} e .

Meéfitelnost vrstevnic ukdZzeme jesté jednou jako vysledek mnoZinové operace mezi mnozi-
nami o-algebry,

{xeA f(x) <aln{xeX,f(x) >a}={x€A,f(x) =a} € .

Prinik pfirozené ndlezi o-algebie «7. Tim je okruh tvrzeni uzavfen a je dokdzano, Ze jsou
ekvivalentni. O

Lemma 1.36. Bud’ (X,./') méfitelny prostor. Pak je konstantni funkce f: A - R*, A € &
méfitelna.
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Diikaz. Predpokladdame, Ze funkce je konstantni, tj. f(x) = ¢, ¢ € R* na celém svém
definicnim oboru. Dle definice méftitelnosti plati

A proc>a

{xEX,c>a}={

0 proc<a.

Toto miZzeme tvrdit pro libovolné a € R. MnoZina A nélezi o-algebie <7 dle predpokladi
a prazdnou mnoZinu libovolnd o-algebra vZdy obsahuje. Tim je tvrzeni dokdzano. U

Lemma 1.37. Bud (X, ./) méfitelny prostor, funkce f: A — R*, A € & méfitelna. Pak
je funkce f méfitelnd i na libovolné podmnoziné B C A, B € <7

Diikaz. Funkce je tedy definovdna na podmnoZiné ndleZici o-algebie .o7. Méfitelnost
ukdZeme tak, Ze mnozinu {x € B, f(x) > a} vyjadifme jako pranik dvou mnozZin ndleZicich
o-algebte. Upravujeme

{xeB,f(x) >a} ={x€A, f(x) >a}NBe .

Toto plati pro kazdé a € R. U

Véta 1.38. Bud (X, /) méfitelny prostor. Jsou-li funkce f: A > R*, g: A > R*, A€ o/
méfitelné, jsou pak méfitelné i funkce

(D) ¢ f(x), ceR*.
(2) f(x) £8(x).
() f(x)-g(x).
@ g0 flx) #£0.

Diikaz. Postupné dokazme jednotliva tvrzeni. Ve vsSech ndsledujicich dvahich bereme
v potaz kazdé a € R.

(1) Nejprve ukaZzme, Ze funkce c- f je definovdna na mnoZiné naleZici o-algebte. UvaZzme
piipady ¢ =0 a c # 0. Je-li ¢ # 0, pak je defini¢nim oborem stdle mnozina A a ta dle
predpokladl ndlezi c-algebie o7. Je-li ¢ = 0, pak je funkce definovand pouze pro
hodnoty f(x) € R. Vyhybdme se tim neur¢itym vyrazim 0 - oo, 0 - (—e0). Jelikoz R C
C R*, je funkce méfitelnd diky lemmatu 1.37. Nyni dokazme méFitelnost dle rovnosti
(1.7) z definice méfitelnosti funkce 1.33. UvaZzujme postupné piipady ¢ =0, ¢ > 0
a ¢ < 0. Pokud ¢ = 0, tak je funkce konstantni. Méfitelnost konstantni funkce jsme
dokdzali v lemmatu 1.36. V ptipadé, kdy ¢ > 0, méfitelnost dokdZeme jednoduchou
tpravou

{xEX,c-f(x)>a}:{xEX,f(x)>g}Exzf.
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2)

V piipadé, kdy ¢ < 0, si musime dat pozor na oto¢eni znaménka nerovnosti
a
{xeX,c-f(x)>a} = {xEX,f(x) < E} €d.

Z lemmatu 1.35 vime, Ze oto¢eni znaménka nerovnosti nema na méfitelnost funkce
vliv.

Dtkaz provedeme nejdfive pro funkci f + g. JelikoZ jsou funkce definovdany na
rozS8itené mnozing€ redlnych Cisel, opét si musime musime situaci rozdélit na nékolik
pripadi. UvaZzujme mnoZiny

Ar={xeA f(x) eR}n{xeA,glx) eR} € «,

Ay={xeA, f(x) eR}N{x €A, g(x) =t} € o,

As={x€A, f(x) (
(x) (
(x) (

=too}N{xeA,gx) eR} €.,
Asg={x€A, f(x) =t} N{x €A, g(x) = Lo} € .,
As={x €A, f(x) =t} N{x €A, g(x) =Foo} € .

5
Tyto mnoziny jsou disjunktni a jejich sjednoceni ddvd celou mnozinu A, tj. |J A, =A.
n=1
Funkce f + g je definovand na mnoZinidch Aq,...,A4 a neni definovand na mnoZiné

As, jelikoZ ta je tvofena neurcitym vyrazem oo — oo, Defini¢ni obor funkce f+ g

bude tedy mnoZina CJ A, atajako konec¢né sjednoceni mnozin ndleZicich o-algebie
n=1

</ také nédlezi o-algebre .«7. Méfitelnost funkce na sjednoceni CJ A, dokdzeme tak,

7e nejdiive dokdZzeme jeji méfitelnost na jednotlivych mnoiirlgclh Aq,...,Ay. Poté

ukdZzeme, Ze funkce je méfitelnd i na jejich sjednoceni. Za¢néme méfitelnosti na
mnoziné€ A,

{xeALf(x)+8(x) >a} ={x €A1, f(x) >a—gx)}
Vime, Ze plati-li f(x) > a— g(x), pak existuje né&jaké g € Q takové, ze
f(x)>q>a—g(x).
Vyjadieme proto predesly vyraz pomoci sjednoceni pies vSechna raciondlni Cisla.
{reALf(x) >a—g)} = U{xed, f(x)>g>a—gx)} =
q€Q

=U ({XEAl,f(X)>q}ﬂ{xeA1,q>a_g(x)}> _
q<Q

— U ({x €EALf(x)>qgtn{xeA,glx) >a—q}>-
q€Q

Funkce f a g jsou méfitelné dle predpokladt. Tedy cely vyraz je spocetnym sjedno-
cenim priniku dvou mnozin nalezicich o-algebfe <7, proto také ndleZi o-algebie <7 .
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3)

Na mnozindch A,, Az, A4 funkce nabyva konstantnich hodnot co nebo —eco. Z lemmatu
1.36 vime, Ze funkce je na téchto mnozinidch méfitelnd. Jako posledni ndm zbyva
ukdzat, Ze funkce je méfitelnd i na sjednoceni mnoZin, na kterych je méfitelna. Staci
ukazat, Ze

{x € U Ap, f(x)+g(x) > a} = U ({x €Ay, f(x)+g(x) > a}) (1.9)

neN neN

plati pro kazdé a € R. Toto sjednoceni je kone¢né, popf. spocetné, proto nélezi
o-algebfe o/. Pro méfitelnost funkce f(x) — g(x) se dikaz provede analogicky,
jelikoz funkce —g(x) je méfitelna dle (1).

Podobné jako v predchozim tvrzeni se musime vyhnout piipadim vedoucim k neu-
réitym vyrazam, v tomto piipadé 0 - (d-o0). Takovou mnoZinu ozna¢me

Ag= ({x €A, f(x) = o} N{xeA,g(x) =0})U
U({x €A, f(x) =0}N{x €A, g(x) =too}) € .

Defini¢ni obor funkce f - g bude B= A\ Ag € <. Na této mnoziné znovu rozdélime
pfipady podle funkénich hodnot funkci f a g. Oznac¢me

={xeB, f(x) =0} € o,
Ay={x€B, f(x) =to}N{x e B,g(x) >0} € o,
As={xeB, f(x) =to}N{xeB,g(x) <0} € o,
As={x€B,0< f(x) <o} € .,
As={x€B, —o < f(x) <0} € &.

5
MnozZiny Aj,...,As jsou disjunktni a plati |J A, = B. Stejné jako v predchozim
n=1
pfipadé k dokazani méfitelnosti funkce f - g sta¢i dokdzat jeji méfitelnost na téchto

jednotlivych mnozindch. To, Ze je méfitelnd na jejich sjednoceni, jsme ukdzali rov-
nosti (1.9). Na mnoZindch Ay, Ay, A3 se jednd o konstantni funkci, kterd je dle
lemmatu 1.36 méfitelnd. MnoZinami A5 a Ag je tieba se zabyvat o néco dikladnéji.
Dokazme méfitelnost funkce na mnoziné As, méfitelnost na mnoZiné Ag se poté
dokaZe analogicky,

(xEAs, f(x)-g(x) > a} = {xEA5,f(x) > ﬁ}

Pak existuje g € Q tak, Ze plati f(x) > g > ( 7 UvaZzujme sjednoceni pfes vSechna
raciondlnfi ¢isla, tj.

{xeAs, f(x)-g(x) >a} = {xeAs,f(x) > ﬁ} —

- U ({x€A5, )>q}U{x6A5,q-g(x)>a}) e
q€Q
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Tim je tvrzeni dokdzano. Poznamenejme, Ze mnoZina {x € As,q-g(x) > a} ndlezi
o-algebre o7 dle (1).

(4) Defini¢nim oborem funkce f~! je mnoZina B=A\ {x € A, f(x) = 0}. Tato mnoZina
nalezi o-algebie 7, jelikoZ se jednd o vrstevnici méfitelné funkce. Abychom ukézali,
7e funkce f~! je méfitelnd, tj.

{x eB,f1(x)> a} € o,
zamysleme se postupné nad variantami, kdy a =0, a > 0, a < 0. Zacnéme s a = 0,
{xeB,f'(x) >0} ={x€B,f(x) >0} \ {x€B,f(x) =} € .

Prvni mnozina nélezi o-algebfe 7 dle pfedpokladu, druhd proto, Ze f(x) = oo je
konstantni funkce. Pro a > 0 plati

{xEB,f1(x)>a}:{xEB,é>f(x)>O}=

1
= {xEB,E >f(x)}ﬂ{xEB,f(x) >0} e .
Pro a < 0 podobné plati
{x eB,f1(x)> a} =

_ {xEB,é > £, F(x) >O}U{x€B,é > (), F(x) <o} co.

Tim jsme vycerpali vSechny varianty, proto tedy plati {x € B, f~!(x) > a} € & pro
kazdé a € R a funkce je méfitelnd.

0
Nenf t&7ké déle odvodit, Ze méfitelné jsou i funkce typu f(x) + ¢, ¢ € R, nebo % pro

g(x) # 0 & |f(x)|. Témito diikazy se ale jiz zabyvat nebudeme. Ctenaf je miize najit v [3]
nebo [4].

Definice 1.39. Bud (X,.«7, 1) méfitelny prostor s mirou u, funkce f,g : A — R*. Funkce
f a g se rovnaji skoro vsude, plati-li

H({x €A F(x) # g(x)}) = 0.

Pojem skoro vsude se nevztahuje pouze k rovnosti dvou funkci. O libovolné vlastnosti
lze tict, Ze plati skoro v§ude na dané mnoZiné€, neplati-li pouze na podmnoZindch miry nula.
Mnozin, kde je vlastnost porusena, mize byt skute¢né vice, ale mira jejich sjednoceni musi
byt nulova. Napiiklad o posloupnosti méfitelnych funkei f,, : A — R* mizeme tvrdit, Ze
konverguje skoro vsude, pokud existuje nlglolo fn € R na X\ N, kde N je mnoZina nulové

miry.



Kapitola 1. Teorie miry 28

Véta 1.40. Bud (X, <7, i) dplny méfitelny prostor s mirou p, funkce f, g:A - R, A € &7.
Je-li funkce f méfitelnd a f = g skoro vSude, pak je funkce g méfiteln4.

Diikaz. Predpokladejme, Ze funkce f je méfitelnd, tedy plati
{xeA f(x)>a}t e
pro kazdé a € R. Dale pfedpokladdme, Ze se funkce f a g rovnaji skoro vSude, oznaéme
N={xeA,f(x) # ()}
Plati u(N) = 0. Ovéfme méfitelnost funkce g dle definice 1.33,
{xeA,g(x)>a}=({x€A g(x)>a}\N)U{xeN,g(x) > a}

JelikoZ je funkce f méfitelnd na mnoziné A, je méfitelndina jeji podmnoziné A \ N. Navic na
mnoziné A \ N se funkce f a g rovnaji. Funkce g je proto také méfitelnd na A \ N. MnoZina
{x € N, g(x) > a} je podmnozinou mnoziny nulové miry, takZe je v Gplném prostoru
méfitelnd. Jednd se tedy o sjednoceni dvou méfitelnych mnoZin, a tim je méfitelnost
funkce g dokazana. 0

1.2.2 Posloupnosti méritelnych funkci a jejich konvergence

Vzéapéti se budeme vénovat posloupnostem méfitelnych funkci a jiz zmifiované konvergenci
skoro vSude. Piedstavime novy druh konvergence, a to konvergenci v mite. UkdZeme, jaky
je vztah mezi konvergenci skoro vSude a v mife, popf. jinymi druhy konvergence.

Véta 1.41. Bud (X, /) méfitelny prostor. Ddle nechf je f,, : A > R*, n €N, A € &7,
posloupnost méfitelnych funkci. Existuje-li limita f této posloupnosti funkci, pak je také
méfitelna.

Diikaz. Predpokladejme, Ze limita existuje, potom urcité plati

nlglolo fn= hlnanp fn= hlglgf Ja-

Uvazujme funkci g definovanou jako

g = sup fy.
neN

Pokusme se dokdzat jeji méfitelnost. Upravujme

{xEA,supfn>a}z{xEA,ElHEN:fn>a}= U{xeA,fn>a}e%.

neN n=1
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Jednd se o spocetné sjednoceni mnoZin nélezicich o-algebte, proto také nédlezi c-algebre.

Diky vété 1.38 je funkce 1nf fn = —sup(—f,) také méfitelnd. Potom mizeme tvrdit, Ze je
neN
méfitelnd i funkce

inf sup f,, = limsup f,, = hm fn

keN p>p n—soo

Diikaz by se provedl analogicky, kdybychom za funkci g zvolili funkci in1£1 fa- U]
ne

Véta 1.42. Bud (X, </, ) méfitelny prostor s mirou u, kterd nabyva pouze koneénych

hodnot. Ddle necht f, : X — R, n € N, je posloupnost méfitelnych funkci a nechf skoro

vSude existuje kone¢nd limita f(x) = 1211 fn(x). Pak pro kazdé € > 0 existuje mnozina
n—soo

E. € of takovd, ze plati (X \ E¢) < € a funkce f,, konverguji stejnomérné na mnoziné Eg.

Diikaz. Uvazujme mnoZziny

£ = {ve X, s <+ }.

i>n

Tyto mnoZiny jsou méfitelné a uspofddané vzhledem k inkluzi, plati ' C E}", | pro kazdé
m, n € N. Zafixujeme-li m, tak pro libovolné x € A existuje prirozené Cislo n takové, Ze
plati nerovnost

Ailx)— F(x)] < % proi > n. (1.10)

Proto lze mnoZinu X pokryt mnoZinami E}', X = U E}'. Diky tomuto faktu a spocetné
n=1
aditivit¢ miry miZeme tvrdit ndsledujici. Pro kazdé m existuje k € N, pro které plati

H(X\E") < €27 Poloime E. = () E}'. Ukazme, Ze pro takto zvolenou mnoZinu Eg¢
m=1

plati u(X \ E¢) < &,

(o)

(X \Ee) = (X\mEk) (mG1X\Ek) 2, (X\EY) ZZ

Tim je dokdzdna prvni ¢ast tvrzeni. Nyni je tfeba ovéfit, zda funkce skute¢né konverguji
stejnomérné. Pfipomenime definici stejnomérné konvergence na mnoZiné X, pozornost
vénujme poradi kvantifikdtori

Ve>0dng e N:VxeX,VneN,n>ng: |fu(x)— f(x)| < €.

Jak jiz bylo zminéno vySe, pro pevné zvolené m plati (1.10) pro kazdé x € E¢, i > k. Toto
poradi kvantifikdtori dokazuje, Ze se nejedna pouze o béznou bodovou konvergenci, ale
o konvergenci stejnomérnou. U
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Definice 1.43. Bud' (X,.o/, ) méfitelny prostor s mirou u. Ddle nechf je f, : A — R,
n €N, A € ., posloupnost méfitelnych funkci. Posloupnost funkci f,, konverguje v mive
prave tehdy, kdyZ pro kazdé € > 0O plati

lim 1 ({x €A, |f(x) = fulx)| > €}) = 0.

Véta 1.44. Bud (X, </, ) méfitelny prostor s mirou u, kterd nabyva pouze koneénych
hodnot. Dédle nechf je f, : A — R*, n € N, A € .#, posloupnost méfitelnych funkci kon-
vergujicich skoro vSude k funkci f. Pak posloupnost funkci f;,, konverguje k f v mifte.

Diikaz. Pro € > 0 uvazujme mnoZiny
E,={x€A, |filx)— f(x)| <&,Vi>n}.

Tyto mnoZiny jsou méfitelné a lze je uspotrddat vzhledem inkluzi ndsledovné, E, C E, .
Pfipomeinime, Ze dle véty 1.8 vime, Ze plati

u <U En) :nlgloloN(En) (1.11)
n=1

Sjednoceni téchto mnoZin urcité obsahuje veskeré body, ve kterych posloupnost funkci
fn konverguje k f. Jelikoz diky predpokladu konvergence skoro vSude vime, Ze mira
sjednoceni bodi, ve kterych posloupnost funkci nekonverguje, je nulovd, plati

1(A) =u <U E) :
n=1
Nabizi se moznost vyuZzit rovnost (1.11). Dostdvdme rovnost

H(A) - lim u(E,) =0.
n—roo
Tim padem také plati
lim u(X\ E,) =0. (1.12)

n—roo

Mnozina X \ E, obsahuje mnozZiny typu

{xeA, |lf(x) = fulx)] = €}

a jak jsme ukézali v (1.12), mira téchto mnoZin se limitné bliZi nule. Posloupnost funkci
fn proto konverguje v mife k funkci f. [

Véta 1.45. Bud (X, </, ) méfitelny prostor s mirou u, kterd nabyva pouze koneénych
hodnot. Dile nechf je f,, : A — R*, n € N, A € &7, posloupnost méfitelnych funkei kon-
vergujicich v mife k funkci f. Pak existuje podposloupnost f;;, kterd konverguje skoro
vSude.
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Diikaz. Predpokladejme tedy, Ze posloupnost funkci f,, konverguje v mife, to znamen4, Ze
plati

lim p ({x € A, | £(x) = fulx)| > €}) =

DokédZeme najit posloupnost indexii n; takovou, Ze plati

1 1
i (treali-smi= 1) <5 (1.13)
Uvazujme mnoZiny
= 1
Aj= Ut e A 1f0) — fu ()] 2 -
k=j
Mnoziny lze usporddat vzhledem k inkluzi A} O Ay O A3z D ---. Mira téchto mnoZin je

konec¢na, protoZe dle (1.13) a subaditivité¢ miry plati
PR o .
w(A;) < 1;1 7 < oo pro libovolné i € {1,2,..., j}.

Dle véty 1.8 vime, Ze mira spocetného priiniku mnoZin A; se rovna limit€ miry mnoZiny
Aj pro j — oo. Upravujme tento vyraz

()= (0 = i B ) < iy =0

Vyuzili jsme vzorec pro soudet geometrické fady s kvocientem 1 5 a prvnim Clenem 2 it

Nyni ukdZeme, Ze na mnoZiné X \ () A; posloupnost funkci f, konverguje k funkci f.
j=1

Jelixe X\ N Ajae >0, pak existuje j € N takové, Ze
j=1

(o)

rex\Nay= N {rexlro-nol< ).

=l k=

Zvolime-li kg > max{}, é}, pak pro k > ko plati

1
10— ful < g <.

Tedy posloupnost funkci konverguje k f na X \ ﬂ Aj a nekonverguje na ﬂ Aj, coz je
j=1 J=1
mnoZzina nulové miry. Posloupnost tedy konverguje skoro vSude. O



Kapitola 2
Integraly

V této kapitole si pfedstavime Lebesgueliv a Henstockiv-Kurzweiliv integrdl. Déle zde
budou predstaveny vlastnosti téchto integrali, které klasicky Riemanniv integral postrada.
Na zavér kazdé z podkapitol budou jednotlivé integrdly porovndny s Riemannovym inte-
grilem.

2.1 Lebesgueova mira a integral

Potom, co jsme ptedstavili zdkladni definice a tvrzeni teorie miry, pouZijeme tyto poznatky
ke konstrukci integralu zaloZzeného na mite. Konkrétné Lebesgueova integrdlu vychazeji-
citho z Lebesgueovy miry. StéZejnim dkolem této kapitoly je osvétleni toho, jak je integral
za pomoci miry budovan.

Henri Léon Lebesgue (1875 — 1941) byl francouzsky matematik, ktery na zakladé
Borelovych ideji vybudoval teorii miry a integralu. Ve své knize Lecons sur [’intégration
et la recherche des fonctions primitives, professées au College de France se zabyva jednak
problémem miry a méfitelnych funkci, avSak také analytickou definici integralu, ktery dnes
zname pod ndzvem Lebesguetlv integrl.

Tento integrdl srovndme s jiZ zndmym Riemannovym integridlem. Dale se zamyslime
nad tim, jak vypadaji mnoZiny integrovatelnych funkci obou integréld, piipadné, zda se
lisi. Pfedpokladem pro Cetbu této kapitoly je znalost teorie Riemannova integrlu. Neni-li
tomu tak, ¢i pokud by mél ¢tendf zdjem si toto téma pripomenout, mize vyuzit zdroju [21]
a [22].

Pii zmince o Riemannové integrdlu je vhodné poznamenat, Ze se nejednd o integral
zaloZeny na mife, jak ji zndme dle definice 1.7. Vime, Ze Riemanniiv integral je vystavén za
pomoci Jordanovy miry. Jordanova mira, zndma také jako Jordanova-Peanova mira nebo
Jordanutv objem, ackoliv spliiuje prvni dvé podminky z definice 1.7, neni o-aditivni. Toto
lze ukdzat na jednoduchém piikladu.

Uvazujme mnoZinu raciondlnich ¢isel, tato mnoZina je spocetnd. Proto by se suma
mér mnoZin, obsahujicich jednotlivé body, méla rovnat mife jejich sjednocent, tj. mite celé
mnoZziny raciondlnich ¢isel. Jordanova mira mnoZin obsahujicich jednotlivé raciondlni ¢isla
je nulovd. Suma jejich mér taktéz. Ovéime, zda se mira celé mnoZiny raciondlnich ¢isel

_32_
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také rovnd nule. Horni Jordanova mira této mnoZiny je nekonecnd, zatimco dolni se rovna
nule. Nesouhlasi-li horni a dolni mira, mnoZina neni méfitelna vzhledem k Jordanové€ mite.
Tim je porusena vlastnost c-aditivity a mnoZinova funkce nemiiZze byt mirou.

Zdroji k vypracovani této kapitoly byly predevSim publikace [1], [4], [11], [14], [15]
a [20].

2.1.1 Konstrukce Lebesgueovy miry a jeji vlastnosti

Pfi konstrukci Lebesgueovy miry budeme postupovat tak, jako bylo ukdzdno v podka-
pitolach 1.1.3 a 1.1.4. Nejdfive definujeme vhodnou mnoZinovou funkci, pramiru, z niz
vytvofime vnéjs$i miru dle véty 1.24. Poté ji ziZime na miru na o-algebfe vSech mnoZin
méfitelnych dle Carathérodoryho kritéria 1.17. Fakt, Ze mnoZina vSech méfitelnych mnoZin

skute¢né tvori o-algebru jsme dokdzali ve vété 1.18.

Definice 2.1. Uzavieny interval I = [a,b] v R" je mnoZina tvaru
la,b) = {x=(x1,...,%0) €ER", a; <x; < b;, i=1,2,...,n},

kde a;,b; € R, ptiCemz a; < b; pro i = 1,...,n. Objem uzavieného n-rozmérného intervalu

definujeme jako
n

vol ([a,D]) = H(bi—ai).

i=1

Objem otevieného n-rozmérného intervalu (a,b),
(a,b) ={x=(x1,...,xp) ER", a; <x; < b, i=1,2,...,n},
kde a;,b; € R, pficemz a; < b; pro i = 1,...,n definujeme jako

vol ((a,b)) = vol ([a,b]).

Dopliime, Ze vol(0) = 0. Ozna¢ime-li .# mnozinu vSech uzavienych n-rozmérnych
intervalt [a,b], pak mnoZinova funkce vol : . — [0,0) spliiuje pfedpoklady kladené na
mnozinovou funkci ve vété 1.24. Lze z ni tedy vytvofit vn€js$i miru.

Definice 2.2. Funkci A*: 2R" — [0, ) definovanou jako

A*(A) = inf{Zvol(L—), Le S AC UL}
i=1

i=1

N
1

pro A C R" nazyvame Lebesgueovou vnéjsi mirou.
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Vv,

Lebesgueova vnéj$i mira mnoZiny A je tedy vytvorena z takového spocetného po-
kryti, jenZ ma nejmensi soucet objemil intervall tvoricich toto pokryti. To, Ze uvazujeme
spocetnd, a ne konecnd pokryti, jak tomu bylo u Jordanovy miry, je zdsadni. Je na misté
poznamenat, Ze v definici 2.2 neni zdsadni, zda .# je mnoZinou vSech uzavienych, nebo
otevienych n-rozmérnych intervald. JelikoZ je dle definice mnozinové funkce vol jejich
objem stejny, zistava stejnd i vyslednd vnéjsi mira.

V podkapitole 1.1.3 jsme dokdzali, Ze vnéjS$i miru Ize ziZit na miru na o-algebfe vSech
w*-méfitelnych mnozin, viz véta 1.21. Mira je poté navic iplnd. Ozna¢me . mnozinu
vSech A*-méfitelnych mnozin. Tyto mnoZiny nazveme lebesgueovsky méfitelné. Dile
v této kapitole, pokud nebude feceno jinak, budeme tyto mnoZiny oznacovat jen ndzvem
méfitelné.

Definice 2.3. Necht 1* : 28" — [0,0) je Lebesgueova vn&jii mira, . o-algebra viech
lebesgueovsky méfitelnych mnozin. Potom funkci A : .Z — [0, ) definovanou jako

A(A) = A*(A)

pro vSechna A € . nazveme Lebesgueova mira a trojici (A,.Z,R") méfitelny prostor
s Lebesgueovou mirou.

Vv s

Uvédomme si, Ze Lebesgueova mira a Lebesgueova vnéjsi mira se shoduji na lebes-
gueovsky méfitelnych mnoZinich, zatimco na lebesgueovsky neméfitelnych mnozinédch je
definovdna pouze Lebesgueova vnéjsi mira. Pfipomeiime, Ze dle véty 1.21 je Lebesgueova
mira Gplnd a (A,.Z,R") je uplny méfitelny prostor.

Pokud na konstrukci pohlédneme za pomoci Hopfovy véty o rozsiteni 1.29, uvidime,
7e Lebesgueova mira je jednoznacnym rozSifenim pramiry vol z definice 2.1 na miru.
Osvétleme, Ze jsou opravdu splnény predpoklady véty. Mnozinova funkce vol je definovand
na algebfe obsahujici oteviené (analogicky uzaviené) intervaly v R". Je také o-konecna.
Prostor R" 1ze ziskat napiiklad jako sjednoceni spocetné mnoha uzavienych intervall tvaru
lai,ait1], kde a; = (1+1i,...,1+1i) € R" pro i € Z. Tim jsou splnény poZzadavky kladené
na pramiru. Lebesguoeva mira je tedy mirou, kterd se shoduje s objemem mnoZiny na
o-algebie Z generované otevienymi (uzavienymi) intervaly. Tuto o-algebru % nazyvame
Borelova 6-algebra a jeji prvky borelovské mnoZziny. Proto plati # C .Z. Lze dokazat, zZe
existuji lebesgueovsky méfitelné mnoziny, které nejsou borelovské, plati tedy A C .Z.

Priklad 2.4. Uvazujme interval [0, 1]. Definujme posloupnost mnoZzin C,, n € N, nésle-



Kapitola 2. Integrdly 35

dovné:
COZ[Oal]a
1 2
=10,=|U|Z,1
Cl |:073:|U|:37 :|7
o= loXulZ 012718
2= 19| 7193|7379 |9 |

3k-1_1 . oA ) .

3i 3i+1 3i+2 3i+3

a@=u ({? 3 ]U[ Y D
l:

Mnozina C = () C, se nazyva Cantorovo diskontinuum. Jelikoz plati C; D C2 D C3...
n=1
muZeme za pomoci véty 1.8 vyvodit, Ze

n

~ : . 2
A(C) = A <,D1Cn> -y (}EISOC"> = lim A(C,) = lim = = 0.

Lebesgueova mira mnoziny je tedy nulovd. Oznaéme G = |J C,. Uvédomime-li si, Ze plati
n=1

G= [071] A ([071] \C),

mnoziny G a C jsou disjunktni a zdroveti [0, 1] = GUC, ihned vyplyvd, Ze tato mnoZina
ma miru rovnou jedné. Nyni na mnoziné G uvazujme systém intervald

Lo b, ho B3, Bos 33, Bas Iy Dy geer

délky 3Lk pro I, j=1,...,25"1 k € N. Na t&chto intervalech definujme funkci

(

% xeli

13

732 xe€hy, b

1 3 5 7

3:35: 35035 XE€EB 1, B2, 133,134
Po(x) =

1 2k—1

Kty Tk XEIk,la"'alek*la

&
Tato funkce je rostouci a stejnomérné spojitd na mnoziné G. JelikoZ je mnoZina G husta
v [0,1], tj. G =[0,1], Ize tuto funkci spojité rozsitit na cely interval [0, 1]. Tuto funkci
nazveme Cantorova funkce. Dile definujme funkci ¢ : [0, 1] — [0,2] jako

@(x) = @o(x) +x.
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Stejné jako Cantorova funkce @q(x) je funkce ¢ (x) spojitd a rostouci pro x € [0, 1]. Navic
jde o bijektivni zobrazeni, ke kterému existuje inverzni funkce, kterd je taktéZz spojita.
Dilezité je, ze se jedna homomorfismus. Lze ukdzat, Ze existuje mnozina A C ¢@(C),
takovd 7e A ¢ £ a zaroveli ¢ !(A) € £. Ukazme, 7e ¢~ !(A) ¢ 2. Homomorfismus
¢ : [0,1] — [0,2] zobrazuje borelovské mnoziny opét na borelovské mnoziny, tj. ¢ (B) € A
pro kazdé B € 4. Pokud je mnoZina ¢ ~'(A) borelovsk4, plati

(9 '(A)=Ac .

To je spor s pfedpokladem A ¢ .Z. Nasli jsme tedy mnoZinu ¢~ (A), které je lebesgueovska
ale neni borelovska. Proto plati Z C .Z.

Vratime-li se k pfikladu ur¢eni miry mnoZiny raciondlnich ¢isel, 1ze snadno ukdzat, Ze
Lebesgueova mira této mnoZiny je rovna nule. Jednobodové mnoZiny maji Lebesgueovu
miru rovnou nule. JelikoZz je Lebesgueova mira dle definice o-aditivni, bude mit jejich
sjednoceni také nulovou miru. Tato mnoZina je lebesgueovsky méfitelnd. Jeji vnéjsi miru
miZeme urdit napiiklad pokrytim mnoZinami A; = (¢; — €27/, q; + €27%), kde {q:}32, je
posloupnost raciondlnich Cisel.

Priklad 2.5. Nechf A € .Z je méfitelnd mnozina kladné miry. UvaZzujme relaci ekvivalence
na R definovanou jako
x~vy<s=x—yeQ

pro x,y € R. Dle axiomu vybéru existuje mnoZina C C R, kterd obsahuje pravé jeden prvek
kazdé tridy ekvivalence. Proto pro kazdé x € R existuje g € Q takové, Ze x — g € C. Navic
pokud jsou x a y dva rizné body mnoZziny C, potom x —y ¢ Q. Pro bod ¢ € Q definujme
mnoZzinu

Ay =AN(CHq)={x€A x—qgecC}.

Poté jisté sjednocenim téchto mnoZin pro vSechna g € Q dostdvdme

A=A, 2.1
q€Q

Zafixujme libovolné raciondlni ¢islo g € Q. Jsou-li mnoZiny A, méfitelné, je jejich mira
nulova. Poté pro n € N definuje mnoZinu

Aggn= (Aq N [—n,n]) —i—q' = {x—l—q', xXE€A;N [—n,n]}

pro ¢’ € Q. Tato mnozZina je lebesgueovsky méfitelnd a jeji mira nezaleZi na bodu ¢’. Také
plati
A NA =0

q,q';n q,q" n

pro kazdé dvé riznd raciondlni ¢isla ¢’ a ¢”. JelikoZ A, 4 , € [—n,n+1] pro g € [0,1]NQ,
muzZeme tvrdit, Ze
Y AAggn) <2n+1
q'€[0,1]NQ
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Tato suma je nekonecnd a vSechny jeji sCitance se rovnaji. Z toho plyne
A(A,N[=n,n]) =0

prokazdé n € N. Opravdu je miramnozin A, nulova. Jsou-li tedy mnoZiny A, lebesgueovsky
méfitelné pro kazdé g € Q, poté z (2.1) plyne, Ze A je mnoZinou nulové miry, coZ je spor.
Tim jsme dokdzali, Ze jedna z podmnoZin mnoZiny A, A,, g € Q, neni lebesgueovsky
méfitelna.

Lemma 2.6. Pro kazdou borelovskou mnozinu B € % a € > 0 existuje oteviend mnoZina
O takovd, ze plati BC O a

A*(B) < A*(0) < A*(B) +&.

Diikaz. Necht B € % a € > 0. Je-li A*(B) = oo pak je vhodnou otevienou mnoZzinou cely
prostor R",
A*(B) < A*(R") =00 =A%(B) + €.

Uvazujme mnoZinu B € £ takovou, Zze A*(B) < . Dle definice je vné&j$i mira mnoziny
B rovna infimu sjednoceni objemu posloupnosti intervalii, které ji pokryvaji. Jisté existuje
néjaké pokryti mnoziny B otevienymi intervaly /,,, n € N, pro které plati

A*(B) < i vol(I,) < A*(B) +&.
n=1

(o)
Polozme O = |J I,. Takovd mnoZina O je jako sjednoceni spocetné mnoha otevienych
n=1
mnoZin urcité oteviend a spliiuje

A*(B) < A*(0) = A" <G 1n> < ia*(zn) - ivol(ln) < A*(B)+e.
n=1 n= n=

V udpravich jsme postupné vyuZili subaditivitu vnéj$i miry a fakt, Ze vnéjs$i mira borelov-
skych mnoZin se rovna jejich objemu. U

Véta 2.7. Pro kazdou borelovskou mnozinu B € £ existuje mnoZina G D B, kterd je
spocetnym sjednocenim otevienych mnoZin a pro kterou plati

A*(B) = A*(G).

Vv s

Lebesgueova vnéjsi mira je tedy regularni pro borelovské mnoZiny.



Kapitola 2. Integrdly 38

Diikaz. Necht B € 2. Potom dle lemmatu 2.6 pro libovolné € = %, n € N, existuje oteviend
mnoZina O, takovd, ze B C O,, spliujici

A(B) <A°(00) < A%(B)+ -

Polozme G = () O,, poté je B podmnoZinou G. JelikoZ plati G C O,, pro kazdé n € N,
n=1

plati také
A*(B) < A*(G) < A*(B) +%.

ProtoZe tato nerovnost plati pro kazdé n € N, je A*(B) = 1*(G). To kompletuje dikaz. [

2.1.2 Lebesgueuv integral

V této kapitole predstavime Lebesguelv integrdl. PopiSeme jeho vystavbu za pomoci
jednoduchych a nezdpornych méfitelnych funkci a uvedeme poznatky, které demonstruji
jeho vyhody.

Definice 2.8. Nechf X je mnoZinaa A C X. Funkci x4 : X — {0, 1} definovanou jako

1 xeA,
xalo) = {O x¢A

nazveme charakteristickou funkci mnoZiny A.

Definice 2.9. Bud f: A — R funkce, kterou l1ze zapsat jako konecnou linedrni kombinaci
charakteristickych funkci po dvou disjunktnich podmnoZin mnoZiny A,

f) =Y aixa,, |JAi=A4,
i=1 i=1

kde a; € R, a; # aj proi # j, n € N. Tedy nabyvé-li f(x) pouze kone¢ného poctu riznych
koneénych hodnot na po dvou disjunktnich mnoZinach tvoficich mnoZinu A, pak f(x)
nazveme jednoduchd funkce.

Jednoduchd funkce je obecné u-méfitelna prave tehdy, kdyZ jsou mnoZiny A; méfitelné
vzhledem k mife u pro kazdé i.
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Definice 2.10. Nechf (R,.Z,1) je méfitelny prostor s Lebesgueovou mirou, A € ¥
a f(x) = YL aixa, nezaporna méfitelnd jednoduchd funkce. Pak ¢islo

/ Fx) da = Zn:ai), (ANA))
A i=1

nazveme Lebesgueovym integrdlem jednoduché funkce f(x) na mnoZiné A.
V souladu s definici je Lebesguetiv integral jednoduché funkce vzdy nezdporny.

Véta 2.11. Nechf (R,.Z,A) je méfitelny prostor s Lebesgueovou mirou a f : X — R
libovolnd nezdpornd funkce. Potom je funkce f méfitelnd pravé tehdy, kdyz existuje po-
sloupnost nezdpornych méfitelnych jednoduchych funkei { f,(x) }+_, takovd, Ze plati

0</filx) < falx) <--- < flx),

lim f,(x) = f(x)

n—oo

pro kazdé x € X.

Diikaz. Je-1i funkce f limitou posloupnosti méfitelnych funkci, je také méfitelnd, viz
vétu 1.41. To dokazuje jednu implikaci. Nyni predpoklddejme, Ze funkce f je méfitelna
a najdéme posloupnost jednoduchych méfitelnych funkci, jejiz je limitou. Definujme ne-
zapornou jednoduchou funkci g,(7) : [0,00) — R,

k k k+1 _
gn(t):{ o 2—n§l<7, k—O,l,...,nZ”—l,
n

kterd je méfitelna dle definice 2.9 pro kazdé n € N. Nadale plati g,(0) =0 a g,(c0) = n pro
kazdé n € N. Navic je-1i 0 < ¢t < n, pak

1
t= o S8&nlt) Sgnia() =t.

Proto limitnim pfechodem n — o dostdvame

lim g, (1) =1.

n—oo

pro kazdé ¢ € [0,00). Funkce f,, = gn(r), n € N, tvoii hledanou posloupnost nezdpornych
jednoduchych méftitelnych funkci. O
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Definice 2.12. Necht (R,.%Z, 1) je méfitelny prostor s Lebesgueovou mirou, A € £ a f(x)
nezdpornd méfitelnd funkce. Pak &islo

/f = sup s(x) dA,
F@)y

kde supremum uvazujeme pres vSechny nezaporné jednoduché méfitelné funkce s(x), pro
které plati s(x) < f(x) na A, nazveme Lebesgueovym integrdlem nezdporné funkce f(x) na
mnoZiné A.

Opét si 1ze snadno uvédomit, zZe v souladu s definici je Lebesguetv integral nezdporné
méfitelné funkce vZzdy nezdporny.

Lemma 2.13. Nechf (R,.Z, 1) je méfitelny prostor s Lebesgueovou mirou, A € .Z a f(x),
g(x) nezdporné jednoduché méfitelna funkce. Potom plati

M) [10)+s0)ah = [fx)dd+ [ () a2
A A A

(2) Je-li E,, n € N, posloupnost po dvou disjunktnich méfitelnych mnoZin takovych, Ze

E = | E,, potom plati

n=1

[rwa=Y E/ £(x) 42

E =g,

Diikaz. Dokazme obé€ tvrzeni.

(1) Funkce f(x),g(x) jsou jednoduché, dle definice je lze zapsat ve tvaru

=Y aixa, 8x)=Y bjxs;
i=1 =

kde a;,bj € [0,%0), mnoZiny A; a B; jsou méfitelné, po dvou disjunktni a plati

n m
Uai=Usi=
i=1 j=1

Potom Ize zapsat

nom
:ZZ al+b] XAiNB;-

i=1j=1
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Upravujme

/f(x)—l—g(x) dA = i i (a,-—i—bj)), (AiﬁBjﬂA) =

A =

,_.
.
Il
—_

3

(2) Nechf f(x Z a;jXa,;- Postupné upravujme

m m

:Za,llle nNA;) -llmzazZlEﬁA)

i=1  k7op= oy

_,}EEOZZM nNA; —hmZ/f _IE[f(x)dA.

n=1i= En

Tim je tvrzeni dokdzano.

Lemma 2.14. Necht (R,.Z, 1) je mé&fitelny prostor s Lebesgueovou mirou, A € .2 a f(x),
g(x) nezaporné méfitelné funkce. Potom plati

(1) Je-li f(x) < g(x) pro kazdé x € A, potom /f(x) da < /g(x) da
@ [rwar= [ s dr.
A X
(3) Je-li f(x) =0 pro vSechna x € A, potom /f(x) dA =0.
(4) Je-liA(A) =0, potom /f(x) dA =0.

(5) Je-liBC A, B€ ., potom / flx)da < / f(x)da
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(6) Je-li ¢ € [0,00), potom / cf(x) dA = ¢ / F(x) dA.
A A

Diikaz. Po fadé dokazme tvrzeni.

(1) Je-li s(x) nezdporna jednoducha méfitelnd funkce takovd, Ze s(x) < f(x), plati
s(x)xa < g(x). Poté v souladu s definici integralu nezaporné méfitelné funkce je

/ s(x) dA < / s(x)ja dA < / 2(x) dA.

A A A

Uvazujeme-li supremum pies v§echny nezdporné jednoduché méfitelné funkce s(x),
s(x) < f(x) dostavame

[ dn < [ gx)ar.
A

A

(2) Necht jsou s(x), 7(x) nezaporné jednoduché méfitelné funkce spliujici nerovnosti
s(x) < f(x) a t(x) < f(x)xa. V souladu s definici integrdlu nezdporné méfitelné
funkce plati nasledujici rovnosti

/ F)dd= sup [s(x)dA= sup / s(x) 74 A2 =
J SW<f00)) SO<F))
— s /t(x) d),:/f(x)xA dx.

()<fy J

Suprema jsou uvazovana pies vSechny nezdporné jednoduché méfitelné funkce s(x),
resp. 1(x).

(3) Vime, Ze Lebesguetv integral nezadporné méfitelné funkce je vzdy nezaporny. Potom
dle tvrzeni 2.14 (1), pfi¢emz uvazujeme g(x) = 0 pro kazdé x € A, plyne

/ F(x) dA =0.
A

(4) Dle definice integralu nezdporné jednoduché méfitelné funkce 2.10 je integrdl li-
bovolné nezdporné jednoduché méfitelné funkce na mnoziné nulové miry nulovy.
Z toho vyplyva, Ze i integral nezdporné méfitelné funkce bude roven nule.

(5) Je-li BC A, je xp < xa pro kazdé x € R. Proto diky 2.14 (1) a 2.14 (2) plati

/ F(x) dA = / F(x)xs dA < / F)gadA = / F(x) dA.
B R R A
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(6) Pti pohledu na definici 2.10 neni tézké vyvodit, Ze jisté plati

/cs(x) dA = c/s(x) da

A A

pro kazdou nezdpornou jednoduchou méfitelnou funkci a nezdporné ¢&islo ¢. Tim
padem tvrzeni plati také pro nezdporné méfitelné funkce.

O

Véta 2.15. Necht (R,.Z, 1) je méfitelny prostor s Lebesgueovou mirou, { f,,(x)}_, po-
sloupnost nezdpornych méfitelnych funkei takovd, ze

fn(x) < fn+1(x)

pro kazdé x € R an € N. Je-li funkce f(x) limitou této posloupnosti funkcf,

f(x) = lim f,(x),

n—roo

je také méfitelna a plati

lim [ £, a2 = [ () ar.
R

R

Diikaz. Je-li f,,(x) < fu+1(x), potom je i

[hwars [fuawa
R R

pro kazdé x € R an € N dle 2.14 (1). Proto existuje nezdpornd limita

lim [ f,(x)dA.

n—roo
R

Dle dikazu véty 1.41 je funkce f(x) = sup f,(x) méfitelnd a samoziejmé také nezdpornd.
neN
Navic jisté plati f,,(x) < f(x) pro kazdé n € N a x € R. Proto plati nerovnost

[xar< [ 10
R R

pro kazdé n € N. Limitnim pfechodem n — oo dostdvdme

lim [ fi(x) a2 < [ £ dr. 22)
R R



Kapitola 2. Integrdly 44

Nyni zafixujme nezdpornou jednoduchou méfitelnou funkci s(x) takovou, ze s(x) < f(x).
Definujme zobrazeni A, : £ — [0,00),

A(A) = / s(x) dA.
A

Neni slozité ukdzat, Ze toto zobrazeni je mira. Jde o nezdporné zobrazeni. Dle 2.14 (4)
vime, Ze plati A;(@) = 0. Vlastnost o-aditivity jsme ukdzali v lemmatu 2.13. Zafixujme
konstantu 0 < ¢ < 1 a definujeme mnoZiny

Ap={xeX, cs(x) < fu(x)}

pro n € N. Poté jsou mnoZiny A, méfitelné a lze je usporddat vzhledem k inkluzi, A, C A, 1|
pro n € N. Kromé toho také plati

Ua, =R
n=1

Ponévadz je c¢s(x) < f,(x) na odpovidajicich mnozindch A,, potom s vyuzitim 2.14 (1),
2.14 (6) a nerovnosti 2.2 dostavame

cAs (An) zc/s(x) dx z/cs(x) dx g/fn dx g/fn(x) 1 < 1131/fn(x) dx.
n—soo
Ay An Ay R R

Vydélime-li obé& strany nerovnosti ¢islem c, plati
1
As(Ap) < =lim [ f,(x)dA
C n—oo
R
pro kazdé n € N. JelikoZ mnozinova funkce A je mira, pak dle véty 1.9 a faktu, Ze
JAx =R, dostavame

n=1

. 1.
[0 a2 = 2,(®) = lim A,(4,) <  lim [ £,() d
R R

pro libovolnou konstantu 0 < ¢ < 1. Proto pro libovolnou nezépornou jednoduchou méfi-
telnou funkci s(x), s(x) < f(x) na R plati

/ s(x) dA < lim [ £u(x) d2.
R R

UvaZujeme-li supremum pies vSechny takové nezdporné jednoduché méfitelné funkce,
dostdvame

/ F)dd= sup [ s(x)dA < lim [ f,(x)dA. 2.3)
J WS ]

JelikoZ na R plati obé nerovnosti (2.2) a (2.3), plati i
/ £(x) dA = lim / fulx) dA,
n—oo
R R

coZ je presné tvrzenim, jenZ jsme chtéli dokdzat. U]
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Tato véta je zndmd pod ndzvem Lebesgueova véta o monotonnim limitnim prechodu
nebo Lebesgueova véta o monotonni konvergenci. Je jednim z kliCovych tvrzeni teorie
Lebesgueova integralu, jelikoZ pro klasicky Riemanntv integral neplati.

Pfiklad 2.16. UvaZzujme posloupnost {¢, },._, raciondlnich ¢isel na intervalu [0, 1] a funkce

1 XE{CII,CIZa---aC]n—l}
fu(x) = 0 xe {QnaQn+la---}
0 xe0,1\Q.

Pro posloupnost funkei {f,(x)} ", plati f,(x) < f,+1(x) a funkce jsou riemannovsky
integrovatelné, jelikoZ jsou ohrani¢ené a nespojité pouze v kone¢né mnoha bodech. Limitou
této posloupnosti funkei na intervalu [0, 1] je Dirichletova funkce, kterd ov§em rimannovsky
integrovatelna neni.

Véta 2.17. Nechf (R,.Z, 1) je méfitelny prostor s Lebesgueovou mirou, A € .Z a f,(x),
f(x) a g(x) nezdporné méfitelné funkce pro kazdé n € N. Potom plati

() [ £ +g)da = [ ar+ [ g ar.
A A A

(o)

) Plati-li f(x) = Y fu(x) pro x € R, potom / fo) A=Y / Fulx) dA.
A n=1y

n=1

(3) Je-liA,, n € N, posloupnost po dvou disjunktnich mnoZin, pro které plati A = UAn,

potom / fdi=Y / F(x) dA.
A n=13,

Diikaz. Po tadé dokazme jednotliva tvrzeni

(1) Vime, Ze existuji posloupnosti nezdpornych jednoduchych méfitelnych funkei f, (x)
a gn(x) takovych, ze

fn(x) < fn+1(x)7 gn(x) §8n+1(x)a

pro kazdé n € N, jejichz limitami jsou funkce f(x) a g(x) pro kazdé x € A. Poté je
posloupnost funkci f;,(x) + gn(x) také neklesajici a jeji limitou je funkce f(x) + g(x)
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pro kazdé x € A. Proto plati

[ 100+ 8 a4 = lim [ £+ gu(x) 42 =
A A

n—
A A

—lim | [0 a2+ [gu(x)ar | = lim [ f,(x) a2+ lim [ ga(x) a2 =
A A

Pti upravich jsme vyuZzili Lebesgueovy véty o monotonnim prechodu 2.15 a aditivity
jednoduchych funkci.

(2) Definujme neklesajici posloupnost nezapornych méfitelnych funkci g,(x) jako
n
gn(x) =} fu(x).
k=1
Tato posloupnost konverguje k funkci f(x), kterd je diky tomu, jako limita posloup-

nosti méfitelnych funkci, také méfitelnd. Mlizeme tedy pouZzit Lebesgueovu vétu
o monoténnim prechodu 2.15 a vySe dokdzané tvrzeni 2.17 (1), dostdvdme

/f(x) dA = linolo/gn(x) dA = 13130/Zn:fk(x) dA =
4 n— 4 n =

(3) Definujme
fa(x) =Y F(x)xa,-
k=1

Diky vlastnostem integrdlu nezdpornych méfitelnych funkci a tvrzeni 2.17 (1)
muZeme upravovat

w(x) dA = ; X kd),:n X kd),:n x) dA.
A/f() A/k;f(m k;A/f(m };A{fo

Posloupnost f,(x) je neklesajici posloupnosti méfitelnych funkci, kterd konverguje
k funkci f(x)xa. S vyuzitim Lebesgueovy véty o monoténnim pechodu dostdvame

Ditkaz je nyni kompletni. O
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Lemma 2.18 (Fatouvo lemma). Nechf (R,.Z,1) je méfitelny prostor s Lebesgueovou
mirou a {f,(x)}>>_, je posloupnost nezdpornych méfitelnych funkci na R. Potom plati

/ liminf f,,(x) dA < liminf / fn(x) dA
n—oo n—oo
R

Diikaz. Definujme nezdporné funkce g,(x) = irif_ fi(x), n € N, x € R. Tyto funkce jsou
n<i
méfitelné dle dikazu véty 1.41 a plati
g1(x) < g2(x) <
nlglologn(x) = ligiololffn(x) = f(x)

pro kazdé x € R. Plati nerovnost g,,(x) < f;(x) pro vSechna n <i. Dle tvrzeni 2.14 (1) vime,
Ze stejnou nerovnost dodrzuji i Lebesgueovy integraly téchto funkci

Jatxar < [ 1) a
R

R
pro vSechna n < i. Diky tomu plati i

[anar<in [ o aa (2.4)
R R

pro kazdé n € N. VyuZitim nerovnosti (2.4) a Lebesgueovy véty o monoténnim prechodu
2.15 dostavame tvrzeni véty

/f d),—hm gn(x) dA < lim 1nf/ﬁ d),—hmlnf fn( )dA.

n—oo p<j
L]

Definice 2.19. Nechf (R,.Z, 1) je méfitelny prostor s Lebesgueovou mirou. Méfitelnou
funkci f: R — R nazveme lebesgueovsky integrovatelnou, je-li

J1rw1aa <.
R

Definice 2.20. Necht (R,.%Z, 1) je méfitelny prostor s Lebesgueovou mirou, A € £ a f(x)
je lebesgueovsky integrovatelnd funkce. Pak ¢islo

/ £ da = / £ dA — / £ (x) dA
A A A

kde funkce fT(x), £~ (x) jsou nezdporné integrovatelné funkce definované jako

£ = max{ (), 0 = LI o g, 0 = LI,

nazveme Lebesgueovym integrdlem funkce f(x) na mnoZiné A.
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Véta2.21. Necht (R,.Z, A) je méfitelny prostor s Lebesgueovou mirou, A € .2 a f(x),g(x)
integrovatelné funkce. Potom plati

() [ o) +8)dr = [ £(x)dr+ [ g d.
A A A

@) /cf(x) dx :c/f(x) d1, ceR.
A A

® [rwar= [ 1w di.
A R

(4) Je-li Ay,Az,... posloupnost po dvou disjunktnich méfitelnych mnoZin aA = |J A;,
potom =l

/ f)di=Y / F(x) da.
4 n=1;

(5) Je-li A(A) =0, potom
/ £(x) d2 =0.

A

(6) Plati-li f(x) = g(x) skoro vSude, potom

/f(x) d?L:/g(x) dx.
A A

Diikaz. Postupné dokazme vSechna tvrzeni.

(1) Jelikoz vime, Ze |f(x)+g(x)| < |f(x)|+ |g(x)], je diky vlastnosti 2.14 (1) funkce
f(x) + g(x) integrovatelnd. Oznaéme h(x) = f(x) + g(x), poté

RY(x) —h™(x) = f(x) = 7 (x) + 87 (x) =g~ (x).
Tudiz plati

/h+(x)dx+/f—(x)dx+/gdA:/h—du/ﬁdu/gwx
A A A A A A

Z toho plyne

A/h(x) dx =A/h+(x) d),—A/h(x) A =

:/f+(x) d/1+/g+(x) d/l—/f‘(x) d/x—/g-(x) A =
A A A A
:/f(x) dA +/g(x) dAa.
A A
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(2) Podobné jako v pfedchozim piipad€ vyuzijeme nerovnosti |cf(x)| < |c||f(x)], proto
je funkce cf(x) integrovatelnd. Nejdfive uvazme pfipad, kdy ¢ > 0. VyuZitim tvrzen{
2.14 (6) dostavame

A/cf x) dA = /cﬁ )dA— /cf
—c/ﬁ d),—c/f d),—c/f

V piipadé, kdy ¢ < 0, si staci uvédomit, Ze
(cf@) " =—cf @) (/&) =—cf ().
Upravujme

/cf(x)d),:/—
A

da—/—cﬁ(x) A =
M A
:—c/f(x) dl—(—c)/f*(x) dl:C/f(x) dA
A A A

(3) Toto tvrzeni jsme dokézali pro nezdporné méfitelné funkce ve vété 2.14 (2). Tudiz
ho lze aplikovat na nezdporné mé&fitelné funkce f*(x) a f~(x). Tim padem plati
i pro funkci f(x) dle definice integralu.

(4) Tvrzeni plati pro nezdporné méfitelné funkce £+ (x) a £~ (x) dle véty 2.17, tim paddem
i pro funkci f(x) dle definice integralu.

(5) Je-liA(A) =0, potomjsou [ fT(x)dA a [ £~ (x) dA nulové. Dle definice je i integral
A A
funkce f(x) nulovy.

(6) Ozna¢me mnoZinu miry nula, na které se funkce nerovnaji,

N={x€A, f(x)#gx)}.

Potom lIze integrél rozdélit nasledovné:

/f dA = /f dl—i—/f dA = /f dA = /%A\Nf

A\N ANN A\N

Zde jsme uplatnili tvrzeni 2.21 (3), 2.21 (4) a 2.21 (5). Tim je dikaz kompletni.
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Véta 2.22. Nechf (R,.Z, 1) je méfitelny prostor s Lebesgueovou mirou, A € .Z. Méfitelna
funkce f(x) je integrovatelna, pravé kdyz je funkce | f(x)| integrovatelnd. Potom navic plati

[r@al< [irwl a.
A A

Diikaz. Dle definice 2.19 je funkce f(x) integrovatelnd, maji-li funkce f*(x) a f~ (x)
kone¢né integraly. Proto i pro integrovatelnost funkce |f(x)| je nutnd stejnd podminka.
Jsou tedy ekvivalentni. Nerovnost dokdZeme nasledovné dle definice:

/f(x)d), = /f*dk—/fdz s/f+da+/fcm=/|f|da.
A A A A A A

O

Véta 2.23. Nechf (R,.Z, 1) je méfitelny prostor s Lebesgueovou mirou, { f,,(x)};_; po-
sloupnost méfitelnych funkci definovanych na R takovd, Ze

[ i) a2 >~
R

Ja(x) < far1(x)
pro kazdé x € R a n € N. Je-li funkce f(x) limitou této posloupnosti funkci skoro vSude,
je také méfitelna a plati

n—roo
R

lim [ f(x) dA = / F(x) dA.
R

Diikaz. Tvrzeni jsme dokazali pro nezdporné méfitelné funkce, které konverguji vsude,
viz véta 2.15. Pfedefinujme tedy funkce f(x) a f,(x) na mnozinich miry nula takovym
zptisobem, aby posloupnost { f,(x)}>_, konvergovala k f(x) v§ude na R. PoloZme

8n(x) = fu(x) + fi” (%)- (2.5)

Takto definované funkce g,(x) jsou jako soucet méfitelnych funkci méfitelné. Posloupnost
funkei {g,(x)};_; zachovava usporddani g, (x) < gn+1(x) prokazdé x € Ran € N. Jelikoz
tato posloupnost konverguje k funkci f(x) 4+ f; (x), miZeme na ni aplikovat vétu 2.15,
plati tedy
lim [ guad = [ 70+ f () 2.
R R
VyuZzitim (2.5) dostdvame

/ an(x) A2 = / Fuld) £ (x) dA = / Fulx) dA+ / £ (x) dA.
R R R R

Tim je tvrzeni dokéazano. 0
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Véta 2.24. Necht (R,.Z, A1) je méfitelny prostor s Lebesgueovou mirou a A € .Z. Dile
necht je {f,(x)}>_, posloupnost integrovatelnych funkci, kterd na mnoZiné A konverguje
skoro vSude k funkci f(x). Pokud existuje integrovatelnd funkce g(x) takovd, Ze

()] < g(x)
pro vSechna n € N a pro vSechna x € A, potom je funkce f(x) integrovatelnd a plati

/ £ dA = tim [ fu(x) d
A

n—roo
A

Tato véta je zndmd pod ndzvem Lebesguoeva véta o majorizované konvergenci nebo
také Lebesgueova véta o majorizovaném limitnim prechodu.

Diikaz. Mnoziny, na kterych posloupnost funkci { f,,(x)}’_, nekonverguje k funkci f(x),
maji nulovou miru. Na téchto mnoZinach funkce f;,(x) poloZime rovny nule. Dle véty 1.41
je limitni funkce f(x) méfitelnd. Jiz vime, Ze

[1relar < [gtoar <o
A A

Proto je funkce |f(x)|, stejné jako funkce f(x), dle véty 2.22 integrovatelna. Dile, jeli-
koz g(x) + fu(x) > 0 pro kazdé n € N a x € A, miZeme vyuzit Fatouova lemmatu 2.18.
Upravujme

/g(x)d)»+/fxd)»=/<)+f )dA = /hmmf o(x) + /() dA <

A

<11m1nf/ )+ fu(x) dA = liminf / X dl—i—/fn(x) dA | =

n—roo

/g ) dA +liminf [ f,(x) dA

n—soo
A A

Odectenim [ g(x) dA z obou stran nerovnosti dostdvame
A

/ f(x) dA < limint / £(x) d2
A A

JelikoZ je i funkce g(x) — f(x) nezdporna pro kazdé n € N a x € A, mGiZeme opét vyuZzit
Fatouova lemmatu 2.18. Upravujme

/ )da— /f )da = / x)di = [ timinf (g(x) ~ f,(x)) dA <

A

< hmlnf/ x)dA = hmlnf /g(x) da —/fn(x) dA | =
A A

n—oo

— /g(x) dA —limsup [ fu(x)dA
A
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Po odecteni [ g(x) dA z obou stran nerovnosti dostdvime
[ @ dan = timsup [ £,(x) a2
n—soo
A

Nerovnosti 2.1.2 a 2.1.2 dokazuji, Ze

/f d),—hm fn()

O

Lemma 2.25. Necht (R,.#Z, 1) je méfitelny prostor s Lebesgueovou mirou, A € .Z. Bud
f(x) nezdporna méfitelna nebo integrovatelna funkce. Potom jsou nésledujici tvrzeni ekvi-
valentni

(1) f =0 skoro vSude.

@) / F(x) dA =0.
A

3) / F(x) dA =0.
R

Diikaz. Po fadé dokazme ekvivalence tvrzeni. Implikace mezi prvnim a druhym tvrzenim
plati dle véty 2.21.
Nyni dokaZme, Ze tieti tvrzeni plyne z druhého. Definujme méfitelné mnoZiny

={xeR, f(x) =20}, A" ={xeR, f(x) <0}.
Potom plati f = fys+ a f~ = fxa-. Opét vyuZijme tvrzeni véty 2.21,

/|f )| dA = /f+ d),—i—/f )dA — /f )da — /f )2 = 0.

To dokazuje implikaci druhého a ttetiho tvrzeni.

Implikaci tfetiho a prvniho tvrzeni, které kompletuje dikaz véty, dokdZeme pro ne-
zdaporné méfitelné funkce. Poté 1ze dikaz aplikovat na funkci |f(x)|, kterd je nezdporna
a méfitelnd nebo integrovatelnd dle predpokladu. Definujme méfitelné mnoZiny

Ap={xeR, f(x)>27"}
pro n € N. Poté plati

27 (Ag) = / 2y dA < / F(x)dA =0,
R R

Z toho plyne, Ze mnoZiny A, maji nulovou miru. Nulovou miru ma potom i jejich sjednoceni
U A, ={x€R, f(x) #0}. TudiZ je tvrzeni dokazano. O
n=1
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2.1.3 Porovnani Lebesgueova a Riemannova integralu

Nyni srovndme Lebesgueiiv integrdl s Riemannovym integrdlem a dokdzeme, Ze tfida
lebesgueovsky integrovatelnych funkci je bohatsi nez tfida riemannovsky integrovatelnych
funkci.

Véta 2.26. Nechfje f(x) riemannovsky integrovatelna funkce na intervalu I = [a,b]. Potom
je na tomto intervalu i lebesgueovsky integrovatelna a integraly se rovnaji, tj.

[r@ar= [ reax
1 1

Diikaz. Bez djmy na obecnosti miZzeme uvazovat b —a = 1. Interval [a,b] rozdélme pro
kazdé n € N na disjunktni intervaly

la,a+27"),...,[b—27",b]

délky 27". Tyto intervaly ozna¢me [; pro i = 1,...,2". Uvazujme jednoduché funkce
fk( ) lnff( )7 gk(X):SUpf(X),
x€l; xel;
na pfislusnych intervalech I; pro k = 1,...,2". Jisté plati

Je(x) < frer1(x) < f(x) < gr1(x) < gi(x).

Limity posloupnosti té€chto funkci existuji a zachovavaji nerovnost
lim fi(x) < f(x) < lim gg(x)
k—oo k—»o0

pro kazdé x € R. Absolutni hodnoty funkci fi (x) a gx(x) jsou ohrani¢ené (omezené) funkci
sup,cg | f(x)|xa, kterd je nejen méfitelnd, ale i lebesgueovsky integrovatelnd. Proto jsou
funkce fi(x) a gx(x) integrovatelné dle véty 2.24, taktéz jejich limity. Proto plati

Jim fi(x) d2 = Jim [ fi(x) a2 = [ £(x)dv = Jim /gk dA = hmgkudz
1 1 1

Z toho vyplyva, Ze identity

lim fi(x) = f(x) = lim g;(x)

k—oo k—»o0

plati skoro vSude. Tim padem je funkce f(x) lebesgueovsky integrovatelna a

[r@ar= [ reax
1 1
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Postacujici podminkou pro to, aby byla funkce lebesgueovsky integrovatelnd, je tedy
riemannovskd integrovatelnost. Vime tedy, Ze funkce ohranic¢ené na kompaktnim intervalu,
které jsou spojité skoro vSude, jsou lebesgueovsky integrovatelné. MnoZiny riemannovsky
a lebesgueovsky integrovatelnych funkci vSak nesplyvaji. Opacnd implikace tvrzeni véty
2.26 neplati, coz Ize ukdzat na jednoduchém ptikladu.

Priklad 2.27. Typickym piikladem funkce, jejiz Riemanniv integrdl neni definovén, je
Dirichletova funkce, kterad je na intervalu [0, 1] definovana nasledovné

_J1 xeQnjo,1],
X(x)_{o x€[0,1]\ Q.

Horni Riemanntv integrél Dirichletovy funkce na intervalu [0, 1] se rovnd jedné, zatimco
dolni Riemanniv integrdl je roven nule. Funkce tedy neni riemannovsky integrovatelna.
Avsak se jednd o jednoduchou funkci. Dle definice 2.10 je tedy jeji Lebesguetv integral
roven

1
/x(x) dA =0-4((0,1]\ Q) +1-A(QN[0,1]) =0.
0

Zde jsme vyuzili dvahy ze strany 37, kde jsme ukdzali, Ze mira mnoZiny raciondlnich ¢isel
bude nulova.

2.2 Henstockuv-Kurzweiliv integral

Henstocklv-Kurzweilav integrdl, také zndmy pod ndzvem zobecnény Riemannuv integral
nebo Denjoyuv-Perrontv integral, je integral konstruovany podobné jako klasicky Rieman-
nav integral. Pfi zachovani ndzorné konstrukce je ovSem schopen integrovat bohatsi tfidu
funkci. Soucésti této kapitoly bude vystavéni tohoto integralu a porovnani s Riemannovym
a Lebesgueovym integralem.

Autory teorie tohoto integrdlu jsou anglicky matematik Ralph Henstock (1923 — 2007)
a Cesky matematik Jaroslav Kurzweil (1926). Jaroslav Kurzweil integral zavedl ve své praci
Generalized Ordinary Differential Equations and Continuous Dependence on a Parameter,
ale nebyla mu vénovana zvlastni pozornost. O nékolik let pozdéji, nezédvisle na Kurzweilovi,
prichdzi s toutéZ definici Ralph Henstock. Ani jeden z autorii neupozornili na fakt, Ze se
jednd o integrdl, ktery je pfinejmenSim ekvivalentni Lebesgueovu integrdlu a zdroven
zachovava nazorny Riemanntv pristup konstrukce.

Kapitola byla sepsana s vyuzitim literarnich zdrojt [1], [16], [17], [18], [19] a [20].
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2.2.1 Definice a vlastnosti Henstockova-Kurzweilova integralu
Definice 2.28. Bud [a,b] C R. Systém D intervali [a;_;,a;] s vybranymi body x; € [a;_1,a;]
proi=1,...,n takovy, Ze

a=aqp<a1<--<amp_1<a,=>b

nazveme déleni intervalu [a,b].

Definice 2.29. Libovolnou kladnou funkci 6 : [a,b] — (0,e) nazveme kalibr.

Definice 2.30. Déleni D intervalu [a, b] takové, Ze
l@i-1,ai] € i = 8(xi),xi + 6 (xi)]

pro kazdé i = 1,...,n nazveme 8-jemné déleni nebo déleni podfizené kalibru O.

Lemma 2.31 (Cousinovo lemma). Necht 8 : [a,b] — (0,) je libovolny kalibr, potom
k tomuto kalibru existuje déleni, které je 5-jemné.

Diikaz. Oznaéme Z(6,[a,b]) mnoZzinu vSech §-jemnych déleni intervalu [a,b]. Déle uva-
Zme mnoZzinu

M= {x€ (a,b],2(68,[a,b]) #0}.

Mnozina M je neprazdna, pro interval [a, x| ¢isla
a=ayp=x; <ay =min(a+ 0(a),b) =x

ur¢uji d-jemné déleni intervalu. Nyni dokazme, Ze ¢islo y = supM ndlezi mnoZiné M.
Jelikoz y € [a, b], je ¢islo & (y) kladné. Dle definice suprema existuje ¢islo

xeMN(y—93(y),y.

Je-li x =y, pak y € M. Pfedpokladejme x < y. Uvazujme &-jemné déleni D intervalu
[a,x] pfiemZ poloZme X1 = an4+1 =y a interval (X1, [@m,a@m+1]) s vybranym bodem
Xn+1 piidejme do déleni. Toto rozsifené déleni je délenim intervalu [a,y]. ProtoZe plati
[x,y] C (y—9(y),y], je takto definované déleni intervalu [a,y] §-jemné a y € M. Zbyva
dokazat, ze y = b. Pfedpoklddejme, Ze y < b. JelikoZ existuje d-jemné déleni intervalu
[a,y], miZeme je doplnit o body

Xl =Gm=d, apy) =min(b,y+38(y)).

Tim vytvoiime déleni intervalu [a, x|, kde x = min(b,y+ 8 (y)) > y, které je 5-jemné. Tudiz
je prvkem Z(96,[a,x]) kde x >y = supM, cozZ je ve sporu s definici suprema. Plati tedy
y = b. Dokazali jsme, Ze je mnoZina Z(9,|a,b]) vSech 8-jemnych déleni intervalu [a,b]
neprazdna. 0
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Henstockiiv-Kurzweilav integral se tvoii velmi podobné jako Riemannuv integral. Proto
pro délen{ intervalu [a, b] vytvofime klasicky integralni soucet

S(f.D) = 2f<xf><ai—an>.

Definice 2.32. Necht je ddna funkce f(x) : [a,b] — R, potom &islo [ f(x)dx € R nazveme
1

Henstockovym-Kurzweilovym integrdlem funkce f(x) na intervalu I = |a,b], pokud ke
kazdému € > 0 existuje kalibr & : [a,b] — (0,) tak, Ze pro kazdé §-jemné déleni D plati

S(f,D)—/f(x)dx <e.
1

Lemma 2.33. Pokud Henstockiiv-Kurzweiliv integral existuje, je ur¢en jednoznacné.

Diikaz. Tvrzeni dokaZzme sporem. Predpoklddejme, Ze existuji dva rizné Henstockovy-
Kurzweilovy integrily K1, K;. PoloZzme

K| —K
_Ki—Kf

> 0.

S

Dle definice pro i = 1, 2 existuji kalibry &; definované na intervalu [a, b] takové, Ze pro
kazdé &;-jemné déleni D; intervalu [a, b] plati

IS(f,Di) —Ki| <e.

Polozime-1i 8(s) = min (8i(s), &(s)) pro s € [a,b], jednd se opét o kalibr a plati §(s) <
< 9i(s) pro s € [a,b], i = 1,2. Bud’ D néjaké déleni intervalu [a,b], které je 5-jemné.
Existenci toho déleni D jsme dokédzali v lemmatu 2.31. Toto délenf je soucasné 8;-jemné
a Op-jemné, proto plati

|S(f7D)_K1|<87 |S(f7D)_K2|<8
Odtud dostavame

2e = |K1 _K2| = |K1 _S(faD)+S(faD)_K2| <
< IS(f,D) = Kil +IS(f.D) — Ka| < 2e.

Z toho plyne spor, ktery dokazuje tvrzeni lemmatu. [

Funkce, pro které existuje Henstockiiv-Kurzweiliv integrdl, budeme déle nazyvat jen
integrovatelné, nebude-li feceno jinak.
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Véta 2.34. Nechf jsou f(x),g(x) redlné funkce integrovatelné na intervalu I = [a,b]. Potom
plati

) [ 50+ e de= [ rlde+ [ g
1 1 1
@ [efde=c [ fla.
1 1
(3) Je-li f(x) > 0 na intervalu I, potom / f(x)dx > 0.
1

(4) Je-li f(x) > g(x) naintervalu I, potom / f(x)dx > / f(x)dx.
1 1

) |[ 1w < [1re)]ax

1 1

Diikaz. DokaZzme vSechna Ctyfi tvrzeni.
(1) Oznaémé K| = [ f(x)dx a K» = [ g(x)dx. Zafixujme € > 0. Uvazme kalibry &; and
1 1

0, na intervalu I takové, Ze pro 8;-jemné déleni D plati

| m

a pro kazdé &,-jemné déleni D plati
€

Definujme kalibr 6 : [a,b] — (0,e) jako 8(x) = min{8;(x),d (x)}. Necht D je
0-jemné dé€leni intervalu I. Existence tohoto déleni plyne z lemmatu 2.31. Dle
definice kalibru 6 je potom toto déleni jak &;-jemné, tak &,-jemné. Proto plati

S(f +8,D) — (Ki +K2)| = |S(f, D) — K1 +5(¢,D) = K| <
€

€
<IS(f,D) =K +S(8, D) —Ka| < S+ 5 =&

Dle definice integralu tedy [ f(x) + g(x)dx existuje a plati rovnost 2.34 (1).
1

(2) Je-li ¢ =0, je dikaz trividlni. UvaZujme ¢ # 0 a oznacmé K = [ f(x)dx. Pro € > 0
1
existuje kalibr 8 : [a,b] — (0,0), pro ktery plati

S

S(f,D) —K| <
c]
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pro kazdé §-jemné déleni D intervalu . Potom pro kazdé -jemné déleni D intervalu
I dostavame

S

|S(cf,D) —cK| = |eS(f,D) — cK| = |¢[|S(f,D) = K| < || ]

=E&.

To kompletuje dikaz.

(3) Necht je € > 0. Pak existuje kalibr 6 : [a,b] — (0,e) na intervalu /, pro ktery plati

S(:D)~ [ fla <e
1
pro kazdé §-jemné d€leni D intervalu I. Tudiz
[ fwav=s(r.0)- e -e.
1
Jelikoz jsme € volili libovolné, plati S(f,D) > 0 a také / f(x)dx >0.
1

(4) K dikazu tohoto tvrzen{ sta¢i aplikovat tvrzeni 2.34 (3) na funkci g(x) — f(x).

(5) PouZijme znalost tvrzeni 2.34 (4). Plati

—|f)| < fx) < |fF )],
tudiz

- [ir@lacs [ fwacs 7]
I I I

Tim je diikaz hotov. O

Véta 2.35. Necht je f(x) redlnd funkce integrovatelnd na intervalech [a,c] a [c, b]. Potom
existuje integrdl na intervalu [a,b] a plati

/b Floyae= [ Fyar /b F()d

Diikaz. Pro dané € > 0 existuje kalibr 6; : [a,c] — (0,e0), pro ktery plati

S(£.D1)~ [ fld| < 5
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pro kazdé 6;-jemné déleni D; intervalu [a,c|. Stejné tak pro interval [c,b] a dané € > 0
existuje kalibr &, : [c,b] — (0,00), pro ktery plati

b
S(£.D2) ~ [ flo)de| < 5

pro kazdé &-jemné déleni D; intervalu [c, b]. Definujme kalibr 6 : [a,b] — (0,0) jako

min {J; (x),c —x} proa<x<c
§(x)={ min{&(x).&()}  prox=c
min {& (x),x—c} proc <x <b.

Necht D je §-jemné déleni intervalu [a,b] (existence plyne z lemmatu 2.31). Z definice
kalibru & plyne, Ze nékteré z boda déleni D, a; a a;+1, i = 0,...n— 1, budou splyvat
s bodem c. Z toho miZzeme vyvodit, Ze D = D U D, pro néjakd 6-jemnd délen{ pfislusnych
intervala [a, c] a [c,b]. Z toho plyne

st.0)- [ [ stas+ /b S || <

b

<|S(1.D) = [ FR x|+ [S(£.02) - [ F@a| <.

Cc

JelikoZ jsme € volili libovolné, je tim tvrzeni dokdzéano. U]

Véta 2.36. Necht je f(x) redlnd funkce definovand na intervalu I = [a, b]. Potom je funkce
f(x) integrovatelnd na intervalu [a, b] pravé tehdy, kdyZ ke kazdému € > 0 existuje kalibr
0 : [a,b] — (0,0) takovy, Ze pokud jsou D, D, d-jemnd dé€leni intervalu [a,b], potom je

Diikaz. Nejdiive ptedpokladejme, Ze je funkce f(x) integrovatelnd na I = [a,b]. Potom
dle definice 2.32 ke kazdému € > 0 existuje kalibr 0 : [a,b] — (0,0) takovy, Ze pro kazdé
0-jemné d€leni D intervalu I plati nerovnost

S(f,D)—/f(x)dx < g
1

Uvazujme dvé d-jemnd déleni Dy, D intervalu [a,b], potom

S(/D1) = S(£.D)| = [S(.D1) + [ fx)ar— [ f0)de=S(f.D2)| <
I

1

< |SUD) ~ [ f@yde| +|s(7:02) ~ [ fwax] <545 e
1 1
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Tim jsme dokdzali jeden smér ekvivalence.
Nyni ptedpokladejme, Ze ke kazdému € > 0 existuje kalibr 0 : [a,b] — (0,00) takovy,
Ze pokud jsou Dy, D, d-jemnd délen{ intervalu [a, b], potom je

|S(f7D1) _S(f7D2)| < E.

Ozna¢me M mnozinu vSech 7 € R, pro neZ existuje kalibr takovy, Ze pro kazdé d-jemné
déleni D plati nerovnost
t < S(f.D).

Necht je € > 0 libovolné. Dle predpokladu pro € existuje kalibr 8 : [a,b] — (0,e0), pro nez
plati (2.6). Bud’ Dy libovolné d-jemné déleni intervalu [a,b]. Potom pro kazdé 8-jemné
déleni D intervalu [a, b] plati

S(f.Do) — 5 < S(£,D) < S(f,Do) + 5.

Z toho ovSem plyne

(—e=S(r.00)=5) M, (=,S(£.D0)+5) 2 M.

Mnozina M je tim pddem neprdzdnd a shora omezend Cislem S(f, Do) + 5. TudiZ existuje
supremum mnoZiny M, pro které plati

€ €
S(f:Do) =5 < supM < S(f, Do) + 5 (2.7)
Z nerovnosti (2.2.1) a (2.7) dostavame
IS(f,D) —supM| <&

pro kazdé §-jemné déleni D intervalu [a,b]. To je v souladu s definici 2.32. Henstockdv-
Kurzweiltv integral funkce f(x) na I tedy existuje a je roven supM. O

2.2.2 Porovnani Henstockova-Kurzweilova, Lebesgueova a Rieman-
nova integralu

Cilem této podkapitoly je ukdzat, Ze mnoZina funkci integrovatelnych v Henstockové-
Kurzweilové smyslu je nadmnozinou lebesgueovsky a v dusledku i riemannovsky inte-
grovatelnych funkci. Integraly budeme rozliSovat zna¢enim (%) pro Riemanndv, (%) pro
Lebesguetv a (.%") pro Henstockliv-Kurzweiltv.

Véta 2.37. Necht je f(x) : [a,b] — R funkce majici Riemannuv integral. Poté ma funkce
i Henstockuv-Kurzweilav integrél na intervalu I = [a, b] a plati

@) [ 10)de= () [ rx)ax
I I
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Diikaz. 7 definice Riemannova integralu vime, Ze ke kazdému € > 0 existuje 6 > 0 tak,

Ze pro kazdé déleni D intervalu I s normou _max (aj—a;i—1) < 8, plati
i=1,....,n

S(f.D)— (%) / Fx)dx| <e. 2.8)
1

Necht je 6 : [a,b] — (0,00) kalibr takovy, Ze 6(x) = g pro kazdé x € I. Ddle uvazujme
libovolné §-jemné déleni D intervalu [a,b] s vybranymi body xi,...,x,. Potom plati

al*laal]_ xl_3axl+3

proi=1,...,n. Z toho plyne, Ze pro normu tohoto déleni plati

26
max (a;—aj—1) < — < 9.
i=1,..n 3

TudiZ plati nerovnost (2.8). JelikoZ jsme € volili libovolné, existuje v souladu s definici
Henstocklv-Kurzweiliv integral, ktery je roven Riemannovu integralu. U

Definice 2.38. Funkce f: R — R* se nazyva zdola polo-spojitd, jestlize je mnozina
{reR, f(x)>c}

oteviend pro kazdé a € R. Obdobné funkci f(x) nazveme shora polo-spojitou, jestlize je
mnozina
{xeR, f(x) <c}

oteviend pro kazdé a € R.

Véta 2.39. Nechf je f(x): [a,b] — R funkce majici Lebesgueiv integrél. Poté ma funkce
i Henstocktuv-Kurzweilav integrél na intervalu I = [a, b] a plati

(@) [ fwar= () [ fx)ax
1 1

Diikaz. Mé&jme libovolné € > 0. Poté existuji zdola polo-spojita funkce s(x) > f(x) a shora
polo-spojita funkce #(x) < f(x), které jsou lebesgueovsky integrovatelné na intervalu 1
a spliiuji nerovnost

b
(&) / s(x) —1(x)dx < €. 2.9)
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Ke kazdému x € [a, D] najdéme &(x) takové, Ze spliiuje nerovnosti

t(x) < f(x) < s(x)

na intervalu (x— §(x),x+ &(x)) N [a,b]. Uvazujme &-jemné dé€leni D intervalu [a,b] s vy-
branymi body xi,...x,. Poté plati
b,' bi
() [ 1) dx < fx) (i - ap) < (2) [ s(x) .
o

a; i

pro kazdé i = 1,...n. Sectenim dostdvdme

b b
() [ 1) dr <5(£.D) < (2) [ s()a

Zaroven také plati

b b

(@) [t (@) [ 10 <(2) /b s(x) d.

a a a

Diky ptfedpokladu (2.9) dostdvdme

b
S(f,D) - (2) / £ < 2e.

V souladu s definici 2.32 existuje Henstocktv-Kurzweiltv integrél funkce f(x), ktery je
navic rovny Lebesgueovu integralu této funkce. U]

Existenci funkei 7(x) a s(x) splitujicich podminku (2.9) jsme v diikazu vynechali. Diikaz
jejich existence Ize dohledat v [1]. Alternativni verzi dikazu, kterd vyuziva Lebesgueovy
véty o monoténni konvergenci a Lebesgueovy véty o majorizované konvergenci, 1ze najit
v [20]. PopiSme si alespoti postup tohoto dikazu. Pfi dokazovani se vyuziva nasledujiciho
pomocného tvrzeni.

Véta 2.40. Necht f(x) : I — R je lebesgueovsky méfitelna funkce, A € .Z. Potom existuje
posloupnost jednoduchych funkei {f,(x)}>_;, kterd konverguje k funkci f(x) skoro vSude
na mnoziné A. Navic je-li funkce f(x) omezena ¢islem m € R na mnoZiné A, potom jsou
i funkce f,, omezené na mnoZiné A stejnym ¢islem m pro kazdé n € N.

Nasledovné dokdzeme, Ze nezdpornd méfitelna funkce je lebesguoevsky integrovatelna
pravé tehdy, kdyz je integrovatelnd v Henstockové-Kurzweilové smyslu a integrily se poté
rovnaji. V dikazu vyuzivame jak véty 2.40, tak Lebesgueovy véty o monoténni kover-
genci a Lebesgueovy véty o majorizované konvergenci, které plati pro oba typy integralu
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(Lebesguetiv i Henstocktiv-Kurzweilliv). Dlkaz téchto vét pro Henstockliv-Kurzweiliv
integrdl 1ze dohledat v [16] nebo [20]. Mdme-li dokdzanou ekvivalenci Lebesgueova
a Henstockova-Kurzweilova integralu pro nezdporné méfitelné funkce, neni té€zké z de-
finice Lebesgueova integrdlu pro méfitelné funkce vyvodit ekvivalenci téchto integrélu 1
pro libovolné méfitelné funkce. Plati tedy ndsledujici véta.

Véta 2.41. Nechf f(x) : I — R je lebesgueovsky méfitelnd funkce. Poté je funkce lebesgu-
eovsky integrovatelnd, pravé kdyz je integrovatelnd v Henstockové-Kurzweilové smyslu.
Potom plati

() [ rwar= () [ 1x) s
I I

Zbyva ukazat, Ze podminku méfitelnosti funkce 1ze vypustit. Tim dostaneme tvrzeni
shodujici se s vétou 2.39.

Véta 2.42. Nechf f(x) : I — R je funkce majici Henstockuv-Kurzweildv integral na
intervalu /, potom je na tomto intervalu méfiteln4.

Dukazy téchto tvrzeni lze také najit v [20]. Ukazali jsme tedy, Ze mnoZina rieman-
novsky integrovatelnych funkci je podmnoZinou mnoZiny lebesgueovsky integrovatel-
nych funkci, kterd je podmnoZinou mnoZiny funkci integrovatelnych v Henstockové-
Kurzweilové smyslu. Navic se jednd o podmnoZiny vlastni. To jsme pro riemannovsky
a lebesgueovsky integrovatelné funkce ukdzali v ptikladu 2.27. Priklady funkci, které jsou
integrovatelné v Henstockové-Kurzweilové smyslu, ale ne lebesgueovsky integrovatelné,
1ze nalézt v [24].
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