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Abstrakt 

V této bakalářské práci se věnujeme harmonickým funkcím. Je zde na ně nahlíženo 
dvěma způsoby - z pohledu teorie holomorfních funkcí a jako na řešení Laplaceovy rovnice. 
Jejich základní vlastnosti jsou také dokázány. 

Práce je rozdělena do tří částí. V první části jsou definovány základní pojmy a dokázány 
věty, které se dále využijí při důkazech vlastností harmonických funkcí. Ve druhé části 
se zabýváme harmonickými funkcemi jako funkcemi dvou proměnných a zkoumáme je 
z pohledu holomorfních funkcí. Obsahem třetí části je pak náhled na harmonické funkce 
jako na funkce libovolného počtu proměnných, které jsou řešeními Laplaceovy rovnice. 

Abstract 

In this thesis harmonic functions are studied. We look at them in two different ways 
based on the theory of holomorphic functions and as solutions of Laplace's equation. Their 
fundamental properties are also proved. 

The thesis consists of three parts. In the first chapter, basic terms are defined and 
theorems are proved which are used in the proofs of properties of harmonic functions. 
In the second chapter we deal with harmonic functions as functions of two variables and 
study them from the point of the theory of holomorphic functions. In the third chapter 
the harmonic functions are analysed as functions of an arbitrary number of variables which 
are solutions of Laplace's equation. 
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Úvod 

Na harmonické funkce lze pohlížet dvěma základními způsoby. V první řadě je lze chápat 
jako funkce dvou proměnných, kdy je studujeme z pohledu teorie holomorfních funkcí. 
V řadě druhé jsou funkcemi libovolného počtu proměnných, které jsou řešeními Laplaceovy 
rovnice. Harmonické funkce mají množství zajímavých a užitečných vlastností, z nichž 
ty nejdůležitější jsou v práci dokázány. 

Práce je rozdělena do tří kapitol. V první kapitole jsou definovány základní pojmy a po
psány základní vlastnosti, jejichž znalost je při důkazech vlastností harmonických funkcí 
potřebná. Nejdříve dokážeme Hausdorffovu větu o maximalitě, která zaručuje existenci ma
ximální totálně uspořádané podmnožiny. Dále se budeme věnovat lineárním funkcionálům, 
přičemž existence omezeného lineárního funkcionálu s j istými vlastnostmi je obsahem 
Hahnovy-Banachovy věty, jejíž důkaz také uvedeme. Další důležitou větou je Fubiniova, 
která popisuje integraci v součinech měřitelných prostorů. V závěru první kapitoly se pak 
zaměříme na Arzeláovu-Ascoliho větu. 

Druhá kapitola je věnována harmonickým funkcím z pohledu holomorfních funkcí v C . 
Seznámíme se zde s Poissonovým integrálem, který je užitečným nástrojem při zkoumání 
harmonických funkcí. Zaměříme se mj. na vlastnost průměru a uvedeme definice a věty, 
které vedou k nalezení řešení Dirichletovy úlohy. Také se budeme zabývat konvergencí 
posloupnosti harmonických funkcí. 

Ve třetí kapitole se přesuneme k n-dimenzionálnímu eukleidovskému prostoru M.n a za
měříme se na harmonické funkce jako na řešení Laplaceovy rovnice. Nejdříve definujeme 
objemové a plošné průměry a dokážeme jejich vlastnosti, které dále využijeme. Dále se 
budeme zabývat principem maxima, který zaručuje jednoznačnost řešení Dirichletovy 
úlohy. Na závěr dokážeme Harnackovu větu týkající se souměřitelnosti hodnot kladných 
harmonických funkcí. 
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Kapitola 1 

Základní pojmy a věty 

Než se dostaneme k vlastnostem harmonických funkcí, je třeba nejdříve nadefinovat zá
kladní pojmy a vlastnosti. Ty následně využijeme v důkazech vlastností harmonických 
funkcí. 

Definice 1. Nechť je dána množina <W ^ 0. Jestliže pro « , Ŕ , c G JČT platí: 

i) (a < b A b < c) =ŕ (a < c); 

ii) a<a pro každé a G Jť; 

iii) (a < b A b < a) =4> (a — b), 

pak říkáme, že množina Jť je částečně uspořádaná binární relací <. Pokud pro každou 
dvojici a, b E M, kde M je podmnožinou částečně uspořádané množiny J?T, platí a < b 
nebo b <a, pak množinu ^# nazýváme totálně uspořádanou, resp. lineárně uspořádanou. 

Poznámka 1. Pro každý systém podmnožin dané množiny je známo, že je částečně uspořá
dán relací inkluze C . 

Definice 2. Nechť systém T je systémem podmnožin množiny 1 ^ 0 s následujícími 
vlastnostmi: 

i) 0 e T, x e T; 

ii) pokud 7} e T, i e { 1 , . . . ,n}, pak T\ n r 2 n • • • n Tn e T; 

iii) jestliže je { r a } libovolný systém množin z T, potom | J A Ta G T. 

Pak systému T říkáme topologie na X, X se nazývá topologický prostor a prvky náležící 
do systému T otevřené množiny v X . 

Definice 3. Nechť prostor X je topologický. 

i) Nechť doplněk Fc — X \ F množiny F C X je otevřený. Pak množinu F nazýváme 
uzavřenou množinou. 

ii) Nechť F je nejmenší uzavřenou podmnožinou X, v níž je obsažena množina F C X. 
Pak říkáme, že F je uzávěrem množiny F . 

- i -



Kapitola 1. Základní pojmy a věty 2 

iii) Nechť množina F C X je podmnožinou sjednocení systému otevřených množin 
{Ta} Q X. Lze- l i najít podsystém každého takového systému {Ta}, který je konečný 
a ve kterém je opět obsažena množina F, pak množinu F nazýváme kompaktní. 

iv) Je-li množina X kompaktní, pak X nazýváme kompaktním prostorem. 

v) Nechť je dán bod p EX. Pak každou podmnožinu X, ve které se p nachází a která je 
otevřená, nazýváme okolím bodu p. 

vi) Nechť p, q G X a p ^ q jsou libovolná. Existují-li okolí taková, že P je okolím p 
a T okolím q a zároveň P fl T — 0, pak se prostor X nazývá Hausdorffův. 

vii) Nechť pro každý bod z X existuje jeho okolí s kompaktním uzávěrem. Pak se prostor X 
nazývá lokálně kompaktním. 

Definice 4. Nechť G je zobrazení vektorového prostoru T\ nad C do vektorového prostoru T2 
nad C a zároveň pro každé x,y G T\ a pro každé oc, /3 G C je splněna rovnost 

G(ax + j3y) = aG(x)+j3G(y). (1.1) 

Pak zobrazení G se označuje jako lineární zobrazení prostoru T\ do prostoru T2. Nechť G 
je komplexní funkce na T\ a nechť pro ni platí (1.1). Pak zobrazení G nazýváme lineárním 
funkcionálem. 

1.1 Hausdorffova věta 

Nyní se seznámíme s Hausdorffovou větou o maximalitě, díky níž je zaručena existence 
maximální totálně uspořádané podmnožiny. 

Definice 5. Nechť je dán neprázdný systém množin & a nechť <p C . Pokud systém <p je 
totálně uspořádán inkluzí, ř íkáme, že je řetězcem v systému ^ } 

Definice 6. Nechť je dán systém množin £í a funkce h : & —> Dále nechť AQ G £ Í 
a nechť je podsystémem systému ^ . Pak (š! nazýváme vězí, jestliže platí: 

i) AoGŽf'; 

ii) sjednotíme-li množiny každého řetězce v bude toto sjednocení obsaženo v CS'\ 

iii) platí-li A G pak h(A) G 

Lemma 1.1. Nechť je dán systém 'é', který je neprázdný a skládá se z podmnožin množiny 
1 ^ 0 . Dále nechť sjednocení množin každého řetězce obsaženého v systému ^ opět leží 
v systému 'é'. Existuj e-li funkce h, která každé množině A G & přiřadí množinu h(A) G £í 
splňující A C h(A) a zároveň množina h(A) \ A je nejvýše jednoprvková, pak existuje 
množina A s vlastností, že A E & a zároveň h(A) — A . 

lPro A, B e (p tedy platí ACB nebo B C A dle Definice 1 
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Důkaz. Nechť AQ G a nechť je věží. Dále systém všech prvků A e S l s vlastností, že 
Ao ^ A , označme <&\. Systém je také věží, z čehož plyne, že množina, která obsahuje 
všechny věže, je neprázdná. Průnik všech věží označme Je zřejmé, že % je opět věží, 
avšak to neplatí pro vlastní podsystémy systému % , žádný z nich věží není. Dále víme, 
že inkluze AQ C A je splněna pro každou množinu A G Nyní dokážeme, že % J e 

řetězcem v šř. 
Nechť každá množina A G % splňuje jednu z vlastností A C C nebo C C A . Nechť Q, 

je systém obsahující všechna taková C G pro která platí předchozí podmínky, a y ( C ) je 
systém všech A G kde A C C nebo h(C) C A pro každé C G £X Je zřejmé, že systém 
a každý systém yA(C) splňují body i) a ii) z Definice 6. Nechť C G Q. a A G y ( C ) . Nyní 
potřebujeme ukázat, že h(A) G y ( C ) . 

Jestliže A G y ( C ) , pak může nastat jedna z následujících situací. První možnost je 
A C C a zároveň A ^ C ; druhá je, že A = C . Poslední možnou variantou je Ä(C) C A . 
Nastane-li první situace, tj. A je podmnožinou C , je zřejmé, že nemůže nastat C C h(A). 
Množina h (A) \ A by totiž nesplňovala předpoklady lemmatu, protože by byla alespoň 
dvouprvková. Platí tedy h (A) C C , protože C G Cl. Nechť nastane druhá situace, tedy 
A — C. Pak /z(A) —h(C). Pokud máme třetí situaci, tj. h(C) je podmnožinou A , pak platí 
h(A) G v ( C ) . Z vlastnosti A C /i(A) totiž vyplývá, že h{C) C Ä ( A ) . 

To také znamená, že se nám podařilo ukázat, že y ( C ) je věží. Také je j iž očividné, 
že pro každé C G Cl platí iff (C) — To plyne z minimality systému Protože A G % 
a zároveň C E Q., nastávají dvě možnosti. První je A C C , druhá h ( C ) C A . To však potvrzuje, 
že h(C) G ÍX Systém Q. je tedy věží a Q. — což víme z vlastnosti minimality Z toho, 
jak je systém Q. definován, je zřejmé totální uspořádání systému 

Nyní definujme sjednocení systému % jako A . Fakt, že A G vyplývá z bodu ii) 
Definice 6. Z bodu iii) Definice 6 zase plyne, že h(A) G Díky tomu, že A C h(A) 
a zároveň A je největším prvkem systému máme A = / Í ( A ) . • 

Definice 7. Nechť je dána množina F ^ 0. Pokud funkce / přiřazuje každé neprázdné 
podmnožině F daný prvek z množiny F, tj. / ( F ) G F , pak funkce / se nazývá výběrovou 
funkcí. 

Věta 1.2 (Hausdorffova věta o maximalitě). Nechť K je neprázdná částečně uspořádaná 
množina. Pak její součástí je maximální totálně uspořádaná podmnožina. 

Důkaz. Nechť systém všech podmnožin množiny K, které jsou totálně uspořádané, je šř. 
Systém je neprázdný, protože pro každou jednoprvkovou množinu platí, že je totálně 
uspořádána. Sjednotíme-li řetězec obsahující totálně uspořádané množiny, získáme opět 
totálně uspořádanou množinu. 

Nechť na K máme libovolnou výběrovou funkci / a nechť A G <Š a A ' je množinou 
všech bodů x, které náleží do doplňku A C množiny A a zároveň A U {x} G šř. Je-li A ' ^ 0, 
klademe A (A) = A U { / (A ' )} . Pokud však nastane situace, že A ' — 0, pak h definujeme 
jako h(A) — A . 

Z Lemmatu 1.1 vyplývá, že lze najít alespoň jednu takovou množinu A G s vlastností, 
že A ' = 0. Pak maximálním prvkem systému je každá množina A , která splňuje předchozí 
vlastnosti. • 
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1.2 Hahnova-Banachova věta 
V této podkapitole se zaměňme na lineární funkcionály a jejich vlastnosti. V závěru do
kážeme Hahnovu-Banachovu větu popisující existenci omezeného lineárního funkcionálu 
jistých vlastností. 

Definice 8. Nechť X je komplexním vektorovým prostorem a ke každému x G X existuje 
nezáporné číslo ||x|| splňující: 

i) ||x + y|| < ||x|| + ||y|| pro každé x,y G X; 

h) DOCJC|| = \a\• \\x\\, kde x G X a a G C ; 

iii) ||JC|| = 0 právě tehdy, když x — 0. 

Pak X nazýváme normovaným vektorovým prostorem a ||JC|| normou x. 

Definice 9. Nechť X , y jsou normované vektorové prostory nad C a G je lineárním zobra
zením prostoru X do prostoru Y. Normou zobrazení G rozumíme 

| |G|| = sup{ | |G (x ) | | ;xGX, | |x | | < 1}. 

Pokud norma zobrazení G je konečná, tj. | |G|| < °°, pak se G nazývá omezeným line
árním zobrazením. Pokud je Y tělesem komplexních čísel, pak omezenému lineárnímu 
zobrazení G ř íkáme omezený lineárnífunkcionál. 

Definice 10. Nechť prostor T je komplexním vektorovým prostorem a nechť pro každé 
x,y G T, pro každé a G C a pro / : T —> C je 

f(x+y)=f(x)+f(y) a f(ax) = af(x). (1.2) 

Pak komplexní funkce / je komplexně lineárním funkcionálem na prostoru T. Nechť T je 
reálným vektorovým prostorem a pro každé i j e ľ a a e M jsou splněny rovnosti (1.2). 
Pak se reálná funkce / nazývá reálně lineárním funkcionálem na prostoru T. 

Lemma 1.3. Mějme komplexní vektorový prostor T. 

i) Nechť na prostoru T je dán komplexně lineární funkcionál f s reálnou částí u. Pak 
pro každé x G T platí 

f(x) — u(x)—\u(\x). (1.3) 

ii) Nechť na T je u reálně lineárním funkcionálem a nechť f splňuje (1.3). Pak f je 
komplexně lineárním funkcionálem na T. 

iii) Nechť f a u splňují (1.3) a nechť T je normovaným vektorovým prostorem. Pak platí 
rovnost \\f\\ — \\u\\. 
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Důkaz. Nechť z — or + i/3, kde oc, j5 G R, a nechť x e T. Dále iz = — /3 + i a ; tedy reálnou 
částí komplexního čísla iz je —J3. Proto pro každé z G C platí 

z = R e ( z ) - i R e ( i z ) . (1.4) 

Je-li z — f (x), pak 

f (x) — u(x) + iv(x) a i f (x) — —v (x) +iu(x), 

kde u je reálnou a v imaginární částí funkce / . Dále 

f(ix) — u(ix) + iv(ix) = w(ix) — \u{— x) — w(ix) + iw(x) — i / (x ) . (1.5) 

Z toho plyne rovnost 
R e ( i / ( x ) ) = R e ( / ( i x ) ) = M ( ix) . 

Dosazením z — f (x) do (1.4) jsme dokázali první část lemmatu. 
Nechť jsou splněny předpoklady uvedené ve druhé části lemmatu, tj. na T je reálně line

ární funkcionál u a pro / platí (1.3). Z definice reálně lineárního funkcionálu v Definici 10 
vyplývá pro každé i j e ľ a a e K platnost následujících rovností 

f(x+y)=f(x)+f(y) a f(ccx) = af(x). 

Zároveň je však splněna rovnost (1.5). Funkce / je tedy komplexně lineárním funkcionálem 
na T, čímž jsme dokázali i druhou část lemmatu. 

Jelikož \ u(x) \ < \f(x)\pro každé x G 7 \pak j i s t ě platí také ||w|| < | | / | | . Zároveň však pro 
každé x G T lze nalézt číslo a G C s vlastnostmi \a \ = 1 a <xf(x) — | / (x) | . Tím dostáváme 

\f(x)\ — f(ocx) — u(ocx) < \\u\\ • \\ocx\\ — \\u\\ • \\x\\. 

To znamená, že | | / | | < | |«| | , z čehož plyne, že nutně musí platit | | / | | = | |« | | . Tím jsme 
dokázali i poslední část lemmatu. • 

Poznámka 2. Nyní si př ipomeneme pojem rozšíření funkce. Funkce G se nazývá rozšíře
ním f, jestliže definiční obor funkce / je obsažen v definičním oboru funkce G a pro 
každé x G D(f), kde D(f) je definiční obor funkce / , je f(x) — G(x). 

Věta 1.4 (Hahnova-Banachova). Nechť L je podprostor vektorového prostoru X nad C, 
který je normovaný, a nechť na L máme omezený lineární funkcionál f. Pak na prostoru X 
existuje omezený lineární funkcionál G, který je rozšířením f a splňuje \\G\\ — ||/||. 

Důkaz. Nechť prostor X je reálným normovaným vektorovým prostorem. Proto předpoklá
dejme, že / je reálně lineární omezený funkcionál na L. Pokud | | / | | = 0 , pak je hledaným 
rozšířením G = 0. Proto se tímto případem nebudeme zabývat a bez újmy na obecnosti 
budeme předpokládat, že | | / | | = 1. Pro upřesnění, normy | | / | | a | |G|| získáváme ze vztahů 

11/11 = s u p { | / ( x ) | ; x G L , | | x | | < 1} a | |G|| = sup{|G(x)|;x G X, ||x|| < 1}. 

Nyní zvolme bod xn G X splňující, že xn ^ L. Nechť všechny vektory tvaru x + Axn, kde 
x G L a A G M , tvoří L\. Pro dané a G M definujme f\ (x + AXQ) = / (x ) + A a. Vidíme, že 



Kapitola 1. Základní pojmy a věty 6 

na L\ je lineární funkcionál f\ r o z š í ř e n í m / . Jelikož j sme požadovali, aby | | / | | = 1,musíme 
najít takové a, aby norma rozšířeného funkcionálu byla opět rovna 1. Toho docílíme 
platností nerovnosti 

| / (x) + A a | < | |x+Axo| | pro x e L , A e M . 

Nerovnost upravíme tak, že vektor x nahradíme vektorem — Xx, čímž dostaneme 

\-X(f(x)-a)\<\\-X(x-x0)\\. 

Následně nerovnost vydělíme |X | za předpokladu, že | A | ^ 0. Tím získáme nerovnost 

| /(x) — a\ < \\x — xo\\. 

Nyní definujme 

Mx = f (x) — ||x—xo|| a Nx —f(x) + \\x — xo\\ pro x e L . (1.6) 

Pak pro každé x G L platí Mx < a < Nx. Abychom našli vhodné a, musí platit 

Mx < Ny pro každé x, y e L , (1.7) 

tj. všechny intervaly [MX,NX] musí mít společný bod. Protože ale víme, že platí 

f (x)-f (y) =f(x-y) < \\x-y\\ < | | x - x 0 | | + | | y - x 0 | | p rox ,y G L , 

znamená to, že nerovnost (1.7) plyne z definice Mx, Nx, tj. z (1.6). Tím jsme ukázali 
existenci f\, rozšíření funkcionálu / z L na L\, s vlastností, že | | / | | = | | / i ||. 

Nechť máme podprostor L * prostoru X obsahující L a nechť na L * je f* reálně l i 
neárním rozšířením / s vlastností, že | | /* | | = 1. Systém uspořádaných dvojic (L* , /* ) 
označme Jť. Zaveďme částečné uspořádání (L*, f*) < (L**, f**) na systému Jť tak, že 
L * C L** a f* (x) — f** (x) pro každé x G L* . Podmínky částečného uspořádání uvedené 
v Definici 1 jsou splněny. Protože systém Jť obsahuje uspořádané dvojice ( £ , / ) , je 
neprázdný. Hausdorffova věta o maximalitě (Věta 1.2) zaručuje existenci maximálního 
totálně uspořádaného podsystému M systému Jť. 

Nechť ty/ je systémem všech L * , které splňují (L* , /* ) G M. Jelikož systém ty/je totálně 
uspořádán, pro sjednocení Ĺ všech prvků ty/ pak platí, že je podprostorem prostoru X. 
Je-li x G Ĺ, pak pro daný prvek L * G M platí x G L* . Nechť (L*, f*) G M a G(x) = /*(x) . 
Z Definice 1 plyne, že pokud x G L* , nezáleží na volbě L* G ty/. 

Funkcionál G je lineárním funkcionálem na L a zároveň | |G | | = 1. Pokud by Ĺ byl 
vlastním podprostorem prostoru X, dostali bychom se do sporu s maximalitou M, protože 
bychom získali další rozšíření G . Platí tedy X — Ĺ. Tím jsme větu dokázali pro reálný obor. 

Zbývá ověřit platnost v komplexním oboru. Nechť L je podprostor komplexního normo
vaného vektorového prostoru X. Zvolme na L komplexně lineární funkcionál / s reálnou 
částí u. Z Hahnovy-Banachovy věty pro reálný obor vyplývá, že můžeme rozšířit u na re
álně lineární funkcionál P na X s vlastností, že | |P| | = ||w||. Pro každé x G X definujme 
G(x) = P(x) — iP(ix) . Z Lemmatu 1.3 víme, že | |G | | = | |P| | = \\u\\ — \\f\\ a také že G je 
komplexně lineární rozšíření / , čímž jsme větu dokázali. • 
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1.3 Rieszova věta 
Nyní se zaměříme na měřitelné množiny a seznámíme se s jejich vlastnostmi. Následně 
zformulujeme Rieszovu větu o reprezentaci. 

Definice 11. Nechť má systém 01 podmnožin množiny X ^ 0 následující vlastnosti: 

i) X G 01; 

h) ( A G 01) =^ ( A C G 01) , kde Ac je doplňkem množiny A v množině X; 

iii) ( A = | J ľ = i A « ) ^ ( A G O I ) , k d e A M G 01, n G N . 

Pak systém 01 nazýváme o-algebrou na X a říkáme, že množina X je měřitelný prostor 
a prvky neležící do systému 01 měřitelné množiny na X. 

Věta 1.5. Nechť je dána množina X ^ 0 a systém ^ podmnožin množiny X. Pak existuje 
nejmenší o-algebra 01* naX s vlastností, že £í C 01*. 

Důkaz. Nechť na X je dán systém c-algeber 01 takový, že je v nich obsažen systém £í. 
Tento systém označme M. Jelikož £í se nachází v c-algebře všech podmnožin množiny X, 
je zřejmé, že systém M je neprázdný. Dále označme pro každé 01 G M průnik všech 01 
symbolem 01*. Zřejmě ^ C 01* a zároveň 01* je v každé c-algebře na X obsahující ^ . 

Nyní musíme dokázat, že 01* je c-algebrou na X. Důkaz provedeme pouze pro bod iii) 
z Definice 11. Zbylé body se dokáží triviálně. Nechť pro každé n G N platí An G 01* a nechť 
01 G M. Jelikož 01 je c-algebrou, je U ľ = i ^ « e To znamená, že také An G 01. Dále 
\Jn=\ An £ 01*, neboť pro každou množinu 01 G M je (Jľ=i An e 01. • 

Poznámka 3. Systém 01* z Věty 1.5 je také označován jako o-algebra generovaná systé
mem í<f. 

Definice 12. Nechť je dán prostor X a c-algebra 38, kde X je topologickým prostorem 
a ^ nejmenší c-algebrou na X , jejíž existence je zaručena Větou 1.5, s vlastností, že každá 
otevřená množina v X je obsažena také v 3B. Pak všechny prvky 3B nazýváme borelovskými 
množinami na X . 

Poznámka 4. Každá uzavřená množina v X je borelovskou množinou, jelikož je doplňkem 
k otevřené množině. 

Definice 13. Nechť je dána funkce / i na c-algebře 01. Nechť \i zobrazuje 01 —> [0, °°] 
a zároveň má vlastnost, že je spočetně aditivní, tj. je splněna rovnost 

kde { A Ř - } Ř - E ^ je disjunktním systémem prvků z 01. Funkci fl nazýváme nezápornou mírou. 
Spočetně aditivní množinovou funkci, která je komplexní a je definována na c-algebře, 
nazýváme komplexní mírou. 
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Definice 14. Nechť jsou dány kompaktní množiny a nechť množina F je na topologickém 
prostoru jejich spočetným sjednocením. Pak F nazýváme o-kompaktní. Nechť / i je ne
zápornou mírou a nechť jsou dány množiny Fi, i G N takové, že míra ju(T^) je konečná. 
Dále nechť množina F s mírou jU je sjednocením takových množin Fi a toto sjednocení je 
konečné. Pak říkáme, že množina F má o-konečnou míru. 

Definice 15. Nechť je dán topologický prostor X a na něm komplexní funkce / . Pak nosič 
funkce f definujeme jako uzávěr množiny {x G X; f (x) ^ 0}. 

Poznámka 5. Systém všech spojitých funkcí / : X —> C s kompaktním nosičem zna
číme CC(X). 

Definice 16. Nechť je dán lokálně kompaktní Hausdorffův prostor I a / : X ^ C . Pokud 
ke každému e > 0 lze najít množinu F C X, která je kompaktní a pro každé x ^ F je 
\f(x) | < £, ř íkáme, že funkce / se anuluje v nekonečnu. 

Poznámka 6. Všechny spojité funkce / na X, které se anulují v nekonečnu, značíme Co (X). 
Je zřejmé, že CC{X) C CQ{X). Pokud množina X je kompaktní, CQ{X) a CC{X) jsou totožné 
množiny. 

Věta 1.6 (Rieszova věta o reprezentaci). Nechť máme lokálne kompaktní Hausdorffův 
prostor X a nezáporný lineárnífunkcionál G na prostoru CC(X). Pak existuje o-algebra 91 

na X taková, že obsahuje všechny borelovské podmnožiny X, a také práve jedna nezáporná 
míra fl na 91, která reprezentuje G tak, že 

a má následující vlastnosti: 

i) každá kompaktní množina F CX splňuje fl(F) < °°; 

ii) pro každou množinu K G 01 platí 

H(K) = mf{n(T);K CT7T je otevřená}; 

iii) každá otevřená množina K G 91 5 vlastností fl (K) < °° splňuje 

fáfl pro každou funkci f G CC(X), 

x 

\l(K) — sup{ / i (F) ; F C K, F je kompaktní}; 

iv) pokud K e m,ACKa fl(K) = 0, pak A G 01. 

Důkaz. Důkaz lze najít v [2]. • 
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1.4 Fubiniova věta 
Další důležitou větou, kterou dokážeme, je Fubiniova věta, jež popisuje integraci v souči
nech měřitelných prostorů. 

Zaveďme důležité značení, které budeme dále využívat. Symbolem V označme otevřený 
jednotkový kruh v C se středem v počátku, V pak značí uzávěr V. Dále jednotkovou 
kružnici, která je hranicí kruhu V, budeme značit jako H. 

Nechť funkce h je definována na H a funkce / je definována vztahem 

f(t) = h (e i r ) , kde ŕ G M . (1.8) 

Funkce / je periodická a její perioda je 2n, tj. pro každé t G IR je f(t + 2n) — f(t). Funkce 
na H lze tedy ztotožnit s funkcemi na M , které jsou 27T-periodické, tj. lze zaměňovat / (e l f) 
a f(t). Dále C(H) bude značit systém všech spojitých funkcí na H a ve smyslu předchozího 
ztotožnění uvažujeme normu 

||/IU = s u p { | / ( í ) | ; f e R } . 

Definice 17. Definujme pro každé p G [1,°°) systém áfp(H) jako systém všech komplex
ních funkcí / na M , které jsou lebesgueovsky měřitelné a které mají periodu 2n. Pro Jž? p (H) 
definujme konečnou normu předpisem 

l -n 

Definice 18. Nechť je dán prostor X s nezápornou mírou ji a nechť na X je dána komplexní 
měřitelná funkce / . Pro p G [1,°°) definujeme ££p normu funkce / předpisem 

II/HP= (j i / r d i u 

Pak ££p{\i) je systémem všech funkcí / s vlastností, že < °°. 

Definice 19. Nechť jsou dány měřitelné prostory (X,01) a (Y,3), kde 91 je c-algebrou 
na I a 3 na ľ . Nechť jsou dány množiny A G 01 a B G 5- Pak říkáme, že množina A x B 
je měřitelným obdélníkem. Dále definujeme 01 x Z jako nejmenší c-algebru n a l x ľ 
obsahující všechny měřitelné obdélníky. Nechť je dána množina F C X x ľ . Pak pro x EX 
a y G F definujeme řez x množiny F, resp. řez y množiny F, jako 

Fx = {yeY;{x,y)eF}, resp. Fy = {x G X; (x,y) G F}, 

přičemž tedy FXCY a Fy CX. 

Věta 1.7. Nechť je dána množina F G 01 x 3- F i 6 3 pro &aždé JC G X a F y G 01 
pro &aždé y G i 7 . 
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Důkaz. Nechť je dána množina M, která obsahuje všechny množiny F E 01 x 3 takové, že 
F x e 3 pro každé x EX. Pokud F —AxB, pro každé x E A dostáváme Fx — B a pro každé 
x ^ A máme Fx — Q>. Každý měřitelný obdélník je tedy podmnožinou množiny M. 

Jelikož Z je c-algebrou, dle Definice 11 platí: 

i) X xY E M; 

ii) (F E M) ((Fc)x = (Fx)c) ( F c G M ) ; 

iii) (F = Ur=i 3 ) = U l i ( F e M ) , kde F E M, i E N. 

Z toho je zřejmé, že M je c-algebrou, a tedy M — 01 x 3- Analogicky lze dokázat také, 
že F y G 01. • 

Definice 20. Nechť na X x Y je dána funkce / . Pak pro každé x EX definujme fx(y) — 

= f(x,y) na 7 a pro každé y E Y definujme fy(x) — f{x,y) na X. 

Věta 1.8. Nechť na XxY je dána funkce f, která je (01 x 3)-měřitelná. Pak 

i) fxje 2-měřitelná pro každé x E X; 

ň) fy Je ^-měřitelná pro každé y E Y. 

Důkaz. Nechť je libovolně dána otevřená množina T. Označme 

N = {(x,y)EXxY;f(x,y)ET}. 

Je zřejmé, že TV G 01 x 3- Pak 

Nx = {yEY;fx(y)ET}. 

Dále Nx E 3, což vyplývá z Věty 1.7. Tím jsme dokázali i). Analogicky lze dokázat ii) . • 

Věta 1.9. Nechť jsou dány měřitelné prostory (X,01, / l ) a (Y,3,X), kdeX, resp. Y, je sjed
nocením množin Xn, resp. Yn, n E N, které jsou disjunktní a zároveň splňují ll(Xn) < °°, 
resp. X(Yn) < °° přičemž toto sjednocení je nejvýše spočetné. Dále nechť'01 5 jsou o-al
gebrami a fl, X jsou mírami na daných o-algebrách a míry fi a X jsou o-konečné. Nechť 
F G 01 x 3 a V (x) — A (Fy) a Ců(y) — fl(Fx) pro každé x EX a y E Y. Pak je splněna rovnost 

j u d / i = j codX 

x 

a funkce V, resp. CO, je ^-měřitelná, resp. 2-měřitelná. 

Důkaz. Důkaz lze nalézt např. v [8]. • 

Definice 21. Nechť jsou dány měřitelné prostory (X,01, / i ) a (7 ,5 ,A) , pro které platí 
podmínky uvedené ve Větě 1.9, a nechť N E 01 x 3- Definujme 

(jUxA)(7V) = J n(Ny)dn = J X (Nx) dX. 
X Y 

Pak říkáme, že jU x X je součinová míra. 
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Poznámka 7. Je zřejmé, že jestliže X a fl jsou c-konečné míry, pak fi x X je také a-ko-
nečnou mírou. 

Věta 1.10 (Lebesgueova věta o monotónní konvergenci). Nechť je dána množina X ^ 0 
a posloupnost měřitelných funkcí {fn}neN n a X- Jestliže pro skoro všechna x EX platí: 

0 0 < / l ( x ) < / 2 ( x ) < ••• <oo; 

H) fn(x) konverguje k f(x) pro n —> °°, 

pak pro n —> °° p /a ř í 

a funkce f je měřitelná. 

Důkaz. Důkaz lze najít v [2]. • 

Věta 1.11 (Fubiniova). Nechť jsou dány měřitelné prostory (X,0T, fl) a (Y,$, X) a nechť 
míry fl a X těchto prostorů jsou o-konečné. Dále nechť je dána funkce f taková, že 
naX xY je (01 x 3) -měřitelná. 

i) Nechť pro nezápornou funkci f a pro každé x&Xay&Yje 

v(x) = J fxáX, co(y) = J fydfi. (1.9) 
Y X 

Pak pro V a CO platí 

Jvdn= J fd(n x X) = JcodX (1.10) 

X XxY Y 

a zároveň V, resp. CO, je ^-měřitelná, resp. 2-měřitelná. 

ii) Nechť komplexní funkce f splňuje 

j u*d/ i < °o5 kde v*(x) = j \fx 

X Y 

dX. 

Pak je fe^ifixX). 

iii) Jestliže f G -ž? (jU x X), pak fx G J£l(X) pro skoro všechna x G X a fy G Jžf (ju) 
pro sfcoro všechna y E Y. Zároveň V a CO, které jsou skoro všude definované vzta
hem (1.9), náleží do Jž? 1 (Jl) a =šf1 (/i) a splňují (1.10). 

Důkaz. Z Věty 1.8 je zřejmá korektnost zavedení funkcí U a Ct). Nechť TY G 01 x 3 a nechť je 
dána funkce / . Z Věty 1.9 a Definice 21 plyne, že pro každou funkci s, která je nezáporná 
a (01 x Z) -měřitelná, je i) splněno. Lze najít posloupnost funkcí {snjweN S vlastností, že 
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O < s\ < S2 < • • • a pro každý bod (x,y) G X x Y konverguje sn(x,y) k f (x, y). Přiřaďme 
ke každé vn funkci sn. Pak pro každé n G N je 

Jvndn= J 5„d ( jUxA) . (1.11) 

X XxY 

Dále {vn(x)}nefq je pro každé x EX neklesající posloupností a zároveň konverguje k v (x). 
To je zřejmé z Věty 1.10. Opětovnou aplikací Věty 1.10 na integrály v (1.11) obdržíme 
první část z (1.10). Záměníme-li x a y, získáme také druhou část z (1.10). T ím máme 
dokázán bod i). Důkaz ii) plyne z i). Stačí pouze i) aplikovat na funkci | / | . 

Část ii i) dokážeme pouze pro reálný prostor, jelikož poté lze snadno odvodit tvrzení 
také pro komplexní prostor. Nechť je dán reálný prostor S£x{\i x A) a reálná funkce / . 
Aplikujme i) na funkce / + a / _ , kde / + je nezápornou a / ~ zápornou částí funkce / . 
Funkci t>i přiřaďme / + a t>2 funkci / " . Pak V\ G Jšf1 (ju), neboť / G Jžf1 (/i x A ) , / + < | / | 
a zároveň / + splňuje i). Analogicky x>2 G Jšf 

Pro každé x, pro které jsou V\ (x) a v>2(x) konečné, platí fx G ££X{X), protože 

fx=(f+)X-(f-)X. 

Pro skoro každé x platí, že V\ (x) < °° a u 2 W < °°- Taková JC pak splňují 

v(x) = U i ( x ) - u 2 ( x ) , 

což plyne z toho, že U i , u 2 G ££l{\i). Také zřejmě u G ££x{\i). Zaměníme-li v (1.10) v a f 
za V\ a / + , resp. 1)2 a / J s o u rovnosti v (1.10) splněny. Odečteme-li tyto rovnosti, obdržíme 
první část z i i i ) . Druhou část získáme analogicky: stačí zaměnit fy za fx a CO za U. • 

Poznámka 8. Integrály J x u d / i a J y Ct)dA lze rozepsat a (1.10) vyjádřit jako dvojnásobné 
integrály 

J ff(x,y)M,(y)dn(x)=f ff(x,y)dn(x)M,(y). 

X Y Y X 

Integrál JXXY/d(/i x A) v (1.10) je potom dvojným integrálem. 

1.5 Arzelaova-Ascoliho věta 
V závěru první kapitoly dokážeme Arzeláovu-Ascoliho větu, která umožňuje vybrat z po
sloupnosti stejně spojitých a stejně ohraničených funkcí stejnoměrně konvergentní podpo-
sloupnost. 

Definice 22. Nechť je dána množina X ^ 0 se zobrazením p : X x X - > l s následujícími 
vlastnostmi: 

i) p{x,y) G [0,°o) pro každé x,y G X ; 

ii) (p (x,y) = 0) (x = y) pro každé x,y G X ; 

iii) p(x,y) = p(y,x) pro každé x,y G X ; 
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iv) p(x,y) < p(x,z) +p(z,y) pro každé x,y,z G X. 

Pak množinu X nazýváme metrickým prostorem s metrikou p. 

Poznámka 9. Nerovnost v bodě iv) v Definici 22 je nazývána trojúhelníkovou nerovností. 

Definice 23. Nechť je dán metrický prostor X s metrikou p. Dále nechť je & systémem 
komplexních funkcí na X. Lze- l i pro každé £ > 0 najít ô > 0 s vlastností, že pro každá 
x,y G X taková, že \x—y\ < <5, a pro každou funkci / G platí \f(x) — f(y) | < e, řekneme, 
že funkce náležící do systému £í jsou stejně spojité. 

Nechť pro každý bod x EX lze najít L(JC) > 0 takové, že pro každou funkci / systému 
platí nerovnost \ f(x) | < L(x). Pak říkáme, že funkce náležící do systému £í jsou bodově 
stejně omezené. 

Věta 1.12 (Arzeläova-Ascoliho). Afec/zr' X je metrickým prostorem a F CX, kde F je 
spočetná hustá podmnožina X. Dále nechť je dán systém <S, který obsahuje komplexní 
funkce na X, které jsou bodově stejně omezené a stejně spojité. Pak lze z posloupnosti 
{fn}neN funkcí z vybrat podposloupnost takovou, že na kompaktních podmnožinách 
prostoru X stejnoměrně konverguje. 

Důkaz. Nechť {xn}n<Efq je posloupnost vytvořená ze všech bodů množiny F a nechť je dána 
množina ZQ všech celých čísel, která jsou nezáporná, a nechť Z* C Zo pro k G N . 

Víme, že existuje konvergentní podposloupnost vybraná z posloupnosti komplexních 
čísel {fn{xk)}nezk_v protože posloupnost {fn(xk)}nezk_l je omezená. To znamená, že lze 
najít množinu Z^ C Zfc_i s vlastnostmi, že je nekonečná a zároveň pro n G Z^ existuje limita 
l im n _ ) . 0 0 / n (x^ ) . 

Budeme-li tento postup opakovat, získáme množiny ZQ D Z\ D Zi D • • •, které jsou také 
nekonečné a pro které platí, že jestliže n G Z*, pak pro každé j s vlastností j G { 1 , . . . , k} lze 
najít limitu limM^oo/«(.*,). Nechť Z = { n , r^ • • •}, kde je fc-tým členem Z^. To znamená, 
že pro každé k najdeme v množině Z nejvýše k—l členů, které nejsou součástí množiny Z^. 
Z toho plyne, že máme-li n G Z , pak pro každé x G F lze najít limitu l i m M ^ 0 0 / n ( x ) . 

Dále uvažujme libovolnou kompaktní podmnožinu D množiny X a £ > 0 . Z Definice 23 
dostáváme 5 > 0 , které zaručuje pro každé n G N nerovnost 

| / n ( p ) - / n ( ? ) | < e, pokud \p-q\<5. 

Nechť K\, .. .,Ki jsou otevřené koule s poloměry 5 / 2 . Pokryjeme j imi množinu D. Dále 
víme o existenci takových bodů pi, kde i G {1, s vlastností, že pi G KiCiF. To 
vyplývá z toho, že množina F je v množině X hustá. Uvažujme n G Z . Pak je zaručena 
existence limity l im^oo jn(Pi), jelikož pí náleží do množiny F. Proto existuje ô G Z tak, 
že 

\fi(Pi) -Mpí)\ < £ pro každé l,n G Z , 

kde / > g a zároveň n> Q pro každé i G { 1 , . . . , L } . 
Nechť nyní x G Z) a nechť je dáno takové i , pro které platí x G Kí a | JC — pi \ < ô. Platnost 

nerovnosti 

|//(*) ~fn(x)\ < \fl(x)-fl(pi)\ + \fl(pi)-fn(Pi)\ + \fn(Pi)-fn(x)\ < 3£ 

pro každé l > Q, n> Qal,neZje tak zaručena výběrem ô a Q. • 



Kapitola 2 

Harmonické funkce z hlediska teorie 
holomorfních funkcí 

Ve druhé kapitole se budeme zabývat harmonickými funkcemi z pohledu holomorfních 
funkcí. Budeme se tedy na ně dívat jako na funkce dvou proměnných. 

Než začneme studovat vlastnosti harmonických funkcí, podíváme se na holomorfní funkce. 

Definice 24. Nechť existuje limita 

kde / je komplexní funkcí na otevřené množině M a zo £ M. Hodnota f'(zo) se nazývá 
derivací funkce / v bodě zo- Nechť pro každý bod zo G M existuje vlastní limita ve (2.1). 
Pak říkáme, že funkce / je holomorfní na množině M. 

Nechť / : M —> C pro otevřenou množinu M C C je holomorfní komplexní funkcí 
komplexní proměnné a nechť 

2.1 Holomorfní funkce 

/ ( z o ) = l im 
/ ( z ) - / ( z o ) (2.1) 

z-zo 

f (z) = u(z) + iv(z) = u(x,y) +iv(x,y), k d e ž = x + iy. (2.2) 

Pak můžeme spočítat 

f'(z) = l im 

+ i 

Az^O Az 
l im u(x + Ax,y + Ay) +iv(x + Ax7y + Ay) —u(x,y) - i v ( x , y ) 

(A*,Ay)-K0,0) Ax + iAy 

l im u(x + Ax,y + Ay) — u(x,y) 
(A«,Ay)->(0,0) Ax + iAy 
• l i m v(x + Ax,y + Ay)-v(x,y) 
(Ax,Ay)^(0,0) Ax + iAy 

-14-
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Protože f'{z) existuje, existují i obě dvojné limity, a tak existují i limity ve směrech (Ax, 0) 
a (0,Ay), přičemž 

. u(x + Ax,y)+iv(x + Ax,y)-u(x,y)-iv(x,y) 
ý (z) = l im = 

Ax^O Ax 
w(x + A x , y ) - w ( x , y ) v(x +Ax,y) - v(x,y) 

= hm - 1 h i hm -1 = ux + ivx, 
Ax^O Ax Ax^O Ax 

fu x y w(x,y + Ay)+ iv (x ,y + A y ) - w ( x , y ) - i v ( x , y ) 
/ (z) = l im 

Ay^O iAy 

l i m u(x,y + Ay)-u(x,y) . ^ v(x,y + Ay) - v(x,y) 
Ay^O iAy Ay^O iAy 

kde ux, resp. vx, je parciální derivací reálné, resp. imaginární, části funkce / vzhledem 
k proměnné x a uy, resp. vy, je parciální derivací reálné, resp. imaginární, části funkce / 
vzhledem k proměnné y. Výše odvozené rovnosti shrňme do následující věty. 

Věta 2.1. Nechť f je komplexní funkcí na M a nechť splňuje (2.2). Pokud má funkce f 
v bodě Z0 — X0 + iyo vlastní derivaci, pak je 

f'(zo) = ux(zo) +iv x (zo) = vy(zo) -iuy(zo). (2.3) 

Poznámka 10. Porovnáním reálné a imaginární části z (2.3) získáme Cauchyovy-Rie-
mannovy podmínky 

Ux = Vy, Uy = ~VX. (2.4) 

Reálná i imaginární část každé holomorfní funkce tedy musí Cauchyovy-Riemannovy 
podmínky splňovat. 

Definice 25. Nechť je dána komplexní funkce h na otevřené množině M C C a nechť 
funkce h má v každém bodě množiny M druhé derivace hxx, hyy. Pak funkce 

Ah = hxx + hyy (2.5) 

se nazývá laplasiánem funkce h. 

Definice 26. Nechť M C C je neprázdná otevřená množina a / G C(M) je reálná funkce. 
Rovnici 

-Ah — f na M , 

kde h : M C C —> C , nazýváme Poissonovou rovnicí. Je-li / = 0 na M, hovoříme o Lapla-
ceové rovnici 

Ah = 0 na M. (2.6) 

Jelikož holomorfní funkce h — u + iv má derivace všechřádů, podle (2.4) z Poznámky 10 
je 

^xx = vxy = vyx = Uyy? vyy = Uxy = Uyx = vxx-

Jak reálná, tak imaginární, část funkce / vyhovuje tedy rovnici (2.6), tj. 

Uxx + uyy = vxx + Vyy = 0 na M. (2.7) 
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Definice 27. Funkci h nazýváme funkcí harmonickou na otevřené množině M C C , pokud 
funkce h splňuje Laplaceovu rovnici (2.6) v každém bodě množiny M. 

Poznámka 11. Komplexní funkce je na množině M harmonická právě tehdy, když pro její 
reálnou i imaginární složku platí, že je harmonickou funkcí na M. To plyne z faktu, že 
pokud existuje laplasián reálné funkce, pak je také reálnou funkcí. 

Pro každou funkci h, která má všechny parciální derivace druhého řádu spojité, můžeme 
rovnost (2.5) vyjádřit také ve tvaru Ah — Addh, kde d a d jsou diferenciální operátory dané 
vztahy 

Věta 2.2. Každá holomorfní funkce je funkcí harmonickou. 

Důkaz. Nechť funkce h je holomorfní. Pak víme, že Ah — 0 a funkce h má spojité derivace 
všech řádů. Tedy z (2.7) plyne, že funkce h je harmonickou funkcí. • 

2.2 Poissonův integrál 

V této podkapitole dokážeme Poissonovu větu, díky které lze vyjádřit jisté funkce pomocí 
tzv. Poissonova integrálu. Toho pak využijeme při zkoumání vlastností harmonických 
funkcí. 

Definice 28. Trigonometrický polynom P je každý konečný součet tvaru 

N 
P (t) — ao + (flwcosnř + bnsmnt), 

n=\ 

kde ř £ l , i V e N a f l o 5 f l i v ! aN, b\,... % e C . 

Poznámka 12. Trigonometrický polynom P lze také vyjádřit ve tvaru 

N 
P(t) = cnZmt, kdec_jv, ...cNeC. 

n=-N 

Připomeňme významy symbolů V, H a V. Symbol V značí otevřený jednotkový kruh 
v C se středem v počátku, V je pak uzávěrem V. Dále H označuje jednotkovou kružnici, 
která je hranicí kruhu V. 

Definice 29. Nechť je dána funkce / e Jžf1 (—TT, TT). Pro každé n e Z čísla 

f(n) = ^tJf(t)e-nitdt 

-71 

nazýváme Fourierovými koeficienty funkce / . Fourierova řada funkce / je potom defino
vána jako 

oo 
£ f(n)enk pro ŕ G M . 
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Částečný součet Fourierovy řady je definován jako 

N 
sN(t)= £ f(n)enit, kde/V G N , ŕ G M . 

n=-N 

Věta 2.3. Pokud f G C (H) a e > 0, pak existuje trigonometrický polynom P, který splňuje 

\f(t) - P (t) I < e pro každé t G H. 

Důkaz. Důkaz lze nalézt např. v [11]. • 

Poznámka 13. Větu 2.3 lze „vylepšit" následovně. Nechť je dána funkce / G C (H). Pak 
aritmetické průměry částečných součtů Fourierovy řady funkce / stejnoměrně konvergují 
k funkci / . 

Definice 30. Nechť je dán prostor X, který je lokálně kompaktním Hausdorffovým pro
storem. Pak míra / i je nazývána borelovskou mírou na X, jestliže je dána na c-algebře 
borelovských množin na X. 

Nechť je dána borelovská množina F, která je podmnožinou X, a nechť / i je nezáporná 
míra. Pak / i je regulární zevné, pokud navíc splňuje ii) z Rieszovy věty o reprezentaci 
(Věta 1.6). Splňuje-li i i i ) , pak je regulární zevnitř. Míra fl je regulární mírou, jestliže 
všechny množiny F splňují podmínku ii) a zároveň i i i ) , tj. jsou regulární zevně i zevnitř. 

Věta 2.4 (Poissonova). Nechť je dán vektorový prostor A nad C jistých spojitých komplex
ních funkcí na V. Nechť A obsahuje všechny polynomy a každá funkce f E A splňuje 

s u p { | / ( z ) | ; z e V } = s u p { | / ( z ) | ; z e f f } . 

Pak každou funkci f E A můžeme vyjádřit jako 

71 r2 

f (z) = ± - [ - - l ~ . 2f (é>) dí, kde z = rci(P azeV. (2.8) 
2% J 1 — 2rcos(<p — t) +rz \ J 

-K 

Důkaz. Nechť / e A a x e V. Pak z | | / | | v = dostáváme 

| / (x ) | < U / H * , k d e | | / | | / ř = s u p { | / ( x ) | ; x e J ř f } . (2.9) 

Nechť všechny funkce na H, jež jsou restrikcemi funkcí z A na H, tvoří systém L , který 
je podprostorem C(H). To plyne z faktu, že pokud pro každé y E H máme f (y) — 0, pak 
dle (2.9) musí platit f(x) — 0 pro každé x G V . To znamená, že máme-li funkce f,g£A 
a zároveň f(y) — g(y) pro každé y G H, pak f = g. 

Dále nechť x G V je libovolně, ale pevně, zvoleným bodem. Zobrazení / i->- f(x) je 
omezeným lineárním funkcionálem na L s normou rovnou 1, což je zřejmé z (2.9), kdy pro 
/ = 1 nastává rovnost. Z Hahnovy-Banachovy věty (Věta 1.4) vyplývá existence lineárního 
funkcionálu G na C(H), pro který platí | |G | | = l a G(f) — f{x), f EL. 

Nechť / G C (H) a hodnoty funkce / náleží do intervalu [0,1]. Označme h = 2f — 1 
a G(h) — a + iß, kde a,ß G M . To znamená, že pro funkci h platí, že její hodnoty náleží 
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do intervalu [—1,1]. Z toho plyne, že | / Í+ is , | 2 < 1 + s2 pro každou konstantu s G HL 
Z vlastností funkcionálu G , a to G ( l ) = 1 a | |G | | = 1, plyne 

(P+s)2< | a + i ( / 3 + s ) | 2 = \G(h + is)\2< l+s2. (2.10) 

Upravme levou stranu nerovnosti (2.10) se ziskem 

(I3+S)2 = I32 + 2I3S + S2. 

Dosazením do původní nerovnosti (2.10) a po další úpravě dostaneme 

j8 2 + 2ps < 1 pro každé s G R, 

z čehož vyplývá, že /3 = 0. Jelikož < 1, je | a | < 1. Další úpravou získáme 

G{f)=l-G{h+\)=l-{a + \)>Q>. 

Z Rieszovy věty o reprezentaci (Věta 1.6) víme o existenci regulární nezáporné borelovské 
míry \ix na H takové, že 

G{f) = Jfáilx. (2.11) 

H 

Vztah (2.11) nyní aplikujeme na prostor A . Tedy pro každé z G V lze najít nezápornou 
borelovskou míru jlz na H, pro kterou platí 

f(z)=ífdnz. (2.12) 

H 

Nechť je dán pevně zvolený bod z EV, kde z — re1(p a r e [0,1), <p G M , a nechť vn(w) — wn, 
vn G A, n G N U {0}. Dosazením do (2.12) získáme 

^ e n i < p = y vM djuz pro n G N U {0}. 

Pro v_ M = pak dostáváme 

r\n\eni<p= f V n d ^ z p r o n G Z . (2.13) 

H 

Nyní se zaměříme na funkci 

co 

p r ( < p _ ř ) = £ r |n| em(<p-í) ; (2.14) 
ra=—oo 

protože 
TI 

- í - fPr((p-t)erÁtdt = r^eni(P p r o n G Z . (2.15) 
2TT y 2% 

-71 
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Porovnáme-li (2.13) a (2.15), obdržíme 

71 

S/djLíz = h SPr{(p ~t)f (eir)át pro f=Vn- (2-16) 

H -71 

Protože identita (2.16) je splněna pro každé f — vn, platí také pro každý trigonometrický 
polynom / . Z Věty 2.3 tak víme, že (2.16) je splněno pro každou funkci / G C (H), tj. pro 
každou funkci / G A lze použít (2.12). Kombinací těchto vztahů obdržíme 

71 

f { z ) = étf pr(<P-t)f(f)&- (2.17) 
-71 

Nyní zbývá ještě upravit Pr(<p — t) z (2.14). Řadu lze sečíst, protože je reálnou částí 
součtu 

, v ( P - K V _ 1 i ? ^ _ , | 2 z _é'+z _ l - r 2 + 2irsm((p-t) 
M / ~ 1 - z e " * - + e " - z ~ e " - z ~ l l - z e ^ l 2 

w=l 

Vezmeme-li pouze reálnou část, obdržíme vyjádření 

1 - r 2 

1 - 2 r c o s ( < p - ř ) + r 2 

P r o r G [ 0 , l ) p l a t í P r ( < p - í ) > 0 . ! Konečně dosazením (2.18) do (2.17) obdržíme (2.8). • 

fi(y-0 = i ^ i -ž- (2-18) 

Poznámka 14. Tzv. Poissonův integrál funkce / ve vzorci (2.17) budeme pro zjednodušení 
dále značit symbolem K[f]. Dále pro z G V klademe 

K[án]{z) = J K ( Z ^ ) dju ( e* ) , 

H 

kde / i je komplexní borelovskou mírou na H. 

2.3 Vlastnost průměru 

Další vlastností harmonických funkcí, kterou dokážeme, je vlastnost průměru. 

Definice 31. Nechť S(a;r) je otevřeným kruhem, který má střed v bodě a G C a poloměr 
roven r > 0, tj. 

S(a;r) — {z G C ; \z — a\ < r}. 

Symbolem S(a;r) značíme uzávěr kruhu S(a;r) a S'{a;r) prstencové okolí bodu a s polo
měrem r, tj. 

S'(a;r) = {z G C ; 0 < \z-a\ <r}. 
1 Výraz Pr(q> — t) nazýváme Poissonovým j ád rem 
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Definice 32. Nechť pro každé z G M, kde M C C je otevřená množina, existuje taková 
posloupnost {rn}nefq C (0, °°), že rn —> 0 pro n —>• °° a je splněno 

m^^f f{z + rné1)át, n en. 

-71 

Pak říkáme, že spojitá funkce / má n a M vlastnost průměru. 

Věta 2.5. Pokud na otevřené množině M C C má spojitá funkce h vlastnost průměru, pak 
je h harmonickou funkcí na M. 

Důkaz. Důkaz provedeme pouze pro reálnou funkci h. V obecném případě lze postupo
vat analogicky. Nechť S(a;R) C M. Díky Poissonovu integrálu máme na S(a;R) spojitou 
funkci / , přičemž / je na S(a;R) harmonická a na dS(a;R), tj. na hranici S(a;R), je totožná 
s funkcí h. 

Nechť u = h — / a nechť / = sup {u(z); z G S(a;R)}. Dále nechť je / > 0 a F je množina 
všech takových z G S(a;R) s vlastností, že K (z) = /. Množina F je kompaktní podmnoži
nou S(a;R), protože na dS(a;R) je u — 0. Díky tomu lze najít zo £ F takové, že 

|zo — «| > |z — «| pro každé z G F. 

Tedy alespoň polovina kruhu S(zo; r) neleží uvnitř množiny F pro každé dostatečně malé r. 
To znamená, že průměry funkce u jsou menší než / = U{ZQ). Tím získáváme spor, jelikož 
u je funkce s vlastností průměru. Z toho plyne, že / = 0, a proto u < 0. 

Obdobný postup provedeme pro — u. Tak nám nastává identita h = f, což znamená, že 
u = 0 na S(a;R). Funkce /zje tedy harmonickou funkcí na množině M , protože S(a;R) je 
uzavřený kruh v M . • 

2.4 Dirichletova úloha 
Nyní zavedeme definice a věty vedoucí k nalezení řešení Dirichletovy úlohy. 

Definice 33. Nechť jsou dána čísla p, q > 0, která splňují 

- + - = 1. (2.19) 
P Q 

Pak je nazýváme sdruženými exponenty. 

Poznámka 15. Vztah (2.19) lze přepsat do tvaru p + q — pq. Z Definice 33 je zřejmé, že 
pe (l,oo) a a G (l,oo). 

Věta 2.6. Nechť je dána nezáporná míra fl na X, která je o-konečná, a nechť jsou dána čísla 
p,q> 1, přičemž q je sdruženým exponentem s p. Dále nechť je na J£p(}±) dán lineární 
funkcionál yr, který je omezený. Pak lze najít právě jeden prvek h G áfq(fl) s vlastností, že 

x 

pro každou funkci f G áfp(fl). Pokud pro yr a h tento vztah platí, pak pro ně platí také 
rovnost || = 
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Důkaz. Důkaz lze nalézt např. v [13]. • 

Definice 34. Nechť je dána množina X ^ 0 se c-algebrou OT a systém množin {F'} ř'eN 
z 01, který je spočetný a zároveň pro i ^ j je Fř- n Fj = 0 a F = U J l i F - Pak říkáme, že 
systém {F}í'eN J e rozkladem množiny F. Komplexní míra fl je pak na Ol definována jako 
komplexní funkce, která pro každý rozklad množiny F G Ol splňuje 

oa 

Í=I 

Nechť je dána nezáporná míra X taková, že |ju(F)| < A ( F ) pro každé F G Ol a pro každý 
rozklad libovolné množiny F G Ol platí 

co co 

A ( F ) = £ A ( F ) > Í > ( F ) I -
Í=I Í=I 

Pak ř íkáme, že množinová funkce | / i | definovaná na Ol pro každé F G Ol předpisem 

oa 

| J u | ( F ) = s u p £ | J u ( F ) l 
Í=I 

a splňující vlastnost, že |ju|(F) > |ju(F)|, je variací míry \i a je totální variací 
míry / i na množině X. 

Věta 2.7. Nechť je dán prostor X, který je lokálně kompaktním Hausdorffovým prostorem. 
Dále nechť yr je lineárním funkcionálem na Co(X) a nechť je omezený. Pak ke každému 
takovému funkcionálu yr lze najít právě jednu komplexní borelovskou míru }l, která pro 
každou funkci f G CQ{X) splňuje 

W{f) = J f dli. 
x 

Dále platí, že norma funkcionálu yr je rovna totální variaci }l. 

Důkaz. Důkaz lze najít např. v [13]. • 

Věta 2.8. Nechť X je měřitelným prostorem, fl je komplexní a zároveň konečnou mírou 
na X a (ů komplexní funkcí, která je na X měřitelná. Dále nechť M je otevřená podmnožina 
roviny, která je disjunktní s Ců{X), a pro každé z EM platí 

/ ( ; ) = / 
d " ( Z > (2.20) 

X 
®(X)-Z 

Pak na množině M můžeme funkci f vyjádřit pomocí mocninné řady. 

Důkaz. Nechť S(a; r) je podmnožinou M. Pro každé pevné z G S(a; r) je geometrická řada 

f , (z-a)n 1 

n t o ( ř o U ) - « ) n + 1 co(x)-z 
(2.21) 
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na X stejnoměrně konvergentní, protože pro každé z G r) a X G X je splněn odhad 

z —a 
co(x)-a 

< ^ < 1 . 

Díky tomu můžeme do ( 2 . 2 0 ) dosadit ( 2 . 2 1 ) a integrováním řady pro každé z G S(a;r) 
získáme 

oo 
f(z)=YJbn(z-a)n, 

n=0 

kde 

bn= [ - d ^ X \ pro n G N U { 0 } . 

x 
• 

Definice 35. Poissonovo jádro Prje pro r G [ 0 , 1 ) a ř G M definováno vztahem 

co 

P r ( ř ) = £ r H e i w í . ( 2 . 2 2 ) 
ra=—oo 

Poznámka 16. Poissonovo jádro lze chápat jako funkci proměnných r a t nebo jako systém 
funkcí proměnné t s parametrem r. 

Dosadíme-li do vzorce ( 2 . 2 2 ) z — re1(p, kde r e [ 0 , 1 ) a <p G M , za t, dostaneme stejně 
jako v důkazu Věty 2 . 4 vyjádření ( 2 . 1 8 ) . Pak z ( 2 . 2 2 ) máme 

71 
- f Pr(t)át=l. ( 2 . 2 3 ) 
\it J 2n 

Dále Pr(t) > 0 , Pr(t) = Pr(-t) a navíc pro |ř| e ($,&], kde ô > 0 , platí P r ( ř ) < P R ( 5 ) 
a l i m r ^ i Pr(8) — 0 pro 5 G (0 , TT]. TO vyplývá ze vztahu ( 2 . 1 8 ) . 

Pokud budeme chápat Poissonovo jádro jako funkci proměnných z — re1(f> a e l f, z ( 2 . 1 8 ) 

obdržíme 

P ( z , e " ) 

kde z G V a e k G H pro ř G M . 

Věta 2.9. Nechť je dána funkce f G C (H). Nechť funkce J (f) je dána předpisem 

1 - 2 

e i f - •z 2 

/ ( / ) K 9 

V(e i < p ) pror=\; 

K[f](rei(P) pro r G [0 ,1 ) , 

fafe <p G M. Pafcp/aíŕ, že / ( / ) G C (F ) . 

Dw&az. Pro každou funkci h G C (H) a <p G M je \K[h] (re 1 < p) | < \\h\\u pro r G [ 0 , 1 ) , tj. pro 
h G C(H) je 

P W I I v H W k kde ||Ä||jy = sup{|Ä(jc)|;jceJy}. ( 2 . 2 4 ) 
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To plyne z (2.23) a z vlastnosti Pr(t) > 0. Máme-li libovolný trigonometrický polynom 
tvaru 

h(é*)= t 
V ' n=-N 

pak z (2.22) dostáváme 

J(h) (réA = £ C n > \ ^ , 
V ' n=-N 

z čehož plyne J (h) E C ( V ) . Pro k G N lze najít trigonometrické polynomy h^ takové, že 
11% — f\\fí —> 0 pro k —> oo. Pak z (2.24) pro —> °° získáváme 

| | / ( % ) - / ( / ) | | y = | | / ( % - / ) | | y ^ 0 . 

Ukázali jsme tak, že funkce / (%) G C (V) na V konvergují k funkci / ( / ) stejnoměrně, 
a tedy e C ( V ) . • 

Definice 36. Nechť na H je dána spojitá funkce / . Pak problém určit funkci h, která je 
harmonická na V a jejíž hodnoty na hranici jsou určeny funkcí / , se nazývá Dirichletovou 
úlohou. 

Zdůrazněme, že Věta 2.9 nám umožňuje nalézt řešení Dirichletovy úlohy ve tvaru 
Poissonova integrálu funkce / . Doplnění je potom obsahem následující věty. 

Věta 2.10. Nechť reálná funkce u je na V harmonická a na V spojitá. Pak na V je funkce u 
Poissonovým integrálem své restrikce na množinu H a zároveň je reálnou částí funkce f, 
která je holomorfní a pro každé z EV je 

-% 

Důkaz. Z Věty 2.8 víme, ze f E J (V). Nechť u\ je reálnou částí funkce / . Pak je funkce u\ 
Poissonovým integrálem hraničních hodnot u. Proto musíme ukázat, že u = u\. 

Nechť g — u — u\ a nechť je funkce g na V harmonická a na V spojitá. Spojitost funkce u\ 
na V plyne z Věty 2.9. Dále nechť pro každý bod množiny H je g — 0. Nechť jisté ZQEV 

splňuje nerovnost g(zo) > 0. Pro pevně dané e > 0 s vlastností e G (0,g(zo)) a pro každé 
zEV uvažujme 

h(z)=g(z) + £\z\2. (2.25) 

Pak zřejmě h(zo) > g(zo) > £• Na V lze najít bod z\ E V, který je bodem lokálního maxima 
funkce h, protože h E C (v) a v každém bodě z E H je h(z) — £• 

Zároveň z toho vyplývá, že hxx(z\) < 0 a hyy{z\) < 0. Tím ale nastává spor, protože 
z (2.25) je zřejmé, že laplasián funkce h je 4e > 0. Rozdíl funkcí je u — u\ < 0, ale zároveň 
u\ — u < 0, tj. u — u\ > 0. Proto musí nutně platit u\ = u. • 
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2.5 Věta o reprezentaci 
V této podkapitole dokážeme větu o reprezentaci, která umožňuje reprezentovat harmo
nické funkce Poissonovým integrálem. 

Definice 37. Nechť na V je dána funkce h. Pak je h přiřazen systém funkcí hr pro r E [0,1) 
na H, přičemž každá funkce hr je definována předpisem hr (e1 < p) = h (re 1 < p), kde <p G M . 

Definice 38. Nechť je dán metrický prostor X, ve kterém každá cauchyovská posloupnost 
konverguje. Pak X se nazývá úplným prostorem. 

Definice 39. Úplný normovaný vektorový prostor nazýváme Banachovým prostorem. 

Definice 40. Nechť je dán metrický prostor X obsahující hustou podmnožinu, která je 
spočetná. Pak říkáme, že X je separabilním prostorem. 

Věta 2.11. Nechť X je separabilním Banachovým prostorem a nechť je na X dána posloup
nost lineárních funkcionálů {Gn}ne-^, přičemž 

L = sup{ | |G n | | ; n G N } < <*>. 

Pak pro každé x EX lze vybrat z posloupnosti {Gn}nefq podposloupnost { G M i takovou, 
že 

G(x) = limG„ ; . (x). (2.26) 
i— 

Zároveň G je lineárním funkcionálem s vlastností, že \\G\\ <L. 

Důkaz. Jednotlivé funkcionály Gn, n G N jsou stejně spojité a omezené, protože pro každá 
x,x',x" G X platí 

|G n(x)| < L\\x\\ azároveň \Gn(x') — Gn(x")\< L\\x'—x"\\. 

Pro každé x EX lze najít posloupnost { G ^ . } , ^ takovou, že posloupnost {Gni(x)}iefq kon
verguje pro i —> °°. To plyne z faktu, že každý bod ležící v prostoru X je kompaktní 
podmnožinou tohoto prostoru, a proto můžeme aplikovat Větu 1.12. Dále nechť funkcio-
nál G je definován vztahem (2.26). Pak | |G | | < L. Linearita G je zřejmá. • 

Věta 2.12. Nechť na V máme funkci h, která je harmonická, a nechť pro p E [1,°°) platí 

L = s u p { | | Ä r | | p ; r e ( 0 , l ) } < o o . (2.27) 

i) Jestliže p = 1, pak je zaručena existence právě jedné komplexní borelovské míry jU 
na H s vlastností, že h — K[dfl], 

ii) Jestliže p > 1, pak je zaručena existence právě jedné funkce f E Jíŕp(H) s vlastností, 
žeh-Kf. 

iii) Nechť je na H dána nezáporná borelovská míra fl. Dále nechť funkce h je nezáporná 
na V. Pak funkce h je Poissonovým integrálem borelovské míry fl na H. 
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Důkaz. Nechť p — 1 a Gr je lineárním funkcionálem, který pro každé re [0,1) na C(H) 
splňuje 

Gr(g) = j ghráa. (2.28) 
H 

Z (2.27) je zřejmé, že | | G r | | < L. Z Vět 2.7 a 2.11 máme zaručenu existenci míry ji na H 
s vlastností, že ||ju|| < L, a posloupnosti {r ř-} ř- e^ takové, že rř- —)• 1 pro i —> oo a 

l im y gfcr;dc7 = y gdjii (2.29) 

H H 

pro každou funkci g E C (H). 
Na V je funkce fi(z) — h(riz) harmonická a na V spojitá. Z Věty 2.10 je zřejmé, že 

funkce f i je Poissonovým integrálem své restrikce na množinu H. Dále nechť z G H, t G M. a 

g ( e i r ) =K(z,ět). (2.30) 

Nyní si uvědomme, že f i (e i r) = hn (e l ř ). Dosazením (2.29) do (2.30) obdržíme 

h(z) = limh(riZ) = hmfiiz) = l im f K (z,é') f i U') do (ď) = 
Í—^oo i—>co i—>co J \ / V / V / 

H 

= JK(Z^) dii (ý)=K[dii]{z). 
H 

Nechť nyní p G (1,°°) a q je sdruženým exponentem s p. Je známo, že áfq(H) je 
separabilním prostorem. Pro g < °° a pro trigonometrické polynomy, které mají koefici
enty ze spočetné husté podmnožiny komplexní roviny, platí, že jsou podmnožinou těchto 
prostorů a zároveň tvoří hustou a spočetnou množinu. Z toho pak vyplývá, že áfq(H) je 
separabilním Banachovým prostorem. 

Nechť pro každou funkci g G J£q(H) je definován lineární funkcionál Gr dle (2.28). 
Opět | | G r | | < L. Obdobně jako pro případ p — 1 máme zaručenu existenci takové funkce 
/ G SfP(H), že | | / | |p < La pro každé g G Jžŕ«(#) dostaneme 

l im J ghnde = j g/der. 

To vyplývá z Vět 2.6 a 2.11. Další postup je obdobný jako pro případ p — 1. 
Tím máme dokázánu existenci komplexní borelovské míry / i a funkce / G J£P(H) 

v částech i) a ii) . Teď ještě musíme ukázat jednoznačnost, a to tak, že dokážeme implikaci 

(*[d/i] =() )=• (/i = 0). 

Nechť / G C(#) a nechť Ä = £"[/] a u = £ [ d / i ] . Ze vztahu 
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a z Fubiniovy věty (Věta 1.11) získáváme pro každé r G [0,1) vztah 

hrd[A — j urfdo. 
H H 

Nechť u — 0. Pak je zřejmé, že také ur — 0. Dále víme, že pro r —> 1 konverguje hr 

stejnoměrně k / . Proto pro každé f eC(H) a K[d[i] —0 platí 

/dju = 0. 

H 

Využitím Věty 2.7 dostáváme, že ji — 0, čímž jsme dokázali jednoznačnost. 
Tvrzení iii) plyne z i). Protože funkce h je kladná, z i) dostaneme pro p = 1 vztah (2.27). 

Také pro každé r G [0,1) plyne z vlastnosti průměru harmonické funkce rovnost 

í\hr\da = íhrda = h(0). 

H H 

Funkcionály Gr jsou tedy nezáporné, z čehož plyne, že / i > 0. • 

2.6 Harnackova věta o konvergenci 
Dosud jsme se zabývali Poissonovým integrálem na množině V. Nyní se podívejme 
na obecný kruh S(a;R) s poloměrem R > 0 a se středem v bodě a. Aplikujeme-li výsledky 
předchozích podkapitol na S(a;R), obdržíme následující větu. Také dokážeme konvergenci 
harmonických funkcí, tj. Harnackovu větu. 

Věta 2.13. Nechť je dán kruh S(a;R) a nechť funkce h je spojitá na hranici kruhu S(a;R) 
a definujeme h uvnitř jako 

K 2 2 
h (a + rei(p) = — —0 ^ " / r =h (a + Re") dt, (2.31) 

V / 2n J R2-2Rrcos((p-t) + r2 V / 
—% 

kde r G [0,7?) a <p G [0,2TT). Pak funkce h je na S(a;R) harmonická a na uzávěru S(a;R) 
spojitá. 

Důkaz. Důkaz lze najít v [5]. • 

Věta 2.14. Nechť je dána množina F ^ 0, která je kompaktní, a nechť'{fn}neNJe posloup
nost funkcí spojitých na F. Dále nechť posloupnost {fn}neN bodově konverguje k funkci f, 
která je na F spojitá. Platí-li 

fn(x) > fn+i (x) Pro každé x G X , n G N , 

konverguje {fn}neN n a F k funkci f stejnoměrně. 
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Důkaz. Důkaz lze nalézt v [14]. • 
Nyní přistoupíme k Hamáčkové větě. 

Věta 2.15 (Harnackova). Nechť je dána otevřená a ohraničená množina M C C a na ní 
posloupnost harmonických funkcí {hn}ne^ 

i) Konverguje-li posloupnost funkcí {hn}nef$ k funkci h na kompaktních podmnožinách 
množiny M stejnoměrné, funkce h je na M harmonická. 

ii) Platí-li h\ < hi <••• na M, posloupnost funkcí {hn}nefq na kompaktních podmnoži
nách souvislé množiny M konverguje stejnomérné nebo pro každé z G M konver
guje hn{z) k nekonečnu pro n —> °°. 

Důkaz. Nechť S(a;R) C M a v (2.31) dosaďme hn za h. Funkce h na množině S(a;R) 
splňuje (2.31), protože na hranici S(a;R) funkce hn stejnoměrně konverguje k h. Tím 
máme dokázánu část i). 

Dále předpokládejme, že h\ > 0, případně hn nahraďme hn — h\. Označme 

Nechť B je doplňkem množiny A v množině M, tj. B = M \ A . Pro r G [0,R) a <p G [0,2n] 
je splněna nerovnost 

Pokud zaměníme h a hn, dostaneme ty samé nerovnosti. Proto pro každé z G S(a;R) je 
h(z) — 0 0 nebo h(z) < °°. Množiny A a B jsou proto otevřené. 

Dále platí A — 0 nebo A—M, protože množina M je souvislá. Pokud A — 0, důkaz 
je zřejmý. Jestliže A — M, pak h splňuje v každém kruhu na M Poissonův vzorec, což 
vyplývá z Lebesgueovy věty o monotónní konvergenci (Věta 1.10). Proto funkce h je na M 
harmonická. Z Věty 2.14 pak vyplývá stejnoměrná konvergence posloupnosti spojitých 
funkcí na kompaktní množině. Tím máme dokázánu část i i) . • 

h — sup {hn; n G N } a A — {z E M; h(z) < °°}. 

R-r R 2 - r 2 R + r 
R + r ~ R2-2Rrcos((p-t) + r2 ~ R-r' 

Úpravou pro n G N dostaneme 



Kapitola 3 

Harmonické funkce jako řešení 
Laplaceovy rovnice 

V této kapitole budeme uvažovat n-dimenzionální eukleidovský prostor W1 se standardním 
skalárním součinem, tj. 

n 
x-y= ^ x / y / , kdejc= (x\, ...,x„),y= (yi , ...,y„) eRn. 

i=\ 

Symbolem Dh budeme značit gradient, tj. 

, / dh dh 
Dh= 

\ ax\ axn 

pro funkci l i : M C l " - > R , a dále definujme Áh jako 

A h - y d 2 f l - y ^ h 

pokud příslušné derivace existují. 

3.1 Laplaceova a Poissonova rovnice 

Ve třetí kapitole se budeme na harmonické funkce dívat jako na řešení Laplaceovy rovnice. 
Proto na úvod Laplaceovu (a také Poissonovu) rovnici definujeme. 

Definice 41. Nechť je dána otevřená množina M C R ' a funkce / : M —> M . Pak rovnice 

Ah = 0 n a M (3.1) 

se nazývá Laplaceova rovnice a rovnici tvaru 

-Ah = f naM (3.2) 

nazýváme Poissonovou rovnicí. 

-28-
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Poznámka 17. Poissonova rovnice je tedy nehomogenní rovnicí, která odpovídá homogenní 
Laplaceově rovnici. 

Definice 42. Nechť je dána funkce h, která má na otevřené množině M C R " spojité všechny 
parciální derivace až do druhého řádu. Pokud na množině M vyhovuje h rovnici (3.1), 
říkáme, že je řešením Laplaceovy rovnice, a funkci h nazýváme harmonickou. Řešení 
Poissonovy rovnice je definováno analogicky. 

Jestliže funkce h má na M C R " spojité všechny parciální derivace prvního řádu 
a H je vnější jednotkovou směrovou normálou hranice množiny M, tj. dM, pak normálová 
derivace h je dána vztahem 

= n-Dh. 
d n 

Nechť je dána množina M C W1, která je otevřená a ohraničená. Zpravidla bývá Lapla-
ceova a Poissonova rovnice doplněna další podmínkou, a to: 

i) Dirichletovou podmínkou 

h(x) = g(x) pro x G dM, (3.3) 

kde g : dM - f l a řešení h uvažované rovnice má na M spojité všechny parciální 
derivace až do druhého řádu a na M je spojité. Tato úloha se nazývá Dirichletova. 

ii) Neumannovou podmínkou 

d h 
^— (x) = g (x) pro x G dM, (3.4) 
dn 

kde funkce g je definovaná na dM a řešení h má na M spojité parciální derivace až 
do druhého řádu a na M je spojité. Tento problém nese název Neumannova úloha. 

3.2 Objemové a plošné průměry 

Nejdříve uveďme značení, které budeme dále využívat. Koul i v M.n se středem v bodě x 
a poloměrem r > 0 budeme značit K(x;r), dále označíme S(x;r) — dK(x;r), tj. hranici 
koule K(x; r), a K(x; r) C W1 pak reprezentuje uzavřenou kouli se středem v bodě x a polo
měrem r > 0. Symbol v(n) bude označovat objem n-dimenzionální jednotkové koule v M.n, 
tj. pro n e N je 

oo 

v (n) = —j- r- pro gama funkci F(x) = e~'tx dt, x>0. (3.5) 

0 

Doplňme, že 

r ( x + i ) =x-r(x) p r o x X ) , r Q ^ = ^ / Ť ř , r ( i ) = i , (3.6) 

což umožňuje snadno vypočítat v(n) v (3.5) pro každé K É N . 
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Definice 43. Objemovým průměrem spojité funkce / na K(x; r) rozumíme 

/(y)dy = - 7 V r í f(y)dy- (3-7) v(n) r n 

K(x;r) K(x;r) 

Plošný průměr funkce / je pak dán předpisem 

/ f(y)áS= 1

 t / / (y )dS . (3.8) 
7 v(n)nrn 1 7 

5(x;r) S(x;r) 

Definice 44. Nechť je dána otevřená, ohraničená množina M C I " , kde n > 2. Nechť 
ke každému bodu x E dM lze najít r > 0 a funkci <p : M w _ 1 —>• M , která je třídy C F E , tj. má 
spojité všechny parciální derivace až do řádu a je splněn jeden z následujících vztahů 

Mf}K(x;r) = {x = (x\, ...,xn) e K(x;r);xn > <p(x\, . . . , x n _ i ) } , 

Mf}K(x;r) = {x = (x\, ...,xn) e K(x;r);xn < <p(x\, . . . , x n _ i ) } . 

Pak říkáme, že hranice dM je třídy Ck. 

Věta 3.1 (Greenovy identity). Nechť je dána množina M C W1, která je otevřená a ohra
ničená a jejíž hranice je třídy C . Dále nechť funkce h,f mají spojité všechny parciální 
derivace až do druhého řádu na M a spojité parciální derivace prvního řádu na M. Pak 
platí: 

i) 
dh 

Ahdx= / ^dS; 
on 

M dM 

U) 

Dh-Dfdx = j | C f c d S - f hAfdx; 
M dM M 

iii) 
ľ df dh 

hAf-fAhdx= / h ^ - f ^ d S . 
dn dn 

M dM 

Důkaz. Důkaz lze najít v [16]. • 

Nechť n = 1, M = (a,j6), a < /3, or,/3 e R, K (x; r) = [x-r,x + r] C (a,j8) a nechť 
pro h a x G M platí &(x) = ax + b, kde fl,ŕel. Dosazením do (3.7) spočítáme objemový 
průměr. Pro ilustraci ověřme hodnotu v ( l ) z (3.5). Využitím (3.5) a (3.6) dostáváme 

i i i 
(i\ _ 7 1 : 2 _ 7 1 : 2 _ 7 1 : 2 _ 9 

v ( 1 " F(ÍTT) " |F(Í) " p " ' 
Dle očekávání jsme obdrželi hodnotu v ( l ) = 2, tj. délku intervalu (—1,1), resp. [—1,1]. 
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Objemový průměr je pak roven 

x+r 
1 

h(y)dy 

k • í-r) 

x+r 

,);. , (ay + b)dy=lf (ay + b)dy=l ay + by 
x+r 

1 f a(x + r)2 , a(x-r)2 . 
2 +b(x + r)- K

 2 ' -b(x-r) 

1 (Aarx \ 2arx + 2br , . . 
2br | = z = ax + b = n{x). 2r\ 2 2r 

Obdobným výpočtem pro plošný průměr lze dostat jtrr\ h{y) dS = h(x). 
Ukážeme, že výše odvozený vztah platí pro libovolně zvolené n. 

Věta 3.2. Nechť je dána otevřená množina M C l " a nechť je h harmonická funkce na M. 
Pak pro každou kouli K(x; r)CM platí 

(3.9) h(x)= j h(y)dy= ý h(y)dS. 
K(x;r) S{x;r) 

Důkaz. Nechť x £ M je zvoleno libovolně. Nechť K(x;r) C M pro všechna dostatečně 
malá r > 0 a pro tato r definujme 

g(r)= j h(y)dS(y). (3.10) 

S(x;r) 

Derivujme 

r = 

V(0;i] 

v 
/z(x + rz)d5(z) 

/ 
•/ Dh(x + rz)-zdS{z) = 

S(0; 

Dh(y)-y-^dS(y) 

S{x;r) 

Upravme s využitím (3 .8 ) . Tak získáme 

1 

^(y)dS(y). 
on 

S{x;r) 

dh, . . 
^-(y)dS(y = -
dny ' K ' v[n)nr 

S(x;r) 

dh r 1 
" 1 J d ň ^ d S ^ ~ n ' v(n)rn J dn 

S{x;r) S(x;r) 

Využijme i) z Věty 3 . 1 . Tím obdržíme 

r 1 dh . , . r 1 
(y)dS(y) = -— 

/; v\ii)rn J dn n v(n)r" 
S{x;r) 

Ah(y)dy. 

K(x;r) 
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Z (3.7) pak plyne 

í Ah(y)dy=- i Ah(y)dy. 
n v[n)rn J n J 

K(x;r) K(x;r) 

Dostáváme tedy 

g'(r)=r- j A/z(y)dy = 0. (3.11) 

K(x;r) 

Z toho vyplývá, že pro uvažovaná r je funkce g(r) konstantní. Proto 

g(r)= l i m g ( r ) = l im f h(y)dS(y) = h{x). 
r^0+ r^0+ J 

S{x;r) 

Tj. dokázali jsme, že h(x) — jstx.r\h{y)dS{y). 
Rozepsáním integrálu přes kouli K(x;r) pomocí plošných integrálů přes sféry S(x;s) 

kde s G (0,r), získáváme 

r r 

h{y)dy= j j h{y)dS{y)ds = h{x) Jnv{n)ŕ-xds = h{x)v{n)rn. 

K(x;r) 0 S(x;s) 0 

Další úpravou již snadno dostáváme 

Kx) = ^ ? J h(y)dy= j h(y)dy. 

K(x;r) K{x;r) 

Tím jsme dokázali také tvrzení věty pro objemový průměr. • 

Poznámka 18. Předchozí věta nám tedy říká, že spočítáme-li integrální průměr všech 
hodnot harmonické funkce přes povrch dané koule, získáme hodnotu, které nabývá funkce 
ve středu této koule. Pro objemový průměr platí obdobné tvrzení; stačí jen nahradit kouli 
sférou. 

Věta 3.3. Nechť je dána funkce h : M —> R. pro otevřenou množinu M C M.n, která má na M 
spojité všechny parciální derivace až do druhého řádu. Nechť pro každou kouli K(x; r)CM 
platí 

h(x)= j h(y)dS(y). 

S{x;r) 

Pak h je na M harmonickou funkcí. 

Důkaz. Větu dokážeme sporem. Proto nechť lze najít x e M s vlastností, že Ah(x) ^ 0, 
a dostatečně malé r > 0 takové, že K(x; r) CM a Ah (y) ̂  0 pro y G K(x; r). To plyne z toho, 
že x G M ° , kde M ° je vnitřek množiny M (tj. množina všech vnitřních bodů množiny M). 
Bez újmy na obecnosti můžeme předpokládat, že A/z (y) > 0 pro každé y G K(x;r). 
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Nechť máme funkci g danou předpisem (3.10). Pak její derivace z (3.11) dává g' (s) > 0 
pro dostatečně malá s > 0. Protože ale pro dostatečně malá s > 0 platí 

h(x)=lim j h{y)dS{y)<g{s) = j h(y)dS(y) = h(x), 

S(x;r) S(x;s) 

nastává spor. Tím jsme dokázali tvrzení věty. • 

3.3 Princip maxima 
Princip maxima je další důležitou vlastností harmonických funkcí. M i m o j iné díky němu 
lze dokázat jednoznačnost řešení Dirichletovy úlohy. 

Vezměmen = 1 aM — (oc,/3), a < /3, oc,/3 G M , kdy každá harmonická funkce je tvaru 
h{x) — ax + b, kde a , k R , a zároveň na M je spojitá. Pak je zřejmé, že svého maxima 
i minima nabývá funkce h na hranici množiny M, neboli 

maxh(x) — max h(x) a vnmh(x) — min h(x). 
xeM xedM xeM xedM 

Také je zřejmé, že pokud extrém funkce h nastane ve vnitřním bodě množiny M, pak h je 
konstantní. 

Díky principu maxima, který dokážeme níže, platí uvedená úvaha také pro obecné 
harmonické funkce. 

Věta 3.4 (Silný princip maxima). Nechť je dána otevřená a ohraničená množina M C M.n, 
která je navíc souvislá. Dále nechť je dána funkce h, která je na M harmonická a na M 
spojitá. Pokud existuje bod XQ G M, pro který platí h(xo) — maxxe^h(x), pak je funkce h 
na M konstantní. 

Důkaz. Uvažujme x$ G M ze znění věty. Označme 

m = h(xo) — maxh(x). 
x<EM 

Nechť r G (0, dist(xo, d M)), kde dist (x$, dM) je vzdálenost bodu x$ od hranice množiny M. 
Pak 

m = h(xo) — -r h(y) dy < m. 
JK(xQ;r) 

Na K{XQ; r) jeh = m, což je zřejmé ze spojitosti funkce h. Bod x$ je proto vnitřním bodem 
množiny 

A — {x G M ; h(x) = m}. 

Množina A je tedy v M otevřená, ale zároveň je očividně v M uzavřená. Jelikož je 
množina M souvislá, pak A musí být buď 0, nebo A — M. Vzhledem k tomu, že x$ G M, je 
h = m na množině M. • 
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Poznámka 19. Každá funkce h, která je na souvislé množině M harmonická a na M 
spojitá, dle předchozí věty nabývá svého maxima pouze na hranici M. Má-li své maximum 
ve vnitřním bodě množiny M, pak je na M konstantní. 

Z Věty 3.4 také plyne, že je-li M souvislá a funkce h je na M spojitá a na M harmonická, 
h = g na dM, funkce g je nezáporná a je- l i alespoň někde na dM funkce g kladná, pak 
na celé množině M je kladná také funkce h. 

Ze silného principu maxima vyplývá tzv. slabý princip maxima. 

Vě ta 3.5 (Slabý pr incip maxima). Nechť je dána množina M C W1, která je otevřená 
a ohraničená, a nechť je dána funkce h, která je na M harmonická a na M spojitá. Pak 

maxh(x) < maxh(x). (3.12) 
xeM xedM 

Důkaz. Nechť X je souvislou komponentou množiny M (tj. neexistuje souvislá množina 
Y CM, která je nadmnožinou množiny X, tj. Y DX) takovou, že na uzávěru X se nachází 
maximum funkce h na množině M. Obdobně jako v důkazu Věty 3.4 mějme množinu 

B=\xeX; h{x) = max/z(y) > . 
I yeX } 

Množina B je opět buď prázdnou množinou, pak se maximum nachází na hranici X, 
přičemž dX C dM, nebo B — X, tj. h = max y £^h(y). Jelikož h je na M spojitá, máme větu 
dokázánu. • 

Poznámka 20. Z inkluze dM C M je zřejmé, že ve Větě 3.5 je splněna také nerovnost 

maxh(x) > maxh(x). 
xeM xedM 

Proto v (3.12) lze nahradit nerovnost rovností. Navíc, dosadíme-li funkci —h za h, dosta
neme obdobnou rovnost pro minimum, tj. 

minh(x) — min h(x). 
xeM xedM 

Věta 3.6. Nechť je dána množina M C M.n, která je otevřená a ohraničená. Pak pro libovolné 
funkce f,g lze najít nejvýše jedno řešení Dirichletovy úlohy (3.2), (3.3). 

Důkaz. Nechť funkce h\ a hi jsou dvě řešení uvažované Dirichletovy úlohy. Označme 
vi =h\—h2 a V2 = h2 — h\. Funkce v i , ví jsou na M harmonické a na dM nulové. 
Dle principu maxima jsou funkce v i , V2 na M nekladné. Na M tedy platí, žeh\=h2. • 

Poznámka 21. Tvrzení ve Větě 3.6 selže, vyloučíme-li nějaký bod z hranice M v D i -
richletově podmínce (3.3). Uvažme příklad takového selhání. Nechť množina M C M 2 je 
tvaru 

M = { ( x , y ) G J ř ( 0 ; l ) ; y > 0 } , 

kde K(0; 1) je kruh se středem v počátku a poloměrem 1, a nechť funkce h, která má na M 
spojité všechny parciální derivace až do druhého řádu a na M \ {0} je spojitá, je řešením 
problému (3.2) a 

h = 0 n a d M \ { 0 } . 

Řešení tohoto problému není jednoznačné. Jsou j ím totiž funkce h = 0 a h = lm(z + z 
kde z — x + iy. 
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V Dirichletově úloze využíváme Dirichletovu podmínku. Pro úplnost uveďme také 
úlohu, která je omezena Neumannovou podmínkou (3.4). 

Nechť je tedy dána Neumannova úloha, tj. (3.2), (3.4). Neumannova úloha má jed
noznačné řešení, které se ale může lišit aditivní konstantou.1 Nutnou podmínkou je však 
platnost následující rovnosti 

JAhdx= j gáS. 
M dM 

Kombinací Dirichletovy a Neumannovy úlohy je tzv. Dirichletova-Neumannova úloha, 
někdy také označována jako třetí okrajová úloha. Nechť je dána omezená otevřená množi
na M a identicky nenulové funkce w > 0 a $ , které jsou na dM spojité. Dále nechť je u > 0 
na d M a zároveň pro alespoň jeden bod x G d M je u(x) > 0. Dirichletova-Neumannova 
úloha (3.1) a 

dh 
-^ + uh = <í> na dM 
dn 

má jednoznačné řešení h takové, že na M má spojité parciální derivace až do druhého 
řádu. 2 

3.4 Hladkost harmonických funkcí 
Máme-li n = 2, pak se na harmonické funkce na jednoduše souvislých oblastech lze dívat 
jako na reálné a imaginární části holomorfních funkcí tvaru h — u + iv, kde u, v mají spojité 
parciální derivace všech řádů a splňují Cauchyovy-Riemannovy podmínky. 3 

V této podkapitole se podíváme na hladkost harmonických funkcí v obecné dimenzi. 

Definice 45. Nechť na Rn jsou dány měřitelné funkce / a g. Definujme funkci f*g vztahem 

íf*g)(x) = J f{x-y)g{y)dy 

pro každé x G Rn, pro které má integrál na pravé straně smysl. Pak funkci f*g nazýváme 
konvolucí funkcí f a g. 

Nyní uveďme značení a funkce, které dále využijeme. Zaveďme nezápornou funkci 
\ff : Rn -ř R vztahem 

c - e W 2 - 1 pro ||*|| < 1; 

0 pro ||;c|| > 1, 

kde ||;c|| značí eukleidovskou normu * G W1 a c G R je konstanta s vlastností, že 

I = y e Ň F T d x = j e w Ŕ d x . 

K" K(0;1) 

1 Důkaz tohoto tvrzení a další informace o Neumannově úloze lze nalézt např. v [17] 
2 D a l š í informace o Di r i ch le tově-Neumannově úloze lze nalézt např. v [6] 
3 Více o harmonických funkcích z pohledu holomorfních funkcí lze najít v Kapitole 2 
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Funkce y splňuje fRn y(x) dx = 1 a navíc y e C?(Rn). 
Nechť je a > 0. Pro x G l " definujme funkci \ffa předpisem 

¥a{x) = —¥(-)-

Funkce yra e je nezáporná s vlastností 

/ yfa(x)äx= 1. (3.13) 
Jw 

Dále \l/a(x) > 0 právě tehdy, když \\x\\ < a. Funkci \(ía nazýváme regularizačnífunkcí. 
Nechť je dána funkce / : M —> R, pro kterou existuje JMf(x)dx. Volme dostatečně 

malé e > 0 a definujme množinu 

ME = {xe M; dist(jc, dM) > e}. 

Pak na M£ definujme funkci f£ = i / / e * / , tj. pro každé x e M£ klademe 

f{x) = J Ve(x-y)f(y)dy= j y/e(y)f(x-y)dy 

M K(0;e) 

Věta 3.7. Nechť j e dána funkce h, která je na otevřené množine M C K " spojitá. Nechť pro 
každou kouli K(x; r)CM platí 

h{x) = £ h(y)dS{y). (3.14) 

JS(x;r) 

PakheC°°(M). 

Důkaz. Nechť je dáno e > 0 a odpovídající množina M£. Pro x £ Me je 

h£(x) = JY£(x-y)h(y)dy=^J'¥(^y(y)dy=^ J y (^jh(y) dy = 

M M K(x;e) 

e £ 

enJ ' Ve 
0 S{x;r 

h(y)dS(y)dr=±h(x)nv(n) J y ^ Q r ^ d r , 

o 

kde y/* je funkce y pro n = 1. Dostáváme tedy 

e 

J ye(x-y)h(y)dy=^h(x)nv(n) J ^ Q ŕ ^ d r . (3.15) 

Jelikož to platí každou funkci h splňující (3.14), pak jistě také pro h=l. Jejím dosazením 
do (3.15) obdržíme 

e 

J ye{x-y)dy=^nnv{n) j y* (£) ŕ~l dr. (3.16) 

M 0 



Kapitola 3. Harmonické funkce jako řešení Laplaceovy rovnice 37 

Z (3.13) a (3.16) plyne 

e 

h(x)\v(n) J \i/*(^)rn-1dr = h{x) J yfe(x-y)dy = h(x) J We{y)dy = h{x). 
O M R" 

Tím dostáváme na M£ identitu h = h£. Víme, že he G C°°(M£), což je zřejmé z vlastností 
konvoluce. Dále je h£ G C°° (M), jelikož e > 0 bylo zvoleno libovolně. • 

Věta 3.8. Nechť na otevřené množině M C I " je dána harmonická funkce h. Pak je h 
hladká na M, tj. h G C°°(M). 

Důkaz. Tvrzení plyne z Vět 3.2 a 3.7. • 

3.5 Harnackova věta o souměřitelnosti 
V poslední podkapitole se stručně podíváme na tzv. souměřitelnost kladných harmonických 
funkcí. 

Definice 46. Nechť jsou dány otevřené množiny M a N, kde M C W1, N je kompaktní 
a N C M. Pak množinu N nazýváme kompaktně vnořenou do množiny M a píšeme 
N C C M . 

Dále platí vztah 

dist(iV, dM) = inf {dist(x, dM); x G iV} > 0, 

který vyplývá z kompaktnosti množiny N. Proto každou funkci h, která je na M harmonická, 
můžeme na N vyjádřit pomocí průměrů, které mají stejný poloměr. Nyní toto tvrzení 
zformulujme do věty. 

Věta 3.9 (Harnackova). Nechť je dána množina N, která je souvislá a která je kompaktně 
vnořena do množiny M C M.n, tj. N C C M. Pak lze najít konstantu c > 0 takovou, že c závisí 
pouze na M a N a zároveň každá kladná harmonická funkce h na M pro každé x,y G N 
splňuje 

- -h(y) <h(x) <c-h(y), tj. sup {h(x);x G N } < c - in f {h(x);x G N } . 

Důkaz. Nechť x,y G N a ||x — y\\ < r, kde r zvolíme jako r — dist (N, dM)/A. Pak využi
tím (3.7), (3.8) a (3.9) získáme 

V ; v (n) (2r )» y ^ "» - V ( n ) ( 2 r ) » y V ^ S 

1 1 ľ 1 
2« v ( n ) r w y v w * 2« W J 

K(y,r) 
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Platí tedy 

2nh(y)>h(x)>^h(y). 

Množinu /V můžeme pokrýt koulemi K \ , ..., K L , které jsou uzavřené a mají poloměr r/2. 
N a v í c k a ž d á k o u l e j e s n á s l e d u j í c í k o u l í n e d i s j u n k t n í , t j . ^ n ^ ' + i T^QprořG {1, ...,L— 1}. 
Stačí uvážit, že /V je souvislá kompaktní množina. Pak tedy pro každou dvojici bodů x,y G N 
dostáváme 

( 2 " ) L % ) > *(,) > h(y). 

• 
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