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Abstrakt

V této bakalafské praci se vénujeme harmonickym funkcim. Je zde na né nahliZzeno
dvéma zptsoby — z pohledu teorie holomorfnich funkci a jako na feSeni Laplaceovy rovnice.
Jejich zékladni vlastnosti jsou také dokdzany.

Prace je rozdélena do tif ¢asti. V prvni ¢asti jsou definovany zdkladni pojmy a dokdzény
véty, které se ddle vyuziji pfi dikazech vlastnosti harmonickych funkci. Ve druhé ¢asti
se zabyvame harmonickymi funkcemi jako funkcemi dvou proménnych a zkoumame je
z pohledu holomorfnich funkci. Obsahem tfeti Casti je pak ndhled na harmonické funkce
jako na funkce libovolného poc¢tu proménnych, které jsou feSenimi Laplaceovy rovnice.

Abstract

In this thesis harmonic functions are studied. We look at them in two different ways
based on the theory of holomorphic functions and as solutions of Laplace’s equation. Their
fundamental properties are also proved.

The thesis consists of three parts. In the first chapter, basic terms are defined and
theorems are proved which are used in the proofs of properties of harmonic functions.
In the second chapter we deal with harmonic functions as functions of two variables and
study them from the point of the theory of holomorphic functions. In the third chapter
the harmonic functions are analysed as functions of an arbitrary number of variables which
are solutions of Laplace’s equation.
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Uvod

Na harmonické funkce 1ze pohliZzet dvéma zdkladnimi zptsoby. V prvni fad¢ je lze chapat
jako funkce dvou proménnych, kdy je studujeme z pohledu teorie holomorfnich funkci.
V tadé druhé jsou funkcemi libovolného poctu proménnych, které jsou feSenimi Laplaceovy
rovnice. Harmonické funkce maji mnozZstvi zajimavych a uZiteCnych vlastnosti, z nichz
ty nejdileZitéjsi jsou v praci dokdzany.

Préce je rozdélena do tii kapitol. V prvni kapitole jsou definovany zdkladni pojmy a po-
pséany zdkladni vlastnosti, jejichZ znalost je pfi dikazech vlastnosti harmonickych funkci
potiebnd. Nejdiive dokdZzeme Hausdorffovu vétu o maximalité, kterd zarucuje existenci ma-
ximdaln{ totdlné usporddané podmnoZziny. Déle se budeme vénovat linedrnim funkciondliim,
pricemz existence omezeného linedrniho funkciondlu s jistymi vlastnostmi je obsahem
Hahnovy-Banachovy véty, jejiz diikaz také uvedeme. Dals{ dilezitou vétou je Fubiniova,
ktera popisuje integraci v souc¢inech méfitelnych prostorti. V zavéru prvni kapitoly se pak
zaméfime na Arzelaovu—Ascoliho vétu.

Druhé kapitola je vénovdna harmonickym funkcim z pohledu holomorfnich funkci v C.
Sezndmime se zde s Poissonovym integrilem, ktery je uZite¢nym ndstrojem pii zkoumdni
harmonickych funkci. Zaméfime se mj. na vlastnost priméru a uvedeme definice a véty,
které vedou k nalezeni feSeni Dirichletovy ulohy. Také se budeme zabyvat konvergenci
posloupnosti harmonickych funkei.

Ve tieti kapitole se pfesuneme k n-dimenziondlnimu eukleidovskému prostoru R” a za-
méfime se na harmonické funkce jako na feSeni Laplaceovy rovnice. Nejdiive definujeme
objemové a plosné priméry a dokdzeme jejich vlastnosti, které dile vyuZijeme. Déle se
budeme zabyvat principem maxima, ktery zarucuje jednoznacnost feSeni Dirichletovy
ulohy. Na zivér dokdZeme Harnackovu vétu tykajici se souméfitelnosti hodnot kladnych
harmonickych funkci.

—viii—



Kapitola 1
Zakladni pojmy a véty

Nez se dostaneme k vlastnostem harmonickych funkci, je tfeba nejdiive nadefinovat za-
kladni pojmy a vlastnosti. Ty ndsledné vyuZijeme v dikazech vlastnosti harmonickych
funkci.

Definice 1. Nechf je dina mnozina % # 0. Jestlize pro a,b,c € JZ plati:
i) (a<bAb<c)= (a<c);
il) a<aprokazdé a € %
iii) (a<bAb<a)= (a=Db),

pak fikdme, Ze mnoZina % je Cdstecné usporddand binarni relaci <. Pokud pro kazdou
dvojici a,b € 4, kde .4 je podmnoZinou ¢astecné usporadané mnoziny %, plati a < b
nebo b < a, pak mnozinu .# nazyvame totdlné usporddanou, resp. linedrné usporddanou.

Pozndmka 1. Pro kazdy systém podmnoZin dané mnoZiny je zndmo, Ze je ¢aste¢né uspora-
dan relaci inkluze C.

Definice 2. Nechf systém 7 je systémem podmnoZin mnoziny X # @ s nasledujicimi
vlastnostmi:

)0er,XerT;
ii) pokud T; e t,i€{1,...,n},pak TTNTL,N---NT, € T;
iii) jestlize je { Ty } libovolny systém mnoZin z T, potom [y, Ty € 7.

Pak systému 7 fikdme topologie na X, X se nazyva topologicky prostor a prvky nélezici
do systému 7 ofeviené mnoZiny v X.

Definice 3. Nechf prostor X je topologicky.

i) Necht doplnék F¢ = X . F mnozZiny F C X je otevieny. Pak mnoZinu F nazyvame
uzavienou mnozZinou.

ii) Nechf F je nejmensi uzavienou podmnoZinou X, v niZ je obsaZena mnoZina F C X.
Pak fikdme, Ze F je uzdvérem mnoZiny F.

Ny
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iii) Nechf mnoZina F C X je podmnoZinou sjednoceni systému otevienych mnoZin
{To} C X.Lze-li najit podsystém kazdého takového systému {7y }, ktery je konecny
a ve kterém je opét obsaZena mnoZina F, pak mnoZinu F nazyvame kompaktni.

iv) Je-li mnozina X kompaktni, pak X nazyvame kompaktnim prostorem.

v) Necht je ddn bod p € X. Pak kazdou podmnoZinu X, ve které se p nachdzi a kterd je
oteviend, nazyvame okolim bodu p.

vi) Necht p,g € X a p # ¢ jsou libovolna. Existuji-li okoli takovd, Ze P je okolim p
a T okolim g a zaroveit PNT = 0, pak se prostor X nazyva Hausdorffitv.

vii) Nechfprokazdy bod z X existuje jeho okoli s kompaktnim uzavérem. Pak se prostor X
nazyva lokdlné kompaktnim.

Definice 4. Necht G je zobrazeni vektorového prostoru 77 nad C do vektorového prostoru 7>
nad C a zdroveii pro kazdé x,y € T; a pro kazdé a, B € C je splnéna rovnost

Glax+By) = aG(x)+ BG(y). (1.1)

Pak zobrazeni G se oznacuje jako linedrni zobrazeni prostoru T do prostoru 7. Necht G
je komplexni funkce na 77 a nechf pro ni plati (1.1). Pak zobrazeni G nazyvame linedrnim
funkciondlem.

1.1 Hausdorffova véta

Nyni se sezndmime s Hausdorffovou vétou o maximalité, diky niZ je zarucena existence
maximaln{ totdlné usporddané podmnoZiny.

Definice 5. Nechf je dan neprazdny systém mnoZin ¢ a necht ¢ C ¢. Pokud systém ¢ je
totdln& uspofddan inkluzi, fkdme, Ze je Fetézcem v systému ¢!

Definice 6. Nechf je ddn systém mnozin ¢ a funkce h: ¥ — &. Dale nechf Ay € ¥
a nechf ¢4’ je podsystémem systému ¢. Pak ¢’ nazyvame vé#i, jestliZe plati:

i) Ay € 9';
ii) sjednotime-li mnoZiny kazdého fetézce v ¢’, bude toto sjednoceni obsazeno v ¢’;
iii) plati-li A € 9', pak h(A) € ¥,

Lemma 1.1. Necht je ddn systém 9, ktery je neprdzdny a sklddd se z podmnoZin mnoZiny
X # 0. Ddle necht sjednoceni mnoZin kazdého retézce obsaZeného v systému G opét leZi
v systému 4. Existuje-li funkce h, kterd kazdé mnoZiné A € ¢4 p¥ifadi mnoZinu h(A) € 4
spliiujici A C h(A) a zdroveri mnoZina h(A) \ A je nejvySe jednoprvkovd, pak existuje
mnoZina A s viastnosti, Ze A € & a zdroveri h(A) = A.

'Pro A, B € ¢ tedy plati A C B nebo B C A dle Definice 1
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Diikaz. Nechf Ag € 4 a nechf ¢’ je vézi. Déle systém vSech prvki A € ¢ s vlastnosti, Ze

Ag C A, ozname ¥). Systém ¥ je také vézi, z CehoZ plyne, Ze mnozina, kterd obsahuje
vSechny vézZe, je neprazdna. Prinik vSech véZzi oznacme %. Je ziejmé, Ze ¢ je opét vezi,
avSak to neplati pro vlastni podsystémy systému %, zadny z nich v€zi neni. Déle vime,
Ze inkluze Ay C A je splnéna pro kazdou mnoZinu A € %). Nyni dokazeme, Ze ¥ je
fetézcem v 4.

Necht kazdd mnozina A € ¥ spliiuje jednu z vlastnosti A C C nebo C C A. Necht Q
je systém obsahujici vSechna takova C € %, pro ktera plati predchozi podminky, a y(C) je
systém vSech A € ¥, kde A C C nebo h(C) C A pro kazdé C € Q. Je zfejmé, Ze systém Q
a kazdy systém y(C) spliiuji body i) a ii) z Definice 6. Necht C € Q a A € y(C). Nyni
potfebujeme ukazat, ze h(A) € y(C).

Jestlize A € y(C), pak mizZe nastat jedna z nésledujicich situaci. Prvni mozZnost je
A C C a zéroveni A # C; druhd je, Ze A = C. Posledni mozZnou variantou je h(C) C A.
Nastane-li prvni situace, tj. A je podmnoZinou C, je zfejmé, Ze nemize nastat C C h(A).
Mnozina h(A) \ A by totiZ nespliiovala pfedpoklady lemmatu, protoZe by byla alespoi
dvouprvkova. Plati tedy h(A) C C, protoze C € Q. Nechf nastane druhd situace, tedy
A = C. Pak h(A) = h(C). Pokud mame tieti situaci, tj. #(C) je podmnoZinou A, pak plati
h(A) € y(C). Z vlastnosti A C h(A) totiz vyplyva, ze h(C) C h(A).

To také znamend, Ze se ndm podafilo ukazat, ze y(C) je vézi. Také je jiz oCividné,
Ze pro kazdé C € Q plati y(C) = %. To plyne z minimality systému %,. ProtoZe A € ¢,
azdroven C € Q, nastavaji dvé moznosti. Prvnije A C C, druhd h(C) C A. To vSak potvrzuje,
7e h(C) € Q. Systém Q je tedy vézi a Q = ¥, coz vime z vlastnosti minimality %. Z toho,
jak je systém Q definovan, je ziejmé totalni usporadani systému %.

Nyni definujme sjednoceni systému % jako A. Fakt, Zze A € %, vyplyva z bodu ii)
Definice 6. Z bodu iii) Definice 6 zase plyne, Ze h(A) € %. Diky tomu, Ze A C h(A)
a zaroven A je nejvétsim prvkem systému %), mame A = h(A). O

Definice 7. Nechf je dina mnozina F # 0. Pokud funkce f pfifazuje kazdé neprazdné
podmnoziné F dany prvek z mnoziny F, tj. f(F) € F, pak funkce f se nazyva vybérovou
funkct.

Véta 1.2 (Hausdorffova véta o maximalité). Nech? K je neprdzdnd cdstecné usporddand
mnoZina. Pak jeji soucdsti je maximdlni totdlné usporddand podmnoZina.

Diikaz. Necht systém vSech podmnozin mnoziny K, které jsou totdlné usporadané, je ¢.
Systém ¥ je neprazdny, protoZe pro kazdou jednoprvkovou mnozinu plati, Ze je totalné
uspordadana. Sjednotime-li fetézec obsahujici totdlné usporddané mnoZiny, ziskdme opét
totdln¢ usporddanou mnoZzinu.

Nechf na K mdme libovolnou vybé&rovou funkci f a nechf A € ¢4 a A’ je mnozinou
v§ech bodi x, které néleZi do doplitku A° mnoZiny A a zdroveti AU {x} € 4. Je-li A’ # 0,
klademe h(A) = AU{f(A’)}. Pokud v8ak nastane situace, Zze A" = 0, pak h definujeme
jako h(A) = A.

Z Lemmatu 1.1 vyplyva, Ze lze najit alespoti jednu takovou mnozinu A € ¢ s vlastnosti,
7e A’ = 0. Pak maximélnim prvkem systému ¢ je kazdd mnoZina A, ktera spliiuje predchozi
vlastnosti. O
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1.2 Hahnova-Banachova véta

V této podkapitole se zaméfime na linedrni funkciondly a jejich vlastnosti. V zdvéru do-
kaZeme Hahnovu—Banachovu vétu popisujici existenci omezeného linedrniho funkcionélu
Jistych vlastnosti.

Definice 8. Nechf X je komplexnim vektorovym prostorem a ke kazdému x € X existuje
nezdporné ¢islo ||x|| spliujici:

i) ool < o+ Iyl prokazdé x,y € X;
ii) |lax|| = |e|-[|x]|, kdexe X aoe€C;
iii) ||x|| = 0 pravé tehdy, kdyz x = 0.

Pak X nazyvame normovanym vektorovym prostorem a ||x|| normou x.

Definice 9. Nechf X, Y jsou normované vektorové prostory nad C a G je linedrnim zobra-
zenim prostoru X do prostoru Y. Normou zobrazeni G rozumime

1G] = sup {[|G(x)[|; x € X, [|x[| < 1}.

Pokud norma zobrazeni G je konecnd, tj. |G| < e, pak se G nazyvd omezenym line-
drnim zobrazenim. Pokud je Y télesem komplexnich Cisel, pak omezenému linedrnimu
zobrazeni G fikdme omezeny linedrni funkciondl.

Definice 10. Nechf prostor 7' je komplexnim vektorovym prostorem a necht pro kazdé
x,yeT,prokazdé ¢ € Capro f: T — Cje

fa+y) =) +f0) a flox)=of(x). (1.2)

Pak komplexni funkce f je komplexné linedrnim funkciondlem na prostoru 7. Necht T je
redlnym vektorovym prostorem a pro kazdé x,y € T a & € R jsou splnény rovnosti (1.2).
Pak se redlnd funkce f nazyva rediné linedrnim funkciondlem na prostoru 7.

Lemma 1.3. Méjme komplexni vektorovy prostor T.

i) Necht na prostoru T je ddn komplexné linedrni funkciondl f s redlnou casti u. Pak
pro kaZdé x € T plati

f(x) =u(x) —iu(ix). (1.3)

ii) Necht na T je u redlné linedrnim funkciondlem a necht f spliiuje (1.3). Pak f je
komplexné linedrnim funkciondlem na T.

iii) Necht f a u splriuji (1.3) a necht T je normovanym vektorovym prostorem. Pak plati
rownost || £ = [lull
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Diikaz. Necht z= o +if, kde o, B € R, a nechf x € T. Ddle iz = —f +ic; tedy redlnou
¢asti komplexniho Cisla iz je — . Proto pro kazdé z € C plati

z =Re(z) —iRe(iz). (1.4)
Je-li z = f(x), pak
FO) =u(x) +iv(x) a if(x) = —v(x)+iu(x),
kde u je redlnou a v imagindrni &sti funkce f. Déle
F(ix) = u(ix) + iv(ix) = u(ix) —iu(—x) = u(ix) +iu(x) = if (x). (1.5)

Z toho plyne rovnost
Re (if (x)) = Re (f (ix)) = u(ix).
Dosazenim z = f(x) do (1.4) jsme dokdzali prvni ¢ast lemmatu.
Necht jsou splnény predpoklady uvedené ve druhé ¢asti lemmatu, tj. na 7' je redlné line-

arni funkciondl u a pro f plati (1.3). Z definice redlné linedrniho funkcionalu v Definici 10
vyplyvé pro kazdé x,y € T a o € R platnost nasledujicich rovnosti

fa+y) =) +f0) a flox)=of(x).

Zarovei je vSak splnéna rovnost (1.5). Funkce f je tedy komplexné linedrnim funkciondlem
na 7', ¢imZ jsme dokazali i druhou ¢4st lemmatu.

JelikoZ |u(x)| < |f(x)| prokazdé x € T, pak jisté plati také ||u|| < || f||. Zaroveti v§ak pro
kazdé x € T lze nalézt &islo a € C s vlastnostmi || = 1 a af(x) = | f(x)|. Tim dostdvime

[f ()] = flox) = u(ox) < lul| - [ox]| = luel] - [l x].

To znamend, Ze || f|| < ||u||, z ¢ehoZ plyne, Ze nutné musi platit ||f|| = ||u||. Tim jsme
dokazali i posledni ¢ast lemmatu. 0J

Pozndmka 2. Nyni si pfipomeneme pojem rozsifeni funkce. Funkce G se nazyva rozsire-
nim f, jestlize definini obor funkce f je obsaZen v defini¢nim oboru funkce G a pro
kazdé x € D(f), kde D(f) je defini¢ni obor funkce f, je f(x) = G(x).

Véta 1.4 (Hahnova-Banachova). Necht L je podprostor vektorového prostoru X nad C,
ktery je normovany, a nechf na L mdme omezeny linedrni funkciondl f. Pak na prostoru X
existuje omezeny linedrni funkciondl G, ktery je rozSifenim f a spliiuje ||G|| = || f]].

Diikaz. Nechf prostor X je redlnym normovanym vektorovym prostorem. Proto predpokla-
dejme, Ze f je redlné linedrni omezeny funkciondl na L. Pokud || f|| = 0, pak je hledanym
rozSitenim G = 0. Proto se timto pifipadem nebudeme zabyvat a bez Gjmy na obecnosti
budeme piedpokladat, Ze || f|| = 1. Pro upfesnéni, normy || f|| a | G|| ziskdvdme ze vztaha

Il =sup{lf(x)sx € L,[lx[| <1} a |Gl =sup{|G(x)[; x € X, [|x[| <1}

Nyni zvolme bod xy € X spliiujici, Ze xo ¢ L. Nechf v§echny vektory tvaru x + Axg, kde
x€LaA €R,tvofi L. Pro dané o € R definujme fi(x+ Axg) = f(x) + Ao Vidime, Ze
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NP4

na L je linedrni funkciondl f; rozsifenim f. JelikoZ jsme poZadovali, aby || f|| = 1, musime

najit takové «, aby norma rozsifeného funkciondlu byla opét rovna 1. Toho docilime
platnosti nerovnosti

|f(x)+Aa] <|x+Axg]| proxeL, A eR.
Nerovnost upravime tak, Ze vektor x nahradime vektorem —Ax, ¢imZ dostaneme
| = A (f(x) = a)| <[] =A(x—x0)]-
Nésledné nerovnost vydélime |A| za pfedpokladu, Ze |A| # 0. Tim ziskdme nerovnost
f(x) = af < flx—xo|-

Nyni definujme

M= f(x)—|lx—xol a Ne=f(x)+[x—xof proxe€L. (1.6)
Pak pro kazdé x € L plati M, < o < Ny. Abychom nasli vhodné o, musi platit

M, <Ny prokazdéx,y €L, (1.7)

tj. vSechny intervaly [M,, N,| musi mit spole¢ny bod. ProtoZe ale vime, Ze plati

S =f) = fx=y) <l =yl < e =xo0l +[ly =xol|  prox,y <L,

znamend to, Ze nerovnost (1.7) plyne z definice My, Ny, tj. z (1.6). Tim jsme ukdzali
existenci fj, rozsifeni funkcionalu f z L na Ly, s vlastnosti, Ze || f|| = || f1]|-

Nechf mame podprostor L* prostoru X obsahujici L a nechf na L* je f* redlné li-
nedrnim roz§ffenim f s vlastnosti, Ze ||f*|| = 1. Systém uspofddanych dvojic (L*, f*)
oznatme % . Zavedme Caste¢né usporadani (L*, f*) < (L**, f**) na systému 7~ tak, Ze
L* CL*™ a f*(x) = f**(x) pro kazdé x € L*. Podminky ¢aste¢ného usporddani uvedené
v Definici 1 jsou splnény. ProtoZe systém % obsahuje uspotddané dvojice (L, f), je
neprazdny. Hausdorffova véta o maximalité (Véta 1.2) zarucuje existenci maximdlniho
totalné usporadaného podsystému M systému 7 .

Nechf y je systémem vSech L*, které spliiuji (L*, f*) € M. JelikoZ systém ¥ je totalné
uspofdddn, pro sjednoceni L viech prvki y pak plati, Ze je podprostorem prostoru X.
Je-li x € L, pak pro dany prvek L* € M plati x € L*. Necht (L*, f*) € M a G(x) = f*(x).
Z Definice 1 plyne, Ze pokud x € L*, nezaleZi na volbé L* € y.

Funkciondl G je linedrnim funkciondlem na L a zdroveii ||G|| = 1. Pokud by L byl
vlastnim podprostorem prostoru X, dostali bychom se do sporu s maximalitou M, protoze
bychom ziskali dal3i roziifeni G. Plati tedy X = L. Tim jsme vétu dokazali pro redlny obor.

Zbyvé ovérit platnost v komplexnim oboru. Necht L je podprostor komplexniho normo-
vaného vektorového prostoru X. Zvolme na L komplexné linedrni funkciondl f s redlnou
¢asti u. Z Hahnovy—Banachovy véty pro redlny obor vyplyvd, Ze miZeme rozsifit u na re-
aln¢ linearni funkciondl P na X s vlastnosti, Ze ||P|| = ||u||. Pro kazdé x € X definujme
G(x) = P(x) —iP(ix). Z Lemmatu 1.3 vime, Ze |G| = ||P|| = ||u|| = || ]| a také Ze G je
komplexné linedrni rozsifeni f, ¢imz jsme veétu dokdzali. U]
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1.3 Rieszova véta

Nyni se zaméfime na méfitelné mnoZiny a sezndmime se s jejich vlastnostmi. Nésledné
zformulujeme Rieszovu vétu o reprezentaci.

Definice 11. Nechf ma systém 91 podmnozin mnoZiny X # 0 nasledujici vlastnosti:
1) XeN,
i) (AeMN)= (A°€M), kdeA°je doplitkem mnoZiny A v mnoZiné X;
i) (A=U,_1A,) = (AeM), kdeA,eMN, neN.

Pak systém 91 nazyvdme o-algebrou na X a fikdme, Ze mnoZina X je méritelny prostor

a prvky naleZici do systému It méritelné mnoZiny na X.
Véta 1.5. Necht je ddna mnoZina X # O a systém & podmnoZin mnoZiny X. Pak existuje
nejmensi ¢-algebra YU na X s vlastnosti, Ze G C "

Diikaz. Necht na X je dan systém c-algeber 91 takovy, Ze je v nich obsaZen systém ¥.
Tento systém ozna¢me M. JelikoZ ¢ se nachazi v o-algebie v§ech podmnoZzin mnoZiny X,
je zfejmé, Ze systém M je neprdzdny. Déle oznacme pro kazdé 91 € M prinik vSech O
symbolem D*. Ziejmé & C ™ a zaroven N* je v kazdé o-algebie na X obsahujici ¥.
Nyni musime dokézat, Ze 91* je -algebrou na X. Dikaz provedeme pouze pro bod iii)
z Definice 11. Zbylé body se dokazi trividlné. Nechf pro kazdé n € N plati A,, € 91" a nechf
M € M. Jelikoz N je o-algebrou, je J,_; A, € M. To znamend, Ze také A, € 1. Dile
U1 An € M, nebof pro kazdou mnozinu N € M je ;,_;An € N. O

Pozndmka 3. Systém 1 z Véty 1.5 je také oznaCovan jako o -algebra generovand systé-
mem Y.

Definice 12. Nechf je ddn prostor X a c-algebra %, kde X je topologickym prostorem
a % nejmensi c-algebrou na X, jejiZ existence je zarucena Vétou 1.5, s vlastnosti, Ze kazda
oteviend mnoZzina v X je obsazena také v Z. Pak vSechny prvky % nazyvame borelovskymi
mnoZinamina X .

Pozndmka 4. Kazd4 uzaviend mnoZina v X je borelovskou mnoZinou, jelikoz je dopliikem
k oteviené mnoZziné.

Definice 13. Nechf je ddna funkce u na oc-algebfe Dt. Nechf p zobrazuje D — [0, 9]
a zarovenl ma vlastnost, Ze je spocetné aditivni, tj. je splnéna rovnost

u <6Ai> = iH(Ai),
i=1 i=1

kde {A;}cn je disjunktnim systémem prvki z 91. Funkci y nazyvame nezdpornou mirou.
Spocetné aditivni mnoZinovou funkci, kterd je komplexni a je definovdna na c-algebre,
nazyvame komplexni mirou.
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Definice 14. Nechf jsou ddny kompaktni mnoZiny a nechf mnoZina F je na topologickém
prostoru jejich spocetnym sjednocenim. Pak F nazyvidme o-kompaktni. Nechf u je ne-
zdpornou mirou a nechf jsou dany mnoziny F;, i € N takové, ze mira u(F;) je kone¢nd.
Diéle necht mnoZina F' s mirou u je sjednocenim takovych mnoZin F; a toto sjednoceni je
konecéné. Pak fikame, ze mnoZina F ma o-konecnou miru.

Definice 15. Nechf je ddn topologicky prostor X a na ném komplexni funkce f. Pak nosi¢
funkce f definujeme jako uzavér mnoZziny {x € X; f(x) # 0}.

Pozndmka 5. Systém vsech spojitych funkci f : X — C s kompaktnim nosi¢em zna-
¢ime C.(X).

Definice 16. Nechf je dan lokdlné kompaktni Hausdorffiiv prostor X a f : X — C. Pokud
ke kazdému € > 0 lze najit mnozinu F C X, kterd je kompaktni a pro kazdé x ¢ F je
|f(x)] < &, Fikdme, Ze funkce f se anuluje v nekonecnu.

Pozndmka 6. Vechny spojité funkce f na X, které se anuluji v nekone¢nu, znac¢ime Cy(X).
Je ziejmé, ze C.(X) C Cy(X). Pokud mnozina X je kompaktni, Co(X) a C.(X) jsou totozné
mnoZziny.

Véta 1.6 (Rieszova véta o reprezentaci). Necht mdme lokdlné kompaktni Hausdorffitv
prostor X a nezdporny linedrni funkciondl G na prostoru C.(X). Pak existuje 6-algebra 2t
na X takovd, Ze obsahuje vsechny borelovské podmnoZziny X, a také pravé jedna nezdpornd
mira [L na ‘N, kterd reprezentuje G tak, Ze

G(f)= /fdu pro kaZdou funkci f € C.(X),
X

a md ndsledujict viastnosti:
i) kaZdd kompaktni mnoZina F C X spliiuje WW(F) < oo;
ii) pro kaZdou mnoZinu K € ‘N plati

w(K) =inf{u(T); K CT,T je oteviend};

iii) kaZdd oteviend mnoZina K € I s viastnosti iL(K) < oo spliiuje

w(K) =sup{u(F); F CK,F je kompaktni},

iv) pokud K€ M, ACKapu(K)=0, pakAeN.

Diikaz. Dukaz lze najit v [2]. O
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1.4 Fubiniova véta

Dalsi dilezitou vétou, kterou dokdZeme, je Fubiniova véta, jez popisuje integraci v souci-
nech méfitelnych prostort.

Zaved'me dutlezité znaceni, které budeme dédle vyuZzivat. Symbolem V ozna¢me otevieny
jednotkovy kruh v C se stiedem v pocitku, V pak zna¢i uzdvér V. Dile jednotkovou
kruZnici, kterd je hranici kruhu V, budeme znacit jako H.

Necht funkce % je definovdna na H a funkce f je definovdna vztahem

f(t)=h (ei’> . kder€R. (1.8)

Funkce f je periodickd a jeji perioda je 27, tj. pro kazdé t € R je f(¢r+2m) = f(¢). Funkce
na H lze tedy ztotoZnit s funkcemi na R, které jsou 27-periodické, tj. ze zamétiovat f (e')
a f(t). Déle C(H) bude znacit systém vSech spojitych funkci na H a ve smyslu pfedchoziho
ztotoZnéni uvaZzujeme normu

[1flleo = sup {[f(1)[; 7 € R}

Definice 17. Definujme pro kazdé p € [1,) systém .£”(H) jako systém vSech komplex-
nich funkci f na R, které jsou lebesgueovsky méfitelné a které maji periodu 27. Pro .£” (H)
definujme kone¢nou normu piedpisem

1

1 T
1710 =4 57 [ rola

Definice 18. Nechf je dén prostor X s nezapornou mirou (t a nechf na X je dana komplexni
méfitelnd funkce f. Pro p € [1,00) definujeme -Z’? normu funkce f piedpisem

1
p

1l = / f17du
X

Pak .Z7 () je systémem vSech funkci f s vlastnosti, Ze || ||, < ce.

Definice 19. Nechf jsou ddny méfitelné prostory (X,M) a (V,J), kde 0N je o-algebrou
na X a J na Y. Nechf jsou ddny mnoziny A € 1 a B € J. Pak fikdme, Ze mnoZina A X B
je méritelnym obdélnikem. Ddle definujeme 91 x J jako nejmensi o-algebru na X x Y
obsahujici vSechny méfitelné obdélniky. Nechf je ddna mnoZina FF C X x Y. Pak pro x € X
ay €Y definujeme rez x mnoZiny F, resp. rez y mnoZiny F, jako

Fe={yeY;(x,y)€F}, resp. F,={xcX;(x,y)€F},
piicemZ tedy F, CY a F, C X.

Véta 1.7. Necht je ddna mnoZina F € M x J. Pak F, € J pro kaidé x € X a F, € N
pro kaidéy €Y.



Kapitola 1. Zdkladni pojmy a véty 10

Diikaz. Nechf je ddina mnoZina M, kterd obsahuje v§echny mnozZiny F € 91 x J takové, Ze
F, € J pro kazdé x € X. Pokud F = A X B, pro kazdé x € A dostdvime F, = B a pro kazdé
x ¢ A mame F, = (. Kazdy méfitelny obdélnik je tedy podmnoZinou mnoziny M.

Jelikoz J je o-algebrou, dle Definice 11 plati:

) XxYeM,
ii) (FeEM)= ((F°),=(F)")= (F e M);
iii) (F=Uj_ F)= (Fk=U~(F),) = (FeM),kde ;e M,icN.

Z toho je zfejmé, Ze M je o-algebrou, a tedy M = D1 x J. Analogicky lze dokdzat také,
ze F, € M. OJ

Definice 20. Nechf na X x Y je ddna funkce f. Pak pro kazdé x € X definujme f;(y) =
= f(x,y) naY aprokazdé y € Y definujme f,(x) = f(x,y) na X.

Véta 1.8. Nechfna X XY je ddna funkce f, kterd je (N X J)-méFitelnd. Pak
i) fxje J-méFitelnd pro kaZdé x € X;
ii) fyje N-mé¥itelnd pro kaZdéy €Y.
Diikaz. Necht je libovolné ddna oteviend mnozina 7. Oznacme
N={(xy) eXxY; f(x,y) €T}.
Je ztejmé, Ze N € D1 x J. Pak

Ne={yeY;fily) €T}
Diéle N, € J, coz vyplyva z Véty 1.7. Tim jsme dokdzali i). Analogicky lze dokézatii). [

Véta 1.9. Necht jsou ddny méritelné prostory (X, M, 1) a (Y,J,A), kde X, resp. Y, je sjed-
nocenim mnozin X, resp. Y,, n € N, které jsou disjunkini a zdroveri spliiuji 1L(X,) < oo,
resp. A(Yy,) < oo, pFi¢emz toto sjednoceni je nejvyse spocetné. Ddle nechf N, J jsou c-al-
gebrami a U, A jsou mirami na danych c-algebrdch a miry 1L a A jsou G-konecné. Necht
FeNxJav(x)=A(F)aw(y)=u(F)prokaidé x€ X ay €Y. Pak je splnéna rovnost

/vd,u:/wdl
X Y

a funkce v, resp. @, je MN-méritelnd, resp. J-méritelnd.
Diikaz. Dutkaz lze nalézt napt. v [8]. O

Definice 21. Nechf jsou ddny méfitelné prostory (X,0,u) a (¥Y,J,A), pro které plati
podminky uvedené ve VEté 1.9, a necht N € 91 x J. Definujme

(uxA)N /uNydu /),Nx

Pak fikdme, Ze i X A je soucinovd mira.
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Pozndmka 7. Je ziejmé, Ze jestlize A a U jsou o-kone¢né miry, pak p x A je také o-ko-
necnou mirou.

Véta 1.10 (Lebesgueova véta o monotonni konvergenci). Necht je ddna mnoZina X # 0
a posloupnost mé¥itelnych funkci { f, }nen na X. JestliZe pro skoro vsechna x € X plati:

i) 0< fi(x) < folx) < -ov Soooy

ii) fu(x) konverguje k f(x) pro n — oo,

[ st [ rau
X X

Diikaz. Dukaz lze najit v [2]. O

pak pro n — oo plati

a funkce f je méritelnd.

Véta 1.11 (Fubiniova). Necht jsou ddny méFitelné prostory (X, M, 1) a (Y,J,A) a necht
miry L a A téchto prostorii jsou G-konecné. Ddle necht je ddna funkce f takovd, Ze
na X XY je (N x J)-méfitelnd.

i) Necht pro nezdpornou funkci f a prokaZdé xc X ay €Y je
v = [ £t eb) = [ fau. (1.9)
Y X

Pak pro v a o plati
/vdu: /fd(uxl):/wdl (1.10)
X XxY Y
a zdroveni v, resp. O, je N-mé¥itelnd, resp. J-mévitelnd.
ii) Necht komplexni funkce f spliiuje

/v*du<0<>, kde v*(x) =/|fx|d),.
Y

X
Pakje f € £ (1 x ).

i) Jestlize f € £ (u x &), pak fr € L1 (L) pro skoro vSechna x € X a f, € £ ()
pro skoro vSechna y € Y. Zdroveri  a @, které jsou skoro vsude definované vzta-
hem (1.9), ndlezi do L' (1) a £ (u) a splitji (1.10).

Diikaz. Z Véty 1.8 je ziejma korektnost zavedeni funkci v a @. Necht N € 91 x J a nechf je
ddna funkce f.Z Véty 1.9 a Definice 21 plyne, Ze pro kazdou funkci s, ktera je nezaporna
a (M x J)-méfitelnd, je i) splnéno. Lze najit posloupnost funkci {s,},en s vlastnosti, ze
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0<s; <sp<---aprokazdy bod (x,y) € X x Y konverguje s,(x,y) k f(x,y). Pfitfadme
ke kazdé v, funkci s,. Pak pro kazdé n € N je

/vndu: /snd(ux),). (1.11)
X XxY

Déle {v,(x) },en je pro kazdé x € X neklesajici posloupnosti a zdroven konverguje k v (x).
To je zfejmé z Véty 1.10. Opétovnou aplikaci Véty 1.10 na integrdly v (1.11) obdrZime
prvni ¢ast z (1.10). Zdménime-li x a y, ziskdme také druhou cast z (1.10). Tim médme
dokdzan bod i). Dikaz ii) plyne z i). Sta¢i pouze i) aplikovat na funkci | f].

Cist iii) dokdZeme pouze pro redlny prostor, jelikoZ poté Ize snadno odvodit tvrzeni
také pro komplexni prostor. Nechf je ddn redlny prostor 2! (u x A) a redlnd funkce f.
Aplikujme i) na funkce f™ a f~, kde f* je nezdpornou a f~ zdpornou ¢dsti funkce f.
Funkci v; pfifadme f+ a v, funkci f~. Pak v; € £ (1), nebot f € L1 (ux L), f+ <|f|
a zaroveii f* spliiuje i). Analogicky v, € £ (u).

Pro kaZdé x, pro které jsou v; (x) a v (x) kone¢né, plati f, € Z!(1), protoze

fx= (f+)x - (fi)x-
Pro skoro kazdé x plati, Ze v1(x) < o0 a Vy(x) < oo. Takovd x pak spliiuji
0(x) = V1 (x) = v2(x),

coZ plyne z toho, Ze V1, 2 € £ (u). Také zfejmé v € £ (u). Zaménime-li v (1.10) v a f
zavyafT,resp. vya f,jsourovnostiv (1.10) spInény. Odecteme-li tyto rovnosti, obdrzime
prvni ¢ast z iii). Druhou ¢ast ziskdme analogicky: staCi zaménit f, za f, a @ za v. Il

Pozndmka 8. Integrély fX vdu a fY @ dA lze rozepsat a (1.10) vyjadfit jako dvojndsobné

integraly
//fxydl )du(x //fxydu JAA()-

Integrdl [y, fd(p x 4) v (1.10) je potom dvojnym integrdlem.

1.5 Arzelaova-Ascoliho véta

V z4véru prvni kapitoly dokdZeme Arzelaovu—Ascoliho vétu, kterd umozZiuje vybrat z po-
sloupnosti stejné spojitych a stejné ohrani¢enych funkci stejnomérné konvergentni podpo-
sloupnost.

Definice 22. Nechf je dina mnozina X # 0 se zobrazenim p : X x X — R s nasledujicimi
vlastnostmi:

i) p(x,y) € 0,00) prokazdé x,y € X;
ii) (p(x,y)=0)< (x=y) prokazdéx,yecX;

iii) p(x,y) =p(y,x) prokazdéx,y€X;
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iv) p(x,y) <p(x,2) +p(z,y) prokazdé x,y,z € X.
Pak mnoZinu X nazyvame metrickym prostorem s metrikou p.
Pozndmka 9. Nerovnost v bodé€ iv) v Definici 22 je nazyvana trojithelnikovou nerovnosti.

Definice 23. Nechf je dan metricky prostor X s metrikou p. Ddle nechf je ¢ systémem
komplexnich funkci na X. Lze-li pro kazdé € > 0 najit 6 > O s vlastnosti, Ze pro kazda
x,y € X takovd, Ze |x —y| < 8, a pro kazdou funkci f € ¢ plati | f(x) — f(y)| < €, Fekneme,
7Ze funkce néleZici do systému ¥ jsou stejné spojité.

Nechf pro kazdy bod x € X 1ze najit L(x) > 0 takové, Ze pro kazdou funkci f systému &

plati nerovnost |f(x)| < L(x). Pak fikdme, Ze funkce naleZici do systému ¢ jsou bodové
Stejné omezené.

Véta 1.12 (Arzelaova—-Ascoliho). Nechf X je metrickym prostorem a F C X, kde F je
spocetnd hustd podmnoZina X. Ddle necht je ddn systéem 9, ktery obsahuje komplexni
funkce na X, které jsou bodové stejné omezené a stejné spojité. Pak lze 7z posloupnosti
{futnen funkci z &G vybrat podposloupnost takovou, Ze na kompaktnich podmnoZindch
prostoru X stejnomérné konverguje.

Diikaz. Necht {x,},cn je posloupnost vytvofena ze vSech bodii mnoZiny F a nechf je dana
mnoZina Zy vSech celych ¢isel, kterd jsou nezapornd, a necht Z; C Zy pro k € N.

Vime, Ze existuje konvergentni podposloupnost vybrand z posloupnosti komplexnich
¢isel { fi(xx) tnez,_,, protoZe posloupnost { f,,(xx) trez,_, je omezend. To znamend, Ze lze
najit mnozinu Z; C Z;_; s vlastnostmi, Ze je nekonec¢nd a zdroven pro n € Z; existuje limita

lim,, e fy (xk) .
Budeme-li tento postup opakovat, ziskdme mnoZziny Zyo D Z; D Z; D - - -, které jsou také
nekonecéné a pro které plati, Ze jestlize n € Zy, pak pro kazdé j s vlastnosti j € {1, ...k} 1ze

najit limitu lim,, e f,,(x;). Necht Z = {ry, s, ... }, kde ry je k-tym ¢lenem Z;. To znamen4,
Ze pro kazdé k najdeme v mnoZin€ Z nejvyse k — 1 ¢lent, které nejsou soucasti mnoziny Z.
Z toho plyne, Ze mame-li n € Z, pak pro kazdé x € F lze najit limitu lim, e f;,(x).

Daéle uvazujme libovolnou kompaktni podmnoZinu D mnoziny X a € > 0. Z Definice 23
dostavame & > 0, které zarucuje pro kazdé n € N nerovnost

[fu(p) — fu(q@)l <€, pokud |p—gq| <.

Necht K, ...,Ky jsou oteviené koule s poloméry 6 /2. Pokryjeme jimi mnozinu D. Déle
vime o existenci takovych bodt p;, kde i € {1,...,L}, s vlastnosti, Ze p; € K;NF. To
vyplyva z toho, Ze mnoZina F je v mnoZiné X hustd. Uvazujme n € Z. Pak je zarucena
existence limity lim, . f;(pi), jelikoZ p; ndlezi do mnoziny F. Proto existuje Q € Z tak,
ze
|fi(pi) — fu(pi)| <€ prokazdél,n€ Z,

kde I > Q a zdrovenn n > Q prokazdé i € {1,...,L}.

Nechf nyni x € D a nechf je dano takové i, pro které plati x € K; a |x — p;| < §. Platnost
nerovnosti

111 (x) = fu ) < Ui (x) = fi(pi) |4 i (pi) = fu(Pi) | 4 | fu(pi) — fu(x)] < 3
prokazdé ! > Q,n> Q al,n € Z je tak zaruCena vybérem 6 a Q. U



Kapitola 2

Harmonické funkce z hlediska teorie
holomorfnich funkci

Ve druhé kapitole se budeme zabyvat harmonickymi funkcemi z pohledu holomorfnich
funkci. Budeme se tedy na né divat jako na funkce dvou proménnych.

2.1 Holomorfni funkce

Nez za¢neme studovat vlastnosti harmonickych funkci, podivdme se na holomorfni funkce.

Definice 24. Nechf existuje limita

. z)—fz
20 Z—20
kde f je komplexni funkci na oteviené mnoZiné M a zo € M. Hodnota f/(zg) se nazyva
derivaci funkce f v bod¢ zp. Necht pro kazdy bod zp € M existuje vlastni limita ve (2.1).
Pak fikdme, Ze funkce f je holomorfni na mnoZiné M.

Necht f: M — C pro otevienou mnoZinu M C C je holomorfni komplexni funkci
komplexni proménné a necht

f(2) = u(z) +iv(z) = u(x,y) +iv(x,y), kdez=x+1y. (2.2)
Pak mizeme spocitat

oo flztAZ) = f(z)

F@)= Alzlglo Az B

lim u(x+Ax,y+Ay)+1v(x+Ax,y+Ay)—u(x,y)—lv(x,y)
(Ax,Ay)—(0,0) Ax+ 1Ay

(Ax,Ay)—(0,0) Ax+ 1Ay

Av) —

+i lim v(x+Ax,y+ ‘y) V(x,y).

(Ax,Ay)—(0,0) Ax+1iAy

_]4_
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ProtoZe f’(z) existuje, existuji i ob& dvojné limity, a tak existuji i limity ve smérech (Ax,0)
a (0,Ay), pfi¢emz

u(x+Ax,y) +iv(x+ Ax,y) — u(x,y) —iv(x,y)

"(2) = 1i =
F@) A;EO Ax
— lim M(X-FAX,y)-M(X,y) +1 lim v(x+Ax,y)—v(x,y) :ux+ivx,
Ax—0 Ax Ax—0 Ax
F() = lim MRy HAY) Fiviny+Ay) —ulxy) Zivixny)
Ay—0 iAy
Ay) — Ay) —
— llm u(x7y+ y) u(x7y) +l llm V(x,y+ y) V(.x,y) — Vy_iuy,
Ay—0 Ay Ay—0 Ay

kde uy, resp. vy, je parcidlni derivaci redlné, resp. imagindrni, ¢asti funkce f vzhledem
k proménné x a uy, resp. vy, je parcidlni derivaci redlné, resp. imaginarni, ¢asti funkce f
vzhledem k proménné y. VySe odvozené rovnosti shriime do nésledujici véty.

Véta 2.1. Necht f je komplexni funkci na M a necht splituje (2.2). Pokud md funkce f
v bodé zo = xo +1yg vlastni derivaci, pak je

f(z0) = ux(z0) +1ivi(20) = vy(20) — iuy(20). (2.3)

Pozndmka 10. Porovndnim redlné a imagindrni Casti z (2.3) ziskdme Cauchyovy—Rie-
mannovy podminky

Uy =Vy, Uy = —Vy. 2.4)
Redlnd i imagindrni ¢ast kazdé holomorfni funkce tedy musi Cauchyovy—Riemannovy
podminky spliiovat.

Definice 25. Nechf je ddna komplexni funkce s na oteviené mnoziné M C C a nechft
funkce 7 ma v kazdém bodé mnoZziny M druhé derivace hyy, hyy. Pak funkce

Ah = hxx + hyy (25)
se nazyva laplasidanem funkce h.

Definice 26. Necht M C C je neprazdnd oteviend mnoZzina a f € C(M) je redlna funkce.
Rovnici
—Ah=f naM,

kde h: M C C — C, nazyvame Poissonovou rovnici. Je-li f = 0na M, hovoiime o Lapla-
ceoveé rovnici

Ah=0 naM. (2.6)

JelikoZ holomorfni funkce 4 = u+ivmé derivace vSech fada, podle (2.4) z Pozndmky 10
je
uxx - va - Vyx — _uyy, Vyy — uxy — uyx — _va-

Jak redlnd, tak imagindrni, ¢ast funkce f vyhovuje tedy rovnici (2.6), tj.

Upe +llyy = Vix+ vy, =0 naM. 2.7
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Definice 27. Funkci / nazyvame funkci harmonickou na oteviené mnoziné M C C, pokud
funkce & splituje Laplaceovu rovnici (2.6) v kazdém bodé mnoZiny M.

Pozndmka 11. Komplexni funkce je na mnoziné M harmonickd pravé tehdy, kdyz pro jeji
redlnou 1 imagindrn{ slozku plati, Ze je harmonickou funkci na M. To plyne z faktu, Ze
pokud existuje laplasidn redlné funkce, pak je také redlnou funkci.

Pro kazdou funkci A, kterd ma vSechny parcidlni derivace druhého fadu spojité, mizeme
rovnost (2.5) vyjadiit také ve tvaru Ah = 499h, kde d a d jsou diferencidlni operatory dané

vetahy 1/ d 1/0 d

Véta 2.2. KaZdd holomorfni funkce je funkci harmonickou.

Diikaz. Necht funkce 4 je holomorfni. Pak vime, Ze Ah = 0 a funkce & ma spojité derivace
vSech fada. Tedy z (2.7) plyne, Ze funkce & je harmonickou funkci. U

2.2 Poissonuyv integral

V této podkapitole dokdzeme Poissonovu vétu, diky které 1ze vyjadfit jisté funkce pomoci
tzv. Poissonova integrdlu. Toho pak vyuZijeme pfi zkoumdni vlastnosti harmonickych
funkci.

Definice 28. Trigonometricky polynom P je kazdy konecny soucet tvaru

N
P(t) =ao+ Z (ancosnt + b, sinnt),

n=1
kdet € R,NeNaagy,ay,...,an,by,...by € C.

Pozndmka 12. Trigonometricky polynom P lze také vyjadfit ve tvaru
N .
P(t) = Z c,e™, kdec_y,...cy €C.
n=—N

Pfipomefime vyznamy symbold V, H a V. Symbol V zna&i otevieny jednotkovy kruh
v C se sttedem v po¢itku, V je pak uzdvérem V. Dile H oznaduje jednotkovou kruZnici,
kter4 je hranici kruhu V.

Definice 29. Nechf je dana funkce f € 2! (—n, ). Pro kazdé n € Z &isla
1 T
fin)=— [ f()e ™ dr
flo) =5 [ g
—T
nazyvame Fourierovymi koeficienty funkce f. Fourierova rada funkce f je potom defino-

vana jako

Y f(n)e"* prot € R.
n—-—oo
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Cdstecny soucet Fourierovy fady je definovan jako
N o~ .
sv() =Y, f(n)e"™, kdeNeN,reR.
n=—N

Véta 2.3. Pokud f € C(H) a € > 0, pak existuje trigonometricky polynom P, ktery spliiuje
|f(t)—P(t)| <€ prokaZdét e H.
Diikaz. Dulkaz lze nalézt napt. v [11]. O

Pozndmka 13. Vétu 2.3 lze ,,vylepsit” nasledovné. Nechf je dana funkce f € C(H). Pak
aritmetické priméry ¢astecnych soucti Fourierovy fady funkce f stejnomérné konverguji
k funkci f.

Definice 30. Nechf je dan prostor X, ktery je lokdlné kompaktnim Hausdorffovym pro-
storem. Pak mira u je nazyvédna borelovskou mirou na X, jestlize je ddna na o-algebie
borelovskych mnoZin na X.

Nechf je dana borelovskd mnoZina F', kterd je podmnoZinou X, a nechf u je nezaporna
mira. Pak u je reguldrni zevné, pokud navic spliiuje ii) z Rieszovy véty o reprezentaci
(Véta 1.6). Spliuje-li iii), pak je reguldrni zevnitr. Mira U je reguldrni mirou, jestlize
vSechny mnoziny F spliiuji podminku ii) a zarovei iii), tj. jsou reguldrni zevné i zevnitf.

Véta 2.4 (Poiss_onova). Necht je ddn vektorovy prostor A nad C jistych spojitych komplex-
nich funkci na V. Necht A obsahuje vSechny polynomy a kaZdd funkce f € A splriuje

sup{|f(2)[;z€ V}=sup{|f(z)];z€ H}.

Pak kaZdou funkci f € A nuiZeme vyjddrit jako

T
1 1-7r? . .

= — 1 — 10
f(2) 271_/ 1—2rcos((p—t)+r2f(e >dt, kdez=re'?azeV.  (2.8)

—T

Diikaz. Necht f € AaxeV.Pakz |f|lv = || f||m dostavame

S < Wflla,  kde [[fllm = sup{|f(x)]; x € H}. 2.9)

Nechf vSechny funkce na H, jeZ jsou restrikcemi funkci z A na H, tvoii systém L, ktery
je podprostorem C(H ). To plyne z faktu, Ze pokud pro kazdé y € H mame f(y) = 0, pak
dle (2.9) musi platit f(x) = 0 pro kazdé x € V. To znamend, Ze mame-li funkce f,g € A
a zaroven f(y) = g(y) prokazdé y € H, pak f = g.

Dile nechf x € V je libovolné, ale pevné, zvolenym bodem. Zobrazeni f +— f(x) je
omezenym linedrnim funkciondlem na L s normou rovnou 1, coZ je zfejmé z (2.9), kdy pro
f = 1 nastava rovnost. Z Hahnovy—Banachovy véty (Véta 1.4) vyplyvd existence linearniho
funkciondlu G na C(H), pro ktery plati ||G|| =1 a G(f) = f(x), f € L.

Necht f € C(H) a hodnoty funkce f ndleZi do intervalu [0, 1]. Oznaéme h = 2f — 1
a G(h) = o+ip, kde o, B € R. To znamen4, Ze pro funkci A plati, Ze jeji hodnoty nélezi



Kapitola 2. Harmonické funkce z hlediska teorie holomorfnich funkct 18

do intervalu [—1,1]. Z toho plyne, Ze |h+is|> < 1+ s pro kazdou konstantu s € R,
Z vlastnosti funkciondlu G, ato G(1) =1 a ||G|| = 1, plyne

(B+9)? <|o+i(B+s5)* = |G(h+is)]* < 1+ (2.10)
Upravme levou stranu nerovnosti (2.10) se ziskem
(B+5)* = B> +2Bs+s".
Dosazenim do plivodni nerovnosti (2.10) a po dalsi dpravé dostaneme
B2+2Bs<1 prokazdéseR,
z ¢ehoz vyplyvd, ze B = 0. Jelikoz ||h||g < 1, je |o¢| < 1. Dals{ dpravou ziskdme

G(f) = %G(k—i—l) - %(oc—i—l) >0,

Z Rieszovy véty o reprezentaci (Véta 1.6) vime o existenci regularni nezaporné borelovské
miry U, na H takové, ze

G(f) Z/fdux- 2.11)
H

Vztah (2.11) nyni aplikujeme na prostor A. Tedy pro kazdé z € V lze najit nezdpornou
borelovskou miru u, na H, pro kterou plati

f(z)= /fduz- (2.12)

H

Necht je ddn pevn& zvoleny bod z € V, kde z = re!? ar € [0,1), ¢ € R, a necht v, (w) = w",
v € A, n € NU{0}. Dosazenim do (2.12) ziskame

Pl = /vnduZ pron € NU{0}.

H

Pro v_, = v, pak dostdvime

rllenie — /vn du, proneZ. (2.13)
H

Nyni se zaméfime na funkci

Pr((P — t) = Z r|n|eni(q)71)’ (2.14)
n=—oo
protoze

1 T

oy P(o —t)e”i’ dr = rinleni® pron € Z. (2.15)

—T
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Porovname-li (2.13) a (2.15), obdrzime

/fduZ - % /Pr((p—t)f (eif> dt pro f =v,. (2.16)
H ]

ProtoZe identita (2.16) je splnéna pro kazdé f = v, plati také pro kazdy trigonometricky
polynom f.Z Véty 2.3 tak vime, Ze (2.16) je splnéno pro kazdou funkci f € C(H), tj. pro
kazdou funkci f € A 1ze pouzit (2.12). Kombinaci téchto vztahl obdrzime

fz) = % /Pr((p—t)f (ei’> dr. 2.17)

Nyni zbyva jesté upravit P.(¢ —1) z (2.14). Radu lze seéist, protoZe je redlnou &asti
souctu
i\ ze ¥ 2z e'+z  1—r*42irsin(Q—1)
142Y () =142 Y IR R . .
+ ’;1 < + 1 —ze 1 +elt_Z el —7 |1 _Zeflt|2

Vezmeme-li pouze redlnou ¢ast, obdrzime vyjadieni

B 172
~ 1—2rcos(@ —1t)+r%

P(¢—1) (2.18)

Pror € [0,1) plati P,(¢ —¢) > 0.! Kone&né dosazenim (2.18) do (2.17) obdrzime (2.8). [

Pozndmka 14. Tzv. Poissonitv integrdl funkce f ve vzorci (2.17) budeme pro zjednodusent{
ddle znacit symbolem K|[f]. Ddle pro z € V klademe

K[du](z) = /K (Z, ei’) du (eit> ;
H

kde u je komplexni borelovskou mirou na H.

2.3 Vlastnost pruméru

Dalsi vlastnosti harmonickych funkci, kterou dokdZeme, je vlastnost priméru.

Definice 31. Nechf S(a;r) je otevienym kruhem, ktery ma stied v bodé a € C a polomér
roven r > 0, tj.
S(a;r)={z€C;|z—a| <r}.

Symbolem S(a;r) zna¢ime uzavér kruhu S(a;r) a §'(a;r) prstencové okoli bodu a s polo-
mérem 7, tj.
S'(a;r) ={z€C;0< |z—a| <r}.

'Vyraz P,(¢ —t) nazyvime Poissonovym jadrem
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Definice 32. Nechf pro kazdé z € M, kde M C C je oteviend mnoZina, existuje takova
posloupnost {r, } ey C (0,0), Ze 1, — 0 pro n — oo a je splnéno

f(z)z%/ﬂf(z—i-rnei’) dt, neN.

Pak fikame, Ze spojitd funkce f md na M viastnost prumeéru.

Véta 2.5. Pokud na oteviené mnoZiné M C C md spojitd funkce h vlastnost priiméru, pak
je h harmonickou funkci na M.

Diikaz. Dlkaz provedeme pouze pro redlnou funkci 4. V obecném piipadé 1ze postupo-
vat analogicky. Necht S(a;R) C M. Diky Poissonovu integrdlu mame na S(a;R) spojitou
funkci f, pfiemzZ f je na S(a;R) harmonickd a na dS(a;R), tj. na hranici S(a; R), je totoZzné
s funkci h.

Nechfu = h— f anecht I = sup{u(z); z € S(a;R)}. Ddle necht je / > 0 a F je mnoZina
v§ech takovych z € S(a;R) s vlastnosti, Ze u(z) = I. MnoZina F je kompaktni podmnoZi-
nou S(a;R), protoZe na dS(a;R) je u = 0. Diky tomu lze najit zy € F takové, Ze

|zo—a| > |z—a| prokazdézeF.

Tedy alespoii polovina kruhu S(zo; r) nelezi uvnitf mnoziny F pro kazdé dostate¢né malé r.
To znamend, Ze praméry funkce u jsou mensi nez [ = u(zp). Tim ziskdvame spor, jelikoz
u je funkce s vlastnosti priméru. Z toho plyne, ze [ = 0, a proto u < 0.

Obdobny postup provedeme pro —u. Tak ndm nastdvd identita 4 = f, coZ znamend, Ze
u = 0 na S(a;R). Funkce £ je tedy harmonickou funkci na mnoZiné M, protoze S(a;R) je
uzavieny kruh v M. U

2.4 Dirichletova aloha

Nyni zavedeme definice a véty vedouci k nalezeni feSeni Dirichletovy tdlohy.
Definice 33. Nechf jsou dédna Cisla p, g > 0, kterd spliiuji
1 1
—+-=1. (2.19)
P 4q
Pak je nazyvame sdruZenymi exponenty.

Pozndmka 15. Vztah (2.19) lze prepsat do tvaru p + g = pq. Z Definice 33 je ziejmé, Ze
pE(ly0)age (1,0).

Véta 2.6. Nechf je ddna nezdpornd mira |1 na X, kterd je ¢-konecnd, a nechtjsou ddna ¢isla
p,q > 1, pficemz q je sdruZenym exponentem s p. Ddle necht je na £P(u) ddn linedrni
funkciondl y, ktery je omezeny. Pak Ize najit pravé jeden prvek h € £9(1) s viastnosti, Ze

wﬁ=/ﬁw
X

pro kaZdou funkci f € P (). Pokud pro W a h tento vztah plati, pak pro né plati také
rownost |l = |,
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Diikaz. Dulkaz lze nalézt napt. v [13]. O

Definice 34. Nechf je dina mnozina X # 0 se c-algebrou 91 a systém mnoZin {F;};en
z N, ktery je spocetny a zdroveti pro i # j je F;NF; =0 a F = J;_ F;. Pak fikdme, Ze
systém {F;}ien je rozkladem mnoZiny F. Komplexni mira | je pak na 2t definovana jako
komplexni funkce, kterd pro kazdy rozklad mnoZiny F € 91 spliiuje

Nechf je ddna nezdporna mira A takovd, Ze |u(F)| < A(F) pro kazdé F € O a pro kazdy
rozklad libovolné mnoziny F' € )1 plati

(o) (o)

Mﬂ=zlszJMML

i=1 i=

Pak fikdme, Ze mnozinova funkce || definovand na O pro kazdé F € I predpisem
W|(F) = sup ) [u(F)|
i=1
a splitujici vlastnost, ze |u|(F) > |u(F)|, je variaci miry u a |u|(X) je totdlni variaci
miry U na mnoZiné X.

Véta 2.7. Necht je ddn prostor X, ktery je lokdlné kompaktnim Hausdorffovym prostorem.
Ddle necht y je linedrnim funkciondlem na Cy(X) a necht je omezeny. Pak ke kaZdému
takovému funkciondlu y lze najit pravé jednu komplexni borelovskou miru W, kterd pro
kaZdou funkci f € Co(X) spliiuje

vir) = [ rau.
X

Ddle plati, Ze norma funkciondlu  je rovna totdlni variaci |L.
Diikaz. Dukaz lze najit napt. v [13]. O

Véta 2.8. Nechf X je méritelnym prostorem, W je komplexni a zdroveri konecnou mirou
na X a @ komplexni funkct, kterd je na X méritelnd. Ddle nechf M je oteviend podmnoZina
roviny, kterd je disjunktni s @(X), a pro kaZdé z € M plati

ﬂ@:/ﬁ%%g (2.20)
X

Pak na mnoZziné M miiZeme funkci f vyjddrit pomoci mocninné rady.

Diikaz. Necht S(a;r) je podmnozinou M. Pro kazdé pevné z € S(a;r) je geometrickd fada

(o)

(z—a)" 1
ngb (@(x)—a)™!  o(x) -z

2.21)
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na X stejnomérné konvergentni, protoze pro kazdé z € S(a;r) a x € X je splnén odhad

1z —al|

Z—a

'w(x)—a <t

r

Diky tomu miZzeme do (2.20) dosadit (2.21) a integrovanim fady pro kazdé z € S(a;r)
ziskdme

n=0
kde au(x)
_ KX
bn—/W pronENU{O}.
X
]
Definice 35. Poissonovo jddro P, je pror € [0,1) at € R definovano vztahem
P(t)=Y rlrleim. (2.22)

n=—oo

Pozndmka 16. Poissonovo jadro lze chépat jako funkci proménnych r a f nebo jako systém
funkci proménné ¢ s parametrem r.

Dosadime-1i do vzorce (2.22) z = re'?, kde r € [0,1) a ¢ € R, za t, dostaneme stejné
jako v dikazu Véty 2.4 vyjadieni (2.18). Pak z (2.22) mame

1 T
2 [ Pa=1 (2.23)

Diéle P.(tr) > 0, P.(t) = P.(—t) a navic pro [t| € (6,n], kde 6 > 0, plati P.(t) < P.(0)
alim,_,; P,(6) =0 pro 6 € (0,x]. To vyplyva ze vztahu (2.18). . .
Pokud budeme chdpat Poissonovo jadro jako funkci proménnych z = re'? ae, z (2.18)

obdrZime | |2
. 11—z
r _
Ple') =G
kdez€Vael’ € Hpror € R.
Véta 2.9. Necht je ddna funkce f € C(H). Necht funkce J(f) je ddna predpisem

0\ f (eifp) pror=1;
J(f) (re ‘P> = {K[f] (re'®)  prorelo,1),

kde ¢ € R. Pak plati, Ze J(f) € C (V).
Diikaz. Pro kazdou funkci h € C(H) a ¢ € R je |K[h] (rei?) | <||4]|x pro r € [0,1), tj. pro

heC(H) je
IR lly = lIAllm, - kde [|A][n = sup {|A(x)[; x € H}. (2.24)
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To plyne z (2.23) a z vlastnosti P.(¢t) > 0. Mdme-li libovolny trigonometricky polynom

tvaru
. N .
h (el(p> = Z Cnenl(p,
n=—N
pak z (2.22) dostdvame

. N .
J(h) (re"p> =) cnr!le®,
n=—N

z &ehoZ plyne J(h) € C (V). Pro k € N lze najit trigonometrické polynomy Ay, takové, ze
e — fllz — 0 pro k — oo. Pak z (2.24) pro k — oo ziskdvame

() = I (N)lly = [V (e = f)[ly7 = O

Ukdzali jsme tak, Ze funkce J(/;) € C (V) na V konverguji k funkci J(f) stejnomérng,
atedy J(f) e C(V). O

Definice 36. Nechf na H je ddna spojitd funkce f. Pak problém urcit funkci A, kterd je
harmonickd na V' a jejiZ hodnoty na hranici jsou uréeny funkci f, se nazyva Dirichletovou
tilohou.

Zdaraznéme, ze Véta 2.9 ndm umoziuje nalézt feSeni Dirichletovy iilohy ve tvaru
Poissonova integralu funkce f. Doplnéni je potom obsahem ndsledujici véty.

Véta 2.10. Necht redlnd funkce u je na'V harmonickd a na V spojitd. Pak na'V je funkce u
Poissonovym integrdlem své restrikce na mnoZinu H a zdroveri je redlnou Cdsti funkce f,
kterd je holomorfni a pro kazdé z € V je

T,
1 elt+Z it
f(Z)—E/eH—_Zu(e>dt

—T

Diikaz. Z Véty 2.8 vime, ze f € J(V). Nechf u; je redlnou ¢asti funkce f. Pak je funkce u;
Poissonovym integralem hrani¢nich hodnot u. Proto musime ukdzat, Ze u = u;.
Nechf g = u— u; anecht je funkce g na V harmonick4 a na V spojitd. Spojitost funkce u;
na V plyne z Véty 2.9. Dale necht pro kazdy bod mnoziny H je g = 0. Nechtf jisté zo € V
splituje nerovnost g(zg) > 0. Pro pevné dané € > 0 s vlastnosti € € (0,g(zo)) a pro kazdé
z € V uvazujme
h(z) = g(z) +€lz|*. (2.25)

Pak ziejmé h(zo) > g(z0) > €. Na V lze najit bod z; € V, ktery je bodem lokdlniho maxima
funkce h, protoze h € C (V) av kazdém bodé z € H je h(z) = €.

Zaroven z toho vyplyva, Ze hy(z1) < 0 a hyy(z;) < 0. Tim ale nastdva spor, protoZe
z (2.25) je zieymé, Ze laplasidn funkce 4 je 4€ > 0. Rozdil funkci je u —u; <0, ale zaroven
uy —u <0, tj. u—u; > 0. Proto musi nutné platit u; = u. O
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2.5 Véta o reprezentaci

V této podkapitole dokdzeme vétu o reprezentaci, kterd umozZiiuje reprezentovat harmo-
nické funkce Poissonovym integralem.

Definice 37. Nechtna V' je dana funkce /. Pak je £ pfifazen systém funkci i, pro r € [0,1)
na H, pii¢emz kazdé funkce h, je definovana pfedpisem &, (¢'?) = h (re'?), kde @ € R.

Definice 38. Nechf je ddn metricky prostor X, ve kterém kazda cauchyovskd posloupnost
konverguje. Pak X se nazyva uplnym prostorem.

Definice 39. Uplny normovany vektorovy prostor nazyvame Banachovym prostorem.

Definice 40. Nechf je din metricky prostor X obsahujici hustou podmnoZinu, kterd je
spocetnd. Pak tikdme, Ze X je separabilnim prostorem.

Véta 2.11. Necht X je separabilnim Banachovym prostorem a necht je na X ddna posloup-
nost linedrnich funkciondlit { G, }nen, pricemZ

L =sup{||Gp||;n e N} <oo.

Pak pro kazdé x € X Ize vybrat z posloupnosti { Gy, } nen podposloupnost { Gy, }ien takovou,
Ze
G(x) = lim Gy, (x). (2.26)

1—o0

Zdroveri G je linedrnim funkciondlem s vlastnosti, Ze ||G|| < L.

Diikaz. Jednotlivé funkciondly G, n € N jsou stejné spojité a omezené, protoze pro kazda
x,x',x" € X plati

|G, (x)] < L||x|| azérovenn |G,(x)—G,(x")| < L|jx"—x"|.

Pro kazdé x € X lze najit posloupnost {G,, };cn takovou, Ze posloupnost { Gy, (x) };cn kon-
verguje pro i — oo. To plyne z faktu, Ze kazdy bod leZici v prostoru X je kompaktni
podmnoZinou tohoto prostoru, a proto miizeme aplikovat Vétu 1.12. Ddle necht funkcio-
ndl G je definovan vztahem (2.26). Pak ||G|| < L. Linearita G je zfejma. O

Véta 2.12. Nechf na V mdme funkci h, kterd je harmonickd, a necht pro p € [1,0) plati
L=sup{||hr||p;re(0,1)} <oo. (2.27)

i) JestliZe p =1, pak je zarucena existence prdvé jedné komplexni borelovské miry |
na H s vlastnosti, Ze h = K[du].

ii) Jestlie p > 1, pak je zarucena existence prdavé jedné funkce f € £P(H) s viastnosti,
Ze h=K|f].

iii) Nechfje na H ddna nezdpornd borelovskd mira L. Ddle necht funkce h je nezdpornd
naV. Pak funkce h je Poissonovym integrdlem borelovské miry u na H.
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Diikaz. Necht p =1 a G, je linedrnim funkciondlem, ktery pro kazdé r € [0,1) na C(H)
spliuje
G,(g) = /ghrdd. (2.28)
H

Z (2.27) je ziejmé, Ze ||G,|| < L. Z V&t 2.7 a 2.11 méme zaruenu existenci miry { na H
s vlastnosti, Ze ||u|| < L, a posloupnosti {r;};cn takové, Ze r; — 1 proi — oo a

lim [ gh,do = /gdu (2.29)
i—yo0

H H
pro kazdou funkci g € C(H).

Na V je funkce fi(z) = h(r;z) harmonickd a na V spojitd. Z Véty 2.10 je zfejmé, Ze
funkce f; je Poissonovym integrdlem své restrikce na mnoZinu H. Déle nechtz€ H,r € Ra

g (ei’> —K (z, ei’> . (2.30)

Nyni si uvédomme, Ze f; (e) = h,, (e!'). Dosazenim (2.29) do (2.30) obdrzime

h(z) = lim h(riz) = lim fi(z) = lim / K(Z’eit> P (g;) is (ei,> _
H

— [ & (ze") au (&) = Klau(a).

H

Nechf nyni p € (1,) a g je sdruzenym exponentem s p. Je zndmo, 7ze .Z9(H) je
separabilnim prostorem. Pro ¢ < o a pro trigonometrické polynomy, které maji koefici-
enty ze spocetné husté podmnoziny komplexni roviny, plati, Ze jsou podmnoZinou téchto
prostort a zdroven tvofi hustou a spocetnou mnozinu. Z toho pak vyplyva, ze -Z9(H) je
separabilnim Banachovym prostorem.

Necht pro kazdou funkci g € Z9(H) je definovan linedrni funkciondl G, dle (2.28).
Opét ||G,|| < L. Obdobné jako pro pifipad p = 1 mdme zarucenu existenci takové funkce
feZLP(H),ze | f|, <Laprokazdé g € £9(H) dostaneme

lim [ gh, do = /gfdo.
i—o0
H H

To vyplyva z Vét 2.6 a 2.11. Dalsi postup je obdobny jako pro ptipad p = 1.
Tim mame dokdzanu existenci komplexni borelovské miry p a funkce f € £7(H)
v ¢4stech 1) a i1). Ted jesté musime ukdzat jednoznacnost, a to tak, Ze dokdZeme implikaci

(K[du] = 0) = (1 = 0).
Necht f € C(H) anecht h = K[f] au = K[du]. Ze vztahu

K (rei"’,ei’> =K (rei’,ei‘p>
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a z Fubiniovy véty (Véta 1.11) ziskdvame pro kazdé r € [0,1) vztah

/hrdu:/urfdo.
H

H

Necht u = 0. Pak je zfejmé, Ze také u, = 0. Déle vime, Ze pro r — 1 konverguje h,
stejnomérné k f. Proto pro kazdé f € C(H) a K[du| = 0 plati

/fdu —0.

H

VyuZzitim Véty 2.7 dostdvame, Ze u = 0, ¢imZ jsme dokézali jednoznacnost.
Tvrzeni iii) plyne z 1). ProtoZe funkce # je kladn4, z i) dostaneme pro p = 1 vztah (2.27).
Také pro kazdé r € [0, 1) plyne z vlastnosti priméru harmonické funkce rovnost

/|hr|do = /hrda = h(0).

H H

Funkciondly G, jsou tedy nezdporné, z ¢ehoZ plyne, ze u > 0. U

2.6 Harnackova véta o konvergenci

Dosud jsme se zabyvali Poissonovym integrdlem na mnoziné V. Nyni se podivejme
na obecny kruh S(a;R) s polomérem R > 0 a se stfedem v bodé a. Aplikujeme-li vysledky
ptedchozich podkapitol na S(a; R), obdrzime nésledujici vétu. Také dokdZeme konvergenci
harmonickych funkci, tj. Harnackovu vétu.

Véta 2.13. Necht je ddn kruh S(a;R) a necht funkce h je spojitd na hranici kruhu S(a;R)
a definujeme h uvnitv jako

T

: 1 R*—r? ,
ip) _ Re! 2.31
h(a+re > 2717/R2—2chos((p—t)+r2h(a+ ¢ >dt’ @31

—T

kde r € [0,R) a ¢ € [0,27). Pak funkce h je na S(a;R) harmonickd a na uzdvéru S(a;R)
spojitd.

Diikaz. Dukaz lze najit v [5]. O

Véta 2.14. Necht je ddna mnoZina F # 0, kterd je kompaktni, a necht { f,, }nen je posloup-
nost funkci spojitych na F. Ddle necht posloupnost { fn }nen bodové konverguje k funkci f,
kterd je na F spojitd. Plati-li

fn(x) > fur1(x) prokaZdé x € X,n €N,

konverguje { fu }nen na F k funkci f stejnomérné.
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Diikaz. Dukaz lze nalézt v [14]. O
Nyni pfistoupime k Harnackové véte.

Véta 2.15 (Harnackova). Necht je ddna oteviend a ohrani¢end mnoZina M C C a na ni
posloupnost harmonickych funkci {h, } nen.

i) Konverguje-li posloupnost funkci {hy } ,en k funkci h na kompaktnich podmnoZindch
mnoZiny M stejnomérné, funkce h je na M harmonickd.

it) Plati-lihy < hy <--- na M, posloupnost funkci {hn},en na kompaktnich podmnoZi-
ndch souvislé mnoZiny M konverguje stejnomerné nebo pro kaZdé z € M konver-
guje hy,(z) k nekonecnu pro n — oo

Diikaz. Necht S(a;R) C M a v (2.31) dosadme h,, za h. Funkce h na mnoZiné S(a;R)
spliiuje (2.31), protoZe na hranici S(a;R) funkce A, stejnomérné konverguje k A. Tim
mame dokazanu Cast i).

Dale predpoklddejme, Ze h; > 0, ptipadné h,, nahradme A, — h{. OznaCme

h=sup{h;;neN} a A={z€M;h(z) <o}

Necht B je doplitkem mnoziny A v mnoziné M, tj. B=M ~ A.Pror € [0,R) a ¢ € [0,27]
je splnéna nerovnost
R—r RZ— 2 R+r
< < .
R+r — R2—2Rrcos(¢p—t)+r>2 — R—r

Upravou pro n € N dostaneme

R—r
R+r

N\ R
hy(a) < hy, (a—i—re“”) < R—H

— rhn(a).
Pokud zaménime /4 a hj,, dostaneme ty samé nerovnosti. Proto pro kazdé z € S(a;R) je
h(z) = oo nebo h(z) < eo. MnoZziny A a B jsou proto oteviené.

Diéle plati A = @ nebo A = M, protoze mnoZina M je souvisld. Pokud A = 0, dikaz
je ziejmy. Jestlize A = M, pak h splituje v kazdém kruhu na M Poissonlv vzorec, coz
vyplyvé z Lebesgueovy véty o monotdnni konvergenci (Véta 1.10). Proto funkce 4 je na M
harmonickd. Z Véty 2.14 pak vyplyva stejnomérna konvergence posloupnosti spojitych
funkci na kompaktni mnoZing. Tim mdme dokédzanu cast ii). U



Kapitola 3

Harmonické funkce jako reseni
Laplaceovy rovnice

V této kapitole budeme uvazovat n-dimenziondlni eukleidovsky prostor R” se standardnim
skaldrnim soucinem, tj.

n
X-y= inyi, kde x = (x1, ..., x0),y = V1, ---,yn) € R™.
i=1

Symbolem Dh budeme znacit gradient, tj.

dh oh

pro funkci & : M C R" — R, a dile definujme Ah jako

" 9%h " 9%h
Ah= ; 0x;0x; - ; 8xl-2’

pokud pfislusné derivace existuji.

3.1 Laplaceova a Poissonova rovnice

Ve treti kapitole se budeme na harmonické funkce divat jako na feSeni Laplaceovy rovnice.
Proto na tivod Laplaceovu (a také Poissonovu) rovnici definujeme.

Definice 41. Nechf je ddna oteviend mnoZina M C R" a funkce f : M — R. Pak rovnice
Ah=0 naM (3.1)
se nazyva Laplaceova rovnice a rovnici tvaru
—~Ah=f naM (3.2)
nazyvame Poissonovou rovnici.

_28_
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Pozndmka 17. Poissonova rovnice je tedy nehomogenni rovnici, kterd odpovidd homogenni
Laplaceové rovnici.

Definice 42. Nechf je ddna funkce £, kterd ma na oteviené mnoZziné M C R” spojité vSechny
parcidlni derivace aZ do druhého fadu. Pokud na mnoZiné M vyhovuje h rovnici (3.1),
fikdme, Ze je feSenim Laplaceovy rovnice, a funkci h nazyvame harmonickou. Reseni
Poissonovy rovnice je definovano analogicky.

Jestlize funkce h ma na M C R”" spojité vSechny parcidlni derivace prvniho ¥idu

vvvvv

derivace h je dédna vztahem

dh
on
Nechf je ddna mnozina M C R", kterd je oteviend a ohraniend. Zpravidla byva Lapla-
ceova a Poissonova rovnice doplnéna dal$i podminkou, a to:

1) Dirichletovou podminkou
h(x) = g(x) proxe€ dM, (3.3)

kde g: dM — R a feSeni h uvaZované rovnice ma na M spojité vSechny parcidln{
derivace az do druhého fddu a na M je spojité. Tato dloha se nazyva Dirichletova.

ii) Neumannovou podminkou

%(x) =g(x) proxe€ M, (3.4)

kde funkce g je definovand na dM a feSeni h méa na M spojité parcidlni derivace aZ
do druhého fadu a na M je spojité. Tento problém nese ndzev Neumannova tiloha.

3.2 Objemové a plo$né pruméry

Nejdiive uvedme znaceni, které budeme dédle vyuzivat. Kouli v R” se stredem v bodé¢ x
a polomérem r > 0 budeme znaéit K(x;r), ddle oznalime S(x;r) = dK(x;r), tj. hranici
koule K(x;7), a K(x;r) C R" pak reprezentuje uzavienou kouli se stfedem v bod& x a polo-
mérem r > 0. Symbol v(n) bude oznacovat objem n-dimenziondlni jednotkové koule v R",
tj. pron € N je

v(n) = ’711,-—2 pro gama funkci T'(x) = /e’t”1 dr, x>0. (3.5
r(z+1)
0
Dopliime, Ze
1
T(x+1)=x-T(x) prox>0, F(E) =VvE, T[(1)=1, (3.6)

coz umoziiuje snadno vypocitat v(n) v (3.5) pro kazdé n € N.
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Definice 43. Objemovym priimérem spojité funkce f na K (x;r) rozumime

1
frod= o [ e 3.7
K(x;r) K(x;r)
Plosny priimér funkce f je pak dan predpisem
1
} 108 = sy [ soas. 6.8
S(x;r) S(x;r)

Definice 44. Nechf je ddna oteviend, ohrani¢end mnozina M C R", kde n > 2. Necht
ke kazdému bodu X € dM lze najit r > 0 a funkci @ : R"~! — R, kterd je tfidy C*, tj. ma
spojité vSechny parcidlni derivace az do fadu &, a je splnén jeden z nésledujicich vztahi

MNOKXr)={x=(x1,...,x,) € K(X;7); X > Q@(x1, ..., Xn—1)},
MNOKXr)={x=(x1,...,x,) € K(X;r); X < Q(X1, ..., Xp—1)}-
Pak fikdme, Ze hranice dM je tFidy C*.

Véta 3.1 (Greenovy identity). Nechf je ddna mnoZina M C R", kterd je oteviend a ohra-
ni¢end a jejiz hranice je t¥idy C'. Ddle necht funkce h, f maji spojité vSechny parcidlni
derivace aZ do druhého Fddu na M a spojité parcidlni derivace prvniho Fddu na M. Pak

plati:
i)
/Ahdx /—dS
ii)
/Dh Dfdx= / —=hdS— /hAfdx;
M M
iii)
/hAf fAhdx = / T_f(?n
M
Diikaz. Dutkaz lze najit v [16]. O
Nechtn=1,M = (a,B), « < B, a,B € R, K(x;7r) = [x—r,x+r] C (o, ) a necht

pro h a x € R plati h(x) = ax+ b, kde a,b € R. Dosazenim do (3.7) spo¢itime objemovy
pramér. Pro ilustraci ovéfme hodnotu v(1) z (3.5). Vyuzitim (3.5) a (3.6) dostdvame

Dle ocekdvani jsme obdrZeli hodnotu v(1) = 2, tj. délku intervalu (—1,1), resp. [—1,1].
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Objemovy prumér je pak roven

XxX+r x+r ) x+r
][ h(y)dy = — /(a +b)dy = — /( by =~ |4
_ — = — a = _ =
V=3 | TV T TR T 2 T
K(x;r) xX—r X—r
1 a(x+r)? a(x—r)? B
=5 (—2— +b(x+r)—T—b(x—r) -
1 [4arx 2arx+ 2br
= +2 il Bl
2r < 2 b ) 2r ax+b = h(x)
Obdobnym vypoctem pro plosny prumér 1ze dostat f h(y)dS = h(x).

Ukdzeme, Ze vySe odvozeny vztah plati pro 11b0volne zvolené n.

Véta 3.2. Necht je ddna oteviend mnozZina M C R" a nechf je h harmonickd funkce na M.
Pak pro kazdou kouli K (x;r) C M plati

W= f Ho)dy= F ho)ds (3.9)
K(x;r) S(x;r)

Diikaz. Necht x € M je zvoleno libovolng. Nechf K(x;r) C M pro vSechna dostate¢né
mala r > 0 a pro tato r definujme

g(r) = ][h(y)dS(y)~ (3.10)
S(x;r)
Derivujme
gr)= ][ h(x+rz)dS(z Dh(x+rz)-zdS(z) =
S(0;1) S(0;1)

S(x;r)
Upravme s vyuZzitim (3.8). Tak ziskdme

oh 1 oh
SEOIS0) = sy [ 500480 =

S(xr) S(xir) S(xsr)

Vyuzijme i) z Véty 3.1. Tim obdrZime

1 oh
S0)

ds(y) = -
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Z (3.7) pak plyne

r 1 r

- A = - A

Vi) / h(y)dy p ][ h(y)dy

K(x;r) K(x;r)
Dostdvame tedy
;
g'(r):; ][ Ah(y)dy = 0. 3.1D)

K(x;r)

Z toho vyplyva, Ze pro uvazovand r je funkce g(r) konstantni. Proto

=1 = li h(y)dS(y) = h(x).
§(r) = lim ()= tim { A()s0) = h(y
S(x;r)

Tj. dokdzali jsme, Ze h(x) = fs(x;r)h(y) ds(y).
Rozepséanim integrdlu pres kouli K(x;r) pomoci plo$nych integrala pies sféry S(x;s),
kde s € (0,r), ziskdvame

r r

/ h(y)dyz/ / h(y)dS(y)dSZh(x)/nv(n)sn1ds=h(x)v(n)r”.

K(x;r) 0 S(x;s) 0

Dals{ upravou jiZ snadno dostdvdme

B = yos [ HO)d = £ hO)dy

v(n)rt
K(x;r) K(x;r)

Tim jsme dokazali také tvrzeni véty pro objemovy primér. U

Pozndmka 18. Pfedchozi véta ndm tedy fikd, Ze spocitdme-li integrdlni primér vSech
hodnot harmonické funkce pfes povrch dané koule, ziskdme hodnotu, které nabyva funkce
ve stfedu této koule. Pro objemovy prumér plati obdobné tvrzeni; staci jen nahradit kouli
sférou.

Véta 3.3. Necht je ddana funkce h : M — R pro otevienou mnoZinu M C R", kterd md na M
spojité vSechny parcidlni derivace aZ do druhého Fddu. Necht pro kaZdou kouli K (x;r) C M
plati

hx) = f h(y)dS(y).
S(x;r)

Pak h je na M harmonickou funkci.

Diikaz. Vétu dokazeme sporem. Proto nechf lze najit x € M s vlastnosti, Ze Ah(x) # 0,
a dostate¢n& malé r > 0 takové, ze K (x;r) C M a Ah(y) # 0 pro y € K(x;r). To plyne z toho,
7e x € M°, kde MO je vnitfek mnoZiny M (tj. mnoZina viech vnitfnich bodé mnoZiny M).
Bez jmy na obecnosti mizeme piedpoklddat, Ze Ah(y) > 0 pro kazdé y € K (x;r).
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Nechf mame funkci g danou piedpisem (3.10). Pak jeji derivace z (3.11) davd g'(s) > 0
pro dostate¢né mald s > 0. ProtoZe ale pro dostate¢né mald s > 0 plati

W) = Tim £ h(y)dS(y) < g(s) = f h(y)dS(y) = h(x).

r—0t
S(x;r) S(x;5)

nastavd spor. Tim jsme dokdzali tvrzeni véty. U

3.3 Princip maxima

Princip maxima je dal$i dtlezitou vlastnosti harmonickych funkci. Mimo jiné diky nému
1ze dokézat jednoznacnost feSeni Dirichletovy dlohy.

Vezmémen=1aM = (a,fB),a < B, a,B € R, kdy kazda harmonickad funkce je tvaru
h(x) = ax+b, kde a,b € R, a zédroveii na M je spojitd. Pak je zfejmé, Ze svého maxima
1 minima nabyva funkce % na hranici mnoZiny M, neboli

maxh(x) = max h(x) a minh(x) = min A(x).
xXeEM xedM XM xeoM
Také je ziejmé, Ze pokud extrém funkce /s nastane ve vnitinim bod€ mnoZiny M, pak & je
konstantni.
Diky principu maxima, ktery dokdZeme niZe, plati uvedend dvaha také pro obecné
harmonické funkce.

Véta 3.4 (Silny princip maxima). Necht je ddna oteviend a ohrani¢end mnoZina M C R",
kterd je navic souvisld. Ddle necht je ddna funkce h, kterd je na M harmonickd a na M
spojitd. Pokud existuje bod xo € M, pro ktery plati h(xo) = max 37 h(x), pak je funkce h
na M konstantni.

Diikaz. Uvazujme xo € M ze znéni véty. Oznacme

m = h(xp) = maxh(x).
xeM

Necht r € (0,dist(xg,dM)), kde dist (x9, M) je vzddlenost bodu xy od hranice mnoZiny M.
Pak

m = h(xo) = f h(y)dy <m.
K (xo5r)

Na K (xo;r) je h = m, coz je zfejmé ze spojitosti funkce 4. Bod xg je proto vnitinim bodem
mnoziny
A={xeM;h(x)=m}.
MnoZina A je tedy v M oteviend, ale zdroven je ocividné v M uzaviend. JelikoZ je

mnoZzina M souvisld, pak A musi byt bud’ 0, nebo A = M. Vzhledem k tomu, Ze xo € M, je
h = m na mnoZiné M. U
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Pozndmka 19. Kazda funkce h, kterd je na souvislé mnoZiné¢ M harmonickd a na M
spojitd, dle predchozi véty nabyva svého maxima pouze na hranici M. Mé-li své maximum
ve vnitinim bodé mnoZiny M, pak je na M konstantni.

Z Véty 3.4 také plyne, Ze je-li M souvisld a funkce & je na M spojitd a na M harmonick4,
h = g na dM, funkce g je nezdpornd a je-li alespori nékde na dM funkce g kladnd, pak
na celé mnoZiné M je kladn4 také funkce 4.

Ze silného principu maxima vyplyva tzv. slaby princip maxima.

Véta 3.5 (Slaby princip maxima). Necht je ddna mnoZina M C R", kterd je oteviend

a ohranicend, a necht je ddna funkce h, kterd je na M harmonickd a na M spojitd. Pak
max A(x) < max h(x). (3.12)
XeEM x€EIM

Diikaz. Necht X je souvislou komponentou mnoziny M (tj. neexistuje souvisld mnoZina

Y C M, kterd je nadmnoZinou mnoZziny X, tj. ¥ O X) takovou, Ze na uzdvéru X se nachdzi

maximum funkce 4 na mnoziné M. Obdobné jako v diikazu Véty 3.4 méjme mnozZinu

B= {xEX;h(x) :ma_xh(y)}.
yeX
MnozZina B je opét bud prizdnou mnoZinou, pak se maximum nachdzi na hranici X,
pfi¢emz dX C M, nebo B =X, tj. h = max g h(y). JelikoZ  je na M spojitd, médme vétu
dokazdnu. [

Pozndmka 20. Z inkluze OM C M je zfejmé, Ze ve V&t& 3.5 je splnéna také nerovnost

max i(x) > max h(x).

xeEM x€EIM
Proto v (3.12) Ize nahradit nerovnost rovnosti. Navic, dosadime-li funkci —A za h, dosta-
neme obdobnou rovnost pro minimum, tj.

min (x) = min A(x).

xeEM x€EIM
Véta 3.6. Nechf'je ddna mnoZina M C R", kterd je oteviend a ohranicend. Pak pro libovolné
funkce f,g lze najit nejvyse jedno reseni Dirichletovy iilohy (3.2), (3.3).

Diikaz. Necht funkce iy a hy jsou dvé feSeni uvazované Dirichletovy tlohy. Ozna¢me
vi = h; — hp a vo = hp — h;. Funkce vy, v» jsou na M harmonické a na dM nulové.
Dle principu maxima jsou funkce v{, v» na M nekladné. Na M tedy plati, Zze hy = h;. [

Pozndmka 21. Tvrzeni ve Vété 3.6 selze, vyloucime-li néjaky bod z hranice M v Di-
richletové podmince (3.3). Uvazme piiklad takového selhdni. Necht mnozina M C R? je
tvaru

M ={(x,y) € K(0;1);y > 0},

kde K(0;1) je kruh se stfedem v pocétku a polomérem 1, a nechf funkce A, kterd ma na M
spojité vSechny parcidlni derivace aZ do druhého fddu a na M . {0} je spojit4, je feSenim
problému (3.2) a

h=0 nadM~ {0}

Resen{ tohoto problému nenf jednoznaéné. Jsou jim totiZ funkce h =0a h = Im(z +z~ 1),
kde z =x+1y.
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V Dirichletové tloze vyuZzivdme Dirichletovu podminku. Pro dplnost uved'me také
ulohu, kterd je omezena Neumannovou podminkou (3.4).

Necht je tedy ddna Neumannova uloha, tj. (3.2), (3.4). Neumannova uloha m4 jed-
noznacné fesent, které se ale miZe lisit aditivni konstantou.! Nutnou podminkou je viak

platnost nasledujici rovnosti
/ Ahdx = / gds.

M oM

Kombinaci Dirichletovy a Neumannovy ulohy je tzv. Dirichletova—Neumannova tloha,
nékdy také oznacovéna jako tfeti okrajova tloha. Nechf je ddna omezend oteviend mnoZi-
na M aidenticky nenulové funkce u > 0 a ®, které jsou na dM spojité. Déle nechf je u > 0
na dM a zdroveti pro alespoti jeden bod x € dM je u(x) > 0. Dirichletova-Neumannova
uloha (3.1) a

a—ﬁ—i—uh:d) na oM
on

m4 jednozna¢né feSeni h takové, ze na M ma spojité parcidlni derivace az do druhého
vz 1.2
radu.

3.4 Hladkost harmonickych funkci

Maéme-li n = 2, pak se na harmonické funkce na jednoduse souvislych oblastech 1ze divat

7 ¥z

jako naredlné a imagindrni ¢asti holomorfnich funkci tvaru 4 = u+1v, kde u, v maji spojité
parcialni derivace viech F4dd a spliiuji Cauchyovy—Riemannovy podminky.”
V této podkapitole se podividme na hladkost harmonickych funkci v obecné dimenzi.

Definice 45. Necht na R" jsou ddny méfitelné funkce f a g. Definujme funkci f * g vztahem
) = [ fa=2e0)dy
RI‘L

pro kazdé x € R", pro které ma integrdl na pravé strané smysl. Pak funkci f * g nazyvame
konvoluct funkci f a g.

Nyni uvedme znaceni a funkce, které ddle vyuZijeme. Zaved'me nezdpornou funkci
v : R" — R vztahem

1
i) = d el pro el < 1
0 pro [lx|[ = 1,

kde ||x|| znaci eukleidovskou normu x € R" a ¢ € R je konstanta s vlastnosti, Ze

1 1 1
_:/elxlzldx: / elxl2-1 dx.
C

R" K(0:1)

IDiikaz tohoto tvrzeni a dal§f informace o Neumannové tloze 1ze nalézt napt. v [17]
2Dal§ informace o Dirichletové—Neumannové tloze 1ze nalézt napft. v [6]
3Vice o harmonickych funkcich z pohledu holomorfnich funkef 1ze najit v Kapitole 2



Kapitola 3. Harmonické funkce jako reseni Laplaceovy rovnice 36

Funkce W spliiuje [, ¥(x)dx =1 anavic y € C7°(R").
Necht je a > 0. Pro x € R" definujme funkci y, predpisem

1 X

Yalx) =—u/(—)~

an a

Funkce y, € C°(R") je nezdpornd s vlastnosti

Va(x)dx=1. (3.13)
RH

Dile y,(x) > 0 pravé tehdy, kdyZ ||x|| < a. Funkci y, nazyvame regularizacni funkct.
Necht je dédna funkce f: M — R, pro kterou existuje [, f(x)dx. Volme dostate¢né
malé € > 0 a definujme mnoZinu

M, = {x € M; dist(x,0M) > €}.
Pak na M, definujme funkci /€ = yg x f, tj. pro kazdé x € M, klademe
@ = [velen o= [ vy
M (0€)
Véta 3.7. Necht je ddna funkce h, kterd je na oteviené mnoziné M C R" spojitd. Necht pro
kaZdou kouli K (x;r) C M plati
h(x) = ][ h(y)dS(y). (3.14)
S(x;r)

Pak h € C=(M).
Diikaz. Nechf je dano € > 0 a odpovidajici mnoZina Me. Pro x € M; je

en € Coen €
M K(x;€)

e = [ wa(x— _ x=y _ ! Xy _
() A[ vty = o [ (35 )iy v(*2 )i

S

. v (<) / h(y)dS(y)drzéh(x)nv(n) O/ v (<) tar

T e
0 S(x;r)

kde y* je funkce y pro n = 1. Dostdvame tedy

/wg(x—y)h(y) dy = gl—nh(x)nv(n)/w* (g) 7dr, (3.15)
M 0

JelikoZ to plati kazdou funkci & splitujici (3.14), pak jisté také pro h = 1. Jejim dosazenim
do (3.15) obdrZime

e

/l,l/g(x—y)dy— lnnv(n)/w* (g) P ldr (3.16)
M 0



Kapitola 3. Harmonické funkce jako veSeni Laplaceovy rovnice 37

Z (3.13) a (3.16) plyne

0) vl / v (£)rar =) [ yetr—)a =10 [ el ds = hto).
M R

Tim dostdvame na M, identitu i = h®. Vime, Ze h® € C*(M;), coz je ziejmé z vlastnosti
konvoluce. Dile je h® € C*(M), jelikoz € > 0 bylo zvoleno libovolné. O

Véta 3.8. Necht na oteviené mnozZiné M C R" je ddna harmonickd funkce h. Pak je h
hladkd na M, tj. h € C*(M).

Diikaz. Tvrzeni plyne z Vét 3.2 a 3.7. 0

3.5 Harnackova véta o soumeéritelnosti

V posledni podkapitole se stru¢né podivame na tzv. soumétitelnost kladnych harmonickych
funkci.

Definice 46. Nechf jsou d4ny oteviené mnoziny M a N, kde M C R", N je kompaktni
a N C M. Pak mnoZinu N nazyvame kompaktné vnorenou do mnoZziny M a piSeme
NcCccM.

Dale plati vztah
dist(N,dM) = inf {dist(x,dM); x e N} > 0,

ktery vyplyva z kompaktnosti mnoziny N. Proto kaZdou funkci &, kterd je na M harmonicka,
muZeme na N vyjadfit pomoci primérd, které maji stejny polomér. Nyni toto tvrzeni
zformulujme do véty.

Véta 3.9 (Harnackova). Necht je ddna mnoZina N, kterd je souvisld a kterd je kompaktné
vnorena do mnoZiny M CR", tj. N CC M. Pak Ize najit konstantu ¢ > 0 takovou, Ze ¢ zdvisi
pouze na M a N a zdroveri kaZdd kladnd harmonickd funkce h na M pro kazdé x,y € N
splituje

LohG) <h(x) <c-h(y), 4. sup {h(x):x € N} < c-inf {h(x)sx € N}.

Diikaz. Necht x,y € N a ||x —y|| < r, kde r zvolime jako r = dist(N,dM) /4. Pak vyuZi-
tim (3.7), (3.8) a (3.9) ziskame

1 1
h(x) = WK(/Z) h(&)dE > WK(/) h(§)dé =
X, y,r

o [ ME)E = k).

K(y;r)
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Plati tedy

1
2h(y) = hx) = 5:h(y).

MnoZinu N méiZzeme pokrytkoulemi K7, ..., Ky, které jsou uzaviené a maji polomér r/2.
Navic kazd4 koule je s nasledujici kouli nedisjunktni, tj. K;NK; | #@proie {1,...,L—1}.
Sta¢f uvazit, Ze N je souvisld kompaktni mnoZina. Pak tedy pro kazdou dvojici bodi x,y € N
dostdvame

L
@)h0) 2 ) = (57 ) O
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