I“Jbungen zur ‘Einfiihrung in die Funktionalanalysis’ Losung 14
W. Winter, H. Thiel WS 2014-15

Aufgabe 1

Es sei H ein Hilbertraum, und es seien T,,,T € L(H), fiir n € N. Wir nehmen an, dass
(T},)n in der schwachen Operatortopologie gegen 1" konvergiert.

(a) Zeigen Sie: Es gibt eine Konstante C, so dass ||T,| < C fir alle n € N.

Losung: 1. Wir zeigen zuerst, dass fiir jedes x € H die Menge {T,,(z) : n € N}
beschrankt ist.

Sei also xg € H gegeben. Fiir jedes n € N betrachten wir das lineare Funktional
k(Th (o)) € H*, welches gegeben ist durch

k(T (20))(y) = (Tn(zo),y). (y €H)
Fiir jedes y € H gilt

n—oo

K(Tn(20))(y) = (Tn(z0), y) —— (T'(x0), ).
Es folgt, dass die Menge {x(T},(z¢)) : n € N} C H* punktweise beschrankt ist, d.h. fiir
jedes y € H gilt

sup [|%(T5 (20)) (y)|| < oo.
neN

Wir wenden nun das Prinzip der gleichméfligen Beschrénktheit an und erhalten, dass

sup || (T (20)) | < oo.
neN

Wir haben ||T),(zo)|| = ||(Tn(x0))|| fiir jedes n, und daher

sup || 15 (zo)|| < o0.
neN

2. Es folgt aus Teil 1, dass die Menge {T;, : n € N} C L(H) punktweise beschrénkt
ist. Nach dem Prinzip der gleichméafligen Beschrénktheit folgt, dass

sup [T < oo.
neN

Es gibt also eine Konstante C, so dass wie gewtinscht ||7,|| < C fiir alle n € N.

(b) Zeigen Sie: Die Folge der adjungierten Operatoren (77¥),, konvergiert in der schwachen
Operatortopologie gegen T™*.

Losung: Es seien z,y € H. Dann gilt

(y, T (2)) = (Tu(y), z) === (T(y), @) = {y, T"(x))
Das bedeutet, dass (7)), wie gewiinscht in der schwachen Operatortopologie gegen T™*
konvergiert.

(c) Zeigen Sie: Fiir jeden Operator S € L(H) konvergiert die Folge (ST)), in der
schwachen Operatortopologie gegen ST

Losung: Es seien z,y € H. Dann gilt
(y, STo(x)) = (S*(y), Tu()) *= (S™(y), T(x)) = (y, ST (x)).



I“Jbungen zur ‘Einfiihrung in die Funktionalanalysis’ Losung 14
W. Winter, H. Thiel WS 2014-15

Das bedeutet, dass (ST)), wie gewiinscht in der schwachen Operatortopologie gegen
ST* konvergiert.

Aufgabe 2

Es sei H ein komplexer Hilbertraum, und es sei f: H x H — C eine stetige, hermitesche
Form. Zeigen Sie, dass dann ein beschriankter hermitescher Operator A € L(H) ex-
istiert, so dass f(x,y) = (A(z),y) fiir alle z,y € H. Ist A eindeutig bestimmt?

Losung: 1. Wir zeigen zuerst die Eindeutigkeit. Angenommen es gibt zwei Operatoren
A und B in L(H), so dass

(A(z),y) = f(z,y) = (B(x),y),

fir alle z,y € H. Es folgt, dass

(A(z) — B(x),y) = 0,
fiir alle z,y € H. Insbesondere gilt fiir beliebiges © € H und y = A(z) — B(z), dass
|A(z) = B(x)|]” = (A(z) — B(z),y) =0,
und daher A(x) = B(x). Es folgt wie gewiinscht, dass A = B.
2. Wir zeigen nun die Existenz von A. Es sei x € ‘H. Wir betrachten die Abbildung

Fo: H— (H), y— f(z,y).

Da f stetig und linear in der zweiten Kompontente ist, folgt, dass F, € H*. Nach dem
Satz von Riesz-Fischer gibt es daher ein eindeutig bestimmtes Element z, in H mit
|22]| = || Fz ||, so dass
Fx(y) = (ch,y>
fiir alle y € H.
Wir definieren nun die Abbildung A: H — H indem wir z in H auf A(z) := 2,
abbilden. Nach Konstruktion gilt dann

f(y) = Foly) = (z2,y) = (A(2),9),
fiir alle z,y € H, und A(z) ist eindeutig durch die Giiltigkeit dieser Formel fiir alle
y € H bestimmt.

Um zu zeigen, dass A linear ist, seien x1, x5 € H und A, Ay € C gegeben. Fiir jedes
y € H gilt dann

(A(Mx1 + Noma),y) = f( A1 + Ao, y)
= A f(x1,y) + Mo f(x2,)
= M{A(x1), y) + Mo(A(22), 1)
= (MA(z1) + A2 A(x2),y).

Es folgt wie gewiinscht, dass A(A1z1 + Aowe) = M A(z1) + MA(x2). Da f beschriankt
ist, folgt dass A € L(H).
Fir alle z,y € H gilt:

(A%(z),y) = (z, Ay)) = (A(y), z) = f(y,z) = f(z,y) = (A(z),y).
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Es folgt wie gewiinscht, dass A = A*.

Aufgabe 3
Es sei H ein separabler Hilbertraum, und es sei S € K(H) ein kompakter Operator.

(a) Wir nehmen zunéchst zusétzlich an, dass S selbstadjungiert ist. Zeigen Sie, dass
es eine Folge (S,)neny von Operatoren S, € L£(H) mit endlichem Rang gibt, so dass
lim,, o0 [|S — Syl = 0.

Losung: Nach dem Spektralsatz gibt es eine Orthonormalbasis (e, )nen von H und
eine Nullfolge (A)r in K, so dass S(z) = > oy Mk(er, z)ey fiir alle x € H. Es sei P,
die orthogonale Projektion auf den Teilraum, der von den Basiselementen {e, ..., e,}
aufgespannt wird. Das heiit, P, (z) = >";_ (e, x)e,. Wir haben:

|S — P,S| = sup Z A€k, T)eg
[lz]|=1 E>n+1
1/2

= sup Z A (ex, )|

[lz]|=1 k>n+1

1/2

< sup (sup |)\k\) Z (en, x)|?

[zl=1 \kznt1 k>n+1

1/2

< | sup |Ag|] sup Z(ek,x>|2

k>nt1 lzl=1 \ =g
— sup Ml

k>n+1

Da (\)n eine Nullfolge ist, folgt wie gewiinscht, dass lim, .. |S — P,S|| = 0. Es ist
auflerdem klar, dass .S, := P, S endlichen Rang besitzt.

(b) Zeigen Sie die Aussage von (a) ohne die Annahme, dass S selbstadjungiert ist.

Losung: Wir betrachten den kompakten, selbstadjungierten Operator 7' = SS5*. Nach
Teil (a) gibt es eine Folge (P,), von orthogonale Projektionen mit endlichem Rang, so
dass lim,,_, [|T — P,T|| = 0. Es folgt:
1S — PuS|* = [[(S — PuS)(S — PuS)|
= [[(SS* — P,SS* — SS*P, + P,SS*F,||
= H(T - PnT) - (T - PnT)PnH
< (T = PuT)|| + (T = PaT)|| - | Pall === 0.
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Jeder Operator P, S hat endlichen Rang.

(c) Es sei F' € L(H) ein Operator mit endlichem Rang. Zeigen Sie, dass F* auch
endlichen Rang hat. Folgern Sie, dass der adjungierte Operator eines kompakten Oper-
ators wieder kompakt ist.

Losung: Es sei Hg das Bild von F'. Da F' endlichen Rang besitzt, ist Hg ein endlich
dimensionaler Hilbertraum. Wir wéhlen eine endliche Orthonormalbasis (ex)x=o,...n fir
Ho. Fiir jedes x € H gilt dann: Falls (F(x),ex) = 0 fiir alle & = 0,...,n, dann gilt

F(z)=0.

Wir zeigen, dass das Bild von F™* im Unterraum enthalten ist, der von den Vektoren
F*(ex), k =0,...,n, aufgespannt wird. Sei dazu = € H, so dass x orthogonal zu F*(ey)
ist, fiir jedes k = 0,...,n. Wir miissen zeigen, dass dann x = 0.

Wir haben

(F(x), er) = (z, F"(ex)) =0,
fiir alle K = 0,...,n, und daher wie gewiinscht F'(x) = 0. Es folgt, dass F* endlichen
Rang besitzt.

Sei nun S € K(H) ein kompakter Operator. Nach Teil (b) gibt es eine Folge (Sy,)nen
von Operatoren S, € L£(#H) mit endlichem Rang, so dass lim,_, || — S,|| = 0. Dann
gilt:

1S* = Syl = IS = S|l === 0.
Wir haben gezeigt, dass S fiir jedes n endlichen Rang besitzt. Das heiflt, dass S* der
Limes von Operatoren mit endlichem Rang ist. Da jeder Operator mit endlichem Rang
kompakt ist, und da die Menge der kompakten Operatoren abgeschlossen ist, folgt wie
gewiinscht, dass S* kompakt ist.



