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Vorwort. 

Das vorliegende Werk will ein Lehrbuch und kein Bericht sein: 
es versucht die Hauptsachen der Mengenlehre ohne Voraussetzung 
höherer Vorkenntnisse mit vollständig ausgeführten Beweisen dar­
zustellen und verzichtet dafür auf Vollständigkeit des behandelten 
Stoffes. Hinsichtlich der thematischen Begrenzung, bei der ja 
übrigens die Mitwirkung subjektiver Gründe nicht auszuschalten ist, 
habe ich der Mengenlehre selbst vor ihren Anwendungen den Vorzug 
gegeben; infolgedessen wird man vielleicht finden, daB den ge­
ordneten Mengen zuviel und etwa den reellen Funktionen einer 
reellen Variablen zuwenig Platz eingeräumt worden sei. Was die 
Tendenz anbelangt, immer zu beweisen und niemals bloB zu referieren, 
so ist mir die in dem bekannten Voltairescben Worte bezeichnete 
Gefahr nicht entgangen; aber in einem Gebiet, wo schlechthin 
nichts selbstverständlich und das Richtige häufig paradox, das Plau­
sible falsch ist, gibt es auBer der lückenlosen Deduktion kaum ein 
Mittel, sich und den Leser vor Täuschungen zu bewahren. Ich 
habe, um von dem menschlichen Privileg des Irrtums einen mög­
lichst sparsamen Gebrauch zu machen, nichts ungeprüft übernommen 
und manches von der Wiedergabe ausgeschlossen, was mir nur auf 
persönlichen Kredit hin glaubwürdig erschien; aber selbst fertige 
und im ganzen einwandfreie Darstellungen, die ich meinem Plane 
einzugliedern hatte, muBte ich häufig einer gründlichen Umarbeitung 
unterziehen, bis sie sich den mir vorschwebenden Forderungen an 
Präzision fügten. 

Nach diesem Programm glaube ich, daB das Buch von jedem, 
der über einige Abstraktion des Denkens verfügt, insbesondere oder 
außerdem von Studierenden der Mathematik in mittleren Semestern 
mit Erfolg gelesen werden kann; auf der andern Seite würde ich 
seinen Zweck für verfehlt halten, wenn ich nicht hoffen dürfte, 
auch den Fachgenossen manches Neue, mindestens in methodischer 
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und formaler Hinsicht, zu bieten. Daß man zerstreute Einzelheiten 
logisch verkettet und systematisiert, bisherige Eesultate von un­
nötig speziellen und komplizierenden Voraussetzungen befreit, einen 
Fortschritt in Einfachheit und Allgemeinheit anstrebt, ist schließlich 
das mindeste, was von dem Bearbeiter eines schon behandelten 
Stoffes verlangt werden kann. Diesen Anforderungen hoffe ich inner­
halb gewisser Grenzen entsprochen und dem Gegenstande wenigstens 
einige neue Seiten abgewonnen zu haben; um zur Rechtfertigung 
dieses Anspruches nicht nur auf das Buch als Ganzes zu verweisen, 
mögen hier etwa die symmetrischen Mengen, die Limesbildungen 
von Mengenfolgen, die Umgebungstheorie der Punktmengen, die 
systematische Durchführung der Relativbegriffe, die reduziblen Mengen, 
die Behandlung des Inhalts von Punktmengen erwähnt werden. 

Die Quellenangaben sind in einen Anhang verwiesen, der außer­
dem einige nicht unwesentliche Nachträge bringt. Ich glaubte jene 
in Grenzen halten zu dürfen, die man in unserem historisch-philo­
logischen Zeitalter entschieden eng finden wird, und zwar nicht nur 
aus äußeren Gründen, sondern weil auch eine innere Schwierigkeit 
bestand, Keime und Anregungen, die sich im Laufe der Darstellung 
bisweilen erheblich umgeformt hatten, nachträglich zu rekonstruieren. 
Insbesondere sind durch die Axiomatisierung der Punktmengen­
theorie viele Sätze über lineare Punktmengen so verwandelt, ver­
allgemeinert, zerlegt und in einem andern Zusammenhang wieder ver­
knüpft worden, daß ein einfaches Zitat kein richtiges Bild geben kann. 

Herr J. 0. M ü l l e r (Bonn) hat sich der aufopferungsvollen 
Mühe unterzogen, eine Korrektur des Buches mitzulesen, und Herr 
W. Blaschke (Prag) den größten Teil der Figuren gezeichnet; beiden 
Kollegen fühle ich mich zu herzlichem Danke verpflichtet. 

Greifswald, 15. März 1914. 
Felix Hausdorff. 
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Erstes Kapitel. 

Mengen und ihre Verknüpfungen: Summe, 
Durchschnitt, Differenz. 

§ 1. Der Mengenbegriff. 

Eine Menge ist eine Zusammenfassung von Dingen zu einem 
Ganzen, d. h. zu einem neuen Ding. Man wird dies allerdings 
schwerlich als Deiinition, sondern nur als anschauliche Demonstration 
des Mengenbegriffs gelten lassen, die auf einfache Beispiele verweist: 
wie etwa die Menge der Einwohner einer Stadt, die Menge der 
Wasserstoifatome in der Sonne, Diese beiden Mengen sind endl ich, 
sie bestehen aus einer endlichen, die zweite freilich aus einer 
ungeheuer großen Anzahl von Gegenständen. Es ist das Verdienst 
Georg C a n t o r s , auch unend l i che , d. h. nicht endliche Mengen 
in den Kreis der Betrachtung gezogen und damit, über populäre 
Vorurteile und philosophische Machtsprüche hinwegschreitend, eine 
neue Wissenschaft, die Mengenlehre, begründet zu haben; denn eine 
bloße Theorie der endlichen Mengen wäre ja nichts weiter als Äiith-
metik und Kombinatorik. Die Menge der natürlichen Zahlen, die 
Menge der Punkte des Eaumes sind die nächstliegenden Beispiele 
unendlicher Mengen. 

Die Mengenlehre ist das Fundament der gesamten Mathematik; 
Difi'erential- und Integralrechnung, Analysis und Geometrie arbeiten 
in Wirklichkeit, wenn auch vielleicht in verschleiernder Ausdrucks­
weise, beständig mit unendlichen Mengen. Über das Fundament 
dieses Fundamentes, also über eine einwandfreie Grundlegung der 
Mengenlehre selbst ist eine vollkommene Einigung noch nicht erzielt 
worden. Die nächstliegenden Schwierigkeiten und Vorurteile dürfen 
zwar als erledigt gelten: viele anscheinende „Paradoxien des Un­
endlichen" sind nur so lange paradox, wie man an der unberechtigten 
Forderung festhält, daß für endliche und für unendliche Mengen 
unterschiedslos dieselben Gesetze gelten sollen. Die naturgemäßen 
Abweichungen zwischen beiden Gebieten bedingen keinen Wider­
spruch innerhalb des Unendlichen. Dagegen ist eine wirkliche Para-
doxie noch nicht befriedigend aufgeklärt, auf die der naive Mengen-

H a a s d o r f f , Mengenlehre. 1 
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begriff, mit seiner Zusammenfassung beliebig vieler Elemente zu 
einer Menge, letzten Endes hinausführt. In einer typischen Form, 
die allerdings noch der mathematischen Bestimmtheit entbehrt, lautet 
dies Paradoxon folgendermaßen; wenn es zu jeder Menge von Dingen 
noch ein weiteres, von ihnen allen verschiedenes Ding gibt, so ist 
die Gesamtheit aller Dinge offenbar selbst keine Menge. Ein solches 
System von Dingen, das nicht als Menge aufgefaßt werden kann, 
bilden, wie wir sehen werden, die (endlichen und unendlichen) Kar­
dinalzahlen oder auch die Ordnungszahlen. Den hiernach notwen­
digen Versuch, den Prozeß der uferlosen Mengenbildung durch ge­
eignete Forderungen einzuschränken, h a t E . Zermelo unternommen. 
Da indessen diese äußerst scharfsinnigen Untersuchungen noch nicht 
als abgeschlossen gelten können und da eine Einführung des An­
fängers in die Mengenlehre auf diesem Wege mit großen Schwierig­
keiten verbunden sein dürfte,, so wollen wir hier den naiven Mengen-
begrifi zulassen, dabei aber tatsächlich die Beschränkungen inne­
halten, die den Weg zu jenem Paradoxon abschneiden. 

Wir fassen also irgendwelche Dinge a, b, ,.., endlich oder unend­
lich viele, zu einer Menge Ä zusammen; diese Dinge heißen die Ele­
m e n t e der Menge A. Wir sagen auch, a gehört zu A, a liegt in 
A, a ist in A enthalten, oder A hat das Element a, A enthält a. 
Von der Beschaffenheit dieser Elemente sieht die reine Mengen­
lehre gänzlich ab; indessen empfehlen wir dem Leser, sich nach 
Möglichkeit mathematische Objekte (Punkte, Figuren, Zahlen, Funk­
tionen u. dgl.) darunter vorzustellen. 

Zwei Mengen A, B werden dann und nur dann als gleich be­
trachtet [A = B), wenn sie genau dieselben Elemente enthalten, wenn 
also jedes Element der einen auch Element der andern ist. Eine 
solche Gleichung A = B kann, wenn sie zwei formal verschieden 
definierte Mengen identifiziert, recht wohl bedeutenden Erkenntnis­
wert besitzen: wenn man will, könnte man jede noch so tief Hegende 
mathematische Wahrheit in' das Gewand einer Mengengleichung 
kleiden. Z. B. läßt sich der berühmte letzte Fermatsche Satz, 
mag er richtig sein oder nicht, jedenfalls durch die Behauptung 
ersetzen: die Menge der Primzahlen p, für welche die Gleichung 
aiP j^yp = %v in natürhchen Zahlen x, y, % auflösbar ist, ist iden­
tisch mit der Menge der geraden Primzahlen (beide Mengen be­
stehen aus der einzigen Zahl 2). 

Die aus den Elementen a,l, . .. bestehende Menge wird mit 
A = [a, h, ...] 

bezeichnet; die Punkte deuten das Vorhandensein weiterer Elemente 
an. Die Menge [a, h] besteht aus den zwei Elementen a, h. Die 
Menge [a\, die aus dem einzigen Element a besteht, ist von diesem 
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Element seibor zunächst sorgtaltig zu unterscheiden, schon aus dem 
Gi-unde. weil wir :iuch Mengen Systeme^ zulassen wollen und müssen, 
deren Elemente selbst wieder Mengen sind. Die Menge a = \l, 2\ 
besreht aus den zwei Elementen 1, '_', die Menge \a\ aus dem eiu-
zi;;en Element a. In vielen Fällen ist allerdings die Verschmelzung 
beider Dinge ganz unbedenklich. 

Außer den Mengen, die Elemente haben, lassen wir auch eine 
Menge 0. die Nul lmenge , zu, die kein Element hat; die Gleichung 
A = 0 bedeutet also, daß auch die Menge A kein Element hat, 
ve r schwinde t , leer ist.^ Auch hierzu ist die analoge Bemerkung 
zu machen, wie zum allgemeinen Fall: die Gleichung .4 = 0 kann 
eine bedeutungsvolle Aussage sein, wenn nämlich die Definition der 
Menge A ihr Verschwinden nicht unmittelbar erkennen läßt. Der 
Fermatsche Satz behauptet: die Menge der natürlichen Zahlen 
'i > 2. für welche die Gleichung x" + y" = z" in natürlichen Zahlen 
X, y. '\ lösbar ist, î t die Nullmenge. 

§ -'• Teilmengen. Differenzen. 

Wenn alle Elemente der Menge A auch Elemente der Menge B 
sind, so sagen wir: A ist in B enthalten*, A ist eine Tei lmenge 
von B, eine Menge u n t e r B, oder B enthält A, B ist eine Menge 
über A. Wir bringen dies durch eine der beiden Formeln 

A^B oder B^A 
zum Ausdruck; wobei die Zeichen c: :=. an die üblichen Zeichen 
< > für kleiner und größer erinnern, aber doch von ihnen unter­
schieden werden sollen. Zu den Te i lmengen von B r echnen wir 
auch die Menge B se lbs t und die Nul lmenge: eine wichtige 
Verabredung, deren Zweckmäßigkeit sich vielfach bewähren wird. 

Die Teilmengen der aus 4 Elementen bestehenden Menge 
'a, b, c, d} sind: 

0 
[a] lb\ \c\ \d\ 

\a, b] \a, c] \a, d} \b, o\ \b, d] \c, d\ 
\a, b, c\ \a, b, d\ [a, c, d\ [b, c, d\ 

l'a, b, c, d\ 
Ihre Anzahl ist 14-4 + 6 + 4 + 1 = 16 = 2». 

' Die Ausdrucksweise: „die Menge A existiert nicht", können wir nicht 
akzeptieren. Sie existiert, aber es existieren keine Elemente von ihr. 

- Es ist die Forderung erhoben worden, die Beziehung einer Menge zu 
ihren Teilmengen und zu ihren Elementen verschieden auszudrücken, z. B. eine 
Menge en thä l t ihre Teilmengen, bes i tz t ihre Elemente, oder sie umfaßt 
ihre Teilmengen, en thä l t ihre Elemente. Wir halten eine solche Fesselung 
der Sprache für schwer durchführbar und für überflüssig. 
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Die Anzahl der Teilmengen mit m Elementen einer Menge mit 
n Elementen ist der Binomialkoeffizient 

n\ __ n(n - 1) (n - 2). . . (w + 1 - m) 
\m! 1. 2. 8. . . . m ' (U) •""^j 

und die Anzahl aller Teilmengen einer Menge mit n Elementen ist 

Wenn zwei Mengen gleichzeitig Teilmengen voneinander sind, 
so sind sie identisch, d. h. aus 

A^B, B^A 
folgt 

A = B. 
In dieser Gestalt wird sehr häufig die Identität zweier Mengen be­
wiesen werden. 

Wenn A Teilmenge von B, nicht aber B Teilmenge von A, 
die Gleichheit beider Mengen also ausgeschlossen ist, so schreiben 
wir auch 

A'=zB oder 5 = ^ 4 ; 

in diesem Falle wird A gelegentlich als echte Teilmenge von B 
bezeichnet werden. B enthält dann also mindestens ein Element, 
das nicht auch Element von A ist. Diese Bezeichnung erlaubt auch 
den Tatbestand auszudrücken, daß eine Menge B nicht Null sein, 
also mindestens ein Element besitzen soll, nämlich durch 

OczB oder S==0. 

Wenn A^B, so ist entweder Ac: B oder A = B. 
Wenn A^B, 5 = : C, so ist auch Ac^G; man sagt, daß die 

durch das Zeichen c; ausgedrückte Relation das t r a n s i t i v e Gesetz 
befolge. Gleiches gilt von dem Zeichen :=. Wenn ^ g 5 g C, so 
nennen wir B gelegentlich eine Menge zwischen A und C. 

Wenn A Teilmenge von B ist, so verstehen wir unter 
B-A 

die Menge derjenigen Elemente von B, die nicht Elemente von A 
sind; wir nennen diese Menge das K o m p l e m e n t von A in B und 
haben damit also die Differenz zweier Mengen definiert, unter 
der Voraussetzung, daß der Subtrahend Teilmenge des Minuenden 
ist. Diese Menge B — A ist ihrerseits eine Teilmenge von B, die 
in den extremen Fällen 0 oder B sein kann, wenn nämlich A mit 
B oder 0 identisch war, und ihr Komplement ist wieder die ur­
sprüngliche Menge A: 

B-{B-A)^A. 
Bei wiederholter Differenzbildung wird stets der Subtrahend als 
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Teilmenge des Minuenden angenommen. Z. B. bedeutet 
G-{B-A) 

die Menge der Elemente von C, die nicht zu J3 —^ gehören, wobei 
al*̂ ^ A^B, B—A&C 

§ 3. Summe und l)urcli.>^chnitt. 

A und B seien zwei beUebige Mengen. Unter ihrer Summe 
S = S{A,B) 

vei-stehen wir die Menge der Elemente, die mindestens einer der 
beiden Mengen augehören; unter ihrem D u r c h s c h n i t t 

D^1^{A,B] 
die Menge der Elemente, die beiden Mengen zugleich angehören.^ 

Ist z. B. (Fig. 1) A die Menge der Punkte 
des Rechtecks abcd, d. h. aller im Innern und 
auf dem Rande dieses Rechtecks liegenden 
Punkte der Zeichnungsebene, ebenso B die 
Rechtecksfläche pqrs, so ist ihre Summe die 
T-förmige von agpqhbcda umgrenzte Fläche, 
ihr Durchschnitt die Fläche des kleinen Recht­
ecks ghrs. 

Wenn die Mengen A, B kein Element 
gemein haben, also ihr Durchschnitt die Null- "^'°' "̂ 
menge ist [D — Oj, so nennen wir beide Mengen 
zueinander fremd; in diesem und nur in diesem Falle schreiben 
wir ihre Summe auch in der Form 

S=A-\-B. 

Wenn S=A + B, so ist A=S—B, und umgekehrt. Sind A, B 
endliche Mengen, A aus m, B aus n Elementen bestehend, so be­
steht -̂I + B aus w + « Elementen. 

Im allgemeinen Falle ist D Teilmenge von A und von B, und 
diese beiden Mengen Teilmengen von S (D g ^ g 5, B^B^ S). 
Wenn ^ Teilmenge von B ist, so i s tD = ^ , S = B, und umgekehrt 
zieht eine dieser beiden Gleichungen die andere und die Ungleichung 
A^B nach sich. 

Es ist evident, wie man Summen- und Durchschnittsbildung 
auf mehr als zwei, selbst auf unendlich viele Mengen zu übertragen 
hat. Beschränken wir uns zunächst auf den Fall eines Systems 

1 

ff 

p 

r 

h 

9 

b 

' Die Summe entspricht einem Entweder-oder, der Durchschnitt einem 
Sowohl-als-auch. In der mathematischen Logik pflegt man Durehschnitta-
bildung als eine Art Multiplikation aufzufassen. 
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von endlich vielen Mengen A^, A^, ..., A^ (die nicht paarweise ver­
schieden zu sein brauchen). 

Die Summe 
S = <B{A^, A^,,.., AJ = (SAr (i = l, 2,...,m) 

i 

ist die Menge der Elemente, die mindestens einer Menge A. ange­
hören; der Durchschnitt 

P = '^{A„A„...,AJ^^A, 
i 

die Menge der Elemente, die allen Mengen A^ zugleich angehören. 
Nur in dem Falle, daß die Mengen A^ paarweise fremd sind, d. h. 

35(^., ^,) = 0 für i^k, 

schreiben wir die Summe auch in der Gestalt 
S^A,+A, + ... + A^ = ^A, 

i 

(unter Verwendung des griechischen Summenzeichens 2 statt des 
deutschen (S).̂  

Jede der beiden Verknüpfungen ©, !D befolgt das kommutat ive 
Gesetz, d. h. die Reihenfolge der Mengen A. ist gleichgültig. Sie 
befolgt ferner das assoz ia t ive Gesetz, das eine Summe von Summen 
als Suhime, einen Durchschnitt von Durchschnitten als Durchschnitt 
darzustellen erlaubt und in der Formel 

^[^{A„A„...,AJ,(S[B„B„...,BJ,^{C„C„-...,0;,...] 
= iS{Aj^, A^,..., A^,B^, B^,...,B^, Gj, C^,..., C^,...} 

sowie einer entsprechenden für Durchschnitte seinen Ausdruck findet. 
Der Beweis dieser Formeln kann dem Leser überlassen werden. 
Endlich befolgt j ede der beiden Verknüpfungen <S, 2) gegenüber 
der a n d e r n das d i s t r i bu t i ve Gesetz, d. h. eine Summe von 
Durchschnitten ist als Durchschnitt von Summen darstellbar und 
umgekehrt. Die Formeln dafür sind: 
(1) 'S^[^(A„A„...,AJ,^{B„B„...,BJ,^{0„G„...,G^),...] 

= ©[S(X,5,^,q,, 
ikl... 

(2) ^['S){A,.A„...,AJ, S(B,, £ , , , . . , 5 J , X{0„ C„ ..., G^),...] 
= S [ © ( 4 , 5 „ q , . . . ) ] , 

ikl... 

wobei in den Ausdrücken rechterhand i die Zahlen 1 ... m, Ä die 
Zahlen 1 ... n, Z die Zahlen 1 ... p usw. zu durchlaufen hat, die 
Anzahl der unter dem Summen- resp. Durchschnittszeichen stehenden 
Mengen also das Produkt der Zahlen m, n, p, ... ist. 

1 Der Index i unter den Zeichen ©, 2), ^ wird gelegentlich auch vres-
bleiben können. ° 
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Wir geben den Beweis der ersten Formel an, deren linke 
Seite wir zur Abkürzung mit 

r >7\ c: 2; s \ 
J^ — Z ^^,1, C;;, ic-,., . , .J 

und deren rechte Seite wir mit JR bezeichnen. Ein Element von L 
gehört gleichzeitig zu S j . zu c« , zu S^ usw., also zu mindestens 
einem .1,, einem B^. einem C, usw,, also zu mindestens einem 
?(Jl;, i?j., C,, . . . ) , also zu R: folglich ist L g E . Umgekehrt: ein 
Element von R gehört zu mindestens einem S(J ; , 5^, Cj, . . . ) , also 
gleichzeitig zu A., B^, C^ usw., also gleichzeitig zu S.i, Ss , £,; usw., 
also zu L; folglich ist Ä g L und demnach L = R. 

Die zweite Formel wäre durch ähnliche Überlegungen zu be­
weisen, folgt aber auch aus dem in § 4 zu besprechenden Prinzip 
der Dualität. 

Einige Spezialfälle des distributiven Gesetzes mögen noch an­
gegeben werden. So ist 

^^A„A,, g . B ] = S|S,. i„5),^(. j , ,5), . . . ,!>>:j„,5)] 
und 

^:1^,4^,J,....,,4J,s] = ^[^,.4„5),su„5).. . . ,a(^„.B)]. 
Sind die Mengen A^ paarweise fremd, so sind es auch die Mengen 
? J;, J5): in diesem Falle also wird aus der ersten Gleichung 

j . - i j + j . , + . . . + ^ , , ,5 ) = s , j , .B] + ^'A.,,B) + . . . + :s J „ , ß ) . 
Ist A^ g ß„ A.^ g Bj, ..., A^^B^, so ist 

« - 1 . S 2 S . , J . l . s J B . . 

§ 4. Prinzip der Dualität. 

Sind die Mengen Ay^,A.^,...,A^ Teilmengen einer Menge M und 
J j , J.,,..., J ^ ihre Komplemente in J/, also 

M=A;+Ä.. 
so ist 

j /=su, , . i3 , . . . ,^ j + 2 a „ j „ . . . , j j 
= 2 ( j , , ^ . . . . , ^ j + sa,,. ir, . . . . , j j ; 

denn die Elemente von M gehören entweder mindestens einem A.^ 
oder keinem, d. h. entweder der Summe der J^ oder dem Durch­
schnitt der Ä.^ an, und das gleiche gilt, wenn man die .4̂  mit den 
Ä. vertauscht. Wir können diese Formeln kurz so aussprechen: das 
Komplement einer Summe ist der Durchschnitt der Komplemente, 
das Komplement eines Durchschnitts die Summe der Komplemente. 
Ist also P eine Menge, die aus den Mengen A.^ durch wiederholte 
Summen- und Durchschnittsbildung entsteht, so erhält man ihr Kom­
plement P, indem man die A^ durch ihre Komplemente Ä , das 
Zeichen S durch 2) und das Zeichen 2) durch S ersetzt. Da ferner 
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^""^ ^^ ? ' / ^ ^ ' - ^ r ^ ""'P- ^ = Ö, :?= Q, f c: Q folgt, so bleibt 
jede Gleichung zwischen Mengen richtig, wenn man alle Mengen 
durch ihre Komplemente ersetzt und die Zeichen ©, 2) vertauscht; 
jede Ungleichung bleibt richtig, wenn man außerdem noch die 
Zeichen c: •::= vertauscht. Diesen Sachverhalt, der aus jeder Re­
lation zwischen Mengen eine zweite ̂  abzuleiten gestattet, kann man 
als D u a l i t ä t s p r i n z i p bezeichnen, nach dem bekannten Analogen 
in der Geometrie. Eine identisch, d. h. für bel iebige Mengen 
richtige Relation liefert eine zweite solche auch ohne Übergang zu 
den Komplementen, also durch bloße Vertausohung der Zeichen @, S 
und eventuell der beiden Ungleichheitszeichen. Z. B. folgt auf diese 
Weise die zweite Formel des assoziativen oder distributiven Gesetzes 
unmittelbar aus der ersten. Als Beispiel für eine Ungleichung 
zitieren wir die einfache J g © (J., B), aus der durch Dualität 
j a 25(^5) folgt. 

§ 5, Differenzenketten. 

Die schon in § 2 erwähnten, durch wiederholte Differenzbildung 
entstehenden Mengen bezeichnen wir jetzt unter Weglassung der 
Klammem in folgender Weise: 

USW,, definieren also durch Rekursion eine w-gliedrige Differenzen­
k e t t e vermöge der Formel 

Die Voraussetzung bleibt bestehen, daß der jedesmahge Subtrahend 
im Minuenden enthalten sein soll. Setzt man 

so sind die Mengen B^ durch das Gleichungssystem 

A = 5 , + Ä 
(1) 

in der Reihenfolge B^,B^__^,...,B^,B^ definiert, vorausgesetzt, daß 
die Autlosung dieses Systems möglich, d. h. daß B. g A._, ist. Ist 
C eine weitere Menge und setzt man 

2>(A>C) = 4 ' , 2)(B,,c) = i?/, 

' oder eigentlich unendlich viele, da die Komplemente von der ViTahl der 
Menge M. abhängen. 
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SO folgt aus der am Schlüsse von § 3 angegebenen speziellen Formel 
des distributiven Gesetzes, daß das Gleichiuigssy.-^tem (1) auch für 
die Mengen A', B.' gilt; deninaeli ist wieder 

oder 
^A,-A.^+A.,-...±A„,C) = 

?,.. V C) - ^[A„ C; + J; .! , C) - ... ± S(.l,„, C), 
das distributive Gesetz für Differenzenketten. 

Gewjĵ se spezielle Differenzenketten befolgen auch das assozia t ive 
Gesetz. Ist nämlich 

-1j = -«2 = - i s = ••• = -im-

SO ist das System {V sicher auflösbar, da ja B.^A.^A._.^. In 
diesem Fall ist auch das System 

.ii = q + a 
A.,=^C\+C^ 

4 - i = ( ? i - i + c.-

auflösbar und definiert die i-gliedrige Differenzeiikette 
(\^A^-A., + Ag-... ±A.. 

Durch Vergleiehung mit (1) findet man der Reihe nach {i < m vor­
ausgesetzt': 

C/,= Ä + 5 , ^ ^ , 
q _ i + Q = B . _ i + i?.. oder 

q._i + B, ̂  B,^, = B._, + B, oder 
C,_, + B,^,^B,_„ 
q;_,+ q_i = i?,._,+ S,_, oder 
Q_, + C;_, = B._2 + C _̂i + B, ̂ 1 oder 

C';_2=B;_2 + B;+i usw., 
also 

Schließlich folgt für gerades i 
Bi+i = B,-C„ B,= C\ + B,^„ 

für ungerades i 

also in jedem Falle 
A,-A^+A^-...±A^== 

^{A,-A,+ ...±A,)^:{A,^^-A,^, + ...±AJ. 
Es ist also die Zerlegung der Glieder der Differenzenkette in zwei 
Gruppen erlaubt, falls die A. der Bedingung (2) genügen. Durch 
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wiederholte Anwendung findet man 

A, - A^ + . . . ± J„ ,= [A^-A^\{A^-A^ + . . . +(A^_^- ̂ J 
oder ={A^-A;^^r(^^-A^\...\A^, 

je nachdem m gerade oder ungerade ist; wobei auch das assoziative 
Gesetz für Summen zur Anwendung gelangt. 

Eine einfache Anwendung der Differenzenketten zeigt, daß man 
D u r c h s c h n i t t s b i l d u n g auf Summen- und Differenzenbil-
dung z u r ü c k f ü h r e n kann. Denn ist 

S = (S(J,B), i5 = 2)(J,B) 
und setzt man 

Ä = A-B, B' = B-D, 
so ist Ä die Menge der Elemente, die zu A und nicht zu B ge­
hören, und analog B'. Dann ist aber offenbar 

S==A'+B'+D = A + B' = A + B, 
D^j_-A'=A-{S-B) 

oder j)^j_-S + B = B-S + A. 
Dieselben Formeln geben die Bestimmung derjenigen Menge A die 
mit einer oekannten Menge B einen bekannten Durchschnitt und 
eine bekannte Summe hat, nämlich 

A^S-B + D; 

hier ist die rechte Seite eine spezielle Differenzenkette mit assozia­
tivem Gesetz. 

§ 6. Symmetrische Mengen. 

Es seien X^, X^, ..., X^ m beliebige Mengen. Wir kennen be­
reits Mengen, nämlich Summe und Durchschnitt der Xj, die m 
kommutativer Weise von den X. abhängen, d. h. so, daß sie bei einer 
beliebigen Änderung der Reihenfolge dieser Mengen ungeändert 
bleiben. Solche Mengen können nach dem Vorbild der Algebra als 
symmet r i sche Funktionen von Jf̂ , X^, ..., X^ bezeichnet werden, 
und genau wie dort spielen gewisse einfachste unter ihnen eine 
besondere Rolle, die wir symmet r i sche G.rundmengen nennen 
und folgendermaßen definieren. Es sei (für i=.\,2, ..., m) U^ die 
Menge derjenigen Elemente, die in genau i Mengen des Systems 
X^, X^, ..., X^ vorkommen, und 

die Menge derjenigen Elemente, die in mindestens i Mengen X vor­
kommen; diese Mengen A^, A^, ..., A^ sollen die symmetrischen 
Grundmengen der X heißen. Offenbar ist J , a J , 3 .., s ^ . und 
A.^ ist die Summe, A^ der Durchschnitt der Mengen X. 
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Die wesentliche Eigenschaft der symmetrischen Grundmengen 
ist, daß sie aus den A' durch bloße Summen- und D u r c h s c h n i t t s ­
b i ldung entstehen.^ Bedeuten nämlich /, k. t. ... verschiedene 
Zahlen aus der Reihe 1, 2 m und setzt man 

{1} A = ̂ > A* = ̂ (^-X^. Aa=s>(-^-^.^. 
so folgt unmittelbar aus der Definition die Darstellung der symmetri­
schen Grundmengen als D u r c h s c h n i t t s s u m m e n 

A^ = SD. = c i D , , A , Z>3, ,..\, 

J , = S.P;, = 3 ( 2 ) i , , D,3,i),3,..,), 

l Ä r t 

Eine zweite Darstellung ergibt sich vermöge des Prinzips der 
Dualität. Es sei J/eine alle A'̂  enthaltende Menge, Xf—Jl — X. das 
Komplement von X^ in M, ferner U^ die Menge der Punkte von M, 
die keinem X. angehören, also 

denn für i= 1, 2, ,,., m ist U. auch die Menge derjenigen .Elemente 
von 31. die in genau i Mengen X vorkommen. 

Dann ist t'^_. die Menge der Elemente von J/, die in genau 
m — i Mengen A', also in genau i Komplementen A' enthalten sind, und 

L ; + L- + ... + !7„_..= J„_;^j (/ = 1, 2, ..., m]^ 

die Menge der Elemente, die in mindestens i Mengen X enthalten 
sind, also sind Ä^, Ä^_-^, ..., Ä^ in dieser Reihenfolge die symmetri­
schen Grundmengen der Komplemente. Wendet man auf sie die 
Darstellung -21 an und nimmt davon die Komplemente, so erhält 
man für die X folgende Darstellung als S u m m e n d u r c h s c h n i t t e : 

S; = Xi, S.s^=S{X^,X|),S•J^^=S{X.,X,.,X^), ... 
(A^ = S 5 , =3( ,S \ , S„ S„ ...), 

^n.-l = ^>%k = 2 ) ( Ä j 2 , Ä , 3 , Ä , 3 , . . . ) , 
ik 

^m~i— '^ '^i 1:1 — "^ i''^l23> ^12V *••)) 
iia 

Ist Aj, X^,...,X^ ein System von Mengen mit den symmetri­
schen Grundmengen A^, A^, ..., A^, ferner Fj, Y^, ..., Y^ ein zweites 

Dagegen erfordern die Ui Differenzbildung. 
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mit den symmetrischen Grundmengen B^, B„ ..., B , so können wir 
beide Systeme zu einem System 

^i> h ' •••> - 2 ™ + ™ = ^ , ^ 2 . •••> ^ » . Y-i, r ^ : - . y . 

vereinigen. Die symmetrischen Grundmengen C,, C, C , dieses 
Systems lassen sich durch Summen- und Durchschnittsbüdung aus 
den A, B darstellen (wiederum der Algebra analog). Zu diesem 
Zweck empfiehlt es sich, die Reihe der symmetrischen Grundmengen 
nach vorwärts mit Null [A^^j^.y= A^^^^^ ... — 0) und nach rück­
wärts mit 

Ä,^B,^G,^M 

fortzusetzen, wo M irgend eine die Mengen X, Y umfassende Menge 
ist. Hiernach besteht die Gleichung (i = 0, 1, 2,...) 

f C,= (S[2i(J,,B„), 25(4_,,B,), 25(X_„ B,), ..., 

1 ®(A,S,_i)/25(A,-B,)], 

deren Richtigkeit durch leichte Überlegung einleuchtet. Ein Element 
der Menge rechts ist nämlich gewiß in einem '^{A._y^, B^, also in 
mindestens i — k Mengen X und mindestens k Mengen Y, also in 
mindestens i Mengen Z enthalten und gehört demnach zu C-. Um­
gekehrt, ein Element von CZ ist in mindestens i Mengen Z ent­
halten. Es sei genau in p Mengen X und q Mengen Y enthalten, 
so ist p-{-q^i. Ist q^i, so ist p^i — q, und das Element ist in 
2>(4_2.-Bj) enthalten; ist q>i, so ist es in 2)(^o,Bj) enthalten, 
gehört also jedenfalls zu der Menge rechterhand in (5), 

Umgekehrt lassen sich die A durch die B, G ausdrücken, aber 
mit Verwendung von Differenzen. Ist nämlich A.,^ die Menge der 
Elemente, die in mindestens i Mengen X und in genau k Mengen T 
enthalten sind, so ist 

A-^A,^ + A., + A,,+ .... 
Andererseits ist 

^, , = 2 ) (q^„ B,-B,^,); 
denn die rechte Seite stellt die Menge der Elemente dar, die in 
mindestens « + Ä: Mengen Z und in genau k Mengen F enthalten sind, 
und das smd zugleich die Elemente von A,^. Also hat man 

A-^{C„B,~B,) + ^[q_^^,B^-B,) + ..., 
oder 

(ĝ  fA=G,-'3){a,B^) + 'Z[q^^,B,)-^iC,^^,B^) + „, 

^ + 2> (G,^^_,, B„_^) - 25 (0,^„_,, S J + s (c,^„, B^, 

wo wir die Klammern weggelassen haben, weil jede der Mengen 



jj 6. Sviimietri.̂ che Mengen. 13 

rechterhand die folgende als Teilmenge enthält, also eine spezielle 
Differenzenkette mit assoziativem Gesetz vorliegt.^ 

Wir wollen zwei Systeme von Mengen A'j, .Y ,̂ .,., X^ und 
l\. L\, ..., l'^ mit denselben symmetrischen Grimdmengon J j , ^1.,, ... 
(wobei vrir uns der Verabredung für die .1 mit Indices > in, p zu 
erinnern haben für den Augenblick k o n g r u e n t nennen und dies 
durch das Zeichen 

y A\, A ; , . . . , A ' „ S [ ' J , r , , , , . , C7p 
andeuten. Aus i«) und 

1-,. Y,....,Y^^v„ i;,..., r 
folsn: dann wegen 5 ö«̂  

umgekehrt aber wegen \%] aus (p') und r/) wieder (a). 
Also: kongruente Systeme zu kongruenten Systemen hinzugefügt 

geben kongruente Systeme; kongruente Systeme aus kongruenten 
Systemen weggelassen geben kongruente Systeme. 

Die einfachste Kongruenz ist 

A + Y^X. Y 
für den Fall, daß X und Y fremd sind; denn sowohl das aus der 
einen Menge A'+ Y bestehende System wie das aus den beiden 
Mengen A', Y bestehende hat die symmetrischen Grundmengen 
A'+ Y, 0, 0, ... (bei zwei Mengen besteht das System der sym­
metrischen Grundmengen aus Summe, Durchschnitt und Nullen). 
Durch wiederholte Anwendung dieser einfachsten Kongruenz ergibt 
sich, daß aus den Gleichungen 

.7) z, = Xj + rj, z, = x , + r,,..., z„=A;+r„ 
die Kongruenz 

2 j , Z^,.,., Z^==X^, Aj, ..,, X^, Fj, Y^, ..., 1,, 

folgt. Zwischen den symmetrischen Grundmengen A, B, C der 
X, Y, Z bestehen dann die Gleichungen i.öi, CO;: z. B. drückt sich A^ 
durch die symmetrischen Mengen B, G der Y, Z folgendermaßen aus 
(mit Beachtung von B^ g G^): 

\ZiZ,-Y„Z,-Y.„...,Z^-Yj^ 
= C\-X[C„B,)+X:C.„B,)-X{G„B,) + ... 

+ SfC„,B_i)-2.(7„,Bj 
= C i - B , + 2 . q , B J - B , + .., + 2.(7„,B„_,)-i?„. 

^ Ein Spezialfall von (6) ist die Bestimmung einer Menge aus ihrer 
Summe und ihrem Durchschnitt mit einer bekannten Menge (§ 5 am Ende). 
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Endlich machen wir noch folgende Anwendung: wenn. 
f ( 2 , - Y , ) + (Z , -Y , ) + ... + (Z„-Y^ 

^^ 1 = ( l ^ i - F i ) + ( T r , - 7 , ) + . . . + (PF^-F; , 
so ist 

(10) Zp ,.,, 2„, r„ ..., v^^w,, ..., w^, Y„ ..., y„. 
Setzt man nämlich 

z,= x,+ Y„ w,= ü,+ r^, 
p^x, + x, + ... + x^^u,+ u, + ...+ ü^, 

so ist 

^ = P> ^V •••) -̂ K» 

ebenso 
W„ ..., T F ^ s P , Fl, .„ , r^, 

also durch Vereinigung 
Z„ .,., Z„, P, F„ ,.., v^^w„ .,., IF^, P, 7„ ..., r„ 

und daraus durch Weglässung von P (Schluß von [ß], {y) auf («)) die 

Formel (10). . . , 
Diese Betrachtungen über symmetrische Mengen werden m der 

Theorie des I n h a l t s von Punktmengen eine Rolle spielen, 

§ 7. Ringe und Körper. 

Wir haben im folgenden Mengen zu betrachten, deren Ele­
mente selbst wieder Mengen sind, oder wie wir der Deuthchkeit 
wegen sagen wollen, Sys teme von Mengen, Wir bezeichnen diese 
Systeme mit großen deutschen Buchstaben, die zu ihnen gehörigen 
Mengen wie bisher mit großen lateinischen; dabei sehen wir von 
den trivialen Fällen ab, daß das System gar keine Menge oder nur 
die Nullmenge enthält, schließen also die Systeme 0 und {0} aus. 

E in System von Mengen soll ein Ring^ heißen, wenn 
Summe und D u r c h s c h n i t t j e zweier Mengen des Systems 
wieder dem System angehör t . Es gehört dann auch Summe 
und Durchschnitt endlich vieler Mengen des Systems wieder dem 
System an. 

Wir sind jetzt noch nicht in der Lage, besonders interessante 
Beispiele geben zu können: als nächstliegendes genüge das System 
aller Teilmengen einer gegebenen Menge M. Weitere findet der Leser 
in der Theorie der Punktmengen, z. B. das System aller beschränkten 
Punktmengen, aller abgeschlossenen Mengen, aller Gebiete. 

1 Die Ausdrücke Eing und Körper sind der Theorie der algebraischen 
Zahlen entnommen, auf Grund einer ungeföhreu Analogie, au die man nicht 
zu weitgehende Ansprüche stellen möge. 
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Ist iif ein beliebiges System von Giengen, so gibt es sicherlich 
Ringe über llf (d. h. die 3)? als Teilsystem enthalten) und unter 
diesen einen kleinsten, der nämlieh in jedem andern als Teilsystem 
tuthalten ist. Um dies einzusehen, betrachte man, unter evidenter 
Ausdehnung der Summen- und Durchschnittsbildung auf Systeme 
vor. beliebig vielen ^klengen, die Summe A aller Mengen von M; 
das System Oi aller Teilmengen von A ist dann ein Ring über W.. 
Nun ist, wie aus der Detinition folgt, der Durchschnitt beliebig 
vieler Ringe wieder ein Ring. Der Durchschnitt aller liiiige zwischen' 
.\\' und 5R id. h. aller Ringe a 9}J und g 9̂ ) ist also wieder ein 
Ring über ?.ii. den wir mit 5H = 35?̂  bezeichnen wollen. Er ist 
in jedem Ringe 31' über )))l als Teilsystem enthalten; denn der 
Durchschnitt 2'i:K,9l) ist ein Ring zwischen SDi und 9i, also 
9i g ? iH,"Dr g W. 31 ist also im oben erklärten Sinne der k le ins te 
Ring über dem System SD?. 

Dieser kleinste Ring 91 wird erhalten, indem man alle D u r c h -
s c h n i i t s s u m m e n 

büdet, wo D^ den Durchschnitt aus endüch vielen Mengen des 
Systems 3K bedeutet. Diese Mengen müssen offenbar jedem Ringe 
über M. also auch dem kleinsten Ring angehören; andererseits 
bilden sie aber selbst schon einen Ring, da nach dem assoziativen 
Gesetz die Summe, nach dem distributiven der Durchschnitt zweier 
solcher Mengen wieder von dieser Form ist. 

Derselbe Ring wird auch von den S u m m e n d u r c h s c h n i t t e n 
25(S„5,, .,., ÄJ 

gebildet, wo S',. die Summe endlich vieler Mengen von 9}? ist. 
Ein System von Mengen heiße ein Körper , wenn 

Summe und Differenz von zwei Mengen des Systems wieder 
dem System angehör t . 

Es gehört dann auch der Durchschnitt je zweier Mengen des 
Systems dem System an; denn setzt man 

S = 2 ( . L P ) , D = 2{A,B), 
so ist § 5) 

D^B-{S-A]. 
Ein Körper ist also jedenfalls ein Ring, aber nicht umgekehrt. 
Wie oben erkennt man, daß es über einem gegebenen System 

9.T; von Mengen einen kleinsten Körper S = SD?̂  gibt, der offenbar 

' Die anscheinend einfachere Definition: Durchschnitt aller Einge über 
3J}, vermeiden wir, weil die Gesamtheit aller dieser Einge nicht als Menge 
aufzufassen ist (§ 1). 
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den kleinsten Ring 3t = 501̂  enthält und mit $R =9« , dem kleinsten 
Korper über % identisch ist. Um ihn zu bildenr setzen wir alsc 
das gegebene System bereits als Ring voraus und fügen ihm, falls 
sie noch nicht in ihm enthalten ist, die Nullmenge hinzu. 

Hier werden wir auf Grund der Betrachtungen über symmetri­
sche Mengen leicht zum Ziele gelangen. Betrachten wir einerseits 
die Di f fe renzensummen 

S=^{X,-Y„X,-Y„...,X^-YJ 

aus Mengen des Ringes 9}, wo also X. und Y^ (g.X;) dem Ringe 91 
angehören sollen, andererseits die speziel len Differenzenketten 

K=A^-A, + A,-...±A„, 

wo ^1 2 ^2 a ... a .4^ und diese Mengen zu 9i gehören sollen. Dann 
ist jedes K ein S, denn nach dem assoziativen Gesetz ist 

K = {A,~A,) + {A,-A,H...; 

umgekehrt ist jedes S ein K, denn die Formel (8), § 6 stellt S als 
eine solche Differenzenkette dar, deren Glieder symmetrische Grund­
mengen der X, Y oder Durchschnitte aus solchen sind und daher 
wie die Mengen X, Y selbst dem Ringe M angehören. Dabei ist 
wesentlich, daß die symmetrischen Grundmengen nur Summen- und 
Durchschnitts-, keine Differenzbildung verlangen (§ 6), 

Die Mengen S oder K müssen dem kleinsten Körper S? an­
gehören; wir zeigen jetzt, daß sie selbst schon einen Körper bilden. 
Die Summe zweier S ist ein S; das folgt aus dem assoziativen 
Gesetz, Ferner ist aber die Differenz K—K.^ zweier If wieder ein K. 
Setzen wir nämlich 

so ist 
K~iq^{A^-K^)-K^ = A,-{K^ + JQ^A,-K„ 

da wir ja schon wissen, daß die Summe zweier K ein E ist. 
Hierbei ist 

K = S,-B^ + ...^B^, 
wo - R , a B g 3 . . . g 5 ^ und ^^^^^ Mengen zu 9t gehören. Außerdem 
lionnen wir B^ s A^ annehmen, indem wir andernfalls K, durch 

^3=^iI^3^A) = ^{B.„A,)-^iB„A,) + ... + <^(B.A,) 
ersetzen, und erhalten demnach K- K, wieder als spezielle Differenzen-

S S n S ^ S i ^ e r t . " ^ ^ ^ " ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ - ' - ^ ^^^^^^ ^en 
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§ S, Folgen. 

Ein Svstem von Dingen 'o^ 
' 1 ' a , , a.,. flj, . . . . a„ , . , , , 

worin also jeder natürlichen Zahl 1, 2, 3, .,., ; ( , . . . ein Ding ent­
spricht, heißt eine Folge. Die Elemente a„ der Folge brauchen nicht 
samtlich verschieden zu sein. Eine Folge ist also keine Menge; 
sie bestimmt allerdings eine Menge, nämlich die Menge der ver­
schiedenen in ihr auftretenden Elemente, aber diese Elemente 
treten in der Folge eventuell mehrfach, vielleicht unendlich oft, und 
überdies in einer bestimmten Anordnung auf. Eine Folge ist eine Zu­
ordnung von Elementen einer Menge zu den natürlichen Zahlen, eine 
in derMenge der natürlichen Zahlen definierte F u n k t i o n (vgLKap.II). 

Die Zahl n heißt der Index oder die Nummer des Elements a . 
n 

Aus einer Folge erhalten wir durch Permutation andere Folgen 
mit denselben Elementen in derselben Häufigkeit. Ist nämlich 

» j j , m,, « 3 , . . . , m^,... 

eine Folge natürlicher Zahlen, worin jede natürliche Zahl genau 
einmal auftritt, so ist 

eine P e r m u t a t i o n der Folge (1). Lassen wir z. B. jede ungerade 
Zahl mit der folgenden geraden ihren Platz tauschen, so entsteht 
die permutierte Folge 

a,. a^, a^, a^...., o,,,, a,„_i, a.-,^^^' «2n+i>-'-
Ist p^, p,,..., p„,.. . 

eine Folge wachsender natürhcher Zahlen (pj<;;2< •••)> ^o nennen 
wir die Folge 

eine Tei lfolge der Folge (li. Eine Teilfolge der speziellen Gestalt 

worin also die Indices alle natürlichen Zahlen von einer gewissen 
Zahl p an sind, heiße ein Res t der Folge (1). Z. B. ist 

oder aj, a^, %,•••, «„„,••• 
eine Teilfolge, 

^71 <^8' %• • • • ' ' ^ n + C ••• 

ein Rest der Folge (1;. 
Wenn die Elemente einer Teilfolge von (1) eine gewisse Eigen­

schaft haben, so sagen wir: u n e n d l i c h viele a^ haben diese Eigen­
schaft, oder a„ hat diese Eigenschaft unend l i ch oft. Wenn die 
Elemente eines Restes von (1) eine gewisse Eigenschaft haben, so 

H a n s d o r f f , Mengenlehre. 2 
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sagen wir: fast al le a^ haben diese Eigenschaft, oder a„ hat 
sch l i eß l i ch diese Eigenschaft. 

Z, B, ist in der Folge 

1> 1. 2, - , 3 , - , .,., n, i , . . . 

unendlich oft «„ < j | ^ , in der Folge 

1 1 1 1 
' 2 ' 3 ' ••• ' « ' • • • 

ist schließlich a < - - - • 
" 100 

Eine Folge a^, a^, ..,, a^, ... und eine zweite Folge 6̂ , 6 ,̂ ,,., b^,... 
können wir zu einer einzigen Gesamtfolge vereinigen, z. ß, so: 

« p K S ' ^2' •••' ««' &„>••• 

Dasselbe gilt offenbar, wenn an Stelle der einen Folge ein end­
liches System tritt. Ebenso können drei, vier und beliebig viele Folgen 
zu einer einzigen Folge vereinigt werden. Ja sogar eine Folge von 
P o l g e n kann zu einer einzigen Folge vereinigt werden. Man denke 
sich nämlich diese Folgen zunächst untereinander geschrieben: 

ö j , &3, &3, b^,... 

^V '̂ 2' '^S' '^V-
d^, d^, dg, d^,... 

und lese dieses Tableau d i agona l vom oberen zum linken Rande; 

*2' "l ' ^3) "2> "l ' %' "3> '̂ 2' ^ i J . " 

(hier sind diese Diagonalen durch Semikolons getrennt), womit man 
eine Gesamtfolge erhält, in der jedes Element der einzelnen Folgen 
genau einmal auftritt. Man schreibt eine solche Folge von Folgen 
oder Doppelfolge häufig mit Doppelindices: 

'*21> "'22' "'23' "2 

\l' "'32' "^33' ''s 
^41, a 0, a.,, a. 

und die diagonale Anordnung zu einer einzigen Folge 

/ l l ' «ia> «21; «13. «22. «31; «14- .«23- «32. «41 ; ••• 

Sumte L7y , ' "̂ "̂  " " ^ "^'^ ''-r^ ^^ '^''^^ Linie nach der 
ordnS d b " " ""X:' ^° '^ '^ '^^ ^ -̂̂ ^^ ^^«^^ ' i ^ - -«ten Index « 
« + n l J ^ ; . \ " ' " ^ ^ ^ ^ . ' T , V ^^^' ^ + n < ^ + , oder faUs 
m + n - ^ + y, ,n <p. Es'ist klar, daß man eine Folge von Doppel-
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folgen oder eine dreifache Folge, deren Elemente mit drei Indices 
numeriert sind, und ebenso eine Folge von hölierer ^'ielfachheit in 
gleicher Weise zu einer einfachen Folge anordnen kann. 

§ 9. Folgen von Giengen, 

Wenn die Elemente einer IJ'olge 

'1 _ - \ ' - \ --Vp... 
Giengen sind, so lassen sich auf eine solche Folge von Mengen die 
Verknüpfungen übertragen, die wir für ein endliches System von 
Mengen entwickelt haben. Die Summe 

SA>5 ,A- ,A ' , , . . . ) ii=l, 2, ...) 
1 

ist die Menge der Elemente, die in mindestens einem A'; vorkommen, 
der Durchschnitt 

J X = 2 , A „ A - , , . . . , 

die Menge der Elemente, die zugleich in allen A'; vorkommen. 
Wenn die X paarweise fremd sind, schreiben wir die Summe auch 
in der Gestalt 

^-A>A,+X + ... 
Das assoziative Gesetz besagt, daß 

2 [SAT;, £7 . , . . . ] = Str., 

S [ J A . . ^ r . , . . . J = r r . , 
i i i 

wenn L\, C,, ... eine Gesamtfolge ist, die aus den Folgen A'̂ , A',, ...;. 
Fj, Y,. ...; ... nach Anleitung des § 8 hergestellt wird; diese Folgen 
können selbst ein endliches System oder eine Folge bilden, auch 
können statt ihrer endliche Systeme zugelassen werden. Wenn es 
sich nur um endliche Systeme in endlicher Anzahl handelt, so ist 
das Gesamtsystem C7j, U,, ... auch nur endlich, und wir kommen 
auf den früheren Fall i§ 3) zurück. Von dem distributiven Gesetz 
begnügen wir uns, einen speziellen Fall anzuführen: 

2 [ S X „ S Y J = S2-X„Y,) 
i S ik 

— S"^ 'X Y) 2!X Y) '^'X Y) 1 

nebst der entsprechenden Formel, die durch Vertauschung von S 
mit 2; entsteht. Der Durchschnitt aus zwei Summen von Folgen 
ist also wieder als eine solche Summe darstellbar, da die Doppel­
folge der Durchschnitte 2iXj, Y^ sich zu einer einfachen Folge an­
ordnen läßt. Ebenso verhält es sich mit dem Durchschnitt aus drei 
oder einer endlichen Anzahl solcher Summen; nicht hingegen, wenn 
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es sich um eine Folge dieser Summen handelt. In diesem Fall 
würde das distributive Gesetz die Form annehmen 

S [ © X , © Y „ S Z , „ . J = ©2(z,,y^,Z^,,..), 
* « t IIU... 

wobei rechterhand aber die Summe über alle Folgen natürlicher 
Zahlen *, k, l, ... zn erstrecken ist; die Menge dieser Folgen aber läßt 
sich nicht zu einer einfachen Folge anordnen (Kap, III , § 5), Die 
zweite Formel des distributiven Gesetzes entspringt auch in diesem 
Falle aus der ersten durch Dualität (Vertauschung von © und 2). 

Summe und Durchschnitt genügen außerdem dem kommutativen 
Gesetz, d. h. bleiben bei Permutation der Folge ungeändert, oder 
sind s y m m e t r i s c h e Funktionen der Mengen X^. Neben ihnen 
wären wiederum andere Mengen dieser Art und insbesondere die 
s y m m e t r i s c h e n G r u n d m e n g e n der Folge zu betrachten. Nehmen 
wir eine die sämtlichen Mengen X^ enthaltende Menge M zu Hüffe; 
X. sei das Komplement von X. in M. Für ^̂  = 0, 1, 2,... sei dann 
U die Menge der Elemente von M, die genau in p Mengen X (also 
in unendlich vielen Komplementen X) vorkommen; F^ die Menge 
der Elemente von M, die genau in p Komplementen X (also in un­
endlich vielen Mengen X) vorkommen, und TF die Menge der Ele­
mente, die in unendlich vielen Mengen X und in unendlich vielen 
Komplementen X vorkommen. Es ist dann 

Weiter ist 

^p= u,+ £/,+!+ ...-h w+ v, + r,+ v,+... 
die Menge der Elemente von M, die in mindestens p Mengen X 
vorkommen; 

A^ = w+v,+ r, + v^ + ... 
die Menge derer, die in unendlich vielen X vorkommen; 

B^ = v, + r, + r, + ... 
die Menge derer, die in fast allen X (§ 8) vorkommen, und endlich 

^ , = l̂ o + F i + . . . + F^_, (B,= 0) 
die Menge derer, die in fast allen X bis auf höchstens p — 1 Aus­
nahmen vorkommen. Die Mengen A^, A^, ..., A^, B^, B^, . . . , Boo, 
die von der Wahl der Menge M übrigens unabhängig sind (während 
^0 = -̂ A wollen wir die symmetrischen Grundmengen der X nennen 
und in der Reihenfolge 

-^i> A^,. •., A^, Bao, • •; B j , Bj 
geschrieben denken, in der jede alle folgenden als Teilmengen enthält; 
A^ ist die Summe, B̂  der Durchschnitt aller X. Man erkennt sofort, daß 

B^,E^...,B^, Ä^, ...,Ä^,A^ 
die symmetrischen Grundmengen der Komplemente X sind. 
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Auch hier lassen sieh die symmetrischen Gruudmengen durch 
bloße Summen- und Durchschnittsbildung aus den A' darstellen. 
Setzt man wieder für versch iedene natürliche Zahlen i, k. l, ... 

D, = X , Z),,= ? , .V,X. , I),.„ = 2(X.A-,,A-),.., 
•̂ i = ^ . •S, = S X , V , ) , S , „ = 3 ; X , A „ A , ) , . . . 

so ergibt sich unmittelbar aus der Definition, analog zu § 6, (2) 
.^, = 3 D , =S;Z), , D„ D,,...) 

x = 3 z ; , , =3;/), , , /),3. A3,..., 

.43= 3 A- j ,= 5lI>i23,Di24,...) 

Wendet man diese Darstellung auf die B als symmetrische Grund­
mengen der A'; an und nimmt davon die Komplemente, so folgt 

B, = 2.-^, = 2 , 5 , , 5,, S„ ...) 

B , = 2 ^ , , = 2 ; s , , , .^13, ,%3, ...) 

•"3 • ikl— " ^1-23' '^'Vii' •••' 

Es bleiben noch die beiden Mengen Aac, Boo darzustellen, die 
gerade die wichtigsten sind. A^o war die Menge der Elemente, die 
unend l i ch vielen X angehören, B^c die Menge derer, die fast 
a l len X (allen bis auf höchstens endlich viele Ausnahmen) ange­
hören. Nach dem Vorbilde der Analysis (vgl. dazu § 11) erscheint 
es nicht unzweckmäßig, Aoo als den oberen Limes (limes superior), 
Boo als den u n t e r e n Limes (limes inferior) und im Falle der 
Gleichheit beide als den Limes der Mengenfolge zu bezeichnen.^ 
Wir schreiben 

Aco= Lim supX;, 

Boo = Lim inf X. 

und im Falle der Gleichheit beider Mengen (im allgemeinen ist 
A:„ a Beo) 

. l ^ = B„ = LimXp 
i 

im letzteren Falle heiße die Mengenfolge konvergent.^ 

' Diese Limesbegriffe beruhen nur auf der Zugehörigkeit von Elementen 
zu Mengen; wir werden später andere kennen lernen, die auf gegenseitiger 
I>age der Elemente beruhen. 

' Der Index i unter dem Limeszeichen kann gelegentlich wegbleiben. 
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Zunächst würde sich A^ definitionsgemäß als Summe aller 
Durchschnitte aus unendlich vielen X , B„ duaüstisch als Durch­
schnitt aller Summen aus unendlich vielen X darstellen; auf diese 
Formeln wollen wir verzichten, da es sich in beiden um ein System 
von Mengen handelt, das keine Folge bildet. Andererseits ist B«, 
definitionsgemäß die Summe aller Durchschnitte aus fast allen X., 
J.M dualistisch der Durchschnitt aller Summen aus fast allen Xr, 
diese Formeln bevorzugen wir und können dabei noch die Verein­
fachung hinzufügen, nur Restfolgen von (1) in Betracht zu ziehen. 
Setzt man nämlich 

4 =25(X„X^j,X,^„. . . ) , 
so ist 

j „ = 2)^, = 2)(^„^„:s'3,...), 
i 

B„ = (S J,:=tS{A„A„J„...). 
i 

In der Tat: ein Element, das fast allen X. angehört, gehört für ein 
gewisses i zu A^, also zu © J^; und ein Element von ® J ; gehört 

£ i 

ZU einem A^, also zu fast allen X^. Damit ist die Formel für B^ 
bewiesen, aus der die andere dualistisch folgt. 

Wie aus der Definition folgt, bleiben die beiden Mengen 
Lim sup X., Lim inf X. bei Permutation der X^, außerdem aber 
auch dann noch unverändert, wenn man eine endliche Anzahl von 
Mengen hinzufügt, wegläßt oder durch andere Mengen ersetzt. 

Ist ferner Y ,̂ Y ,̂ . . . eine Teilfolge von Xj, X^, ..., so ergibt sich 
Lim sup X^ a Lim sup Y. a Lim inf Y^ a Lim inf X^. 

Denn ein Element, das unendKch vielen Y. angehört, gehört auch 
unendlich vielen X; an, und ein Element, das fast allen X^ angehört, 
gehört auch fast allen Y. an. Wenn insbesondere Lim X; existiert, 
also die beiden äußeren Mengen der letzten Formel übereinstimmen, 
so tun es auch die inneren, also existiert auch Lim Ŷ  und zwar 
= LimXj. Jede Teilfolge einer konvergenten Mengenfolge ist wieder 
konvergent und hat denselben Limes. 

Wir geben einige Beispiele von konvergenten Folgen. Wenn 
die X. eine aufsteigende Folge bilden, d. L 

Also ist 

so ist 

andererseits 

x,^x,^.. 
4 = x„ ^,g^, 

allgemein ^ . a ^ . ^ ^ , also 
^ ^ = ^ j = ©(X„A'„ 

LimX. = ©(X„X„ 

• r 

+ 1 ' 

i 

. . . ) . 

= Boo , 
= ^ 1 
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Bilden die A'; eine absteigende Folge (A'j a A'., a , , . ) , so findet man 
ähnlich 

L i m X - ? ,A\ ,X, . . . ) . 
Sind die A", paarweise fremd, so ist LimA'; = 0. 

§ 10, ff-Systeme und (>Systenu'. 

Wir nannten .^ 7) ein System von Mengen einen Ring, wenn 
die Summe und der Durchschnitt zweier (also auch endlich vieler) 
Mengen des -"Systems wieder dem System angehört. Wir stellen 
jetzt die gleiche Forderung für eine Folge von Mengen des Systems; 
aber hier ist es zweckmäßig, sie in zwei einzelne Forderungen für 
Summe und Durchschnitt zu trennen. 

Ein System von Mengen heiße ein «r-System, wenn die 
Summe j e d e r Fo lge von Mengen des Systems wieder dem 
System a n g e h ö r t : ein ()-System, wenn d e r D u r c h s c h n i t t j e d e r 
Folge von Mengen des Sys tems wieder dem System angehör t . 

In einem rr-System gehört auch die Summe zweier oder end­
lich vieler Mengen des Systems dem .System an, da man ja 

Z,A,B] = S,A,B,A,B,A,B,...) 
schreiben kann; ebenso in einem (J-.System der Durchschnitt. 

Ein Ring oder Körper, der zugleich ein (7-System ist, heiße ein 
T-Ring oder T-K'irper, und entsprechend. 

Wie in § 7 überzeugt man sich, daß es zu einem gegebenen 
Mengeusystem 331 ein kleinstes ^-System resp. ')-System gibt, in 
dem 9W enthalten ist; wir nennen es 9D?„ resp. 3Jt^. 

Das System 9)t, wird von den Mengen 
J4=SJ/; = 3(J/i,J4,...) 

gebildet, wo die JI. Mengen des Systems 9K sind. In der Tat müssen 
diese Mengen jedem cr-System über 9K angehören; andererseits bilden 
sie schon selbst ein cr-System, da nach dem assoziativen Gesetz die 
Summe einer Folge von Mengen J/, die Summe einer Doppelfolge 
von Mengen J/, also wieder ein J/, ist. 

Das System 33?̂  besteht ebenso aus den Durchschnitten 

J/,= 2J/;=2ü/l,J4,...) 

aus Folgen von Mengen des Systems 9Jt. 
I s t 91 ein Ring , so is t 9t, ebenfal ls ein Ring (also ein 

^-Ring). Da wir bereits wissen, daß die Summe zweier Mengen aus 
9t, wieder zu 9t, gehört, so ist nur zu zeigen, daß für den Durch­
schnitt dasselbe gilt. Sind 

A = SA., B=SB^ 
i k 
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zwei Mengen aus 9t,, so ist nach dem distributiven Gesetz 
S(.4,B) = <S2(J„B,1 

iU 

wieder eine Menge aus 3ft,, da die Durchschnitte 2(ilj, B̂ ) dem 
Ringe 9t angehören und eine Doppelfolge bilden. 

Die Mengen von 9lt, können, einfacher als im allgemeinen Falle, 
als Summen a u f s t e i g e n d e r Folgen von Mengen aus 9t dargestellt 
werden. Denn statt ^ A^ kann man SB^ schreiben, wo 

i i 

B.= ©(^i, 42,. . . ,^) 
wieder dem Ringe 9t angehört und B j g B g g B g g ... ist. 

Ebenso ist 'iR^ ein ^-Ring und seine Mengen sind die Durch­
schnitte absteigender Folgen von Mengen aus 9t, 

Dagegen braucht, wenn S ein Körper ist, S?, und ^^ kein 
Körper zu sein; in der Theorie der Punktmengen werden uns Bei­
spiele dafür begegnen. 

E i n ff-Körper is t zug le ich ein ^-Körper , aber nicht 
umgekeh r t . 

In der Tat, sei ^ ein a-Körper; wir haben zu zeigen, daß der 
Durchschnitt jeder Folge von Mengen Bj des Systems S wieder zu 
S gehört. Es- ist erlaubt, diese Folge absteigend anzunehmen 
[B^s^B^s,...]. Nun sei M eine zu S gehörige Menge über allen 
B; (z. B. B^ selbst). Setzen wir 

M=A, + B„ 
so ist (§ 4) 

M^A+B, 
A^(B{A^,A,^,...), B = 2)(B„B2,...). 

Auf Grund der Körpereigenschaft gehören nebst den B- auch die A. 
unserem System an, auf Grund der er-Eigenschaft auch A und aut 
Grund der Körpereigenschaft wieder B. 

Daß ein (J-Körper nicht notwendig ein a-Körper zu sein braucht, 
zeigt das Beispiel aller beschränkten Mengen des Raumes. Der 
obige Beweis kann in umgekehrter Richtung versagen, weil es zwar 
zu jeder absteigenden, nicht aber zu jeder aufsteigenden Folge von 
Mengen eines Systems eine sie alle enthaltende Menge M des Systems 
geben muß. ̂  Wenn aber ein J-Körper über jeder aufsteigenden 
Folge von Mengen eine sie alle umfassende Menge, z. B. wenn er 
eine größte Menge enthält, so ist er auch ein a-Körper. 

' Die Körpereigenschaft ist dem Prinzip der Dualität gegenüber nicht 
invariant, da der in ihre Definition eingehende Begriff der Differenz die Summe 
vor dem Durchschnitt bevorzugt. Die Komplemente der Mengen eines Körpers 
bilden im allgemeinen keinen Körper. 
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Wir haben in diesem Par;igraphen (r-Systeme und (V-Systeme, 
in S 7 Ringe (o-Svsteme) und Körper (;f-Systeme) erklärt; ein System 
kann nun melirere dieser Eigenscliaften zugleich haben. AN'enn ein 
System :•. B. gleichzeitig a-System und <V-Systein ist, so möge es 
ein v<TiV-System oder (Jr/-System genannt werden. Ein (o(T)-System 
ist ein a-Ring, ein (xor)-System ein tr-Körper. Eine einfache ex­
plizite Darstellung der ^Mengen solcher Systeme, wie wir sie für 
Ringe, Körper, rr-Systeme und ^-Systeme angaben, scheint beim 
Zusammentreffen zweier von den Eigenschaften x. a, b nicht vor­
handen zu sein. Betrachten wir z, B. das kleinste (ö-J)-System über 
einem gegebenen System 5D?. In dieses System, das wir 93?,,̂ , = 93?„ , 
nennen wollen, sind folgende Mengen aufzunehmen: die Mengen j / , 
Summen aus Folgen von Mengen .V (des Systems W)\ die Mengen 
J4^, Durchschnitte aus Folgen von Mengen J/,; die Mengen ,V,̂ ,̂ , 
Summen aus Folgen von Mengen .1/,^ usw. Diese Mengen bilden 
der Reihe nach das kleinste ff-System 9Jt, über 9}?, das kleinste 
^-.System 93?,̂  über 3J?,, das kleinste ^--System 3K^ ,̂ über 9J?,̂  usw. 
Aber der Prozeß ist damit nicht beendigt: das ganze System 

9t = 3(-K,a)t,,TO,„9K,,.„...) 
ist in dem gesuchten System enthalten, weiter aber wieder 9?,, 9t,^, 
9 t , j , , . . . , die Summe 5ß aller dieser Systeme, sodann sp ,̂ '•]>̂ ^̂ , ^ ,^ , , . . . , 
deren Summe Z., schließlich die Summe 

S(iDt, 9t, 5ß, £.,...;. 
darüber abermals das kleinste «r-System usw. Wir erhalten damit 
nach einem Bildungsgesetz, das wir später als das der w o h l ­
g e o r d n e t e n Mengen kennen lernen werden, eine Menge von 
Systemen, die im allgemeinen keine Folge bilden, und deren Ge­
samtsumme erst das uns vorschwebende System SJ?,,̂ , ergeben würde. 

Wie aus § 9 hervorgeht, ist der obere Limes einer Folge 
von Mengen J/ eine Menge J/,^, der u n t e r e eine Menge J/, , . 

§ 11. Folgen reeller Zahlen und Funktionen. 

.Jede reelle Zahl x bestimmt die beiden Giengen:^ 
X = Menge der reellen Zahlen <.«, 
S = Menge der reellen Zahlen^x. 

Wenn die Menge W der reellen Zahlen in zwei (nichtverschwindende) 
Teilmengen derart zerlegt ist [W= ü+ Vj, daß jede Zahl von U 
kleiner als jede Zahl von V ist, so hat bekanntlich entweder die 
Menge U eine größte oder die Menge V eine kleinste Zahl x; Uist 

'• Die deutschen Buchstaben bedeuten im folgenden Mengen, nicht Mengen­
systeme. 
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also entweder ein 26 oder ein X. Diese Eigenschaft, eine Folge der 
Einführung der irrationalen Zahlen, wird als Stet igkeit (im Dede-
kindschen Sinne) der Menge W bezeichnet; wir werden in der 
Theorie der geordneten Mengen darauf zurückzukommen haben. 

Die Summe beliebig vieler ü ist ein ü oder die ganze Zahlen­
menge W, der Durchschnitt beliebig vieler U ist ein U oder Null. 
Die Summe beliebig vieler X ist ein X oder W, der Durchschnitt 
endlich vieler X ist ein X; der Durchschnitt beüebig vieler 3£ ist 
ein 36 oder Null, die Summe endlich vieler 1 ist ein 1. 

Von den Zahlen x^^,X2,...,x^ sei y = min«; die kleinste, x,=ma,xx. 
die größte. Für die zugehörigen Mengen gilt dann offenbar 

Y=2)A. , D = 253£;, 
Z = © X . , 3 = ©Si-

Betrachten wir sodann eine Zahlenfo lge «jjajg,..,,«^,... Wenn sie 
nach u n t e n b e s c h r ä n k t ist, d. h., wenn.es Zahlen u gibt, die 
kein x^ übertreffen (u:^x^ für jedes i), so verschwindet 236; nicht 
und es gibt eine Zahl y.^, die größte dieser Zahlen u, für welche 

D, = 2)3e,, 
Diese Zahl j / j , die zu einer Zahlenfolge in derselben Beziehung steht 
wie das Minimum zu endlich vielen Zahlen, heißt die untere 
Sch ranke^ der Zahlenfolge x^,x^,... Überdies ist 

Y , g 2 X , g S 3 e , = ?)i, 
der Durchschnitt der Mengen X.- kann Ŷ  oder g)̂  sein. 

Entsprechend ist für eine nach oben beschränkte Zahlenfolge 
die obere Schranke »^ durch 

z, = ©x,g©s,g3 i 
definiert. 

Für eine nach unten beschränkte Zahlenfolge sei y. die untere 
Schranke der Restfolge x^,x._^_.^,x^_^_^,... Wenn die y^ eine nach oben 
beschränkte Folge bilden, so sei y ihre obere Schranke; y heißt die 
un t e r e Grenze der Zahlenfolge x^,x^,... und man schreibt 

2/ = lim inf«;. 
Auf Grund der Formeln für die Schranken hat man 

Yg!5(X;,X^,, . . .)g®(3e;,3e;^^,. . .)=D^, 
Y = © y ; g @ D ^ g D , 

also 

oder 

Yg©2>(X,X.^, , . . , )g©2)(3£; ,S; . , , , . , . )gD 
i i 

Y g Lim inf X g Lim inf 36; g % 

'• Die Bezeichnungsweise ist die von M. P a s c h ; vgl. auch Kap. VII, § 9. 

http://wenn.es
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Der untere Limes der Mengent'olge X. oder .V̂  bestimmt also die 
Zahl y = lim inf X; in der Weise, daß er mit einer der beiden Mengen 
Y oder ~i) identisch ist. 

In gleicher Weise wird für 
; = limsup.i;: 

Z g Lim sup A'; g Lim sup .1"; g Q. 

Dieser Zusammenhang rechtfertigt auch die Namen, die wir den 
bezreiieaden Mengen gegeben haben. 

Ist die Zahlenfolge b e s c h r ä n k t (nach unten und nach oben), 
so existieren beide Zahlen //, -,. Wenn beide gleich sind, ist die 
Zahlenfolge konvergent, y = ; = l i m . r ( ; die Folge der Mengen A'. 
oder 3:.. braucht zwar dann nicht konvergent zu sein, aber ihr oberer 
und unterer Limes können sieh höchstens um das eine Element y 
unterscheiden. Dagegen folgt aus der Existenz von Lim A'̂  oder 
Lim.li; die Konvergenz der Zahlenfolge. 

Betrachten wir nunmehr eine in der beliebigen Menge T defi­
nierte r ee l l e F u n k t i o n , d. h. jedem Element t von T sei eine 
reelle Zahl j - = a;̂ /̂  zugeordnet Jvgl. Kap. II). Eine solche Funktion 
• estimint\ für jede reelle Zahl u, die beiden Mengen: 

X:̂ w) = Menge derjenigen Elemente i, für die x{i)>u, 
.\'(«) = Menge derjenigen Elemente i, für die x[i)^i(. 

Zur Veranschaulichung möge man etwa T als Menge der reellen 
Zahlen annehmen und die Funktion 
x = x'i^ in bekannter Weise mittels 
rechtwinkliger Koordinaten (i Abszisse, 
X Ordinate) als Punktmenge („Kurve") 
in der Ebene repräsentieren. Jeder 
reellen Zahl u entspricht eine der Ab­
szissenachse parallele Gerade x = u\ 
die oberhalb dieser Geraden liegenden 
Punkte der Kurve geben, auf die 
Abszissenachse projiziert, die Menge X(w) oder X(«), je nachdem 
man die Schnittpunkte der Kurve mit der Geraden ausschließt oder 
mitzählt. 

Das System der Mengen X(M) und 3t'(M), für jedes u, bestimmt 
seinerseits die Funktion, denn 3£ M) — X(M) ist die Menge derjenigen t, 
für die x{f) — u. Übrigens lassen sich die X durch die 36 ausdrücken 

' Sie bestimmt natürlich auch, für jedes i, die Menge der reellen Zahlen 
< xll) und ^x{{)\ aber deren Betrachtung würde gegenüber der vorigen durchaus 
nichts Neues ergeben. Statt also, bei festem t, alle u zu sammeln, die der 
Bedingung u<x{j,) oder u-&x(t) genügen, sammeln wir bei festem u alle t. 
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und umgekehrt, so daß schon die Kenntnis des einen von beiden 
Mengensystemen die Funktion bestimmt, ̂  Wenn nämlich k alle 
natürlichen Zahlen durchläuft, so ist 

A » = © X ( . + 1 ) = © S ( . + ^ 

X (M) = 25 X ( M - ^ ) = 2 36 ( M - | 

Jedes 36 ist also Durchschnitt einer Folge von Mengen X oder ein Jj, 
jedes X Summe einer Folge von Mengen 36 oder ein X,, Die Summe 
beliebig vieler X (bei festgehaltener Funktion x[t)) ist ein X oder 
die ganze Menge T, der Durchschnitt endlich vieler X ist ein X; 
der Durchschnitt beliebig vieler 36 ist ein S oder Null, die Summe 
endlich vieler 36 ist ein 36. 

Betrachten wir nun mehrere, in derselben Menge T definierte, 
reelle Funktionen x^{t) und zwar sogleich eine Folge solcher Funk­
tionen, von der wir voraussetzen, daß die Zahlen x^{fj für jedes t 
eine beschränkte Zahlenfolge bilden. Von dieser Zahlenfolge sei 
2/j [t) die untere, x^ [t] die obere Schranke, ferner 

y (t) = lim inf«. [t), % [t] = lim sup «. (i). 
Die diesen Funktionen entsprechenden Mengen seien Yj(tf), ^^(it) usw. 
Wiederum ist 

Y,(w)g2)X;(z.)g25S;(M) = ?)i(*0, 
Zj {li) = © X; (M) g © 36; [u) g 3i (M). 

Denn wenn y^{t)>u, so ist, für alle i, x^(t) > u (aber nicht um­
gekehrt); wenn aber y^{t)^u, so ist, für alle i, x.{t)^u und um­
gekehrt. Wenn ferner %^ [t)>u, so ist, für mindestens ein i, x.(fj>u 
und umgekehrt; ist hingegen, für mindestens ein i, x^{t)^u, so ist 
auch z.^{t)^u (aber nicht umgekehrt). 

Auf Grund dieser Gleichungen gelangt man genau wie zuvor 
zu den folgenden 

Y(u) g Lim inf X; [u) g Lim inf 36; {u) g D (ii), 
Z (M) g Lim sup X^{^l,) g Lim sup 36;(M) g 3 (M) , 

Hiermit sind allerdings die Mengen Y(u) usw. noch nicht bestimmt. 
Läßt man aber k wieder alle natürlichen Zahlen durchlaufen, so ist 

Y(M) = © Y (M +j-\ g © Lim inf X; (u + ^ 
k 

. © Lim inf X; (M + I j S (S D ,̂, + -^) = Y{u), 

• i ^ ^ ' ^ j ^ * - ^ - * °'̂ *̂ '" ^^**'' ^°^^^^ °i<=li' ganz beliebig angenommen werden; 
wir laden den Leser ein, die notwendigen und hinreichenden Bedingungen 
aufzustellen. ° ° 
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also 

y[it) = 3 Lim inf-\-,, (1/ + j ) = 3 Lim inf ,\\ L + y) , 

fi yii) = 2 Lim inf X L~ *) = ? Lim inf ,V,. (u- M , 

Z(«) = 3 Lim suj! A; (u + -1-j = 3 Lim sup .V,. (u + '- ] , 

3 [u] = î  Lim sup A; /;/ - ^A = 2 Lim sup.\'; lu - 1) . 

Um den Aufbau dieser Mengen festzustellen, bezeichnen wir alle X.{u] 
mit A", alle .V; ;;' mit i ' und erinnern uns, daß der obere Limes 
einer Folge von Mengen M ein M^^, der untere ein i/^, ist (§ 10). 
Danach sind 

Y » , ?1 u\ Z{u), S{u) 
Mensen der Form 

oder 
-^i:- -^i<ji' -^oda' cd 

Wir wollen noch für eine Summe zweier Funktionen 
.r,2 (i) = Xj (<) + «., (dl 

die zugehörigen Mengen ermitteln. Die Ungleichung x^^_[t)>u ist, 
für jedes einzelne i, mit der Existenz zweier rationaler Zahlen / j , r., 
gleichwertig, die den Bedingungen 

•^1 (t, > ^1 • •'"ü ( 0 > ''2 > »"i ^ - '':; > "• 

genügen man wähle, wenn «̂  +,/;., > u, erst ?'j und dann /-̂  den Un­
gleichungen Xj > rj > !/ —./., und x^y-r^yu — r^^ entsprechend; wenn 
umgekehrt zwei solche rationalen Zahlen existieren, so ist Xj^-^-x.^^u). 
Demnach ist 

Xj2 lu) = 3 2 [A'J [r^), Xj (r^)], 
die .Summe über alle rationalen Zahlen rj ,r , erstreckt, deren Summe 
> ' ( ; man sieht leicht, daß auch 

Xj,(./) = S2[i \ ; r j ) ,a ; , (n,)] . 

Die Menge 36j, [u] erhält man am einfachsten durch Betrachtung 
ihres Komplements T—'X.^^{u), der Menge derjenigen <, wo x^^ß)<u; 
diese Ungleichung ist mit der Existenz zweier rationaler Zahlen 
gleichwertig, für die 

«1 (̂ ) < 'Jl, a:2 '.!•) < ?2» Q\-^ 'h < '-'•• 

Man erhält demgemäß 
T- •&,, (w) = 3 2 [ 7 - - 36̂  (oj , T - \ (?,)] 

oder 
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und ebenso 
S,,(«) = 2©[Xj(^j).A,(o,)], 

die Durchschnitte über alle rationalen Zahlen Q , Q mit einer 
Summe < M erstreckt. 

Wenn wir für den Augenblick die Summe und den Durch­
schnitt e n d l i c h vieler Mengen M mit Jf,,lf^ bezeichnen, und wenn 
wir beachten, daß die genannten rationalen Zahlenpaare in eine 
Folge angeordnet werden können (Kap, I I I , § 5), so ist also Aj, 
ein X^, oder 36^,, 1^^ ein X^^ oder X,^. 

Wir wollen diese Resultate noch etwas vereinfachen. Sagen 
wir kurz, eine Funktion x{t) ist von der Klasse (if,93?), wenn jedes 
X(M) ein M und jedes 36 (M) ein 93t ist, wobei M und 93t, die natür­
lich Teilmengen von T bedeuten, gewisse Mengensysteme durchlaufen 
sollen. Nehmen wir jetzt insbesondere an, daß die M einen 
ff-Ring und die 93t e inen J -Ring bilden.^ Suchen wir dann 
für die bisher abgeleiteten Mengen die einfachste Darstellung: z.B. 
ist Y{u) ein ilf ,̂ oder 93? ,̂, da aber 93t̂  ein 93t ist, auch ein 9)t,; 
XJ2(M) ist ein Jf^, = Jf, = if. Man erkennt auf diese Weise: die 
Summe zweier Funktionen der Klasse [M, 93t) ist von derselben Klasse; 
der untere Limes y {t) einer Folge von Funktionen der Klasse [M, Tl) 
ist von der Klasse (S[)t,,93t,^), der obere Limes %{i) von der Klasse 
[M^^jMg). Die Summe zweier unterer Limites ist wieder von der 
Klasse (Ü3t,, 93t,^), da ja auch die 93t, einen ff-Ring, die 'OJi^^ einen 
ci-Ring bilden. Der Limes x{t) einer konvergenten Folge von Funk­
tionen x(i) der Klasse (If,93t) ist, da er sowohl ein y{t) wie ein x(t) 
ist, von der Klasse (93t,, Jf,); der Limes x"{t) einer konvergenten 
Folge von Funktionen x'{t) ist von der Klasse (il/5,,93t,^) usw. 

Nehmen wir noch weiter an, daß die M und 3Jt Komple­
mente v o n e i n a n d e r seien (jedes T—Mist ein 93t, jedes T — Tl 
ein M). Dann ist -x{t) von der Klasse ( r -93t , T - üf) = (Ji, S«), 
also von derselben Klasse wie x{f)- auch die Differenz zweier solcher 
Funktionen x[t) ist von derselben Klasse. Der negative untere Limes 
~y{t) ist von derselben Klasse (r-93t,^, r-93t,) = (Jf,,, Jf̂ ) wie ein 
oberer Limes; was auch aus der Formel -^(if) = lim sup (-«;(!;)) 
hervorgeht. Die Summe zweier Funktionen z[t), oder die Differenz 
x{f)~y{t) ist von derselben Klasse {M^^,M^); insbesondere ist die 
Menge der Elemente t, wo %{t)-y{t) > 0, eine Menge Jf^,, Das heißt 

-,. , ' Beispielsweise, unter Bezugnahme auf spätere Betrachtungen (Kap. IX): 
die M seien mit den fielativgebieten in T, die W mit den in T abgeschlossenen 
Mengen identisch; die Funktionen der Klasse {M, W) sind dann die stetigen 
1 unktioncn Hier ist auch die nachherige Annahme erfüllt, daß die M und W 
üomptemente von einander sein sollen. 
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aber: die Alenge der E l e m e n t e t, wo eine Folge von F'uiik-
t ionen der Klasse (.1/,33J) n icht konverg ie r t , ist ein J/^^, also 
die Menge dere r , wo sie konve rg i e r t , ein 9.1?̂ ,̂ . 

Wir hatten dabei allerdings vorausgesetzt, daß die .i\{t) für jedes t 
eine beschränkte Zahlenfolge bilden: diese Einschränkung läßt sich 
durch eine Abbildung der Menge aller reellen Zahlen auf ein end­
liches Intervall leicht beseitigen. Ordnen wir z.B. jeder Funktion.r(i) 
die Funktion 

,i(<) = - iarc tgx(0 ( - 1 < I W < 1 ) 

zu. Die Menge der Elemente ^ wo ^( i )>c , ist ein X[u) oder 7' 
oder 0; ebenso die Menge der t, wo |i.0 = ''. eiu .^(M) oder T oder 0. 
Wenn wir also den Mengen J/, 93t nötigenfalls die beiden Mengen 
T und 0 hinzufügen, so ist mit x[t) auch |(<) von der Klasse (J/,93t). 
Ist dann x/J,, eine beliebige Folge von Funktionen, so braucht 
yj = )im.in'ix^{t) nicht für jedes t zu existieren oder es kann, wie 
man in bekannter Weise zu definieren pflegt, einen der Wei-te + cc 
haben, während 7;;/) = liminf|.(<) immer existiert und entweder gleich 

— axctsyit) oder aber gleich ± 1 i?-t. Entsprechendes gilt für x{t) 

und ^{t\ Die Konvergenzmenge der x^{t] ist also die Konvergenz­
menge der U<) mit Ausschluß derjenigen t, wo »/(<) = <|: (i) = + 1 ist, 
oder der Durchschnitt der Konvergenzmenge der |;(d) mit der Menge 
derjenigen i, wo gleichzeitig 7?(<)> — 1 und C(<)< 1. Die Ungleichung 
t] {{]> — ! ist für eine Menge Sit, erfüllt, weil ?j{t) wie y{i] von der 
Klasse (9Dt,,93t,̂ ) ist; ^ ( / ; < 1 für eine Menge T—jy^ = 93t,; also ist 
die Konvergenzmenge der Fo]gex.{t) eine Menge2(3Jt,^,3)t,,93tJ = 93t,^. 

Wenn die Mengen X ein [a f)"-System bilden und ihre eigenen 
Komplemente sind* [T—X ist wieder ein A), so hat eine Folge von 
Funktionen der Klasse (A, X) als oberen und unteren Limes wieder 
eine Funktion der Klasse (X, X); im Konvergenzfalle ist der Limes 
wieder eine solche Funktion; die Menge der Konvergenzstellen ist 
eine Menge X. 

' Diese Voraussetzung trifft auf die im Lebesgueschen Sinne meßbaren 
Mengen zu (Kap. X); die Funktionen der Klasse (X, X) sind die „meßbaren" 
Funktionen. 
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Zweites Kapitel. 

Mengen und ihre Verknüpfungen: Funktion, 
Produkt, Potenz. 

§ 1. Eindeutige Funktionen. 

Aus zwei verschiedenen Elementen d,b können wir die Menge 
oder das P a a r {a,b] = [b,a] zusammensetzen; beide Elemente treten 
darin symmetrisch, gleichberechtigt auf. Wir können sie aber auch 
zu einer unsymmetrischen, das eine Element vor dem anderen 
bevorzugenden Verbindung zusammenfassen: wir können das ge­
o r d n e t e P a a r 

p = {a,b) 

bilden, das von dem umgekehrt geordneten 

j j* = {b,a) 

unterschieden werden soll. Falls die beiden Elemente gleich sind, 
können wir sie einerseits zur Menge {«}, andererseits zu dem ge­
ordneten Paar {a,a) zusammenfassen, das in diesem Fall mit seiner 
Umkehrung identisch ist. Zwei geordnete Paare p = [a, h) und 
p = («', b') gelten dann und nur dann als gleich, wenn a = d, b = b'. 

Die Doppelindices {i, k) an Elementen einer Determinante, die 
rechtwinkligen Koordinaten [x,y) von Punkten der Ebene sind ge­
ordnete Zahlenpaare. Dieser Begriff ist also in der Mathematik 
fundamental, und die Psychologie würde hinzufügen, daß geordnete, 
unsymmetrische, selektive Verknüpfung zweier Dinge sogar ursprüng­
licher ist als ungeordnete, symmetrische, kollektive. Denken, 
Sprechen, Lesen und Schreiben sind an zeitliche Reihenfolge ge­
bunden, die sich uns aufzwingt, bevor wir von ihr absehen können. 
Das Wort ist früher da als die Menge seiner Buchstaben, das ge­
ordnete Paar [a,b) früher als das Paar {a,b}. 

Übrigens läßt sich, wenn man will, der Begriff des geordneten 
Paares auf den Mengenbegriff zurückführen. Sind 1, 2 zwei von­
einander wie von a und b verschiedene Elemente, so hat das Paar 
von P a a r e n 

genau die formalen Eigenschaften des geordneten Paares (a, b), näm­
lich Unvertauschbarkeit von a und b im Falle der Verschiedenheit 
beider Elemente. Diese Unsymmetrie wird hier durch die Ver­
knüpfung mit den Elementen 1, 2 erreicht und kann, da wir nun 
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einmal suk.'.essiv und nicht simultan schreiben, durch die Bezeich­
nung (,!, b) ausgedrückt werden, indem wir das mit I gepaarte 
K'.ement an die erste, tlas mit '_' gepaarte an die zweite Stelle 
setzen. 

Aus zwei nichtverschwindenden Mengen ,(, B können wir ge-
oiiiuete Paare p = (a,b) bilden, deren erstes Element a ein Element 
von .1, deren zweites Element 6 ein Element von B ist. Sind beide 
Mengen endlich und besteht .1 aus m, B aus ?j Elementen, so gibt 
es mn solcher Paare i; das legt den Gedanken nahe, in dieser Weise 
allgemein die Mul t ip l ika t ion von Mengen zu definieren (§ 2). 

Zuvor betrachten wir eine Menge P solcher Paare, und zwar 
von der Beschaffenheit, daß jedes Element a von A in einem und 
nur einem Paare p von P als erstes Element auftritt. Jedes Ele­
ment a bestimmt auf diese Weise ein und nur ein Element b, näm­
lich da-jenige, mit dem es zu einem Paare p = '/i,b) verbunden 
auftritt; dieses durch o bestimmte, von a abhängige, dem a zu­
geordnete Element bezeichnen wir mit 

i = /(a) 
uud sagen, daß hiermit in A (d, h. für alle Elemente von .Ij eine 
e indeut ige F u n k t i o n von a definiert sei. Zwei solche Funktionen 
f{a),["{a] sehen wir dann und nur dann als gleich an, wenn die zu­
gehörigen Paarmengen P,P' gleich sind, wenn also, für j e d e s a, 
/',a) = r(a) ist. 

Umgekehrt ist bei unseren Voraussetzungen ein Element b ent­
weder mit keinem oder einem oder mehreren (möglicherweise un-
eullich vielen) Elementen a zu einem Paare p = (a,b] verbunden. 
I-t die Menge P aber so beschaffen, daß auch jedes Element b in 
genau einem Paare als zweites Element auftritt, so bestimmt auch b 
ein einziges mit ihm verbundenes Element 

a^cf [b) 
und wir haben eine zweite, in B definierte eindeutige Funktion. 
Diese beiden Funktionen heißen zueinander invers oder jede die 
Umkehrung der anderen, und solche Funktionen werden als um­
k e h r b a r e indeu t ig oder eineindeutig bezeichnet. Zwischen endlichen 
Mengen ist diese Beziehung offenbar nur möglich, wenn beide Mengen 
gleichviel Elemente haben, und das legt den Gedanken nahe, auch 
unendlichen Mengen in diesem Falle gleiche Elementenanzahl zu­
zuschreiben (Kap. III). Wir nennen zwei Mengen, zwischen denen 
eine solche umkehrbar eindeutige Beziehung ihrer Elemente mög­
lich ist, äqu iva len t , in Zeichen: 

A-^B oder B~A. 

^ Wir lassen das Beiwort „geordnet'' im folgenden wieder weg. 
HauBdorf f , Mengenlehre. 3 
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Jede Menge ist mit sich selbst äquivalent, wie aus der Zuordnung 
jedes Elementes zu sich selbst (a = f[a)) hervorgeht. Die Äquivalenz 
ist eine t r a n s i t i v e Beziehung, d, h. 

aus A~B, B~G folgt A~G; 

denn die umkehrbar eindeutige Beziehung zwischen a und 6, 6 und c 
vermittelt auch eine solche zwischen a und c. 

Indem wir uns eine eingehendere Betrachtung äquivalenter 
Mengen für Kap, I I I vorbehalten, lenken wir die Aufmerksamkeit 
des Lesers vor allem auf die Tatsache, daß eine unendliche 
Menge A mi t e ine r von ihr verschiedenen Teilmenge B 
ä q u i v a l e n t sein kann (und sogar immer mit einer solchen äqui­
valent ist, wie wir sehen werden). In der allerdings etwas provo­
kanten Form ausgesprochen: A hat ebenso viele Elemente wie B, 
ist dies eine jener „Paradoxien des Unendlichen", an denen der 
unvorbereitete Intellekt Anstoß nimmt, Z, B. ist die Menge aller 
natürlichen Zahlen a mit der Menge der g e r a d e n natürlichen 
Zahlen äquivalent, wie die umkehrbar eindeutige Beziehung 

b = 2a, a — \b 

erkennen läßt, die der Menge der Paare 

(1,2) (2,4) (3,6)... 

entspricht. Auch die Menge der durch 1000 teilbaren natürlichen 
Zahlen (1000 a), der Quadratzahlen (a% der 1000'^° Potenzen (ai»""), 
der Potenzen von 1000 (1000"), der Zahlen a", der Primzahlen usw., 
so spärlich sie auch in der Menge aller natürlichen Zahlen ver­
treten sein mögen, sind mit dieser Menge äquivalent. Mengen, die 
mit der Menge der natürhchen Zahlen äquivalent sind, also in die 
Gestalt einer Fo lge verschiedener Elemente 

mm...f{a)... 
gebracht werden können, heißen abzäh lba r . 

Zwei Strecken können stets umkehrbar eindeutig, z. B. projektiv, 
aufeinander bezogen werden und sind also äquivalent, wobei ihre 
Längen keine Rolle spielen. Eine Strecke und eine beliebig kleine 
Teilstrecke, ein Kilometer und ein Millimeter, der Sonnenball und 
ein Wassertropfen haben in diesem Sinn „gleichviel Punkte". 

Die Menge der Punkte j einer Geraden ist mit der Menge der 
reellen Zahlen x, die Menge der Punkte p einer Ebene mit der 
Menge der geordneten Zahlenpaare p = {x, y) äquivalent. Eine ein­
deutige Funktion y = f(x) gehört zu einer Menge P von Paaren p, 
die entsprechende Menge 5ß der Punkte p ist die „Kurve, die durch 
die Gleichung y = f[x) dargestellt wird". 
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i; 2. Summe, Durchschnitt. Produkt, Potenz. 

Wir ordnen den Kiementen i einer (nichtverschwindenden) 
Menge / vermöge einer eindeutigen Funktion Elemente 

zu. Da sich der Ausdruck Funktion für das Folgende gelegentlich 
weniger gut eignet, wollen wir diese Zuordnung auch einen E le ­
m e n t e n k o m p l e x ' nennen; die Menge J heiße (in Anlehnung an 
die Sprache der Funktionentheorie) das Argument des Komplexes 
oder der Funktion, und ihr einzelnes Element / der Index des zu­
geordneten Elements 0.. 

Wenn wir einzelne Indices andeuten wollen und demgemäß 
J=\i,k,l,...\ 

schreiben, so würde der Komplex unzweideutig durch die Menge 
der geordneten Paare 
(1) {|/,a;}, (A:,aJ, V.flj),...} 
zu bezeichnen sein: hierbei ist die Reihenfolge gleichgültig. Wenn 
wir die weniger schleppende Schreibweise 

(2) (a;,o^.f/;,...j 

anwenden wollen, so ist zu beachten, daß bei einem individuell ge­
gebenen Komplex, dessen Elemente auch ohne Indices oder mit 
abweichenden Nummern bezeichnet sein können (etwa a,/;, c,... oder 
0^,03,03,...), die Zuordnung zu den Indices unersichthch werden 
kann; wir verabreden deshalb eine geordne te Schreibweise , wie 
wir sie bei den geordneten Paaren und stillschweigend schon in 
Kap. I angewandt haben, indem wir festsetzen, daß die Elemente, 
die wir angeben, in der Reihenfolge von links nach rechts be­
stimmten Indices i,k,l,... zugeordnet sein sollen. In dieser geord­
neten Schreibweise 2 ist also die Reihenfolge nicht mehr gleich­
gültig; die Komplexe 

{a, b,c,...) = { [i, a), [k, b), il, c],...} 

und {b,c,a,...) = \!i,h), [k,c), (l,«),...} 

sind verschieden.-

' Sind die a, reelle Zahlen, so haben wir einen Zahlenkomplex, den mau 
unter Umständen (nach Einführung geeigneter Eechnungsoperationen) auch eine 
komplexe Zahl nennt. 

- Die Theorie der geordneten Mengen (Kap. IV) ist zur Definition einer 
geordneten Schreibweise noch nicht erforderlich. Wir ordnen nicht die Menge J, 
Hondern nur die wenigen (zwei oder drei!), jedenfalls endlich vielen Elemente 
von ihr, die wir angeben, oder noch konkreter: wir ordnen eine Kombination 
von Hchriftzeichen (Buchstaben, Klammern, Punkte, Kommata). 

3* 
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Wenn wir den Indices i statt einfacher Elemente Mengen 

A,^F[i) 

zuordnen, so sprechen wir von einem Mengenkomplex 

(8) {A„A„A„...). 

Solche Mengenkomplexe haben wir in Kap. I bereits behandelt für 
den Fall , daß / die Menge der natürhchen Zahlen l,2,.,.,m oder 
aller natürlichen Zahlen ist. 

Wir werden den E l e m e n t e n k o m p l e x (2) in dem Mengen­
komplex (3) (unter Voraussetzung desselben Arguments J) ent­
h a l t e n oder zu ihm-gehör ig nennen, wenn, für jedes i, a. ein 
Element von A. ist. Ein Mengenkomplex enthält dann und nur 
dann Elementenkomplexe, wenn keine seiner Mengen die Null­
menge ist. 

Für einen Mengenkomplex ergibt sich unmittelbar die schon 
gelegentlich vorweggenommene Erklärung von Summe und Durch­
schn i t t . Die Summe 

© ^ ; = ®(^;,A,-4p.. .) 
i 

ist die Menge der Elemente, die in mindestens einem A^ (d. h. für 
mindestens einen Index i in A^ vorkommen; der Durchschnitt 

S ^ ; = S ( ^ ; , A , ^ P - ) 
i 

die Menge der Elemente, die zugleich in allen ^,. vorkommen. Sind 
die Ai paa rwe i se f remd, d. h. 

2(^;,.4j) = 0 für i:^k, 

so schreiben wir die Summe auch in der Gestalt 

:SA,^A. + A, + A, + ... 
i 

Beispiel: i sei eine reelle Zahl ( O ^ i ^ l ) und A^ die Menge der 
reellen Zahlen '^i. Die Summe ist A^, der Durchschnitt ^i-

Jede Menge ist die Summe ihrer aus je einem Element be­
stehenden Teilmengen: 

j=i{*} = {t] + {&} + {4 + ... 
i 

Die Angabe des Arguments über den Zeichen @, 2) (und nachher ^) 
gestattet, den Index unter diesen Zeichen durch ein beliebiges 
Symbol zu ersetzen, z. B. 

j j 

i k 
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Indessen kann diese Angabe, wie auch die des Iudex gelegentlich 
wegbleiben. 

Als das P r o d u k t 

iA^A,A,A,... 
i 

definieren wir die Menge aller E l e m e n t e n k o m p l e x e , die in dem 
Mengenkomplex e n t h a l t e n sind, d.h. :dler Elementenkomplcxe 
(Oj,Oj,tj,,,,.), für die jedes a^ ein Element von A. ist; und falls alle 
Mengen ..4; identisch sind, A. — A, so definieren wir das Produkt 
als die Po tenz 

Ĵ A = .F 

mit iler Basis A und dem Exponenten J. Oder also: das Produkt 
ist die Menge aller eindeutigen Funktionen f{i), worin, für jedes /, 
/•(»] Element von A. ist; die Potenz die Menge aller eindeutigen 
Funktionen f{i], worin, für jedes /, f[i) Element von A ist. Bei 
der Schreibung des Produkts ohne das Zeichen *|J können auch 
Multiplikationspunkte verwendet werden. 

Ein wichtiges Beispiel für den Potenzbegriff ist das folgende. 
Die Basis .1 bestehe aus zwei Elementen 1, 2. Jeder Elementen­
komplex oder jede eindeutige Funktion /'(/), die nur einen der beiden 
Werte 1. 2 annehmen darf, zerlegt / in zwei komplementäre Teil­
mengen 

worin ,/, die Menge derjenigen / ist, für die f{i]=l, und J^ die 
Menge derer, für die /"(») = 2. Umgekehrt bestimmt jede Teilmenge 
./̂  von / ihr Komplement J^ und damit die Funktion f[i). Die 
Menge der Funktionen ff-i) oder die Potenz {1, 2}-̂  ist also mit der 
Menge aller Teilmengen von / äquivalent.^ 

s P, Die Verknüpfungsgesetze. 

Zunächst fragen wir, was geschieht, wenn wir das Argument 
durch eine äquivalente Menge ersetzen. Es sei J~K, jedem Ele­
ment k von K entspreche umkehrbar eindeutig ein Element i — cp (Ä.) 
von ./, und wir ordnen jetzt dem Element Ä; die Menge B^^A.^A^f,.^ 
zu, wodurch wir zwei Mengenkomplexe (.i;,...) und {B^,-'J mit den 
Argumenten J und K erhalten. Eine ganz einfache Überlegung 
lehrt, daß Summe und Durchschnitt unverändert bleiben und das 
Produkt in ein äquivalentes übergeht: 

' Eine endliche Menge aus m Elementen hat 2™ Teilmengen (vgl. S. 4). 
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(1) 

t K J 

<SB, = (SA„ 
k i 
K J 
35 5 , =-25 4 , 
k i 

Vom Produkt ist nicht mehr zu verlangen, da ja Elementenkomplexe 
mit verschiedenem Argument verschieden sind. 

Wir können diese Formeln als die kommutativen Gesetze 
der drei Verknüpfungen bezeichnen und so aussprechen: zwei 
M e n g e n k o m p l e x e mi t dense lben Mengen in derselben 
Häuf igke i t^ geben d iese lbe Summe, denselben Durchschnitt 
und ä q u i v a l e n t e P r o d u k t e . Sie zeigen, daß Samme und Durch­
schnitt tatsächlich nur von den Mengen des Komplexes, nicht von 
ihrer Zuordnung zu den Elementen des Arguments abhängen, wobei 
sogar auch die Häufigkeit keine Rolle spielt; wir können demgemäß 
auch bei einer Menge von Mengen (wo von Hause aus eine Zu­
ordnung zu einem Argument gar nicht vorliegt) von Summe und 
Durchschnitt sprechen. Das Produkt hingegen ist von der Zu­
ordnung nicht nur formal, sondern tatsächlich abhängig, und das 
Zeichen ABG... stellt je nach der verabredeten Zuordnung zu irgend­
welchen Indizes im allgemeinen verschiedene, aber äquivalente Mengen 
dar. Jedes Produkt AB ist mit der Menge der geordneten Paare 
(a, b) äquivalent, worin a die Menge A und b die Menge B durchläuft. 

Auch wenn X = J ist, also eine umkehrbar eindeutige Ab­
bildung von J auf sich selbst, eine P e r m u t a t i o n von / vorhegt, 
sind die bezüglichen Produkte im allgemeinen nur äquivalent, nicht 
identisch. 

Prüfen wir zweitens, wde sich S, 2), iß bei Ersetzung der Kom-
plexmengen A^ durch äqu iva l en t e Mengen B^ (bei ungeändertem 
Argument) verhalten. Die einfachsten Beispiele zeigen, daß Summe 
und Durchschnitt hier nicht einmal in äquivalente Mengen über­
zugehen brauchen^; wenn indessen sowohl die A. als die B^ paar­
weise fremd sind, so sind die Summen äquivalent: 

(2) i 'x ~ i-R. 

' D. h. die Menge der Indices i, für die Ai = X, ist äquivalent mit der 
Menge der Indizes k, für die P j = X, für jede Menge X: 

Eine Menge von 4 und eine Menge von 3 Elementen können einen 
Durchschnitt von 0, 1, 2, 3 Elementen und entsprechend eine Summe von 
"', 6, 6, 4 Elementen haben. 
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D.is Produkt geht in j edem F;ille in ein äquivalentes über 

.3. iM,.- '^*ß; . 
i i 

Sind z. B. alle -1; mit derselben Menge .1 äquivalent, so ist ihr 
Produkt mit der Potenz A'^ äquivalent. 

Die assoz ia t iven Gesetze. Das Argument sei jetzt selbst 
eine Summe paarweise fremder ^nichtverschwindender) Summanden: 

M 

4 ^ = - S ' / -
m 

Bevor wir die hieraus entspringenden assoziativen Gesetze angeben, 
bemerken wir, daß nach (2) J mit einer Menge P von geordneten 
Paaren m,n) äquivalent ist, worin m die ^lenge M und, bei festem 
m, II eine mit J^ äquivalente .Menge A, durchläuft. Denn ist P„, 
die Menge der Paare mit festem m, so ist 

i! 

m 

also P^J. Sind insbesondere alle Ĵ _ einer und derselben Menge X 
äquivalent, so kann man A^= A setzen und erhält; 
i5, J i V „ ~ J / X für / - A . 
Eine Summe paarweise fremder, äquivalenter Summanden ist also 
einem Produkt äquivalent (wie ein Produkt gleicher Faktoren eine 
Potenz ist). 

Auf Grund der Voraussetzung (4) gelten nun die assoziativen 
Gesetze 

t J MJm 

i m i 

J MJm 

i m i 

J MJm 

1 m i 

Der Zerlegung des Arguments •/ in Teilargumente J^ entspricht 
nämlich die Zerlegung des Komplexes a = (a;,..,) in Teilkomplexe 
& , wo 5 nur die den Elementen von J zugeordneten a. zusammen-
faßt, und eine Zusammenfassung dieser Teilkomplexe zu einem Ge­
samtkomplex b = (h^,...j, der umkehrbar eindeutig dem Komplex a 
entspricht. Z. B. für 

.7=(l ,2,3,4, ,5i = j ] ,2 ,3 j + {4,5) = .7, + J, 
ist a = (aj, 02,03,0^,0.), 

ij = (öj, «3, üg), Ö2 = (a^,a5), 
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Läßt man jedes a^ die Menge A^ durchlaufen (um nur die Produkt­
formel zu beweisen), so durchlaufen a, b^, b resp, die Mengen 

J Jm M 

^A„ B^^^A,, ^B^, 
i i m 

und wegen der umkehrbar eindeutigen Beziehung zwischen a und l 
sind die erste und dritte Menge äquivalent. 

Eine für manche Zwecke bequemere Schreibweise erhält man, 
wenn man / durch eine äquivalente Menge geordneter Paare er­
setzt (was ja nach (1) im Sinne der Äquivalenz nichts ändert); wir 
dürfen annehmen, J sei selbst eine solche Menge und bestehe aus 
den Paaren {m,n), wo m die Menge M und, bei festem m, n eine 
Menge iV,̂  durchläuft; J^~N^ ist die Menge der Paare mit festem m. 
Schreiben wir noch kürzer tnn für (?w, n) und bezeichnen die diesem 
Indexpaar oder Doppelindex zugeordnete Menge mit J^„,„, so ist 

(7) 

J MNm 
<SA =@©.4 , 
mn m n 

J MNm 

2)J^„„=2)2)J.„„, 
mn m n 
J MNm 

^A^^,~^^A^„. 

Spezialfälle des assoziativen Produktgesetzes sind, nebst Formeln wie 

[AB)G~A{BG)~ABG, 

die assoziativen Po tenzgese t ze . Nimmt man in (6) alle A^^ A, 
so wird 

M 
(8) A'^'^^Ä'^"' 

m 

oder mit Andeutung einiger Elemente von 31 durch Ziffern 

^ J i + ^2 + , . . ^ A'^^A'^^.... 

Nimmt man hierin alle J^ äquivalent, J^~N, so wird 

m m 

(9) A'>'^~{A^'^. 

Setzt man in (7) alle N^=N, so wird 
/ M N 

^A^^~^^A^,. 
mn m n 

Die linke Seite dieser Formel geht nach dem kommutativen 
Gesetz in eine äquivalente Menge über, wenn man das Argument J, 
die Menge der Paare i = [m, n), durch das äquivalente Argument J*, 
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die Menge der umgekehrten Paare i* =(»,»») ersetzt und diesem 
Paare jetzt die Menge .1^^^ zuordnet. :\lan erhält auf diese Weise 

.v }r M X 

T- T ' 'KlII T 1- S n n 

uud wenn man alle ,4„„ mit festem w gleich annimmt (A = 4 ): 

(10) ( | . l j - ^ ' ~ f . p -
m m 

oder 
-IJ .i., . . . I ~ ^ 1 , J j . . . 

Die d i s t r i b u t i v e n Gesetze. Während die assoziativen Ge­
setze sich auf Summen von Summen, Durchschnitte von Durch­
schnitten, Produkte von Produkten beziehen und diese wieder als 
Summen, Durchschnitte, Produkte darstellen, also die Form 

S S = a , 2 2 = 2 , «lJ«|5~5ß 
haben, verknüpfen die distributiven Gesetze je zwei dieser Opera­
tionen und gestatten eine Summe von Durchschnitten als Durch­
schnitt von Summen und umgekehrt, eine Summe von Produkten 
als Produkt von Summen und umgekehrt, einen Durchschnitt von 
Produkten als Produkt von Durchschnitten und umgekehrt darzu­
stellen (oder beide wenigstens in Beziehung zu bringen). Wir haben 
also drei distributive Gesetze, eine Beziehung zwischen 

S 2 und 2 « , 
25J5 und 5)ä£. 
2it> und 5ß2, 

und jedes zerfällt in zwei Gesetze, je nachdem wir z. B. ® 2 in 2 3 
umformen wollen oder umgekehrt. Das distributive Gesetz zwischen 
3 und 2 ist uns in den einfachsten Fällen schon bekannt. 

Wir legen die Bezeichnung mit Doppelindices wie in (7) zu­
grunde. Der Durchschnitt der Mengen 

5„=3 . - l 
mn 

besteht aus den Elementen, die für jedes m mindestens einer Menge 
A^^ angehören, ist also die Summe aller Durchschnitte 

M 

XA 

wenn man darin für n irgend ein Element von iV^ setzt. Wir 
haben also, wenn wir wieder einige Elemente von M durch Ziffern 
andeuten, einen beUebigen dem Mengenkomplex 
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zugehörigen Elementenkomplex 

? = (Wj ,M2 , . . . ,W^ , . , . ) 

zu nehmen, ihn die Menge 

M 

m 

durchlaufen zu lassen und mit dieser Menge als Argument die 
Summe über alle Durchschnitte 

M 

2) .4 
m 

ZU bilden. Wir erhalten damit, und unter Anwendung der Dualität, 
die beiden distributiven Formeln 

(11) 

(12) 

(13) 

MNm Q M 

25(S^,,„=©2)^_„,, 
m n q m 

MNm Q M 

325.4^„=2©^„,„ . 
«in ™' tm 

m n q m 
Genau ebenso^ beweist man die Formeln 

MNm Q M 

^SA^„^^^A^„^, 
ni n q «i 

MNm Q M 

(14) 5ßS4,, ,= 2^^ ,„„„ . 
ni 71 q m 

Man bemerke, daß hierin rechts nur Produkte mit demselben 
Argument J/wie links auftreten. Wenn wir umgekehrt SSp oder 2 f 
umformen wollen, ist es ratsam, sich auf diesen einfachen Fall, daß 
alle Produkte dasselbe Argument M haben, zu beschränken. Man 
findet dann 

NM M N 

(15) 3 ^ 4 _ g ^ 3 ^ „ „ , 
n m TTL n 

NM M N 

(16) 2 5 ß ^ _ = S | 5 3 5 ^ _ . 
n m VI n, 

Das Ungleichungszeichen in (15) ist nicht vermeidbar; wir 
illustrieren die Formeln (13)~(16) durch einfache Beispiele, deren 
Interpretation wir dem Leser überlassen können. 

3(.4, B).<S{G,D) = <S{A G, BG, AD, BD), 
2(4, B].'S){G,D) = 2)(^ G, BG, AD, BD), 
3(^G, BD) g (S[A, B).<S{G, D], 
2)(4 C, BD) = 2(4., 5 ) . 2 ( a D). 

' Da die distributiven Gesetze zwischen *P und ©, 5ß und 2) kaum eine 
Anwendung finden, beschränken wir uns auf eine kurze Angabe. 
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Daß sieh Durchschnitt und Summe gegenüber dem Produkt 
verschieden verhalten, daß man also in einer Formel mit den 
Zeichen ? , 3 , î  nicht 2 und 3 vertauschen darf, ist keine Ab­
weichung vom Gesetze der Dualität. Denn dieses beruht auf 
Komplementbildung; aber das Komplement eines Produktes ist nicht 
das Produkt der Komplemente, d. h. für 

t i 

im allgemeinen mit Ausschluß des Gleichheitszeichens. 

§ 4. Mohteindeutige Funktionen. 

\\ enn wir aus zwei Mengen A, B eine Menge geordneter Paare 
p= t.b) bilden, so erhalten wir eine eindeutige Funktion flai falls 
•edes Element a in genau einem Paare^ als erstes Element auftritt. 
Lassen wir diese Voraussetzung fallen und wählen die Menge P 
beliebig, so kann ein Element a jetzt in einem Paare ;;, aber auch 
in mehreren oder keinem vorkommen; es kann, wie wir uns aus­
drückten, mit einem oder mehreren oder keinem Element b ver­
bunden sein. Bezeichnet b = fiai ein mit a verbundenes Element oder 
ein Bild von a (nicht das Bild', so kann a ein oder mehrere oder 
kein Büd /la. haben; diese Funktion ist also im allgemeinen nicht 
eindeutig, sie ist für gewisse Elemente a nuUdeutig id, h, überhaupt 
nicht definiert, und für die übrigen ein- oder mehrdeutig. Das 
gleiche ist über die inverse Funktion a = y (b) zu sagen, die eins der 
mit h verbundenen Elemente a oder ein Urbi ld von b bezeichnen 
soll. Auch die zu einer eindeutigen Funktion inverse Funktion ist 
im allgemeinen nicht eindeutig. 

Indessen bestimmt, bei gegebener Paarmenge P, jede Teilmenge 
X von A eindeutig die Menge 

f'iA, 
aller Bilder aller Elemente von A; wir nennen dies die ß i l d m e n g e 
von A. Ebenso bestimmt jede Teilmenge Y von B eindeutig die Menge 

aller Urbilder aller Elemente von Y, die Urb i ldmenge von Y. 
Insbesondere bestimmt ein einzelnes Element a die Menge Fi[a\] 
seiner Bilder^ und ein einzelnes Element b die Menge 0({6j) seiner 

' Diese Menge einfach mit F(a) zu bezeichnen, könnte in dem Fall zu 
Kollisionen führen, daß ein Element von A zugleich eine Menge wäre, die ein 
anderes Element enthielte, z. B. wenn A die Menge der Elemente und Teil­
mengen einer anderen Menge ist. Man pflegt diesen in praxi allerdings un­
gewöhnlichen Fall stillschweigend zu ignorieren. 
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Urbilder. Jede Menge F[X) ist eine Teilmenge von B, kann aber 
auch Null sein; ebenso ist O g 0 ( T ) S . 4 . 

Wir haben nicht vorausgesetzt, daß alle Elemente von A Bilder 
haben; die Menge derer, die Bilder haben, sei 4g, und ebenso sei 
für X^A 

Zo=2) (Z ,A) 

die Menge der Elemente von X, die Bilder haben. Es ist also 
F{X) = F{Xg). Desgleichen sei .0^ und Y^='Z{Y,B^) die Menge der 
Elemente von B und Y, die Urbilder haben, also 0 ( 7 ) = ^(Yg). 

Offenbar ist 
X,^(P{F(X,)), 
Y,^F(0iYj). 

Um z. B. die zweite Formel zu beweisen: ein Element b von Y„ 
hat ein Urbild a in 0{Yg), also ist b ein Bild von a und gehört zu 
F(0{Y^)). Umgekehrt läßt sich nichts schließen: ein Element 6 von 
F{0{Y^)) hat ein Urbild a in ^'(Yo), a hat ein Bild b' in Y ,̂ aber 
b kann von b' verschieden sein und braucht nicht zu Ŷ  zu gehören. 
Wenn aber die Funktion f{a) in ^^ e indeu t ig ist, so ist b = b'; 
dann tritt also in der zweiten Formel das Gleichheitszeichen ein: 

Y,^F(0[Y,)). 
Wir können die obigen Formeln in der Gestalt 

'S^{X,A,)^<I>{F{X)), 
^{Y,B,)^F{(I>{Y)) 

schreiben; in der zweiten tritt das Gleichheitszeichen ein, wenn f{a) 
in A n i ch t m e h r d e u t i g (d. h, wenn sie null- oder eindeutig) ist. 

Haben wir ein System oder einen Komplex von Mengen 
X-^, X^, ... (Teilmengen von A), und ist 

X=<3 [X^, X^,...), A' = 2)(A„ A„.,.) 

ihre Summe und ihr Durchschnitt, so ist 
FiX)=^<S{F{X,), F{X,),...), 
F{X-)^X[F{X,), Fix,),...). 

Ebenso ist für 
Y=3(r„r,,„,), r=25(Y„r„,..) 

0(Y) = (S((f)(Y,),a^(r,),..,), 
aj(Y')gi5(a)(r,), cf>(ŷ ),...). 

Wir beweisen wieder die zweite Formelgruppe; die Summen­
gleichung ist evident. Ist a ein Element von (&(Y'), so hat a ein 
Bild b in Y', b gehört zu allen Y^ und a zu allen (1>(Y;). Umgekehrt 
läßt sich wiederum nichts schließen: ist a ein Element des rechter­
hand stehenden Durchschnitts, also ein-Element von jedem Cf>(Y;), 
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so hat a ein Bild b. in Y.. aber diese Bilder können verschieden 
sein und brauchen nicht zu V zu gehören, Ist jedoch wieder die 
Funktion fuv in 4^ eindeutig, so sind alle i,. identisch, b.= b, und 
b gehört zu Y', also a zu 0[Y). Es gilt also die Formel 

0 . r > = 2 ( 0 ( r , ) , 0 ( i ; ) , . „ ) , 
wenn die Funktion f{a\ in 4,, e indeu t ig oder in 4 n ich t mehr­
deut ig ist. In diesem Fall ist für 2 r ; = 0 also auch 2CfJ(y;) = 0; 
sind insbesondere die 1'; paarweise fremd, so sind es auch die 0{Y^ 
und die Summenformel lautet dann 

0yY^+ Y,+ ...)=(lJ(Y^)+ 0 ( r , ) + „. 

Drittes Kapitel. 

Kardinalzahlen oder Mächtigkeiten. 

§ 1. Äquivalenz und Kardinalzahl. 

Wenn man eine Menge von Äpfeln mit einer Menge von Birnen 
in bezug auf die Anzahl der Gegenstände verg le ichen will, so 
geschieht dies auf dem primitiven Standpunkt in der Weise, daß 
man einen Apfel mit einer Birne zusammenlegt, dann einen zweiten 
.\pfel mit einer zweiten Birne, und dieses Verfahren bis zu seinem 
Ende fortsetzt, d. h. bis die eine von beiden Mengen erschöpft ist. 
Ist damit gleichzeitig auch die andere erschöpft, so haben wir ebenso 
viele Äpfel wie Birnen. Das ist nun gar nichts anderes als die 
Bildung einer Menge von P a a r e n p^{a,b), worin jeder Apfel a und 
jede Birne b in höchstens einem Paar vorkommt; und gelingt es 
insbesondere die Paarmenge P so zu bilden, daß jedes a und jedes 
b in genau einem Paare vorkommt, so haben wir gleiche Anzahl 
von Äpfeln und Birnen oder (Kap. H, § 1) die Äquivalenz beider 
Mengen A und B konstatiert. 

Wenn aber die Äpfel und die Birnen sich an verschiedenen 
Orten befinden und ein Transport der einen Menge zu der anderen 
mit Schwierigkeiten verknüpft ist, so wird der erfinderische Menschen­
geist auf der nächsthöheren Stufe sich einer vermittelnden Menge 
bequem transportabler Gegenstände, seien es Steine, Muscheln, Holz­
stücke, bedienen und aus den Äquivalenzen A~ G, B~G die Äqui­
valenz ^ ~ 5 erschheßen. Endhch aber wird auch dieser Erdenrest 
noch übervranden und an Stelle der vermittelnden Menge tritt ein 
System gesprochener, geschriebener oder gedachter Zeichen, der 

file:///pfel
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Zahlzeichen 1, 2, . . . Das Vergleichen wird damit zum Zählen, 
und äquivalente Mengen erhalten nun eine gemeinsame Eigenschaft, 
die Anzahl ihrer Elemente. 

Diese Bemerkungen, die weder nach der psychologischen noch 
nach der kulturgeschichthchen Seite hin irgendwelchen Anspruch 
erheben wollen, sollen nur verständlich machen, daß die Äquivalenz 
die natürliche Grundlage der Vergleiehung von Mengen ist und daß 
mit ihrer Hilfe sogar der anscheinend paradoxe Versuch unter­
nommen werden konnte, auch unendliche Mengen zu zählen. 

Wir wissen bereits, daß zwei Mengen, die einer dritten äqui­
valent sind, auch miteinander äquivalent sind, oder daß die Äqui­
valenz das transitive Gesetz: 

aus A~B, B-^G folgt A~G 
erfüllt. Mengen eines Systems, die einer gegebenen Menge und 
damit auch untereinander äquivalent sind, haben etwas Gemeinsames, 
das im Falle endlicher Mengen die Anzahl der Elemente ist und 
das man auch im allgemeinen Falle die Anzahl oder Kardinal­
zahl oder M ä c h t i g k e i t nennt. Über die absolute Beschaffenheit 
dieses neu eingeführten Etwas kann man allerhand verschiedene 
Auffassungen hegen. G. C a n t o r definiert die Mächtigkeit einer 
Menge als den Allgemeinbegriff, der durch Abstraktion von der 
individuellen Beschaffenheit^ ihrer Elemente entsteht. B. Russell 
definiert sie geradezu als die Gesamtheit oder Klasse „aller" mit 
jener Menge äquivalenten Mengen; dies halten wir bei der uferlosen 
und antinomischen Beschaffenheit dieser Klasse für bedenkhch. 
Wenn wir analoge Beispiele aus anderen Gebieten der Mathematik 
herbeiziehen, wird die gegenwärtige Situation nicht klarer; denn 
wenn wir kongruenten Punktpaaren eine gemeinsame „Entfernung", 
parallelen Geraden eine gemeinsame „Richtung", ähnlichen Figuren 
eine gemeinsame „Form" beilegen, so können ja diese Begriffe 
außerdem wirklich durch Strecken, Winkel oder Zahlen präzisiert 
werden. Andererseits könnte man den Begriff Mächtigkeit freilich 
entbehren und alles auf die Betrachtung äquivalenter Mengen be­
schränken, worunter aber die Bequemlichkeit des Ausdrucks erheblich 
leiden würde. Übrigens ist darauf aufmerksam zu machen, daß die 
genannten Schwierigkeiten auch schon bei endlichen Mengen be­
stehen, wo es ja an verschiedenen Auffassungen des Zahlbegriffes 

' und der Anordnung; von dieser brauchen wir nicht abzusehen, da wir 
die Ordnung gar nicht als ursprünglichen Bestandteil in den Mengenbegriff 
aufgenommen haben, sondern umgekehrt aus einer Menge erst durch zusätz­
liche Bestimmungen eine geordnete Menge hervorgehen lassen. Dies illustriert 
übrigens unsere Bemerkung (S. 32), daß geordnete Mengen psychologisch früher 
da sind als ungeordnete. 
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durchaus nicht mangelt. Wir werden uns einfach auf den formalen 
Standpunkt stellen und sagen: einem System von Mengen 4 ordnen 
wir eindeutig ein System von Dingen a zu derart, daß äquivalenten 
Mengen und nur solchen dasselbe Ding entspricht, d. h. daß aus 
A^B immer a = b folgt und umgekehrt. Diese neuen Dinge oder 
Zeichen nennen wir Kardinalzahlen oder Mächtigkeiten; wir sagen: 
4 hat die Mäehtiukeit Q, A ist von der Jlächtigkeit a, a ist die 
Mächtigkeit von 4, wohl auch (indem wir a als Zahlwort verwenden) 
A hat a Elemente. 

Ist n eine natürliche ZahP, so ordnen wir einer endlichen, 
aus n Elementen bestehenden Menge als Mächtigkeit die Zahl n zu. 
Der Nullmenge 0 ordnen wir die Zahl 0 als Mächtigkeit zu. 

Der Menge der natürhchen Zahlen 1, 2, 3, , . . geben wir die 
Mächtigkeit i?„ gesprochen Alef-Null;. Die Mengen dieser Mächtig­
keit, die also mit der Menge der natürlichen Zahlen äquivalent oder 
als Fo lgen verschiedener Elemente darstellbar sind, heißen ab­
zäh lba r , wie bereits erwähnt wurde. 

Der Menge der reellen Zahlen oder der damit äquivalenten 
Menge der Punkte einer geraden Linie geben wir die Mächtigkeit x 
: Alef'. die auch (mit einem später zu rechtfertigenden Ausdruck) die 
Mächt igke i t des Kon t inuums genannt wird. 

§ 2. Vergleiehung von Kardinalzahlen. 

Wir haben die Gleichheit von Kardinalzahlen durch die Äqui­
valenz zugehöriger Mengen definiert. Wenn wir nun zwei nicht 
äquivalente Mengen 4, B, also zwei verschiedene Mächtigkeiten a, 6 
haben, ist es dann möghch, die eine von ihnen als die größere, die 
andere als die kleinere zu charakterisieren? Oder, wie man sich 
ausdrückt, haben die Kardinalzahlen Größencha rak t e r ? 

Wenn wir eine Menge Äpfel und eine Menge Birnen durch 
Zusammenlegung zu Paaren vergleichen, so waren ja nur drei Fälle 
möglich. Entweder werden beide Mengen gleichzeitig erschöpft, oder 
es bleiben Birnen übrig, oder es bleiben Äpfel übrig. Im ersten 
Fall ist A~B, im zweiten ist A mit einer echten (d. h. von B ver­
schiedenen) Teilmenge von B, im dritten B mit einer echten Teil­
menge von A äquivalent. Für die endlichen Anzahlen a, b gilt nach 

' Die vollständige Mengenlehre hat auch die Theorie der endlichen 
Mengen ab ovo zu entwickeln, also die gewöhnliche Arithmetik und ihre 
Erweiterungen zu begründen. Wir verzichten bei unserer Darstellung auf 
diesen Teil des Programms, der ja auch vor und außerhalb der Mengenlehre 
genügend behandelt worden ist, und setzen das System der natürlichen, ganzen, 
rationalen, reellen und komplexen Zahlen als bekannt voraus. 
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der bekannten Bedeutung der Zeichen < (kleiner) und > (größer) im 
ersten Fall a = b, im zweiten a<b, im dritten o > b. 

Wollte man nach diesem Vorbild stets, falls A mit einer echten 
Teilmenge von B äquivalent ist, a < b definieren, so würde man 
etwas höchst Unzweckmäßiges begehen, nämlich zulassen, daß eine 
Kardinalzahl kleiner als sie selbst sein könnte. Unsere Beispiele 
(Kap. II, § 1) zeigten ja, daß eine Menge recht wohl mit einer ihrer 
echten Teilmengen äquivalent sein kann, z. B, die Menge der natür­
lichen Zahlen n mit der Menge der Quadratzahlen n\ Diese Eigen­
schaft kann offenbar nur unendlichen Mengen zukommen und kommt 
ihnen, wie wir sehen werden (§ 4), auch stets zu. Wenn wir also 
den Zeichen = < > die übliche Bedeutung lassen und insbesondere 
verlangen wollen, daß von den drei Fällen 

n = b, a < 6 , a > 6 

immer nur einer eintreten kann, so werden wir darauf verzichten 
müssen, jeder echten Teilmenge von A eine Kardinalzahl < a zu 
geben; wir müssen das geheiligte Axiom „totum parte majus" ver­
letzen, wie wir uns überhaupt darauf gefaßt machen müssen, daß 
die Rechnung mit unendlichen Kardinalzahlen in vielen Punkten 
von der mit endlichen abweichen wird, ohne daß darin der geringste 
Einwand gegen diese unendlichen Zahlen zu erblicken wäre. 

Wir sind durch die Vergleiehung von Mengen darauf geführt 
worden, neben einer Menge zugleich ihre Teilmengen in Betracht zu 
ziehen. Bezeichnet A' irgend eine Teilmenge ( O g i X g 4 ) von 4, B' 
eine von B, so sind zwischen den beiden Mengen offenbar vier Be­
ziehungen möglich, von denen eine und nur eine eintreten muß, die 
also eine „vollständige Disjunktion" bilden: 
(1) Es gibt ein A'~B, und es gibt ein JB'~4. 

aber es gibt ein 5'~^4. 
aber es gibt kein B' ~ 4. 
und es gibt kein B' ~ A. 

Der erste Schritt, den wir zu tun haben, besteht im Nachweis der 
Äquivalenz A~B im Falle (1). Es gilt nämlich der 

Satz I (Äquivalenzsatz) : Zwei Mengen, von denen jede 
einer Te i lmenge der a n d e r e n äqu iva l en t is t , sind selbst 
äquivalent . 

Es sei also 
A'~B, B'~A 

und die Behauptung lautet: 
A~B. 

Vermöge der umkehrbar eindeutigen Beziehung, die zwischen B und 4 ' 

(2) 
(3) 
(4) 

Es gibt kein Ä ~ B, 

Es gibt ein Ä~B, 

Es gibt kein A' ~ B, 
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besteht, wird die Teilmenge B' von B auf eine Teilmenge .1" von 4 ' 
abgebildet, so daß also 

4 S 4 ' 2 4 ' , 4 " ~ i i ' - 4 . 
Die Behauptung kann in der Form . l ~ 4 ' und damit der ganze 
Sat.: in der Form ausgesprochen werden: 

Wenn ASA'SA" und 4 ~ 4 " , so ist auch A~y\', oder: ist 4 
mit einer Teilmenge A" äquivalent, so ist es auch mit jeder Teil­
menge A' zwischen 4 und 4" äquivalent (d, h. die in .1 enthalten 
ist und A" enthält), 

Set/.eu wir noch 

41"=/ ' , 4 ' - . r ' = C , 4 - 4 ' = Ä , 
so lautet der zu beweisende Satz: ist P-\- Q + R~P, so ist auch 
P-{-Q-P. 

Wir nehmen alle drei Mengen P, Q, 2? = 0 an, da in jedem 
anderen Falle der Satz trivial ist. 

Bei der umkehrbar eindeutigen Abbildung zwischen P-\-Q + B 

p ] <? \/? \ 
p, 

h 
1 1 
1 1 

Oi \fiz 
Q, i / ? ; | 

Fig. 3. 

uud P wird jeder Teilmenge A von P + O + Ä eine Teilmenge 
r = f{X) von P zugeordnet, und nach den Bemerkungen in Kap, II, 

f;Aj + A , + „.) = AAJ + A^Y,)+... 

Wir haben daher: 

P =f{pj^Q + i ? ) = / Y P ) + / ( 0 ) + A-B) = -Pi+Oi + ^i 
Pl = /-(A + Ol + i?l) = f(n) + /(Ol) + /"(^l) = n + §2 + -̂ 2 
p , = /(P^ + a + p;; = i\ P,) + /(O,) + f{B^ = P3 + O3 + ^3 

usw., 
wobei 

p , = /-(P), P, = /-(Pi), P.^AB,],... 
und analog für die anderen Mengen) gesetzt ist. 

Hierbei ist P ~ Pj == Pj ==,... Sei nun 
Pm = -^ (̂  ) . f l ) P j > • • V • 

Ein Element j7 von P gehört dann entweder allen P„ (w=l ,2 , . . . ) 
an, also zu P„, oder, wenn nicht, so gibt es eine kleinste Zahl n 
derart, daß p nicht mehr zu P̂ ,̂ aber noch zu P„_i, also zu 

Pn-^-K^Qn'rK 
Hausdorff. Meneenlehre. ^ 
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gehört [Pg = P gesetzt). Es ist also 

> = P c o + ^ ( P „ _ l - P J 

= p„+i(o„+ü!j, 
n 

Nach dem assoziativen Gesetz und dem der Summenäquivalenz 
folgt daraus 

P=P„+Qi+Bi + Q,^ + B, + Q,+R, + ... 
-Pco+Q +Ri + Q, + B, + Q,+E,+ ... 
= Q+P, 

also P ~ P + 0 , was zu beweisen war. 
Dieser Beweis ist von F, Be rns t e in gegeben worden. Von 

demjenigen in der Anmerkung S. 47 bezeichneten Standpunkt aus, 
der auch die Theorie der endlichen Mengen in die Mengenlehre 
verweist, würde man einen so grundlegenden Satz vor der Ein­
führung der natürlichen Zahlenreihe in der folgenden Art nach 
E. Zermelo beweisen. Nennen wir, für den Augenblick, X eine 
„normale" Teilmenge von P + O + P , wenn sie Q und ihre Bild­
menge f[X) umfaßt, welche Bedingung wegen f{X} g P durch 

x^:f{X)+Q 
ausgedrückt wird. Man sieht unmittelbar, daß A'=/"(A) + 0 wieder 
eine normale Teilmenge ist, daß der Durchschnitt behebig vieler 
normaler Teilmengen wieder normal ist, und daß es normale Teil­
mengen gibt, z. B. P+Q + B. Ist jetzt X der Durchschnitt aller 
normalen Teilmengen, oder die k l e in s t e normale Teilmenge, so muß 
nach dem Gesagten 

X==f{X)+Q 
sein, und setzt man mit Rücksicht auf f{X) g P 

P=Y+f{X), 
so ist 

P + Q = Y + / - ( X ) + Q = Y+X 
~Y+f{X) = P. 

Um beide Beweise in Zusammenhang zu bringen, genügt die Be­
merkung, daß eine normale Teilmenge ihre eigene Bildmenge, also 
auch die jeder ihrer Teilmengen enthalten soll; da sie Q enthalten 
soll, enthält sie auch f(Q)= Q^, f{Q^)=^Q, usw. und die kleinste 
normale Teilmenge ist 

^ = 0 + 0 1 + 0 3 + . . . 
Nach dem Beweise des Äquivalenzsatzes kehren wir zu der obigen 
vierfachen Disjunktion zurück. 

Im Falle (1) ist also a = h. 
Im Falle (2) definieren wir a<i. 
Im Falle (3) definieren wir Q > 6. 
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Hiermit hätten wir zwar erreicht, daß diese drei Beziehungen 
einander ausschließen, also höchstens eine von ihnen eintreten kann; 
aber es ist noch nicht erreicht, daß von ihnen wirklich eine ein­
treten muß, denn es ist mit der Möghchkeit des vierten Falles zu 
rechnen, in welchem uns nichts übrig bliebe, als die beiden Mengen 
A.B und ihre Mächtigkeiten für unve rg l e i chba r zu erklären (was 
wir vorläufig durch das Zeichen a i| b ausdrücken wollen). Bei den 
endlichen Mengen ist der vierte Fall ausgeschlossen, da die Bildung 
von Paaren eben zu einem Ende kommen muß und die eine Menge 
dann auf eine Teilmenge der anderen eineindeutig bezogen ist. Erst 
später, in der Lehre von den wohlgeordne ten Mengen, werden 
wir allgemein zeigen können, daß der vierte Fall überhaupt aus­
geschlossen ist und die vierfache Disjunktion also in eine dreifache, 
in die Trichotomie 

a = & oder o < b oder a>b 
übergeht. Vorläufig können wir uns das höchstens in einer undeut­
lichen Weise plausibel machen, indem wir sagen: man nehme ein 
Element ô  und ein Element 6j. die zu einem Paar p^ vereinigt 
werden, dann ein zweites Element a, und ein zweites Element &„ 
ein drittes Element Og und ein drittes Element Jg usw. Kommt 
man hierbei nicht zu Ende, kann man also für jede natürliche Zahl n 
ein Paar p^ — [a^. 6J bilden, ohne eine der Mengen zu erschöpfen, so 
muß man das Verfahren weiter fortsetzen. Aber eben diese Fort­
setzung über die Folge der natürlichen Zahlen hinaus, bis zur Auf­
zehrung einer der beiden Mengen, ist hier noch eine ganz nebel­
hafte Forderung und muß in einer erst später zu präzisierenden 
Anordnung geschehen. 

Ist A einer Teilmenge von B äquivalent, tritt also der Fall (1) 
oder (2) ein, so sclireiben wir 

a ^ b , 
welche Formel also bedeutet, daß entweder a—b oder a<ib. 

Ist a = b, a < b, a > b, (a II b), 
so ist b = 0, b > n, b < a, (b II o). 

Aus a — b, bot folgt ooc, wenn Q eine der vier Relationen ist. 
Aus a < b, b < c folgt a < c (transitives Gesetz). 

§ 3. Summe, Produkt, Potenz. 

Wir hatten gesehen, daß 3 (4 , P) und 2(^4,P) bei Ersetzung 
von A, B durch äquivalente Mengen ihrerseits nicht in äquivalente 
Mengen überzugehen brauchen. Wohl aber ist 4 + P ~ 4 ' + P ' , falls 
A-^A', B~B' und A mit B, Ä mit B' keine gemeinsamen Ele­
mente hat. 
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Wir definieren daher die Summe a + b = b + a zweier Kardinal­
zahlen 0, b als Mächtigkeit einer Menge 4 + P, wenn 4 und B 
irgend zwei f remde Mengen von den Mächtigkeiten o und b sind. 
Nach dem eben bemerkten ist a + b nur von o und b, nicht von 
den gewählten Mengen A und B abhängig. 

Allgemein: sind den Elementen i einer Menge J Kardinalzahlen a. 
zugeordnet (die also einen Komplex mit dem Argument J bilden), 
so verstehen wir unter der Summe 

j 

^°i = ai + h+'^i + --
i 

die Mächtigkeit der Mengensumme 

JA,^A, + A, + A, + ..., 
i 

wo die A. p a a r w e i s e f remde Mengen von den Mächtigkeiten a. 
sind. Die Zahlensumme hängt von der Wahl dieser Mengen nicht 
ab, da die Mengensumme bei Ersetzung der 4; durch äquivalente, 
wieder paarweise fremde Mengen in eine äquivalente Summe über­
geht. Das kommutative und assoziative Gesetz ist aus Kap. II, § 3 
unmittelbar zu entnehmen. 

Beisp ie le . In Kap. I, § 8 sahen wir, daß eine Folge mit einer 
endlichen Menge oder einer Folge sich wieder zu einer Folge ver­
einigen läßt. Das gibt also die Gleichungen (w eine natürliche Zahl) 

die ersten Beispiele jener in Aussicht gestellten Abweichungen 
zwischen endlichen und unendlichen Zahlen. Das unendhche î o 
wird also durch Hinzufügung des endlichen n gar nicht vermehrt; 
aber selbst durch Hinzufügung seiner selbst wird es nicht vergrößert. 
Aus den weiteren Überlegungen des zitierten Paragraphen oder unter 
Anwendung des assoziativen Gesetzes finden wir weiter 

^0 + « 0 + «0 = (̂ 0 + «o) + ^0 = 5̂ '«+ i<ü = ^0 
und allgemein <^' • • ••") 

^ K o = i 5 „ + X , + ... + x^ = X„. 
i 

Aber selbst eine F o l g e von Folgen oder endlichen Mengen == 0 
gibt durch Vereinigung wieder eine Folge, Ordnen wir also jeder 
natürlichen Zahl i eine Kardinalzahl O; zu, die entweder eine natür­
liche Zahl oder =Ng ist, so ist 

ai +0^+03 + 
z .B. 1 + 1 + 1 + 

2 + 2 + 2 + 
1 + 2 + 3 + 

.\, + N, + i{„ + 

• = ^ 0 ' 

. = N „ . 
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Als Produkt 
j 

i^o..= n;n,n,,.. 
i 

definieren wir die Mächtigkeit des .Mengenprodukts 

44;=4;4,4,.... 

worin 4,. eine Menge der Mächtigkeit O; ist. Wiederum ist die Wahl 
dieser Mengen gleichgültig. 

Insbesondere ist al' = ba die Mächtigkeit jedes Produkts^ AB 
oder der Menge der geordneten Paare [a. b]. 

j 

Die Summe JS'D; geht, wenn alle a. = a, in das Produkt ai über 
< 

(i die Mächtigkeit von / ) . 
Wir begnügen uns, bezüglich dieser Tatsachen sowie bezüglich 

des kommutativen, assoziativen und distributiven Gesetzes (zwischen 
Summe und Produkt) an die entsprechenden Formeln in Kap. II, 
§ 3 zu erinnern. 

Als Po t enz a' definieren wir die Mächtigkeit von 4-'', wenn .1, .7 
von der Mächtigkeit a, i sind — wobei die Wahl dieser Mengen 
wieder gleichgültig ist. 

j 

Das Produkt '^a. geht, wenn alle n; = n, in die Potenz Q' über. 
i 

Aus dem mehrfach zitierten Kap. I I , § -S entnehmen wir die 
Potenzgesetze: 

(Q6)c = al>':, 

Beispiele. 
a». a\....^{a^a.,...)K 

2 XQ = Np + Xg = X„, 
3x, = Xo + N„ + Xo = No, 
,.X, = X„ + X„ + ... + i«„ = Xo. 

Die Verwandlung einer Doppelfolge in eine einfache gibt 

'«ô ,̂ =^o + ^o + \ + -- = ^., 
also 

ebenso 

Durchläuft i die natürlichen Zahlen, so ist 
«j j f l ; = 010303 . . . 

mit beliebigem, aus zwei Elementen bestehenden Argument. 
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die Mächtigkeit der Menge aller Elementenkomplexe oder Folgen 
(0^,02,«3,.,,), wo jedes a. eine Menge A. der Mächtigkeit a^ durch­
läuft; sind alle diese Mächtigkeiten gleich (a; = Q), so entsteht die 
Potenz 

^ a = aoo... = a^o. 
i 

Z. B. ist 2^0 die Mächtigkeit der Menge aller Polgen, die aus zwei 
Elementen, etwa den Ziffern 0, 1 gebildet sind; lO'̂ » die der Menge 
aller Polgen, die aus 10 Elementen, etwa den Ziffern 0, 1, ..., 9 
gebildet sind, oder, wenn man jeder solchen Folge [a^,a,,a^,..) den 
Dezimalbruch „ a, , a» , a, , 

zuordnet, so ist 10'"*» die Mächtigkeit der Menge dieser Dezimal­
brüche, wobei zwei Dezimalbrüche auch dann noch als verschieden 
anzusehen sind, wenn sie dieselbe reelle Zahl darstellen (z,B. 0,4999,.. 
und 0,5000...). 

Die Mächtigkeit der Menge aller Folgen natürlicher Zahlen ist 

Hat A die Mächtigkeit o, so hat die Menge aller Teilmengen 
von A die Mächtigkeit .2=' (Kap. II, § 2, Schluß). 

§ 4. Ungleichungen zwischen Mächtigkeiten. 

Unsere Kenntnisse in bezug auf die Vergleiehung von Kardinal­
zahlen sind noch sehr gering; wir stehen hier die bezüglichen Sätze 
zusammen. 

Zunächst folgt aus der Definition von Summe und Produkt un­
mittelbar, daß bei gleichem Argument 

i0;^ib; 
i i 

ist, falls, für jedes i, a^^b^ ist. Selbst wenn, für jedes *, Q;< b. ist, 
darf in diesen Formeln das Gleichheitszeichen nicht ausgeschlossen 
werden,! .̂ ĴQ f^j, ^̂ g Summen das Beispiel (* = 1, 2, 3,.,.) 

^ 1 = ^ 2 = X„ 
i i 

lehrt; wir werden nachher sehen, daß auch^ ;2 = «ß;3 ist (§ 5, (1)). 
Insbesondere ist n = a + 0 ^ a + b, 

0 = 0 . 1 g 0 b für b > 0. 
Ein Produkt verschwindet nur, wenn einer seiner Faktoren 

verschwindet. Denn der Mengenkomplex {A.^,A,,...) enthält, wenn 
alle A^:='0, mindestens einen Elementenkomplex" (a ,̂ «2.•••)• 

^ Vgl. dagegen den Satz IV. 
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Mit Hilfe des assoziativen Gesetzes kann man auch Summen 
und Produkte verschiedener Argumente vergleichen. Z. B. ist 

. ' • ' . .', ,/. .1, 

-l'o..= 2:',i;+:i'o.g^'a., 
1 i i 

. ' - j , .1. .;.. ./, 

i M i ; = i ' d j . i M i . ^ - ^ j Q . , 
I 1 i 

letzteres nur, falls, für jedes Element % von /,, 0 ;>0 . 
Für Potenzen folgt daraus: 

Weiter beweisen wir jetzt folgende Sätze: 
I. J e d e unend l i che Mächt igke i t is t ^ x ^ ; d. h. jede un­

end l i che Menge en thä l t eine a b z ä h l b a r e Tei lmenge. 
Denn die unendliche Menge .1 enthält mindestens ein Element a^; 

die Menge J i = J —{ojl ist noch unendlich und enthält wieder ein 
Element a,, das von Oj verschieden ist; die Menge 

4o = 4i - [a,\ = A - {ßj, Qj I 
enthält wieder ein von a ,̂ a, verschiedenes Element a^ usw. Da 
für jede natürliche Zahl n die Menge A^ = A — \a.^,a^,...,a^ noch 
unendlich ist und ein weiteres Element a ., enthält, so enthält A 

n + 1 ' 

die Menge \a.^,a,,...\, die mit der Menge {1,2,...} der natürlichen 
Zahlen äquivalent ist.' 

Mit Rücksicht auf I kann x„ als k l e i n s t e unendhche Mächtig­
keit bezeichnet werden; man nennt es auch die e r s t e Mächt igkei t . 

Jede unendliche Teilmenge einer abzählbaren Menge iz. B. die 
Menge der Primzahlen) ist abzählbar. Denn ihre Mächtigkeit ist 
^x,-^, nach I aber auch gx,^, also nach dem Äquivalenzsatz = X,,. 

Jede unendhche Menge A kann nach dem Obigen in der Gestalt 
4 = P + ( 7 

dargestellt werden, wo C—\c.^,c^,...] eine abzählbare Menge ist. 
Oder jede unendliche Mächtigkeit o kann in der Form 

0 = b + X, 
dargestellt werden. Es folgt daraus für jede natürliche Zahl n 

a + n = {b-\- X(,I + w = b + <X,., + w) = b + X̂  = 0, 
ebenso 

a-i-\ = ib + a„] + X„ = b + (Xo+ X,) = b + X„= o; 
jede unendliche Kardinalzahl bleibt also bei Hinzufügung einer end­
lichen oder von X̂  ungeändert. 

* Hierzu ist der spätere Beweis (Kap. V) zu vergleichen, daß jede Menge 
wohlgeordnet werden kann. 
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J e d e u n e n d l i c h e Menge i s t e iner echten Teilmenge 
äqu iva l en t . Z. B. ist ja bei der obigen Zerlegung 

A = B + {c^,o,,c^,...} 
~-B+{ß2,C3,e^,...j 
~B+{c,,c^,e^,...} 

und dergl. Umgekehrt ist eine Menge, die einer echten Teilmenge 
äquivalent ist, notwendig unendlich, d. h. nicht endlich. Nach dem 
Vorgang von R. Dedek ind wird die Äquivalenz mit einer echten 
Teilmenge bisweilen als Def in i t ion der unendlichen Mengen gewählt. 

Entfernt man von einer unendlichen Menge 4. endlich viele 
Elemente, so bleibt eine mit A äquivalente Menge. Denn ist 

a^b-\-n, 

so ist mit a auch b unendlich, also nach dem vorigen 

b = b + n = a. 
Entfernt man von einer u n a b z ä h l b a r e n ^ Menge 4 eine ab­

zählbare Menge, so bleibt eine mit A äquivalente Menge. Denn ist 

o = b + Xo, 
so ist unter den gemachten Voraussetzungen b unendlich, also 

b = b + ag=a. 
IL Es is t s te t s 2" > a , d. h. die Menge der Teilmengen 

einer Menge 4. is t von g r ö ß e r e r M ä c h t i g k e i t als 4 selbst. 
Bezeichnet 31 das System der Teilmengen von A, so ist zunächst 

A einem Teilsystem von 31 äquivalent, denn jedem Element a ent­
spricht umkehrbar eindeutig die aus diesem einen Element a be­
stehende Teilmenge {a}. Jedenfalls ist also a ^ 2 " . 

Daß aber nicht 0 = 2« sein kann (also a < 2" sein muß), zeigen 
wir so: ist 31' ein mit 4. äquivalentes System von Teilmengen 
(3['g3[, W~A), so kann 31' nicht mit dem ganzen System 31 iden­
tisch sein. In der Tat, es entspreche umkehrbar eindeutig jedem 
Element a eine Teilmenge A^, und die letzteren bilden also das 
System 31'. Die Menge 

P = ^ - ^ 5 5 ( H 4 J 

ist dann eine Teilmenge von A und besteht aus denjenigen Ele­
menten a, die nicht Elemente der zugehörigen Menge A^ sind; 
d. h. gehört a zu A^, so gehört es nicht zu B, und gehört a nicht 
^^ -^a' so gehört es zu B. Infolgedessen ist B von jedem A^ ver­
schieden und gehört dem System 81' nicht an. 

Hiermit erkennen wir, daß nicht etwa alle unendlichen Mengen 

1 Darunter verstehen wir eine u n e n d l i c h e , nicht abzählbare Menge, 
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von gleicher [Mächtigkeit sind; das Unendliche ist nicht schlechthin 
die indifferente >;egatiüu des Endlichen, sondern wie dieses der Ab­
stufung fähig. Wir erhalten aus einer unendlichen Mächtigkeit a 
z. B. s\; der Reihe nach höhere, indem wir bilden 

n , = 2 ' ' . > 0 j , 

03 = 2 ' '>a , usw. 
Übrigens gilt der Satz auch für endliche Kardinalzahlen, z.B. 

l - 2 " > 0 , 
2 = 2 i > l , 
4 ^ - 2 - > 2 . 
8 = 2 ' > 3 usw. 

III. I s t (o;, Oj.,...; ein Komplex von K a r d i n a l z a h l e n , worin 
zu j ede r K a r d i n a l z a h l a. eine g rößere a^>ai vorhanden is t , 
so ist die Summe 

größer als j e d e Zah l des Komplexes . 
In der Tat ist ja 

i 

Das gleiche gilt von einer Menge von Kardinalzahlen; eine 
solche Menge umfaßt also niemals alle Kardinalzahlen, und die 
Gesamtheit aller Kardinalzahlen kann nicht als Menge angesehen 
werden (vgl. Kap. I, § 1). 

Danach kommt der Prozeß des Aufsteigens zu immer höheren 
Mächtigkeiten nie zum Abschluß. Haben wir z. B. aus einer Mächtig­
keit a nach der vorhin angegebenen Methode die Folge aufsteigender 
Mächtigkeiten 

a < a ^ < 0 2 < . . . 

gebildet, so ist 
b = 0 + 0^+02+ ... 

eine Mächtigkeit über allen O;, mit der nun wieder 2'' > b usf. ge­
bildet werden kann. 

IV. i'Satz von J. König . ) S i n d (Oj,o^,..., O;,...) u n d 
(bj, 6,,,..., b;,.,.) zwei Zah lenkomplexe desse lben A r g u m e n t s 
und ist , für j edes i, a^<b., so ist 

^0;<5j5b;. 
i i 

Beweis. Die Summe ist die Mächtigkeit einer Menge 
S = ^ . 4 ; = 4 i + 4 2 + . . . + 4; + ..., 
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WO die A. paarweise fremde Mengen der Mächtigkeit O; sind, das 
Produkt die Mächtigkeit einer Menge 

P^^B,=^B,B,...B,..., 
i 

wo die B^ Mengen der Mächtigkeit b; sind. A^ ist hierbei einer 
Teilmenge von P; äquivalent, und wegen der Ersetzbarkeit der 4; 
oder B^ durch äquivalente Mengen können wir A^<^B^, 

P;=.4;+(7; 

annehmen, wo C^•^0, weil sonst a^=b^ sein würde. 
Die Elemente von P sind die verschiedenen Elementkomplexe 

p:={b^,b,,...,b^,..), 

WO b; die Menge B^ zu durchlaufen hat. 
Zunächst ist nun S einer Teilmenge von P äquivalent, also 

2a,^^b,. 
i i 

Dann versteht man unter e^ ein. bestimmtes, festes Element von tl, 
während a^ die sämtlichen Elemente von A^ durchlaufen soll, so 
bilden die Komplexe 

( f l j , CjJ Cg, . . . , C;, . . . ) 

\p^,ü,,Cg, ...,0., ...j 

( C j , C j , Cg, . . . , ö ; , . . . ) 

Mengen, die resp, mit 4^, A,, ,,., A^,... äquivalent und paarweise 
fremd sind, da ja z. B. wegen aj=j=c^, «2 4= "a ^^^"^ Komplex der 
ersten Zeile mit einem der zweiten Zeile übereinstimmen kann. 
Die Menge aller dieser Komplexe ist also eine mit 

. 4^+42+ . . . + . ! ; + . . . = Ä 
äquivalente Teilmenge von P. 

Daß andererseits nicht S~P sein kann, zeigen wir wieder so: 
Q sei eine mit S äquivalente Teilmenge von P {Q^P,Q~ S), 
dann kann Q nicht mit der ganzen Menge P identisch sein. Ver­
möge der umkehrbar eindeutigen Beziehung zwischen S und Q ent­
spricht jedem 4.; eine äquivalente Teilmenge Q; von Q, und es ist 

Es sei p={b.^,b,,...,b.,...) ein zu Q; gehöriger Komplex, und 
wir fassen insbesondere das dem Index i entsprechende Element b. 
ins Auge. Wegen A^~ Q. entspricht jedem Element a. von 4; ein 
solches Element b., jedem Element a.' von A^ wieder ein Element bf, 
das von b^ nicht notwendig verschieden ist. ' Diese sämthchen Ele­
mente 6; bilden also, wenn_p die Menge 0; durchläuft, eine Menge I»; 
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si B,^, deren Elemente eindeutig, nicht notwendig umkehrbar ein­
deutig, den Elementen a. entsprechen, uud deren Jlächtigkeit also 
^ ^ a . Set.a man also jetzt 

so ist r . r^O, da sonst b^^a. wäre, ^\ählt man nun endlich aus 
jeder Menge E- behebig ein Element C;, so ist 

[e^.c.,,....c.,...) 

ein Elementenkomplex, der nicht zu Q; gehört, da ein zu Q^ ge­
höriger Komplex von der Form 

(6,, 6,,....<.,.„) 
und d.^e. ist. Da dies für jedes i gilt, so gehört jener Komplex 
auch nicht zu Q=2:Q.. und Q ist demnach nicht mit P identisch. 

i 

Man kann den Satz II als Spezialfall dieses Satzes IV auf­
fassen. In der Tat ist ja 

a - i ' l < ' l J 2 = 2", 
a a 

z.B. 
x^,= 1 + 1 + ! + . . . < 2.2.2. ... = 2^--

Eine andere Anwendung bezieht sich auf die Summe 
o = aj + a, + ... und das Produkt b = 0ja2... einer aufsteigenden 
Folge von Mächtigkeiten, wo 

0 < O j < a , < . . . . 
Man hat hier 

also 
Oj + 0, + «3 + . . . < a, Og 0^... = 1. n., Oj 0 j . . 

^ O j o„ f i 3 . . . ^ a Q a . . . , 
d.h. 

n<b^Q**''. 
Die Summe ist also kleiner als das Produkt, dieses höchstens gleich 
der Xgten Potenz der Summe. 

§ 5. Die Flüchtigkeiten x„, 2^», 2^^». 

Von diesen wichtigsten Mächtigkeiten sind noch einige Worte 
zu sagen, wobei sich, da wir sie bereits als Beispiele zu allgemeinen 
Tatsachen zu verwenden hatten, einige Wiederholungen nicht ver­
meiden lassen. 

Die e r s t e Mäch t igke i t Xg, die der abzählbaren Mengen, 
kommt allen Mengen zu, die sich als Folgen darstellen lassen, so 
auch der Summe von zwei, drei oder n Folgen, einer Folge von Folgen 
oder Doppelfolge oder dem Produkt von zwei Folgen, dem Produkt 
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von drei oder n Polgen. Wir zitieren noch einige Beispiele außer 
den genannten. 

Die Menge der ganzen Zah len 

..., - 3 , - 2 , - 1 , 0, 1, 2, 3 , . . . 
ist abzählbar, da sie sich in Gestalt der Folge 

0, 1, - 1 , 2, - 2 , 3, - 3 , . . . 
bringen läßt, Oder auch: sie setzt sich aus der Menge der nega­
tiven ganzen Zahlen (die der Menge der positiven äquivalent ist), 
der Zahl 0 und der der positiven ganzen Zahlen zusammen, hat 
also die Mächtigkeit 

X „ + l + X o = X „ , 

Die Menge der r a t i o n a l e n Z a h l e n ist abzählbar. Betrachten 
wir etwa die pos i t iven rationalen Zahlen pjq(p,q natürliche Zahlen 
ohne gemeinsamen Teiler); sie lassen sich in Gestalt einer Folge 
schreiben, indem man etwa zunächst nach der Summe von Zähler 
und Nenner, sodann nach dem Zähler ordnet, d. h. pjq vor p'jq 
setzt, wenn entweder 7; + g < y + g' oder p+ q=p' + q', p <p'- So 
entsteht die Folge 

1 1 2 1 3 1 2 3 4 1 5 

1 ' 2 ' 1 ' 3 ' 1 ' i ' 3 ' 2 ' 1 ' 5 ' ! ' • • • 

Wir können auch sagen: lassen wir jeder rationalen Zahl pjq 
das geordnete Zahlenpaar [p,q) entsprechen, so erhalten wir eine 
unendhche Menge von Zahlenpaaren (nicht alle, weil ja p und q 
teilerfremd sein sollen). Da die Menge a l l e r Paare die Mächtigkeit 
XQXO = X|, hat, so hat jede unendliche Teilmenge von ihr ebenfalls 
die Mächtigkeit Xg. 

Die Menge aller rationalen Zahlen besteht aus den positiven, 
den negativen und der Zahl 0, hat also wieder die Mächtigkeit i«̂ . 

Auch die Menge aller rationalen Zahlen r eines Intervalls 
{a^r^b, für a < b) ist abzählbar, da sie unendhch ist. Wir bringen 
z. B. die rationalen Zahlen zwischen 0 und 1 noch auf eine zweite 
Art in eine Folge, indem wir erst nach den Nennern, sodann nach 
den Zählern ordnen: 

0 1 1 1 2 1 3 1 2 3 4 

1' 1' 2' 3' 3' 4' 4' 5' 5' 5' 5'"•• 

Die Äquivalenz der Menge der ganzen Zahlen mit der doch viel 
umfassenderen der rationalen Zahlen gehört mit zu den Tatsachen 
der Mengenlehre, die bei erster Bekanntschaft den Eindruck des 
Erstaunlichen, ja Paradoxen hervorrufen: namenthch wenn man das 
geometrische Bild (die Zuordnung zwischen Zahlen und Punkten 
einer geraden Linie) vor Augen hat und sich einerseits die in end­
lichen Abständen isoliert hegenden „ganzzahligen" Punkte, anderer-
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seits die über die ganze Linie wie ein St:uib von mehr als mikro­
skopischer Feinheit verteilten ,,rationalen- Punkte vergegenwärtigt. 

Die Menge der a lgeb ra i s chen Zahlen ist ah/.ählbar, die ihrer­
seits wieder uueudlich umfassender ist als die der rationalen Zahlen. 
Die ireelle oder komplexe algebraische Zahl x genüge der (Ueichung 
;(teu Grades 

{(^- x ' '+r j j"- i+;-2a;«-ä+-- . + »-,._r»'-i '•,. = 0-
wo n eine natürliche Zahl und r,, r.,, ..., r rationale Zahlen sind. 
Sie heißt eine algebraische Zahl «teu Grades, wenn sie einer 
Gleichung «ten und nicht niedrigeren Grades genügt; es kann 
nur eine solche Gleichung niedrigsten Grades von der obigen 
Form geben, uud diese Gleichung ist irreduzibel, d.h. ihre linke 
Seite nicht in ein Produkt gleicbgeformter Ausdrücke niedrigeren 
Grades zerlegbar. Beschränken wir uns also auf irreduzible Glei­
chungen, so gehört zu jeder algebraischen Zahl x eine einzige 
Gleichung [a] und zu jeder Gleichung IK) gehören n algebraische 
Zahlen, ihre n verschiedenen Wurzeln. Ordnen wir nun der Gleichung 
<.u) den Komplex rationaler Zahlen (rj,r, ,?-J zu. Es gibt im 
ganzen x̂ , = X, solcher Komplexe, darunter unendlich viele, also 
wieder x„, die irreduziblen Gleichungen entsprechen; d. h. es gibt 
X, irreduzible Gleichungen wten Grades und n.Xg = X|, algebraische 
Zahlen /'i'?n Grades, also endlich 

:S'Xg=x^,-Xo+x„+... =x„ 

algebraische Zahlen überhaupt. Die rationalen Zahlen sind die 
algebraischen Zahlen ersten Grades. 

Die Menge aller end l i chen Komplexe , die aus den Ele­
menten einer endhchen oder abzählbaren Menge 4 gebildet werden 
können, ist abzählbar. Denn die Mächtigkeit der Menge der «-glie-
drigen Komplexe {a^,a.^,...,aj ist o", wenn a die Mächtigkeit von 4, 
also eine natürliche Zahl oder x„ ist, und die der Menge aller 
Komjilexe 

3 ' Q « = X„. 
T l 

Man sieht, wie man dies auf die vorigen Beispiele anwenden kann; 
wenn man z. B. die n Wurzeln der irreduziblen Gleichung (K) irgend­
wie numeriert, so kann man ihrer kten Wurzel den (w + 1) gliedrigen 
Komplex Vj,/•.,, .,.,r^,jfc) zuordnen. Auch auf außermathematische 
Dinge ist diese Betrachtung häufig übertragen worden. Aus einem 
„Alphabet", d. h. einer endlichen Menge von „Buchstaben", kann man 
eine abzählbare Menge endlicher Buchstabenkomplexe, d. h. „Worte" 
bilden, unter denen sich natürlich auch sinnlose wie abracadabra 
befinden. Nimmt man zu den Buchstaben weitere Elemente wie 
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Interpunktionszeichen, Druckspatien, Ziffern, Noten usw. hinzu, so 
sieht man, daß auch die Menge aller Bücher, Kataloge, Symphonien, 
Opern abzählbar ist und abzählbar bleiben würde, wenn man selbst 
abzählbar viele Zeichen (aber für jeden Komplex nur endlich viele) 
verwenden wollte. Beschränkt man dagegen, bei endlicher Zeichen­
zahl, die Komplexe auf eine Maximalzahl von Elementen, indem man 
etwa Worte von mehr als hundert Buchstaben und Bücher von mehr 
als einer Million Worten für unstatthaft erklärt, so werden diese 
Mengen endlich, und wenn man mit G io rdano Bruno eine unend­
liche Menge von Weltkörpem annimmt, mit sprechenden, schreibenden 
und musizierenden Bewohnern, so folgt mit mathematischer Gewiß­
heit, daß auf unendlich vielen dieser Weltkörper dieselbe Oper mit 
demselben Libretto, denselben Namen des Komponisten, des Text­
dichters, der Orchestermitglieder und Sänger aufgeführt werden muß. 

Die Mächt igke i t des K o n t i n u u m s . Wir nannten X die 
Mächtigkeit der Menge aller reellen Zahlen oder aller Punkte einer 
Geraden.^ Nun wird z. B. durch eine Funktion wie y = tgx, wo x 

das Intervall — v < * < ^> 2/ .̂lle reellen Zahlen durchläuft, die 

ganze Gerade auf eine endliche S t r ecke (ohneEndpunkte) umkehrbar 
eindeutig abgebildet, und eine leichte Modifikation zeigt, daß die 
Länge dieser Strecke keine Rolle spielt. Jede noch so kleine Strecke 
ist also, als Punktmenge, ebenfalls von der Mächtigkeit X, und jede 
Punktmenge auf der geraden Linie (lineare Punktmenge), die eine 
Strecke enthält, hat eine Mächtigkeit, die zugleich ^ X und S X , 
also = X ist. 

Bildet man die Summe einer endlichen Menge oder Folge^ 
paarweiser fremder Strecken, so erhält man demgemäß 

2X = X + X =X, 
wX = X + X + ... + x = x , 

X(,X = X + X + X + ... = x . 
Wir hatten gesehen, daß die Menge der Dezimalbrüche 

0, a.^a,a^... 
die Mächtigkeit 10̂ *0 hat. Nun entspricht jedem solchen Dezimal­
bruch eine reelle Zahl x des Intervalls 0 ^ a ; ^ l , umgekehrt jeder 

Wir dürfen jetzt wohl, an die (Gewohnheiten der analytischen (Geometrie 
anknüpfend, reelle Zahlen x und Punkte einer Geraden, ebenso geordnete 
Zahlenpaare [x, y) und Punkte einer Ebene usw. als Synonyma behandeln, ob­
wohl es sich strenggenommen nicht um Identität, sondern nur um Äquivalenz 
handelt. 

^ z. B. aller Strecken n—\ <xSn {n= 1, 2, 3, ...), die zusammen die 
Halbgerade a; > 0 ergeben. 



§ 5. Die .Mächtigkeiten ;̂„ usw. ß3 

solchen reellen Zahl ein Dezimalbruch oder zwei (z. B. , =0,4999. . . 

oder =0.0000...). Ist X' die Mächtigkeit der Menge derjenigen 
reellen Zahlen, denen zwei Dezimalbrüche entsprechen (übrigens ist 
X = x ,̂), so ist also 

10^-' = X + X' 
und dies ist einerseits ^ x , andererseits g x + X = X, also 

1Û >' = X. 
Da die Tatsache, daß wir zehn Finger haben, offenbar auf die 
Mengenlehre ohne Einfluß ist. so können wir statt dekadischer 
Brüche auch dyadische, triadische usw. zur Darstellung der reellen 
Zahlen verwenden und erhalten also 

(1) X = 2^- = 3^' = . . . = (».+ IN-̂ o 

für jede natürliche Zahl n ^während 1 ^ = 1 ist). 
Di-se Formel (1), die einen merkwürdigen Zusammenhang 

zwischen X, und x, zwischen der ersten Mächtigkeit und der des 
Kontinuums enthüllt, ist für die Mengenlehre fundamental und ver­
dient eingehende Betrachtung. 

Wir wollen die Darstellung der reellen Zahlen durch dyadische 
Brüche, die der Formel X = 2^» entspriciit, noch in eine etwas andere 
Form bringen. Ein dyadischer Bruch 

a; = -'̂ ' + 4^ + A + ..., rf.= 0 oder 1 
:,' ' 4 s ' 

stellt eine reelle Zahl x dar ( O ^ a ; ^ 1); umgekehrt gehört zu jeder 
solchen Zahl x ein dyadischer Bruch.oder zwei, z. B. 

1 = 1 ^ 0 . . _ « + ! + . . . = 0 + 1 + 1 + 1 + ..., 
2 2 4 8 ' 1 6 ' 2 ' 4 ^ 8 ^ 1 6 ^ ' 

genau wie das bei den dekadischen Brüchen der Fall war. Um 
diese Zweideutigkeit zu beseitigen, vereinbaren wir, nur solche 
dyadische Brüche zuzulassen, die unendl ich viele Einsen ent­
halten; wonach wir uns also in der letzten Formel für die zweite 
Darstellung zu entscheiden haben. Mit dieser Verabredung hefert 
jetzt jeder dyadische Bruch eine reelle Zahl x des Intervalls 

0 < a ; ^ l 
und umgekehrt jede solche Zahl x einen dyadischen Bruch. 

Schreiben wir dann in der Formel 

x— ^ — 
n 2" 

nur die Glieder hin, wo d^=l, und lassen die übrigen mit d^=Q 
weg, so erhalten wir 

»-f})" + 0" + (i)''+ 
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wobei Pi<Pi,<P^< ••• eine Folge wachsender natürlicher Zahlen 
bedeuten. Endhch formen wir, indem wir 

a i = i ' i ; a"i = V'i-Pv %=Vi-l\,---
setzen, dies in 

/ 1 \ % / ' l \ % + <'2 / l \ % + a= + a3 

(2) «= = (-2] + U j + i ¥ ) +••• 
um, wobei die a^,a^,a.^,... eine Folge natürlicher Zahlen bilden. Da 
wir von dieser Darstellung öfter Gebrauch zu machen haben, woUen 
wir sie etwas kürzer mit 
(2) x^\_a^,a,,a^,...'\ 

bezeichnen. Jetzt entspricht also jeder reellen Zahl x zwischen 0 
(exkl.) und 1 (inkl.) umkehrbar eindeutig eine Folge natürlicher 
Zahlen a^, a^, a^, ..., und auf Grund der bekannten Mächtigkeit der 
Menge dieser Folgen erhalten wir die Gleichung 

X = X„'<o. 

Zunächst folgt nun aus (1) nach dem Satze § 4, I I 

X = 2'^o>i<^, 

das Kont inuum (die Menge der r ee l l en Zahlen) ist nicht 
abzählbar . Die reellen Zahlen lassen sich also nicht in eine Folge 
bringen. Um uns diesen wichtigen Sachverhalt noch einmal klar 
zu machen, wobei wir natürlich nur den Grundgedanken des Be­
weises von § 4, I I variieren, zeigen wir, daß es zu jeder Folge 
reeller Zahlen noch eine weitere, von allen verschiedene reelle Zahl 
gibt. Sei, etwa in Dezimalbruchform, 

a = 0 , «j «2 '̂ g • • • 

& = 0, b.^b,bg ... 

G '•—'• V/j C] Gn Go • • • 

eine Folge reeller Zahlen des Intervalls 0, 1. Wir können dann 
ohne weiteres einen von allen diesen verschiedenen Dezimalbruch 

lA/ \J j li/, JÜn J - ' q • • • 

angeben, indem wir nur einfach 

* i + « i ' a;2=t=&2' a's+^s'---
wählen, und können durch Vermeidung der Ziffern 0 und 9 nebenbei 
dafür sorgen, daß auch dem Wer te nach x von a, b, 0, ... verschieden 
ausfällt. 

Nach den Bemerkungen im Anschluß an § 4, I bleibt, wenn 
man von den reellen Zahlen endlich oder abzählbar viele ent­
fernt, immer noch eine Menge der Mächtigkeit X zurück. Ent­
fernt man die abzählbare Menge der rationalen Zahlen, so bleibt 
die Menge der i r r a t i o n a l e n , entfernt man die abzählbare Menge 
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der (reellen' algebraischen Zahlen, so bleibt die Menge der t r a n ­
szenden ten Zahlen; beide Mengen haben die .Mächtigkeit X, und 
es gibt also, sozusagen, unendhch viel mehr irrationale als rationale, 
unendlich viel mehr transzendente als algebnusche Zahlen. 

Wir können auch eine einfache Zuordnung zwischen der Menge 
aller reellen Zahlen x des Intervalls 0 < . r ^ l und derMenge aller 
irrationalen Zahlen y desselben Intervalls 0 < / / < 1 angeben, indem 
wir uämhch der Folge natürlicher Zahlen i<i^,a.,,a^,...) einerseits 
nach (2: die Zahl .r, andererseits den K e t t e n b r u c h 

a^ + ... 
zuordnen. 

Wir sahen, daß X > x,. Sehun vor vielen Jahren hat G. Cantor 
die Vermutung ausgesprochen, daß X die auf x_, nächstfolgende 
Mächtigkeit sei, d. h. daß jede unabzählbare Menge eine Mächtig­
keit ^ X habe. Wir werden später eine solche auf x^ unmittelbar 
folgende Mächtigkeit, die zweite Mäch t igke i t X ,̂ auf anderem 
Wege kennen lernen. Für diese wissen wir dann, daß X ^ X j ; 
die Cantorsche Vermutung lautet also, daß X = Xj. Der Beweis 
oder die Widerlegung dieser Vermutung, das Kon t inuumprob lem, 
hat bis jetzt aUen Bemühungen widerstanden. 

Da sich die Punkte der Ebene umkehrbar eindeutig den ge­
ordneten Paaren (x, y) reeller Zahlen zuordnen lassen, so hat ihre 
Menge die Mächtigkeit XX = X- In ähnlicher elementarer Weise, 
\̂ •ie man die Gerade auf eine Strecke (ohne Endpunkte) eineindeutig 
abbilden konnte, kann man auch die Ebene auf ein Quadrat, ein 
Rechteck, einen Kreis d, h, auf das Innere dieser Flächen) abbilden, 
und erkennt somit, daß jede ebene Punktmenge, die ein Quadrat 
enthält, jede zweid imens iona le Punktmenge (wie wir der Kürze 
halber sagen wollen, vorbehaltlich späterer eingehender Diskussion 
des Begriffs Dimension) dieselbe Mächtigkeit X̂  hat.. Nun ist aber 
nach (1) und den Potenzgesetzen 

X^ = XX = 2^" • 2^0 = 2'*o + i<o = 2^0 = X, 

die E b e n e ha t also nur d ieselbe Mäch t igke i t wie die Ge­
r a d e , das Quadrat dieselbe wie die Strecke, eine zweidimensionale 
Punktmenge dieselbe wie eine eindimensionale. Diese ebenfalls 
höchst paradoxe Entdeckung G. Cantors , die den Dimensionenbegriff 
vollkommen umzustoßen und den Unterschied zwischen Linien und 
Flächen aufzuheben scheint, wollen wir uns auch noch einmal direkt 

Hausdorff, Jlengenleljre. ° 
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klar machen, wobei wir ja weiter nichts tun, als die obige abstrakte 
Formel in die entsprechenden Verknüpfungen zwischen Mengen 
zurückübersetzen. 

Benutzen wir die Darstellung (2), so können wir einem ge­
ordneten Paar p — {x,y) von zwei reellen Zahlen 

unmittelbar eine dritte Zahl 

i=[a^,b^,a,,b,^,a^,bg,..:\ 

zuordnen, die hierdurch (wegen der Eindeutigkeit der DarsteUung (2), 
d. b. der umkehrbar eindeutigen Beziehung zwischen x und der 
Zahlenfolge a^,a,,...) eine eindeutige Funktion 

i==F{p) = f{x,y] 

von p oder x,y wird. Ist umgekehrt 

gegeben, so erhält man daraus 

X= [ C j j C g i C j , . . . ] 

und es werden x, y,p eindeutige Funktionen von t: 

P=(Ii{t), x = rp{t), y = xp(t). 

Damit ist also eine umkehrbar eindeutige Beziehung zwischen der 
Strecke 

und dem (halbberandeten) Quadrat 

0<x^l, 0<y^l 
hergestellt. Der Übergang zwischen x, y und t ist ja nichts anderes 
als der zwischen einem Paar von Folgen und einer einfachen Folge, 
also die konkrete Deutung der Formel Ä{o + Xa = X(,, auf der eben 
die Gleichung X« ^ j^ beruhte. Die hier auftretenden „Funktionen" 
haben allerdings äußerst geringe ÄhnUchkeit mit denen, die der 
Leser aus den Elementen der Analysis kennt und die ja auch als 
Punktmenge 

<^ = <p{i)> y = '4>{i) 
eine „Kurve", nicht wie hier eine Fläche hefern würden; von Stetig­
keit, geschweige Differenzierbarkeit ist keine Rede, und bei dem 
Versuche, sich ihren Verlauf vorzustellen, versagt die Anschauung. 

Wir werden in der Lehre von den Funktionen auf diese Dinge 
zurückzukommen haben. 
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I\iD auch der Raum oder die Menge der Zablenkomplexe {x,y,;), 
allgemein der «-dimensionale Raum oder die Menge der Komplexe 
(j-j,x, r,' reeller Zahlen nur die Mächtigkeit X hat, ist ja nun 
gemäß der Formel 

X = x x . . . x = x 
nichts Neues. Aber sogar die Menge der Fo lgen reeller Zahlen 

u^,x.,.x^,...) 
oder, wenn man so sagen will, der Punkte des Xg-dimensionalen 
Raumes hat keine höhere Mächtigkeit, denn es ist ja 

x̂ <. = ; 2-'*o)\i = 2-'''̂ 'o = 2-'*'' = X, 

WoUen wir auch dies durch eine umkehrbar eindeutige Zuordnung 
zwischen der Menge jener ITolgen und der ]\lenge der reellen 
Zahlen i verifizieren, so nehmen wir wieder, unter Beschränkung auf 
die Intervalle 

0 < . T „ ^ 1 , 0<t^l, 

die Darstellung (2) zu Hilfe. Aus 

^ l = K l ' « 1 2 ' ° 1 3 > - - - ] 

x., = \a.^^, a.,.-,, (Tjj,. . .] 

•'-Z ~ \P'i\ ' ^̂ 32 ' S s ' • • d 

erhalten wir dann nach dem früheren Diagona lve r fah ren (S. 18), 
das eine Doppelfolge in eine einfache verwandelt: 

' = [ « 1 1 ' '^12' <^21- °'\3- ^^22» ^ 3 1 ' - - - J 

= / ,X^ , X^j x^,.. .] 

als eindeutige Funktion der Folge (a;̂ , x,, Xg,..>, und umgekehrt aus 

^l = [ « 1 ' ^2' "i' •••] = '[S 

a"2 = [^3' ^5 ' '^8> •••] = y2(0 

ä̂ 3 = [''fl'<'9' Cl3>---J = 7^3(0 

als eindeutige Funktionen von i. 
Bilden Oj, a,, Og,... eine Folge von Mächtigkeiten, die zwischen 

2 und X hegen ' 2 ^ a „ ^ X ) , so ist 

' ^ i f l „ = " 1 0 2 «3 ••• = * ' ; 

denn dieses Produkt ist zugleich g 2 ^ ' = X und ^X^o = x, Die 
Formel gilt auch noch, wenn unendhch viele a„ zwischen 2 und X 
liegen und die übrigen = 1 sind. Z. B. ist 

1.2.3-4... = X . 
5* 
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Wir konstatieren noch, daß X sicher nicht die Summe emer auf­
steigenden Folge von Mächtigkeiten sein kann, denn für eine solche 
Summe a gilt nach § 4, IV a < a^», während X = X̂ » ist. 

Die M ä c h t i g k e i t 2̂ "*. Sie ist wieder >X. Nach der De­
finition ist sie die Mächtigkeit der Menge aller eindeutigen Funk­
tionen f{x) einer reellen Variablen x, wenn diese Funktion zwei 
Werte, z. B. 1 und 2, annehmen kann. Sie ist auch die Mächtig­
keit des Systems aller Teilmengen einer Menge von der Mächtig­
keit X, z. B. des Systems aller linearen oder ebenen oder räumhchen 
Punktmengen. 

Die Menge aller reellen Funktionen einer reellen Variablen, 
wo also f{x) alle reellen Zahlen als Werte annehmen kann, hat 
auch nur die Mächtigkeit 

X''<=(2^o)^ = 2-'<o5< = 2'<-

Auch die Menge von Punktionensystemen 

2/i=/i(a^i>«2; •••'ä'J 

y2— 12X^1' *2 ' • • • ' ^m) 

hat nur diese Mächtigkeit. Denn man fasse die Komplexe 

*• = (*!> «2) •••> ^m)> y = iyi> %' •••' 2/J 
als Punkte eines m- resp. ?4-dimensionalen Raumes auf; die Menge 
der Funktionen y = f{x) hat die Mächtigkeit X'* = 2'^. Dasselbe gilt 
auch noch für abzählbar viele reelle Funktionen abzählbar vieler 
reeller Variabler. 

Spezielle Funktionenklassen können natürlich geringere Mächtig­
keit haben. So hat, wie wir hier vorwegnehmen, die Menge der 
s te t igen Funktionen f{x) nur die Mächtigkeit X. Denn eine stetige 
Funktion ist durch ihre Werte f{r) an den rationalen Stellen r be­
stimmt. Da die Menge aller reellen Funktionen f{r) (auch die mit­
gerechnet, die keine stetige Funktion f{x) liefern) die Mächtigkeit 
X̂ ô = X hat, so hat die Menge aller stetigen Funktionen eine Mächtig­
keit ^ x , andererseits auch g x , da schon die stetigen Funktionen 
f{x) = constans eine Menge von der Mächtigkeit X bilden, also 
schheßlich die Mächtigkeit X. 

Wh- schließen dies Kapitel mit einer Formelzusammenstellung, 
m der man ahe Summen a + b , Produkte ab und Potenzen a' bei­
sammen hat, die sich aus einer natürhchen Zahl n, aus X« und S 
bilden lassen, mit Ausnahme der Kombinationen aus zwei natür­
lichen Zahlen. 
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ue) 1 ^ 0 = 1 X ^ 1 . 

«P'̂  " '\> - « • ' \ l - ^"; =\> + i<o- « e - \ . =i<0' 
r/ {>i + l)^o- X^.-'^o^/i + X - - « . X : - - . X" 

==X -i-X -=X . x = . x , 

I (h 1 n -;- 1 ^ - X ,̂ ̂ * = X'"* = 2 ^. 

Soweit diese Formeln noch nicht aufgetreten sind, sind sie mit 
Anwendung des Aquivalenzsatzes leicht zu beweisen. 

Viertes KapiteL 

Geordnete Mengen. Ordnungstypen. 

§ 1. Ordnung. 

Unser Ziel, auch unendliche Mengen zu zählen, haben wir 
bisher nur sehr unvollkommen erreicht. Wir haben zwar jeder 
Menge eine Mächtigkeit oder Kardinalzahl zugewiesen, aber sind 
noch nicht sicher, daß zwei verschiedene Mächtigkeiten stets mit­
einander vergleichbar sind, daß die eine die größere und die andere 
die kleinere ist. Ferner ist das Zählen einer endlichen Menge noch 
mehr als die bloße Feststellung des Endresultats, daß diese Menge 
aus so und so vielen Dingen bestehe: während des Zählaktes ordnen 
wir ja den Elementen selbst Zahlzeichen oder Zahlworte zu. Hieran 
knüpft sich die doppelte Bedeutung der Zahl als Ord ina lzah l 
oder Nummer eines Elements und als K a r d i n a l z a h l oder Ele­
mentenvorrat einer Menge; während wir zählen 1, 2, 3, 4, 5, be­
nennen wir die einzelnen Gegenstände, um dann im Ergebnis zu 
konstatieren, daß die Menge aus ,ö Gegenständen besteht. In beiden 
Beziehungen fehlt uns für die unendlichen Mengen noch ein Instru­
ment, wie es für die endhchen die n a t ü r l i c h e Zah l en re ihe ist: 
ein System von Zeichen in festgelegter Reihenfolge, Zeichen, mit 
denen wir die Elemente einer Menge benennen und deren Anord­
nung nicht nur in einer Menge das frühere Element von dem 
späteren, sondern auch bei verschiedenen Mengen die kleinere von 
der größeren zu unterscheiden gestattet. 

Wir werden bei dem Versuch, diese Bemerkungen über den 
Zählprozeß für unendhche Mengen zu verwerten, schrittweise vor­
gehen müssen und in erster Linie konstatieren, daß Zählen ein 
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Ordnen ist, ein Vorgang, durch den von zwei verschiedenen Elementen 
das eine vor das andere, dieses hinter jenes gereiht wird. 

Dieser Prozeß der Ordnung läßt sich nun unmittelbar auf be­
liebige Mengen übertragen. Wir ordnen eine Menge, indem wir 
eine Vorschrift geben, nach der von zwei verschiedenen ihrer Ele­
mente, a und b, das eine als das frühere, das andere als das spätere 
charakterisiert wird. Soll a das frühere, b das spätere sein, so 
schreiben wir 

a < 5 oder bya; 
wir lesen dies „a vor ö", „b nach a", finden es aber entbehrlich, 
hierfür andere Zeichen als die gewöhnlichen für kleiner und größer 
zu benutzen. Ist umgekehrt b das frühere, a das spätere Element, 
so ist zu schreiben 

Z) < a oder ayb. 
Hierbei ist aber noch eine wichtige Bestimmung zu beachten: wenn 
a vor b und b vor c steht, so soll auch a vor c stehen, also 

aus a<:ib, b <_ e folgt a<ic. 

Das Zeichen < (und ebenso >) soll, wie man sagt, das t rans i t ive 
Gesetz befolgen. 

Wie kann man eine solche ordnende Vorschrift geben? Nun, 
die Sache ist uns gar nichts Neues, sondern subsumiert sich unter 
unseren allgemeinen F u n k t i o n e n begriff. Wir haben auf der einen 
Seite die Menge der geordneten Paare 

p = (a, b), 
die aus zwei verschiedenen Elementen {a =(= b) einer Menge gebildet 
sind und wobei also p von dem umgekehrten Paar 

p* = {b, a) 
verschieden ist; auf der anderen Seite haben wir eine Menge, aus 
zwei Elementen bestehend, die diesmal nur in anscheinend sonder­
barer Weise mit < und > bezeichnet sind. Nun bilden wir eine 
eindeutige Funktion f(p), die einen der „Werte" < oder > haben 
soll, nur daß wir kürzer 

statt f{p) = < : a<ib, 
statt f{p) = > : a>b 

schreiben, und daß /(jj) nicht völlig willküriich ist, sondern f{p*) immer 
den anderen Wert als f{p) haben soll, also fip*) 4= f{p), und überdies 
das transitive Gesetz gelten soll: -wenn p = {a,b), q = (b,c), r = {a,e) 
und f{p) = f[q)^ so ist auch f(p) = f(r). 

Noch übersichtlicher wird dies, wenn wir uns erinnern, daß 
eine zweiwertige Funktion eine Zerlegung des Arguments in zwei 
komplementäre Teilmengen bestimmt und umgekehrt. Wh haben 
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dann einfach folgendes: es sei eine Menge P geordneter Paare und 
ilir Komplement P* gegeben, derart, daß P-v-P* die Menge aller 
geordneten Paare laus verschiedenen Elementen der Menge .() ist. 
Diese Mengen sollen folgenden speziellen Charakter haben: 

f̂  von zwei inversen Paaren /*, p* gehört das eine zu 7' und 
das andere zu i " , 

i;ii gehört ji '=(a,6i und q = \b,e) zu P, so auch r-=.--[a,c). 
Drückt man dann die Tatsache, daß p = ya,b) zu P resp. zu i'" 

gehört, durch 
« < 6 resp. a > i 

aus. so bestimmt P eine Ordnung der Menge A, wie umgekehrt jede 
Ordnung die Menge P derjenigen Paare ia,b), für die a<b ist, 
damit auch die andere Menge P* bestimmt und die Eigenschaften 
ci . \ß' realisiert. P heiße die o rdnende P a a r m e n g e für die ge­
ordnete Menge A. Um ein ganz einfaches Beispiel zu geben: wenn 
^•ir aus den Paaren der Menge [a, b, c} die folgenden Mengen bilden 

P : (o, ii, (6, c), a, c\ 
P*: tb, a), 'c, b\, (c, a), 

so ist unseren Forderungen {ci^,iß> genügt und die Ordnung a<,b<.c 
definiert. 

Wir bezeichnen in diesem und den beiden folgenden Kapiteln 
geo rdne t e Mengen m't großen lateinischen Buchstaben; unter der 
Gleichung A = A' verstehen wir dann nicht bloß, wie früher, daß 
beide Mengen dieselben Elemente haben, sondern auch dieselbe 
Ordnung, d. h. daß die ordnenden Paarmengen P, P' identisch sind. 

Wie man sieht, erfüllt die Menge P* genau dieselben Be­
dingungen wie P. Nimmt man sie statt P als ordnende Paarmenge, 
so erhält man die zu A invers geordnete Menge A*; ist nämlich 
in A a<^b, so ist in A' a>b. 

Die Ordnung einer Menge hat mit Zeit, Größe usw. nichts zu 
schaffen, wenn wir auch die zeitlich oder räumlich klingenden Prä­
positionen „vor" und „nach" verwenden, sondern kann willkürlich 
fe.stgesetzt werden. Auch Mengen, die wir uns gewöhnlich in einer 
festen, „natürhchen" Ordnung denken, können nach Belieben um­
geordnet werden. Wir geben einige Beispiele für Ordnung der 
Menge der natürlichen Zahlen, wobei wir der Kürze wegen (wie 
wir dies öfter tun werden; die Ordnung nur durch die Reihenfolge 
des Schreibens andeuten, so daß, für a<.b, a links von b steht; 
die beigesetzten Zeichen w usw. werden später ihre Erklärung 
finden: 

(w ) 1 2 3 4 • • • 
((/)*) • • - 4 3 2 1 
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(M +£0 ) 1 3 5 7 . • • 2 4 6 8 • . . 

(» +05*) 1 3 5 7 8 6 4 2 
{<o* + co) • • - 8 6 4 2 1 3 5 7 . • • 
{ cow ) 1 2 4 - • - 3 5 8 • • • 6 9 18 

Zuerst stehen die Zahlen in „natürlicher" Ordnung, dann umgekehrt; 
in der dritten Zeile die ungeraden vor den geraden, beide in natür­
licher Ordnung; in der vierten und fünften stehen die ungeraden 
Zahlen in natürlicher, die geraden in umgekehrter Ordnung, das 
eine Mal die ungeraden vor den geraden, das andere Mal umgekehrt. 
Die letzte Zeile ist entstanden, indem man die Zahlenfolge nach 
bekanntem Diagonal verfahren in eine Doppelfolge 

1 2 4 7 11 
3 5 8 12 • 
6 9 18 • • 

10 14 . . • 
15 . • - • 

bringt und die Elemente einer Zeile von links nach rechts, die 
ganzen Zeilen von oben nach unten ordnet. ̂  

Wir wollen noch auf eine dritte, formal wieder etwas andere 
Definition der Ordnung verweisen. Die Menge P der Paare be­
stimmt (Kap. II, § 4) die Menge F{a) derjenigen Elemente b, die als 
zweite Elemente mit dem ersten Element a verbunden auftreten; 
oder die Menge F(a) derjenigen Elemente von A, die >a. Um­
gekehrt ist durch Zuordnung einer Teilmenge F{a) von A zu jedem 
Element a unter geeigneten Bedingungen eine Ordnung definiert, und 
zwar genügt es folgende Vorschrift zu geben: 

Wenn b Element von F{a) ist, so ist F{b) echte Teilmenge von F{a); 
für a=j=& ist entweder b Element von F{a) oder a Element von F{b). 

Drücken wir dann die Tatsache, daß b Element von F{a) ist, 
durch a < & aus, so folgt: für a =j= & ist entweder a<b und F{b) c: F{a), 
oder 3 < a und F{a) cz F{b), also beide FäUe schheßen einander aus. 
Für a<,b,b<:o ist e Element von F{b)'=:F{a), also auch o Element 
von F{a) und daher a<o. Das System der Mengen F{a) definiert 
also eine Ordnung der Menge A. 

Zwei geordnete Mengen A, B heißen g l e i chgeordne t oder 
ähnlich, in Zeichen 

Ac^B oder B:^A, 

' Ebenso könnte man z. B. die reellen Zahlen statt in natürlicher Keihen-
folge auch^ so ordnen, daß jede rationale Zahl vor jeder irrationalen steht, 
wahrend die rationalen unter sich und die irrationalen unter sich in natür­
licher Ordnung stehen. 
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wenn es eine umkehrbar eindeutige Beziehung i = / \a ) , a = (p[b) 
zwischen ihnen gibt, bei der die Ordnung entsprechender Elemente 
dieselbe, d. h. mit « < « ' zugleich ;ini</'(a') ist, 

Z. B. sind die beiden in natürlicher Ordnung genommenen 
Zahlenfolgen 

1 2 8 4 . . . und 2 3 4 5 . . 

ähnhch, da man jeder Zahl o der ersten die Zahl i = a + l =/'(</') 
der zweiten zuordnen kann. 

Ist A:^:B, BZ-:C, so ist auch . 1 ~ ( 7 . 
Das den ähnlichen äleugen Gemeinsame bezeichnen wir als 

O r d n u n g s t y p u s , wie wir das den äquivalenten Mengen Gemein­
same als Mächtigkeit bezeichneten. \\'ir ordnen nämlich jeder 
Menge A ein Zeichen a zu, derart, daß ähnlichen Mengen und nur 
solchen dasselbe Zeichen entspricht, daß also mit Ac^B zugleich 
a = i und umgekehrt mit a = ß zugleich A :̂=; B ist. Dieses Zeichen u 
heißt der Ordnungstypus (oder Typus) der Menge A. 

Ähnlichkeit bedingt Äquivalenz, aber nicht umgekehrt: aus 
A.rijB folgt A-^B, aus u = ß folgt a = b. Wir dürfen daher auch 
sagen, ein Typus u habe die Mächtigkeit a. 

Hat A den Tj'pus u, so soll die invers geordnete Menge A* 
den Typus «* haben. 

Eine endhche Menge aus n Elementen \n>\) kann zwar auf 
verschiedene Weise geordnet werden, indessen sind die sämtlichen 
so entstehenden geordneten Mengen einander ähnlich. Bei jeder 
Anordnung muß es nämlich ein erstes Element geben, das vor 
allen anderen steht; denn in einer Menge ohne erstes Element gibt 
es zu jedem Element ein früheres, also enthält die Menge eine ab­
steigende Folge a j > a , > a 3 > . . . und ist demnach unendlich. Es 
gibt also in einer endlichen geordneten Menge .1 ein erstes Ele­
ment ßj, in J1 —ja,} wieder ein erstes a^ usw., d. h. A erscheint in 
der Anordnung a^<,a,<...<a^ und ist mit der in natürlicher 
Reihenfolge genommenen Menge der natürlichen Zahlen 1, 2, ..., n 
ähnlich. Wir bezeichnen den Typus dieser Zahlenmenge mit n, so 
daß jede geordnete Menge aus n Elementen den Typus n hat. Daß 
wir hier Kardinalzahl und Ordnungstypus gleich bezeichnen, ist 
unbedenkhch.i — Eine Menge aus einem einzigen Element, die also, 

' Treten in einer Gleichung unendliche Mengen auf, hei denen ja zwischen 
Mächtigkeit und Typus unterschieden wird, so sieht man ihr eben dadui-ch 
an, ob sie als Gleichung zwischen Typen oder Mächtigkeiten gemeint ist, z,. B. 

1 + 1 + 1-f... = w, 1 + 1 + 1 + . . . = ä<i). 
Treten nur endliche Mengen auf, so ist es gleichgültig, ob man die Zahlen als 
Typen oder Mächtigkeiten auffaßt. 
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wie man es nun auffassen will, wegen Mangels an Paaren nicht ge­
ordnet werden kann oder eo ipso schon geordnet ist, erhalte den 
Typus 1, die Nullmenge den Typus 0. 

Den Typus der natürhchen Zahlenmenge in natürlicher Ordnung 
bezeichnen wir mit m, in umgekehrter Ordnung also mit oj*. 

Im Gegensatz zu den endlichen Mengen kann jede unendhche 
Menge zu mehreren (unendlich vielen) Mengen von verschiedenen 
Typen geordnet werden. Die natürliche Zahlenreihe läßt z, B. außer 
den schon oben angeführten folgende Anordnungen zu, denen wir 
wieder nachher zu erklärende Typenzeichen beisetzen: 

{ (o ) 1 2 3 4 • . • 
(oj + 1) 2 3 4 5 • • • 1 
[m + 2) 3 4 5 6 • • • 1 2 
(« + 3) 4 5 6 7 - - - 1 2 3 

Bei der ersten Anordnung gibt es kein Element, dem nicht un­
endlich viele nachfolgen, bei der zweiten gibt es ein solches (1), bei 
der dritten zwei (1, 2), bei der vierten drei (1, 2, 3) usw,; diese 
Typen sind also alle verschieden. Für eine allgemeine unendhche 
Menge kann man eine ähnliche Betrachtung anstellen. 

§ 2, Verknüpfungen geordneter Mengen. 

Die geordnete Menge A prägt auch allen ihren Teilmengen A 
eine bestimmte Ordnung auf, diejenige nämlich, die die Elemente 
von A' als Elemente von A haben, oder die man erhält, wenn man 
aus der ordnenden Paarmenge P die Menge P' derjenigen Paare 
aussondert, die nur aus Elementen von Ä bestehen. In diesem Sinne 
kann man auch von der geordneten Summe und dem geordneten 
Durchschnitt 

S = ^{A^,A.^,...), D=S( . - l j , . - l2 , - ) 
geordneter Mengen A^ sprechen, wenn nämhch alle diese Mengen 
Teilmengen einer geordneten Menge A sind. 

Eine unendliche Menge kann mit einer echten Teilmenge nicht 
nur äquivalent, sondern auch ähnhch sein. Z. B. ist die Zahlen­
reihe 1 2 3 4 . . . in natürlicher Ordnung mit der Menge der Qua­
dratzahlen 1 4 9 16 , , . ähnlich. Die Menge aller reellen Zahlen 
in natürhcher Ordnung ist der Menge der positiven Zahlen oder der 
Menge der reellen Zahlen eines Intervalls ohne Endpunkte ähnlich, 
wie die Funktionen 

y = \ogx {x> 0) 

lehren. ' ^ ' ^ ^ l - Y < - < T 
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Haben wir dagegen zwei geordnete .Mengen A, B, die noch 
nicht als Teilmengen einer umfassenden geordneten Menge erkannt 
s:nd, so ist eine Definition der geordneten Mengen 

-̂  - 3 .1, B) und JD = ? , A, B\ 

im allgemeinen uumöglich. Nur wenn die -Anordnung, die D als 
Teilmenge von .1 emiilangt, mit der von B empfangenen überein­
stimmt, ist D dadurch als geordnete Menge eindeutig definiert; und 
nur in diesem Falle kann man auch ^', im allgemeinen aber auf 
verschiedene Arten, so ordnen, daß A und B als Teilmengen von .'-'' 
eben die Ordnung enipfangeu, die sie schon hatten. 

Wir wollen uns auf den Fall D = 0 beschränken und unter 
den dann noch möglichen Ordnungen von .s' eine bestimmte aus­
zeichnen. 

Unter der Summe A + 5 zweier geordneter, fremder Mengen 
versteht man die Summe der beiden Mengen .1, B in derjenigen 
Ordnung, die man erhält, wenn man jedes Element o vor jedes 
Element b setzt, aber die Ordnung der Elemente a unter sich und 
die der Elemente b unter sich bestehen läßt. 

Anders ausgedrückt: man vereinigt die ordnenden Paarraengen 
von A und B und fügt noch die Menge der Paare (a, b) hinzu. Mau 
sieht unmittelbar: wenn .1 ::rr A', B:^ B', und wenn A mit B. A' mit B 
fremd ist. so ist 

J - f ß — . l ' + .B'. 

Dies berechtigt, die Summe u-\-ß zweier Typen als Typus der 
Summe A + 5 zu definieren, wenn A, B zwei fremde Mengen vom 
Typus «, j sind. 

Hie r gi l t das kommuta t i ve Gesetz n ich t mehr; die ge­
ordneten Mengen B + A und J + L' sind, obwohl als Mengen schlechthin 
aus denselben Elementen zusammengesetzt, verschieden und im all­
gemeinen auch nicht ähnlich iß+u ^ « + />';• 

Wir schheßen sofort die Definition einer Summe mit beliebigem 
Argument an. Den Elementen i einer geordne ten Menge / weisen 
wir p a a r w e i s e f remde, geordnete Mengen J ; zu und verstehen 
dann unter der Summe 

j 

S^2A, 
i 

die Summe der Mengen .1; in folgender Anordnung: zwei Elemente 
von A^ behalten in S die Ordnung, die sie in J.; hatten; hingegen 
ist für ein Element a^ von Ai und ein Element a^ von A^ {i =t= k) 

a.^a^ in Ä, je nachdem i^k in / . 

Die ordnende Paarmenge von Ä entsteht also durch Vereinigung 



76 Kap. IV. Geordnete Mengen. Ordnungstypen. 

aller ordnenden Paarmengen der A^ und Hinzufügung der Paare 
(ffl;, ô ) für i<k. 

Hier gilt wieder das a s soz i a t i ve Gesetz , nämlich für 

ist 

M 

J M Jm 

^ A = ^ J S A , 

In der Tat, bezeichnen wir die linke und rechte Seite der letzten 
Formel mit L und R, so ist die Identität der Elemente beider 
Mengen schon bekannt. Um die Identität der Ordnung einzusehen, 
unterscheiden wir für zwei verschiedene Elemente a, b folgende Fälle: 

(1) Sie gehören derselben Menge A^ an: ihre Ordnung ist dann 
in L und R dieselbe wie in A^. 

(2) Sie gehören verschiedenen Mengen A^ an, a zu A^ und h 
zu A^. Die Ordnung von a,b in L ist dieselbe wie die von i, k 
in J. Dieser Fall spaltet sich in zwei Unterfälle: 

(21) Die Indices i, k gehören derselben Menge J^ an. Die Ord­
nung von a, b ist in R dieselbe wie die von i, k in J^, und diese 
ist auch die Ordnung von i,k in J. 

(22) Die Indices i, k gehören verschiedenen Mengen J^ an, 
i zu J^ und k zu J^. Die Ordnung von a,b in R ist dieselbe \vie 
die von m, n in M, also dieselbe wie die Ordnung von i, k in J. 

Spezielle Fälle des assoziativen Gesetzes sind 

A + {B+G) = {A + B)-{-G=A + B+G. 
Ein kommuta t ives Gesetz gilt nicht; schon wenn wir die Zu­

ordnung der J1. ZU den * beibehalten und nur aus J eine andere 
Menge J' mit denselben Elementen in anderer Ordnung bilden, sind 
die geordneten Mengen 

./ j ' 

2A. und 2Ai 
i i 

verschieden und im allgemeinen unähnlich. Nur die Ersetzung von J 
durch eine ähnl iche Menge Jf ist statthaft: bezeichnet i=(f{k) eine 
umkehrbar eindeutige, ähnhche Abbildung von J auf K, und ordnen 
wir dem Element k die Menge B,^ = A ,j, zu, so ist 

K J 

Ferner geht die Summe 

bei Ersetzung der A^ durch ä h n l i c h e , wieder paarweise fremde 
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-Mengen in eine ähn l i che Summe über; dies berechtigt, als Typen­
summe 

den IN-pus der ^lengensumme 
j 

t 

zu definieren, wo die A^ paarweise fremde Mengen vom Typus u. sind. 
Weim wir in 

j 

- • ' • • 

einige Indices hervorheben und demgemäß die Summe unter Ver­
wendung von Pluszeichen schreiben wollen, so soll für die Reihen­
folge der Indices in J wie die der Summanden die Schreibweise 
von links nach rechts maßgebend sein; wir würden also, um aus­
zudrücken, daß t < i - < i , schreiben: 

. /= \...,i,..., k,..., l, . . . j , 

^•.-l,= ... + J, + ... + A, + ... + J, + ... 
I 

Die Punkte deuten die eventuelle Anwesenheit weilerer Elemente 
vor i, zwischen i und k usw. an; das Fehlen solcher Punkte würde 
also bezeichnen, daß etwa i das erste, k das auf i unmittelbar 
folgende Element von / ist usw. 

Beispie le , cu war der Typus der natürlichen Zahlenmenge in 
natürlicher Ordnung. Setzen wir dieser ein Element 0 voran, so 
entsteht der Typus 1 + « der Menge {0, 1, 2, . . . j , die aber der 
natürlichen Zahlenreihe ähnlich ist. Also haben wir 

1 + (u = ai 
und ebenso, etwa nach dem assoziativen Gesetz, 

2 -j- <a = (1 + 1) + w = 1 + (1 + w) = 1 + w = (ö, 
n-\- (ü = CO. 

Setzen wir dagegen der Zahlenreihe ein Element nach, so entsteht 
der Typus « + 1 der Menge {1, 2, 8, ..., 0}, die ein letztes Element 
hat und der Zahlenreihe demnach nicht ähnlich ist, also ist « + 1 =|= w 
und 

(U+1 + 1 + « , 
was die Ungültigkeit des kommutativen Gesetzes beleuchtet. Die ge­
ordneten Mengen auf S. 74 von den Typen 03, 0 + 1, « + 2, QJ + 3, ... 
sind sämthch verschieden. Auf S. 71, 72 haben wir Mengen der 
Typen w, 6j*, ÖJ + « , « +&j*, « * + 03 angegeben, die, wie man sich 
leicht klar macht, ebenfalls untereinander und von den Typen co-\-n 
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verschieden sind, oj* + w ist der Typus der Reihe der ganzen 
Zahlen 

. . . , - 3 , - 2 , - 1 , 0 , 1 , 2 , 3 , . . . 
in natürlicher Ordnung. 

Ordnen wir jeder natürlichen Zahl i eine natürliche Zahl a^ zu, 
so ist 

2a^= «̂^ + «2 + «3+ ••• = «; 
i 

denn wir können als Mengen A. die folgenden Mengen natürlicher 
Zahlen wählen: 

A = K + !»•••) «1 + 0̂ 2! 
A = {«̂1 + «2 + 1 > •••! «1 + «2 + «'s' 

wonach ^ ' ^ 1 ; einfach die natürliche Zahlenreihe wird. Z. B. ist 

1 + 1 + 1 + ... = «, 
2 + 2 + 2 + ... = « , 
1 + 2 + 3 + ... = « . 

P r o d u k t e endl ich vieler Fak to r en . Als das Produkt 
zweier Mengen A, B hatten wir im wesentlichen ^ die Menge der 
geordneten Paare (a, b) definiert, wo a die Menge A, b die Menge B 
durchläuft. Um im Falle geordneter Mengen auch das Produkt zu 
ordnen, bietet sich ein Verfahren dar, das man mit glücklichem 
Ausdruck die l ex ikograph i sche Anordnung genannt hat. Die 
Reihenfolge der Worte in einem Lexikon ist ja die, daß man die 
Worte zunächst nach der alphabetischen Reihenfolge der ersten 
Buchstaben ordnet, bei Übereinstimmung dieser nach der Reihen­
folge der zweiten Buchstaben, bei Gleichheit auch dieser nach der 
Reihenfolge der dritten Buchstaben usw. Übertragen wir dies auf 
unsere Paare (a, b), worin a das erste, b das zweite Element ist, so 
werden wir also definieren: 

{a,b)<{a',b), 
wenn entweder 

a<Ca' in A 
oder 

a = a', b<Cb' in B, 
Das so geordnete Produkt bezeichnen wir mit BA; es ist von der 
Menge AB der lexikographisch geordneten Paare {b, a) zu unter­
scheiden, mit der es äquivalent, aber im aUgemeinen nicht ähnhch 

Eigentlich war eine Zuordnung zu einem zweigliedrigen Argument, 
etwa {1, 2}, zu verabreden: wir dachten uns diese durch geordnete Schreib­
weise ausgedrückt. 
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ist.^ Auch bei der Multiplikation geordneter Mengen gilt also kein 
kommutatives Gesetz. Ersetzen wir .1, B durch ähn l iche Mengen 
A.B', so geht auch das Produkt £.( in ein ä l in l iches B'A' über, 
L>ies berechtigt, als Produkt ßa zweier Typen den Typus des Pro­
dukts BA zu definieren, wenn A, B irgend zwei Mengen von den 
Typen «, i sind. 

Ist P irgend eine ^lenge geordneter Paare (a, b), wobei a eine 
Menge .1 und, bei festem •, b eine Menge B^ durchläuft, so können 
wir, falls A uud jedes 2?„ geordnet ist, auch die Menge P lexiko­
graphisch ordnen.^ Ist P^ die Menge der Paare mit festem a, so 
ist ofienbar 

F = i , P . Pc^B. 
a- a n 

a 

Wenn alle B^ = B sind, so ist P=BA; bezeichnet man die Typen 
von A, B mit c, ß, so ist also 

A 

:>.ß = ßa. 
a 

die Summe gleicher Summanden ß. über ein Argument vom Typus a. 
gibt das Produkt ßa. Diese Beziehung zwischen Summe und Pro­
dukt ist nützlich, um sich die Bedeutung der Reihenfolge der Fak­
toren in einem Produkt einzuprägen: ßa wird erhalten, indem man 
für jedes Element von A eine Menge vom Typus ß setzt, „ß in « 
einsetzt". 

Aus dem assoziativen Summengesetz folgt für die oben erklärte 
Menge P: 

A J Ai J 

^'P=:S2iP, falls A = ^ J . 
a i a O ' 

und insbesondere für Gleichheit aller B^ = B: 

BA = J1'BA, 

oder 
j J 

B2:A^~^BA:. 

' Die Reihenfolge der Faktoren ist natürlich konventionell; G. Cantor 
aelbit hat die Bezeichnungsweise gewechselt und wir haben uns hier an seine 
zweite, auch sonst ziemlich allgemein akzeptierte Schreibart angeschlossen. Es 
wäre übrigens auch möglich, AB als geordnete Menge der Paare (a, b) zu de­
finieren, die aber dann „antilexikographisch" nicht nach dem ersten, sondei-n nacli 
dem letzten differierenden Element zu ordnen wäre, d. h. so, daß [a, b) < ia', b'), 
wenn entweder h<V oder h = b', a < a'. Diese Modifikation wäre für die 
spätere Ausdehnung des Produktbegriffs weniger zweckmäßig. 

ä Die verschiedenen B„ brauchen nicht einer und derselben geordneten 
Menge anzugehören. 
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Ein Produkt, dessen l e t z t e r (zweiter) Paktor eine Summe ist, kann 
also in eine Summe von Produkten aufgelöst werden: das ist der 
Teil des d i s t r i b u t i v e n Gesetzes zwischen Summe und Produkt, 
der bei geordneten Mengen bestehen bleibt. Insbesondere ist 

B[A^ + A,) = BA^+BA.,. 

Die Mengen {B.^-\-B^A und B.^A-[-B^A sind dagegen zwar als un­
geordnete Mengen identisch, aber als geordnete verschieden und im 
allgemeinen unähnlich (hierzu wie zur Ungültigkeit des kommutativen 
Gesetzes vgl. die späteren Beispiele). 

Analog definieren wir das Produkt aus einer endlichen Faktoren-
zahl^ Wir ordnen den Zahlen 1, 2, ..., m die Mengen A.^, A^,..., i,„ 
zu, bilden also einen Mengenkomplex [A.^, A^, ..., AJ und ordnen 
die Menge der zugehörigen Elementenkomplexe {a.^ja^,..., aj lexiko­
graphisch, nämlich 

wenn entweder 

oder 

oder 

(«1, «2, ••; ß j < ( ^ > h> •••' U ; 

a^<Z)j in J.J, 

«i = &i. a 2 < ^ 2 i^ A ' 

«1 = *1 ' »2 = ^2' «3 < ^3 ™ A usw. 
Auch der Ausdruck: Ordnung nach den ersten differierenden Ele­
menten oder nach e r s t en Differenzen ist geeignet, das Wesen 
dieser Anordnung zu bezeichnen. 

Das in dieser Weise geordnete Produkt ^A^ bezeichnen wir mit 

-4.„.4^_i ••• A.2Aj 
nnd seinen Typus, der nur von den Typen a. der Mengen A^ ab­
hängt, mit 

« m « m - l ••• « 2 « 1 -

Das kommutative Gesetz gilt nicht, wohl aber das assoziative, 
von dem wir uns auf einen Spezialfall beschränken können, aus dem 
die aUgemeine Formel, da es sich nur um endliche Paktorenzahl 
bandelt, abgeleitet werden kann. Es ist nämlich 

{GB)A^C{BA)c^GBA 
und demnach 

( /Ä« = /(/?«) = ; /^« ; 
denn der Komplex {a, b, c), das geordnete Paar (̂ 5, c) = ((a, b), c), dessen 
erstes Element selbst ein geordnetes Paar p = {a,b) ist, und das 

' Selbst, wenn es sich um eine Folge von Mengen handelt, wäre das 
lexikographische Verfahren noch anwendbar. Wir verschieben diesen Fall 
indessen bis zur Entwicklung des allgemeinen Produktbegriffs (Kap, VI, § 3). 
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geordnete Paar ^o,(/)= (a, (.,<;)) entsprochen einander umkelirbar ein­
deutig, und die lexikographisohe Anordnung ist in allen drei Fällen 
dieselbe, wenn d, b, c, p, q resp. die Mengen .1, li, (\ JIA, Cll 
durchlaufen. 

Das d i s t r i bu t ive Gesetz gestattet wiederum nur die Auflösung 
des le tz ten F a k t o r s , z. B. 

Wir lugen noch die leicht einzusehenden Formeln für Umkehrung 
emer Summe oder eines Produkts hinzu. Es ist 

^" I 1 * _ -^ I * 

z. B. 
V.lj+-4,)*=.l2* + --l,", 

und 
{BA:*^B*A*, 

{CBA]*^G*B*A* usw. 

Bei der Summe sind also nicht nur die Summanden, sondern auch 
das Argument, i!. h. die Reihenfolge der Summanden umzukehren; 
beim Produkt sind nur die Faktoren, nicht ihre Reihenfolge um­
zukehren. 

Auf Grund der Definitionen, die für Summe und Produkt von 
Mächtigkeiten einerseits, von Ordnnngstypen andererseits gegeben 
worden sind, hat der Typus 2a^ die Mächtigkeit 2La., wenn a. 

die Mächtigkeit des Typus a. ist, und das Produkt ßa die 
Mächtigkeit ba = ab, wenn a, b die Mächtigkeiten der Typen a, ß 
sind. 

Eine Definition des geordneten Produkts im Falle eines all­
gemeinen Arguments können wir erst später geben, ebenso auch die 
Definition einer Po tenz mit beliebiger geordneter Basis und ge­
ordnetem Exponenten. Indessen hat es natürlich kein Bedenken, 
schon jetzt aa = a^, aaa=a^ usw. zu schreiben. 

Beispiele. ' Es ist 

2w = 2 + 2 + 2 + ... = « , 

«2 = « + «. 
Ist nämhch .4 = Jl, 2, 3 , ...j die natürUche Zahlenreihe vom Typus «, 
5 = j l , 2; eine Menge von zwei Elementen, also vom Typus 2, so 
ist ßa — 2co der Typus der lexikographisch geordneten Menge von 
Paaren la, b), hingegen aß = m2 der Typus der lexikographisch ge-

H a u s d o r f f , MeDgenlehre. " 
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ordneten Menge von Paaren {b, a). Die erste Menge BA besteht aus 
den Paaren 

(1,1) (1,2) (2,1) (2, 2) (8,1) (3 ,2) . , , 

in der hier angegebenen Reihenfolge (von links nach rechts), die 
zweite Menge AB aus den Paaren 

(1,1) (1,2) (1,3) ,„ (2,1) (2,2) (2 ,3 ) , . . . 
Die erste Menge ist der natürlichen Zahlenreihe ähnhch, die zweite 
nicht, also ist 

2 « 4 : « 2 
(Ungültigkeit des kommutativen Gesetzes). Eben daraus folgt auch 

(1 +1)(B = 2 « = « 4= « + « = 1 « + 1 « , 
ein Beispiel für die Ungültigkeit des distributiven Gesetzes bezüglich 
des ersten Faktors, 

Ebenso ist für jede natürliche Zahl n 
ncü=n-\-n-\-n-{-...=im, 
con = « + « + .,. + «, 

und die Typen mn sind allesamt verschieden, da eine Menge vom 
Typus wn genau n Elemente ohne u n m i t t e l b a r e n Vorgänger 
(§ 3) besitzt. 

Der Typus 
«̂  = «« = « + « + « + .,, 

ist der der lexikographisch geordneten Paarmenge 
(1,1) (1,2) (1,3),. . (2,1) (2,2) (2,3). . . (3,1) (3,2) (3,8) , 

also einer Folge (vom Typus «) von Folgen des Typus « . Eine Menge 
dieses Typus ist auch die letzte in der Zusammenstellung S. 72. 

Weiter ist z. B. 
« + « 2 = oj(l + « ) = «CO = öjä^ 

während 
« 2 + Qj = c,d{(ß + 1), 

ein neuer Typus ist. 
Nach dem assoziativen Summengesetz ist 

(« + «)« = (co + «) + (« + «) + (« + «)+... 
= « + « + « + « + .., = «̂ , 

oder nach dem assoziativen Produktgesetz 

(« + «)« = («2)« = «(2«) = « « = «^. 
Hingegen ist 

«(« + «) = « « 2 = «22 = « 2 + « 3 
ein neuer Typus. 

Wir haben hier mehrfach die Verschiedenheit von Typen behauptet, 
ohne sie ausführhch zu begründen, was gelegenthch bei der Theorie 
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der Ordnungszahlen .Kap, Vi nachgeholt werden wird. Die bisherigen 
Fälle subsumieren sich größtenteils unter den aUgemeineren, daß 
zwei Polynome der Form 

co'-a^ + «»-loj + ... + w r̂t„_2 + f'"'„_] + "•„. 
worin der „Grad- H eine natürhche Zahl, die „Koeffizienten" o,, ..,a,_ 
gau.:e Zahlen ^ 0 und (ĵ  > 0 ist, nur dann gleich sind, wenn der 
Grad und die Koeffizienten beiderseits übereinstimmen. 

Kehrt man die Menge {1,2, 3 , . . . . Oj um, so entsteht 10,,,,, 3,2, i;, 
a.so ist 

^« + 1)* = 1 + CO* = 1* + CO--, 
nicht etwa = « * + ! , welches = d + «i = co* ist. 

Ebenso ist 
(« + co)* = 0)' + CO*, 

also 
(«2)* = « ' 2 = «*2-, 

nicht etwa = 2 «* = (2oj)* = «*. 
Die Umkehrung von 

CO CO = CO + « + « + . . . 
ist 

CO*-CO* = ... + «'•' + oy- + «*. 

§ 3. Die Strecken einer geordneten Menge. 

Jedes Element a der geordneten Menge A bestimmt die Menge .4" 
der ihm vorhergehenden und die Menge A^ der ihm folgenden Ele­
mente, wobei im Sinne geordneter Addition 

^ = A''+ia|+^^ 
ist; wir nennen A" die zu a gehörige Anfangss t recke und A^ die 
E n d s t r e c k e . Wenn A"= 0 ist, so ist a das erste Element (Anfangs­
element, von A und umgekehrt: natürlich braucht ,1 kein erstes 
Element zu haben. Entsprechendes gilt von A^ und dem etwaigen 
letzten Element. Das erste oder letzte Element bezeichnen wir als 
ein Rande l emen t ; A kann zwei Randelemente oder eins oder keins 
haben. Eine nichtverschwindende Menge ohne Randelemente heiße 
offen; eine offene Menge ist jedenfalls unendlich. 

Zwei Elemente a < 6 von A bestimmen die Menge 
A\ = l}(A,,Ah 

der Elemente, die gleichzeitig > a u n d < 6 oder zwischen a und & 
liegen; wir nennen sie die zu a,b gehörige Mi t te l s t recke . Es ist 

A = A- + \a] + Al^{b] + A,. 

Ist A \ = 0, SO daß also kein Element zwischen a und b liegt, so 
heißen diese Elemente b e n a c h b a r t (konsekutiv), a der u n m i t t e l -
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bare Vorgänger von b, b der u n m i t t e l b a r e Nachfo lger von a. 
Mengen ohne benachbarte Elemente (die NuUmenge und Mengen 
aus einem Element ausgeschlossen) heißen d icht ; eine dichte Menge 
ist jedenfaUs unendlich. Zwischen zwei Elementen einer dichten 
Menge liegen unendhch viele weitere Elemente. 

Die Mengen der reellen oder rationalen oder irrationalen Zahlen 
in natürlicher Ordnung sind dicht. 

Anfangs-, End- uud Mittelstrecken heißen zusammen Strecken. 
Wir rechnen ihnen also die bestimmenden Elemente nicht zu; soll 
dies geschehen, so werden wir gelegentlich von I n t e r v a l l e n 
sprechen. 

Wir geben die Anfangs- und Endstrecken einer Summe und 
eines P roduk t s an. Ist 

A = i^„ 
i 

a. ein Element von Ä-, und gelten die Zerlegungen 

A^B, + {a,}+G„ 

J=K+{i} + L, 

(also K die zu i gehörige Anfangsstrecke von J, B^ die zu a. gehörige 
Anfangsstrecke von A., ebenso L und Q die bezüglichen Endstrecken), 
so ist nach dem assoziativen Gesetz 

A = lA, + B, + {a}+G,+ lA„ 
k l 

also 

JA, + £,, C.+ J A 
k V 

die durch a. bestimmte Anfangs- resp. Endstrecke von A. 
Für ein Produkt 

A — A^A^ ,...A.,A,, 
m m—1 2 1 ' 

d, h, die lexikographisch geordnete Menge der Elementkomplexe 

ß = («l '«2' - - - )<*m-l>«J 

bestimmt sich die durch a bewirkte Zerlegung A = B+{a}-\-G aus 
den Zerlegungen 

A, = B,. + {a}+C\ {i = l,2,...,m) 

auf folgende Art, die wir der einfachen Schreibweise wegen an einem 
Produkt von drei Faktoren illustrieren. Zunächst ist nach dem 
distributiven Gesetz 

AAA = AAPi + AAN + AA c, • 
In der mittleren Menge kann man, da der letzte Faktor aus einem 
Element besteht, die zugehörigen Komplexe also ein festes An-
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fangselement Oj haben, ersichthch auf den vorletzten Faktor das 
distributive Gesetz anwenden und erhält 

•hA,\a^\^A,B^\a^ + A,]a^]a^\-, .i,C,{a,}, 
ebenso 

Die mittlere Menge der letzten Formel besteht nunmehr aus dem 
einen Komplex a =[a.^,a^,a^); dieser bestimmt also in .1 die An­
fangsstrecke 

P = AAi\ + A.,B,^fi^\ + B,]a^]{a^] 
und die Endstrecke 

c^= c^io,!;«,; + A31;;«,} + .1^ A,C\ . 

Die entsprechende Typenzerlegung ist: 

ß = Cfg «2 « 1 ) 

«f,=A+l + /., «=/?+!+;-: 
.'* = «s«2A + «3(?2-^/^3' 

/' = "3 + <^3 72 + ^3 ^2 /"l • 

Es ist leicht, diese Formeln auch unmittelbar aus der lexiko­
graphischen Ordnung zu gewinnen. 

§ 4. Die Stücke einer geordneten Menge. 

Ist a ein Element, 31 eine nichtverschwindende Teilmenge von A, 
so drücken wir durch 

a < 31 oder 31 > a 

aus, daß a jedem Element m von 3J vorangeht; analog ist ay 3! 
oder J / < a zu erklären. Für zwei nichtverschwindende Teilmengen 
31, .V bedeute 

3KN oder N> M, 
daß jedes Element m jedem Element n vorangeht.^ 

Eine nichtverschwindende Teilmenge 31 von A bestimmt drei 
weitere Teilmengen von A: 

' Damit dies nicht zu Kollisionen mit den bereits definierten Element­
beziehungen a S 6 führe, wollen wir voraussetzen, daß kein Element von Ä 
zugleich Teilmenge von A sei, oder wenigstens, daß von zwei verschiedenen 
Elementen von A nie zugleich das eine eine Menge und das andere ein Element 
dieser Menge sei. Sollte dann m zugleich Element und nichtverschwindende Teil­
menge-1/von J. sein, so ist m = M—\m\, und die Relationen a<m und a<M 
widersprechen einander nicht. Dem Leser wird die gemachte Voraussetzung 
so selbstverständlich erscheinen, daß er schon ihre Erwähnung für überflüssig 
hält (vgl. S. 43 Anm.); der Verzicht auf sie würde im folgenden eine umständ­
lichere und weniger suggestive Bezeichnungsweise bedingen. 
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A'*' = Menge der Elemente x < 31, 
AM = Menge der Elemente zyM, 
|ilf| = Menge der übrigen Elemente y. 

Zu den y gehören die Elemente von M selbst, es ist also |Jf| von Null 
verschfeden, wogegen eine der ersten beiden Mengen oder beide 
auch verschwinden können. Soweit diese Elemente vorhanden sind, 
ist stets « < « / < « , und es gilt also die Summenformel 

A=^A^+\3I\ + AM, 

analog der Zerlegung von A durch ein Element. 
Ist z. B. A die Menge der reellen Zahlen in natürlicher Ord­

nung, 31 die Menge der rationalen Zahlen > 0 und < 1, so ist 
A^ die Menge der reellen Zahlen ;^ 0, 
AM die Menge der reellen Zahlen g 1, 
jJ/| die Menge der reellen Zahlen > 0 und < 1. 

Wenn A ^ = 0 , wenn es also kein Element x<,M gibt, so könnte 
man 31 (analog zu einem Anfangselement) eine Anfangsmenge von A 
nennen; wir wollen lieber sagen: A i s t mit M koini t iaL Wenn 
Au=0, wenn es also kein Element %>3I gibt, so sagen wir: A ist 
mit M konfinah^ Z. B. ist die Menge der reellen Zahlen mit der 
Menge der natürhchen Zahlen konfinal, weil keine reelle Zahl größer 
ist als sämtliche natürliche Zahlen, und mit der Menge der ganzen 
Zahlen sowohl koinitial als konfinal. Alles, was von der einen der 
beiden Relationen koinitial und konfinal gesagt ist, ist mit den ent­
sprechenden Vertauschungen (z. B. der Zeichen ^ ) auch auf die 
andere zu übertragen. 

Wir können dem Leser den Beweis der T rans i t i v i t ä t dieser 
Relationen überlassen: 

I. I s t A mit B, B mit G ko in i t i a l , so ist auch A mit C 
koini t ia l . 

IL I s t A g S a G und A mit G ko in i t i a l , so ist auch 
A mit B und B mit G koini t iaL 

Wenn M kein letztes, aber AM ein erstes Element % hat {% also 
das erste Element > 3L ist), so schreibt man 

« = lim sup 3L 

' Wir haben also, was der Leser beachten möge, hiermit einseitige Ke-
lationen einer Menge zu einer nicht verschwindenden Teilmenge definiert; der 
Ausdruck „A ist mit M koinitial oder konfinal" setzt stillschweigend A 2 JtflsO 
voraus. Natürlich könnte man auch eine symmetrische Definition geben: die 
beiden nichtverschwindenden Teilmengen M, N heißen koinitial, wenn A^ = A^. 
Obwohl dies den Sprachgebrauch weniger beengen würde, haben wir es vorteil­
hafter gefunden, bei der Definition des Textes zu bleiben. 
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und nennt t einen oberen Limes; » ist zugleich oberer Limes der 
Anfangsstrecke 1-' und aller .Mengen, mit denen diese konfinal ist. 
Entsprechend ist ein unterer Limes 

.(• = lim inf 3[ 
dadurch definiert, daß . 1 " ein letztes Element .r und 31 kein erstes 
E'ement hat. Die Elemente von A zerfallen hiernach in vier Arten: 
sie sind entweder um- obere Limites oder nur untere oder beides 
oder keins von beiden. Z. B. ist in der Menge der reellen oder 
rationalen Zahlen jedes Element beiderseitiger Limes; in der Menge 

, 0 1 . 3 _^^ | 

l 1 2 3 ' 4 
ist nur 1 oberer Limes. 

Zwei nichtverschwindende Teilmengen 31, X von .1, für die 
31 < A, bestimmen die Menge 

.ij'; = ? , i j / , .F ) 

aller Elemente, die zugleich > 31 und < A, also zwischen 3f und A 
hegen. Offenbar gilt die Summenformel 

A = . P ' + M' + A-l+\X + A^ 

analog der Zerlegung von .1 durch zwei Elemente; zugleich ist 

A^ = A^'+\3[] + A^„ 

AM=Af, + \X +A_,: 
Wenn A ĵ = 0, also zwischen J /und N kein Element liegt, so heißen 
diese beide Teilmengen b e n a c h b a r t ; z. B. sind in der ^Menge der 
reellen Zahlen die Menge der rationalen Zahlen < 0 und die Menge 
der rationalen Zahlen s 0 benachbart. Für benachbarte Teilmengen 
3I<X ist 

A = J-^'+.W, 

Unter einem Stück einer geordneten Menge A verstehen wir 
eine Teilmenge 31, die zugleich mit zwei Elementen jedes zwischen 
ihnen hegende Element enthält (wenn also a < S zu if gehören, soll 
AI<=:3I seini. Wir rechnen zu den Stücken auch die Nullmenge 
und die aus einem einzigen Element bestehenden Teilmengen. 

Ist 31 ein nichtverschwindendes Stück, so muß jedes Element 
von A—3I entweder < 31 oder >31 sein, wie unmittelbar aus der 
Definition folgt. Demnach ist 

A = J ' " + J / + A M , 

die früher definierte Menge [31] ist hier mit M identisch. Zu jedem 
Stück 31 ist also eine Summendarstellung A = P + J f + 0 möglich 
(auch für 31=0, wo diese Darstellung allerdings nicht eindeutig 
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bestimmt ist); umgekehrt ist evident, daß bei dieser wie bei jeder 
Summendarstellung Ä=^A. jeder Summand ein Stück ist. 

Der Durchschnitt beliebig vieler Stücke ist wieder ein Stück. 
Die Summe zweier fremder Stücke, deren keins Null ist, ist nur 
dann ein Stück, wenn die beiden Summanden benachbart sind; die 
Summe zweier Stücke mit gemeinsamen Elementen ist immer ein 
Stück. Die Summe beliebig vieler Stücke, die paarweise mindestens 
ein Element gemein haben, ist jedenfalls ein Stück. 

Anfangss tück von A nennen wir eine Teilmenge M, die zu 
jedem Element gleichzeitig jedes frühere Element enthält (wenn a 
zu 31 gehört, soll A" c; Jf sein); entsprechend ist ein Endstück zu 
erklären. Die Nullmenge betrachten wir sowohl als Anfangs- wie 
als Endstück, Für ein nichtverschwindendes Anfangsstück resp. End­
stück gilt 

A = M + AM resp. A^A'^+M, 

d. h. eine Summendarstellung A = 3£+ Q resp. A = P+M (auch für 
31=0 gilt das gleiche); umgekehrt ist der erste resp. letzte Sum­
mand einer Summe A ein Anfangsstück resp. Endstück von A. 

Anfangs- und Endstücke sind spezielle Fälle von Stücken; 
Strecken sind spezielle Fälle von Stücken, insbesondere Anfangs­
strecken von Anfangs stücken, Endstrecken von Endstücken. Summe 
und Durchschnitt beliebig vieler Anfangsstücke (Endstücke) ist wieder 
ein solches. Von zwei verschiedenen Anfangsstücken (Endstücken) 
ist das eine eine Teilmenge des anderen. 

Die oben definierten Mengen A*", AM, \3I\, A ^ sind sämthch 
Stücke von A. Die Menge \3I\ ist das Stück, das mit Jf zugleich 
koinitial und konfinal ist; A-*-'+|lf| ist das Anfangsstück, das mit 
31 konfinal ist, \3I\ + AM das mit M koinitiale Endstück. Bei be­
nachbarten Mengen Jf < A" ist A^ mit 31 konfinal. AM mit N koinitial. 

Wir geben wieder die Anfangs- und Endstücke einer Summe 
und eines P r o d u k t s , d.h. die Zerlegungen 

A=B+C 
an [B und G seien von Null verschieden). Der Kürze halber be­
merken wir voraus: für eine nichtverschwindende Teilmenge Ä 
von A ist 

A'= '^{A', B) + S(A', C) = 5 ' + C"; 
sind B', C" beide von NuU verschieden, so sagen wir, daß A' zerlegt 
wird, andernfalls, daß Ä unzerlegt bleibt. Ist nun 

A = :SA„ 
i 

wobei wir zur Vermeidung nutzloser Weitläufigkeiten alle Sum-
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manden =? 0 annehmen, so bleibt en tweder jeder Summand un­
zerlegt uiul dann ist 

,/ = Ä-+L, 

B = iM,, G=JM,; 

oder ein Summand .!; ^und nur einer) wird zerlegt, und dann ist 
.7--=A'+;/;-i-L. .(. = z>',+ Q, 

£?=^'J, + i?,., r=C,+ ^'A.. 
k i 

Für ein Produkt, bei dem wir uns wieder auf drei Faktoren 

A = J 3 . l 2 - l i 

beschränken wollen, ist zu unterscheiden: e n t w e d e r bleibt die 
Menge der Komplexe :a^.a.,,a^) mit festem â  stets unzerlegt, oder 
eine dieser Mengen wird zerlegt, aber die Menge der Komplexe mit 
festem a, und a, bleibt stets unzerlegt, oder auch eine von diesen 
Mengen wird zerlegt. .Te nachdem haben wir: 
entweder A^ =B.^ + G^, 

B=A,A,B^. C' = A3.i2C'j; 
oder 

oder 

A, = S , - i - ; a j ; - ^ \ , A,=B,+ C„ 

B=A,A.,B, + A,B,{a,\, C= A, C.,\a^]+A.A.. (.\: 

- i j = 5 , - ; « , ; + q , j , = fi, + }a,|+q, A., = B. + C,. 
5 = A3 j , Bj + A3 B., ;a,; + B, VK !;«,;, 

ü= Cj;«,,;^: + A3 cja,! + J3J2 L\. 

Wir schheßen hier noch die Definition der r e l a t iven Dich t igke i t 
an. Die Beziehungen koinitial und konfinal können wir auch so 
definieren: die (nichtverschwindende) Menge A ist mit 31 koinitial, 
wenn es zu jedem Element a von A ein Element m von 31 derart 
gibt, daß m^a, oder wenn jedes Anfangs in te rva l l A^ + ja} min­
destens ein Element von 31 enthält. A ist mit M konfinal, wenn 
es zu jedem a ein m^a gibt, oder wenn jedes E n d i n t e r v a l l 
\a[ + A^ mindestens ein Element von 31 enthält. Nach dieser Ana­
logie definieren wir (allerdings mit verändertem sprachlichem Aus­
druck; für eine aus mindestens zwei Elementen bestehende Menge A: 
die Menge M^A heißt in A. d ich t , wenn es zu jedem Element­
paar a<& von A ein Elementpaar m<,n von 31 derart gibt, daß 
a-^m<in^b, oder wenn jedes Mi t t e l i n t e rva l l {a}+y!^ + {6} min­
destens zwei Elemente von M enthält. Hier gelten wiederum die 
T r a n s i t i v i t ä t SS ä tze : 



9Q Kap. IV. Geordnete Mengen. Ordnungstypen. 

III. I s t G in B, B in A d icht , so is t auch G in A d icht . 
IV. I s t A 2 £ 2 G und C in A d i ch t , so i s t auch G in B 

und B in A dicht . 
Für eine (absolut) d ich te Menge A können wir einfacher sagen: 

i f ist in A dicht, wenn zwischen zwei Elementen von A stets ein 
Element von 31 hegt. Z. B. ist die Menge der rationalen Zahlen 
in der Menge der reellen Zahlen dicht. 

§ 5. Stetigkeit. 

Eine Zerlegung in zwei nichtverschwindende Stücke 
A = P+Q 

möge ein Sprung heißen, wenn P ein letztes Element und Q ein 
erstes hat; ein Schn i t t , wenn P ein letztes und Q kein erstes, 
oder umgekehrt P kein letztes und Q ein erstes Element hat; eine 
Lücke , wenn weder P ein letztes noch Q ein erstes Element hat. 

Von zwei benachbarten Teilmengen M<N sagen wir, daß sie 
die Zerlegung 

A==A^ + AM=P-+Q 

bestimmen (P das mit 31 konfinale Anfangsstück, Q das mit N 
koinitiale Endstück). Sie bestimmen einen Sprung, wenn M ein letztes 
Element m und N ein erstes n hat, wobei m, n benachbarte Ele­
mente sind; einen Schnitt, wenn M ein letztes Element m= lim inf A 
und N kein erstes, oder 31 kein letztes und N ein erstes Element 
w = lim sup Jf hat; eine Lücke, wenn weder if ein letztes noch N 
ein erstes Element hat. 

Eine d i c h t e Menge war eine Menge ohne benachbarte Ele­
mente, d, h. ohne Sprünge. Ihre Zerlegungen sind also Schnitte 
oder Lücken. Die Menge der rationalen Zahlen z. B. ist dicht; ihre 
Schnitte sind, wenn r eine rationale Zahl ist, 

P=A'- + {r}, Q = A^ 
und 

P=A% Q = H + A,. 
Sie hat aber auch Lücken; ist nämlich i eine irrationale Zahl und 
P die Menge der rationalen Zahlen < * , Q die der rationalen 
Zahlen > i , so liefert P + Q eine Lücke. Ähnliches gilt von der 
Menge der irrationalen Zahlen. 

Eine Menge (die Nullmenge und die aus einem Element be­
stehenden Mengen ausgeschlossen), die weder Sprünge noch Lücken 
hat, bei der also jede Zerlegting ein Schnitt ist, heißt (im Dede-
kindschen Sinne) s te t ig ; eine stetige Menge ist also dicht und 
lückenlos. Die Menge aller reellen Zahlen ist stetig i; durch Ein-

' Daher die Namen Zahlenkontinuum, Mächtigkeit des Kontinuums. 
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lühning der irrationalen Zahlen in der Dedekindschen Art sind 
a eben die Lücken der Alenge der rationalen Zahlen ausgefüllt. 

Dieses Verfahren läßt sich in folgender Weise auf eine behebige 
dichte Menge übertragen. 

Von zwei verschiedenen Anfangsstücken einer Menge A ist, wie 
wir schon bemerkten, das eine eine lechtei Teilmenge des anderen; 
hierdurch erscheinen diese Anfangsstücke selbst geordnet, indem wir 
von .'.weien dasjenige als das „frühere" definieren, das Teilmenge 
lies anderen ist. Die so geordnete Menge der .^nfangsstücke hat 
aber stets benachbarte Elemente, nämlich A" und .•l'' + ;«|, d. h. 
Anfangsstrecke und Anfangsintervall von A, die zu einem Element a 
gehören. 

Nehmen wir jetzt A als offene, d ich te Menge an und be­
schränken uns auf diejenigen Anfangsstücke P, die von 0 und .1 
verschieden sind und kein l e t z t e s E l emen t haben ; diese P 
bilden eine geordnete Menge ^ , von der wir zeigen wollen, daß sie 
offen, dicht und s te t ig ist, und daß sie eine in '^ dichte, mit A 
ähnliche Teilmenge 3( enthält. In der Tat: jedem P entspricht ein 
von 0 und A verschiedenes Endstück 0 ( . 1 = P + Q\; dieses hat ent­
weder ein erstes Element a, in welchem Falle P—A" eine Anfangs­
strecke und P-t Q ein Schnitt ist, oder es hat kein erstes Element 
uul P + O ist eine Lücke. Die schnittbestimmenden P, die Anfangs­
strecken , entsprechen vermöge P = .1" umkehrbar eindeutig den 
Elementen a von A und haben dieselbe Ordnung, bilden also eine 
mit A ähnliche Menge 2lg5ß; die lückenbestimmenden P bilden das 
Komplement 93 = -4? —91. Ist nun P eins unserer Anfangsstücke, 
p ein Element von P, so ist Af c: P, woraus folgt, daß ^ kein erstes 
Element hat (und mit 91 koinitial ist;; ist ferner q ein Element von 
Q = A—P und zwar nicht etwa das erste iQ hat immer unendlich 
viele Elemente, da A offen ist-, so ist P<=: .1«, also hat iß kein letztes 
Element (und ist mit 2t konfinal). 5)3 ist also eine offene Menge. 
Ist Pj =; P, und p ein Element von P, — P^, aber nicht das erste, 
so ist Pj ^AP^P.-,; dies besagt, daß '^ d icht und 91 in iß d icht 
ist. Endhch sei 

eine Zerlegung von iß in zwei nichtverschwindende Stücke, für deren 
Elemente also durchweg P.^ =z P^ gilt. Die Summe P aller Mengen Pj 
ist wieder ein Anfangsstück von A, und zwar wie diese von 0 und A 
verschieden und ohne letztes Element; P ist also Element von iß. 
Dabei ist, wie unmittelbar ersichtlich, P.^^P^P^; P ist also, wenn 
es ein P^ ist, das letzte, und wenn es ein P, ist, das erste. Die 
Zerlegung iß = ißi + iß2 ist demnach jedenfalls keine Lücke; die 
Menge iß ist dicht und lückenlos, also stetig. 
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Wir können diesem Verfahren, freihch mit Preisgabe der ein­
deutigen Bestimmtheit, eine etwas anschaulichere Fassung geben: 
wir verschaffen uns eine zu A fremde Menge B, die mit der Menge 93 
der lückenbestimmenden Änfangsstücke P äquivalent ist, und über­
tragen die Ordnung von iß = 2t + 93 ^ auf die äquivalente Menge A-\-B, 
wobei die eineindeutige Beziehung zwischen A und 2t durch die Zu­
sammengehörigkeit von a und A" gegeben ist. Die Menge A-\-B 
entsteht dann aus A durch Ausfül lung der Lücken , d, h, indem 
man in jede Lücke P + Q ein Element b einschiebt ( P < 5 < Q ) , 
wodurch die b gegenüber den a und auch untereinander geordnet 
werden, 

Ist A die Menge der rationalen Zahlen, so ist B die der irra­
tionalen, A + B die der reellen Zahlen, Was die Elemente b eigent­
lich „sind", bleibt dabei freilich unentschieden, ist aber auch gleich­
gültig, da es nur auf ihre Ordnung zu den a und untereinander 
(und auf ihre Rechengesetze) ankommt; übrigens kann man auch 
die Anfangsstücke P selber „reelle Zahlen" nennen, die schnitt­
bestimmenden rationale reelle Zahlen, die lückenbestimmenden irra­
tionale reelle Zahlen, und dann, auf die Gefahr einer Verwechselung 
zwischen a und A" hin, die Weglassung des Beiworts „reell" ver­
abreden. 

§ 6. Dichte, stetige, zerstreute Mengen. 

Wir wollen zunächst die Bedingungen aufsuchen, unter denen 
eine Summe 

A = :SA^ 
i 

dicht ist. Um wieder triviale Weitläufigkeiten zu vermeiden, nehmen 
wir die Summanden A. sämtlich als von Null verschieden an. 

Zunächst darf kein Summand Nachbarelemente enthalten; jedes 
A; muß also entweder dicht sein oder aus einem einzigen Element 
bestehen. 

Enthält ferner das Argument zwei benachbarte Elemente i < k, 
so darf nicht gleichzeitig A. ein letztes und Aj. ein erstes Element 
haben. 

Diese Bedingungen sind auch hinreichend. Die erste sichert 
die Existenz eines Elementes zwischen a und b, wenn a, b derselben 
Menge A^ angehören; die zweite, wenn a und b verschiedenen Mengen 
A., Aj angehören. Beide Bedingungen sind u. a. erfüllt, wenn alle 
A. und J dicht sind, oder, bei behebigem J, wenn alle A- dicht 

^ Die Summen sind hier nur im Sinne der Addition ungeordneter Mengen 
zu verstehen; die Elemente von ?I und 83 liegen ja durcheinander. 
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sind and kein letztes Element haben (gleielivicl ob sie ein erstes 
haben oder nichts, oder wenn sie dicht sind und kein erstes Ele­
ment haben. Also: E ine Summe d ich te r Mengen über ein 
d ich tes Argument is t selbst eine dichte Menge; eine Summe 
d ich te r Meugen, die kein l e t z t e s (erstes) E l emen t haben , 
ist e ine d ich te Menge. 

Läßt man die Summanden ähnlich werden, so folgt, daß ein 
ivon Null verschiedenes' Produkt BA dicht ist, wenn beide Faktoren 
dicht sind, oder wenn der erste Faktor B dicht ist und kein letztes 
ersies Element hat. Die Übertragung auf ein Produkt von behebig 
vielen Faktoren hegt auf der Hand. 

Beispie le . Man bezeichnet den Typus der (natürlich geord­
neten) Menge der r a t i o n a l e n Zahlen mit 7/, der ree l len Zahlen 
mit ?.. Beide sind offen und dicht, /. auch stetig. Einfache lineare 
und projektive Transformationen zeigen, daß diese Typen umkehrbar 
smd tii^ = ij. /.* = /..; daß Ä auch der Typus einer Strecke reeller 
Zahlen ist der Menge der Zahlen x<ia, xy-a, a<.r<^ b), ij der 
Typus einer Strecke rationaler Zahlen {x<a usw. für rationale x, a, h. 
1 + /. und x + 1 sind die Typen einseitig offener Intervalle, 

,9- = l + A + l 

der Typus eines Intervalls mit Endpunkten \a-^x^b für a<&i. 
Durch Aneinanderreihen von Strecken resp. IntervaUen erhält man 
Formeln wie diese 

/. = ;.+1 + ;., 
1 -- /. = 1 + /. + 1 + /. = (1 + /.i2 == 11 + hn 

= l + A + l + A + l + /. + ... = (l + hco, 

;. + 1 = ^ /. + 1 , 2 = I /. -:-1) re = (;i +1 )«* , 

/ = !/.+ 1)« = (1 -= hco* 
und dieselben für /,. 

Dagegen sind die Tj-pen ).-{-/. = ).2, "kn, /.« untereinander und 
von Ä verschieden, da sie eine resp. n—\ resp. unendlich viele 
Lücken haben. Alle diese Typen sind nach unseren aUgemeinen 
Bemerkungen dicht, ebenso Iri, (l+Ai?/, (A+l)7/, d-y, A^ J?^ usw. 
Hingegen sind 21, i9-2 = l + ; . + 2 + A + l u, dgl undicht. 

Wir fragen zweitens, wann eine Summe 
j 

A = -i'-i, 

mit nichtverschwindenden Summanden s te t ig ist. Nach den For­
meln in § 4 gibt es zwei Arten von Zerlegungen A = P + C in zwei 
nichtverschwindende Stücke. Bei den Zerlegungen der Form 
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J=K+{i\ + L, A, = P ; + 0 „ 

P = 1 A , + B ; , G=c,+ y:A,, 
k l 

wo B^, G. von NuU verschieden sind, muß, damit P + C ein Schnitt 
in A sei, B.+G^ ein Schnitt in A. sein. Also muß jeder Sum­
mand en tweder s te t ig sein oder aus einem einzigen Ele­
ment bestehen. 

Bei den Zerlegungen 
J = K+L, 

B^§A„ C=IA, 
h l 

{K,L^O) sind folgende Fälle zu unterscheiden: 
(«) K hat kein letztes, L kein erstes Element. Dann würde 

auch B kein letztes, G kein erstes Element haben. Dieser Fall ist 
also auszuschließen: das A r g u m e n t muß lückenfre i sein. 

(/9) K hat ein letztes Element \ , L kein erstes. Da dann 
auch G kein erstes Element hat, muß B ein letztes, d. h, A ;̂ ein 
letztes Element haben. 

(y) K hat kein letztes Element, L ein erstes l^. Hier muß 
Ai^ ein erstes Element haben. 

iß] K hat ein letztes Element k^, L ein erstes Ẑ , Dann muß 
A^ ein letztes und A^ kein erstes, oder Au^ kein letztes und A;„ ein 
erstes Element haben. 

Diese notwendigen und hinreichenden Bedingungen sind etwas 
verwickelt. Einfache, hinreichende Bedingungen erhalten wir, wenn 
wir den Fall {§) ausschließen: dann ist / stetig (von dem trivialen 
Fall abgesehen, daß ./ nur ein Element hat), und da jedes Element * 
von J die Rolle von k^ oder l^ übernehmen kann, muß A; ein erstes 
und ein letztes Element haben. Also: 

E ine Summe über ein s t e t i ge s A r g u m e n t ist stetig, 
wenn j ede r Summand en tweder aus einem E lemen t besteht 
oder eine s te t ige Menge mi t zwei R a n d e l e m e n t e n ist. 

Lassen wir aUe Summanden ähnlich werden, so ergibt sich: 
ein Produkt BA ist stetig, wenn A und B stetig sind und B ein 
erstes und ein letztes Element hat. 

Z. B. ist der Typus ,9-= 1 + ; i + 1 stetig, also auch &l, ferner 
d-'^, und da dieser wieder em erstes und letztes Element hat, auch 
ß-'^.ß=-d-3 und allgemein ß-^ für jede natürliche Zahl n. 

Dagegen ist A + 1 = A2 unstetig, denn eben diese Zerlegung 
l + l bestimmt eine Lücke; es ist der Typus der reeUen Zahlen­
menge nach Weglassung einer Zahl, z, B, der negativen und posi-



J; 6. Dichte, stetige, zerstreute Mengen, 95 

tiven Zahlen ohne Null. Auch Â  ist unstetig, denn da dies ein 
offener T^pus ist, so bestimmt die Zerlegung 

X^ = ?.{X + l+h^X^ + (X + Xh 

eine Lücke. Auch A* ist ein unstetiger Typus, 
Wir nennen eine Menge ze r s t r eu t , wenn sie keine dichte 

Teilmenge enthält. Insbesondere sind die endlichen Mengen (zu 
denen wir auch die NuUmenge rechnen) zerstreut. Jede Teilmenge 
einer zerstreuten Menge ist selbst zerstreut. 

Fragen wir wieder, unter welchen Bedingungen eine Summe 
j 

.1 :sA, 
i 

mit nichtverschwindenden Summanden z e r s t r e u t ist. Die Sum­
manden müssen, als Teilmengen von A, zerstreut sein; desgleichen 
das Argument, denn .1 enthält eine mit J ähnliche Teilmenge, be­
stehend aus je einem Element aller Mengen A.. 

Umgekehrt ist dies auch hinreichend: eine Summe zer­
s t r e u t e r Mengen über ein z e r s t r e u t e s A r g u m e n t ist selbst 
eine z e r s t r e u t e Menge. Bei dem Beweis dieser Behauptung 
können wir die Annahme A; := 0 fallen lassen. Soll B eine (lichte 
Teilmenge von 

j 

A = 2A, 
i 

sein, wo J und die A. zerstreut sind, so schreiben wir 

p , = 5..L,j5), B = i : p , 
i 

und indem wir nur diejenigen Indices beibehalten, wo P^.^O: 

p=ip,. 
k 

Nach unseren anfänghchen Bedingungen für die Dichtigkeit einer 
Summe müssen die P^ dicht sein oder nur ein Element enthalten. 
Da sie als Teilmengen von A,^ nicht dicht sein können, so müssen 
sie aus einem Element bestehen: 

B = ^lb,}^K. 
k 

B kann also nicht dicht sein, da E nicht dicht ist, als Teilmenge 
von .7. Damit ist die Behauptung bewiesen. 

Wir können hiermit einen für den Aufbau geordneter Mengen 
wichtigen Satz beweisen, nämhch: 

.Jede g e o r d n e t e Menge is t en tweder z e r s t r e u t oder die 
.Summe z e r s t r e u t e r Mengen übe r ein d ich tes Argument . 
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A sei eine beliebige geordnete Menge. Wir wollen einmal vor­
übergehend ein Element a mit b kong ruen t nennen (a^b), wenn 

entweder b = a 

oder, für b>a, die Mittelstrecke A^ zerstreut ist 

oder, für 6 < ß, die Mittelstrecke Aj zerstreut ist.^ 
Zunächst folgt aus a^^b auch b^a. 

Ist ferner a=^b, b^c, so ist auch a^c. Um das zu zeigen, 
können wir alle drei Elemente als verschieden annehmen, ferner 
a<c (indem wir andernfalls alle drei Kongruenzen umdrehen); für & 
sind dann die drei Lagen 

b<,a'Co, a<^b<ic, a<.c<ib 
möglich. Im ersten und dritten Fall schheßen wir, daß A^ als Teil­
menge von AI resp. A* zerstreut ist. Im zweiten PaU ist die 
Summeneigenschaft zu benutzen und zu schheßen, daß 

Al = Al + {b} + Al 
als Summe dreier zerstreuter Mengen wieder zerstreut ist. 

Wir vereinigen jetzt alle mit einem gegebenen Element a kon­
gruenten Elemente zu einer Menge A{a), die jedenfalls das Ele­
ment ß selbst enthält. Ist b irgend ein von a verschiedenes Element 
von A{a), so ist A{b) = A{a), denn es ist a^b, und alle mit b kon­
gruenten Elemente sind auch mit a kongruent und umgekehrt. Zwei 
solche Mengen, die ein Element gemein haben, sind also identisch. 

Jede Menge A{a) ist selbst eine z e r s t r e u t e Menge. Denn ent­
hielte sie eine dichte Teilmenge B, und sind 6 < c zwei Elemente 
von B, so wäre auch Pj dicht, während dies doch eine Teilmenge 
der zerstreuten Menge AI ist. 

Endlich ist A{a) ein Stück von A. Denn sind &<c zwei ihrer 
Elemente, d ein Element zwischen beiden, so ist Af als Teilmenge 
von AI zerstreut, also d=Bb^a; d gehört zu A{a). 

Zwei verschiedene Mengen A{a), A{b) haben, wie oben bemerkt, 
kein Element gemein; ist a<&, so gehen alle Elemente von A[a) 
aUen von A{b) voran (A{a) < A(i)). Nehmen wir aus jeder Menge A(a) 
je ein Element heraus, so bilden diese eine Teilmenge / von .1, 
und es ist 

A = 2A{i). 
i 

Entweder besteht nun / aus einem einzigen Element, dann ist A 
selbst zerstreut. Wenn nicht, so kann / keine Nachbarelemente i<k 

' Insbesondere dürfen diese Mittelstrecken auch Null sein. 
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enthalten: sonst wäre nämlich .•t(/)+.!(/•) zerstreut, also auch .1^, 
folglich i_=ik, während doch ;', k inkongruent vorausgesetzt waren. 
In diesem Fall ist also J dicht, A eine Siiiume zerstreuter .Mengen 
mit dichtem Argument. 

§ 7. Abzahlbare Typen. 

Die Menge der Typen einer bestinmiteii i\Iächtigkeit a nennen 
wir eine Typenk las se und bezeichnen sie mit T{a). Die Typen­
klassen endlicher Mächtiirkeit bestehen aus nur einem Typus: TiO) 
aus dem Typus 0, r(n)i aus dem Typus n. Von der Klasse T(N(,) 
der abzählbaren Typen kennen wir schon viele verschiedene Ver­
treter; wir zeigen jetzt, daß sie unendlich viele Typen enthält und 
zwar, daß sie von der Mäch t igke i t des Kon t inuums ist. 

Zunächst ist jede Typenklasse Tiai von der Mächtigkeit ^ 2 " " . 
Betrachten wir nämlich der Reihe nach die 1\1 engen mit folgenden 
Elementen: 

',«) die verschiedenen Typen der l^fächtigkeit Q; 
iß) die im Typus verschiedenen Ordnungen einer .Menge .1 von 

der Mächtigkeit a; 
ij) alle Ordnungen der Menge A; 
(d) aUe Paarmengen i§ 1) P, die eine Ordnung von .1 hervor­

rufen; 
IS) alle Paarmengen P aus geordneten Paaren [a,b) mit a^b; 
1̂ ) alle Paarmengen P aus geordneten Paaren [a.b). 
Hier ist a ~ / j g / ~ ^ g 6 g j , und C ist das System der Teil­

mengen der Menge aller geordneten Paare. Diese Menge aller 
Paare hat die Mächtigkeit aa = a^, die Menge ^ also die Mächtig­
keit 2°«, und unsere gesuchte Menge eine Mächtigkeit ^ 2 " " . 

Die Klasse T{^g) hat demnach eine Mächtigkeit 

Wir zeigen, daß sie auch eine Mächtigkeit s X hat, also genau X. 
Zu diesem Zweck betrachten wir etwa, wenn a = {a^,a^....) eine 

Folge natürhcher Zahlen ist, den Typus 

a = .Z{a^ + ??) = ßj +? ; + «2 + '̂  + S + '/ + •• • 
i 

der Menge 
A = {1, 2, . . . , ßj} + PJ + {ßj + 1,. . . , ßj + öji + P2 + 

{«1 + ß2 + 1 , ..., ßj + ß2 + ßg! + -̂ i'3 + •••) 
wobei alle R. der Menge der rationalen Zahlen ähnlich und unter­
einander sowie mit der Menge / der natürlichen Zahlen fremd sein 
sollen. A ist also eine bestimmte Anordnung der aus / und 

P = Pi + P2 + -B3 + ... 
Haasdorff, Mengenlehre. ' 
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gebildeten Summe / + R (aber nicht in der Ordnung J + R oder 
P + ./j . 

Wir behaupten, daß die Zahlenfolgen a und diese Mengen A 
oder ihre Typen u einander umkehrbar eindeutig entsprechen, d. h, 
daß zwei verschiedenen Zahlenfolgen auch verschiedene Typen ent­
sprechen, oder daß A mit 

P = {1,2,...,&,! + P j + { 6 j + l , . . . ,6 , + V ! + P2 + ... 

nur dann ähnlich sein kann, wenn a^ — b^, a.^ = b,, a^ = b^,.... 
Nehmen wir also die beiden geordneten Mengen A und B, die ja 
aus denselben Elementen bestehen, ähnlich an. Die Elemente von 
R haben sowohl in A als auch in B kein benachbartes Element, 
während die Elemente von J in beiden geordneten Mengen min­
destens ein benachbartes Element haben. Die Abbildung b = f(a) 
kann also nur so geschehen, daß die Mengen R, J einzeln auf sich 
selber abgebildet werden, d. h. f{r) ein r und f{i) ein i ist. Auf 
Grund der Ähnlichkeit ist die letzte Beziehung nur so möglich, daß 

f{l)=l, f{2) = 2, ..., f{i) = i, ... 
ist. 

Andererseits müssen die Elemente von J, die in A keinen un­
mittelbaren Nachfolger haben, auf ebensolche in B abgebildet werden. 
Diese Flemente sind, der Reihe nach, 

in A: ß^, ß̂  + ß j , Oĵ  + ßg+O3, •.-, 

in B: b.^,b^+b.^,b^ + b^ + b^,.... 
Also folgt: 

*i = /"(«i) = «1 > 

^i+h= fi"'x + 02) = «1 + «2. ̂ 2 

Hiernach enthält, da die Typen a abzählbar sind, Ti^^) eine 
mit der Menge aller Folgen natürhcher Zahlen äquivalente Teil­
menge; demnach ist die Mächtigkeit dieser Typenklasse Si{(,'*o = S 
und mithin genau = X. 

Natürlich könnte man statt der obigen Typen a andere wählen; 
wir laden den Leser ein, es z. B. mit 

2{a^ + (,y- +. co) = a^ + OD* -\- co -{• a,-\- co* + co + ... 
i 

zu versuchen. 
Abzäh lba re d ich te Typen. Wir kennen deren vier, nämlich 

11, 1 +?/, »; + l , I + 1 / + I , 
uud es ist nun eine sehr bemerkenswerte Tatsache (zu der fiir 
höhere Mächtigkeiten kein Analogen oder nur ein sehr beschränktes 
existiert), daß es weitere abzählbare dichte Typen nicht gibt, daß 
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insbesondere jeder offene abzählbare dichte Typus = / ; ist. Wir 
beweisen nämlich die beiden Sätze: 

I. Eine offene d ichte Menge e n t h ä l t zu j e d e r abzäh l ­
ba ren Menge eine ähn l i che Tei lmenge. 

II. Zwei offene d ich te a b z ä h l b a r e Mengen sind ähnl ich . 
B sei eine offene dichte Menge, .1 eine beliebig geordnete 

abzählbare Menge, die wir also in Gestalt einer Folge 

-' = ! " i , a 2 , a 3 , . - - ' 

bringen können, wobei die Rangordnung der ß; in A aber nicht die 
der Indices zu sein braucht. 

Dem Oj ordiieu wir ein beliebiges Element 6̂  von B zu. Dem 
Oj müssen wir ein Element b.-, zuordnen, das ^ S ^ ist, je nachdem 
Oj^Oj ist; solche Elemente b^ existieren sicher, da b^ weder das 
erste noch das letzte Element von B ist, und wir denken uns eins 
von ihnen gewählt. Sodann ist dem O3 ein 6g zuzuordnen, das zu 
6j, i^ dieselbe Rangordnung hat wie a^ zu a^,a^; auch solche 63 
existieren sicher, sei es, daß ß3 zwischen o, und ß, hegt oder beiden 
vorangeht oder beiden nachfolgt, da ja in B kein Element das erste 
oder letzte und keine zwei Elemente benachbart sind. 

Man sieht hier schon den Umstand, auf den es ankommt uud 
der die unbegrenzte Fortsetzung des Verfahrens sichert. Angenommen, 
wir hätten bereits zu ßj, a... ..., a^ passende lülder b.^,b^, ...,b^^ be­
stimmt. Das nächste Element a ,, liegt entweder zwischen zweien 

n+l o 
der Elemente ßj,ß2,.. . ,ß„ oder geht allen voraus oder folgt allen 
nach: in jedem Fall kann man ein Element i^.j in entsprechender 
Lage zu den bj^jb^j.-.jb^ wählen, da P kein erstes und kein letztes 
Element und keine benachbarten Elemente hat. Demnach ist es 
möglich, jedem Element ß; ein passendes b. zuzuordnen; A ist mit 
einer Teilmenge von B ähnlich 'I). 

Um weiter I I zu beweisen, nehmen wir zwei offene, dichte, ab­
zählbare Mengen 

.• |={fl, , ß^, ßg, ...j 

P = [ 6 j , b^,b„...} 
(die Indices der b haben jetzt nicht dieselbe Bedeutung wie soeben) 
und wenden das geschilderte Verfahren so an, daß wir abwech­
selnd einem a^ ein bj^ und einem 6̂  ein a^ zuordnen, dabei aber 
durch Vorgehen in der Reihenfolge der Indices dafür sorgen, daß 
von beiden Mengen kein Element übergangen wird. Wir ordnen 
also dem Oj =a irgend ein Element b' zu; sodann sei b" unter den 
noch freien ö ,̂ d. h. in der Menge B — [b'], das mit niedrigstem 
Index [z. B. wenn &' = &j gewählt war, b" = b^; in jedem anderen 
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Falle i" = 6j), und ihm ordnen wir ein a" zu, das zu a dieselbe 
Ordnung hat wie b" zu b'. Dann sei a"' unter den noch freien a^, 
d. h. in der Menge A — {a', a,"\, das mit niedrigstem Index und V" 
ein passendes Bild dazu, danach wieder b"" das niedrigste noch 
unabgebildete b^ und a"" ein passendes Bild usw. Die Existenz 
passender Bilder ^ ist durch die Offenheit und Dichtigkeit beider 
Mengen verbürgt, und die Wahl der niedrigsten Indices schließt 
das Übergehen eines Elements aus; man sieht ja, daß nach den 
ersten 2m Schritten die Elemente ßj,...,ß„ und &j,...,6^ sicher ab­
gebildet sind. Also ist A mit B ähnlich, womit I I bewiesen ist. 

Da nun jede dichte Menge nach Abtrennung etwaiger Rand­
elemente eine offene chchte Menge übrig läßt, so gibt es nur die 
vier oben aufgeführten abzählbaren dichten Typen. 

Daraus folgen Formeln wie diese: 
y = rj -\-rj = tj2 = 7]n 

= •)? + •); +? ; + ... = !?«. 

Allgemein ist r]a = r], wenn a ein ab z ä h l b a r e r Typus ist. Denn 
alle diese Typen sind nach § 6 dicht, -ferner offen und abzählbar. 

Ebenso ist, wie wir schon wissen, 
7j = Ti+l +rj, 

l+y = {l+y)2 = {l+7i)n = (l+y)co; 

allgemein ist {l+r])a=l+ri oder =y, je nachdem a ein erstes 
Element hat oder nicht. 

( l + 7 ; + l)w ist nur für w = l dicht; ( 1+ ?; + !)« nur, wenn u 
dicht ist, und zwar ist dann (1 +«? + 1 ) « = «. 

Wir werden später zu den Sätzen I, I I zwar ein Analogen für 
höhere Mächtigkeiten kennen lernen (Kap. VI, § 8), aber nur unter 
Hinzufügung weiterer Forderungen außer der Dichtigkeit. Daß es 
z. B. in der Typenklasse T{i<) sicher unendlich viele offene dichte 
Typen gibt, lehren schon die Beispiele 

A, A2 = A + A, A3 = A + A + A, ..„ 

von denen der erste Typus keine, der zweite eine, der dritte zwei 
Lücken enthält usw. 

Abzählbare s t e t i g e Typen gibt es überhaupt nicht; denn 
stetige Typen sind ja dicht, und die vier abzählbaren dichten Typen 
sind unstetig. 

Wir können sogar noch mehr sagen. Eine offene dichte 

'- Man kann auch für diese noch festsetzen, daß man unter den in Be­
tracht kommenden ot, 6* immer das mit niedrigstem Index wählen solle, und 
dadurch die Abbildung vollkommen fixieren. 
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Menge A enthält nach 1 eine Teilmenge B, die mit der Menge 
der rationalen Zahlen ähnlich ist. l 3 t P = P + ( . . ' eine Zerlegung 
von B, die eine Lücke definiert, so muß, wenn .1 stetig sein soll, 
zwischen P uud Q m indes t ens ein Element von A liegen; denn 
wenn P, Q in A benachbart wären, würden sie auch dort eine Lücke 
A = A*^ + Ap bestimmen. A enthält also eine Teilmenge G, die aus 
B durch Ausfüllung der Lücken entsteht, d. h. mit der Menge der 
reellen Zahlen ähnlich ist. Andererseits sieht man noch: wenn B 
in A dicht ist, so kann zwischen P und Q auch nur höchs tens 
ein Element von A hegen. Das gibt den Satz: 

III. J e d e s te t ige Menge e n t h ä l t eine Te i lmenge , die 
mit der Menge der r ee l l en Zahlen ähn l ich ist. J e d e offene 
s t e t ige Menge, in der eine a b z ä h l b a r e Menge d icht ist , 
is t mit der Menge der ree l len Zahlen ähnl ich. 

Die Typen i 9 - = l + A + l und ß-^ sind, wie wir sahen î S. 94), 
beide stetig, aber verschieden. In f/- ist nämlich eine abzählbare 
Teilmenge dicht, in &^ gibt es keine solche. Denn &^ ist der 
Typus der lexikographisch geordneten Menge von reellen Zahlen-
paaren [a, b): eine in dieser Menge dichte Teilmenge muß für jedes a 
mindestens ein Paar enthalten (sogar eine solche Menge von Paaren, 
die in der Menge aller Paare mit diesem bestimmten a dicht ist), 
ist also von der Mächtigkeit des Kontinuums. Der Beweis, daß alle 
Potenzen ß-^ verschiedene Typen sind, ist nicht ganz so einfach. 

Fünftes Kapitel. 

Wohlgeordnete Mengen. Ordnungszahlen. 

§ 1. Wohlordnung. 

Bei dem Versuch (Kap. IV, § 1), die Eigenschaften der natür­
hchen Zahlenreihe auf unendliche Mengen zu übertragen, haben wir 
zunächst das Moment der Ordnung berücksichtigt. Die Zahlen­
reihe ist aber eine sehr spezielle geordnete Menge, und ihre Funk­
tion als Instrument zum Zählen knüpft sich gerade an eine solche 
spezielle Eigenschaft, daß nämhch, wenn man bis n gezählt hat, 
nunmehr eine nächstfolgende Zahl w + 1 an die Reihe kommt. Anders 
ausgedrückt: wir haben hier eine geordnete Menge A von der Be­
schaffenheit, daß bei jeder Zeriegung A = P + 0 das Endstück Q 
(falls es Elemente enthält) ein ers tes Element hat. Diese Eigen­
schaft übertragen wir auf beliebige Mengen. Eine geordnete Menge A 
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h(5iß6 wohlgeordne t und ihr Ordnungstypus eine Ordnungszah l , 
wenn j edes von Null ve r sch iedene Ends tück ein ers tes 
E l emen t hat. 

Wir können auch sagen: A i s t woh lgeo rdne t , wenn jede 
von^Nul l ^verschiedene Te i lmenge A' ein e r s tes Element 
hat . Diese Bedingung ist ja offenbar hinreichend, aber auch not­
wendig; denn (Kap. IV, § 4) A' bestimmt das mit ihm koinitiale 
Endstück, dessen erstes Element auch das erste Element von A' ist. 
Es ist in der Definition eingeschlossen, daß auch A selbst ein erstes 
Element haben muß. Jedes Anfangss tück der wohlgeordneten 
Menge ist, wenn nicht A selbst, eine Anfangss t r ecke , denn dann 
hat A — Ä ein erstes Element a und es ist A' = A". 

Jede endliche Menge ist wohlgeordnet; wir betrachten auch die 
Nullmenge als wohlgeordnet. 0 , 1 , 2 , . . . sind also Ordnungszahlen. 

Die natürliche Zahlenreihe ist wohlgeordnet, also auch « jst 
eine Ordnungszahl Das Gleiche gilt von « + M , « + « u, dgl., 
während die Typen «*, ^,A keine Ordnungszahlen sind. In einer 
wohlgeordneten Menge gibt es keine Teilmenge vom Typus «* (auch 
dies könnte als Definition genommen werden). 

Jede Teilmenge einer wohlgeordneten Menge ist wohlgeordnet. 
E ine Summe wohlgeordne te r Mengen über ein wohl­

geordne tes Argumen t ist wohlgeordnet . Denn ist 

A = :SA„ 
i 

wo J und die A. wohlgeordnet sind, so hat A, falls ^ 0 , ein erstes 
Element, Ist nämlich Adie Menge der Indices i, für die A^-^^O, so ist 

A = 2A,; 
k 

nun hat K ein erstes Element /ĉ  (als Teilmenge von J) und Au^ ein 
erstes Element, das denn auch (las erste Element von A ist. Jede 
Teilmenge A' von A ist wieder eine solche Samme 

Ä = ^X{A,,Ä) = i'A!, 
i i 

WO ./und die A!{^A^ wohlgeordnet sind, und hat also, falls :>0, ein 
erstes Element; demnach ist A wohlgeordnet. 

Läßt man die Summanden ähnlich werden, so folgt: ein Produkt 
wohlgeordne te r Mengen ist wohlgeordnet . 

Eine Summe von Ordnungszahlen mit wohlgeordnetem Argument 
und ein Produkt von Ordnungszahlen ist also wieder eine Ordnungs­
zahl. Beispiele: co + n, « + « , con, « « = ffl^, «", 

^03« = 0) + «2 + « ^ + . . . usw. 
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§ 2. Die Vcrglcichbarkeit der Ordnungszahlen. 

Jedes Element .t- einer von 0 verschiedenen wohlgeordneten 
Menge .1 bestimmt die Ant'angsstreckc 

A' = A' 
der Elemente < .r und das Endiutervall 

A - A = { . r j + ..l̂  

der Elemente ^ . r ; wir nennen hier (im Anschluß au die Gant er­
sehen Bezeichnungen) A' auch den durch x bestimmten Abschn i t t , 
A —A' den durch .r bestimmten Res t von ,1. Es ist stets Ar=A. 
Ist X das erste E'ement von A, so ist A ' = 0 , .1 —A"=A. 

I. E ine wohlgeordne te Menge ist n iemals einem ih re r 
A b s c h n i t t e ähnl ich. 

Dieser Satz ist ein Spezialfall des folgenden: 
II. I s t a—f{aj eine ähnl iche Abbi ldung der wohlgeord­

ne ten Menge A auf eine ih re r Tei lmengen A', so kann kein 
E l emen t auf ein f rüheres abgeb i lde t werden, d. h. n iemals 
f[a)<:ia sein. 

Gäbe es nämhch solche Elemente, für die f{ä)<.a wäre, so 
würde die Menge dieser Elemente, als von 0 verschiedene Teilmenge 
von _1, ein erstes Element ß haben. Danach wäre 

ß' = / ' ( a ) < ß , a ' < ß , 

wegen der Ähnlichkeit der Abbildung also 
ra'Xfia), fia'Xa' 

und im Widerspruch zur Annahme gäbe es vor a ein noch früheres 
Element a von der genannten Eigenschaft. 

Aus dem hiermit bewiesenen Satz II folgt I unmittelbar; denn 
solite a'=f[c^ eine ähnliche Abbildung von A auf A! = A^ sein, so 
müßte ja fixt zu A' gehören, also f{x) < x sein. 

Wir definieren jetzt füt zwei Ordnungszahlen a,ß die Beziehung 
(1) a<Cß oder ß>a 
{u ist kleiner als ß, ß ist größer als «), wenn die Menge A vom 
Typus u einem Abschnitt der Menge B vom Typus ß ähnlich ist. 
Offenbar kommt es auf die Mengen A,B selber nicht an: sie können 
durch ähnliche ersetzt werden. 

Aus u<ß, ß<Y folgt « < / ; denn ist A einem Abschnitt von B, 
B einem Abschnitt von C ähnlich, so ist A einem Abschnitt eines 
Abschnittes von C, also einem Abschnitt von G ähnlich. Das 
Zeichen < (und ebenso >) befolgt das transitive Gesetz. 

Ans I folgt nun sofort, daß niemals « < « ist, d.h. die^ Re­
lationen « < /9 und u = ß schließen einander aus. Ebenso schließen 
einander die Relationen « > /9 und ci = ß aus. 
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Ferner schließen die Relationen « < / 3 und « > / ? einander aus; 
denn aus a<ß, ß<cc würde « < « folgen (nach dem transitiven 
Gesetz). 

Von den drei Relationen zwischen Ordnungszahlen 

kann also höchstens eine eintreten. Wir zeigen jetzt, daß auch eine 
davon eintreten muß, daß also zwei Ordnungszahlen stets vergleich­
bar sind. 

Wir führen hier eine im folgenden durchweg festgehaltene Be­
zeichnung ein: 

W{cc) = Menge der Ordnungszahlen < a. 
Zunächst zeigen wir, daß jede wohlgeordnete (von Null verschiedene) 
Menge A vom Typus a mit W{cc) ähnlich ist. Jedem Element x 
von A entspricht ein Abschnitt X und eine Ordnungszahl | < « , 
wobei, für »<«;', x ein Element von X', also X ein Abschnitt von Z ' 
und I < I ' ist. Andererseits entspricht jeder Ordnungszahl | , die 
kleiner als a ist, mindestens ein Abschnitt X von A, und nach dem 
soeben Pestgestellten auch nicht mehr als einer. Durch die Zu­
ordnung zwischen x und dem Typus | des zugehörigen Abschnitts 
wird also die Menge A auf die Menge W{a) aller Ordnungszahlen 
< a ähnhch abgebildet, d. h. W{a] ist wohlgeordnet und vom Typus «. 
Zu beachten ist, daß zu W{a) die Zahl 0, als Typus des zum ersten 
Element von A gehörigen Abschnitts, mitzurechnen ist. Diese Zu­
ordnung berechtigt uns, die Menge A mit Hilfe von Indices in der 
Gestalt 

A = {ßo,ßi,...,ß^^,...j 
zu schreiben, wobei jeder Zahl |(<fö) eindeutig umkehrbar ein 
Element a entspricht und die Ordnung der Elemente in A mit der 
Größenordnung ihrer Indices identisch ist (ß^^ß für | ^ i ? ) . 

Für eine natürliche Zahl n ist W{n) = {0,^l,...,n— 1}, denn dem 
pten Element der Menge A [p —l,2,...,n) entspricht als Abschnitt 
die Menge der p — 1 vorhergehenden Elemente, also die Ordnungs­
zahl p — 1. W{n) ist vom Typus n. Ebenso ist 

TF(«) = {0 ,1 ,2 , . . . ] , 

denn ist A vom Typus « , etwa die natürliche Zahlenreihe, so ent­
spricht ihrem p^^° Element wieder die Ordnungszahl p—1. W{(o) ist 
vom Typus co. 

W{0) ist = 0 zu setzen, d. h. die Nullmenge, während W{1) die 
aus der einen Zahl 0 bestehende Menge {Oj ist. 

Mit Hilfe der Mengen W{u) ist nun der Vergleichbarkeitsbeweis 
einfach zu führen. Jeder Abschnitt von W(a) ist durch ein Element | 
von W{«) bestimmt, besteht also aus allen Zahlen < a, die zugleich 
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< ^ sind, also wegen ^ < r̂  aus allen Zahlen < | , uud ist folghch 
mit l i j ^ identisch. Jedes Aufangsstück von ll'(a) ist W{a) selbst 
oder ein Abschnitt, d. h. ist ein U\|) mit | ^ a . Dies voraus­
geschickt, seien ci und ß zwei Ordnungszahlen. Der Durchschnitt 
D= 2 {)]'/{), Hip') ist ein Anfangsstück beider Mengen, da zugleich 
mit einer Zahl | auch jede Zahl < | zu 7) gehört. Demnach ist 
D = Tl\^ mit S^a, d^ß. Das gibt die vier Fälle: 

S = a, ä — ß : u = ß, 

ö< u, S = ß : « > / 9 , 
ö^u, 8<ß : a<ß, 
Ö<a, d<ß. 

Aber der vierte Fall ist ausgeschlossen, weü dann S zugleich zu 
T(\a) und !!'(/?), also zu P)= T(\(5) gehören würde, während diese 
-Menge nur die Zahlen < d umfaßt. 

Damit ist der Vergleichbarkeitssatz bewiesen: 

HI, Zwei Ordnungszah len a,ß sind s te ts ve rg le ichbar , 
d, h, es bes t eh t zwischen ihnen eine und nur eine der dre i 
Re la t i onen 

K<r7, ß=/9, cc>ß. 

Ist insbesondere A^B, so ist a^ß. Dann wäre ayß, B also 
einem Abschnitt B' von ,1 ähnhch, der durch das Element x be­
stimmt ist, so würde bei der ähnlichen AbbUdung b'=f{b) von B 
auf B' im Widerspruch zu 11 f(x) < x sein. 

Natürlich kann A^B und dennoch a = ß sein, da A keinem 
Abschnitt von B ähnlich zu sein braucht. Z. B. haben die unend­
lichen Teilmengen der natürlichen Zahlenreihe alle den Typus «. 

IV. J e d e Menge von Ordnungszah len is t , wenn diese 
Zah len der Größe nach geordne t werden, eine wohlgeord­
ne te Menge. 

Eine nichtverschwindende Menge IV von Ordnungszahlen bat 
ein erstes Element; denn ist u eine zu W gehörige Zahl und noch 
nicht die kleinste, so hat 'S){W, 1!'(«)) als von Null verschiedene 
Teihnenge der wohlgeordneten Menge W{u) eine kleinste Zahl, und 
diese ist die kleinste Zahl von W. Da von jeder Teilmenge von W 
das Gleiche gilt, so ist W wohlgeordnet und kann, falls sie vom 
Typus, ß ist, in der Gestalt 
(2) W={a„a„..,a^,...] iri<ß) 

geschrieben werden, wobei die Größenordnung der Zahlen a zu­
gleich die ihrer Indices ist. 

Zu jeder Ordnungszahl gibt es größere. Sind A, C wohlgeordnet 
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und fremd, G von Null verschieden, so ist A ein Abschnitt von 
A + (7, also 

ß + y > « für 7 > 0 ; 

umgekehrt ist jede Zahl /? > « in dieser Form ß = a-\-y darstellbar, 
denn ist A einem Abschnitt A' von B ähnlich, so ist P = A'+(7. 
Da G mindestens ein Element haben muß, so ist « + 1 die nächst­
größere Zahl über a. 

Auch zu jeder Menge W von Ordnungszahlen gibt es größere 
Ordnungszahlen. 1 Für die Menge (2) ist z. B. 

ß = ^ ( « , + l) 

eine Zahl > PF; denn es ist, für jedes rj, «^fö + ! > « „ • Unter 
den Zahlen > W gibt es eine kleinste, denn wenn a noch nicht die 
kleinste ist, so hat die Menge der Zahlen von Wia), die > W sind, 
eine kleinste Zahl, und diese ist die gesuchte. Der Leser wird 
übrigens leicht feststellen können, daß die kleinste Zahl c > PF der 
Typus der Menge ist 

T-F((7)=©TF(«^+1). 
n 

Eine Ordnungszahl A > 0 ohne unmittelbaren Vorgänger nennt 
man eine L imeszah l ; sie ist der Typus einer nichtverschwindenden 
Menge W{1) ohne letztes Element. Die kleinste Limeszahl ist m. 
Hat die nichtverschwindende Menge W von Ordnungszahlen kein 
letztes Element, so ist die nächstgrößere Zahl eine Limeszahl, die 
man mit^ 

A = lim W 
oder bei der Schreibart (2) auch mit 

W(ß) 
A = lim u = lim a 

V n 
1 1 

bezeichnet (wobei auch ß eine Limeszahl ist). Jede Limeszahl A ist 
Limes von W{X) und denjenigen Mengen, mit denen W{X) konfinal 
ist. Z. B. ist « Limes der Menge W{CÜ) aller endhchen Zahlen 
0,1,2,. . . ,«/, . . . , aber auch jeder unendlichen Menge von endlichen 
Zahlen « Q < «̂  < «2 < ..., also « = lim«/= hm«^. 

Zwischen Summe und Limes besteht folgende Beziehung, Ist 
jeder Zahl y <, ß eine Ordnungszahl S zugeordnet, so betrachte man 
die Summen («^ = 0) 

T¥(,,) W(ß) 
« = ^ ( J . , «„ = ^ ( 3 , 

s n 

' Die Gesamtheit a l ler Ordnungszahlen ist also keine Menge (Kap. I, § !)• 
^ Im Sinne von Kap. IV, § 4 sollte lim sup W geschrieben werden; in­

dessen sind bei wohlgeordneten Mengen untere Limites nie vorhanden. 
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also 
<•• 1 = '\. • «a = ^0 + '''i' f-:-. = <\ + '\ + '̂ 2) • • • 

««, = '>o + d\ + >\+ ..., (̂ ,„+1 =- (V, + d\ + ,V, + ... + d\,,... 
Allgemein ist dann «^ die kleinste Zahl, die ^« ,^^ i für jedes y. 
Daß in der Tat cf,.^« , , , ist evident, und daß «^ die kleinste 
dieser Zahlen ist, folgt aus der in Kap. IV, § 3 gegebenen Formel 
für die Abschnitte (Ani'angsstreeken) eiuer Summe, wonach jede Zahl 
<f,',. von der Form u^+ö ' ist [()\' ein Abschnitt von S ) , also ein 
Abscb.nitt von a -\-S =a ^j und demgemäß < « .̂̂  für ein be­
stimmtes ;;, 

Ist insbesondere jedes S > 0, so ist o;j< « für ^<.y; ist außer­
dem ß eine Limeszahl, so ist eine Zahl ^ a ^j auch >«,^ (für 
jedes ;;) und umgekehrt, also ist in diesem Fall 

a^ = hm a^, 
die ganze Summe Limes der I^Ieuge ihrer „Partialsummen". Z. B. 
gilt für ß = CO die Formel 

d\ + S, + d.,+ ...^ hmiS, + <\ + ... + d\), 

die der Detinition der Summe einer konvergenten Reihe in der 
Analysis ähnlich ist. Beispielsweise erhält man für §^ = «'' {ög = 1) 

f̂d + Jj = 1 + « = «, 
Sg + d\ + 2̂ = OJ + oj2 = «(1 + «) = «- usw,, 

1 + « + «2 + «^+ ... = lim«". 
V 

Wir stellen hier noch einige für die Rechnung mit Ordnungszahlen 
wichtige Formeln zusammen. 

(Ai Ungle ichungen . Aus a<iß folgt: 
ß + a<ii + ß, 

ci + P^ß + P-, 
p.a<pß für j( i>0, 
c/. n^ß p. 

Denn wenn a<ß, so ist /? = « + / ly>0) und vice versa, wie wir 
schon gesehen haben; folglich 

M + /5 = /i + « + r > j « + «, 
pß = Hu + py> HU, 

letzleres nur, wenn py>0, also u > 0 . Zu einer Ungleichung 
darf also links ein Summand resp. ein von NuU verschiedener Faktor 
gesetzt werden. Bei Anbringung eines rechten Summanden oder 
Faktors kann auf Grund der Teilmengeneigenschaft nur auf g ge­
schlossen werden, nicht auf < ; als Beispiele dienen 

1 + OJ = 2 + « , 1 frf = 2 « . 
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Die Umkehrung dieser Aussagen liefert: 
Ans H + a< p.-\-ß oder a + fjb<ß-\-jx folgt c5</3. 
Aus /i + « = ;tt + /? folgt a = ß. 
Aus nci<./jiß oder aiJ,<.ßfi folgt cc<.ß. 
Aus fj,a = p-ß und , « > 0 folgt a = ß. 

Aus « + /x = ^ + jit folgt « = /? nur für endhches fi (durch wieder­
holten Schluß von « + 1 = /? + 1 auf « = /?); für unendhches jugco ist 
ß + ;U. = ß + l + /x = « + 2 + ;(i = .,., Aus ap = ßfi folgt « = /S nur, 
wenn ,u. = i; + 1 weder 0 noch eine Limeszahl ist; denn nehmen wir 
cc^ß an, so ist cxv + a = ßv + ß^av-\-ß, also a^ß und dem­
nach a = ß. Für (« = 0 hingegen ist immer afi, = ßp, und für eine 
Limeszahl fi^ca% (vgL S. 109) «/i = «2|ii = «3jU = .,,. 

(B) S u b t r a k t i o n . Ist / 3 > « , so kann man, wie wir gesehen 
haben, ^ = « + 1 setzen, und die Zahl | ist dadurch eindeutig de­
finiert (aus « + ! = « + ! ' folgt ^^^y Diese eindeutige Auflösung 
der Gleichung 

für (5 > « bezeichnen wir mit 

(nicht ß — a), so daß 
« + ( - « + /?) = /?; 

wir dehnen dies auch auf den Fall ß = a aus und haben dann | = 0 
zu setzen. | ist der Typus der Menge W{ß) — W{a). 

Dagegen hat die Gleichung 

y + a = ß 
selbst unter der jedenfalls notwendigen Voraussetzung / 3 g « nicht 
immer eine Auflösung r;; z. B. ist die Gleichung ?/ + 1 = « unlösbar, 
da « der Typus einer Menge ohne letztes Element ist. Wenn sie 
auflösbar ist, so folgt aus dem oben Gesagten, daß sie für end­
liches a eine einzige, für unendliches a unendlich viele Lösungen 
hat, nämlich neben y jedenfalls auch •?;+l , y + 2,... Falls ^e 
Gleichung lösbar ist, so bezeichnen wir ihre k l e in s t e Lösung mit 

, y = ß-u, 
so daß 

{ß-a) + a = ß. 
Insbesondere ist der unmittelbare Vorgänger einer Zahl ß, wenn sie 
einen hat, mit ß—1, der etwaige unmittelbare Vorgänger dieser Zahl 
mit /S — 2 zu bezeichnen usw. 

(C) Division. Ist « > 0 , ß>0, so ist jede Zahl ? < « / ? in 
der Form 

C = uy + I ( !<«, ,7?</3) 
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darstellbar. Das folgt aus der in Kap. IV, i; 3 angegebenen Dar­
stellung für die Abschnitte (Anfangsstrecken) eines Produkts. 

Ist a > 0 , so ist jede Ordnungszahl ^ in der Form 

iS^ > = ß '/ + ^ l,s < u) 

darstellbar. Denn ist ß irgend eine Zahl > ^, also t<ß = l-ß^uß, 
so tritt der ebengenannte Fall eiu. 

Es kommt noch hinzu, daß ^,y durch a,L. eindeutig bestimmt 
sind. Denn wenn 

«?; + ! = « ? / + ! ' ( ! < « , ! ' < « ) , 

so muß zunächst y = ;/ sein, denn wäre etwa y < y, so wäre 

«T/ + ^ < '^'/ + '•'' = " ( ' / + 1 ) ^ « ' ? ' ^ «»y'+l ' -

Aus «»/ + I = «?, + 1 ' folgt "dann | = | ' . 

Die Formel i3) ist der entsprechenden bei endlichen Zahlen 
ganz analog; gewissermaßen ist y der Quotient, | der Rest der 
Division von f durch a. 

Z. B. ist [a = 2) jede Zahl in einer der beiden Formen 
2 j , , 2;/ + l darstellbar, also „gerade" oder „ungerade"; oder(« = «) 
jede Zahl ist in der Form coy-\-v (* = 0,1,2,. , ,) darstellbar, eine 
Limeszahl folglich in der Form « y . 

Man kann dieses Verfahren fortsetzen und erhält so eine dem 
E u k l i d i s c h e n Algor i thmus oder der Kettenbruchentwicklung für 
rationale Zahlen analoge Formelkette, Zwei Zahlen « Q , « ! ( « J > 0 ) 

bestimmen nach dem Obigen zwei Zahlen yi,a^ so, daß 

Ist noch a^'^0, so bestimmen «j , «j nieder zwei Zahlen »7g, «3 
so, daß 

«l = «2'/2+«3 K > « 3 ) -

Ist auch noch « g > 0 , so erhält man wieder 

c/.^ = ci^y^-\-c/.^ {a^>u^ usw. 

Wegen «j > «2 > «̂3 > ••• niuß der Prozeß nach einer endhchen An­
zahl von Schritten zu Ende kommen, da es keine Menge von Ord­
nungszahlen gibt, die den Typus «* hat (jede Menge von Ordnungs­
zahlen ist wohlgeordnet). Es muß also für eine natürliche Zahl n 
sich ergeben 

«„_2 = «„_r ' /„_i + «„ K _ i > « „ > 0 ) , 
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Beispiel: für «^ = « 8 + 7, ßj = « 2 + 5. findet man; 

« 3 + 7 = (« 2 + 5)-1 + (ffl + 7), 
« 2 + 5 = (« + 7)-l + ( « + 5), 

« + 7 = (» + 5)-l + 2 , 
oj + 5 = 2-(« + 2) + 1 , 

2 = 1-2. 

Wir kommen auf diesen Kettenbruchprozeß später zurück 
(Kap. VI, § 9). 

(D) Limesformeln . Ist W=[cCg,c(.^,...,a ,...] eine der Größe 
nach geordnete Menge von Ordnungszahlen ohne letztes Glied, ihr 
Typus ß also eine Limeszahl, so ist 

(4) lim ((i + ß^) = ^ + lim a^, 
1 V 

(5) lim/z «̂ ^ =/x • lim «^ (IM > 0).. 
V n 

Beweis, Es sei a„ = h m « , also die erste auf alle Zahlen 
von IF folgende Zahl. Zunächst ist, wenn i<y<ß, «^<«,> also 

« + ß̂ , <,u + a,̂ , 

ixu^<ixu^ (für / i > 0 ) ; 

die Zahlen M + % und, für / x > 0 , die Zahlen pa bilden also wieder 
eine Menge (vom Typus ß) von Ordnungszahlen. Ferner ist 

/x + «^>iM+«^; 
die Zahl p + u^ ist also größer als alle Zahlen fi + a. Sie ist aber 
die kleinste Zahl dieser Eigenschaft, denn soU eine Zahl >/* + «, 
sein, für jedes y, also jedenfalls > / i , so können wir sie in der 
Form jw + o; annehmen, und dann folgt aus |U.+« > ft + «,,, daß 
« > « ^ , also a'^Kß, demnach fi + ci^fi-\-Uß. 

Ebenso ist, für p>0, 

Daß puß wieder die kleinste Zahl dieser Art ist, folgt so: jede 
Zahl f kann nach (3) in der Form 

'€. = ixa + V {v <^n) 

angenommen werden. Soll Cypa^ sein, so folgt 

p a^ < H u -\- V < p[ci + 1), 
also a+l>u^, folglich « + l g « ^ . Da K^ Limeszahl ist, so ist 
hier das Gleichheitszeichen ausgeschlossen, also « + 1 > « . , « S « ^ und 

^'^pa'^liao. 
Damit sind die fraglichen Formeln bewiesen. 

Die Nachsetzung des Summanden resp. Faktors fx in diesen 
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Formeln ist schon aus dem Grunde unzulässig, weil die Zahlen 
«,, + /" und a^p gar nicht mehr eine wohlgeordnete Menge ohne 
letztes Glied zu bilden brauchen. 

Beispiele: durchläuft r die endhchen Ordnungszahlen 0 , 1 , 2, . . . , 
so ist 

lim )' = c», 
also 

lim (CO + r = « + OJ = OJ 2 . 

hm [co 2 + v) = « 2 + « = co .'!, 
lim CO V — CO CO = «- usw. 

Wir schließen diesen Paragraphen mit einer Darstellung des 
Anfangs der Z a h l e n r e i h e , d. h. der Menge Tl̂ (a) für hinlänglich 
großes a. Zunächst kommen die endlichen Zahlen 

0 ,1 ,2 , . . . 

Auf diese folgt, als Typus der Menge dieser Zahlen, die Zahl «, 
der dann « + 1, « + 2 usw. folgen, also 

CO, « + 1. « + 2, . . . 

Auf diese Zahlen folgt, als Typus der Menge 
{0, 1,2,.. . , CO, « + 1, « + 2, . . .} , 

die aus zwei Folgen besteht, die Zahl « + oj = «2 und demnach 
« 2 . «2 + 1, «2 + 2, ... 

Auf diese wieder folgt, als Typus einer aus drei Folgen bestehenden 
Menge, die Zahl OJ3, also 

« 3 , « 3 + 1 , OJ3 + 2 , ... usw. 

Die Menge aller dieser Folgen, eine Folge von Folgen, hat den 
Typus 

« + O) + OJ + ... = OJ « = «^, 

und dies ist die erste auf alle Zahlen ojVj + v^ {Vg,v.^ endlich) folgende 
Zahl, aber auch die erste auf alle Zahlen cov folgende Zahl. 

Der weitere Portgang in der Reihe der Ordnungszahlen vollzieht 
sich immer nach dem Prinzip, daß a der Typus der Menge W{u) 
aller vorangehenden Zahlen ist. Wir deuten noch die nächsten 
Schritte an. Auf oĵ  folgen unmittelbar o;-+ 1, «2+ 2,. . . , 0;^+ o usw., 
also die Zahlen 

« - + « i ' i + ;'„ 
in derselben Reihenfolge wie vor «^ die Zahlen OJJ/J+ V^. Die Menge 
aller dieser Zahlen und der vorhergehenden besteht jetzt aus zwei 
Doppelfolgen vom Typus «^, hat also den Typus «^ + « ^ = «^2. Es 
folgen also nunmehr die Zahlen 

co^2 + cov^-\-Vg, 
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dann die Zahlen 
«^3 + «fj + V(, usw., 

und auf alle bisherigen Zahlen 
«^j/j + «J»! + Vg [Vg,Vj^,v, endhch) 

folgt als Limes der Typus einer Folge von Doppelfolgen, also 
«̂  + «̂  + «^+ ... = «̂ « = «̂ , 

der Typus einer dreifachen Folge und zugleich, beispielsweise, die 
erste auf alle Zahlen cn^v folgende Zahl (lim«^i' = «^« = «S). 

Den Anfang von W[a) bei hinreichend großem a machen also 
die Po lynome in « 

«™i/^+«™-ij/^_j + .,. +co^v^-]r(iov^-\-Vg 
mit endlichen Koeffizienten VgV^...v^. Die nächste auf alle diese 
folgende Zahl, oder der Limes der Menge {co,co^,co^,...] ist in der 
bisherigen Form nicht ausdrückbar und verlangt, wenn man nicht 
bei einer Darstellung wie 

« + «^+ «^+ ,,. 
bleiben will, die Einführung eines neuen Zeichens. Durch die in § 4 
zu besprechende Definition von P r o d u k t e n und Po tenzen kann 
diese Einführung an eine spätere Stelle verschoben und für die jetzt 
in Betracht kommende Zahl noch das Zeichen «<» verwandt werden, 

§ 3, Transfinite Induktion. 

Der Leser wird an dieser Stelle gern einen kurzen Blick rück­
wärts tun und der genialen Schöpfung G. Cantors , dem System 
der Ordnungszahlen, seine Bewunderung nicht versagen. Die letzten 
Betrachtungen über den Anfang dieses Systems zeigen, daß die 
paradox scheinende Idee, über die endhche Zahlenreihe hinaus den 
Zählprozeß fortzusetzen, wirklich ausführbar ist, und zwar nicht in 
einer nebelhaften Weise mit fragwürdigen Unendlichkeitssymbolen 
wie oo, sondern nach einem präzisen Gesetz, das an jeder Stelle 
des Zahlensystems die nunmehr folgende Zahl als Typus der Menge 
aller vorangehenden Zahlen eindeutig bestimmt. Für die wohl­
geordneten Mengen ist damit auch das Postulat erfüllt, daß der 
Zählprozeß nicht nur die ganze Menge, sondern auch ihre Elemente 
„zählen", ihnen nämlich bestimmte Zahlzeichen als Nummern oder 
Indices zuordnen solle; denn die Elemente einer wohlgeordneten 
Menge A vom Typus a werden eben durch die Zahlen der Menge W{cc) 
in diesem Sinne gezählt, d. h. umkehrbar eindeutig repräsentiert. 

Die Tragweite dieser Theorie der Ordnungszahlen werden wir 
noch an vielen Stellen kennen zu lernen haben. Hier muß zunächst 
auf eine weitgehende Analogie mit der Reihe der endlichen Zahlen 
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,als die mr, der formalen l'bereinstimmung wegen, die der natür­
hchen Zahlen einschheßlich 0, also die Reihe /• = 0, 1, 2, . . . be­
trachten) hingewiesen werden, nämlich auf die .Anwendbarkeit des 
sogenannten vo l l s t änd igen Induk t ions sch lu s se s . Der Leser 
kennt aus zahllosen Beispielen den Schluß von /- auf r + l , der 
besagt: eine Aussage f'^r] bezüglich der endlichen Zahl v ist für 
jedes r richtig, falls f{0) richtig ist und falls aus der Richtigkeit 
von f\v' auf die von f(v-^l) geschlossen werden kann. Im Gebiete 
der endlichen und unendlichen Ordnungszahlen gilt nun ein ähn­
liches Schlußverfahren, nämlich:^ 

Eine Aussage fa) bezügl ich der Ordnungszahl a ist 
für j edes a r i ch t ig , sobald /"(O) r i ch t ig ist und sobald aus 
der R ich t i gke i t a l l e r /ij) für | < a auf die R ich t igke i t von 
f{ce] geschlossen werden kann. 

In der Tat, wäre etwa fiß) unrichtig, so ist die Menge der­
jenigen Zahlen von IFip^+l) (d. h. der Zahlen ^ß), für die /"(«) 
unrichtig ist, von Null verschieden und hat als Menge von Ordnungs­
zahlen ein erstes Element a; es wäre also a die kleinste Zahl, für 
die f[a) unrichtig ist. Hier ist « > 0. da f[0) als richtig angenommen 
war. Für alle Zahlen | < a ist /i | i richtig, daraus sollte aber 
vorausge-etztermaßen die Richtigkeit von f(a) folgen, und die An­
nahme, /•(«) sei unrichtig, ist also zu verwerfen. 

Wir werden diesen vollständigen Induktionsschluß im Gebiete 
der endlichen und unendlichen Ordnungszahlen (transfinite Induktion) 
häufig anzuwenden haben. 

Wir können aber nicht nur induktiv schl ießen, sondern auch 
induktiv def inieren. Bedeutet f{a) jetzt nicht eine Aussage hin­
sichtlich a, sondern ein der Zahl es zugeordnetes Ding, eine F u n k t i o n 
von a iz. B. kann fia) wieder eine durch a bestimmte Ordnungszahl 
sein, etwa fiu) = a^, oder eine durch u bestimmte Menge wie etwa 
fia)— W{a) u. dgl,), so lautet das induktive Detinitionsverfahren: 

f{u) i s t für j edes a def in ier t , sobald /"(O) definier t is t 
und soba ld vermöge der Defini t ion a l le r /(l) für | < ß auch 
f{tt) def in ie r t ist. 

Es ist evident, wie man den Wortlaut dieser Sätze abzuändern 
hat, wenn man die Behauptung f{u) oder die Funktion /"(«) nur 
für die Zahlen a'^ß (statt ß ^ 0) beweisen resp. definieren will; 
man hat dann f(ß), statt f[0), als richtig resp. definiert anzunehmen. 

Wir woUen von der transfiniten Induktion eine Anwendung 

' Eine Aussage (z. B. a + l>a) kann sich auf jede Ordnungszahl beziehen, 
obwohl die Gesamtheit aller Ordnungszahlen keine widerspruchfreie Menge ist; 
dasselbe gilt von einer Punktion von a. 

H a n s d o x f f , Jlengenleljre. ^ 
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machen, von der im folgenden mehrfach besondere Fälle auftreten 
werden. Jeder Ordnungszahl a sei bereits eine zweite Ordnungs­
zahl /•(«) zugeordnet. Die hiermit definierte Funktion /(«) heiße eine 
N o r m a l f u n k t i o n \ wenn sie monoton wächst , d.h. 

f{a)<m für a<ß, 
und wenn sie der L imesbed ingung genügt 

/•(«) = lim f(|) für « = l i m | , 

wobei I die Menge W{a) oder eine Teilmenge, mit der W{a) konfinal 
ist, zu durchlaufen hat. Nach § 2, (A) (D) sind z. B. f{a) = ^ + « und 
fiu) = pa (letztere für p>0) Normalfunktionen. 

Auf Grund der Monotonie ist stets 

/ • ( « ) ^ « ; 

denn gäbe es ein f[cc]<.a, so würde vermöge der Funktion | ' = /(|) 
die Menge W{a + 1) auf eine Teilmenge von lF(a) ähnlich abgebildet 
werden, im Widerspruch gegen den Satz § 2, IL 

Andererseits folgt aber auf Grund der Limeseigenschaft, daß 
nicht durchweg /(«) > a sein kann, sondern daß es Zahlen a geben 
muß, und sogar unendhch viele, für die /"(«) = a. Wir wollen diese 
Zahlen k r i t i sche Zahlen für die Normalfunktion /(«) nennen; die­
jenigen, wo f{a)^a, gewöhnliche Zahlen. Ist nämlich «^ eine ge­
wöhnliche Zahl, so bilden wir 

« 1 = / K ) ' « 2 = / ' ( « l ) ' « 3 = / ' ( « 2 ) ' ••• 

Es ist dann, weil f{a) monoton wächst und «^ eine gewöhnliche 
Zahl ist: 

« ( , < « ! , / • ( « o ) < / ' ( « l ) , 

«i<«2' Z'KX/'K)» 
«2<«3 , f{ce^)<f[cy,g) usw. 

Bilden wir jetzt den Limes 

a = lim a = lim « , , , 

so folgt auf Grund der Limeseigenschaft der Normalfunktionen 

/•(«) = hm /(«J = lim «,+i = a. 
Demnach ist a eine kritische Zahl, übrigens die kleinste kritische 
Zahl > « „ ; denn soU ß = f{ß) und /?>«o sein, so folgt f[ß)>f{a^), 
also ß>cci, dann f{ß)>f{c!^), also ß>u, usw., also ß^\iva.a„ 

Dieses Raisonnement zeigt überdies, daß es über jeder Menge 
von kritischen Zahlen eine größere kritische Zahl gibt; denn ist K 

' Man könnte sie auch eine monotone s t e t ige Punktion nennen, nach 
Analogie der Stetigkeitsbedingung /'(lim x) = lim f(x) für reelle Punktionen einer 
reellen Variablen. 
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eine Menge kritischer Zahlen und «„ eine Zahl, die allen Zahlen 
von K folgt, so ist «^ entweder selbst kritisch oder, wenn es eine 
gewöhnHche Zahl ist, so liefert das obige Verfahren eine kritische 
Zalü et > ßj,. 

Der Limes einer Menge kritischer Zahlen ist wieder eine kri­
tische Zahl; denn ist «» = h m a (>l<ß) und sind die a kritische 

') 
Zahlen, so ist 

U^ß) = lini f'a^) = lim «,̂  = a^. 
V 1 

Wir definieren nunmehr durch transfinite Induktion eine Punk­
tion x^ = g ce) auf folgende Weise: x^ sei die kleinste kritische Zahl 
für die Normalfunktion /'(«\ und für a > 0 sei x die kleinste kri-
tische Zahl, die auf alle kritischen Zahlen x^ (für | < «) folgt. Jede 
kritische Zahl erhält damit einen Index, iämlich den Typus der 
Menge aller vorhergehenden kritischen Zahlen. Es ist evident, daß 
die Funktion ^(«) wieder eine Xormalfunktion ist; ihr Wachstum 
mit wachsendem Index folgt aus der Definition, und für a = hm | 
ist X = h m x . , denn die rechte Seite ist eine kritische Zahl und 
die kleinste Zahl > x . , also die kleinste kritische Zahl > x . . Also 
ist wieder g{a)'^a, es gibt abermals für diese Normalfunktion kri­
tische Zahlen cc=g'c<, und daraus entspringt eine dritte Normal-
fnnktion Ä(«) usw. 

Beispie le . Ist ,tt eine feste Ordnungszahl, so ist f{a) = p-\-a 
eine Normalfunktion. Nehmen wir ju > 0 an (für p = 0, f[a) = a sind 
alle Zahlen kritisch), so ist /•(0)>0, die Zahl 0 also gewöhnlich. 
Die kleinste kritische Zahl ist der Limes von 

m^p, f{uj = p2, f{p2) = ijL3, ..., 

d. h. die Zahl pco; in der Tat ist 

fiy «) = ,« + /( OJ = ,«(" 1 + «) = ;««. 

Von da an sind alle Zahlen kritisch, wie man leicht sieht, also 

y'„ = g'u) = po} + a. 

Die Punktion f{a)= u + p, p>0 vorausgesetzt, gibt stets f{cc)>c(, 
woraus zu schheßen ist, daß sie keine Normalfunktion ist. In der 
Tat braucht /"(«) weder monoton zu wachsen noch ist die Limes­
eigenschaft vorhanden (z. B. für fi=l ist /"(«) = « + 1 nicht der 
Limes der Zahlen f{0], f{l), f[2), ... = 1, 2, 3, ...). 

Ist ; t i>0, 80 ist auch f{a) — pa eine Normalfunktion. Lassen 
wir den trivalen Fall û = 1 beiseite, wo alle Zahlen kritisch sind, 
und nehmen /U>1 an, so ist die Zahl 0 kritisch, weü f[0) = 0; die 
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Zahl 1 ist gewöhnlich, weil / ( l ) =/.i > 1, und die erste kriti8(3lie 
Zahl > 1 erhält man also als Limes ^ der Folge 

i> / ( i )= i« , f{p)=p^ f{p')-p', ••• 
Nennen wdr diese erste von 0 verschiedene kritische Zahl x (also 
Xg=0, x^ = x), so können wir alle kritischen Zahlen leicht beahmmeii, 
Nach § 2 (0) ist jede Zahl a in der Form 

« = %»; + ! (|<3«) 
darstellbar. Daraus folgt 

fia) = fi[xy + I) = pxy + p^ = xy + p^. 

Nun ist für 0 < | < % die Zahl | gewöhnhch, also /*| > | , folglich 

f{c()>xy + i = cc. 
Also kann a nur für | = 0 kritisch sein, d. h. die kritischen Zahlen 
müssen von der Form xy sein, welche Bedingung auch hinreicht. 
Also ist 

}(^ = g{a) = }<a, 

die kritischen Zahlen sind 0, x, x2, x3, ... 
Die Funktion f{a) = c(p,, fj.>l, ist keine Normalfunktion, da 

für « > 0 stets f{a) > a ist. 
Die Punktion f{a) = a^ ist ebenfalls keine, da für « > ! stets 

f[cc] > a ist. 
Allgemeinere Normalfunktionen erhalten wir durch Iteration 

einer Funktion, die selbst keine Normalfunktion ist. Sei jeder 
Ordnungszahl « eine zweite Ordnungszahl cp{a)y cc zugeordnet. Wir 
definieren dann durch Induktion die Punktion f{cx) folgendermaßen: 
/•(O) sei eine be l ieb ig gegebene Ordnungszah l , und für «>0 
sei /•(«) die k l e in s t e Zahl , die ^cp(f(^)) für jedes ! < « • 

Für or<(5 hat man 
V{m)>m^cp{f{a))>f(a); 

f{ce) und cp[f[K)) sind also monoton wachsende Funktionen, Danach 
ist für eine Zahl « + 1 mit unmittelbarem Vorgänger 

f ( « + l ) = y (/•(«)); 
denn für | < « + 1 (d. h, | ^ « ) ist y (AD) ^ ip(/(«))• Lagegen ist 
für eine Limeszahl a 

f{a) = lim m (!<«), 

f[cc) also eine Normalfunktion, Denn nach Definition soll 

m ^ V (AD) = AI +1) > AD 

^ Unter Vorwegnahme der Potenzdefinition des nächsten Paragraphen 
würde dieser Limes mit fi'» zu bezeichnen sein, wonach sich tatsächlich ergibt. 
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sein, f{(() muß also alle /\t^ übertreffen. Umgekehrt, eine Zahl, die 
alle /Tii übertrifft, übertrifft auch alle / \ ^ + l ) (da | + 1 mit | zu 
n'ycA gehört), ist also sicher ^<f[i\^)). Unter diesen Zahlen ist 
hm/\^ die kleinste, also stimmt i\<() mit diesem Limes überein. 

Den Anfang der fco bilden, wenn wir kürzer fi«) = ß^ schreiben, 
die Zahlen 

A . ?\ = 'f^ßo>- i^-i = <f\l^i^- PV-^ 7iß-^- ••• 
p',., = lim ,V . ;j,o + i = y( ; l , \ .,, 

Wenn die erzeugende Funktion rf[c{) die Ungleichung cf{c<)':>c< 
nicht durchweg, sondern erst für a ^ a^ erfüllt, so muß man auch 
/"O'i^cfjj wählen: im übrigen bleibt alles unverändert. 

Wählen wir z. B. als erzeugende Funktion cpic<) = a + /; für 
p > 0 und f\Q'' = 0. so wird 

.•̂ 0 = 0, ,j\=,u, ß., = fi2. ..., ß,„=pco, ;-/„4.i = /x(«+l) , ... 
aUgemein pa: = ^cr. Multiplikation ist hier also durch iterierte 
Addition gewonnen. Dies zeigt den Weg. Potenzierung durch iterierte 
Multiphkation zu definieren. 

§ 4. Potenzen und Produkte. 

Wir haben, für den Fall ungeordneter Mengen, Potenzen und 
Produkte als Mengen von Elementkomplexen definiert; für den Fall 
geordneter Mengen beschränkten wir uns, um diese Mengen von 
Elementkomplexen lexikographisch anordnen zu können, auf den 
FaU von Produkten aus endlich vielen Faktoren. Im nächsten 
Kapitel werden wir auch geordnete Produkte unendlich vieler Fak­
toren definieren, als lexikographisch geordnete Tei lmengen jener 
Komplexmengen (die sich als ganzes im aUgemeinen nicht lexiko­
graphisch ordnen lassen). Anscheinend ganz selbständig und isoliert 
steht die in diesem Paragraphen zu gebende Erklärung von Pro­
dukten und Potenzen von Ordnungszahlen; im nächsten Kapitel 
werden wir sie aber als Spezialfall in das allgemeine System ein­
reihen. Wir haben diese Bemerkung vorausgeschickt, um den Leser 
von vornherein vor einem Fehlschluß bezüglich der Mächt igke i ten 
zu warnen: während nach unseren Definitionen der Typus a-\-ß 
die Mächtigkeit a + b, der Typus aß die Mächtigkeit ob hat (falls 
a, ß die Mächtigkeiten a, b haben), wird die Potenz a/, die wir 
jetzt definieren, keineswegs die Mächtigkeit a* haben — was sich 
auf dem jetzigen Standpunkt so erklärt, daß wir augenblicklich mit 
jenen Komplexmengen überhaupt nicht operieren, und im nächsten 
Kapitel dahin erklären wird, daß die Menge vom Typus cz^ nur ein 
Teil jener Komplexmenge von der Mächtigkeit a' ist. Z. B. werden 
wir 2" = 03 haben, während 2̂ » > N̂  ist. 
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Wir definieren zunächst die Po tenz ju.", indem wir sie hei 
fester Basis p als Punktion des Exponenten a ansehen, durch In­
duktion, indem wir p" durch die sämtlichen ^^ für | < « ausdrücken. 
Mit Ausschließung trivialer Fälle nehmen wir die Basis >1 an.' 
Wir definieren dann / i ' '= l und, für fö>0, p" als die kleinste 
Zah l ^pi-p. 

Dies ist also (vgl, den Schluß von § 3) ein SpezialfaU der Er­
zeugung einer Normalfunktion f(a) durch Iteration einer Funktion 
cp{a)'^cc. Setzen wir nämlich cp{a) = ap, mit / t t> l , soistqD(ß)>ß 
wenigstens für K ' ^ 1; definieren wir also /(O) = 1 und /(«) als kleinste 
Zahl ^f{^)-p, so stimmt /(«) mit dem soeben erklärten p" überein, 
Die Potenzierung wird durch iterierte Multiplikation erklärt. 

Da fx" eine Normalfunktion ist, so haben wir 

(1) p'^<pß für u<ß, 

(2) iit" = limjU^ für « = l i m | , 
wobei I die Menge W{ci) oder eine Teilmenge, mit der IF(ß) kon­
final ist, zu durchlaufen hat; wir schreiben ausführhcher 

(3) p'^ß =\imfji'''i für «^ = lima^. 
1 V 

Endhch ist für eine Zahl mit Vorgänger 

(4) /X" + l = /X°';U. 

Beispie le . Es ist stets 
U^=p^-H = ß, IJ,^= p^-jx = pi-p, fx^^ IM^..jJ. = fi-p-p, ,,,, 

•wovon wir ja schon Gebrauch gemacht haben. 
p"' ist der Limes über der Menge dieser Zahlen, z, B. 

2̂ ° = lim2'' = « , ebenso « = 3" = 4™ = ...; 
« " = lim(a'' = CO+ « 2 + « 8 + ... 

Weiter ist /i<» +1 = ^u.«. ^ , z. B. 
2co+i = 2'".2 = « . 2 = « + « , 
««+ 1 = OJ'" •« = «" + « " + «™ + ... 

Es gelten die Po t enz rege lu 

(5) p-'-pß^H^ + ß, [(l''f = lJL''ß, 

die sich als SpezialfäUe des assoziativen Gesetzes der Multiplikation 
auffassen lassen; da das kommutative Gesetz nicht gilt, so ist die 
bei endhchen Zahlen gütige Regel 

ili" • i;« = [fxvY 

' 1= wäre = 1 , Qa für a > o jedenfalls = 0 zu definieren; bezüglich 0» 
acheint jeder der beiden Werte 0 und 1 zulässig. Diese Definitionen haben 
natürlich nur den Zweck, die unten folgenden Potenzformeln allgemeingültig 
zu machen. 
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hier nicht richtig (z.B. sind schon i.t-r-= fi^ri> und {jiv)^ = fivfiv 
im allgemeinen verschieden). 

Wir beweisen die Potenzregeln wieder durch Induktion, indem 
wir zeigen, daß sie für ,o'>0 richtig sind, falls sie für jedes y<ß 
richtig sind (für ß = 0 sind sie richtig). Statt dabei auf die all­
gemeine Definition der Potenz zurückzugreifen, können wir auch 
die Formeln ;_2i, (3) und 4̂) benutzen. 

Hat ß = ;- + 1 einen unmittelbaren Vorgänger y = ß — ]. so ist 
, , a . , j r i _ , ^ j a . „ v + l _ ^ o . „ v . „ _ „., r :- .^t__ ,̂<l + r + l —ß^ + ß, 

[u^Y = ,p"]-'-'^ = ,(i"-):' • .tj" = p-^r . (,° = (," ;• i " = «"ii+n = ^"/'; 

bei dem Beweis der zweiten Formel wird schon die erste benutzt. 
Ist ß Limeszahl, ß = lim //, so ist 

((" • fif = p" • lim p'! = lim u " • ßi = lim p"-*-'' 
__ „llmi.a-t-r;) _ . „a-1-limi) __ na+ß-

und für a > 0 (die Potenzregeln sind für « = 0 trivial) 
{p.'^f= lim(/.i°y' = lim/i"'' =/iW'"'"! = î fiimi; _ ^°A. 

Um ein P r o d u k t von Ordnungszahlen zu definieren, denken wir 
uns jeder Ordnungszahl a wieder eine Ordnungszahl ß^ zugeordnet 
und sehen das zu definierende Produkt 

W a' 

77 i / .= ("ofi 

als eine Funktion von a an, welche Zahl wir auch den Exponenten 
des Produkts nennen (nicht das Argument). Diese Funktion /(«), 
für die ersten Zahlen also 

fß)=Po- f\^) = PoPl, A3) = /^o."ll"2> ••• 
definieren wir durch Induktion als erste Zahl ^ / " ( D ' M J ^ür alle 
| < « . Der Leser wird sich leicht überzeugen, daß, analog zu (2) 
und (4,. 

f{a+l)=f(c^,-ß,, 
und, falls alle Paktoren > 1 sind, für eine Limeszahl u 

f(a) = limf[l] 

ist. Das assoziative Gesetz für diese Multiplikation zu entwickeln 
verzichten wir, da wir es später allgemein zu beweisen haben werden 
(Kap. VI, § 4). 

Be i sp ie le : 
2 .2 .2 . . .= l im2 ' ' = 2" = « , 

l -2 .3 .4 . . . = limj/! = «, 
« •«•« . . . = limoj'' = «", 

OJOJOJ . . . 0J0J03 . . . = 0J ' " + ' " = « " 2 = CO" • ü}"> = ( o j « ) 2 , 

05<" • « " . OJ« . . . = (öJ")™ = « " " = « « ' USW, 
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Mit Hilfe der Potenzen einer Basis /3>l,läßt sich jede Ordnungs­
zahl in ähnlicher Weise ausdrücken wie etwa bei der üblichen 
dezimalen Darstellung jede endliche Zahl durch die Potenzen von 10, 
Unter den Potenzen von ß sei ß°- die erste, die > f (solche gibt es, 
da f[a) = ß'^ eine Normalfunktion, also ß^^a und demnach z.B. 
/5^"'"^^C+1 > ^ ist). Hierbei kann a keine Limeszahl sein, sonst 
wäre für | < « auch | + 1 < «, also 

ßi<ß^+^^C<ß'', 
f also eine Zahl zwischen ß^ und /?° (für jedes D> während doch 
/9« = lim/9f die erste Zahl nach allen ß^ ist. Also ist, wenn wir 
den Fall « = 0, ^ = 0 ausschließen, a eine Zahl mit unmittelbarem 
Vorgänger. Ersetzen wir sie durch « + 1 , so ist demgemäß durch 
C>0 eine Zahl « eindeutig bestimmt derart, daß 

Als Zahl <ß''-ß läßt sich ^ (§ 2, (0)) in der Gestalt 

C==ß"v + C, {n<ß,C^<ß^) 
ausdrücken, wobei y und f, ebenfalls durch ^ eindeutig bestimmt 
sind. Ist 1̂ = 0, so ist die Entwicklung beendet; ist ^ i > 0 , so be­
stimmt ^j wieder drei Zahlen «^, y^, t:^ derart, daß 

?i=,^"'^;x + ?2 ('7i</?, t2</?"'); 
ist noch f 3 > 0 , so erhält man weiter 

?2 = ß"' V, + Ca {>].,< ß, L, < /?"=) usw. 
Dabei ist 

also 
S ̂ / ? ' "> fi ^ /3-̂  > 2̂ S/9'^^> 

a>u^ > « 2 > ... 
und y,y^,y^,... sind > 0 . Da es keine Ordnungszahlenmenge vom 
Typus «* gibt, so muß das Verfahren nach einer endhchen Reihe 
von Schritten zu einem letzten von 0 verschiedenen 

führen, und wir haben damit für ^ die Darstellung gewonnen 

f = (̂ "fl + /3'"i?i + /5"=J72+ ••• +.'5°'"»/„> 
wobei 

« > « j > « 2 > . - . > « „ ( ^ 0 ) 
und 

0 < » ? , ' 7 i , 7 / 2 , . . , , 7 ; „ - < / 5 ; 
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die Koeffizienten ;/ wie die Exponenten a sind durch ^ eindeutig be­
stimmt. So ist z. B. mit der Basis ß = 2 jede Zahl > 0 in der Gestalt 

,>-_. .J.i I o „ 1 9o.. . • ,•>,,„ 
w , - - - i — 1 - * - - ' , , , , - , 

mit der Basis « in der Gestalt 
Jr -= « " i» + «"> i'j •' o/'- i'j + ,,. + «"" r 

mit n a t ü r l i c h e n Koeffizienten (=1 ,2 ,3 , , . . ) darstellbar. 
Indessen kann der Fall eintreten, daß man bei dieser Dar­

stellung die Zahl ^ gar nicht durch kleinere Zahlen ausdrücken 
kann, sondern daß der erste E.tponent wieder c selbst wird: i. = ß^. 
Das geschieht, wenn ^ eine k r i t i s che Zahl für die Normal -
funktion f[a) = ,ß^ ist (immer ß>l vorausgesetzt). Da f[0)= 1 > 0 
ist, für jedes ß, so ist die Zahl 0 immer gewöhnlich, und die erste 
kritische Zahl ist der Limes der Folge 

/•(0)=i, m=ß, fiß]==ß^ fißn=ßß^, -
Für ß = 2 ist die erste kritische Zahl demnach (•> = 2"'; ebenso für 
.:? = 3, 4 Für ß = co ist sie der Limes von 

OJ 

1 , CO, 10"', o /" , . . . 

und für diese Zahl x würde x = co"- die Darstellung mit der Basis « 
sein, wobei also der Exponent wieder x selbst ist^ Diese Zahl 
macht als erste nach « die Einführung eines neuen Zeichens not­
wendig, während sich alle früheren mit Hilfe der Verknüpfungs­
gesetze, Potenzierung eingeschlossen, durch co ausdrücken lassen; 
wir sahen früher, daß ohne Potenzierung bereits oj" ein neues Zeichen 
verlangen würde. Im übrigen wissen wir, daß durch Bildung end­
l icher Komplexe von Zeichen eines endlichen oder abzählbaren 
Zeichensystems immer nur eine abzählbare Menge von Dingen be­
zeichnet werden kann, selbst wenn man mehrere Alphabete, Ziffern 
auf, über und unter der Zeile (Exponenten und Indices), Punkte, 
Kommata, Klammern, Striche, Spatien usw. als Zeichen zuläßt; hat 
man also mit einem gegebenen Zeichensystem alle bezeichenbaren 
Ordnungszahlen gebildet, so verlangt die erste nichtbezeichnete, z. B. 
größere Ordnungszahl die Einführung eines neuen Zeichens, 

Man beachte, daß wir hier nur von endlichen Komplexen der 
Zeichen des Systems gesprochen haben. Sobald wir Folgen und 
deren Limeselemente, Summen unendhch vieler Summanden u, dgl. 
einführen, braucht die Menge der bezeichneten Dinge nicht mehr 
abzählbar zu sein; die Tatsache aber, daß im Fall einer so be­
zeichneten Zahlenmenge die nächstgrößere Ordnungszahl ein neues 
Zeichen fordert, bleibt natürlich bestehen. 

' Diese kritischen Zahlen für die Normalfunktion /(«) = &)« nennt G. Cantor 
Eps i lonzah len . 
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§ 5. Älefs nnd Zahlenklassen. 

Unter einer K a r d i n a l z a h l wollen wir jetzt, vorübergehend, nur 
die Mächtigkeit einer wohlgeordneten Menge verstehen.^ Zu den 
Kardinalzahlen gehören die natürlichen Zahlen (und Null) als Mächtig­
keiten endlicher Mengen; die Mächtigkeiten unendlicher wohlgeord­
neter Mengen werden nach dem ersten Buchstaben des hebräischen 
Alphabets als Alefs bezeichnet. Ein solches Alef ist uns bereits 
bekannt, nämlich die Mächtigkeit X̂  der Menge der natürlichen 
Zahlen, und wir wissen, daß dies die kleinste unendliche Mächtig­
keit überhaupt, um so mehr also das kleinste Alef ist. 

Es seien A,B zwei wohlgeordnete Mengen mit den Typen a,ß 
und den Mächtigkeiten a,b. Auf Grund der Vergleichbarkeit der 
Ordnungszahlen sind drei Fälle möglich: 

entweder ist a = ß, A mit B ähnlich; dann ist auch A mit B 
äquivalent, also a = b. 

oder es ist « < / 3 , A einem Abschnitt von B ähnlich, also A 
einer Teilmenge von B äquivalent, folglich a ^ b . 

oder es ist a^ß, B einem Abschnitt von A ähnlich, B einer 
Teilmenge von A äquivalent, folglich a'^b. 

In jedem Falle sind also die beiden Kardinalzahlen a und 6 
ve rg le ichbar (Kap. III, § 2). Wir haben ja die Vergleichbarkeit 
irgend zweier beliebiger Mächtigkeiten bisher nicht beweisen können; 
jetzt ist uns der W êg dazu gezeigt: sobald wir (§ 7) bewiesen haben, 
daß jede Menge wohlgeordnet werden kann, daß also jede Mächtig­
keit eine Kardinalzahl ist, wird diese Lücke ausgefüllt sein. 

Die Zusammenstellung: 

aus « < / ? , ci = ß, cc>ß 
folgt n ^ b , a = b, a^b 

liefert umgekehrt: 
aus a<.b, a>b 

folgt a<ß, uyß, 
während aus a = b nichts folgt, d.h. in diesem Falle immer noch 
jede der drei Relationen a^ ß möglich ist. Z. B. kennen wir be­
reits eine große Menge verschiedener Ordnungszahlen 

CO, ffl+1, « + 2 , . . . , « 2 , « 3 , . , , , «2, M^. . . , 

die allesamt die gleiche Mächtigkeit Kg haben. 
Die Menge aller verschiedenen Ordnungszahlen von einer ge­

gebenen Mächtigkeit a bezeichnen wir mit Z{a) und nennen sie eine 

' Wir haben früher Kardinalzahl und Mächtigkeit als Synonyma be­
handelt, und der Unterschied, den wir augenblicklich machen, wird nach dem 
Beweis des Wohlordnungssatzes (§ 7) auch wieder verschwinden. 
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Z a h l e n k l a s s e ; es ist dies also eineTeümenge der Typenklasse 7'(n), 
die ihrerseits alle verschiedenen Ordnungstypen dieser M ächtigkeit a 
umfaßt (Kap. IV, ij 7). Z. B. gehören die soeben genannten Ord-
nuugszahlen der Zahlenklasse 2;x„^ au, während die Typenklasse 'I\^g) 
auch noch die T\pen nicht wohlgeordneter Mengen, z.B. «* und y 
enthält. Sollte etwa (was aber nachher ausgeschlossen werden 
wird) n keine Kardinalzahl, also die Mächtigkeit einer Menge sein, 
die auf keine Weise wohlgeordnet werden kann, so wäre Z{a.) die 
XuUmenge. 

J e d e Menge A' von K a r d i n a l z a h l e n is t , der Größe nach 
geordne t , eine wohlgeordne te Menge. Denn sind a,b,... die 
Elemente von Ä", ferner A , J B , . . . irgendwelche wohlgeordnete Mengen 
dieser Mächtigkeiten und a,ß,... deren Typen, so folgt aus <x^b 
auch (i^ß; die Menge K ist also der Menge der Ordnungszahlen 
a,ß..., ähnlich und nach § 2 wohlgeordnet. Insbesondere gibt es 
in K eine kleinste Kardinalzahl. 

Zu jeder Kardinalzahl a gibt es eine größere, insbesondere eine 
nächstgrößere. Bei dem Beweis dieser Behauptung dürfen wir nicht 
einfach auf das frühere Resultat 2" > a verweisen, solange wir noch 
nicht wissen, daß auch 2" eine Kardinalzahl ist. Wir schließen daher 
so: es sei ß die nächstgrößere Ordnungszahl (S. 106) über der Zahlen­
klasse Zia]: b sei die Mächtigkeit von ß, und « irgend eine Ordnungs­
zahl von der Mächtigkeit a. Aus ß>a folgt dann b^a; da aber 
nicht b = a sein kann, weil sonst ß noch zu Z(a) gehören würde, so 
ist bya. Damit ist b als eine Kardinalzahl von der gewünschten 
Eigenschaft erwiesen; überdies ist es die kleinste. Denn soll c Kar­
dinalzahl einer wohlgeordneten Menge (vom Typus ;') und > a sein, 
so folgt yya für jedes «, also y^ß und demnach c ^ b . 

über jeder Menge E von Kardinalzahlen gibt es eine größere, 
insbesondere eine nächstgrößere. Wir können E, als der Größe 
nach wohlgeordnete Menge vom Typus ß, in der Gestalt 

E=\a„a,,...,a^,...] {,,<ß) 

schreiben. Gibt es in AT eine größte Kardinalzahl ci^_j, so ist die 
nächste hierauf folgende Kardinalzahl auch die kleinste Kardinalzahl 
über E. Hat E kein letztes Element und ist a eine Ordnungs­
zahl von der Mächtigkeit a , so bilden die Ordnungszahlen a ihrer­
seits eine Menge vom Typus ß. Der Limes dieser Zahlen sei 

«„ = lim« 
p 1 n 

und a. die zugehörige Mächtigkeit. Dann ist, für jedes y<.ß, 

^'ß>%+i> aß^a^+i>%, 

also a„ wirklich größer als alle Elemente von E. Zugleich ist a^ die 
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kleinste Kardinalzahl dieser Art, denn soll a Kardinalzahl einer 
wohlgeordneten Menge vom Typus a und a > â  sein für jedes y, 
so ist auch « > « , also a^a^ und o-^^ß. Wir schreiben auch 
hier, wie bei den Ordnungszahlen, 

ô  = lima^. 

Wir weisen nunmehr jeder Ordnungszahl ein Alef zu, d. h. 
definieren durch transfinite Induktion eine Funktion /"(«) = X̂  
folgendermaßen: Kg sei das uns längst bekannte kleinste Alef, die 
Mächtigkeit der abzählbaren Mengen, und, für « > 0 , >{̂  das kleinste 
Alef über allen *̂t ( !<«) • Jedes Alef erhält auf diese Weise einen 
Index, nämlich den Typus der Menge aller vorangehenden Alefs. 
Es ist 

1«^<X^ für a<ß 
und 

i{ =lim^?. für o5 = h m | , 
wobei I die Menge W[a) oder eine Teilmenge, mit der TF(«) kon­
final ist, zu durchlaufen hat. Die Funktion i{^ hat also die beiden 
analogen Eigenschaften wie eine Normal funkt ion . Auf das erste 
Alef 45̂  folgt als nächstgrößeres S?j, dann als nächstgrößeres ^2 usw., 
auf alle Alefs mit endlichen Indices als nächstgrößeres S{<a=huiX ,̂ 
dann X^+i, X^^2, •••, i<»2 usw. 

Jede Mächtigkeit, die kleiner als eine Kardinalzahl ist, ist 
selbst eine Kardinalzahl; denn eine wohlgeordnete Menge erteilt 
auch allen ihren Teilmengen eine Wohlordnung. Auf Grund dieser 
Bemerkung können wir sagen, daß S5̂  nicht nur das auf aUe 15̂  
( ! < « ) nächstfolgende Alef, sondern eine auf alle ?̂̂  nächstfolgende 
Mächt igke i t ist in dem Sinne, daß es keine Mächtigkeit zwischen 
allen i«, und K̂  gibt; denn eine solche Mächtigkeit wäre ja wieder 
ein Alef. Solange wir die Vergleichbarkeit aller Mächtigkeiten noch 
nicht bewiesen haben, dürfen wir allerdings nicht i<p die auf alle iî  
nächstfolgende Mächtigkeit nennen, da es von solchen mehrere, unter­
einander unvergleichbare geben könnte. 

Insbesondere ist i< j_, eine auf U? unmittelbar folgende Mächtig-
a+l a ^ , 

keit; im Gegensatz dazu ließ uns die früher gefundene Ungleichung 
2" > a völlig im Ungewissen, ob zwischen diesen beiden Mächtig­
keiten noch eine weitere existiert. Im einfachsten Fall ist die Frage, 
ob es eine Mächtigkeit zwischen X̂  und 2'**') gibt, ja nichts anderes 
als das Kontinuumproblem (Kap. III, § 5). 

Die Zahlenklasse Z{aj der Ordnungszahlen von der Mächtig­
keit N hat eine kleinste Zahl « , die wir die Anfangszahl dieser 
Zahlenklasse oder die zu i5 gehörige Anfangszahl nennen; der 
Index a der Anfangszahl oĵ  gibt zugleich den Typus der Menge 
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aller vorhergehenden Anfangszahlen. Die kleinste unendliche Ord-
nungszalü OJ ist die .Aufangszahl der Zahlenklasse Z[a„), wäre also 
auch mit «^ zu bezeichnen; dann folgen die Anfangszahlen 

o,j, ojj, .,,, o),„, o,,„+i usw, 

Ks ist leicht einzusehen, daß der Limes einer Menge von Anfangs-
zahlen wieder eine Aufangszahl, die Funktion f[a) = co^ also eine 
Normalfunkt ion ist. Die Zahlenklasse Z (S j besteht aus den 
Z:ihlen u, für welche 

CO -^ ß <" 0) . , ; 
a "̂  ^ n + 1 I 

mit Benutzung unserer durchgängigen Bezeichnung W{a) für die 
Menge der Ordnungszahlen < ce haben wir 

2 ; x . ^ - i F / ü „ ^ i ) - i r ( « j , 
woraus umgekehrt im Sinne der Addition geordneter Mengen folgt: 
i; TF(«^^j)=ir(o,J+Z(Xj. 
ferner ist 

2 n > J = I F ( « , ) + 'l^'z(Xj, 

denn alle Zahlen von IF(oĵ ) haben eine Mächtigkeit < N ,̂ sind also 
entweder endlich oder von einer der Mächtigkeiten X, für | < a . 
Danach ist z. B. 

W{m^)=W{cOg)+Z(S,y, 

d. h. IT'(ojj'; besteht aus den endlichen Zahlen und den Ordnungs­
zahlen der Mächtigkeit x^, oder ojj ist der Typus, S<j die Mächtig­
keit der Menge der Zahlen 

0 
3as Schema 
Endl. Zahlen 

« 0 

l=n«o) 
lV[co,) 

, 1 , 2 , . 

W{co^) 

. . , CO, 

«, 

..., «2, . . . 

ÖJ, 

, Oj2, . . . 

« 3 

ziK) 

«a «a + 1 

W{ay,) 

dürfte die Zusammenfassung der Zahlen zu Zahlenklassen und die 
im Zahlensystem durch die Anfangszahlen bewirkten Einschnitte 
einigermaßen iUustrieren.^ 

' G. Cantor nennt Zitn^) die zweite, .̂ (JX,) die dritte Zahlenklasse usw., 
indem er alle endlichen Zahlen zur ersten Zahlenklasse rechnet. Nach unserer 
Definition bildet jede endliche Zahl v für sich eine Zahlenklasse .^(v), und wir 
haben der Pweihe nach die Klassen Z{0), Z(\), Z{2), ..., Z(iA^), Z(^,), ... 
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Nach (1) ist Z{i<J ein Res t (vgl. S. 103) von 1F(«^^^) und hat 
den Typus — ö„-f«„+i , ferner eine Mächtigkeit ^i«„+i (TF'(«J hat 
den Typus «^ und die Mächtigkeit i«J, Wir werden sofort zeigen, 
daß auch Z{H^) den Typus «^^j und die Mächtigkeit K^ ĵ hat. 

Wir sahen gelegentlich (S, 109), daß jede Limeszahl u in der 
Form coß darstellbar ist; für die betreffenden Mächtigkeiten folgt 
daraus 

a = N„b, Noa = 5{o55|,b = Xob = a, 

also bleibt die Mächtigkeit jeder Limeszahl bei Multiplikation mit S}̂  
ungeändert. 

Andererseits ist jede Anfangszahl Limeszahl; denn wäre (o^=ß+1, 
so müßte ß von geringerer Mächtigkeit als ß+1 sein, während doch 
jede unendliche Mächtigkeit b = b + 1 ist. Demgemäß gilt für 
jedes Alef 

(3) « 0 « . = « . 
und um so mehr, nach dem Aquivalenzsatz, 

^K = K (n = l , 2 , 3 , , . . ) 
X +.N =^« 

Aus dieser letzten Formel ist der Schluß zu ziehen: 

(4) S + 9 < « „ für E<X„, \)<a^. 
Denn j , ^ sind Kardinalzahlen, also jedenfalls vergleichbar; sei etwa 
TC^t). Ist dann y ein Alef = X ( !<« ) , so folgt nach der letzten 
Formel 

i + \) = a, + i) = iAXK-^ 
ist 5, also auch ^ endlich, so ist auch 5 + 9 endlich, also 

S + t X ^ o ^ i « . -
Zerlegen wir jetzt W{coj irgendwie in einen Abschnitt und einen 
Rest, d. h. setzen wir 

o}, = i + y {v>-0) 
und entsprechend 

Wegen | < «^ und wegen des Charakters der Anfangszahlen ist 
i-<i«„; dann muß aber l) = ü^ sein, da für ^ < S«„ nach (4) auch 
J + lj< 44„ wäre. Also ist y g «^ und zugleich y ^ co^, also y = 03̂ , 
d. h, jeder Rest von W{coJ hat ebenfalls ^ den Typus" «^, 

^ Diese Eigenschaft, ihren Resten gleich zu sein, kommt nicht allein den 
Anfangszahlen zu, sondern sämtlichen Potenzen der Basis w und nur diesen. 
Den Beweis, auf Grund der S. 120 gezeigten Einschaltung einer Ordnungar 
zahl zwischen zwei Potenzen von co, wollen wir dem Leser überlassen. 
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Nach [V hat also, wie angekündigt, Z(x^, den Typus «^^, und 
die Mächtigkeit X,^;; z. ß, hat die Menge aller Ordnungszahlen 

«,(') + 1, .... « 2 (.>-, ,., 
von der Mächtigkeit S^ den Typus «, und die Mächtigkeit Xj. 

Da .:\^\^ Teilmenge von Ts^,) ist, welche Typenklasse nach 
Kap. IV, § 7 die Mächtigkeit des Kontinuums hat, so folgt 

- • £ = ^ 1 -

die Frage, ob hier das Gleichheitszeichen gilt, ist das Kontinuum­
problem. 

Aus (2' folgt noch 
Wo 

(^^^ , . , _ , . , j _ ^ ' 
K^ 

Wir haben bereits in (3) eine Alefgleichung nebst mehreren 
Polgerungen kennen gelernt; die wichtigste solche Gleichung 
(7) X - = i< -x = i { , 

welche besagt, daß das Q u a d r a t j edes Alefs ihm selbs t gleich 
is t , müssen wir jetzt beweisen. Wir bedienen uns wieder der 
transfiniten Induktion. Für a = 0 ist die Gleichung (7) richtig; wir 
zeigen, daß sie für a richtig ist, falls sie für alle | < « richtig ist. 
Der Beweis ist eine unmittelbare Übertragung jenes Diagonal­
verfahrens, mit dem wir eine Doppelfolge in eine einfache Folge 
verwandelten und damit die Gleichung XQX|, = Ng bewiesen. Wir 
betrachten die Menge P aller geordneten Paare {^,y), wo | < ;, < oj„; 
ordnen wir sie lexikographisch, so ist P= 2P,., wenn P . die Menge 

der Paare mit festem | , also die Menge der Paare 

(D I + 1) (I, 1 + 2j ... 'I, y)... (I < y < "0 
bedeutet. Diese Menge ist mit IF(oĵ ) — W{§ + 1) ähnlich, d. h. mit 
einem Rest von W{o}J, hat also den Typus «^; P hat den Typus 
^ o j ^ = «^«^ = «^^ und die Mächtigkeit i<J- Andererseits sei Q die 

lexikographisch geordnete Menge der umgekehrten Paare (i?,D, ^l^o 
Q = 2 Q , wo Q die Menge der Paare mit festem y, d. h, der Paare 

(j;,0) (,;,1) ...(,/, D . . . (|<77) 
bedeutet {Qg:=0). Diese Menge ist mit TF(7?) ähnlich, also vom 
Typus y, und Q vom Typus 2y, welche Summe nach S. 107 der 

V 

Limes ihrer Partialsummen 

ß=2i^2;y = y' 
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ist. Nun ist aber ?;2<«^; denn vom Falle eines endhchen y ab­
gesehen, wo diese Ungleichung trivial ist, hat y eine Mächtigkeit 
**,s<^a' ^^ die Mächtigkeit X̂ 2 = X^<X^, weil zum Zwecke der 
Induktion X̂  gleich seinem Quadrat angenommen war. Also ist 
jedes ß^<co^, der Limes dieser Zahlen ß^ also ^ « ^ , Q ist von 
einem Typus ^ «^ und einer Mächtigkeit ^S5„. Aber Q ist mit P 
äquivalent und von der Mächtigkeit X_^^^S5„, demnach X 2 = 5< 
(Q ist also, beiläufig, vom Typus «J . 

Die hiermit bewiesene Gleichung liefert nach dem assoziativen 
Gesetz auch 

P. o 

für jede natürliche Zahl n. Bezüglich weiterer Potenzen von S 
sind wir noch ohne jede Kenntnis. Nehmen wir z. B. den Expo­
nenten Xj, so gibt es zweifellos unendhch viele Alefs, für die 

N 0̂ > X . 

Ein solches ist schon i?g; ferner X„, denn nach (6) ist 

4<„=X, + Xi + X2 + i53 + -
und für die Summe 

a = 0 i + a 2 + a 3 + . . . 

einer aufsteigenden Folge von Mächtigkeiten haben wir S. 59 gesehen, 
daß a<Q^». Das Gleiche gilt, wie unmittelbar einleuchtet, für jedes 
Alef, das der Limes oder die Summe einer aufsteigenden Folge von 
Älefs (d. h. einer Alefmenge vom Typus «) ist. Andererseits gibt es 
auch unendlich viele Mächtigkeiten, für die a'*<> = a; eine solche ist 
z. B. die Mächtigkeit des Kontinuums a — 2^i> und allgemein jede Potenz 
a = b'*». Lassen wir also vorwegnehmend auch diese Mächtigkeiten 
als Alefs gelten, so gibt es auch unendlich viele Alefs, für die 

X ^0 = K . 
a a 

Die Frage, ob Xj zur einen oder anderen Kategorie gehört, ob also 

Nj'<o>äÄ^ oder Xj^o=Xj, 

ist wieder das Kontinuumproblem, denn wegen Kj g 2**» ist 

2'*o ^ Nj'̂ o ^ (2''*o)''*<' = 2̂ *0, 

also i^j'*" die Mächtigkeit des Kontinuums. 
Aus der Formel (7) erfahren wir auch näheres über den Um­

fang der Zahlenldassen i;(Xj oder der Mengen W[co^^^. Wir können 
den Satz aussprechen: 

I. E ine Summe von Ordnungszah len < «„^.i über ein 
A r g u m e n t < oj^^j is t se lbs t noch < «„.,.1. 
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Sei ß < o)^^j und jeder Zahl y < ß eine Ordnungszahl M, <'"a+i 
zugeordnet. Die Summe / ( = 2iß^ mit dem Argument W{ß) ist 

dann, wie behauptet wird, auch noch <«i„.yi. Wenn m, m,, b die 
Mächtigkeiten von ß. ii,^, ß sind, so ist b<X„^j , also b i^ X̂  und 
ebenso m :S S . Demuach ist 

1 — <• 

m = :Fm„ : ^ ^ N = N • b : S N - = .S« < N ^,, 
'I •! 

also wirklich / i < « ^ ^ j . 
Eine unmittelbare Folge davon ist: 

11. I s t IF eine Menge, vom Typus /S<«„^.,, von Ord­
nungszahlen < «„.n, so i s t die n ä c h s t g r ö ß e r e Zahl über W 
immer noch <«„+j . 

Denn ist W=\ßg. p^, .... ß^, ...], so ist die nächstgrößere Zahl 
über TF höchstens gleich ^(/x + 1 ) < oj^^j, da ja neben ß auch 
« + 1 kleiner als « ,, ist. 

Wir können auch sagen: unter den angegebenen Voraussetzungen 
ist lU(«^_ ĵ) mit seiner Teilmenge TF niemals konfinal. 

Z. B. enthält die Menge TF(«,) mit jeder Zahl ß auch die 
nächstgrößere /t + 1, und mit jeder Zahlenmenge \ßg, ß^, ß^, ...\ 
vom Typus « auch ihren Limes/i„ = lim/i^; dasselbe gilt auch von 
der Zahlenklasse Z x '̂i. Die Menge IIV«;.,) oder die Zahlenklasse 2(Nj) 
hat dieselben Eigenschaften, enthält aber außerdem mit jeder Zahlen­
menge vom Typus «^ auch noch deren Limes; usw. 

Anders als die Mengen TT'i>,;̂ ĵ) können sich die Mengen lF(oĵ "̂  
verhalten. Z .B . enthält die Menge TF(«a,) die Zahlen cOg,co^,co^,..., 
die eine Menge vom Typus « bilden, nicht aber deren Limes Qj<a-
Die Anfangszahl «„ ist „singulär" (§ 6). 

§ 6. Die Änfangszahlen. 

Wir beweisen zunächst den wichtigen Satz: 

I. J e d e g e o r d n e t e Menge von der Mäch t igke i t X̂  is t 
mit e iner woh lgeo rdne ten Te i lmenge vom Typus ^ co^ 
konfinal.^ 

Bevor wir den Satz beweisen, einige Beispiele: 
Hat die Menge ein letztes Element, so ist sie mit der aus 

diesem letzten Element bestehenden Teilmenge konfinal; die Menge 
ist mit 1 konfinal. Die Menge der rationalen Zahlen, von der 

^ Wir wollen auch sagen: die Menge A ist mit dem Typus ß konfinal, 
wenn A mit einer Menge vom Typus ß konfinal ist; der Typus a ist mit dem 
Typus 3 konfinal, wenn eine (also jede) Menge vom Typus a mit einer Menge 
vom Typus ß konfinal ist. 

Hausdor/f, Meogenlehre. 9 
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Mächtigkeit S(,, ist mit der Menge der natürhchen Zahlen, der 
Typus y also mit « = «„ konfinal. Die Menge der reellen Zahlen, 
deren Mächtigkeit (unter Vorwegnahme des Wohlordnungssatzes) ein 
unbekanntes N̂  > N̂  ist, ist ebenfalls mit der Menge der natürhchen 
Zahlen vom Typus « < «„ konfinal. Die Menge IF(«„), von der 
Mächtigkeit i?„, ist mit der Teilmenge der Anfangszahlen («„, «,, co^,...) 
vom Typus « < «„ konfinal. 

Unsere geordnete Menge A, von der Mächtigkeit X ,̂ also mit 
W{coJ äquivalent, läßt sich in der Form 

A = {ag,a^,...,a^,...} (I < « J 

schreiben, wobei die Ordnung der Elemente in A nicht notwendig 
mit der Größenordnung der Indices übereinstimmt. Es kann also, 
für ! < » ; , a^a sein. Ist speziell â  < a , und ist dies, bei einem 
bestimmten y, für alle | < ?? der Fall, so nennen wir für den Augen­
blick a ein ausgezeichnetes Element; ein ausgezeichnetes Element 
ist also ein solches, das in A nach allen Elementen mit kleinerem 
Index steht. Das Element a^ rechnen wir ebenfalls zu den aus­
gezeichneten Elementen. Sei nun B die Menge der ausgezeichneten 
Elemente, Diese Elemente haben die Ordnung ihrer Indices; B ist 
also wohlgeordnet und von einem Typus ^ «^, Wir behaupten, 
daß A mit B konfinal ist, d. h. daß kein Element von A auf alle 
Elemente von B folgt. Gäbe es nämlich solche, so sei unter ihnen 
a^ das mit kleinstem Index. Für | < J ; ist dann stets a <.a , denn 
wäre a^ > a^ für irgend ein | , so würde schon a auf alle Elemente 
von B folgen. Daraus ergibt sich aber der Widerspruch, daß a^ 
ein ausgezeichnetes Element ist, während es doch auf alle Elemente 
von B folgen, also nicht zu B gehören sollte. Hiermit ist der Satz I 
bewiesen. 

Eine Ordnungszahl > 0 , die mit einer kleineren konfinal ist, 
nennen wir s ingulä r ; eine solche, die mit keiner kleineren konfinal 
ist, regulär . 

Jede endliche Zahl > 0 , wie überhaupt jeder Typus einer 
Menge mit letztem Element, ist mit 1 konfinal, und 1 ist also die 
einzige endl iche reguläre Zahl. 

J ede unend l i che r e g u l ä r e Ordnungszah l ist eine An-
fangszahh Denn ist a von der Mächtigkeit i« und > «^, so ist« 
nach dem Satze I mit einer Zahl ß^co <a konfinal, also singulär. 
Unter den Zahlen von .Z(i«J kann also höchstens die Anfangszahl co^ 
regulär sein. 

Daß umgekehrt nicht jede Anfangszahl regulär ist, haben wir 
an .«„ gesehen, welche Zahl mit « konfinal, also singulär ist. In­
dessen gilt: 
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J e d e Anfangszah l , de ren Index keine Limeszahl i s t , 
ist r egu lä r . Daß «„ = oj mit keiner kleineren, also endhchen Zahl 
kontinal sein kann, ist ja evident, da IF(«) kein letztes Element 
ha t Andererseits besagt der Satz § 5, II, daß W{co^^{) mit keiner 
Teilmenge i r von kleinerem Typus, also ft)^^.j mit keiner kleineren 
Ordnungszahl konfinal ist: «^^j ist regulär. 

Bezüghch der .Anfangszahlen mit Limesindex ist daran zu 
erinnern, daß «^ eine Normalfunktion ist (S. 125); für eine Limes­
zahl « = l i m i ist also «^=lim(ij , und lF(o;J mit der Menge 
l"'j, «1, •••) "J;. •••! vom Typus « konfinal J e d e Anfangszahl «^ 
mit L imes index ist mit ih rem Index a konfinal. Demnach 
ist sie singulär, falls co^>a, und könnte nur regulär sein, wenn 
6>„=«, d. h. wenn rc eine k r i t i s che Zahl für die Normalfunktion « 

a a 

ist. Die erste dieser kritischen Zahlen ist nach § 3 der Limes der 
Zahlen 

CO = COg, co'= 10^^, Co"--CO,.,', . . . , 

da 0 keine kritische Zahl (oĵ  > 0) ist, und diese Zahl x — oĵ  ist, 
obwohl von einer unvorstellbar großen Mächtigkeit, doch noch 
singulär, da sie als Limes einer Folge mit OJ konfinal ist. Wenn 
es also reguläre Anfangszahlen mit Limesindex gibt (und es ist 
bisher nicht gelungen, in dieser Annahme einen Widerspruch zu 
entdecken), so ist die kleinste unter ihnen von einer so exorbitanten 
Größe, daß sie für die üblichen Zwecke der Mengenlehre kaum 
jemals in Betracht kommen wird. 

Unter den Ordnungszahlen, mit denen eine geordnete Menge A 
konfinal ist^, ist eine die kleinste; diese muß regulär sein, denn 
wäre sie mit einer kleineren Zahl konfinal, so wäre A auch mit 
dieser konfinal (Kap. IV, § 4,1). A ist also mit einer regulären 
Zahl konfinal; falls ohne letztes Element, mit einer regulären 
Anfangszabl. 

Andererseits kann A nicht zugleich mit zwei verschiedenen 
regulären Zahlen konfinal sein. Ist nämlich A zugleich mit der 
Anfangszahl «^ und mit ß < o>̂  konfinal, so ist, wie wir sofort zeigen • 
werden, « mit ß konfinal; dann kann A aber nicht zugleich mit 
einer regulären Anfangszahl « und einer kleineren Zahl ß, also 
nicht zugleich mit zwei regulären Zahlen konfinal sein. Um die 
ausgesprochene Behauptung zu beweisen, nehmen wir an, daß A 
mit einer Teilmenge B vom Typus ß und mit einer Teilmenge G 

' Vorläufig, vor dem Beweis des Wohlordnungssatzes, wäre noch die 
Möglichkeit zuzulassen, daß es solche Ordnungszahlen nicht gibt. Für jede 
Menge, die wohlgeordnet werden kann, ist die Existenz solcher Zahlen durch 
den Satz I gesichert. 
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vom Typus « konfinal ist. Die Summe Ä = (3(5,0) ist dann eben-
faUs mit B und C konfinal; sie ist offenbar wohlgeordnet und von 
einem Typus S « . Es ist aber leicht zu sehen, daß S wie G vom 
Typus « ist. Sei S' der durch ein Element s bestimmte Abschnitt 
von S und 

B'='S){B,S'), C'=S(G,Ä'), S'=<B[B',G'). 

Da S mit B konfinal ist, so gibt es Elemente b'^s; ist b das erste 
dieser Elemente, so ist B' der durch b bestimmte Abschnitt von B. 
Also sind B' und G' Abschnitte von B und G, ihre Typen kleiner 
•als ß und « oder beide kleiner als co^, ihre Mächtigkeiten < {̂ , 
die Summe ihrer Mächtigkeiten nach § 5, (4) also wieder < 55 . 
Demnach hat auch jeder Abschnitt von 8 eine Mächtigkeit < 5? und 
der Typus von S kann nicht > co^ sein, ist also =(a^. Da Ä mit B 
konfinal ist, so ist «j, mit ß konfiual, w. z. b, w. 

Wir haben damit den Satz gewonnen: 
IL Jede geordne te Menge (die wohlgeordnet werden kann) 

is t mit e iner und nur e iner r e g u l ä r e n Ordnungszah l kon­
final; falls sie kein l e t z t e s E l e m e n t ha t , mit e iner und 
nur einer r egu lä ren Anfangszahl . 

Dieser Satz ist für die Analysis geordneter Mengen von großer 
Tragweite. Speziell auf wohlgeordnete Mengen angewandt, ordnet 
er jeder von 0 verschiedenen Ordnungszahl « diejenige reguläre 
Zahl ^ K zn, mit der a konfinal ist. Ist a mit 1 konfinal, so hat 
W{a) ein letztes Element oder a einen unmittelbaren Vorgänger a — l. 
Ist a mit der regulären Anfangszahl « konfinal, so ist W{tt) mit 
einer Teilmenge vom Typus « konfinal; a ist also der Limes 
einer Menge vom Typus «^ oder kürzer ein « - L i m e s , eine 
oj . -Zahl . Jede Zahl der Zahlenklasse Zi^^ ist entweder mit 1 
oder mit einer regulären Anfangszahl ^ «^ konfinal. So sind 
z. B. die Zahlen von Zi^^ entweder Zahlen mit unmittelbarem 
•Vorgänger oder «-Zahlen, die Zahlen von .Z(Stj) entweder Zahlen 
mit unmittelbarem Vorgänger oder «-Zahlen oder «^-Zahlen usw., 
womit die Bemerkungen über den Umfang der Zahlenklassen 
am Schlüsse von § 5 zu vergleichen sind. Den dortigen Sätzen 
I , I I entsprechen hier, für beliebige reguläre Anfangszahlen, die 
folgenden: 

III. I s t «^ eine r e g u l ä r e Anfangszah l und TFeine Menge, 
vom Typus ß<co^, von O r d n u n g s z a h l e n < «„, so ist die 
nächs tg röße re Zah l über TT immer noch < «„• 

Dies ist ja nur eine Umschreibung der Tatsache, daß TF((a„) 
nicht mit W, co^ nicht mit ß konfinal ist. 

IV. Eine Summe von O r d n u n g s z a h l e n < «^ über ein 
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Argument < o>„ is t se lbs t noch <o,^, wenn o)_̂  eine r e g u l ä r e 
Anfangszahl ist. 

Denn ist ß < «^ und jeder Zahl ;/ < ß eine Ordnungszahl ß^ < oj„ 
zugeordnet ^diese brauchen nicht die Rangordnung ihrer Indices zu 
haben, auch nicht paarweise verschieden zu sein), so ist die Menge W 
der verschiedenen «,̂ , der Größe nach geordnet, von einem Typus ß', 
der höchstens dieselbe Mächtigkeit b wie ß hat, also /5'<o)^. Die 
nächstgrößere Zahl ju über IF ist nach III immer noch < oĵ  und 
hat eine Mächtigkeit m < S ^ . Danach ist ^'ß ^2ß = ßß; die 

Mächtigkeit mb dieses Produkts ist (von dem trivialen Fall der 
Endhchkeit beider Faktoren abgesehen) entweder ^ m^ = m < N̂  
oder ^ b ' = b<N^. Also ist ßß<.(o^ und ei-st recht 2ß < 

1 
CO 

Der Sata IV gilt aber auch nur für reguläre Anfangszahlen, 
von einem trivialen Ausnahmefall abgesehen; d. h. wenn ß > 2 und 
jede Summe von Zahlen < a über ein Argument < a selber < a 
ist, so ist a eine reguläre Anfangszahl.^ Hat nämlich a einen un­
mittelbaren Vorgänger «— 1, so ist eine der möglichen Summen 

( « - l ) + ( « - l ) > ( « - l ) + l = « . 

Ist ß Limeszahl und mit ß<c< konfinal, so ist 1F(«) mit einer Teil­
menge TF vom Typus ß konfimal, und die Summe aller Zahlen von TF 
ist größer als jede Zahl von TF, also ^ l i m W=a. 

§ 7. Der Wohlordnungssatz. 

Jede Menge kann wohlgeordnet werden. 
G. Cantor hat diesen Satz als „Denkgesetz" ausgesprochen, 

aber erst E. Zermelo hat zwei strenge Beweise gegeben. 
Man pflegte sich früher den Satz etwa so plausibel zu machen. 

Aus der unendlichen Menge A greife man willkürlich ein Element 
heraus, das man mit â  bezeichne, dann aus A — {%] ein Element asj, 
aus A—;aQ,aj( ein weiteres Element a.^ usf. Dies ist für jede end­
liche Zahl möghch. Wenn die Menge {ai^,a^,a^,...] noch nicht die 
ganze Menge A ist, so läßt sich aus A — {a^,a^,a^,...} ein weiteres 
Element o„ auswählen, wenn damit A noch nicht erschöpft ist, ein 
Element a^+i usw. Dies Verfahren muß einmal ein Ende nehmen, 
denn über der Menge W der Ordnungszahlen, denen man Elemente 
von A zuordnen kann, gibt es größere Zahlen, und diesen kann 
man also keine Elemente von A mehr zuordnen. Man kann nun 

' Für a = 2 ist das Argument vom Typus 1 und die beiden möglichen 
Summen 0 und 1 sind tatsächlich < 2. Für a = 0 oder 1 hat der Satz über­
haupt keinen Sinn. 
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leicht zeigen (s. u.), daß dann auch alle Elemente von A verbraucht 
sind, also A mit W äquivalent ist. 

Wir können die meisten Bedenken, die gegen dieses Raisonne­
ment vorgebracht worden sind, nicht teilen. Indessen bedarf die 
eben genannte Menge W jedenfalls einer vorsichtigeren Definition: 
da man von der Menge aller Ordnungszahlen nicht sprechen darf, 
so darf man auch nicht ohne weiteres voraussetzen, daß alle Ord­
nungszahlen, welche eine bestimmte Eigenschaft haben, eine Menge 
bilden. Ferner hat das Verfahren in der oben angegebenen Form 
einen unerwünschten Anschein von ze i t l i chem Ablauf, von dem 
man natürlich abstrahieren muß; in praxi wäre es ja für das mensch­
liche Denken unmöglich, das Element a„ erst dann auszuwählen, 
nachdem man schon unendlich viele Elemente a^, a^, a^, ... aus­
gewählt und an diese Sukzession von Wahl- oder Denkakten, deren 
jeder eine Minimalzeit erfordert, unendlich lange Zeit verschwendet 
hätte. An solche praktischen, psychologischen Bedingungen darf 
man sich nicht klammern: das Element a„ ist im Sinne der trans­
finiten Induktion durch die Menge Wo} = {%, a^, a^, •••} der vorher­
gehenden Elemente bestimmt, als irgend ein Element von A—W^, 
und jeden einzelnen Bestimmungsakt wie deren Reihenfolge parallel 
der Reihenfolge der Ordnungszahlen hat man sich gänzlich zeitlos 
zu denken. Zur Unterstützung dieser zeitlosen Auffassung hat 
E. Zermelo den glückhchen Gedanken gehabt, von vornherein aus 
j e d e r von NuU verschiedenen Teilmenge Ä von A eins ihrer 
Elemente 

a'=f[Ä) 

auszuwählen, so daß man also, sozusagen, mit dieser Auswahl nicht 
wartet, ob und bis die Menge A' einmal an die Reihe kommt, son­
dern für jede Menge, ob sie daran kommt oder nicht, das aus ihr 
zu wählende Element prae limine bereit hat. Das System sukzes­
siver Wahlakte ist damit durch ein, in der Praxis des Denkens 
natürlich ebenso unausführbares System simultaner Wahlakte ersetzt. 

Hiernach gestaltet sich der Beweis des Wohlordnungssatzes 
folgendermaßen. Jeder von Null verschiedenen Teilmenge Ä von i 
wird ein zu ihr gehöriges Element a'=f[Ä) eindeutig zugeordnet; 
"wir nennen dies das a u s g e z e i c h n e t e Element von Ä. Auch die 
Menge A selbst hat ein ausgezeichnetes Element f{A). 

Ferner sei Z die Menge aller Typen ^ wohlordnungsfähiger Teil­
mengen von A und ^ die kleinste nicht zu Z gehörige Zahl, Ist i] 
eine Zahl von Z und | < 7 ? , so ist offenbar auch | eine Zahl von Z; 

^ Gegen diese Menge ist nichts einzuwenden; sie ist die Summe aller 
Zahlenklassen 2(j) für j s a, wenn a die Mächtigkeit von A ist. 
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umgekehrt ist also jede Zahl > iT ebenfalls nicht zu 'Z gehörig, 
während jede Zahl < l: nach Definition zu / gehört. Demgemäß 
ist 7. = TF(J). Da die Menge .1 selbstverständlich =, 0 angenommen 
wird, also Teilmengen vom Typus 1 hat, so ist sS^2 (für unend­
liches A ist leicht einzusehen, daß C Limeszahl ist). 

Wir ordnen nun allen Elementen c< von Z oder einem Teil 
davon Elemente ô  von A in folgender, durch transfinite Induktion 
bestimmter Weise zu: 

Der Zahl 0 entspreche das Element a^=-f[A). 
Ist a > 0, ist jeder Zahl | < « ein Element o zugeordnet und 

ist die Menge TT'̂  dieser Elemente nicht mit A identisch, so sei 

«„=A-i-ng = /i.ij, 

wobei A = T F ^ + J ^ gesetzt ist. Ist hingegen 1F̂  = A oder ist einer 
Zahl j kein Element von A zugeordnet, so werde auch der Zahl a, 
kein Element von A zugeordnet.^ 

Hiermit ist für jede Zahl u von Z entschieden, ob ihr ein 
Element von A entspricht oder nicht, und im ersten Falle ist dieses 
Element o^ eindeutig bestimmt. Aus unseren Vorschriften geht ferner 
hervor, daß, wenn der Zahl « ein Element a^ entspricht, auch jeder 
kleineren Zahl 1 ein Element a,^ entspricht und daß a^^a ist, da 
ja a. zu ^y^ nnd a^ zum Komplement A — IT'̂  gehört. 

Sei jetzt TT' die Menge derjenigen Zahlen von Z, denen Ele­
mente von A entsprechen, und u die kleinste nicht zu IF gehörige 
Zahl. Es ist also TFg Z und « ^ t . Jede Zahl > u gehört dann 
ebenfalls nicht zu TT̂, woraus analog wie bei Z hervorgeht, daß 
Tf'= IF(ß). Jeder Zahl | < « entspricht ein Element a^ und für 
i < ? ; < « ist a^A^a . Gibt man den Elementen a^ die Ordnung 
ihrer Indices, so wird W^=\a^,a^,...,a.,...\ eine wohlgeordnete Teil­
menge von A vom Typus a\ da wir angenommen hatten, daß C. nicht 
mehr Typus einer wohlgeordneten TeUmenge von A ist, so muß 
ß < 5 sein. Ferner ist dann W^ = A, denn für W^^A würde auch 
noch der Zahl a das Element a^=/'(A—TT^J zuzuordnen sein. Hier­
durch ist also A als wohlgeordnete Menge vom Typus u dargestellt, 
w. z. b. w. 

Der erste Beweis von Zermelo verläuft in der Hauptsache 
ähnlich wie der soeben vorgetragene, vermeidet indessen die anfäng­
liche Einführung der Menge Z und die Definition von' a^ durch 

' Wenn man will, kann man ein von allen Elementen von A verschie­
denes Element 6 hinzunehmen und in dem Falle, daß der Zahl a kein Element 
von A entspricht, a^ = h setzen, womit die Funktion »„ für alle Zahlen a 
von Z definiert ist. 
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transfinite Induktion. Hier wird so geschlossen: es gibt jedenfalls 
wohlgeordnete Teilmengen von A 

W^={ag,ai,...,a^,...} ( | < «) 

von der Art, daß a^ = f{A—W^), insbesondere aQ = /'(A); die Summe 
aller dieser W^ ist wieder eine solche Menge und mit A identisch. 
Wir begnügen uns mit dieser Charakteristik, wollen uns aber nicht 
versagen, den zweiten Zermeloschen Beweis hier zu reproduzieren, 
weil er den großen Vorzug hat, von der Theorie der Ordnungs­
zahlen überhaupt nichts vorauszusetzen. Zum besseren Verständnis 
schicken wir voraus, daß er die Menge in einer ähnlichen Weise, 
wie sie Kap, IV, § 1 erwähnt wurde, durch AufsteUung des Systenis 
ihrer Res te oder Endstücke ordnet. 

I. Aus jeder von 0 verschiedenen Teilmenge A von 31 wird ein 
Element a = f[A), das ausgeze ichne te Element von A, gewählt. 
Die Menge 

Ä=A-{fiA)], 
die nach Weglassung des ausgezeichneten Elements aus A übrig 
bleibt, nennen wir den Nachfolger von A. 

IL Ein System (g von Teilmengen von if heißt eine Ket te , wenn 
1. 31 selbst zu (S gehört, 
2. der Nachfolger A' einer zu <S gehörigen Menge A wieder 

zu © gehört, 
3. der Durchschnitt beliebig vieler Mengen von S wieder zu <S 

gehört. 
Es gibt gewiß Ketten, z. B. ist das System aller Teilmengen 

von 31 eine solche. 
Der Durchschnitt beliebig vieler Ketten ist offenbar selbst eine 

Kette. DerDurchschnitt aller Ketten heiße die k le ins te Ket te S). 
Wenn also von einem Teilsystem ^ ' g ^ sich herausstellt, daß es 
eine Kette ist, so muß S' = ^ sein. 

IIL Ein Element A von S heiße ein no rma les Element, wenn 
es alle sonstigen Elemente B von S entweder als Teilmengen ent­
hält oder als Teilmenge in ihnen enthalten ist, wenn also entweder 
A:=>B oder A c 5 . Es gibt gewiß normale Elemente, z. B. 31 
Unterscheiden wir in bezug auf ein normales Element A die übrigen 
Elemente von S als die Elemente U^A und VczA. 

IV. Der Nachfolger U' jedes Elements ZJ ist g A. 
Sonst müßte nämhch ü' c: A sein (da U' Element von ^, also 

= A ist), und aus Ü^A:s- ü' würde folgen, daß U— U' aus min­
destens zwei Elementen bestünde, während diese Menge doch nur 
aus dem einen Element f{ü) besteht. 
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V. Diejenigen Elemente von ,st, die ^A, und diejenigen, die 
SA", bilden zusammen eine Kette ,vV. 

Die Behauptung setzt .Ir^O voraus. Unser System ,«' besteht 
aus den Elementen l', ans A und aus denjenigen Elementen IF 
unter den F, die S .1 . Es ist zu zeigen, daß i>i' eine Kette ist, 
a':so die Eigenschaften in II hat. 

1. 31 ist 2 . 1 , also ein U oder .1. 
2. L" ist 2 A nach IV, also ein U oder A. 

A' ist ein TF. 
TF'=; n ' ^ A' ist ein IF. 

3. Der Durchschnitt beliebig vieler Elemente von .«' ist, sobald 
unter ihnen ein TT' vorkommt, selbst ein TF, sonst ein U oder A. 

Damit ist die Behauptung bewiesen. Da nun Sl' g S, so ist 
M • = .vt. d. h. 

VI. Ist A ein normales Element ;= 0, so sind alle Elemente 
von Sl entweder 3 A oder g A', also g .1'. Der Nachfolger eines 
normalen Elements ist wieder normal. 

VII. Der Durchschnitt beliebig vieler normaler Elemente ist 
wieder normal 

Es sei D—T^(A,,.(.,,... = 2 'J , der Durchschnitt einer beliebigen 

Menge von normalen Elementen, B ein beliebiges Element von ft. 
Für jedes i ist B^A,.. Entweder ist, für mindestens ein i, B^A., 
dann ist auch B^D. Oder es ist, für jedes i, B cz A-, dann ist 
auch B^D. Also ist D normal. 

Aus VI, VII und der Tatsache, daß M normal ist, folgt, daß 
alle normalen Elemente von & wieder eine Kette .^rgSt bilden; 
abermals ist also .\t '=fi, mit anderen Worten: 

VIII. Alle Elemente von .Sl sind normal; für zwei Elemente 
A. B von S ist also stets eine der Relationen A S ß erfüllt. 

Hierdurch wird k geordnet; wir wollen von zwei verschiedenen 
Elementen dasjenige als das spätere definieren, das als Teilmenge 
im andern enthalten ist, also A^B für A g B. Die umfassendste 
Menge 31 ist also das erste Element von .ft. 

IX. Diese Ordnung ist eine Wohlordnung. Wir haben zu be­
weisen, daß jedes Endstück von S', wenn es überhaupt Elemente 
hat, ein erstes Element hat. Sei S = U + SS; V und V bezeichnen 
Elemente von 11 und 33, und es sei ü< V, also Z7= F. Nach An­
nahme gibt es wirklich Elemente V und ebenso können wir die 
Existenz von Elementen U voraussetzen, da sonst 31 das erste Ele­
ment von aS = SS wäre. Es sei D der Durchschnitt aller IT, also 
D s 7 für jedes V. Ist D selbst ein V, so ist es das erste V. Ist 
D ein U, also noch D:> V, so ist D das letzte U. Dann ist der 
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Nachfolger D' ein F, und zwar das erste, denn gäbe es ein früheres 
Vz^V, so würde aus Dr^jUr^X»' folgen, daßD —D' aus mindestens 
zwei Elementen bestünde, während diese Menge ja nur das eine 
Element /"(Z») hat. Also hat SS ein erstes Element (D oder D\ 

X. Es besteht eine umkehrbar eindeutige Beziehung zwischen 
den Elementen von 3i und den von 0 verschiedenen Elementen 
von Ä, so daß durch die Wohlordnung von S? auch M. wohl­
geordnet wird. 

Jedes Element A :=> 0 von ^ bestimmt sein ausgezeichnetes Element 
a = f{A). Für A=|=ß ist aA^b, denn ist etwa Ar^B, so ist B g A 
und b gehört zu A', a hingegen nicht. Einem Element a von M. 
kann also höchstens ein Element A von S derart entsprechen, daß 
a = f[A). Umgekehrt aber entspricht jedem a wirkhch ein solches i , 
Ist nämlich A = î (a) derDurchschnitt aUer Mengen von ^ , die das 
Element a enthalten (zu denen z. B. M gehört), so muß a = f{A) sein, 
da sonst Ä cz A wäre und doch noch a enthalten würde. Die Re­
lationen a=/'(A), A=F{a) ordnen also jedem a umkehrbar eindeutig 
ein Element A == 0 von S zu. 

Definieren wir also a < 6 inr A-= B {A = F{a),B = F[b)), so wird 
hierdurch die Menge Jf wohlgeordnet. Für a<b ist b Element 
von B, also auch von A. Ist umgekehrt a^b und b Element von A, 
so ist A r= ß (denn für AczB wäre A g 5', b nicht Element von i) 
und a<,b. Die Menge A = F{a) stellt sich also, nach geschehener 
.Wohlordnung von 31, als Menge der Elemente ^ a heraus, d, h. als 
der zu a gehörige Rest, und umgekehrt ihr ausgezeichnetes Element 
a = f{A) als das erste Element von A. 

Um Mißverständnisse zu vermeiden, ist darauf aufmerksam zu 
machen, daß für eine beliebige, nicht zu S gehörige Teilmenge i 
von 31 ihr ausgezeichnetes Element a = f{A) nach der Wohlordnung 
nicht das erste Element von A zu sein braucht. 

Mit dem Wohlordnungssatze ist nun endhch die erwünschte 
Einfachheit im Aufbau der Mengenlehre erreicht. Alle unendhchen 
Mächtigkeiten sind jetzt als Alefs und aUe Mächtigkeiten als paar­
weise vergleichbar erkannt; X^^^ ist die (nicht mehr bloß: eine) auf 
i<^ nächstfolgende Mächtigkeit, z. B. 5?̂  die zweite unendliche Mächtig­
keit. Die wirkliche Ausführung einer Wohlordnung mit Hilfe eines 
wirklich angegebenen Systems ausgezeichneter Elemente a = f{A) ent­
zieht sich aUerdings noch vollständig unserer Fähigkeit; man über­
lege sich z. B. im einfachsten FaU, dem der Wohlordnung des 
Kontinuums (der Menge der reellen Zahlen), durch welches allge­
meine Gesetz man aus j e d e r Menge reeller Zahlen ein Element 
herausgreifen solle. Infolgedessen darf man sich nicht wundem, 
daß wir von dem Ziel, das Kontinuum wirklich wohlzuordnen und 
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seiner Mächtigkeit ihren richtigen Platz unter den Alefs anzuweisen, 
anscheinend noch sehr weit entfernt sind (vgl. Kaji. X, § 4). 

Ein Beispiel, das wir dem Leser zur Übung vorschlagen: aus 
jeder Menge natürhcher Zahlen werde als ausgezeichnetes Element 
die Zahl gewählt, die die wenigsten Primfaktoren hat und unter 
denen mit gleicher Anzahl der Primfaktoren die kleinste ist. Die 
Menge der natürhchen Zahlen wird hierdurch nach dem Typus « ' 
wohlgeordnet. 

Sechstes Kapitel. 

Beziehungen zwischen geordneten und wohlgeordneten 
Mengen. 

§ 1. Teilweise geordnete Mengen. 

Nehmen wir an, zwischen je zwei verschiedenen Elementen a, b 
einer Menge A bestehe jetzt nicht mehr, wie bei geordneten Mengen, 
eine und nur eine von zwei Beziehungen [a<ib, a > b ) , sondern 
eine und nur eine von drei Beziehungen 

a <b, a > 6, a\\b, 

die wir lesen wollen: a vor b, a nach b, a unvergleichbar mit b. 
Von den beiden ersten setzen wir dieselben Eigenschaften wie im 
Falle geordneter Mengen voraus, was für die dritte Beziehung not­
wendig ihre Symmetrie zur Folge hat, d. h. 

aus a<.b, ayb, a\\b folgt resp. bya, b<,a, b\\a; 

aus a < J , 6 < c folgt a<,c (transitives Gesetz). 

Eine solche Menge heiße eine te i lweise geordne te Menge; die 
geordneten Mengen sind Spezialfälle der teilweise geordneten, näm­
hch wenn Paare unvergleichbarer Elemente nicht existieren (wozu 
auch der Fall zu rechnen ist, daß die Menge nur ein Element hat). 
Wir können auch die partielle Ordnung durch P a a r m e n g e n defi­
nieren, indem wir die Menge aller geordneten Paare ^ = («,&) von 
verschiedenen Elementen in drei Bestandteile P, P*, Q spalten mit 
den Vorschriften: 

Von zwei inversen Paaren (a, Z;) und (ö, a) gehört en tweder das 
eine zu P und das andere zu P*, oder beide gehören zu Q; ge­
hören die Paare {a,b) und [b,c) zu P, so gehört auch {a,c) zn P. 
Bezeichnet man dann die Zugehörigkeit eines Paares (a, b) zu 
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P, P*, Q resp. durch a<ib, ayb, a\\b, so sind die obigen Bedingungen 
erfüllt. 

Eine teilweise geordnete Menge A hat (vollständig) geordnete 
Te i lmengen , z. B. mindestens die aus einem Element bestehenden. 
Eine geordnete Teilmenge, die in keiner andern geordneten Teil­
menge als echte Teilmenge enthalten ist, also nicht durch Hinzu­
nahme anderer Elemente zu einer geordneten Teilmenge erweitert 
werden kann, nennen wir eine g r ö ß t e geordne te Teilmenge, Die 
Existenz solcher werden wir zu beweisen haben. 

Jede nicht verschwindende Teilmenge B von A bestimmt auch 
hier die Menge A^ der Elemente < B (die allen Elementen von B 
vorangehen) und die Menge A^ der Elemente > B. Ist A^ = 0 resp, 
AB = 0, SO • nennen wir wieder A mit B koinitial resp, konfinal, 
wobei allerdings von den Sätzen I , I I in Kap, IV, § 4 nur der 
zweite unbeschränkte Gültigkeit behält; der erste läßt sich so 
modifizieren: 

I. I s t B eine g e o r d n e t e Te i lmenge von A und A mit B, 
B mit G ko in i t i a l , so i s t auch A mit G koinitiaL 

Denn zu jedem Element b gibt es ein Element e^b (wäre B 
nicht geordnet, so würden wir nur schließen dürfen, daß es ein e 
gibt, das =b oder < J oder \\b ist); wäre also a<e für jedes c, 
so wäre auch a < 6 für jedes b. 

Ist B eine größte geordnete Teilmenge von A, so ist A mit B 
sowohl koinitial als konfinal. 

Um nun die Existenz größter geordneter Teilmengen von A zu 
beweisen, nehmen wir den Wohlordnungssatz zu Hilfe, dessen Ver­
fahren wir hier folgendermaßen spezialisieren (Kap. V, § 7): als aus­
gezeichnetes Element a=f{A') einer von Null verschiedenen Teil­
menge A' von A wählen wir, wenn mögl ich , ein solches, das mit 
allen Elementen von B'=A — A' v e rg l e i chba r ist [a'^b' in der 
zugrunde hegenden partieUen Ordnung von A); ist kein solches 
Element a' vorhanden, so wählen wir irgend ein anderes. Durch 
diese Wahl der ausgezeichneten Elemente wird eine Wohlordnung 

, , . , , . j •^ = K> «1- • • • . « , , •••) 

bestimmt, bei der 
%=f{A), 

% = f{A:, = f[A-B^], 

5^ = K , ..., a., ...} ( ! < « ) , 
Wenn nun A nicht selber eine vollständig geordnete Menge ist, so 
muß es ein erstes Element a^ geben, das nicht mit aUen früheren 
vergleichbar ist [aja^ für mindestens ein | < fö). Dagegen ist, für 
| < 7 / < ß , a^ mit a^ vergleichbar, die Menge B^ also eine geordnete 
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Teilmenge von A und zwar eine größte geordnete Teilmenge, denn 
wäre B^ erweiterungsfähig, gäbe es also in A^ = ,1 — B^ Elemente, 
die mit allen Elementen von B^ vergleichbar sind, so wäre nach 
unserer Vorschrift a^ ein solches Element. 

Wir haben damit für eine teilweise geordnete i^Ienge A die 
Existenz größter geordneter Teilmengen B bewiesen; natürlich kann 
es deren verschiedene geben. ̂  Es ist ferner evident, daß es zu einer 
gegebenen geordneten Teilmenge C von A auch mindestens eine 
größt« geordnete Teilmenge B von A gibt, die ihrerseits G als Teil­
menge enthält: nm zu einer solchen zu gelangen, gebe man be­
züghch der ausgezeichneten Elemente außer der obigen noch die 
weitere Vorschrift, daß sie, wenn möglich, der Menge G angehören 
soUen. 

Ist B eine größte geordnete Teilmenge von A und B mit G 
konfinal, so ist auch A mit C konfinal (Satz I), Wir wissen aus 
Kap. V, § 6, I I , daß B mit gewissen Ordnungszahlen, darunter mit 
einer regulären Zahl, konfinal ist; auch eine teilweise geordnete 
Menge ist also mit Ordnungszahlen, insbesondere mit regulären 
Zahlen konfinal, sie kann aber, im Gegensatz zu einer voUständig 
geordneten Menge, mit verschiedenen regulären Zahlen konfinal sein.^ 

Um eine Anwendung dieser Betrachtungen zu geben, der später 
noch andere folgen sollen, nehmen wir eine geordne te Menge 31 
von mindestens zwei Elementen und deren Elementpaare j? = (a, 5) 
für a<.b. Die Menge P dieser Paare ordnen wir teilweise, indem 
wir folgende Vorschrift geben: es sei p<p', wenn 

a<a'<b'<b, 

also wenn d und b' zwischen a und b liegen; pyp', wenn p'<p; 
in jedem andern Falle p\\p' (falls p,p' verschieden sind, d. h. nicht 
gleichzeitig a=a', b = b' ist). Ist Q eine geordnete Teilmenge von P, 
vom Typus a, so sieht man unmittelbar, daß die linken Elemente a 
der Paare p = {rj.,b) der Menge Q eine Teilmenge A von 31 vom 
Typus u, die rechten Elemente b eine TeUmenge 5 vom inversen 
Typus ß* bilden, während zugleich A< B, jedes Element von A 
jedem Element von B vorangeht. Ist speziell P mit Q konfinal, so 

' Wenn die Vergleichharkeit transitiv ist, d. h. zwei mit einem dritten 
vergleichbare Elemente auch untereinander vergleichbar sind, so zerfällt A in 
paarweise fremde Summanden, deren jeder eine größte geordnete Teilmenge ist. 

" Ist z. B. A = B-\- O, B eine geordnete Menge vom Typus oi, 0 eine 
geordnete Menge vom Typus ca^, und läßt man diesen Mengen in'A ihre Ord­
nung, während man jedes Element b mit jedem Element c unvergleichbar an­
nimmt, so ist A sowohl mit B als mit C, daher sowohl mit © als auch mit 
(»1 konfinal. 
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heißt das so viel, wie daß es zwischen allen Elementen a und allen 
Elementen b höchs t ens ein Element von 31 gibt; denn aus zwei 
solchen ließe sich ein Paar bilden, das auf alle Paare von Q folgt. 
Dabei kann man, wie oben gezeigt, Q als wohlgeordnet und ins­
besondere a als reguläre Zahl annehmen, also a = l oder a = cci,., 
wo « , eine reguläre Anfangszahl ^ co^ und K̂  die Mächtigkeit 
von üf (also, wegen X *̂ = X^, auch von P) ist. Für « = 1 existiert 
also ein Paar von Elementen in M, zwischen denen ein oder kein 
weiteres Element liegt, d. h. es existieren benachbarte Elemente. 
Für a = CO sind die Mengen A<B, von den Typen « und co*, 
entweder benachbart und bestimmen also eine Lücke, die wir kon­
form mit einem späteren Sprachgebrauch (§ 2) eine ÖJ^W^*-Lücke 
nennen und als eine symmet r i s che Lücke bezeichnen, zum Unter­
schied von co^a *-Lücken mit co^ + co . Oder zwischen A und B 
hegt ein einziges Element 

c = lim sup A = lim iniB, 

das analog ein «Ö..*-Limes oder (»co*-Element oder ein symme­
t r i s c h e r Limes zu nennen ist. Da P mit verschiedenen regulären 
Zahlen konfinal sein kann, so können bei derselben Menge M ver­
schiedene dieser Fälle gleichzeitig auftreten. Jedenfalls gilt, wenn 
wir die endlichen Mengen beiseite lassen, der Satz: 

IL In j e d e r geordne ten Menge von der Mächt igkei t S{̂  
gibt es b e n a c h b a r t e E l e m e n t e oder symmet r i sche Lücken 
(o9jß)j*-Lücken) oder symmet r i sche L imi t e s (co » *-Elemente), 
wo cüj e ine r e g u l ä r e Anfangszahl ^ « ist. 

In einer dichten Menge gibt es symmetrische Lücken oder 
Limites, in einer stetigen symmetrische Liniites. Z. B. ist in der 
Menge der reellen Zahlen, in natürlicher Ordnung, jedes Element 
CO CO*-Element; in der Menge der rationalen Zahlen gibt es, außer 
den CO ffi»*-Elementen, auch co co*-Lücken. In einer wohlgeordneten 
Menge gibt es keine Teilmengen vom Typus co*, also von den oben 
genannten drei Dingen nur benachbarte Elemente. 

§ 2. Element- und Lückencharaktere. 

Nach Kap. V, § 6 ist jede geordnete Menge M mit einer und 
nur einer regulären Zahl Q konfinal; Q ist entweder 1 (wenn die 
Menge ein letztes Element hat) oder eine reguläre Anfangszahl ca^. 
Die invers geordnete Menge 31* ist ebenfalls mit einer und nur 
einer regulären Zahl a [CT=1 oder ff = oj ) konfinal, d. h. 31 selbst 
ist mit dem inversen Typus ff* koinitial. Die beiden regulären 
Zahlen O,G sind durch 31 eindeutig bestimmt. 
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Diese Bemerkung kann zu speziellerer Analyse geordneter 
Mengen nutzbar gemacht werden. Zerlegen wir die geordnete Menge ,1 
irgendwie in zwei von 0 verschiedene Stücke 

• l - P + O , 
so ist P mit einer regulären Zahl o konfiual, Q mit dem inversen 
Typus ff* einer regulären Zahl er koinitial; wir nennen dann das 
T_\-penpaar ,Q.<J*) den C h a r a k t e r dieser Zerlegung A=-P+Q. 
Z. B. hat die Zerlegung der natürlich geordneten Menge der reellen 
Zahlen 

P = Menge der Zahlen ^ 0 , 0 = Menge der Zahlen > 0 

den Charakter (l, '•)". da P ein letztes Element hat und Q mit co* 
(z.B. mit der Menge der reellen Zahlen 1 > ^ > ^ > . . . ) koinitial 
ist. Die Zerlegung 

P = Menge der Zahlen < 0, Q = Menge der Zahlen S 0 
hat den Charakter [co, 1). 

Hat die Zerlegung P+Q den Charakter (p.ff*), so ist P mit 
einer Menge P' vom Tjpus o konfinal, Q mit einer Menge Q' vom 
Typus CT* koinitial; die Mengen / ' ' < Q' sind dann benachbart. 

Sind umgekehrt P ' < Q' benachbarte Teilmengen, so bestimmen 
sie nach Kap. IV, § 4 eine Zerlegung A = P+Q, worin P mit P ' 
konfinal, Q mit Q' koinitial ist. Hat diese Zerlegung den Charakter 
(p, ff*), so ist auch P ' mit o konfinal, Q' mit er* koinitial. 

Ein Sprung ist vom Charakter (1, 1), ein Schn i t t vom 
Charakter («. , 1) oder (1, w *), eine Lücke vom Charakter {oj^,co *). 

In analoger Weise können wir den E l e m e n t e n der Menge A 
Charaktere beilegen. Ist a ein Element von A, aber weder das 
erste noch das letzte, so betrachten wir die Zerlegung 

A=P+{al+Q, 

wobei P die durch a bestimmte Anfangsstrecke, Q die Endstrecke 
und beide Mengen von Null verschieden sind. Ist dann P mit p 
konfinal, Q mit a* koinitial (p, er reguläre Zahlen), so sagen wir, das 
Element a sei vom C h a r a k t e r (p,ff*). 

Ein Element mit unmittelbarem Vorgänger und Nachfolger ist 
vom Charakter (1,1). Ein Element, das nur oberer Limes ist, ist 
vom Charakter {co^,, 1), ein Element, das nur unterer Limes ist, vom 
Charakter {l,co *). Ein Element, das beides ist, ist vom Charakter 

Analog wie oben können wir an Stelle von P, Q die Mengen P', ()' 
setzen, wenn P mit P' konfinal, Q mit Q' koinitial ist. 

Die Ausdrücke pff*-Zerlegung, oo-*-Element, w.oj *-Lücke, 'o.w^*-
Limes sind wohl unmittelbar verständlich. 
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Für p = ff sprechen wir von symmetr i schen Zerlegungen, 
Elementen usw. Eine symmetrische Zerlegung ist entweder ein Sprung 
oder eine symmetrische Lücke vom Charakter (cô , co^, ein symme­
trisches Element hat entweder zwei Nachbarn oder ist ein symme­
trischer Limes vom Charakter {co^,co*). 

Ist die Anfangsstrecke P von a mit ra^ konfinal, gleichviel wie 
sich Q verhält (das auch 0 sein kann^), so nennen wir, wie früher, a 
einen co -Limes oder ein cy -Element; ist Q mit ca* koinitial, einen 
CO *-Limes oder ein co *-Element. 

Sei A eine offene d ich te Menge. Jedes Element hat dann 
einen Charakter {<a , co *), und unter den Zerlegungen ziehen wir nur 
die Lücken in Betracht. Wir haben dann also nur Charaktere aus 
regulären Anfangszahlen > gebildet zu berücksichtigen und schreiben 
dafür etwas bequemer 

c , = (co^, CO * ) . 

Die Menge der Elementcharaktere nennen wir U, die Menge der 
Lückencharaktere (die im Fall einer stetigen Menge Null ist) F; 
das Mengenpaar [ü, V) bezeichnen wir als Spezies und die Summe 
beider Mengen 

W= (S{U, V) 
als Geschlecht der Menge A. Hiermit ist also eine Einteilung 
der offenen dichten Mengen nach dem Geschlecht und eine weitere 
Unterteilung nach der Spezies gegeben. 

Für die Menge der reellen Zahlen z. B. ist, da jedes Element 
vom Charakter (ca,(a*) = Cgg ist und Lücken nicht existieren, 

U=[o,,\, F = 0 , W={oJ,. 
Für die Menge der rationalen Zahlen ist 

^=ho]' y-M, ^=Ko}; 
beide Mengen haben also dasselbe Geschlecht, aber verschiedene 
Spezies. Die Menge der irrationalen Zahlen hat dieselbe Spezies 
wie die der rationalen Zahlen. 

Wir stellen noch einige Typen mit den zugehörigen Mengen 
XJ, V, W zusammen (y Typus der Menge der rationalen Zahlen), indem 
wir die Verifikation dem Leser überlassen: 

y{oJ, + co^*): Z7={c,„}, F={c„„,eii|, 1^= {coo^ßii!-
yco^ + 1+yo}^*: ?7=jß,„c^J, r={c^^}, 1^= Ko.Cii}-

*;oj„: U=\G„„}, V = \ß, 
• o o J ' ' — roofhoi' c. 

yco^ + 1+yoj^*: U={c^„,c^^}, F = {c^^, ß„j,Cj„j, W={eg„e^^,c^„,e, 

^ Wollten wir bei den Charakteren auch die bisher ausgeschlossenen 
Fälle P = 0 , Q = 0 berücksichtigen, so wäre dann Q = 0, a = 0 zu setzen; wir 
sehen lieber davon ab, erteilen also dem etwaigen Anfangs- oder Endelement 
der Menge keinen Charakter. 
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Die Charakterenmengen U, T', TT' sind nun nicht ganz beliebige 
Meugen, sondern müssen gewissen Bedingungen genügen. Z.B. kann TT̂  
nicht etwa aus dem einen Element i\^ bestehen. Es gäbe dann 
nämlich, je nachdem Cjj Lücken- oder Elemeutcharakter ist, eine 
der beiden Zerlegungen 

A - P+Q, A = P + { f l j + 0 , 
wo P mit (Oj konfinal und Q mit coj* koinitial ist. Ist P mit der 
Menge 

\'\ -,, O j , . . . . a^, . . . ( 

vom Typus co^ konfinal, so ist deren Abschnitt 
;<7„, O j , . , . ; 

vom Typus « eine Teilmenge von A, auf deren Elemente sicher 
noch weitere ẑ. B. a^) folgen, und die also, je nachdem ein erstes 
oder kein erstes Element darauf folgt, zu einem Element oder einer 
Lücke vom Charakter [co, co *) = CQ , führen müßte. Das gleiche gilt 
von Q, und TT" kann also nicht den Charakter Cjj enthalten, ohne 
auch mindestens einen Charakter Og und einen Charakter c ^ zu 
enthalten. 

AUgemein sieht man auf die gleiche Weise: kommt in TÎ  ein 
Charakter c^. vor, nnd ist o),. irgend eine regiUäre Anfangszahl 
< CO . so muß TT' mindestens einen Charakter c. enthalten; ist co 
eine reguläre Anfangszahl < co„, so muß TT' mindestens einen 
Charakter c, enthalten. 

Ist umgekehrt co die kleinste reguläre Anfangszabl, für die 
kein Charakter c^, in TT' vorkommt (während für jede reguläre An­
fangszahl &3..<ciĵ  ein Charakter c vorhanden ist), so kommt auch 
für größere' reguläre Anfangszahlen kein entsprechender Charakter 
in IF vor, und das gleiche gilt für die kleinste reguläre Anfangs­
zahl « , , zu der kein Charakter c^^ in TT' vorkommt. Bildet man 
für alle regulären Anfangszahlen coX '"a> '"r,< ''V ^^^ Charaktere c.^ 
und ordnet sie in ein Tableau 

^00 

<^10 

"lO 

^01 • 

C j i . 

c. l • 

•• ' ' o , • 

•• « 1 , • 

• « 4 , • 

so muß TF" aus jeder Zeile und Spalte dieses Tableaus mindestens 
ein Element enthalten. 

Außerdem aber verlangt der Satz § 1, I I die Existenz symme­
trischer Charaktere; W muß also auch aus der „Hauptdiagonale" 

e^Q ^11 ••• ' ' f f 

des Tableaus mindestens ein Element enthalten. 
H a u s d o r f f , lI<;Dgr,iilehre. 10 
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Es läßt sich zeigen, daß diese Bedingungen für F nicht nur 
notwendig, sondern auch hinreichend sind; d, ü. wenn W aus jeder 
Zeile, aus jeder Spalte und aus der Hauptdiagonale des oMgen 
Tableaus mindestens ein Element enthält und TI, V zwei Mengen 
sind, deren Summe ©(/[/, F ) = W und von denen natürlich P von 0 
verschieden ist, so gibt es sicher offene dichte Mengen von der 
Spezies [ü, V) und dem Geschlecht W, Wir verzichten darauf, den 
ziemlich komplizierten Beweis zu geben, und werden uns später 
mit der Konstruktion einiger besonders interessanter Mengen, augen­
blicklich mit einer Abzahlung begnügen. 

Für ein Geschlecht W mit tu Charakteren ^ existieren S»-! 
Spezies. Denn setzt man 

2)(C/,F)=F-„, 

U=W,+ W„ V=W,+ W„ 

Tr= w, + w, + w„ 
so ist die Menge aUer Zeriegungen W=Wg+W^ + W„ bis auf die 
eine 1^= 0 + 0 + TF, der Menge aller zulässigen Paare [ü, V) äqui­
valent; die Menge aUer Zerlegungen einschließhch der ausgeschiedenen 
hat aber die Mächtigkeit 3 " . 

Bei gegebenen Zahlen a,ß mit den Mächtigkeiten a,b hat die 
Menge der Spezies eine Mächtigkeit 

s{a,ß)^S''^-l. 
Denn das ganze obige Tableau, mit ab Charakteren^ ist jeden­
falls eins der zulässigen Geschlechter. Ist also auch nur eine der 
Zahlen cy.,ß unendlich, so ist die Menge der Spezies mindestens von 
der Mächtigkeit des Kontinuums. 

Die Menge der Geschlechter hat eine Mächtigkeit 

(?(cz,/?)^2(''-i)(»-«. 
Denn die erste Zeile und Spalte des Tableaus plus einer beliebigen 
Teilmenge des übrig bleibenden Tableaus ist ebenfaUs ein zulässiges 
Geschlecht. Ist von den Zahlen a, ß die eine unendhch, die andere 
> 1 , so ist also auch die Menge der Geschlechter mindestens von 
der Mächtigkeit des Kontinuums. Ist « = 1 oder / 9 = 1 , so besteht 
das Tableau aus nur einer Zeile oder Spalte und es gibt nur em 
Geschlecht. 

' D. h. PF hat als Charakterenmenge die Mächtigkeit 1», die endlich oder 
ein Alef sein kann. Die im folgenden auftretende Bezeichnung a - 1 bedat 
wohl keiner Erklärung, obwohl wir Subtraktion von Mächtigkeiten sonst nicM 
definiert haheu. 

Es gibt ebenso viele Anfangszahlen wie reguläre Anfangszahlen < Wa. 
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In den niedrigsten Fällen gibt es folgende Geschlechter: 

« = 1. i = l . 

« = 1 , .:?=2. 

« = 2 , . i = l . 

cc = 2.ß=.2. 

" ' = l ' o « ! 

"'=l 'oo>^oiS 

^ ' '= l ' ' oo ' ' io l 

'' '==;''oo-^'nl 

" == Pooj 'o i i ' io 

"^ t''oo' "o i ' ^ i 1 

' ' "^ t''a 0 J ''i 0 ' ^11 

" ~ F o i ' ^ i o ' ' ' " i i 

mit 3 1 - ] 

„ 3^-1 
„ 3 » - ] 

„ 0 — J 

„ 3 3 - ] 

„ 3 3 -

., 3 3 -

•• 3 3 -

„ 3 * -

= 2 i 

1 = 8 

1 = 8 

1 = 8 

L=26 

1 = 2 6 

1 = 2 6 

1 = 26 

1 = 8 0 

Also entsprechen diesen 4 Fällen 

g[ci,ß}=l, 1, 1, 6 Geschlechter 

mit s[c!,ß) = 2, 8, 8. 192 Spezies. 

Von Mengen, deren Element- und Lückencharaktere sich aus 03 
imd ö j , den beiden niedrigsten Anfangszahlen, zusammensetzen, gibt 
es also bereits 9 Geschlechter mit 210 Spezies, und diese Zahlen 
wachsen bei Zulassung höherer Charaktere äußerst rasch. 

Es ist noch folgendes zu beachten. Haben die Zahlen a,ß die 
bisherige Bedeutung, so kann die Menge A mit keiner Ordnungs­
zahl > £0̂  konfinal sein, da sie sonst eine Teilmenge vom Typus co^ 
mit noch weiteren darauf folgenden Elementen enthielte, welche 
Teilmenge einen Moment- oder Lückencharakter ĉ  bedingen würde. 
A ist also mit einer regulären Anfangszahl ^oj^ kontinal und mit 
dem Inversen einer regulären Anfangszahl ^oio koinitial, wobei 
indessen das Gleichheitszeichen nicht auszuschließen ist; z. B. ist 
der Typus 57 «Oj (y Typus der Menge der rationalen Zahlen) vom 
Geschlecht TF={Cgß}, aber mit ÖJJ konfinaL 

§ 3. Allgemeine Produkte nnd Potenzen. 

Die Theorie der wohlgeordneten Mengen setzt uns nun auch 
in den Stand, die bisher auf eine endliche Zahl von Paktoren be­
schränkte Produktbildung geordneter Mengen zu verallgemeinern. 
Dies ist ebenso im Interesse der Systematik wünschenswert, wie es 
als Mittel zur Konstruktion von Ordnungstypen unentbehrlich ist. 

Wie in Kap. II, § 2, wo es sich um ungeordnete Mengen handelte, 
weisen wir jedem Element i (Index) einer von NuU verschiedenen 
geordneten Menge J, des A r g u m e n t s 

J^\...,i,...,k,...,l,...] {i<k<l) 
10* 
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eine von Null verschiedene geordnete Menge A^ zu und erhalten damit 
einen Mengenkomplex 

(..., A;, .,,, A ,̂ „,, A(, ...). 

Weisen wir jedem Index i ein zu A^ gehöriges Element a^ zu, so 
erhalten wir einen dem obigen Mengenkomplex angehörigen Ele­
m e n t e n k o m p l e x 

a = ( . . . , Oj, . . . , a^, . . , , Oj, . . . ) . 

Die Menge A dieser Elementenkomplexe, die aUerdings zunächst 
ungeordnet ist, war als das Produkt 

A = ^A, 
i 

der Mengen Â  definiert worden. 
Wir erinnern nochmals an die lexikographische Ordnung, 

die wir im Falle eines endhchen / dem Produkt geben konnten. 
Bezeichnen wir die Elemente von J mit 1,2,.. . , w, so hatten wir 
zwischen zwei verschiedenen Elementenkomplexen 

« = («1, «2'••• .aj und b = {b^,b^,...,bj, 

wo «j und b. Elemente von A^ sind, die Ordnung a^b festgesetzt, 
wenn 

entweder a^^b^, 

oder aj=&j, a^^b^, 

oder a^=b^, a^ — b-^, «g ^ b ^ usw. 

Mit andern Worten: ist i der erste Index, für den «ĵ ^&j (während 
also, für Ä<*', % = \ ist), so soll a^b sein, je nachdem (in ij) 
a^^b^ ist; wir geben den Elementkomplexen die Ordnung ihrer 
ersten verschiedenen Elemente, wir ordnen sie „nach ersten Diffe­
renzen," 

Es ist vielleicht zweckmäßig, darauf aufmerksam zu machen, 
daß es hierbei durchaus nicht darauf ankommt, ob zwei zu ver­
schiedenen Indices gehörige Mengen A^, A^ gemeinsame Elemente 
haben oder nicht, und ob zwischen den Elementen a^, a^ eine Ord­
nung besteht oder nicht; nur die Ordnung von Elementen «j, b. der­
selben Menge A,. ist auf die lexikographische Ordnung der Elementen-
komplexe von Einfluß. Auch im folgenden gilt dasselbe. 

Diese lexikographische Ordnung läßt sich nun zwar auf den 
allgemeinen Fall übertragen, aber — die Menge A der Elementen­
komplexe wird dadurch im allgemeinen nur zu einer teilweise 
geordneten Menge (§ 1). Wenn zwei verschiedene Elementkomplexe 
eine erste Differenzstelle haben, d.h. wenn ein ,,kritischer" Index* 
existiert, für den a.^b^, während, für h<Ci, aj^ = bj^ ist, so können 
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wir a^b definieren, je nachdem a^^b^. Es ist evident, daß aus 
o < 6 zugleich bya folgt. Auch das transitive Gesetz 

aus ((<?), 6<(5 folgt o < c 

ist sofort zu beweisen. Ist nämlich 

«i<ft(, 04 = *» ihr / ; < / , 

6, <C( , ijt ~ "t ^ür A < / , 
so ist 

für » ^ i : aj<6,., b^^c^, also Oi<'',, 

«A = **!^Ä = CA- also â  = ĉ  für Ä < / ; 
fiir * ^ ; : «, ̂ ? ' , , 6, <Cj. also aj<C(, 

0̂  = 6)., bi^ — o^, also «4 = «;̂  für fc</. 

In jedem Fall ist also a < e, und der kritische Index für a, c ist 
der frühere von den beiden kritischen Indices für a,b und b,o, 
falls diese verschieden sind; andernfalls mit ihnen identisch. 

Wenn aber die Menge der Indices, für die a. 4=*;, kein erstes 
Element hat, so hätten wir a und b lexikographisch unvergleichbar 
{a\\b] zu nennen, und die Menge der Elementenkomplexe wird also 
im allgemeinen nur teilweise geordnet. 

Wir woUen diese teilweise geordnete Menge wie früher die 
ungeordnete mit 

A = i j , 
i 

bezeichnen. Hier ist aber hinsichtlich der Reihenfolge der Fak­
toren eine zwar unbequeme, doch unvermeidliche Verabredung zu 
treffen. Wir sahen, daß im Falle eines endhchen 

J={l,2,...,m] 

das lexikographisch geordnete Produkt nicht mit Aj J^ • • • -̂ m» sondern mit 

bezeichnet werden muß, wenn wir die übliche Schreibweise von 
Produkten respektieren und doch die lexikographische Ordnung nicht 
durch die antilexikographische, nach letzten Differenzen, ersetzen 
woUen (diese hätte den großen Nachteil, daß wir im folgenden statt 
von wohlgeordneten Mengen von deren Inversionen zu sprechen 
hätten). Demgemäß müssen wir uns auch jetzt bei expliziter Schreib­
weise die Reihenfolge der Faktoren im Produkt umgekehrt wie die 
Reihenfolge der Indices im Argument denken; wenn wir also, wie 
oben, einige Indices ersichtlich machen (*</«< l), so ist 

A = | A , = . . . A , . . . J , . . . A , . . . 
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zu setzen. Ist z. B. ,/ wohlgeordnet, vom Typus i, und speziell 
J=W[i) = [0,l,...,y,..] [y<0, 

so ist 

^A^=...A^...A^A,. 
n 

Um diese Unbequemlichkeit einigermaßen zu mildern, führen wir 
neben dem Argument J das inverse Argument oder den Exponenten 

J J=J*={ . . . , Z,...,ft, . . . , t , ,.,] 

ein und bezeichnen das Produkt, indem wir neben dem Zeichen *|5 
noch TJ verwenden, mit 

J E 

*PA, = i7A,, 
i i 

so daß die Reihenfolge der Faktoren dieselbe ist wie die der Indices 
im Exponenten. 

Sind aUe Faktoren gleich (A. = Jf), so bezeichnen wir dem­
entsprechend die entstehende Potenz mit 

M^* = 31^. 

Es hindert uns nichts, auch bei teilweise geordneten Mengen in 
derselben Weise wie bei geordneten Ähnlichkeit zu definieren und 
von ihren Typen zu sprechen, wie wir vorübergehend tun wollen, 
Man sieht, daß bei Ersetzung der Faktoren durch ähnhche Mengen 
das Produkt in ein ähnliches übergeht, sein Typus also nur von 
den Typen «,. der A; abhängt; demgemäß bezeichnen wir den Typus 
des Produkts mit 

J E 

ci = ^ai = n'ci.= ...a^...a^...u^... 
i i 

Auch die Ersetzung des Arguments durch eine ähnliche Menge in 
dem S. 76 präzisierten Sinne ändert den Typus des Produkts nicht. 
Der Typus der Potenz hängt demgemäß nur vom Typus p der 
Basis M und vom Typus i des Arguments J oder vom Typus s = (* 
des Exponenten E ab und ist mit 

p"-* = ß^ 
zu bezeichnen. 

Fragen wir zunächst, wann diese Typen wirklich Ordnungs­
typen, Typen vollständig geordneter Mengen sind. Wenn alle ij 
aus mindestens zwei Elementen bestehen, so kann man zu jeder 
nicht verschwindenden Teilmenge A" von J zwei Elementenkomplexe a, 5 
angeben, die sich an den Indices von E und sonst nirgends unter­
scheiden (d, h. Eist die Menge der i, für die a.^^^b^). Wenn also a,b 
stets lexikographisch vergleichbar sein soUen, so muß jedes K ein 
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erstes Element haben, d. h. das Argument ./ wohlgeordne t se in ' , 
was umgekehrt auch hinreicht. Im Falle wohlgeordneten Arguments 
läßt sich also das ganze Produkt und die ganze Potenz lexiko­
graphisch ordnen, und die genannten Typen sind Ordnungstypen, 
die auch die entsprechende Mächtigkeit (bei der auf die Ordnung 
der Faktoren nichts ankommt) 

j 

|Q. .= ,. .o,. , .at. . .Qi... = . . .a , . . . .a , . . .a j . . . 

resp. m' = m' haben. Wir nennen sie Vo l lp roduk te und Voll­
po tenzen ; sie sind, wie schon durch die Bezeichnungsweise an­
gedeutet wird, nicht mit denen in Kap. V, § 4 definierten zu ver­
wechseln; diese letzteren haben, wie sich zeigen wird, gerade um­
gekehrt einen wohlgeordneten E x p o n e n t e n , während wir jetzt ein 
wohlgeordnetes Argumen t voraussetzen. 

Beispiele . Die Potenz M""' mit der Basis w und dem Argu­
ment cii ist der Typus der Menge der Elementkomplexe 

« = K : °1J °'2i •••) 
in lexikographischer Ordnung, wo jedes a die Menge der natür­
hchen Zahlen durchläuft. Ordnen wir in derselben Weise wie 
Kap. i n , § 5 diesem Elementenkomplex oder dieser Folge natürlicher 
Zahlen die reelle Zahl 

i'^\'^, / 1 \°o + ''i , / 1 \oo + ai + <'. 

+ 
zu, wobei 0 < x ^ l und umgekehrt jeder solchen Zahl x eindeutig 
eine Zahlenfolge a entspricht, so erkennt man leicht, daß die lexiko­
graphische Ordnung der o die umgekehrte ist wie die natürhche 
Ordnung der x (für « < 6 ist a; > y). Da die Menge der Zahlen x 
in natürlicher Ordnung den Typus A + 1 hat (A der Typus der 
Menge der reellen Zahlen oder einer offenen Zahlenstrecke), so ist 

,.r*='(L+Vf=\ +/.*=1 + /.. 
Das Produkt 

* =1: ^'m'' [U,, = U., = U,= . . . =10, 
...CO*COO-J*<0=^U ^ 0 2 4 

, ' a^ = u^ = c/.^ = ...=co-'-) 
ist der Typus der lexikographisch geordneten Menge der Elementen­
komplexe 

"'={%> — « D °'2> —%'•••)< 

WO die a wiederum natürliche Zahlen in natürlicher Ordnung sind. 
Wir ordnen der Zahlenfolge a jetzt eindeutig den Kettenbruch 

Ä = «0 + 1 : Qi + 1 : «2 + 1 : Og + ... 

' Wenn auch Faktoren mit nur einem Element vorkommen, so müssen 
die Indices der übrigen eine wohlgeordnete Teilmenge von J bilden. Der Fall, 
daß ein Faktor nnd damit das Produkt verschwindet, bleibt natürlich aus­
geschlossen. 
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ZU, der eine irrationale Zahl xyl darstellt; umgekehrt läßt sich 
jede irrationale Zahl xyl auf eine und nur eine Weise in einen 
solchen Kettenbruch entwickeln und bestimmt daher eindeutig eine 
Zahlenfolge a. Die lexikographische Ordnung der a ist dieselbe 
wie die natürliche Ordnung der x (für a<b ist a;<y). Das obige 
Produkt ist daher der Typus der Menge der irrationalen Zahlen > 1 
oder auch aller irrationalen Zahlen, 

Schon diese Beispiele zeigen, wie sich der Kreis der in Produkt­
oder Potenzform darsteUbaren Typen auf unserem jetzigen Stand­
punkt erweitert. 

Gehen wir nun zu dem allgemeinen FaU über, daß das Produkt 
nur teUweise geordnet ist. Es liegt nahe, dann die größten geord­
n e t e n T e i l m e n g e n (§ 1) in Betracht zu ziehen; indessen gibt es 
deren mehrere, im aUgemeinen unendlich viele, und wir werden uns 
zwar nicht bei der lexikographischen, aber bei einer verwandten 
Anordnung davon überzeugen, wie wenig allgemeines man von diesen 
TeUmengen aussagen kann (§ 10). Es empfiehh sich daher, spezielle 
geordnete TeUmengen von größerer Bestimmtheit aus der Gesamt­
menge A auszusondern und als Produkte zu definieren. Daß man 
auf diese Weise bei gegebenem Argument und gegebenen Faktoren 
mehrere, von noch weiteren Zusatzbestimmungen abhängige Produkte 
erhält, ist bei der lexikographischen Ordnung und ihren Abarten 
unvermeidlich, und an deren Stelle etwas Besseres zu setzen, ist 
noch nicht gelungen. Auf der andern Seite kann man in der 
Mehrdeutigkeit der ProduktbUdung sogar einen Vorzug sehen, da 
sie den Kreis der in Produktform darsteUbaren Typen erweitert 

Schicken wir voraus: für zwei Elementkomplexe a,b sei /„j die 
Menge derjenigen Indices*, wo a.^^^b^, und A ;̂, = /—^„6 das Kom­
plement, also die Menge derjenigen i, wo a. = bi. Da aus a^ = o^, 
b^ = e. auch a. = c. folgt, so ist 

also umgekehrt 

Zwei Elementkomplexe a, b sind nun lexikographisch vergleichbar 
(a0b), wenn J^j,, faUs von 0 verschieden, ein erstes Element hat, 
und diese Bedingung ist reichlich erfüllt, wenn wir sogar /„j a« 
wohlgeordne t annehmen. Nennen wir in diesem Fall die beiden 
Elementenkomplexe a und b kong ruen t und schreiben 

a^b, b ^B a; 

zwei Elementkomplexe sind also kongruent, wenn sie sich nur an 
einer wohlgeordneten Menge von Indices unterscheiden. 
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Hier gilt nun das t r ans i t i ve Gesetz , das für die lexiko­
graphische Vergleichbarkeit schlechthin nicht gilt^: 

aus a^b, b^o folgt a^c. 

Denn sind J^^, J^^ wohlgeordnete TeUmengen von J, so ist es auch 
ihre Summe und deren Teilmenge J . 

Sammeln wir also alle mit einem gegebenen Elementenkomplex u 
kongruenten zu einer Menge, die wir [A.a) nennen wollen, so sind 
alle Komplexe dieser Menge untereinander kongruent; für a^b ist 
'A,a) = [A,b), und zwei verschiedene Mengen {xl,a),{A,b) haben kein 
Element gemein, so daß die ganze Menge A in eine Summe solcher 
Bestandteüe {A,a) zerfällt 

Da alle Komplexe der Menge (.1,«) paarweise vergleichbar sind, 
so ist sie eine geordnete Teilmenge von A; überdies ist sie eine 
g röß te geordnete Teilmenge, Um dies zu zeigen, bemerken wir 
voraus, daß jede geordnete Menge 31 in zwei Komplemente P, Q 
zerlegt werden kann, wo P wohlgeordnet und Q ohne erstes Element 
ist (die Möglichkeiten P = 0 und 0 = 0 sind mit zu rechnen). Zu 
einer solchen Zerlegung gelangt man z. B., indem man Q als Summe 
aller Teilmengen ( 2 0) ohne erstes Element definiert; dann hat 
offenbar Q selber kein erstes Element und P=31—Q kann keine 
von 0 verschiedene Teilmenge ohne erstes Element mehr haben, ist 
also wohlgeordnet. 

Ist hiemach x ein nicht mit a kongruenter Elementenkomplex, 
so zerlegen wir die nicht wohlgeordnete Menge J^^ in der angegebenen 
Weise in P und Q, wobei Q von 0 verschieden ausfällt. Wir 
definieren dann einen Elementenkomplex b dadurch, daß für die 
zu P gehörigen Indices b^ = x., sonst überall b. = a. sein soU. Dann 
ist, wie leicht zu sehen, 

also b^a und b\\x, so daß x mit mindestens einem Komplex von 
(A.a) unvergleichbar, diese geordnete Menge also nicht erweiterungs­
fähig ist. 

Eine solche größte geordnete Teilmenge (A,a) nennen wir nun 
auch ein Produkt und zwar ein Max ima lp roduk t ; wir sagen, daß 
dies Produkt zum H a u p t k o m p l e x a gehört, dessen Elemente a. 
wir die H a u p t e l e m e n t e der zugehörigen Mengen A. nennen. .leder 
Wahl der Hauptelemente oder des Hauptkomplexes entspricht ein 
bestimmtes Maximalprodukt, während umgekehrt jeder zu (A,a) ge­
hörige Komplex als Hauptkomplex angesehen werden kann. Zur 

* Es kann z. B. a<b, b> o und a II c sein. 
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Schema (A, a) der ausführhch geschriebenen Menge A den Haupt­
komplex a oder auch den einzelnen Faktoren A. ihre Haupt­
elemente a. beizufügen, also zu schreiben 

(A,«) = (^A,,a) = | (^. ,a .) 
i t 

= {-Ä,...A....,a) = ...{A„a,)...(A„a?,..., 
E J 

wobei noch JJ für iß geschrieben werden kann. 
» i 

Von Maximalpo tenzen wollen wir in dem allgemeinen Fall 
{A = U) 

(Jf-̂ *,fl) = 4(ilf,a.) 

= L(l/,a,)...(Jf,a,)... 
nicht sprechen, da diese Mengen nur beschränkten Potenzcharakter 
haben würden, sondern nur dann, wenn auch für ahe Indices das 
Hauptelement dasselbe Element der Basis ist [a^ — m), also ein 
spezieller, „konstanter" Hauptkomplex 

a = {...,m, ...,m, ...) 

vorliegt, und in diesem Fall die Potenz auch mit 
[M, mf* = [31, m)^ 

bezeichnen. 
Um auch eine geeignete Bezeichnung für die Typen dieser 

Mengen zu finden, beachte man, daß das Produkt (A, a) in ein ähn­
liches übergeht, wenn man die Paktoren Aj durch ähnliche Mengen Ai 
und dementsprechend den Elementenkomplex a durch den Elementen­
komplex a' ersetzt, dessen Elemente a.' die Bilder der Elemente »j 
bei der ähnlichen Abbildung von A. auf A- sind. Daraus folgt, 
daß der Typus von [A,a) nur von den durch die Zerlegung der 
Mengen 

A = Pi + h\+G, 
bewirkten Typenzerlegungen 

iß. der Typus der durch a^ bestimmten Anfangsstrecke B^, /; der 
der Endstrecke C7.) oder von dem Komplex dieser sämtlichen Zer­
legungen abhängt. Dies führt darauf, den Produkttypus mit 

i(Ä+l+/,) = % , + !+/,) 
' i 

= - (Ä+l+? 'z ) - (Ä+i+ /* ) - (Ä-+l + ri)-
und den Typus der Potenz mit 

( 5 J ; + 1 + P ) ' * = ( O T + 1 + ^ ) ^ 
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zu bezeichnen, wo ß= i ,-\ + o die durch das Haupteleraent ;« 
bewirkte Zerlegung des l^P^s von 31— P+ \m] + R ist. Eventuellen 
Zweideutigkeiteu muß man hier durch Klammersetzung vorbeugen, 
z. B. sind die beiden Zerlegungen 

<.; + 2 + f O * = W + l +(l+,„*)=(f, ;-! l ) + l + „ / 
zu unterscheiden. 

Das wichtigste Beispiel für die Maximalprodukte hefert der 
FaU, daß der E x p o n e n t E=J* wohlgeordnet ist. Hier ist die 
Menge -/^j für zwei kongruente Elementenkomplexe wohlgeordnet, die 
inverse Menge J*i, aber auch: folglich ist sie endlich. Betrachten 
wir z. B. den Typus . 7 + 1 + p)". Hier ist E vom Typus co und 
kann speziell als 

TF(fo) = { 0 , 1 , 2 , . . . ; . 
also 

/ = { . . . . 2, 1,0} 
gewählt werden, und wir haben unter den lexikographisch geord­
neten Elementenkomplexen 

( ' - Xi> •'o) 
diejenigen zusammen zu stellen, die sich von 

(..., 171, Hl, m) 

nur an einer endlichen Anzahl von Stellen unterscheiden. Wieder 
sei 31=P+{m} + R und mit x-, y., x^ bezeichnen wir beliebige Ele­
mente von 31, P, R. Unsere Potenzmenge zerfällt dann (vgl. die 
aUgemeinen Betrachtungen in § 5; in Stücke, von denen wir Repräsen­
tanten angeben: 

w, y^, X.,, .y-j, j:„;. 

m, m, y.-,, x^, x„), 

,11, m, m, 2/i, «„I, 
TU, in, m, ni, ?/„), 
m, ni, m, m, m), 
•in, m, in, m, z^, 
rn, m, m, « j , x^), 
m, m, ».^, «j, sCy), 
m, %g, .r, , x ^ , Xiy), 

An den durch Punkte bezeichneten Stellen der Komplexe stehen 
Hauptelemente m; jeder Komplex geht den Komplexen der folgen­
den Zeilen voraus, und die Komplexe jeder Zeile (wenn x^,y^,z. die 
Mengen 31, P, R durchlaufen) sind natürlich lexikographisch zu ordnen. 
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Hierbei entstehen Mengen, die mit endlichen Produkten ähnlich 
sind, z. B. ist die Menge der Komplexe der ersten Zeüe mit der 
Menge der Komplexe (j/g, x^, x^, cc,) oder mit dem Produkt M-M-M.-p 
ähnhch und hat den Typus ß^%. So erhalten wir die Formel 

(7t+l+(5)"= ... + p^n + ß^% + p% + <ji 
+ l + Q + ßQ + p'^Q + ß^Q+ ... 

Ist insbesondere Tt — 0, also das Hauptelement das erste der Basis, 
so ist 

(0 + 1 + p)" = 1 + () + ^(j + p\7 + y ? +.. . 
Ist, noch spezieller, ß = l + Q eine Ordnungszahl, so ist auch diese 
Potenz eine Ordnungszahl und zwar, für |U>1 {Q>0), der Limes 
(vgl, S, 107) der Zahlen 

1, 
1+Q = p, 
l+Q + PQ = p + pQ = f̂^ 
l+Q + PQ + p^Q = p^-^ P^Q = P^ USŴ) 

also das Cantorsche p'" (Kap. V, § 4). Wir werden nachher (§6) 
allgemein beweisen, daß die Maximalpotenzen mit wohlgeordnetem 
Exponenten, wohlgeordneter Basis und deren erstem Element als 
Hauptelement nichts anderes als die damals definierten Cantor-
schen Potenzen sind, und das Analoge für Produkte. 

Wir könnten uns mit den erhaltenen Maximalprodukten, deren 
Hüdungsweise man als durchaus einfach und natüriich anerkennen 
wird, begnügen; aber es empfiehlt sich, noch weiter zu gehen und 
gewisse Teilmengen der {A,a) als Partialprodukte zu definieren̂  
die dann im allgemeinen nicht mehr größte geordnete Tedmengen 
der Gesamtmenge A sein werden. Hierzu leitet ^ns gerade da 
letzte Beispiel, wo sich die /„, als endlich ti™stellten. Wr 
können ja jetzt einfach verlangen, daß die / , , endlich sem so len 
also die Kongruenzforderung verschärfen; wenn wir diese neue 
Forderung durch die Schreibweise 

a^b (ra) 

andeuten, so ist wieder das transitive Gesetz sf^S'jf ^^/^^ 
Endhchkeit von /„, nnd /,„ sich auch die von Jac^^t'^rem 
gibt. Diese Bemerkung führt auf den allgemeinen Ansatz, tur 

Ordnungszahl p , , \ 
a=;b . ip) 

zu definierenS wenn die Menge / der Indices^ - ° t ^ ^ ; t 
unterscheiden, wohlgeordnet und von einem Typus <p^ 

> gesprochen: a kongruent b für fi. 
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Indessen ist hier, wenn das transitive Gesetz gelten soll, nicht jede 
Wahl von /( zulässig; welche p zulässig sind, hängt auch noch vom 
Typus des Arguments ./ ab. Allgemein und unabhängig von ./ sind 
u. a. die Anfangszah len zulässig; denn sind J^^ und /^^ von einem 
Typus <<•.)., also von einer .Mächtigkeit < K,, so trifft dasselbe für 
ihre Summe und fitr ./̂ ^ zu. Um aber später den Beweis des 
asso.nativen Gesetzes zu sichern, beschränken wir uns noch weiter 
auf r e g u l ä r e Anfangszahlen ca.. Sammeln wir alle mit einem 
gegebenen Elementkomplex a für co kongruenten Komplexe, die 
also auch untereinander für ro. kongruent sind, so erhalten wir eine 
geordnete Teilmenge [A.a). voii 'ijj, die wir ein Partialprodukt mit 
dem Hauptkomplex a vom Grade ^ nennen; wir hängen die 
Gradzah l | auch an die obigen ausführ l ichen Beze ich­
nungen von {A,a) r e ch t s unten an. Für | < * ; ist {A,a)^ Teil­
menge von {A,a) . Der kleinste Grad 0 entspricht der Forderung 
end l icher Mengen J^^. Bei hinlänglich großem | geht das Partial-
produkt in das Maximalprodukt mit demselben Hauptkomplex über; 
ist nämhch / von der Mächtigkeit X,, so ist j ede wohlgeordnete 
Teilmenge von J von einem Typus < «^^.j und {A,d)„_^^={A,a); 
indessen kann dies schon für einen früheren Grad eintreten. Bei 
wohlgeordnetem Exponenten ist schon [A,a)g = {A,a). Endlich ist 
hervorzuheben, daß bei wohlgeordnetem Argument zwar nur ein 
einziges Maximalprodukt {A,a)=A existiert, das gleich dem Voll­
produkt ist, wohl aber auch hier verschiedene Partialprodukte niederer 
Grade existieren können. 

Als Beispiel betrachten wir die Potenz 

(0+l + l)f 
mit einer Basis aus zwei Elementen (die wir 0,1 nennen), von denen 
das erste das Hauptelement ist, mit wohlgeordnetem Argument vom 
Typus CO und vom Grade 0. Man erhält diesen Typus, indem man 
unter den Elementkomplexen 

a = (ag , fljj, «21 •••) (^i = 0 O'^ßr 1) 

diejenigen nimmt, die nur endlich viele Einsen enthalten. Indem 
man dieser Zahlenfolge den dyadischen Bruch 

^ - 2 + 4 ^ 8 + • • • 
zuordnet, der eine dyadisch rationale Zahl ^ 0 und < 1 darstellt, 
und beachtet, daß umgekehrt jedem solchen x eindeutig ein a ent­
spricht, daß ferner die natürliche Ordnung der x mit der lexiko­
graphischen der a übereinstimmt, findet man 

/0 + 1 + 1 ) ^ = 1 + ,?, 

file:///llgenieinc
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denn die Menge der x ist abzählbar, dicht und hat ein erstes, aber 
kein letztes Element (Kap. IV, § 7). 

Die nächste Partialpotenz ist die VoUpotenz 

(0 + 1 + l)f = 2»*, 
denn jede Teilmenge von / ist vom Typus ^ « < t a j ; diese Potenz 
ist der Typus der lexikographisch geordneten Menge aller a. Hier 
entspricht jedem a als dyadischer Bruch.eine reelle Zahl« (O^ccgl); 
umgekehrt entsprechen den dyadisch rationalen Zahlen % zwischen 0 
und 1 (beide exklusive) zwei benachbarte Elementkomplexe, z. B. der 
Zahl \ die beiden Komplexe 

( 0 , 1 , 1 , 1 , . . . ) und (1 ,0 ,0 ,0 , . . . ) , 

den dyadisch irrationalen Zahlen zwischen 0, 1 und den beiden 
Zahlen 0, 1 selbst nur ein a. Die Potenz 2""* ist also der Typus 
einer Menge, die man aus der Menge der reellen Zahlen O^xgl 
erhält, wenn man jede der Zahlen 

1 1 3 1 A A JL 
y T ' T ' y T ' 8 ' 8 ' • " 

durch ein Paar benachbarter Elemente ersetzt denkt. 

§ 4. Das assoziative Gesetz. 

Es ist jetzt die nahehegende Frage zu beantworten, mit welchem 
Rechte wir die verschiedenen in § 3 definierten Mengen Produkte 
und Potenzen nennen. In erster Linie handelt es sich um den 
Nachweis des assoziativen Gesetzes, nämlich darum, daß man, ohne 
den Typus eines Produkts zu ändern, das Argument in Stücke zer­
legen, die Paktoren dieser Stücke zu Zwischenprodukten zusammen­
fassen und aus diesen wieder ein neues Produkt zusammensetzen 
kann — allerdings mit bestimmten Vorschriften bezüghch der Haupt­
elemente der Zwischenprodukte und unter Voraussetzung gleichen 
Grades aUer Produkte, 

Zerlegen wir das Argument / in eine Summe 
K 

J=2J, 
k 

mit dem zweiten Argument E und lauter von NuU verschiedenen, 
paarweise fremden Summanden. Jeder Elementenkomplex mit den 
Elementen a. bestimmt dann, wenn wir nur die Indices i betrachten, 
die zu J^ gehören, einen Teilkomplex 6 ,̂ und die Zuordnung dieser \ 
zu den Indices k liefert einen neuen Komplex b, der sich von a 
eben nur durch die Zusammenfassung der Elemente in Zwischen-
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komplexe unterscheidet,' Läßt man die Oj die Mengen .1; durch-

laufen, so durchläuft a das Produkt *)>.l., b^ das Produkt 'il^A,, b das 
t I 

Produkt dieser Produkte 

k > 
J 

dessen Äquivalenz mit '4? -1; wir bereits als das assoziative Gesetz 

für ungeordnete Produkte kennen. 
Es seien jetzt o und x zwei Komplexe, b und y die ihnen ent­

sprechenden neuen Komplexe; ./' die Menge der Indices i, für die 
a. ̂ :.r.. Wir haben dann 

und JJ ' ist die Menge der zu J,. gehörigen Indices *', wo a^^x., an 
denen sich also die Komplexe 6̂  und «/̂  unterscheiden. Ist J^—0, 
so ist b^=y^ und umgekehrt. Die Menge E' der zweiten Indices k, 
wo / /=>0, ist also die Menge der Stellen k, wo b^-A^y^, und es ist 

A'' 

j ' = ^ . 4 ' . 
J.­

Aus dieser Darstellung erkennen wir sofort: 
Ist J' wohlgeordnet und von einem Typus < co^ (co^ eine regu­

läre Anfangszahl), so sind auch die J^' und E' wohlgeordnet und 
<&}.. Umgekehrt: sind alle /^' und K' wohlgeordnet und <Cco^, so 
ist auch / ' wohlgeordnet und < « . . Diese Umkehrung folgt aus 
dem Satze Kap. V, § 6, IV, dessen Diskussion nun auch verständlich 
macht, warum wir uns auf reguläre Anfangszahlen co^ beschränken 
mußten. 

Lassen wir x jetzt also nur die Menge 

(Ij i{A,,a^),= {iA„a), 
' i 

der für oj_ mit a kongruenten Komplexe durchlaufen, so durch­
läuft ^j nur die Menge 

./, ./, 
'•2̂  5 . = i^'-'.•. «iX- = (^-';-&.l 

der für o>. mit 5̂  kongruenten Teilkomplexe, und y nur die Menge 

(3; l(5„6,),= (|i?,,&).. 
k - k 

' Vgl. die entsprechenden Bemerkungen beim Beweis des assoziativen 
Gesetzes für ungeordnete Produkte in Kap. II, § 3 (S. 39). 
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der für ÖĴ  mit b kongruenten Komplexe. Die beiden Produkte (1) 
und (3) sind also äquivalent und überdies ähnhch, da die lexiko­
graphische Ordnung der x, wie unmittelbar aus der obigen Formel 
für J' zn schließen ist, dieselbe ist -wie die lexikographische Ord­
nung der y, faUs auch die y^^ lexikographisch geordnet werden. 

Das ist das allgemeine assoziative Gesetz, dem also als nähere 
Bestimmung des ursprünglich angegebenen Wortlauts hinzuzufügen 
ist, daß die Hauptkomplexe b^ der Zwischenprodukte B^ bei dem 
zweiten Produkt als Hauptelemente 6̂  der Faktoren 5^ figurieren, 
und daß alle Produkte von gleichem Grade zu wählen sind. 

Wir notieren einige Spezialfälle. Besteht E nur aus zwei Ele­
menten 1, 2, so ist das zweite Produkt das VoUprodukt B^B^, also 
für / = Jj + Jg 

^ ( A , , a 4 ^ | ( A „ a , ) ^ ^ i ( A „ f l 4 . 
i i i 

Wenn / ein erstes Element hat, so kann man hiernach den letzten 
Paktor des Produkts abtrennen und findet auch für aUgemeine Pro­
dukte das distributive Gesetz bestätigt (Kap. IV, § 2). 

Setzt man alle A(=M, a.= m, so daß es sich um Potenzen 
der Basis M mit dem Hauptelement m handelt, und führt die Ex­
ponenten ein 

F = E*, E,==J*, 

^ = J * = ( l j / = i j 7 „ 

so wird 
F 

(4) {31,m)f^n{B„b,) 
k ^ 

B,^[M,m)}. 
SpezieU für J^J^ + J,^, E=E^+E^ 
(5) [M, m)l o^ (31, m)f • {31, m)f, 

so daß also, ohne Änderung des Typus, Potenzen multipliziert 
werden, indem man die Exponenten (oder die Argumente, diese 
aber in umgekehrter Reihenfolge) addiert. 

Setzt man in (4) alle Jj. oder E^ ä h n l i c h voraus, 
J^^E, E^^D, D = H*, 

so wird 
B,^c^{31,m)f = N, 

wobei der Hauptkomplex b,^ dem Hauptkomplex n dieser Potenz. iV 
entspricht, der aus lauter Hauptelementen m besteht. Demgemäß wird 

n{B„bX^[N,n)f, 
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K 
und da r = ^ T . --DF wird, so folgt schließlieh 

(6) ' , .1/.;«\f*\-;A,«\r, A=(.l/,m)| ' . 

Eine Potenz wird also potenziert, indem man die Exponenten (oder 
Argumente' multiphziert; wobei aber die \\'ahl des Hauptelementes 
von A' ; u beachten ist. 

Wir haben damit die Analoga zu den l'otenzformeln in Kap. II, 
i: 3 eutwickeh; eine der Formel (10) entsprechende kommutative 
Formel kann selbstverständlich nicht gelten. 

§ 5. Beliebige Komplexmengen. 

Um mit Hilfe unserer Produkte (und Potenzen) Mengen vor­
geschriebener Art zu bilden, müssen wir diese Produkte noch ein­
gehender untersuchen, namentlich feststellen, mit welchen Mengen 
sie konfinal und koinitial und welches die Charaktere ihrer Zer­
legungen sind § 2\ Diese Untersuchung wird allgemeiner und zu­
gleich einfacher, wenn wir eine ganz beliebige lex ikographisch 
geordne te Menge A von Komplexen 

a; = (,.., ./•;,...) 
mit dem Argument ./ betrachten, wo x^ die Menge A,. durchläuft, 

j 

also eine beliebige geordnete Teilmenge des ganzen Produkts ij.̂  ^1 .̂ 

Für zwei verschiedene Komplexe x, y von A wird also nur die 
lexikographische Vergleichbarkeit vorausgesetzt: d, h. die Menge der 
Stellen, wo x.=^y^, hat ein erstes Element i und es ist 

^^h = yh für h<i, XfJpy;, 
x^y für x.^y.. 

Wir nennen diese erste Differenzstelle wieder den k r i t i schen Index 
zwischen x und y und bezeichnen ihn mit 

i = fx,y) für x<y. 
Wir hatten festgestellt, daß für a; < ?/ < « 

f{x,%)^f{x,y], f{x,z]^fi^,z) 
ist und in mindestens einer dieser Formeln das Gleichheitszeichen gilt. 

Damit ist zunächst die durch ein bestimmtes Element x von A 
bewirkte Zerlegung 
(1) A=Y+{x\ + Z 

leicht darzustellen. Die zu Ygehörigen Komplexe y {y<.x) scheiden 
sich nach dem kritischen Index i = f(i/,x), und es sei Y''^ die Menge 
der y, für die f[y,x) = i, natürlich TW = 0, wenn es kein solches y 
gibt. Da dann aus y ^y' immer fiy, x)-^f{y',x), aus fiy,x)yf{y',x) 

H a u s d o r f f , jrfrngfjnl'^hre. 11 
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also yyy folgt, so ist Y die Summe der Mengen FW in der Reihen­
folge ihrer Indices. Für die % gilt Analoges, aber mit Zeichen­
umkehr; Z ist also die Summe der .ZW in umgekehrter Reihenfolge 
ihrer Indices oder in der Reihenfolge, welche die Indices in dem 
E x p o n e n t e n J*=E haben. Danach ist 

j . /* 

(2) F = ^ r w , Z = :EZ^^K 
i i 

Dieselben Formeln gelten, wenn x ein nicht zu A gehöriger, 
aber mit allen Komplexen von A lexikographisch vergleichbarer 
Komplex ist, wobei nur an Stelle von (1) die Formel 

(3) . ^ = r+ z 
tritt; Y ist die Menge der zu A gehörigen Komplexe y, für die 
y<x, rw derer, für die f[y,x) = i, und entsprechend sind Z, 20 
erklärt. 

Nach diesen Vorbemerkungen müssen wir die allgemeinste Form 
der Zerlegungen (3) von A in zwei Stücke feststellen, die wir beide 
von Null verschieden annehmen. Wir verabreden folgende Be­
zeichnung: ist O eine nichtverschwindende Teilmenge von J, so sei 

xa = {...,x^,..) 

ein Komplex, der nur den Indices g von O Elemente x^ von A^ 
a 

zuordnet, Xß also ein Element des Produkts 5ßA , Für (rcJis t 
g ' 

XQ. nur ein Te i lkomplex , der im allgemeinen in verschiedenen 
Weisen zu einem vol len Komplex x ergänzt werden kann (für 
G = J ist X(} = x schon ein voller Komplex). Die Menge der Kom­
plexe von A, die an den Stellen g die vorgeschriebenen Elemente x^ 
tragen (also der Komplexe u, für die ug = XQ), bezeichnen wir 
mit [aSß], 

SpezieU verstehen wir jetzt unter G ein Anfangsstück von /. 
Es ist evident, daß für zwei Komplexe M < « von A auch die An-
f a n g s k o m p l e x e UQ, % lexikographisch vergleichbar sind und 
«*e = % ist. Diese Anfangskomplexe von A, Y, Z bilden also wieder 
lexikographisch geordnete Komplexmengen Ag, Ya,ZG., wobei ye ̂  %• 
Es können also die Mengen YQ, ZQ höchstens ein Element gemein 
haben; haben sie eins gemein, so bezeichnen wir es mit »e una 
nennen ff etwa für den Augenblick ein a u s g e z e i c h n e t e s An­
fangsstück, Dann ist natürlich XQ das letzte ya und das erste «e, 
ya^xa^%Q. Der Leser mache sich diese Verhältnisse an der 
Zerlegung eines Lexikons in zwei Bände klar, wo man nach den 
gemeinsamen Anfangsbuchstaben der letzten Worte des ersten Bandes 
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und der ersten \\'orte des zweiten Bandes zu fragen hat, um die 
Treuuungsstelle beider Bände zu lixiereii. 

Ist F ein nichtverschwindendes Ant'angsstück cz 0 und ff ein 
ausgezeichnetes Anfangsstück, so ist auch F eins, und zwar ist der 
Aufaugskomplex Xf der Anfang von x,j. 

Bilden wir jetzt die Menge H aller Elemente von J, die in 
mindestens einem ausgezeichneten Anfangsstück vorkommen, oder 
die Summe aller ausgezeichneten Änfangsstücke. ^̂  ir machen zu-
oäcbst die allgemeinere Annahme H^ 0, setzen also die Existenz 
ausgezeichneter Anfangsstücke ff voraus. Als Summe von Anfangs­
stücken ist H wieder ein Aufangsstück. Jedem Iudex h von E ist, 
da er zu einem ff gehört, ein Element x^ (das für alle solche ff 
dasselbe ist; zugeordnet, nämlich das entsprechende Element von .r,;. 
Der Komplex 

xn^l,..,.r„...) 

dieser Elemente ist wieder mit allen entsprechenden Anfangskom­
plexen yB, Xa lexikographisch vergleichbar und 

VH ^ x,i ^ x„. 

Denn wenn etwa nicht y^ = .(>, also an irgend einer Stelle y,^ 4= ^A 
ist, und ff ein den Index Ä enthaltendes ausgezeichnetes Anfangs­
stück ist, so ist ys^Xß, also ya<xg; die erste Differenzstelle der 
beiden letzten Komplexe ist auch die erste Differenzstelle zwischen 
ys nnd XB, nnd zugleich yii<xir. 

Wir erhalten jetzt folgende DarsteUung: die Komplexe y scheiden 
sich zunächst nach dem kritischen Index fi^u, Xji • und es sei FW 
die Menge derer, für die fiyB,XH) = h; dazu kommt noch eventuell, 
und zwar allen andern folgend, die Menge Y derjenigen, für die 
yB=XH. Analoges gilt für Z. So wird 

(4) r=J'r:")+r, z=z + 2z"^\ 
h h 

Setzen wir noch 
'o, 7l=Y+Z=[xji], 

das ist die Menge der mit Xfi beginnenden Komplexe von A. 
Anscheinend ist hiermit nichts gewonnen, sondern nur die Zer­

legung (3) auf iö) zurückgeführt; indessen ist leicht zu sehen, daß 
diese letzte einen ganz einfachen Charakter hat. Wir unterscheiden, 
ob eine der Mengen Y, Z verschwindet oder nicht. 

Wenn eine der genannten Mengen verschwindet, so kann sein 

(6) T-=z=Ä=o 
11* 



(7) 
oder 
(8) 
Hierzu bemerken wir: 

Y=0, 

Y=I, 

Z=A 

Z=0. 
wenn Y=0 ((6) ode 

Y--
H 

h 

So 

= ^ rt"), 
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oder Ä von NuU verschieden und 

oder (7)), so ist 

wenn E^ die Menge der h bedeutet, denen nichtverschwindende FW 
entsprechen, also die Menge der wirklich vorhandenen Indices 
fiyH, OCE). E S ist leicht zu sehen, daß dann E mit H^ konfinal ist 
und beide Mengen kein letztes Element haben. Denn für jedes h 
gibt es ein ausgezeichnetes Anfangsstück ff, dem es angehört und 
dazu ein y mit ya = XQ; da aber yB<.XE (nicht =«£), so ist 
AVs) ^E) > h, es gibt also zu jedem h ein h^ y h. Eine entsprechende 
Bemerkung ist über Z zu machen, falls Z verschwindet. 

Seien nun F und Z beide von Null verschieden, so daß Ä von 
der Zerlegung mit betroffen wird. Sind y, % zwei zugehörige Kom­
plexe, für die also yB=^H=XB, so ist der kritische Index fiy,%) 
ein Element k des Endstücks E=J—H {J=H+E]; es muß dann 
aber k das erste Element von E sein, da andernfalls sich noch 
weitere gemeinsame Anfangselemente ergäben und J^^ H noch ein 
ausgezeichnetes Anfangsstück wäre. Dieser Fall bedingt also, daß 
E ein erstes Element k hat und für die Komplexe von F und 2 
f{y, z) = k, also 

2/ = (..,a;^,...,2/j,...) und « = (..., a;̂ , ...,«^,...) 

mit y^<\ ist. Wenn wir, für ein beliebiges Element «̂  von A^, 
die Menge der mit 

[...,x^,...,a^ = [xB,aj^ 

beginnenden Komplexe von A oder Ä wieder durch Einschheßung 
in eckige Klammern bezeichnen, so ist also 

Y z 

(9) Y=2[xB,a^], Z=i\xB,a^, 

wobei 

(10) A-\^Zk 
eine Zerlegung des Produktfaktors A/, in zwei von 0 verschiedene 
Stücke ist (die wegen der Möglichkeit des Verschwindens einiger 
Summanden in (9) im allgemeinen noch auf verschiedene Weise so 
gewählt werden können, daß alle wirklich vorkommenden y^ zu F^ und 
alle wirkhch vorkommenden %^ zu Z^ gehören). 
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Hier reiht sieh eudhch noch der bisher ausgeschlossene Fall 
au, daß gar kein ausgezeichnetes Anfangsstück existiert; man sieht 
dann, daß schon für das ganze J der zulet/.t für A' festgesteUte Fall 
eintreten, also J ein erstes Element k besitzen und f{y,z) = k sein 
muß, womit wir die Zerlegung 

,0 Y=±'[a,], Z=^^[a,] 

erhalten. 
Wir geben für die damit beendigte Diskussion der Zerlegungen 

ein Beispiel, wo A aus Komplexen u = {u^,u^,Uj,.... uj) mit dem 
Argument J=]r[co+l) vom Typus » + 1 besteht; die Elemente 
sind Zahlen in natürlicher Ordnung, Dann bestehe V aus den (von 
oben nach unten geordneten) Komplexen 

^0 . II. II, u u) 

[li. U, II, u, . . . , ii) 

[l, 1, 0, u, ..., u) 

; i . 1, 1, 0 , . . . . ut 

wo die mit M bezeichneten Elemente keine Rolle spielen und be­
liebig (auch verschieden) gewählt werden können, Z aus den Kom­
plexen 

(1, 1, 1, 2, ..., «) 
(1, 1, 2. , , «, 
(1 . 2 , M, M, . . . , U) 

12, u, n, u, ..., u). 

Hier ist, für jede natürliche Zahl n, ff = W[n) ein ausgezeich­
netes Anfangsstück mit xa = {l, 1, ..., 1); weiter ist H= IF((») und 

XH = {^, 1, 1, •••,': 
wobei zugleich der PaU (6) eintritt. Nimmt man in unsere Komplex­
menge noch Komplexe auf, die mit XB beginnen, so können diese, 
den Fällen (7y, (8), (9) entsprechend, sämthch zu Z oder sämthch 
zu Y gerechnet oder auf beide Mengen verteilt werden. 

Eine ähnliche Diskussion haben wir noch für die Zerlegungen 
A = A + 0 = 0 + A anzustellen, zur Beantwortung der Frage, mit 
welchen Mengen A konfinal und koinitial ist. Wir beschränken 
uns auf A = A+0. 

Ist wieder ff ::= 0 ein Anfangsstück von / und betrachten wir 
die Menge der Anfangskomplexe ya für die Komplexe y von A, so 
kann es sein, daß diese (lexikographisch geordnete) Menge ein le tz tes 
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Element Xg hat; wir nennen dann wieder ff ein ausgezeichnetes 
Anfangsstück. Nehmen wir wieder zunächst an, daß es solche ff 
gebe, so gelangen wir wie vorhin zu ihrer Summe H und einem 
Komplex XH derart, daß stets yu^^ih ferner zu der Darstellung 

(10) A = ^ M " ' ' + . T , A = [a?/,], 
h 

WO AW die Menge der Komplexe y von A ist, für die fiyB,XB) = h, 
und Ä die Menge derer, die mit XB beginnen («/H = «//)• Wir setzen 
wieder J = H+ E. 

Hat A ein letztes Element x, sohlst J selbst ein ausgezeichnetes 
Anfangsstück, H=J, xn=x, und A besteht aus dem einen Ele­
ment X. 

Hat A kein letztes Element, so kann A Null oder von NuU 
verschieden sein. Ist yl = 0, so haben wir 

H JIn' 

(11) A = 2'AP'' = ^M('", 
h h 

WO in der letzten Schreibung .die nichtverschwindenden Summanden 
hervorgehoben sind, also JB^ die Menge der wirkhch vorhandenen 
kritischen Indices f{yH,xu] ist. Genau wie vorhin ergibt sich, daß 
H mit H^ konfinal und jede dieser Mengen ohne letztes Element 
ist. Danach ist, wie wir im Interesse eines nachher auszusprechenden 
Satzes hervorheben, in diesem FaU A mit einer zu H^^J ähn­
lichen Menge konfinal.^ 

Ist A von NuU verschieden (und ohne letztes Element), so ist 
sicher E von Null verschieden, da zwei Komplexe von A einen 
nicht zu H gehörigen kritischen Index haben. Wir müssen hier 
noch unterscheiden, ob E ein erstes Element hat oder nicht. 

Hat E ein erstes Element k, so ist wieder, analog zu (9), 
A A 

(12) A = i ' [a; j , ,aJ = . 3 [.)•„,«,], 
" k " " * 

und die Menge A^^ der Elemente a^, denen nichtverschwindende 
Summanden entsprechen, kann kein letztes Element haben, da sonst 
H+[k] ein ausgezeichnetes Anfangsstück wäre; A ist also jetzt mit 
einer zu A^^^^A^ ähnlichen Menge konfinal. 

Hat E kein erstes Element, so sei ,r ein behebiger Komplex 
von Ä und /fß die Menge der kritischen Indices f[x,x) für \yx. 

— ^̂  
' Eine Summe ZAi mit nichtverschwindenden Summanden i?t, wenn J 

i 

kein letztes Element hat, mit einer zu J ähnlichen Menge konfinal (eine solche 
erhält man, wenn man aus jedem Ai ein Element auswählt); andernfalls ist 
sie natürlich mit dem letzten Summanden konfinal. 
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Dann ist (wie übrigens auch im vorigen Falle) E mit E^ koinitial; 
denn andernfalls hätte E ein nichtverschwindendes Anfangsstück L, 
in dem kein f{x,z) liegt, es würde also ziiJrL = Xii + L und H+L 
ein ausgezeichnetes Anfangsstück von J sein. Demnach hat Eg kein 
erstes Element, die umgekehrte Menge E^* kein letztes, und aus 
der Darstellung (1) mit 

J* A-„* 

(13) • Z = 2 i ^ Z W = ^ ' Z « 
i i 

folgt jetzt, daß A mit einer zu E^* g J* ähnlichen Menge konfinal ist. 
Schheßlich ist wieder in dem bisher beiseite gelassenen Fall, 

daß gar kein ausgezeichnetes Anfangsstück existiert, evident, daß 
dann für das ganze Argument / einer der zuletzt für E festgestellten 
Fälle eintreten muß; entweder hat also / ein erstes Element k und 
es ist 

(12') A = i K J 
k 

oder / hat kein erstes Element und die Formel (13) tritt in Kraft. 
Unsere letzte Diskussion hat also den Satz ergeben: 

E ine be l ieb ige l ex ikog raph i s ch geordne te Komplex­
menge mi t dem A r g u m e n t J und den F a k t o r e n A; (d. h. eine 

j 
geordnete Teilmenge des Produkts '^A.) i s t s t e t s m i t e i n e r 

i 

Menge konf ina l , die mit e iner Te i lmenge en tweder des 
Argument s J oder des E x p o n e n t e n J* = E oder eines F a k ­
to rs Aj ähnl ich ist. 

Man kann darin ohne sonstige Änderung das Wort konfinal 
durch koinitial ersetzen. 

Natürlich können mehrere dieser drei PäUe gleichzeitig ein­
treten, z. B. alle drei, wenn A ein letztes Element hat. 

Wir geben wieder drei einfache Beispiele, wo A vom Typus co 
und im PaUe (a) mit dem Argument W{(o), im B'aUe (ß) mit dem 
Exponenten W{a)), im Falle (;') mit einem Faktor W{co) ähnhch ist. 

iß) ir) 
0, 0, 0, 0) (7, 2, 0, ...) 
0, 0, 0, 1) (7, 2, 1, ...) 
0, 0, 1, 0) (7, 2, 2, ...) 
0, 1, 0, 0) (7, 2, 3, ...) 
1, 0, 0, 0) (7, 2, 4, ...) 

Der Komplex XB ist bei («) (1, 1, 1, 1, ...), bei {y) (7, 2), bei ß) ist 
kein ausgezeichnetes Anfangsstück vorhanden. 

(«) 
(0, 0, 0, 0, 
(1, 0, 0, 0, 

(1, 1, 0, 0, 

(1, 1, 1, 0, 
( 1 , 1 , 1 > 1, 

••) 
• •) 
••) 
• •) 
..) 

(• 
(• 
(• 
(. 

( • 
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§ 6. Zerlegungen von Produkten, 

Die Betrachtungen des vorigen Paragraphen lassen sich nun 
leicht auf den Fall anwenden, daß die Menge A ein Produkt 

A=k{A„a;)^ 
i 

vom Grade | mit dem Hauptkomplex o = (..., a„ ...) ist, also aus 
nur solchen und allen solchen Komplexen x besteht, die mit a für a,. 
kongruent sind. AUe Mengen, die in den Formeln des § 5 auf­
traten, sind von einer der folgenden drei Formen: 

(«) [XB] = Menge der Komplexe von A mit gegebenem Anfang 
âw = (•••) «AI •••), wo H ein nichtverschwindendes Anfangsstück von / i s t . 

(ß) F Ä ) = Menge der Komplexe y von A, für die yH<XB und 
der kritische Index fit/B, XB) = h ist; 

[y) .ZW = Menge der Komplexe z von A, für die ZByxB und 
der kritische Index f{xB, %B) = ^ ist. 

Diese Mengen sind übrigens wohldefiniert (nur vielleicht Null), 
wenn man auch über XB gar nichts voraussetzt; um aber zwecklose 
Allgemeinheit zu vermeiden, nehmen wir in den Fällen (ß) und ';-) 
an, daß für jedes Element h von E mindestens ein Komplex in A 
vorhanden sei, der an den Stellen ^ Ä mit XB übereinstimmt. Be­
zeichnet man die Menge dieser Stellen mit ff, die der Stellen iyh 
mit L, setzt also 

(1) J=0 + L, G = J" + {h}, L = J^, 

so wird also [xg'] von Null verschieden angenommen. 
Alle diese Mengen resp. ihre Typen sind nun einfach anzugeben. 

Zur Abkürzung setzen wir für eine nichtverschwindende Teilmenge Ä" 
von J 

(2) A[K) = %i.\,.a,\; 
k 

das ist also das Produkt nur über die Faktoren A,. erstreckt, oder 
die Menge der lexikographisch geordneten Teilkomplexe 

die mit a^ für co^ kongruent sind. Um nicht Ausnahmefälle immer 
besonders erwähnen zu müssen, definieren wir, für Ä ' = 0 , A(0) als 
eine Menge aus einem einzigen Element oder vom Typus 1, ähnhch 
wie eine Potenz mit dem Exponenten 0 gleich 1 gesetzt wird. 

(«) Einen mit XB beginnenden Komplex in A gibt es nur, wenn 
XB mit UB für co^ kongruent ist. Also ist 

[;r„]^:0 für .»•/,$ (7;,(foj, 

d. h. sobald die Menge der Ibirerenzstellen zwischen a;̂ - und ÜB 
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nicht wohlgeordnet und < co ist; sei es nun, daß sie wohlgeordnet 
und ^ o j oder nicht einmal wohlgeordnet ist. 

Ist aber «^^^«^(«t), so gibt es in A Komplexe, die mit «^ be­
ginnen, und zwar bilden sie ein Produkt wie A selbst, nur daß die 
Faktoren A^ durch Mengen {a;̂ } ersetzt sind, die aus je einem festen 
Element bestehen. Setzt man 

J=H+K, 
so lehrt die Anwendung des assoziativen Gesetzes, daß dies Produkt 

K 

mit ^(Aj, ffj^) ähnlich ist, also 
k 

[XB']^^A[E) für XH = aBico^. 

Die zunächst stillschweigend gemachte Voraussetzung AT == 0 ist nach 
der obigen Verabredung entbehrlich, da für E=0 (H=J) XB=X 
ein voller zu A gehöriger Komplex wird, also beide Seiten der 
Formel sich auf Mengen mit einem Element reduzieren, 

iß) Die Mengen FC"' und 2W hängen von den durch die Ele­
mente x^ bewirkten Zerlegungen 

A=Y, + {x,} + Z, 
ab. Da wir, mit den Bezeichnungen (1), [a;(}]:=0, also xg^^ag{co^) 
angenommen haben, so besteht die Menge FW aus den Komplexen, 
die an den Stellen vor h mit XB übereinstimmen, an der Stelle h 
ein (zu F^ gehöriges) Element y^ < a;̂  tragen und des weiteren be­
liebig verlaufen, natürlich unter der Einschränkung y^a{co^). Die 
Menge dieser y bildet wieder ein Produkt wie A, worin nur A^ 
durch F^ und die früheren Paktoren durch Mengen aus einem 
Element ersetzt sind. Nach dem assoziativen Gesetz erhält man also 

YO')^A{L).Y, = A{J,yY„ 

wobei der erste Faktor ein Produkt über die zu h gehörige End­
s t recke /^ ist. Der zweite Paktor kann natihlich verschwinden 
(wenn a;̂  das erste Element von A^ ist) und damit auch FW zum 
Verschwinden bringen. 

[y) Ebenso ist 
^ W ^ A ( ^ ) . 2 , = A(J,).^,. 

Für die Typen dieser Mengen sind die entsprechenden kleinen 
griechischen Buchstaben zu verwenden. Der Typus des ganzen 
Produkts war, wenn wir wie früher die durch die Hauptelemente 
bewirkten Zerlegungen mit 

A = B, + {a^\+G, 
bezeichnen, gleich 

a = i{ß,+ l + yl 
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gesetzt worden; für die Teilprodukte ist 

(3) a{E) = ^{ß^+l+y^)^ resp. «(0) = 1. 
k 

Nach den Formeln in § 5 und den jetzt gewonnenen hat nunmehr 
ifide Zp.rlfiPnTijr jede Zerlegung 

in zwei von Null verschiedene Summanden folgende Form. Es ent­
spricht ihr ein Aufangsstück H von J=H+E mit den Zerlegungen 

und dann ist 

von J=H+E mit den Zerlegungen 

H 

y = 2a{j;^y^+y, 
n 

?=^ + S«(J,)C„ 
7t 

wobei entweder 

(a) ^ = ^ = 0 für XB^asico^), 

oder für XB = aB{a) einer der folgenden drei FäUe eintritt: 

(b) Ä = 0, l = c,{E); 
(c) y = cc{K), 1 = 0; 

(d) Ä = « W ^ 4 ' ?=f^W?ft'-
Der letzte FaU setzt k als erstes Element von Z und eine Zerlegung 

in zwei von NuU verschiedene Summanden voraus. Endhch kam 
hierbei noch E=0 und 

y = C({J,)y„, ^=«(^4)?* 
sein, mit k als erstem Element von J. 

Wir hatten bemerkt, daß im Falle ^ = 0 

y = 2cy.[J„)y„ = ^ci{J,;)y^ 

(letztere Schreibweise mit nichtverschwindenden Summanden) ist, 
t o b F mit ^0 konfinal und ohne letztes Element ist; da h i . Jij 
mit dem Typus von H, konfinal ist, so smd also, f" ; = _ 0 , ' ^ - / ^ 
mit derselben regulären Anfangszahl konfinal. Pur ? - 0 sina , 

und F mit derselben regulären ^^^^^^^^J " ^ ^ ^ ,ter für jedes 
Der PaU y = l = 0 setzt . . ^ « . ( « ^ ^ voraus. ^^^^ '̂ tu ] 

AnfangsintervaU ff = (.^.,5 von E noch -'^^^H^'^^, , , 



j ! 6. Zerlegungen von Produkten. 171 

also H mit ß), konfinal, demnach ;; und ^ ' mit fô  konfinal, so daß 
dieser Fall stets eine Lücke vom Charakter c,, definiert. 

Für die durch einen vollen Komplex ,r - a (f.;.) bewirkte Zer­
legung schreiben wir lieber, wie schon früher, 

c< .- ^ + 1 + ^ 

I i 

Insbesondere bewirkt der Hauptkomplex a die Zerlegung 
« = i - l + v 

= h:a{rß,+ l^ ^cciJ^iy,, 

die man in gewissem Sinne als eine Rekurs ions formel für 
Produkte ansehen kann, da das ganze Produkt a = a[.I) auf Teil­
produkte über Endstrecken a(J^ zurückgeführt wird; freilich ist 
dies cum grano sahs zu verstehen, da ja J; sozusagen nicht ein­
facher als ./• selbst ist und z. B. alle J. mit / ähnlich sein können. 

Es gibt aber einen wichtigen Fall, in dem die Rekursionsformel 
wirklich als solche wirkt, nämlich den Faü eines wohlgeordne ten 
Exponen ten , der seinerseits wieder den Fall der Cantor sehen 
P r o d u k t e (Kap. V, § 4̂  als Spezialfall einschheßt. Macben wir 
folgende Annahmen: 

(A) Der Exponent E= J* ist wohlgeordnet. 
Wir können dann den Grad | weglassen, da die Produkte aller 

Grade mit dem Maximalprodukt übereinstimmen. Führen wir statt 
der Argumente die Exponenten ein, wobei der Endstrecke J. als 
inverse Menge die Anfangsstrecke oder der Abschnitt E' entspricht, 
und das Produktzeichen '^ durch JJ zu ersetzen ist, so hat man 

ß=^injß,+ i + Y,).ß„ 
. k 

/ • ' - ' 'i'h ^ ^ ' k l I .•• 
> k 

Sei E vom Typus h und speziell' 

E= Jr(A) = {0, l,...,i,..\, {i<h) 

j r . = Tr(i)={0, l,...,k,...}. {k<i) 

Indem wir die Zerlegungen ß.+ l + y. als gegeben ansehen, wollen 

' Um nicht neue Buchstaben einzuführen, verstehen wir also jetzt unter 
h> i > k Ordnungszahlen, 
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wir die auftretenden Produkte in ihrer Abhängigkeit vom Exponenten 
kurz mit 

W{i) 

Â ) = i7(/?,+ i + y,) = (/5o + i + /o)(/?i + i + / i ) - ( Ä + i + y.)-.-, 
k 

das ganze Produkt analog mit f{h) bezeichnen. Wir haben also 

f{h) = ß + i + r, 

ß = 2:fii)ß^, y = :smy, 
i i 

oder 
ß=-.+mßi+-+mßi+mßo> 
r = f{0)ro+m7i + -+mri+-

(wobei f{0) = l). 
(B) Alle Hauptelemente sind die ersten Elemente ihrer Mengen. 
Es sind also aUe ß^ = 0 und es handelt sich um die Produkte 

W{i) 

^(j) = iZ(0 + 1 + /,) = (0 + 1 + yo)(0 + 1 + n ) ••• (0 + 1 + 7*)-
k 

Dann ist auch ß = 0 und 
W(h) 

(4) f{h) = l + 2my^. 
i 

(C) AUe Faktoren sind wohlgeordnet. 
Die «. = 1 + y. sind also Ordnungszahlen. Durch Induktion 

folgt aus (4), daß dann auch die Produkte f{h) Ordnungszahlen sind. 
Ferner ist nach den Betrachtungen S. 107 f{h) die erste Zahl, die S 
sämtlichen Zahlen 

W{i + 1) W(i} 
\ + 2f[k)y,= l + 2my, + fii)y^ 

k k 

= fii) + mri = m'y^i 
ist, und dies ist genau die Definition der Cantorschen Produkte 

i 

Also: die Cantorschen P r o d u k t e sind Maximalprodukte 
mit wohlgeordnetem E x p o n e n t e n , wohlgeordneten Fak­
to ren und deren e rs ten E l e m e n t e n als Hauptelementen. 

Speziell: die Can to r schen Po tenzen sind Maximal­
po tenzen mit wohlgeordnetem E x p o n e n t e n , wohlgeordneter 
Basis und deren e rs tem E lemen t als Haup te l emen t . 

§ 7. Potenzen mit wohlgeordnetem Argument. 

Der Fall wohlgeordneten Arguments ist das Gegenstück zum 
Fall eines wohlgeordneten Exponenten. Während dieser nur Produkte 
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vom Grade 0 zuläßt, die gleichzeitig Maximalprodukte sind, bietet 
jener wie der aUgemeine Fall beliebigen Arguments in den Produkten 
verschiedener Grade ,die schheßlich bei hinlänglich hohem Grade 
Vollprodukte werden eine reichere Auswahl konstruierbaror Typen; 
dementsprechend ist allerdings auch die Diskussion in viele Einzel-
Mle verzweigt. Hier erööhot sich auch die Möglichkeit, d ich te 
Meugen aus undichten, ja zerstreuten Faktoren zu bilden, z, B. aus 
endhchen oder aus solchen, die aus wohlgeordneten Jlengen und 
deren ümkehrungen zusammengesetzt sind: denn dazu müssen jeden­
falls Argumente ohne letztes Element verwendet werden.' Wir 
können sogar gewisse Homogen i t ä t s e igenscha f t en erzielen, wie 
wir sie an der Menge der reellen oder rationalen Zahlen beob­
achten und von dort auf den Raum der Geometrie übertragen, 
Eigenschaften, die aussagen, daß diese GebUde gewisse Trans­
formationen gestatten. Für allgemeine geordnete Mengen, deren 
Elemente nicht wie Zahlen solchen Verknüpfungen wie Addition usw. 
unterworfen werden können, müssen wir erst einmal sagen, was wir 
unter homogen verstehen wollen. Wir nennen eine von Null ver­
schiedene Menge homogen, wenn sie mit al len ihren S t recken 
ähnl ich ist. Offenbar genügt dazu die Bedingung, daß sie mit 
aUen ihren Anfangs- und Endstrecken ähnlich ist; denn dann ist 
sie auch mit allen Endstrecken von Anfangsstrecken (oder umgekehrt), 
d. h. mit allen Mittelstrecken ähnlich. Die Typen y und X (der 
Memre der rationalen und reellen Zahlen) sind die einfachsten Bei­
spiele homogener Typen. Es versteht sich von selbst, daß eine 
homogene Menge weder ein erstes noch letztes Element noch be­
nachbarte Elemente hat, also offen und dicht ist. Allgemeiner wollen 
wir noch eine Menge aus mehr als zwei Elementen isomer nennen, 
wenn a l le i h r e M i t t e l s t r e c k e n ähn l i ch sind. Eine isomere 
Menge ist dicht, braucht aber nicht offen zu sein. Jede Mittel­
strecke einer isomeren Menge ist homogen. Isomere Typen sind 
z. B. 1+17, 1 + T ; + 1, yi„^, (1 +/ . )«! u. dgh 

Wir wollen unsere Betrachtung nur unter verschiedenen speziali­
sierenden Voraussetzungen durchführen. Zunächst beschränken wir 
uns auf P o t e n z e n 

A = ü/, »of; 
der Typus u der Basis 31 erfahre durch irgend ein Element die 
Zerlegung 

ß = n+l + Q, 

' Hat das Argument ein letztes Element l, so ist das Produkt A nach 
dem assoziativen Gesetz mit ArA' ähnlich, wo Ai der dem Index / entsprechende 
Paktor ist, hat also Stücke, die mit At ähnlich sind, und kann, falls A nicht 
aus einem Element besteht, nur dicht sein, wenn Ai dicht ist. 
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insbesondere durch das Hauptelement m und durch irgend ein 
Element w=j=m die Zerlegungen 

/* = ^m + 1 + ('m' ;W = jr„ + 1 + ,0„. 
Das Argument J nehmen wir vom Typus einer regulären Anfangs­
zahl CO an und zwar direkt 

a 

so daß die Potenz vom Typus ist 

Wenn dabei co^<,co wäre, so würde es sich um eine VoUpotenz 
handeln, die weniger Interesse bietet; wir setzen daher co^'^co 
voraus. 

Da jedes Endstück E von J, falls es nicht verschwindet, wieder 
vom Typus co^ ist\ so ist für ein solches a{E) = a, insbesondere für 
jede Endstrecke «(/.) = a. Für die durch einen Komplex x von A 
bewirkte Zerlegung erhalten wir also 

ß = ?? + 1 + ^, 
j j j * j * 

(1) 17 = ^ « 7 ? ; = a-S'?7;, f = ^ « C ; = « - S ' f . , 
i i i i 

wobei |tt = »7; + 1 + f; die durch x. bewirkte Zerlegung ist. Insbeson­
dere bewirkt der Hauptkomplex a^(m,m,...) die Zerlegung 

(2) a = u7t^co^+l + a()^cof-, 

die hier allerdings keine „Rekursionsformel" mehr ist (vgl. S. 171), 
Unter den sonstigen Zerlegungen betrachten wir zunächst solche 

durch einen Teilkomplex 
XB={n,n,...), 

wo H= W{ai^) und alle a;̂  = ro=j=m sind. Da XB mit aB — {m,m,.,.] 
nicht für co^ kongruent ist, also kein mit XB beginnender Komplex 
in A existiert, während für jedes Anfangsintervall ff = W(h + 1) noch 
Xg^^üg («p ist, so bestimmt XB die Zerlegung analog zu (2) 

{3) a^anjo^ + ag^co*. 
Hieraus folgt z, B. 

ß7r„ + « = «7r„(l + co^) + KQ^co* = a, 

dasselbe gilt aber nach (2) auch von 7t^. So erhält man für jedes 
n und ebenso jedes Q 
(4) «(TT+!) = « ( ! + ()) = «. 

' Wir erwähnten schon S. 126, daß diese Eigenschaft nicht allein den 
Anfangszahlen zukommt. 
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Überdies ist nach dem assoziativen Gesetz (.r = «/c ist v der Typus 
irgend einer Mittelstrecke Jf]",. also /i = ,7^+ 1 + j -+ l + ,,^^ so folgt 
daraus noch 
ê"* «(l + i ' + l ) = «. 

c! bleibt also nach (4) und ,51 bei Multiplikation mit jedem geschlossenen 
In t e rva l l der Basis Strecke plus Eudpunkten) unverändert. 

Ist .T von Null verschieden, so kann man setzen rr = ,7'+ 1 + j / ' 
und findet 

C^ T = (.'̂ '̂ + 1) + « / • = « + « J ' 

oder für eine beliebige Mittelstrecke v 

cci = f̂ l̂ + !• + 1)+ «;•' = u(l + n + «.7. 
Es ist also, wenn ;• eine beliebige Mittelstrecke, :i eine nichtver­
schwindende Anfangsstrecke, o eine nichtverschwindende Endstrecke 
bedeutet, 
(^'' Cll :^ ci{l -r r+ 71-. f̂ p = «(o + j ' + 1 ) . 

Ist ferner co^ eine reguläre Anfangszahl < « , , so folgt aus (3) 
ähnhch wie soeben, wegen co +10.. = 10,, 

Wir schheßen daraus, daß von den niedrigsten Phallen lo^ — rog und 
w. = fOj abgesehen, a sicher nicht homogen sein kann, wenn m das 
erste Element der Basis M ist. Denn dann ist der Hauptkomplex a 
das erste Element der Potenz .1 (,7̂ ^ = 0, u=\ + uo^^coj^ und die 
eben gefundene Zerlegung 

u = aj:.,io + 1 + «o 10 ' 

zeigt, daß es Eleinente von A gibt, deren Änfangsstrecke mit M^ 
konfinal ist^, also w^-Elemente für jedes reguläre co^'^co^. Das 
widerstreitet fiir oĵ  > «j der Homogenität, die doch gleiche Charaktere 
aller Elemente fordert. (Nur in den Fällen r.;. = ojg, ŵ  ist auch m 
als erstes oder letztes Element der Basis brauchbar, und man kann 
mit Hilfe unserer Potenzen oder ihrer Mittelstrecken homogene Typen 
konstruieren, deren Elemente einen der Charaktere c^^, c^j, Cĵ ,, Cjj 
haben, wie ich andernorts ausgeführt habe.) 

Wir nehmen also jetzt weiter an, daß m weder das ers te 
noch das l e t z t e E l e m e n t der Bas is sei . In (1) sind nun, weU 
x~ a'hj'^i sein muß, alle x^ = m, 7?. = .7^, f; = o„, bis auf eine Menge 
von Stellen, die vom Typus <r/j . ^ o j ^ ist; insbesondere sind auch 
bis auf eine solche Ausnahmemenge y^, 'C, von Null verschieden und 
daher y mit w^ konfinal, c mit 03* koinitial. J e d e s E l e m e n t 

' Man wende die Anmerkung S. 166 auf ein Produkt an. Hier ist n„ ja 
sicher von 0 verschieden. 
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u n s e r e r Menge A ha t also dense lben symmetrischen 
C h a r a k t e r e . 

au 

Sodann ergibt sich jetzt durch folgende Schlüsse die Isomerie 
von A. In (1) bilden, die nichtverschwindenden 1f]^ eine Menge vom 
Typus «^ und wir können daher, mit Ersetzung des Argumentes 
durch ein ähnliches, sämtliche y^ von Null verschieden annehmen. 
Dann ist nach (6), wenn v eine beliebige, festgewählte Mittelstrecke 
von ß bedeutet (man kann z. B. v.^0 setzen, wenn die Basis be­
nachbarte Elemente hat) 

ayi = u[l + v + r/,;). 
j 

Der Anfang der Summe -2"«?/. ist demnach, weil a[y^+l) = u, 
i 

:Eayi = a{l + 'v + yg+ l + * ' + »/i+ 1 + i' + ^̂a + •••) 
i 

= a{l+v+l + v+ 1 + «/ + ...) 
= a{l +v)co 

und die ganze Summe, die ja nach dem assoziativen Gesetz in 
lauter solche Teilsummen mit den Argumenten W{i(o +a))—W{im) 
zerlegt werden kann, ergibt sich so gleich a{l + v)coco^ oder 

j 

2 ay^ = «(1 + v)co^ 
i 

(was auch für oi)^ = co richtig bleibt). Man sieht, daß hier die i;. 
eliminiert sind und daß alle Anfangsstrecken und Endstrecken von 
a die gleichen Typen 
(7) ß = a{l+v)co^, y = c^{v+l)co*^ 
haben. Danach sind auch die Mittelstrecken als Endstrecken von 
Anfangsstrecken (oder umgekehrt) leicht darzustellen. Eine End­
strecke des Produkts aa'a" hat den allgemeinen Typus / + a/ + ««'/'» 
wo y , / ' , / 'Endst recken von « ,« ' ,«" sind. ̂  Wendet man dies auf/? 
an, dessen Paktoren cc,l + v, co^ die Endstrecken / , v', ca^ haben, so 
ergibt sich als Typus der Mittelstrecken von A 

y + civ'+ «(1 + v)co^ 
= y + av'+ß 
= y+ a{v+ 1) + av + a{l + v) + ß 
= y + c({v +1 + v +1 + v) + ß 
= y + a{v+l + v) + ß 
= y+ttv + ß, 

womit also auch das variable v' noch eliminiert ist. a ist also ein 

' Vgl. Kap. IV, § 3; natürlich sind das Spezialfälle der in diesem Kapitel, 
§ 8 gegebenen Formeln. 
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isomerer, sein Mittelstreckentypus y + ar-\-ß ein homogener Tyjins, 
der mit <»„ kontinal. mit lo* koinitial ist uud lauter o,-Elemente hat. 

Auf Homogeneität von u seihst ist im allgemeinen nicht zu 
rechneu. Wenn die Basis kein letztes Element hat, so ist u = an 
mit a kontinal oder mit der regulären Anfangszabl konfinal, mit 
der ,(j konfinal ist; hat sie ein letztes Element n:^m. so ist nach (3) 
a = c<n^co, mit co. kontinal. Ebenso ist u entweder mit ii oder mit 
e>j* koinitial. Zur Homogeneität von u ist erforderlich, daß es mit 
(•)' konfinal uud mit co* koinitial ist. 

Wenn die Basis ein erstes und letztes Element hat (die beide 
vom Hauptelement verschieden sind), so kann man unter dem ;/ der 
letzten Formeln insbesondere die von diesen beiden eingeschlossene 
Mittelstrecke verstehen, also |U= l + i ' + l setzen. Aus (3) erhält 
man, wenn man n mit dem letzten oder ersten Element identifiziert, 

a = all + i]oK = i<[v + l)w_,*. 

Ist dann insbesondere noch co^=co., so wird nach (7) u = ß=y, 
also cc homogen. 

Bleiben wir bei dem isomeren u, das mit co^ konfinal und mit co* 
koinitial sei, wo die regulären Anfangszahlen «_,, co^ wie oben zu 
bestimmen sind. Wir müssen noch die L ü c k e n c h a r a k t e r e von u 
ermitteln. AUe Zerlegungen 

« = »/ + -' 
in zwei nichtverschwindende Summanden sind nach S. 170 von 
der Form 

7/ = 2;'«r/;,+//, Z^^ i:+ ~a'Z,,, 
h h 

wobei einer der vier FäUe möglich ist: 
(a; ^ = 0, r = 0; 
b) ^ = 0, J = « oder 1; 
c) T, = a oder 1, 'C. = 0; 

(d) '7 = «'.;;, b = «?•,.- [%^'it = P)-

Der Fall (a) gibt, wie wir sahen, eine c^.-Lücke (S. 171 oben). 
Der Fall Cb) gibt für H=.J, 1=1 die"Zerlegung durch ein 

Element, die wir jetzt beiseite lassen. Für ECLJ, ^ = « ist TT mit 
einer regulären Anfangszahl »^ < co^ konfinal und mit derselben ist y 
konfinal. Da t, dann mit a und mit co* koinitial ist, so gibt dies 
eine e^^-Lücke (T<f7). 

Der Fall (c) gibt ebenso eine c^^-Lücke. 
Daß diese Lücken, die auftreten können, auch wirklich auf­

treten, wird z. B. durch die Formeln 
u = un^, I,).. + a ij,,^ <,)* =un^co^ + a = u + UQ^co* 

Hausdorff, Mengenlehre. 12 
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angezeigt (die beiden letzten aus (2) folgend). Die erste gibt aller­
dings nur eine c -Lücke, wenn ii^ und Q^^ von 0 verschieden sind, 
und versagt also in dem einen Fall, daß die Basis aus nur drei 
Elementen besteht, mit dem mittleren als Hauptelement. Man kann 
aber statt des Komplexes 

« i / = («,»*, •••), S.= W[co^, 

der zu jener Formel (3) geführt hat, etwa 

XB = [in, n, in, n, .... m, n, ...) 

wählen, indem man also x.^^^ = m, «27,4.1 =ra setzt (vgl. S. 109), und 
erhält dann 

« = «('!» + ^,^ ^s + ^' (P« + QJ ^\* 
mit sicher von 0 verschiedenen Gliedern. 

Der Fall (d) endlich gibt noch weitere Lücken, y^ kann ein 
letztes Element haben oder mit einer regulären Anfangszahl m 
konfinal sein, t^ ein erstes Element haben oder mit co * koinitial 
sein. Man sieht unmittelbar, daß den Charakteren 

(1, 1), [co^, 1), (1, Cö/J, {co^, 0,,;) 

der Zerlegung ß = y^+ 'Q^^ die Charaktere 

(«Ä. «>*), («^, n*)' («ä' ''\p% («p ' « / ) 

der Zerlegung a = y + !^ entsprechen, also Lücken mit den Charakteren 
Ä̂£' '^qis^ °6w> % ,• I^iös gibt die Möglichkeit, beliebig vorgeschriebene 

Lücken in die Potenz hineinzubringen dadurch, daß man sie der 
Basis einpflanzt, was z.B. durch Aufnahme eines Summanden co +a)* 
geschehen kann. 

Fassen wir die erhaltenen Resultate zusammen. Die Potenz 
mit der Basis ß 

a = [n+l+Q)1''*, ß = n+l + Q, 

worin u, Q von Null verschieden und co^'^ca (beides reguläre An­
fangszahlen) angenommen ist, ist i somer mit e^^^-Elementen. Sie 
ist mit 03^ konfinal und mit co* koinitial; hierbei ist 00^ = 03 , wenn 
die Basis ß ein letztes Element hat, andernfalls diejenige reguläre 
Anfangszahl, mit der ß konfinal ist; ebenso co^=a) , wenn p ein 
erstes Element hat, andernfalls diejenige reguläre Anfangszahl, mit 
der ß* konfinal ist. Die Potenz u enthält sicher Lücken mit den 
Charakteren c^ ,̂ ĉ ,̂ c^ ,̂ wenn co^ eine beliebige reguläre Anfangs­
zahl < « ^ ist; außerdem Lücken mit den Charakteren c^ ,̂ a^^, ê ,̂ , ê ,,> 
wenn die Basis resp. benachbarte Elemente, co -Elemente, «/-Ele­
mente, c^^-Lücken besitzt. 

Der denkbar einfachste Fall ist nun wohl der, daß die Basis 
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nicht mehr als die notwendige Anzahl von drei Elementen hat und 
daß (o^ — o.K. Wir erhalten so die Potenz 

f. = (l + l + l ) ^ ' . 

Hier ist (0̂^ = <0j = w^= «o,; a wird jetzt, wie wir sahen, homogen 
mit lauter c..-Elementen. Die Lückencharaktere sind c,,, r^,, o_^ 
für jedes reguläre w^<fü,; alle andern Möghchkeiten fallen'fort. 
Wir wollen diesen Typus den der regulären Aufangszahl ci. ent­
sprechenden homogenen Normal typus nennen und mit 
> , , ^= i l - , - l + l)-j* 

bezeichnen. Man erhält ihn. indem man aus drei Elementen Z< m < » 
diejenigen Elementkomplexe 

j . - = (jr„, .(•,, ...,x., ...] (i<io.) 

mit dem Argument ir^f,;,) bildet, wo von einem Index an schließlich 
durchweg x. = in. und diese Komplexe lexikographisch ordnet. 

Die Mächt igke i t dieser Xormaltypen ist nicht schwer zu be­
stimmen (ähnhche Betrachtungen sind übrigens auch im allgemeinen 
FaUe anwendbar). Es sei h eine Ordnungszahl < w. und \) ihre 
Mächtigkeit oder die der Menge W'h). Bilden wir alle Komplexe, 
für die 

x = l oder » für g <.h, x. = m für / ^ h, 
so gehören diese alle unserer Potenz an; ihre Menge hat die 
Mächtigkeit 2^ und zwei solche Meugen, zu verschiedenen h gehörig, 
sind fremd. Demnach gilt, die Summe über Wiio.) erstreckt, für 
die Mächtigkeit 9. von y. jedenfalls 

^,^:S2K 
h 

Andererseits, bilden wir die Komplexe mit 
X =1, m, n für g <Ch, x^= m für i g h, 

so hat deren Menge die Mächtigkeit 3'', und die Summe aUer dieser 
Mengen, die aber nicht mehr paarweise fremd sind, gibt alle Kom­
plexe der Potenz. Demnach ist 

t ) . ^ : i ' 3 ' ) . 
h 

Für i = 0 ist 
9 o S l + 2 + 2 H 2 3 + " X, 0 ' 

also 5o = i<ô  JDa y„ hiernach ein abzählbarer, dichter, offener Typus 
ist, so ist yf, mit dem Typus y der Menge der rationalen Zahlen 
identisch. 

Für unendliches ^ ist 

25 = 2^»^ = (2-'̂ ")'' = [^^of.= 3''<ô  = 3t', 
12* 

file:///rguinent
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und da, wie wir soeben sahen, auch die über endhche 1) erstreckten 
Summen .2'2i', ^ 3 ' ' übereinstimmen, so ist stets 

(9) l),= ^2ti {h<co3 

Wir drücken für den Fall, daß cô  > co^ keine Limeszahl als Index 
h a t \ l) noch etwas einfacher aus. Schreiben wh dann | + 1 für | , 
so ist 

h 

Beachten wir nur das eine Glied h = €o , so ist 

^ , + i ^ 2 ' ' . -
Andererseits ist, für jedes 7i<a5^^i, f|<l>5^+i, also !§ ^ X,, demnach 

9,„^f2«. = «,,,.2'<-, 

Da weiter 2 ' \ ' > X „ also ^«^,+i , so ist 

5^+i^2'\-.2'<f = 2'<>, 
also 
(10) 9,+i = 2^^ 
Wir haben also die Normaltypen 

Voi rii, 1h, •••! i /co+i ' ••• 
mit den Mächtigkeiten 

X „ , 2 \ 2 ^ ^ S . . . , 2«-, ... 

§ 8. Normaltypen. 

Wir haben uns noch klar zu machen, inwiefern die Normal­
typen als natürhche Übertragung des Typus y (der Menge der 
rationalen Zahlen) auf höhere Mächtigkeit anzusehen sind. Es gelten 
nämlich von ihnen Sätze analog denen in Kap. IV, § 7, insbesondere 
ein Satz, der aussagt, daß unter gewissen Bedingungen eine Menge 
sicher vom Normaltypus ist. 

Wir verallgemeinern oder verschärfen zunächst den Begriff der 
offenen d ich ten Menge in geeigneter Weise. Daß eine solche 
kein letztes und kein erstes Element und keine benachbarten Ele­
mente hat, können wir auch so ausdrücken: sie ist mit keiner 
end l ichen Teilmenge konfinal oder koinitial und hat kein Paar 
benachbarter end l icher Teilmengen. Ist nun N irgend ein (nicht 
notwendig reguläres, d. h. zu einer regulären Anfangszahl ÜĴ  ge­
höriges) Alef, so können wir die Forderung stellen, daß eine Menge 
mit ke ine r Te i lmenge von e iner Mäch t igke i t < ^ » konfinal 

' Über etwaige reguläre Anfangszahlen mit Limesindex vgL S. 131. 
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oder ko in i t i a l sein und ke in P a a r b e n a c h b a r t e r Te i l ­
mengen, die beide < N , sind, e n t h a l t e n sol l : eine solche 
Menge heiße eine );,-Menge. Die oll'eneii dichten Mengen sind 
liiernach als ;,;,-Mensjen oder /,-Mengen zu bezeichnen. Wie man 
sieht, stellt unsere Forderung eine mit wachsendem | zunehmende 
Verschärfung vor: eine ;;,-Menge ist zugleich 7;̂ -Menge für jedes 
r < j . z. B. ist eine ;,\,-Menge eine spezielle 7;̂ -Menge und diese 
wieder eine spezielle ;,;,-Menge. Ks folgt übrigens aus der Definition, 
daß für ein sin>:uläres N. eine 7;,-Menge zugleich eine j/.^j-Menge 
ist; denn eine Menge, mit der sie konfinal ist, kann d'ann auch 
nicht von der Mächtigkeit S". sein, da diese dann wieder nüt einer 
wohlgeordneten Menge ^co., also wegen des singulären Charakters 
von CO. mit einer Menge < co. und demnach < X̂  konfinal wäre 
(und ebenso für koinitiale und benachbarte Teilmengen). Wir be­
schränken uns demgemäß wieder auf reguläres N.. 

Bei allen Zerlegungen einer ?;.-Menge muß von den beiden 
regulären Zahlen 0, <T, die ihren Charakter o, ff*) bilden, mindestens 
eine von der Mächtigkeit ^ X. sein. Da ein Elementcharakter c . 
zwei Zerlegungen mit den Charakteren [co^, 1) und (1, co*) bedingt, 
so müssen beide Indices [cc und |5) ^ | sein; bei einem Lücken­
charakter c ^ muß mindestens einer der Indices iy oder i5] ^ | sein. 
Sind umgekehrt diese Bedingungen erfüllt, so ist vielleicht nicht 
die Menge selbst 'da ja noch die Konfinalitäts- und Koinitialitäts-
bedingung zu erfüllen bleibt), sicher aber jede ihrer Mittelstrecken 
eine ;; .-Menge. 

Bei dem am Schlüsse von § 7 konstruierten Normaltypus y. ist 
jeder Elementcharakter c.., die Lückencharaktere sind 

»ov *jO- <'if» ^=1' •••' ^rj' '̂ ,-T' •••' ",-; 'J<i)-

danach ist ;;. ein »?.-Typus. 
Es gelten nun folgende beiden Sätze, die mit denen in Kap. IV, 

§ 7 zu vergleichen sind: 
L Eine j^.-Menge e n t h ä l t zu j ede r Menge von der 

Mächt igke i t x / e i n e ähn l iche Tei lmenge. 
IL Zwei ?;.-Mengen von der Mächt igkei t X. sind ähnlich. 
Bevor wir sie beweisen, bemerken wir dazu: es ist natürlich 

evident, daß eine 7?.-Menge mindestens von der Mächtigkeit N̂  sein 
muß. Ob es 7?.-Mengen von der niedrigsten Mächtigkeit N̂^ gibt, 
ist für | > 0 noch vollkommen unbekannt (einen T;^-Typus von der 
Mächtigkeit X(, gibt es, nämlich 7?o = •)?); der Satz II sagt nur, daß, 
wenn es welche gibt, sie ahe einen und denselben Typus haben 
müssen. Es wird sich dann weiter herausstellen, daß dieser Typus 
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der Normaltypus y^ sein muß; da nun y^,^^ die Mächtigkeit 2^f hat, 
so gibt es ijj.^^-Mengen von der Mächtigkeit X j dann und nur 
dann, wenn 2'*f = S? j^. Diese Gleichung ist aber durchaus pro­
blematisch, ihr niedrigster Fall 2'*o = i5̂  ist die Cantorsche Kon-
tinuumhypothese. 

Zu I ist noch zu bemerken: daß überhaupt eine Menge existiert, 
die Teilmengen aller Typen von der Mächtigkeit i? enthält, ist an 
sich nichts Wunderbares, da man zu diesem Zweck ja nur die 
Summe aller Typen der Typenklasse r(S*J zu bilden braucht. Wichtig 
ist nur, daß man schon mit einer ?? -Menge, z, B, mit dem Normal­
typus y und dessen Mächtigkeit ausreicht (jene Summe würde, wie 
wir beiläufig ohne Beweis bemerken, die Mächtigkeit 2^i von y^ .^ 
haben), und fernei", wenn man sich der Definition von y^. erinnert, 
daß man jede geordne te Menge als lexikographisch ge­
o rdne t e Menge von Komplexen mit wohlgeordnetem Argu­
men t und wohlgeordne ten F a k t o r e n dars te l l en kann (sogar 
schon als TeUmenge einer Potenz mit der Basis 3 und einer regu­
lären Anfangszahl als Argument), 

Der Beweis der Sätze I und II verläuft dem in Kap, IV, § 7 
so vöUig analog, daß wir uns kurz fassen können. A sei eine be­
liebig geordnete Menge von der Mächtigkeit «^, also von der Ord­
nung abgesehen in der Form 

A = K , Ol, ,,,, «„,.,..} ( « < « P . 

darstellbar, und B eine T?^-Menge. Wir ordnen dem a^ ein beliebiges 
Element b^ von B zu und zeigen induktiv, daß man unter Erhaltung 
der Ordnung jedem a^ ein b^ zuordnen kann, wenn dies für ahe 
Zahlen < a bereits geschehen. Die Menge A^ = [%,a.^,...,a^,..] (/l<ß) 
wird durch das Element a^ in zwei Stücke A^ = A^+A^' zerlegt; 
A^ ist die Menge der Elemente von A^, die vor a^ hegen, A/' die 
M ênge derer, die nach a^ folgen. Eins dieser Stücke kann 0 sein. 
Das Bild B^ zerfällt entsprechend in B^'+B^", und das Bild b^ des 
Elementes a^ ist so zu wählen, daß es zwischen B^ und B^' fällt, 
eventuell der ganzen^ Menge B^ vorangeht oder nachfolgt. Ein 
solches Element ist "aber stets in B vorhanden, da die Mengen 
B^, B^', B^" von einer Mächtigkeit < N̂  sind, also B mit B^ weder 
konfinal noch koinitial ist und B^', BJ' auch nicht benachbart sind. 
Damit ist I bewiesen. 

Sind ferner 
A = K , «1, ..., a„, ..•} ( ß < « | ) 

B={b„b^,...,b^,...} -ß<ro^) 

zwei ?7 -Mengen von der Mächtigkeit ü^, so wenden wir wieder 
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alternierende Abbildung an. Wir ordnen jeder Ordnungszahl y<(o^ 
ein Paar ai", br zu, das wir induktiv durch die .Mengen 

. 1 " - ; ' ; " . a\ . . . , a^ ...' 
/; ^-{b", b\ ..., i^ ...j ^ ^" 

der bereits gepaarten Elemente so definieren: a-'' sei in der Menge 
A — A-r das Element a^ mit niedrigstem Index und b'^r ein Element, 
das zu den Elementen von B-r dieselbe Ordnung hat wie a-'' zu 
den Elementen von A'-:'; umgekehrt sei b^r+i in der Menge B—B-y^'^ 
das Element b^ mit medrigstem Index und a-y+^ ein wie soebsn 
deliniertes passendes Bild. ^Den Anfang macht «" = «(, und ein be­
liebiges Element b"). Die Existenz solcher Bilder ist gesichert, 
weü .̂ 1̂ uud B j/.-Mengen sind, und die Definition von «'-;• und i-'+i 
schließt das Übergehen eines Elementes aus; man kann beiläufig 
leicht zeigen, daß a^ iu A^"*^ und bg in 52^+2 Yorkommen muß. Also 
wird A auf B ähnlich abgebildet uud II ist bewiesen. 

Man kann noch die Abbildung (bei gegebener Wohlordnung 
von A und B in der obigen Gestalt) dadurch vollkommen wülkürfrei 
machen, daß man auch für die Bilder b'^y, o^J'+i die verfügbaren 
Elemente mit kleinstem Index wählt; das gleiche ist beim Beweise 
des Satzes I durch eine präliminarische Wohlordnung von B zn 
erreichen. 

Weiter gilt noch der Satz: 
III. J e d e ;,.-Menge e n t h ä l t eine Te i lmenge vom Normal ­

typus y.. 
Dies ist für ; = 0 eine bloße Folge von I, da y^ abzählbar 

ist; für | > 0 , wo wir nicht wissen, ob ij. die Mächtigkeit X.. hat, 
ist es eine wesentliche Ergänzung, auf Grand deren wir sofort be­
haupten können: der Normaltypus y, hat als »/.-Typus die kleinste 
denkbare Mächtigkeit, und wenn es' einen r;.-Typus der Mächtig­
keit X.. also nach II nur einen einzigen, gibt, so ist dies notwendig 
der Normaltypus r;.. 

A sei eine Menge vom Normaltypus y, und B eine 7;,-Menge, 
Wir erinnern uns der Darstellung von A [^ 7/als Menge der Komplexe 

a ;=( - ' -0 '« l . - - - . - -^a ' •••) ' « < « . J 

mit dem Argument W{o3.), wobei jedes x^ eins von drei Elementen 
l<m<in und von einem gewissen Index an durchweg x^ = m ist. 
Die kleinste Ordnungszahl u, die die Eigenschaft hat, daß, für ß^a, 
x, = m ist, werde mit u = cp{x) bezeichnet, und die Menge derjenigen 
Komplexe von A, für die cpix) = u, mit Â ;̂ dann ist 

A = ^vl , , = .l„ + J i + . . . + y l „ + . . . ( « < « J , 
a 

welche Formel im Sinne der Addition ungeordneter Mengen zu ver-
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Stehen ist. Die Menge A, besteht aus dem einen Komplex (m, m, m ) 
die Menge A, aus den beiden (Z, m, m, ...) und (w, m, m,...),'die 
Menge A, aus den sechs Komplexen, die mit II, In, ml, mn, nl, nn 
beginnen usw. Die Menge 

A- = A,+ A^+...+A^ 

besteht dann aus allen Komplexen, für die »^ = m für /? ^ a, während 
die den Indices vor a entsprechenden Elemente alle drei Werte 
l, m, n durchlaufen können; die auf das Argument W[a) beschränkten 
Anfangskomplexe dieser Komplexe durchlaufen also die VoUpotenz 
mit der Basis [l, m, n] und dem Argument IF(ß!), und es ist dem­
nach A" vom Typus 3"* (für « = 0 vom Typus 1). Auf Grund des 
Satzes in § 5 (S. 167) schließen wir daraus sofort, daß jede (nicht­
verschwindende) Teilmenge von A" mit einer Menge von der Mächtig­
keit < 4< konfinal und mit einer ebensolchen koinitial ist. Denn 
sie ist mit einer Menge konfinal, die mit einer Teilmenge eines Fak­
tors oder des Arguments oder des Exponenten ähnlich ist; die Pak­
toren sind vom Typus 3, der Exponent vom Typus «*, und deren 
Teilmengen (=0) haben stets ein letztes Element. Unsere Menge 
ist also entweder mit 1 oder mit einer Ordnungszahl ^ « < «j 
konfinal, und damit ist die Behauptung bewiesen. 

Nunmehr ist der Beweis von I I I genau wie der von I zu 
führen. Wir denken uns die einzelnen Mengen A^ wohlgeordnet 
und damit auch eine Wohlordnung der Menge 

A = A o + A j + . . . + y i ^ + „ . 

herbeigeführt, in der die Summanden in der Reihenfolge ihrer Indices 
stehen. Wir zeigen induktiv, daß man unter Erhaltung der Rang­
ordnung jedem Komplex x von A ein Element von B zuordnen kann, 
wenn dies für die (in der Wohlordnung) vorangehenden Komplexe 
bereits geschehen ist.i Deren Menge A{x) wird durch x in zwei 
Summanden Ä{x) + A"{x) zerlegt (mit Rücksicht auf die Rangordnung 
in der geordneten Menge A), deren einer auch verschwinden kann, 
und wenn B{x), B'{x), B"(x) die entsprechenden Büd er sind, so hat 
man als Bild von x ein Element von B zu suchen, das zwischen 
E {x) und B"{x) liegt, resp, im Falle des Verschwindens eines der 
Summanden ein Element vor oder nach B{x). Die Existenz solcher 
Elemente ist aber sicher. Denn gehört x etwa dem Summanden 
A„ an, so sind B (x), B'(x), B" (x) Bilder gewisser Teilmengen von i", 
also im Fall des Nichtverschwindens mit Mengen <i«j konfinal und 
koinitial, so daß B als ?;̂ -̂Menge mitB{x) weder konfinafnoch koinitial 

^ Den Anfang macht der eine Komplex von A„, dem ein beliebiges Ele­
ment von B zuzuordnen ist. 
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ist und die Meugen B'^x). B" ix) auch nicht benachbart sein können. 
A läßt sich also auf eine Teilmenge von B ähnhch abbilden. 

Die Betrachtungen dieses Paragraphen /.eigen, daß wirklich die 
Xormaltii'peu für höhere Mächtigkeiteu genau dieselbe Rolle spielen 
wie der Typus ;; der Menge der rationalen Zahlen für die Mächtig­
keit N\,, soweit man bei den ungelösten Mächtigkeitsproblemen eine 
solche Übertragung überhaupt wagen kann. 

§ 9. Rationale Ordnungszahlen. 

Anhangsweise wollen wir noch eine vollkommen andersgeartete 
Verallgemeinerung der Menge der positiven rationalen Zahlen auf 
höhere Mächtigkeit zur Sprache bringen. Verstehen wir unter a, ß 
zwei Ordnungszahlen > 0 , so liegt es nahe, daraus ein geordnetes 
Paar c;\ß zu bilden, worin « der Zäh le r , ß der Nenner heißen 
möge, und diesen Paaren in ähnlicher Weise wie den Paaren natür­
hcher Zahlen durch geeignete Definitionen von Gleichheit und Ver­
schiedenheit, Größenordnung und Verknüpfungen (Addition usw.) den 
Charakter von gebrochenen oder rationalen Ordnungszahlen aufzu­
prägen, unter denen die Cantorschen Ordnungszahlen als ganze 
rationale Ordnungszahlen mit dem Nenner 1 einen Spezialfall bilden. 
Nun hat die Definition geeigneter Verknüpfungen allerdings ihre 
Schwierigkeiten, aber Gleichheit, Verschiedenheit und Rangordnung 
lassen sich zwanglos erklären, wenn man sich des Euklidischen 
Algorithmus für Ordnungszahlen (Kap. V, § 2j oder der Ke t t en ­
bruchen twick lung erinnert. Beschränken wir uns auf Paare, wo der 
Zähler größer ist als der Nenner, und schreiben dafür a\a^ ( « > a j . 
Die Zahlen a, a^ bestimmen eindeutig das Formelsystem 

« = «, i , + f̂ 2 

(1, 

f',..-2 = "m-X~..-l+''-n 

Ci ^ ^= c^ S 

worin m eine natürliche Zahl, 
'2) r̂  > «j > « , > . . . > «„_, > «,, S 1, 
f3, ivl„...,L-^^h I .>1' 
D. h. sie bestimmen den „Quotienten" | j und den „Rest" a^ der 
„Division von a durch w^"; dann den Quotienten Ig und den Rest a^ 
der Division von «̂  durch a^ usf, bis zum letzten nicht ver­
schwindenden Rest a^, für den die letzte Division von «„„j durch «^ 
„aufgeht«. Sie bestimmen also den Komplex der Quotienten 

(4) l = ( l l , l 2 , ^^ - I J . 
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dessen Elemente Ordnungszahlen ^ 1 , die letzte | „ j > l , sind, und 
wir werden in erster Linie zwei Zahlenpaare a\a^ und ß\ß als 
gleich definieren, wenn sie denselben Quotientenkomplex bestimmen,^ 

Man sieht nun, daß zu jedem Komplex | mit den Bedingungen (3) 
verschiedene Paare «|ß^ gehören, Multiphziert man z, B, die Glei­
chungen (1) links mit einer beliebigen Ordnungszahl ju > 0, so ist 

ßu = ß[a^^^ + u^) = pa^-i^ + ßa^ 

und ßccy ßUj^y ßa^, woraus sich durch Fortsetzung ergibt, daß das 
Paar ßc{\ßcz.^ denselben Komplex | hat wie das Paar «|«j und ihm 
also gleichzusetzen ist; man darf Zähler und Nenner links mit der­
selben Zahl multiplizieren, den „Bruch erweitern". Andererseits sieht 
man durch Rückwärtslesen von (1), daß durch Angabe des Quotienten­
komplexes I und des l e t z t en Res te s «^ die Zählen «^_j, ..,,«2,ß^,« 
bestimmt sind,^ Gleiche Zahlenpaare, d, h, solche mit gleichem | , 
können sich also nur durch das zugehörige «^ unterscheiden, unter 
ihnen heben wir das der Annahme a^=l entsprechende reduzierte 
P a a r g\g^ hervor, das also durch die Gleichungen 

Q = ?1 ll + P2 

(̂ 1 = ( ^ 2 ^ 2 + ^3 

(5) 
?7)i—2 '~ i^m—l S,»—1 

.n—1 Sm 

definiert ist; man sieht dann, daß a=a„^Q, «i = «„Pi ist- Zahlen­
paare sind also gleich, wenn sie zu demselben reduzierten Paar ge­
hören, und entstehen aus diesem durch Erweiterung. 

Die Analogie mit den natürlichen Rationalzahlen geht aber 
noch weiter und erlaubt auch eine Größenordnung verschiedener 
Zahlenpaare zu definieren. Denken wir daran: bei einer gewöhn­
lichen Kettenbruchentwicklung 

TT = l i + ^ 

+ 
bewirkt eine Vergrößerung des ersten Quotienten | j eine Vergröße­
rung des Bruches; eine Vergrößerung des zweiten Quotienten 1̂  be­
wirkt, bei unverändertem |^, eine Verkleinerung des Bruches bis zu 
dem für lim Ig = co eintretenden Grenzwert |^; eine Vergrößerung des 
dritten Quotienten, ohne Änderung der beiden ersten, bewirkt wieder 

' Zwei Komplexe f = (fi, I2 , . . . , f„) und >? = fe, %,. . . , )?„) sind natürlich 
dann und nur dann gleich, wenn m = n und Si= Vi,li= Vi> •••,Sm= Vm-

Der letzte Eest «„ ist, wie sich der Leser klar machen möge, der 
„größte gemeinsame linke Teiler" von a und a^._ 
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eine Vergrößerung des Bruches bis zu dem für lim 3̂ = 00 ein­

tretenden Grenzwerth i , + - . usw. \^ir werden danach zwei ver-

schiedene Komplexe | , ;, iu der folgenden Weise ordnen. Verstehen 
wir unter Jc ein Element ^•l. B. eine Ordnungszahl'!, das allen in | 
und ;; auftretenden Crdnuui^s ahlen nachfolgt , so ergänzen wir 
zunächst 

^ ^! . ^ j , , . . j ^^^ - ^ p ^ J ? . . . i , ,^, OC , CP , CC . . . .J 

', = { ' / l . ' , 0 . . . . , /,„ =- ' ' , , , 7 / 2 . . • • , ' / „ , ^ . CT, OC, . . . ) 

zu Komplexen mit der Menge aller natürlichen Zahlen als Argument 
und definieren dann | < » ; . wenn 

entweder ^, < 7;j 

oder IJ -̂ 7;,, |.. > ii.. 

oder | | = ,, j , I , = r,.,, I3 < 7/3 usw. 

Daß aus | < r ; , ', < ~ stets | < , ' folgt, ist leicht zu beweisen. Da­
nach haben z. B. die folgenden Komplexe die Rangordnung, in der 
sie geschrieben sind: 

(2 2,r,., 2 ,3 . i2,2) (2, 1,2. ,2, 1,3) ,2,l,r,.i (3) ,„ 

Irgend eine Menge von Komplexen | wird durch diese Festsetzungen 
zu einer geordneten Menge. Natürlich ist dies ein Spezialfall von 
lexikographischer Ordnung, woran durch den Umstand nichts ge­
ändert wird, daß | und ?;, bei erster Differenzstelle n, für gerades n 
die umgekehrte Ordnung wie |^ und i]^ haben. Ist i rdie Menge der 
in allen Komplexen | auftretenden Elemente | j , 1^, ..., das Ele­
ment JC mitgerechnet, so ist unsere Komplexmenge Teilmenge des 
(über die Menge der natürlichen Zahlen als Argument erstreckten) 
VoUprodukts 

j 

-"^ A.^ = ... A^A^A.,.\^, 

wobei 
.1^ = A 3 = . . . = W, A, = A,= ...= W*, 

sogar spezieller des Produkts vom Grade 0 

i'A,,zr}, 
i 

mit dem Hauptelement cc für jeden Faktor. Sie umfaßt aber nie­
mals aUe Komplexe dieses Produkts, sondern nur solche, wo zuerst 
Nebenelemente | , , | 2 , . . . , | „ (deren letztes überdies > 1) stehen und 
dann das fiauptelement cc ununterbrochen auftritt, während das 
Produkt auch Komplexe wie (er, 2, cc,oo,...) enthält, in denen auf 
ein Hauptelement noch Neben demente folgen. 
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Bilden wir speziell, für eine reguläre Anfangszahl co^, ahe 
Zahlenpaare G;|«J mit l g « i < « < 0 3 ^ oder alle Komplexe (4), die 
mit Beachtung der Ungleichungen (3) aus Zahlen von W{co ) gebildet 
sind, so ist deren geordnete Menge A als VeraUgemeinerung der 
Menge der rationalen Zahlen > 1 anzusehen. Wir können die 
Haupteigenschaften von A leicht feststellen. 

Es gibt keinen Komplex, der alle Komplexe 
(2) (3) , , . ( « ) , . . ( « < » J 

überträfe; A ist also mit der Menge dieser Komplexe oder mit â  
konfinal. Ebenso ist A mit der Menge der Komplexe 

(1,2) (1,3) , . , {l,a) ... 

oder mit co * koinitial. 
Jedes Element | ist «-Element oder m*-Element. Denn 

l = ( l i ' l 2 ' ^ - - j l J î * jedenfalls Limes der Menge der Komplexe 
(1,2) (1 ,3) . . . ( ! ,«) . . . , 

wobei (I, fö) für (Ij, Ig, .•.,§„>«) gesetzt ist. Diese Menge ist für 
gerades m vom Typus co^ und hat | zum oberen Limes, für un­
gerades m ist sie vom TyP'^^ '*'/ ^^^ ^^* ^ ^̂ ™ unteren Limes. 

Ist 1 ,̂ keine Limeszahl, also mit unmittelbarem Vorgänger 
!,„— 1 ^ 1 versehen, so setze man 

S = " ( S l , §2' •••> Sm—l ' S m •*• j ' 

welches übrigens möglicherweise (für | ^ = 2) kein Komplex unserer 
Menge ist, und betrachte die Menge der Komplexe 

(!', 1,2) (!', 1,3).. .(! ' , 1, «) . . . , 
die für gerades m vom Typus mf; für ungerades m vom Typus co^ 
ist und beide Male | zum (unteren resp. oberen) Limes hat. Die 
Komplexe | , wo | ^ keine Limeszahl ist, sind also Elemente vom 
Charakter c . 

oa 

Ist 1^ Limeszahl und mit der regulären Anfangszahl a>^<a>„ 
konfinal, so setze man 

£ ^ ^ I S i ) 5 2 > • • •) ?m—1 / 

und betrachte die Menge der Komplexe 
(l",2) d", 3) . . . ( !" , ^ ) . . . ( / 3 < | J , 

die für gerades m. vom Typus |^*, für ungerades vom Typus | „ ist 
und wieder | zum Limes hat.^ Ist also | Limeszahl und mit m 
konfinal, so hat | für gerades m den Charakter c^ ,̂ für ungerades 
den Charakter c . 

za 

Die Elementcharaktere von A sind also 
c„„ß„„ e,^c , ...ö 0 ...0 ir-Ccy), 

') a ao la a i. za at a a \ ^ I' 
^ Für »1 = 1 ist natürlich die Menge der Komplexe (2) (3) ...((?) ... zu 

nehmen. 
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dieselben, die nach S. ISl als Lückencharaktere in dem Normal­
typus 1/, auftreten. 

Die Lücken von A sind sämthch vom Charakter G^^, wie man 
durch eine Anwendung der allgemeinen Zerlegungsi'ormeln von § 5 
erkennt, die wir dem Leser überlassen wollen. 

Man kann den Charakter eines Zahlenpaars a f?, auch aus der 
reduzierten DarsteUung erkennen. Nachili ist a mit «,, (/., mit c^^ usw. 
kontinal, ebenso «j mit f<f,, cc^ mit ci^ usw. Bei'geradem m ist 
also ee mit a^, «j mit u^_^ kontinal, bei ungeradem cc mit c,'„,_j 
und ßj mit «^. In der reduzierten Darstellung ist cc = 1, « _ =" | 
also eine der beiden Zahlen a. u.^ mit 1 und die andere m i t ' | 
konfinal. Demnach folgt: ist in der reduzierten DarsteUung weder 
Zähler noch Nenner eine Limeszahl, so hat das Paar den Charakter c ^; 
ist der Zähler eine Limeszahl (mit ( Ö ^ < « „ konfinal), so hat das 
Paar den Charakter ĉ ;̂ ist der Nenner eine, so hat das Paar den 
Charakter c.^. Z .B. haben für Ö - = 1 die Paare 3|2, 05|1, co+l\co 
die Charaktere i\^, e^^, Ci^. 

Die Menge A ist nicht homogen, da sie verschiedene Element­
charaktere besitzt; nichtsdestoweniger hat sie einige der Homogenität 
ähnliche Eigenschaften, z. B. daß der Typus einer Mittelstrecke nur 
von den Charakteren der einschließenden Elemente abhängt; wir 
verzichten darauf einzugehen. 

Es ist evident, wie man den Paaren u ß mit ay ß links noch 
die Paare « « = 1 1 und die Paare « ß mit a<ß anzureihen hat, 
um die Menge A zu einem Analogen der Menge aller positiven 
Rationalzahlen zu vervollständigen. 

§ 10. Initiale und finale Ordnung. 

Die lexikographische Ordnung, an die wir uns bisher ausschließ­
lich gehalten haben, entbehrt trotz ihrer natürlichen Einfachheit 
nicht einer gewissen \\'illkür und läßt sich durch andere Ordnungs­
prinzipien ersetzen. So könnte man, um Komplexe a=i..., a., ...) 
mit dem Argument J zu ordnen, folgendes verabreden: wenn ./ ein 
nichtverschwindendes Anfangss tück E hat, für dessen Elemente h 

stets Uj^ g &̂ , aber nicht stets a,^ = 5̂  
ist, so soll a < ö gelten, und ayb soll mit &<a gleichbedeutend 
sein. Man überzeugt sich sofort, daß diese in i t i a le Ordnung 
das transitive Gesetz befolgt und die lexikographische als Spezial­
fall enthält; aber auch sie vermag eine behebige Komplexmenge im 
allgemeinen nur teilweise zu ordnen. 

Eine Modifikation hiervon, die wir auch noch als initiale Ord­
nung bezeichnen wollen, die aber nicht mehr als Verallgemeinerung 
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der lexikographischen Ordnung angesehen werden kann, besteht 
darin, daß wir in der obigen Forderung das Zeichen ^ zu < ver­
schärfen. Wenn also ein von NuU verschiedenes Anfangsstück H 
des Arguments existiert, wo durchweg 

80 soll a < & sein. 
Es bleibt uns dabei unbenommen, den FaU, daß weder a < i , 

noch ayb ist, noch in anderer Weise zu zerlegen, als wir dies 
bisher getan haben (in a = b und a\\b, § 1). Für Anwendungszwecke 
empfiehlt es sich, den Fall auszuzeichnen, daß in einem nicht­
verschwindenden Anfangsstück E von / durchweg 

«/. = K 
ist. Wir wollen in diesem Fall, statt ein neues Zeichen einzuführen, 
geradezu a = b definieren, womit wir also (nur in diesem Paragraphen) 
dem Gleichheitszeichen zwischen Komplexen einen neuen, erweiterten 
Sinn beilegen. Die Berechtigung hierzu liegt in der Gültigkeit ge­
wisser formaler Gesetze, die wir nun einmal vom Gleichheitszeichen 
unter allen Umständen verlangen, und die wir sofort aufstellen werden. 
Zuvor verabreden wir noch für den vierten Fall, daß weder a<J , 
noch a = b, noch ayb, das frühere, jetzt in engerem Sinne zu ver­
stehende Zeichen a\\b, und nennen dann 'a mit b unvergleichbar, 
in den drei ersten Fällen a mit b vergleichbar. Wir definieren also 

a<&, wenn in E %<.bf^, 
a=b, wenn in II ctf^ = bj^, 
ayb, wenn in E a,^>&,,, 
a II & in jedem andern Fall. 

Dabei ist unter E ein nichtverschwindendes Anfangsstück von /ver­
standen. 

Die formalen Gesetze dieser vier Zeichen (von denen g ein 
behebiges bedeute) sind: 

(1) 

w a = a. 
i'^) Aus a < 5 , a = b, ayb, a\\b 

folgt bya, b = a, b<a, b\\a. 

(4) 

Aus ihnen, dere 
auch die Zulässi 

Aus a = b, h Qo folgt aqc, 

,, a gb, b = ß ,, ag 0, 
a-Cb, b<ß „ a<6. 

„ ayb, bya „ ay e. 

n leichten Beweis wir dem Leser überlassen, geht 
gkeit des Gleichheitszeichens hervor. 
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Statt von der lexikograpbischeu Ordnung (nach ersten Ditfe-
ronzenl hätten wir nun auch von der autilexikograidiischen nach 
letzten Diiierenzeu ausgehen und diese zu entsprechenden finalen 
Ordnungen verallgemeinern oder modifizieren können; offenbar 
ändert sich dadurch an allem Bisherigen nichts weiter, als daß wir 
unter H ein nichtverschwindendes E n d s t ü c k des Arguments ,/ zu 
vorstellen haben. Für Anwendungen ziehen wir das Schema der 
finalen Ordnung vor. wie es durcii die Definitionen (1) erklärt ist 
t / f^O ein Endstück von •/), 

.f 

Eiu Produkt '^A. wird hierdurch wieder zu einer im allgemeinen 
i 

nur teilweise i:eordneten Menge. Eine geordnete Teilmenge ist 
dadurch definiert, daß für je zwei verschiedene ol, h, nicht identische, 
also nicht im früheren, engeren Sinne gleiche) Komplexe a, b von 
ihr eine der Relationen a^b bestehen soll; sie darf also auch von 
jeder Klasse gleicher Komplexe höchstens ein Element enthalten, 
ur.d sie darf keine unvergleichbaren Elemente enthalten. Der Be-
griö' eiuer größten geo rdne ten Tei lmenge ist wie in § 1 zu er­
klären, und man hätte eine Reihe Probleme vor sich wie bei der 
le.tikograpliischen Ordnung, nämhch besonders interessante geordnete 
TeUmengen und eventuell größte geordnete Teilmengen auf ihren 
Typus zu untersuchen. 

Wir begnügen uns mit einem einzigen sehr speziellen Beispiel, 
weü es das ModeU abgibt für eine Anzahl Probleme der Analysis, 
die vielfach, aber ohne definitiven Erfolg behandelt worden sind. 

Das Argument / sei die Menge der natürlichen Zahlen, und 
unsere Komplexe* 

a^ia^, a^, .... ra,_, ...̂  
soUen reeUe Zahlen a„ zu Elementen haben, also einfach Folgen 
reeller Zahlen sein. Bei finaler Ordnung ist also 

a < i , a = b, ayb 
zu definieren, wenn sch l i eß l i ch (d. h. von einem gewissen Index an) 

a,.<^., «, = *»- ^n>K 
ist, und a \\ b in jedem andern Falle. Die Menge aUer reellen Zahlen­
folgen hat, wie wir wissen, die Mächtigkeit des Kontinuums «'*•' = x. 

Hieraus ergibt sich nun ein sehr einfacher Satz: 
L Zu j e d e r höchs t ens a b z ä h l b a r e n Menge von Zah len­

folgen g ib t es e ine g röße re und eine k le ine re Zahlenfolge. 
Zu zwei höchs t ens a b z ä h l b a r e n Mengen von Zahlenfolgen, 

^ a = b bedeute, daß a und b im engeren Sinne gleich sind, also durch­
weg a„=b„. 
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falls j e d e Zahlenfolge der e inen j ede r Zahlenfolge der 
ande rn vorangeh t , g ib t es eine zwischen beiden Mengen 
l i egende Zahlenfolge. 

Es sei F={a,b,G,...) eine Folge von Komplexen oder Zahlen-
folgen.i Wählen wir dann eine Zahlenfolge x gemäß den Un­
gleichungen 

x^ya^, b^, 
CCg > «3 , 63 , ßg USW. 

so ist xya, xyb, xyo,... Ebenso kann man ein x angeben, 
das allen Elementen von F vorangeht. 

Ferner seien F und 0 = {p,q,r, ...) zwei solche Polgen, und 
jedes Element von F gehe jedem Element von 0 voran, also 

a, b, 0, ... <p, q,r, ... 

Man kann demgemäß eine Reihe wachsender natürlicher Zahlen 
/ l < | i i < i ' < n ; < . , . so bestimmen, daß 

%'K<Pn'1n für n^ß, 
«.,> ^«j c„ <!".„) 9™) r für n'^v usw. 

n' n' n ^'•z^n' J n ' n — 

Wählt man dann eine Zahlenfolge x gemäß den Ungleichungen 
^n<%<Pn ^^"^ X^n<,ß, 

'in'K<\<Pn^Sn f^r ß^n<V, 

%> K> <^n<\<Pn' 1n^ '« für v^n<n usw., 
so ist a<_x<ip, 6 < ä ; < g, c < « < ? • , ... oder a,b, c, ... <a ;<^ , q, r, ..., 
x liegt zwischen den Elementen von F und O. 

Für eine größte geordne te Menge von Zahlenfolgen folgt 
aus I unmittelbar, daß sie mit keiner Menge von der Mächtigkeit 
^ Kg konfinal oder koinitial sein kann und daß in ihr zwei Mengen 
von der Mächtigkeit gi<o niemals benachbart sein können. Sie 
ist also (§ 8) eine j;^-Menge, von welchem Begriff wir hier somit 
eine wichtige Anwendung erhalten. Da sie eine Menge vom Normal­
typus i7j und der Mächtigkeit 2̂*0 = j( enthält und ihrerseits in der 
Menge aUer Zahlenfolgen von der Mächtigkeit X enthalten' ist, so 
ist sie genau von der Mächtigkeit des Kontinuums. 

Damit ist freUich aUes Wesenthche erschöpft, was wir über 
diese Mengen wissen. Wenn das Kontinuum von der zweiten 
Mächtigkeit N̂  ist, so sind alle solche Mengen vom Normaltypus y^ 

' Sollte es sieh nur um eine endliche Menge handeln, so denke man sich 
eine der Zahlenfolgen unendlich oft gesetzt. 
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Die noch ofiene Kontinuumfrage einerseits und die erhebliche Un­
bestimmtheit in der Konstruktion solcher größter geordneter Mengen 
andererseits beschränken unsere Kenntnisse auf dieses Minimum. 

Wir haben unser Beispiel absichtlieh so formuliert, daß die 
Verbiudung mit der Theorie der geordneten i\Iengen gewahrt blieb 
und eine allgemeine Untersuchung final geordneter Komplexmengen 
nach demselben Verfahren leicht durchgeführt werden kann. Anderer­
seits, wenn es sich um reelle Komplexe (Komplexe, deren Elemente 
reelle Zahlen sindi handelt, so kann man natürlich spezielle Eigen­
schaften der reellen Zahlen, z. B, ihre Verknüpfungen durch die 
vier Spezies, ins Spiel hieben und damit den Boden der allgemeinen 
Mengenlehre verlassen. Dies tun wir schon, wenn wir an der 
Definition der finalen Rangordnung die kleine Umformung anbringen, 
daß wir a = 6 definieren, wenn die Differenzen a„ —S„ schließlich 
= 0 werden; denn von einer Differenz kann bei Elementen einer 
beliebigen geordneten Menge nicht gesprochen werden. Wir tun es 
ebenso, wenn wir, unter Beschränkung auf Folgen positiver Zahlen, 
a = b definieren, falls der Quotient a„/i„ schließlich = 1 wird. Auf 
diesem Standpunkt lassen sich natürlich noch viele andere Ord­
nungen definieren, von denen wir eine in der Literatur besonders 
häufige hervorheben und durch eingeklammerte Ordnungszeichen an­
deuten wollen: man sagt, unter Beschränkung auf Folgen positiver 
Zahlen, daß 

o (<)6 , a{=]b, a[y)b, 
wenn 

l i m ^ = 0, lim 1^ + 0, lim^"- = 0, 

während man a{\\)b definiert, wenn weder lim+^ noch lim— existiert. 
Sei es, daß man diese „infinitäre" Ordnung direkt untersucht, sei 
es, daß man sie auf unsere finale Ordnung zurückführt*, erkennt 
man leicht, daß sich nichts Wesenthcbes ändert und insbesondere 
der Satz I mit seinen Konsequenzen bestehen bleibt. Der Leser 
übersieht jetzt, daß aUe Probleme, die sich auf Graduierung des 
schließlichen Verlaufs von Zahlenfolgen beziehen, sei es ihres Null­
oder ünendlichwerdens, ihrer Konvergenz oder Divergenz u. dgl, 
in der Hauptsache sich dem Schema unseres obigen Beispiels fügen, 
und daß die eigentümlichen Schwierigkeiten dieser Probleme auf 
der eventuellen Unvergleichbarkeit und unserer geringen Bekannt­
schaft mit der Struktur der größten geordneten Mengen beruhen. 
Genau dasselbe gilt, wenn man die Zahlenfolgen durch Funktionen 

> Z . B . bedeutet a{<)b, daß für jede natürliche Zahl 111 die Zahlenfolge 
m'j,~Ama,,ma^,...) final kleiner als die Zahlenfolge h ist. 

1 ^ Hausdorff, Mengenlehre. 
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einer reeUen Variablen ersetzt, und die Untersuchungen über Wachs­
tum von Funktionen, Konvergenz und Divergenz uneigentlicher be­
stimmter Integrale usw. zeigen ebenfalls denselben Typus wie unsere 
obige Betrachtung über finale Ordnung von Zahlenfolgen. 

§ 11. Komplexe reeller Zahlen. 

Wenn wir Komplexe a = (..,, «j, ...) mit dem Argument / be­
trachten und voraussetzen, daß die Elemenfe a. reel le Zahlen 
sind, so lassen sich, wie wir in § 10 hervorhoben, die Verknüpfungen 
reeller Zahlen auch auf diese Zahlenkomplexe übertragen, wenigstens 
zum Teil. So liegt es nahe, die Summe resp. Differenz zweier 
Komplexe als Komplex der Summen resp, Differenzen zu definieren: 

j^a + b = {...,a. + b.,...,a,^ + b,^,...) 
[a-b = (...,aj-b.,...,a^-b^,...). 

Das Analoge könnte auch noch für das Produkt geschehen, also 

ab = {...;a.b.,...,a,fi^,...), 

für den Quotienten 
_a_ __ / ^ cr^ \ 

b - [•••' h ' • • • ' / ' „ ' " V 

indessen nur dann, wenn kein Element b^ Null ist. Die Division 
ist damit also nur sehr unvollkommen definiert, denn das Ideal wäre 
doch, nur einen einzigen Komplex, den NuUkomplex (.,.,0, .,,,0,,..), 
der aus lauter Nullen besteht, als Divisor ausschließen zu müssen, 
während hier schon alle Komplexe, die auch nur eine Null ent­
halten, auszuschließen sind. Aus diesem Grunde und noch anderen 
spielt die soeben definierte Multiplikation und Division keine hervor­
ragende Rolle, und man hat sich nach geeigneteren Definitionen 
umgesehen. Wir erinnern den Leser hier nur an die Multiplikation 
und Division von Zahlenpaaren a = (a^,a^); 

ab = [a^b.^—a^b^, a^b^ + a^b.^), 

a_ la,b, + a,b, a^b^-^a_^\ £ « „ ^ . ( 0 0) 
b \ b^-'^- b^' ' 6i» -f. i,2 j mr ö + (,u, uj, 

die in der Tat nur die Division durch das NuUpaar (0,0) ausschließt 
und ersichthch nichts anderes ist, als die Multiplikation und Division 
der gewöhnlichen komplexen Zahlen a.^+ia^: in dieser Weise, als 
Paare reeller Zahlen, werden ja die komplexen Zahlen nach dem 
Vorgang von R. H a m i l t o n heute in allen Lehrbüchern und Vor­
lesungen definiert. Wir erinnern weiter daran, daß es noch ein 
System von reeUen Zahlenkomplexen mit vier Elementen, die 
Hamiltonschen Quaternionen a = {a^,a^,a^,a^ gibt, zwischen denen 
sich ebenfalls eine aUerdings nichtkommutative Multiphkation mit 
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entsprechenden Divisionen dofinieren läßt, mit alleiniger Ausschließung 
der Division durch (0,0,0,0), Nach einem Satze von G, F ' robenius 
sind die reellen Zahlen, die gewöhnlichen komplexen Zahlen und 
die Quaternionen die einzigen Systeme von Zahleukomplexen mit 
endhchem Argument, die nur die Division durch den Nullkomplex 
ausschheßen,^ Sieht man von dieser Forderung wieder ab, so gibt 
es schon im Falle endlichen Argumentes sehr viele und verschiedene 
Arten, Multiphkation und Division (bei nichtkommutativer Multipli­
kation zwei Divisionen) zu definieren. Die Theorie der Systeme 
komplexer Zahlen, in der diese Fragen behandelt werden, liegt uns 
hier natürlich fern, und darum werden wir auf unserm Standpunkt 
darauf verzichten müssen, auch die Multiplikation und Division von 
Zahlenkomplexen in den Kreis unserer allgemeinen Betrachtung 
zu ziehen. 

Statt dessen heben wir ein anderes Moment hervor, das der 
Ordnung, das wieder in der eben erwähnten Theorie von geringerer 
Bedeutung ist Wir kehren dabei zur l ex ikograph i schen Ord­
nung zurück. Wenn wir dann eine geordnete Menge von Zahlen­
komplexen mit der durch (1) definierten Addition und Subtraktion 
betrachten, den Nullkomplex (...,0, ...,0,...) einfach mit 0 bezeichnen 
und einen Komplex a > 0 positiv, einen Komplex a < 0 negativ 
nennen, so stellt sich schon im Fall von Zahlenpaaren eine Er­
scheinung ein, die im Gebiete der reellen Zahlen nicht auftritt: 
es kann nämlich ein positives Element o nicht nur größer sein als 
ein positives Element b, sondern auch größer als jedes Vielfache 
von b, d.h. größer als b + b, b + b + b, .... Das ist z, B. der Fall 
mit a = (l,0) und 

b = [0.1), b + b = >0,2), b + b + b = {0,'d), . . . . 

Ein solches System nennt man n i ch t a r ch imed i sch ; indem man 
üblicherweise den Tatbestand, daß ein positives Element nach ge­
nügend häufiger Vervielfachung jedes andere positive Element über­
trifft, als das Axiom des Arch imedes bezeichnet. Man kann 
das obige Verhalten von a und b auch dadurch charakterisieren, daß 
man a unendlich groß gegen b, b unendlich klein gegen a nennt. 

Man sieht unmittelbar, daß im Falle eines behebigen Argu­
mentes / von den positiven Komplexen a, b stets a unendlich groß 
gegen b wird, sobald der kritische Index (die erste Differenzstelle) 
zwischen a und dem Nullkomplex dem kritischen Index zwischen b 
und dem NuUkomplex vorangeht. Denn sind i, k diese kritischen 

' Xatürlich sind hierbei gewisse Bedingungen hinzuzufügen, denen die 
Verknüpfungen unterworfen werden. 

13* 
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Indices nnd i<k, so ist aj^=0 f ü r Ä < i , a.yO, während die Kom­
plexe b,b + b,b + b + b, ... an allen Stellen g i Nullen tragen, also 
lexikograpbisch < a sind. 

Um diese Frage noch etwas eingehender zu behandeln, sehen 
wir zunächst von unseren Komplexen ab und definieren ein Größen­
system als eine geordne te Menge, zwischen deren Elementen 
(Größen) eine folgenden Bedingungen genügende Addi t ion defi­
niert ist: 

Je zwei Elemente a, ß des Systems bestimmen eindeutig ein 
drittes Element « + /3 des Systems. Diese Addition ist kommutativ 
und assoziativ: 

ß+a = a + ß, {a + ß) + y = a + ß + y). 

Sie ist eindeutig umkehrbar, also zwei Elemente a, ß des Systems 
bestimmen eindeutig ein drittes Element ß — a des Systems, für 
welches 

cc + iß-a) = ß. 
Endlich soll aus u<_ß stets y + ß < / + /3 folgen. Eine solche 
Addition heiße kurz eine no rma le Addition. 

Es ist stets u — a = ß — ß; dieses Element des Systems wird 
halt 0 bezeichnet, so daß, für jedes Element a, « + 0 = « ist. 

Das Element (« + /?) + / = .« + ((5+7) wird auch mitet + ^ + y 
bezeichnet, und analog für jede endliche Zahl von Summanden. 
Man schreibt 

\u = u, 2a = u + a, 'S>a = u + a + a, ...; 

ferner wird' Oci; = 0, —ü = 0 — u und für jede natürliche Zahl n 

(— n)u = — irici) = 0 — (WK) 

gesetzt, womit ma für jede ganze Zahl m definiert ist. Jede ganz-
zahhge lineare Verbindung m^ß^+m2«2 +••• + ^m«„. '̂ on Elementen 
des Systems ist wieder ein Element des Systems. 

Aus K</9 folgt 
2a = u + u<u + ß<ß + ß = 2ß, 

und ebenso na<Cnß für jede natürhche Zahl n. Aus na=nß 
folgt also umgekehrt « = /?; demnach gibt es zu einem Element y 
des Systems höchstens ein Element a derart, daß na = y. Wenn 
ein solches im System vorhanden ist, so bezeichnen wir es mit 

a= ~y. Wenn nicht, so läßt sich das Größensystem stets zu einem 

solchen erweitern, in dem auch jeder Bruchteil eines jeden Elements 

' Hier ist 0 links die Zahl 0, rechts das Element 0 des Größensystems; 
diese Zweideutigkeit ist unschädlich. 
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vorkommt Denn man bilde aus den Ehmienten des Systems uud 
den natürlichen Zahlen die Paare ^a, ji) uiul definiere 

{">P)^iß,q) für qc<:spß. 
ferner 

'S' ,J"r iß. q) = [q c! + p ,i ,yq), 
so bilden, wie leicht zu sehen, diese Paare wieder ein Größen-
sysiem, iu dem zu jedem Element yc(,p) auch der «'«Teil [cc,pn) 
vorhanden ist; den Elementen u des alten Systems entsprechen 
umkehrbar eindeutig, unter Erhaltung von Addition und Ordnung, 
die Paare i«, 1) des neuen. Wir wollen zur Vereinfachung gleich 
das ursprünghche System als ein solches mit Teübarkeit der Ele­
mente annehmen. Dann ist für jedes Element a auch « definiert. 

m 
ebenso für jede rationale Zahl ;• = — mit positivem Nenner 

rc. = ui.i, r, ---- — u. 
' ' II 

Jede rationalzahlige lineare Verbindung r^^j + r.ß^ + . . .+ r̂ f̂ „ von 
Elementen des Systems ist wieder ein Element des Systems. 

Sind a, ß zwei positive Elemente ( « > 0 , / 9 > 0 ) , so sind drei 
Fälle möghch: 

E n t w e d e r ist, für jede natürliche Zahl n, yia-Cß. Dann 
heißt a unendlich klein gegen ß, wofür wir c<\<iiß schreiben; ins­
besondere ist dann auch u<.ß. 

O d e r für jede natürliche Zahl n ist aynß. Dann heißt a 
unendhch groß gegen ß, geschrieben cay'tß. Dieser Fall, wo c.yß, 
schließt den vorigen aus. 

O d e r drittens, es tritt keiner der beiden ersten FäUe ein; 
u heiße endlich gegen ß,' geschrieben a{ = )ß. Es gibt also dann 
natürhche Zahlen p,q derart, daß pu^ß und cc^qß, von denen 
die eine gleich 1 angenommen werden kann. 

Wenn die beiden ersten Fälle niemals eintreten, so ist das 
System archimedisch, andernfalls nichtarchimedisch. 

Für Elemente u, ß, die positiv oder negativ (aber nicht Null) 
sind, wollen wir c.i^fß definieren, je nachdem für ihre Be t räge 
\u\i0)\ß\ ist; unter dem Betrag |f̂ | verstehen wir das positive von 
den beiden Elementen ±a. Das Element 0 können wir, wenn wir 
woUen, als unendhch klein gegen jedes andere Element definieren 
oder auch von der Vergleiehung ausschließen. 

Die formalen Gesetze dieser Zeichen sind dieselben wie ge­
wöhnlich. Aus den transitiven Gesetzen schheßt man: aUe gegen 
ein Element a^O endhchen Elemente sind auch gegeneinander 
endhch; wird ihre Menge als eine Größenklasse E{a) bezeichnet. 
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SO haben zwei verschiedene Größenklassen kein Element gemein; 
ist « unendlich klein gegen ß, so ist jedes Element der Klasse 7f(«) 
unendhch klein gegen jedes Element der Klasse E{ß). Sagt man 
in diesem Fall, daß die Klasse E{cy) der Klasse E{ß) vorangehe oder 
daß E{a) die niedere, Eiß) die höhere Klasse sei, so bUden die 
Klassen eine geordnete Menge, die im Fall eines nichtarchimedischen 
Systems aus mindestens zwei Elementen besteht, während ein archi­
medisches nur eine Klasse liefert.' Die Summe aller Klassen ist 
die Menge der von 0 verschiedenen Größen des Systems. 

Prüfen wir auf Grund dieser Pestsetzungen unsere Komplex­
mengen mit dem Argument J, so zeigt sich unmittelbar, daß wir, 
und zwar noch in verschiedener Weise, nichtarchimedische Größen­
systeme erhalten, deren Klassenmenge mit dem Exponen ten E=J* 
ähnlich ist. Die Ordnung soll, wie gesagt, lexikographisch und 
Addition nebst Subtraktion durch (1) definiert sein. Das Größen­
system, das wir aus Komplexen bilden wollen, muß jedenfalls, wenn 
a eins seiner Elemente ist, den Komplex a — a, d. h. den NuU­
komplex 0 = (...,0,...) enthalten; um dann eine geordne te Menge zu 
konstruieren, verfahren wir nach den Prinzipien in § 3 und bilden 
zunächst die Menge A aller mit 0 kongruenten Komplexe a, derer 
alsOj für welche die Menge der Indices, wo a^ApO, eine wohl­
geordnete Teilmenge von J ist. Das ist also nichts anderes als die 
Maximalpotenz 

A = [31, 0)J* 

mit der Menge 31 der reeUen Zahlen als Basis und der Zahl 0 als 
Hauptelement. Da aus a^sO, 6 = 0 auch « + 6 = 0 folgt, so ist im 
System A eine unseren Forderungen genügende Addition definiert, 
eine normale Addition also, da offenbar mit a<.b zugleich o + a^o + b 
ist. Ist f{a) der kritische Index zwischen a und dem Nullkomplex 
und etwa a > & > 0 , so ist f{a)-^ f{b); wir wiesen bereits daraufhin, 
daß für f{a) < fip) gewiß b unendhch klein gegen a ist, wovon offenbar 
auch die Umkehrung gilt. AUgemein, für zwei von 0 verschiedene 
Komplexe, ist also a (= )6 , je nachdem f{a)^f{b); jedem Index« 
entspricht also eine Größenklasse E., nämlich die Menge aller Kom­
plexe a, für die f{a) = i, und diese Klassen haben die umgekehrte 
Rangordnung der Indices in J oder dieselbe Rangordnung wie die 
Indices in J* = E. Die Klassenmenge ist daher mit E ähnlich, und 
man sieht, daß man nichtarchimedische Größensysteme mit beliebig 
vorgeschriebenem Typus ihrer Klassenmenge bilden kann. 

Die Maximalpotenz ist aber nicht das einzige System dieser 

' Das Element 0 rechnen wir keiner Klasse zu. 
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Art. Auch Teüpotenzen vom Grade | leisten dasselbe, d. h, die 
Menge 

- l , = i.l/, O^f 

aller Komplexe a, die für die reguläre Anfangszabl co. mit dem 
Nullkomplex kongruent sind, ist wieder ein Größensystem" mit einer 
Klassenmenge ~ r . Das beruht darauf, daß aus a~ 0 ( M . \ b — 0{co^) 
wieder a±,b=-0[co3 folgt. 

Weiter kann auch die Basis noch verändert werden; es genügt, 
statt der Menge der reellen Zahlen die der rationalen Zahlen oder 
der Zahlen rj + r^]2 r^,r^ beliebige rationale Zahlen) u. dgl. zu 
wählen. Das allgemeinste für 31 zulässige System reeller Zahlen 
muß ofienbar so beschaffen sein, daß in ihm Addition und Sub­
traktion und, falls wir Teilbarkeit der Komplexe verlangen, auch 
die Division durch natürliche Zahlen ausführbar ist. Ist X eine 
beliebige Menge reeller Zahlen und verstehen wir unter ßX den 
Inbegriff der Zahlen, die als ganzzahlige lineare Verbindungen 

Wj f j + OT^ar, + ••• + w„.J„ 

von endlich vielen Zahlen x^,x.,,...,x^ der Menge X darstellbar sind, 
unter oX den Inbegriff der Zahlen, die ebenso als rationalzahlige 
lineare Verbindungen 

r j a r j + r , « , + ... + r,.;„ 

darstellbar sind, so muß demnach M=ß31, resp. 3I=o3I sein. 
Dazu ist notwendig, daß 31 ein System der Form ßX, resp. gX sei; 
dies ist aber auch hinreichend, da ßßX=ßX und ügX=gX ist. 
Es ist also für 31 irgend ein System ^A" resp. gX zulässig, bei be­
liebiger^ Menge X; und schheßlich kann man auch die Komplex­
elemente a. verschiedene Mengen A; dieser Art durchlaufen lassen, 
also von Potenzen zu Produkten übergehen. Allgemein also ist zu 
sagen, daß jene Maximalpotenz A = (.l/,Oi*' (mit der Menge der 
reeUen Zahlen als Basis uud der Zahl 0 als Hauptelement) und 
geeignete Teilmengen von ihr Größensysteme mit einer Klasseu-
menge c±.E liefern. 

Es ist interessant und wirft ein neues Licht auf unseren Pro­
dukt- und Potenzbegriff, daß umgekehrt, wie H. Hahn bewiesen 
hat, die zuletzt genannten Größensysteme auch die aUgemeinsten 
ihrer Art sind, oder präziser: man kann j e d e s Größensys tem 
mit e iner K l a s s e n m e n g e ^ Vi' auf e ine Tei lmenge der 
Maximalpo tenz i31,0)^ u m k e h r b a r e indeu t ig u n t e r E r h a l ­
t ung von R a n g o r d n u n g und Add i t i on abbi lden. Wenn also 

1 Natürlich soll X weder die Nullmenge sein noch aus der einzigen 
Zahl 0 bestehen. 
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ein beliebiges Größensystem vorliegt, dessen Klassenmenge zu E 
ähnlich ist, so kann man seinen Größen cc,ß,... Komplexe a,b 
mit dem Argument J=E* zuordnen, die sämtlich mit dem NuU­
komplex kongruent sind, d. h. nur an einer wohlgeordneten Teil­
menge von / nichtverschwindende Elemente aufweisen, und zwar so, 
daß mit a^ß zugleich a^b ist und daß der Größe a + ß der 
Komplex a + b entspricht. 

Um dies zu beweisen, nehmen wir wieder das Größensystem F 
derart an, daß es unbeschränkte Teilung seiher Elemente gestattet 
(wenn der Satz für ein solches gilt, gilt er natürlich auch für jedes 
Teilsystem von I'). Ist A eine beliebige TeUmenge von J) so be­
zeichnen wir die Menge der Größen, die sich als rationalzahlige 
lineare Verbindungen 

rj«^ + r 2 « 3 + . . . + r,a,^ 

von endlich vielen Größen aj.,a^,...,a^ aus A darstellen lassen, mit 
gA, analog einer vorhin angewandten Bezeichnung. Ist ebenso D 
eine behebige Menge von Komplexen, so bedeute gD die Menge 
der Komplexe 

i a i + » - 3 « 2 + ••• + '«««' 

die aus endlich vielen Komplexen a.^,a^,...,a^^ -von D mit rationalen 
Koeffizienten zusammengesetzt sind.' 

Wir nennen die Größen «j, u^, ..., a^ abhängig , wenn eine 
Relation 

' • i ß i + ' - 2 « 2 + •••+»•««„ = Ö 

zwischen ihnen besteht, deren rationale Koeffizienten (die man hier 
auch ganzzahlig annehmen kann) nicht sämtlich verschwinden; andern­
falls unabhängig . Eine Größenmenge A^F heißt unabhängig, 
wenn je n verschiedene ihrer Größen unabhängig sind (w=l, 2,3,...). 
Es ist evident, daß es größte unabhäng ige Teilmengen von F 
gibt; der Beweis dafür ist genau ebenso wie der für die Existenz 
größter geordneter Teilmengen einer teilweise geordneten Menge (§ 1) 
zu führen, nämlich: man wende das Zermelosche Wohlordnungs­
verfahren in der Weise an, daß als ausgezeichnetes Element von F', 
wenn möglich, ein Element von F-gF" {r" = r - r ) gewählt 
wird. Hierdurch wird eine Wohlordnung 

r = | « o , « j , . , . } 

definiert. Da F selbst kein unabhängiges System ist, so gibt es 
ein erstes Element c;̂ , das als rationalzahlige hneare Verbindung 

'Natürlich ist, für « = (..., oj, ,. . , a,„ ...), unter ta der Komplex 
{•••,tat, ...jta^,...) zu verstehen, wobei t irgend eine reelle Zahl sein kann; 
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vorangehender Elemente td. h. solclier mit kleineren liulicesi dar-
stel.bar ist. Die Menge dieser voransjeheuden Kleiuente 'o 

•2 A = ; f ^ ^ , f ^ . . . . , « , , . . . ; ' ! < ; . ) 

ist dann unabhängig; sie ist ferner eine größte unabhängige Teil­
menge, denn «j ist das ausgezeichnete l^lenient von /'— J , sollte 
also ;ils Element von F—oA gewählt werden, wenn möglich, d .h. 
wenn diese Mentie von Null verschieden ist. Da cc. aber dieser 
Menge nicht sondern der Menge gA> angehört, so muß sie 0 sein; 
demnach ist F=gJ, und jede Größe des Systems ist also durch 
Größen aus J linear mit rationalen Koeffizienten ausdrückbar. Wir 
nennen eine solche größte unabhängige Teilmenge A eine Basis 
von F. Es ist klar, daß die Darstellung eiuer beliebigen Größe a 
durch die Größen der Basi^. abgesehen von Hinzufügung oder Weg­
lässung von Gliedern mit verschwindenden Koeffizienten, nur auf 
eine Weise möglich ist; d. h. schreibt man 

(3i c< = — r.a^. 

wobei aber nur eine endliche Anzahl von Koeffizienten r. von 0 
verschieden ist, so sind die r. durch « eindeutig bestimmt, da sich 
andernfalls durch Subtraktion eine Abhängigkeit zwischen den Größen 
der Basis ergeben würde. 

Unser Problem, die Größenmenge F unter Erhaltung von 
Addition und Ordnung auf eine Komplexmenge C abzubilden, ver­
einfacht sich durch Einführung einer Basis A wesentlich. Wir 
brauchen nur den Größen der Basis Komplexe zuzuordnen, deren 
Menge 
A I> = !a„,fli,...,a..,...i ' ' |< / . i 

unabhängig ist, und dann der Größe i3, den Komplex 

'.ö- a = J^'>\a. 

entsprechen zu lassen. Für aJpß ist dann auch a^b, und der 
Größe a+3 entspricht der Komplex a+b. Wenn wir ferner jeden 
Komplex a'̂ . = 0 wählen, so ist auch a —0. Damit wäre also T ein­
deutig umlcehrbar und mit Erhaltung der Addition auf eine Teil­
menge C jener Maximalpotenz A=(3I,0)^ abgebildet, faUs J=E* 
das Argument der Komplexe ist. Was die Erhaltung der Ordnung, 
die Ähnlichkeit der Abbildung betrifft, so ist zu bemerken: zunächst 
genügt es, daß jeder positiven Größe ein positiver Komplex, jeder 
negativ.-n Größe ein negativer Komplex entspricht, denn dann folgt 
aus a-ß^O auch a-b^O, aus a^ß also a^b. Ist ferner 
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in der Darstellung (3) y die größte Ordnungszahl, der ein nicht-
verschwindender Koeffizient r^ entspricht, so ist (|<»/) 

c/ = 2r.a- +r u =r [u —8), 

wobei 
ß = -2y'~c^, 

eine aus Größen der Menge 

(6) 4 , = { ß o ' « i - - ' « f ' - ! (^<'/) 
gebildete rationalzahlige lineare Verbindung, also eine Größe aus 
gA ist. Das Vorzeichen von a ist, je nachdem r positiv oder 
negativ ist, .dasselbe oder das entgegengesetzte wie das von a —ß. 
Da für die entsprechenden Komplexe dasselbe gilt, so folgt: um die 
Abbildung ähnlich zu machen, genügt es, daß a—b dasselbe Zeichen 
wie u —ß habe, wo b der der Größe ß entsprechende Komplex 
aus gD und 
(7) D^ = {a^,a^,...,a.,..A^ ( | < ry) 

ist, d. h. es genügt, jeder Größe cc der Basis einen Komplex a 
zuzuordnen, der zu allen Komplexen b der Menge gD dieselbe 
Ordnung hat wie a zu den Größen ß der Menge gA . Es ist also 
induktiv zu zeigen, daß eine solche Wahl für y möghch ist, wenn 
sie für jedes | < ? ? bereits geglückt, d. h. die Menge gD auf QA^ 
ähnlich abgebildet ist. Die oben noch aufgestellte Bedingung der 
Unabhängigkeit der Menge D ist bei diesem Verfahren von selber 
gesichert und braucht also nicht weiter beachtet zu werden. 

Dagegen spezialisieren wir die Abbildung noch durch die fol­
gende Vorschrift. Die Klassenmenge des Größensystems war mit J* 
ähnlich angenommen; es entspricht also jedem Index i eine Größen­
klasse Sj, wobei aber die Klassen die umgekehrte Ordnung wie die 
Indices in J haben. Den Klassenindex einer Größe «4=0 des 
Systems bezeichnen wir mit /(«), wobei also i = f{u) besagt, daß cc zur 
Klasse Aj gehört. Es ist f{a)0f{ß), je nachdem «(=)/?. Anderer­
seits soU, für einen Komplex « 4 : 0 , f{a) wie bisher den kritischen 
Index von a mit dem Komplex 0 bedeuten; f{a) = i besagt also, 
daß a. das erste nichtverschwindende Element von a ist. Die Ab­
bildung soll dann die Forderung /(«) = f{a) erfüllen, einer Größe der 
Klasse E^ soll ein Komplex mit dem kritischen Index i entsprechen; 
wir werden sofort zeigen, daß man diese Bedingung erfüllen kann. 

Bezüghch der Wahl der Basis sind noch mancherlei spezielle 
Annahmen gestattet. So können wir aUe Basisgrößen positiv an­
nehmen; ferner ist, wenn ß irgend eine Größe aus gA^ bedeutet, 
leicht einzusehen, daß auch''die Größen a —ß eine Basis bilden. 
Endlich kann man erreichen, daß A eine vorgegebene unabhängige 
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iirößenmenge J' als Teümenge und sogar nh Abschnitt enthält 
lindem man, wie in § 1, bei der \\'ohlordnung vorschreibt, daß das 
ansge.-eichnete Element von F'. wenn möglich, zu .J' gehören soll). 

\\'ählt man aus jeder Klasse A'j ein iiositives Flenient f,., so 
bilden diese offenbar ein unabhängiges' t-irisBensystem J ' ; wir 
hissen J mit dem Abschnitt J ' beginnen. Wir ordnen ferner der 
Größe (. den Komplex r,. zu, der an der S te l l e i die Zahl E ins 
und sonst l a u t e r Nullen t r ä g t ; die ^lenge dieser „Einheits-
komplexe-" sei D'. Es ist evident, daß die Menge gA' auf die 
Menge gD' ähnlich abgebildet wird: denn die Größe 

»•(«.•+ V t +• • • + '•( fr 
wo i < A - < . . . < ! in / vorausgesetzt sei und die Koeffizienten nicht 
verschwinden, gehört zur Klasse E. und hat das Vorzeichen von r., 
dasselbe Vorzeichen hat aber auch der zugeordnete Komplex 

^i^i '~ *'k^k + • • • ~r ^i^p 

der an den Stellen i,k,...,l die Elemente »•,., r^, , , . ,rj und sonst 
lauter NuUen trägt. Hiermit ist auch erreicht, daß bei der ähn­
lichen Abbildung (falls sie überhaupt möglich ist oder soweit sie 
möslich ist) die oben gCbtellte Forderung f{c{) — f{ä) realisiert wird. 
Denn ist a, das wir als positiv voraussetzen dürfen, ein Element 
der Klasse A'., also c<i = )s.. so gibt es zwei positive rationale 
Zahlen r,s derart, daß re.<:ic< ^se^; da dann auch re.<a<Cse. ist, 
so ist der kritische Index ftai gleichzeitig ^f(re^)= i und ^f{sc-.t= i, 
also gleich i. 

Nach diesem Anfang der Abbildung gestaltet sich nun der 
Induktionsbeweis für die Möglichkeit ihrer Fortsetzung^ folgender­
maßen. Es sei bereits gA auf QD^^ ähnlich abgebildet, wobei also 
jeder Größe ß der ersten^Menge ein Komplex b-^0 der zweiten 
entspricht und f,ß) = fih) ist. Wir zeigen, daß man dann auch der 
Basisgröße a einen Komplex fl,^ =^ 0 zuordnen kann, der zu den Kom­
plexen b dieselbe Ordnung hat wie «^ zu den Größen ß. Schreiben 
wir kurz a für a und a für a . Ks sind zwei FäUe zu unter-
scheiden: 

L Un te r den K la s sen a l l e r Größen a-ß (wobei ß seine 
Menge gA durchläuft) sei eine n i ed r igs t e E^. 

Es ist also stets a-ßi^)e. und, für ein bestimmtes ß^, 

' Gehören a und ß zu einer Klasse, so gehört a + ß zur selben oder zu 
einer niederen Klasse; ist hingegen ß unendlich klein gegen «, so gehört a + ß 
zur selben Klasse wie a. Ist ai>)ßi»ri» •••' ô ist _«-J-|?-t-/-f . . . ( - )« . 
Größen verschiedener Klassen sind danach stetB unabhängig. 

' wobei also 77 bereits so groß angenommen wird, J' ^A 1' 
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u — /?o( = )«r Indem wir, nach der obigen Bemerkung, a durch a — ß^ 
ersetzen, können wir erreichen, daß a selbst von der niedrigsten 
Klasse E., also 

« - / 5 ( ^ ) « , ( = ) « 
wird; überdies setzen wir a positiv voraus. Unter r verstehen wir 
eine willkürliche positive rationale Zahl. 

Da infolge des Anfangs unserer Abbildung ri^ ein ß, also nie­
mals a = rs^ ist, so ist cc^7-a.. Es kann weder stets ix-Crs., d.h. 
«(<)£;, noch stets ayrs. sein, und wir erhalten also eine Ein­
teilung der r in zwei Klassen derart, daß 

und u<Cv. Es kann kein größtes u geben, denn für dieses u und 
jedes r wäre 

ue^<:a<:{u + r)s^, 

also a — us.{^)s^, während doch stets « —/^(S)«; sein soll. Ebenso 
gibt es keine kleinste Zahl v. Die genannte Einteilung bestimmt 
also eine irrationale Zahl q derart, daß U'Cq <iv, und nun ordnen 
wir der Größe u den Komplex 

zu, der an der Stelle i die Zahl q und sonst lauter Nullen hat, 
also hiit dem Nullkomplex kongruent ist. 

Daß a zu den Komplexen b die richtige Ordnung hat, ist leicht 
einzusehen. Sei etwa ß eine Größe < a. Für die oben genannten 
Zahlen u kann dann nicht stets us^<^ß sein, denn aus 

us^<:ß <:a<,vs^ 
würde 

0<c^-ß<{v-u)e^, 
also « —/S(<)gj folgen. Es gibt also sicher eine Zahl u derart, 
daß us.^ß. Da die Größen ß, nach Annahme, durch die zu­
gehörigen Komplexe b ähnlich abgebildet werden, so ist ue^^b, 
auSieiäem qe^yue., also qe^yb oder ayb. Ebenso folgt aus «</? 
zugleich a < &. 

II. Unter den Klassen der Größen a — ß s e i k e i n e 
niedrigste . 

Oder unter den Klassenindices f{a — ß) ist kein letzter. Wir 
bezeichnen die Menge dieser Klassenindices etwa mit E, mit 

S=i,J" 
k 

die Summe der zugehörigen Anfangsstrecken von J oder die Menge 
der Indices h, zn denen es einen späteren Klassenindex k = f{a — ß)>h 
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ijibt. H ist mit K kontinal, ohne letztes Klenient und ist ein .\n-
faiicsstflek g J. Wir hüben hier ein ähnliches Haisonnenu'nt wie 
iu ^ 5 für das gleiclibezeiehnete .aufangsstück // anzustellen. 

Ist nämlich h ein Kienient von // , ß eine (-iröße, fiir die 
fa — ß)yh und b der /zugehörige Komplex, so behaupten wir, daß h 
au der Stelle /.' ein nur von dieser, nicht von h abhängiges festes 
Element a^ trägt, oder daß für zwei verschiedene solche Größen ß 
uüd ß" die zus:ehörigeu Komplexe b und b' an der Stelle /t überein-
s'.;u;me:!. In der Tat seien/"r^— /?) nud f{a — ß) beide >/( . Da die 
Summe oder Differenz zweier Größen uie von höherer Klasse als beide 
Größen sein kann, so ist für die Größe a —ß— tcc — ß'\ = ß'— ß 
mindestens eine der beiden Ungleichungen 

f\f—ß^'^f\u — ß' oder ^fic< — ß') 

en'üllt, also sie':.er fß — ßiyh. Für die zugehörigen Komplexe ist, 
da ßf—ß zur Menge oA^ iiehi'irt und also bereits sein richtiges 
Bild h'—b erhalten hat, (h'— b) = fiß'— ß)yh. also wirklich V=*/.-
Wir bezeichnen diese nur von h abhängige reelle Zahl mit a .̂ 

Diese Zahlen ô  bilden einen Anfangskomplex a/̂  =( , . . , a,_, ...i, 
der offenbar mit dem entsprechenden Anfange des Xullkomplexes 
kongruent ist. Denn ist G = [...,h\ ein Anfangsintervall von II, so 
gibt es eine i-iröße ß mit f{a — ßiy h. und für den zugehörigen 
Komplex b ist demnach 

bf= a; für i^h, 
also 0(5 = 5,;. Da nun 6 r - 0 vorausgesetzt war, so ist die Menge 
der Stellen in G, wo a.^0, wohlgeordnet; danach ist auch die 
Menge der Stellen in E, wo a,=|=0, wohlgeordnet, da jeder ihrer 
Abschnitte wohlgeordnet ist. Ergänzen wir, indem wir für die 
Stehen von J—E lauter Nullen hinzufügen, a;, zu einem voUen 
Komplex a, so ist dieser mit 0 kongruent; ihn ordnen wir der 
Größe a als Bild zu. 

Daß a zn den Komplexen b die richtige Ordnung hat, ergibt 
sich folgendermaßen. Da unter den Klassenindices fia — ß) kein 
letzter ist, so gehören sie zu dem Anfangsstück E. Es sei ß irgend 
eine Größe (aus gA) und fiu — ß\ = h; dann gibt es sicher auch 
eine Größe/T miCfnz-ß')yh. Hiernach ist a-ß' unendlich klein 
gegen cc — ß, und die Differenz 

iu-ß)-iu-ß} = ß'-ß 
gehört demzufolge derselben Klasse wie a-ß a.n und hat dasselbe 
Vorzeichen wie diese Größe; esist fiß'-ß) = hnn(l ß'^ß inr a^ ß. 
Die zu ß,ß' gehörigen Komplexe seien b,b'. Wegen fia-ß')yh ist, 
nach der Bestimmung der Zahlen a^, 

a.= b' für i^h. 
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Wegen f{b' -b) = fiß' -ß) = h ist 

ö /=ö . für i<li, bi^^b^, 
also 

a^=b^ für i<h, a^A-b^^, 

nnd zwar ist das Vorzeichen von (i,j^-^b^=b^—bj^ dasselbe wie das 
von ß' — ß (weil die Abbildung der ß auf die b ähnlich angenommen 
war) und also dasselbe wie das von a — ß. Demnach ist lexiko-
graphisch a^b, je nachdem a^ß. 

Damit ist der Beweis des Hahn sehen Satzes vollendet. 
Zum Schluß kommen wir noch einmal auf die Multiplikation 

in Größensystemen zurück, auf deren allgemeine Behandlung wir ja 
verzichten wollten; wir möchten nur auf eine spezielle, der Mul­
tiplikation von P o t e n z r e i h e n nachgebildete Produktdefinition hin­
weisen, die alle gewöhnlichen Multiplikationsgesetze befolgt und auch, 
bis auf die Division durch NuU, eine eindeutige Umkebrung zuläßt. 
Legen wir als Größensystem die Maximalpotenz {M, 0)*, d. h. die 
Menge aller aus reeUen Zahlen ^ gebildeten, mit 0 kongruenten Kom­
plexe vom Argument J=E* zugrunde und nehmen jetzt an, daß 
das Argument selber ein Größensys t em mit normaler Ad­
d i t ion ist. Wir definieren dann das Produkt o = ab zweier Kom­
plexe als denjenigen Komplex, der an der Stelle l die Zahl 

(8) Ci=^X^/. {i + k = l) 

trägt, wo also die Summe über alle Paare von Indices zu erstrecken 
ist, deren Summe l ist. 

Um die Zulässigkeit dieser Definition zu erweisen, haben wir 
zunächst zu zeigen, das jede dieser Summen in Wahrheit nur endlich 
viele nichtverschwindende Glieder hat. Zunächst braucht i nur die 
wohlgeordnete Menge der Indices zu durchlaufen, wo »̂ =1=0, ebenso k 
nur die wohlgeordnete Menge der Indices, wo ö^+O. Wegen der 
Eigenschaften der normalen Addition folgt aber aus 

i + k = i'+k', i<^i' 
umgekehrt ifc>Ä:'; die Menge der Indices k, die nichtverschwindende 
Gheder der Summe hefern, ist also der Menge der entsprechenden 
Indices i umgekehrt ähnlich, also gleichzeitig wohlgeordnet und 
invers wohlgeordnet, d. h. endhch. Damit ist für jedes / die reelle 
Zahl Cj definiert. 

Ferner ist zu zeigen, daß mit a und b auch e = 0 ist oder daß 
die Menge der Stehen l, wo e^ ^ 0, wohlgeordnet ist. Jedem solchen l 

' Man könnte sich wieder auf die Menge der rationalen Zahlen oder 
sonstige geeignete Zahlenmengen beschränken. 
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entspriciit mindestens ein Paar Indices » und k, tur die i+k =1 
und <i;, ft^ von 0 verschieden sind, tiäbe es nun eine abäteigende 
Felge solcher L ;ilso eine Folge 

wobei die »„ und i^ je eiuer wobltieordiuteii Teilmenge von ./ an­
gehören, s ' haben die Indices /, ein Minimum • , ferner die In­
dices t̂ ^^ ein Minimum » ,̂ die huiices t,^. ein Minimum »̂  usw., 
es gibt also eine Folge wachsender natnrlielu r Zahlen derart, daß 

» ~k y i - k yi ;• A- > , \-^\^K 
Daraus würde aber i^>A- >A-^>... folgen im Widerspruch dazu, 
daß auch die k^ einer wohlgeordneten Menge augeluhen. 

Wir überlassen dem Leser den Nachweis, daß diese I\lultipli-
kation kommutativ, assoziativ und gegenüber der Addition distri­
butiv ist. 

Ein Produkt, das den NuUkomplex als Faktor enthält, ist selbst 
der NuUkomplex. Umgekehrt, wenn o und b von 0 verschieden 
sind, so ist auch c = ah von 0 verschieden. Führt man nämlich die 
kritischen Indices (gegenüber dem Nullkomplex) /"(a) = \ und /"(i) = A,, 
ein und setzt i^ = \+kf,, so ist für i + Ä; = /< /g mindestens eine der 
Ungleichungen t<t^,fc<Ä;p erfüllt, also entweder O; oder b^ Null und 
daher auch '.•j=0. Für / = /„ hingegen ist c^=^a^b^^-^0; also ist 
e + 0 und zv&r fc) = l^ oder f'^b) — f\a) + f'b,. Auch hier also, wie 
bei der Multiplikation gewöhnlicher Zahlen, verschwindet eiu Pro­
dukt dann und nur dann, wenn ein Faktor verschwindet. Daher 
zieht, unter Beachtung des distributiven Gesetzes, die Gleichung 
ab = ab' für a 3:0 die Gleichung b = h' nach sich, und die Gleichung 
ab = e kann, bei gegebenem a^O und c, höchstens eine Auflösung 

6 = — haben. 
a 
Die oben erwähnten Einheitskomplexe (S. 203) befolgen die 

Regel e^e^ = e^^^, als ob sie Potenzen einer festen Basis mit den 
Indices als Exponenten wären. Der zum Index 0 (der Null des 
Größensystems -/; gehörige Komplex e^, die „Haupteinheit", spielt 
die RoUe der Zahl 1, indem stets ar^=6ga = a ist. 

Wir haben noch zu zeigen, daß die Gleichung ab = e für «4=0 
stets eine (und nur eine; Auflösung b hat. Ist f{a) = i, also 
a = a.e. + ... (wobei unter y ; - . . . die Summe î  + g aus p und emöm 
Komplex von niederer Klasse, also mit f{q)yf{p), verstanden werden 
soll,, so mnltiphzieren wir die Gleichung a& = c mit ]^e_„ wodurch 
sie in eine Gleichung a'b^^o' mit a = ß, +... über^ht. Die zweite 
Gleichung zieht umgekehri; die erste nach sich. Wir können also 
gleich von vornherein A«) = 0 und a = e, + ... annehmen. 
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Betrachten wir nun die Menge aUer Komplexe y, für die o~ay 
von NuU verschieden ist, und die Menge der zugehörigen Indices 
f[e — ay) oder Klassen. Wieder ist zu unterscheiden, ob unter 
diesen Klassen eine niedrigste ist oder nicht, also unter den Indices 
ein größter oder nicht. Ist eine niedrigste Klasse E^ vorhanden 
und y ein Komplex, für den 

f{G - ay) = i, 

c-ay =z.6. + ..., 

so folgt aus 
a•z^e^ = z^6^+_..., 

daß o — a{y + z^6}j von niederer Klasse als ej oder aber Null ist. Da 
das erste der über y gemachten Annahme widerspricht, so muß das 
zweite eintreten, also a(y + z^e}| = a oder b = y + %^«^ die Auflösung 
unserer Gleichung. 

Ist keine niedrigste unter den genannten Klassen vorhanden, 
so ist die Menge E der Indices k = f{e — ay) ohne letztes Element 
und es sei wieder E die Menge aller Vorgänger von Elementen k 
(vgl. S. 204). Ist h ein Element von E, so gibt es ein y, wofür 
f{c — ay)yh, und wieder behaupten wir, daß alle diese y an der 
Stelle h ein festes Element J,, tragen. Denn sind y und y' ver­
schieden und f{6 — ay) und f{c — ay') beide yh, dann ist nach genau 
demselben Schluß wie oben für die Differenz beider Komplexe 
f{a{y'-y))yk, und da die linke Seite = fia) + fiy'-y) = fiy'-y), 
so ist f{y'—y)yh, y^=y^. Setzen wir diesen gemeinsamen Wert 
= &̂ , so erhalten wir durch Sammlung dieser Elemente und Hinzu­
fügung von Nullen für die Indices von J—E wieder einen Kom­
plex b, dessen Kongruenz mit 0 wie oben zu beweisen ist. Wir 
behaupten, daß dieser Komplex b die Gleichung G = ab erfüUt. 
Andernfalls wäre nämlich b selbst ein y, und f{o — ab) = h ein Ele­
ment von E. Es gäbe dann ein y, für das fip—ay)yh, und da 
c — ay unendlich klein gegen o—ab ist, so würde die Differenz 
beider von derselben Klasse wie o — ab sein, d.h. f{aiii — b)) = h 
und fiy — b) = h, also 2/̂  + 0 ,̂ während doch, nach der Bestimmung 
von 6 ,̂ aus f(e — ay)yh y,^=bj^ folgen sollte. Man kann das auch 
so wenden, daß man zeigt: o — ab müßte, wenn =|=0, von kleinerer 
Klasse als alle e — ay und doch b selbst ein y sein. 

Als Beispiel für Größensysteme mit Multiplikation empfehlen 
wir dem Leser, sich den einfachsten PaU klar zu machen, daß das 
Argument / die Menge der ganzen Zahlen ..., - 2 , - 1 , 0, 1, 2, ... 
ist; unsere Komplexe a = 0 haben also die Form 

« = (..., 0,0, a;,a.^^,a..^„...) {a.^0) 
mit höchstens einer endlichen Zahl von nichtverschwindenden 
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Elementen mit negativen Indices, und verhalten sich hinsichtlich 
der vier Spezies wie Poteuzreiheu 

aiX' + o,.̂ .,a-+» + a..^..a;'+»+.... 
Wählt m.in als Argument die Menge der rationalen oder reellen 
Zahlen, so verhalten sich die Komplexe wie Potenzreihen mit ratio­
nalen oder reellen Exponenten, wobei die Glieder mit nichtver­
schwindenden Koeffizienten aber immer, der Größe der Exponenten 
nach geordnet, eine wohlgeordnete Menge bilden (die in diesem 
FaU endhch oder abzählbar ist). \\'ählt man als Argument eine 
lexikographisch geordnete Men '̂o von Zahlenpaaren, so verhalten 
sieh die Komplexe wie Potenzreihen zweier Variabler x, y; und so 
kann man fortfahren. Nichtarchimedische Größensysteme dieser Art 
sind von G. Veronese , T. Levi -Civ i tä , D. H i l b e r t u. a. nament­
hch zn Untersuchungen über die Grundlagen der Geometrie vielfach 
aufgestellt worden. 

Siebentes Kapitel. 

Punktmengen in allgemeinen Räumen. 

§ 1. Umgebungen. 

In der Anwendung auf die Punktmengen des Raumes, in der 
Klärung und Verschärfung der geometrischen Grundbegriffe hat die 
Mengenlehre ihre schönsten Triumphe gefeiert, die selbst von den­
jenigen zugestanden werden, die sich der abstrakten Mengenlehre 
gegenüber skeptisch verhalten. 

Wir haben uns zunächst über die Stellung der Punktmengen­
theorie im System der allgemeinen Mengenlehre klar zu werden. 
Man kann eine Menge rein als System ihrer Elemente behandeln, 
ohne daß Beziehungen zwischen diesen Elementen in Frage kommen; 
das ist der Standpunkt, den wir in den ersten drei Kapiteln dieses 
Buches eingenommen haben. Zweitens aber kann man Relationen 
zwischen den Elementen in Betracht ziehen, und dafür gibt die 
Theorie der geordneten Mengen, der die drei folgenden Kapitel ge­
widmet waren, ein fundamentales Beispiel. Hier handelte es sich, 
für je zwei Elemente, um eine der drei Beziehungen a0.b, und wir 
konnten das so auffassen, daß eine Funktion f[a, b) der (geordneten) 
Paare der Menge gegeben sei, eine Funktion, die aUerdings nur 
drei (bei Beschränkung auf Paare verschiedener Elemente nur zwei) 

14 
H a n s d o r f f , Mengenlehre. 
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Werte annehmen konnte. Bei den teüweise geordneten Mengen 
kam noch eine vierte Relation oder ein vierter möghcher Funktions­
wert hinzu. Nun steht einer VeraUgemeinerung dieser Vorstellung 
nichts im Wege, und wir können uns denken, daß eine behebige 
Punktion der Paare einer Menge definiert, d, h. jedem Paar [a, h) 
von Elementen einer Menge M ein bestimmtes Element n = f[a, h) 
einer zweiten Menge N zugeordnet sei. In noch weiterer Verallge­
meinerung können wir eine Funktion der Elementtripel, Element­
folgen, Elementkomplexe, Teilmengen u. dgl. von M in Betracht 
ziehen. Eine ganz allgemein gehaltene Theorie dieser Art würde 
natürlich erhebliche Komplikationen bedingen und wenig positive 
Ausbeute liefern. Zu den speziellen Beispielen aber, die ein er­
höhtes Interesse beanspruchen, gehört neben der Theorie der ge­
ordneten Mengen gerade die Lehre von den Punktmengen im Räume, 
und zwar ist die grundlegende Beziehung hier wieder eine Punktion 
der Elementpaare, nämlich die E n t f e r n u n g zweier Punkte: eine 
Funktion, die aber jetzt unendlich vieler Werte fähig ist. So an­
gesehen, subsumiert sich die Theorie der Punktmengen mitsamt der 
Theorie der geordneten Mengen unter das allgemeine Schema einer 
Lehre von solchen Mengen, in denen b inä re Re la t ionen , Relationen 
zwischen je zwei Elementen der Menge, definiert sind. 

Andererseits ist dies nicht die einzig mögliche Auffassung. Auf 
Grund des Begriffs Entfernung läßt sich z. B. der Begriff .einer 
konvergen ten Punkt fo lge und ihres L i m e s definieren, und 
diesen Begriff kann man wieder, mit Ausschaltung des Begriffs Ent­
fernung, zum Fundament der Punktmengentheorie wählen. Es würde 
sich dann formal um eine Menge M handeln, in der eine Funktion 
/•((Zj, «2) •••, a„, •••) der E lement fo lgen definiert, nämlich gewissen 
Polgen (den konvergenten) ein Element von M selbst (der Limes) 
zugeordnet ist. 

Drittens lassen sich auf Grund der Entfernung jedem Punkt 
gewisse Teilmengen des Raumes zuordnen, die wir Umgebungen 
dieses Punktes nennen; und wieder läßt sich dieses System der 
Umgebungen zur Grundlage der ganzen Theorie machen, mit Eh-
mination des Begriffs Entfernung. Hier wird also eine Menge M 
unter dem Gesichtspunkt einer Zuordnung zwischen Elementen und 
Teilmengen betrachtet; wk haben übrigens gezeigt (Kap. IV, § 1), 
daß man auch die Ordnung einer Menge durch ein passendes System 
von Teilmengen definieren kann. 

Eine Theorie der räumlichen Punktmengen würde nun, ver­
möge der zahlreichen mitspielenden Eigenschaften des gewöhnlichen 
Raumes, natürlich einen sehr speziellen Charakter tragen, und wenn 
man sich von vornherein auf diesen einzigen FaU festlegen wollte. 
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so würde man für Punktmengen einer Geraden, einer Ebene, einer 
Kugel usw. jedesmal eine neue Theorie zu entwickeln haben. Die 
Erfahrung hat gezeigt, daß man diesen Pleonasmus vermeiden und 
eine aUgemeinere Theorie aufstellen kann, die nicht nur die ge­
nannten Fälle, sondern auch noch andere Mengen (Riemannsche 
Flächen, Räume von endüch und unendlich vielen Dimensionen, 
Kurven- und Funktionenmengen u. a.) umfaßt. Und zwar ist dieser 
Gewinn an Allgemeinheit nicht etwa mit einer erhöhten Komplikation, 
sondern gerade umgekehrt mit einer erheblichen Vereinfachung ver­
bunden, indem wir, wenigstens für die Grundzüge der Theorie, nur 
von ganz wenigen und einfachen Voraussetzungen (Axiomen) Ge­
brauch zu machen haben. Endlich sichern wir uns auf diesem 
logisch-deduktiven Wege vor den Irrtümern, zu denen die sogenannte 
Anschauung uns verleiten möchte; diese angebliche Erkenntnis­
quelle — deren heuristischen Wert natürlich niemand bestreiten 
wird — hat sich gerade in den subtileren Fragen der Mengenlehre 
so oft als unzureichend und unzuverlässig erwiesen, daß man ihren 
scheinbaren Evidenzen nur nach vorsichtiger Prüfung trauen darf. 

Welchen der drei oben genannten Grundbegriffe Entfernung, 
Limes, Umgebung man zur Basis der Betrachtung wählen will, ist 
bis zu einem gewissen Grade Geschmacksache. Mit Hilfe von Ent­
fernungen kann man, wie gesagt, Umgebungen und Limites definieren, 
mit Hufe von Umgebungen Limites, aber im allgemeinen nicht Ent­
fernungen, mit Hilfe von Limites im aUgemeinen weder Umgebungen 
noch Entfernungen. Danach scheint die Entfernungstheorie die 
speziellste, die Limestheorie die aUgemeinste zu sein; auf der andern 
Seite bringt der Limesbegriff sofort eine Beziehung zum Abzählbaren 
(zu Elementfolgen) in die Theorie hinein, worauf die Umgebungs­
theorie verzichtet. Wir ziehen aus verschiedenen Gründen vor, die 
grundlegenden Betrachtungen dieses Kapitels auf die Umgebungen 
zu stützen nnd die beiden andern Begriffe erst später zur Mit­
wirkung heranzuziehen; um aber dem Leser sogleich ein konkretes 
Bild zu erwecken, beginnen wir mit den speziellen Umgebungen, die 
durch Entfernungen definiert sind. 

Unter einem me t r i s chen Räume verstehen wir eine Menge E, 
in der je zwei Elementen (Punkten) x, y eine reelle nichtnegative 
Zahl, ihre E n t f e r n u n g xy^O zugeordnet ist; und zwar verlangen 
wir überdies die Gültigkeit der folgenden 

Entfernimgsaxiome: 

'oi, (Symmetrieaxiom). Es ist stets yx = xy. 
(ß) (Koinzidenzaxiom). Es ist ^ = 0 dann und nur dann, wenn x = y. 
(/) (Dreiecksaxiom), Es ist stets xy+yz'§:X%. 

14* 



212 Kap. VII. Punktmengen in allgemeinen Räumen. 

Speziell bezeichnen wir als euk l id i schen w-dimensionalen 
Z a h l e n r a u m E^ die Menge der Komplexe reeUer Zahlen 

worin die Entfernung durch 

^y = -[/(Xj - y,)'+ {X, - y,f +...+ K-y:>'^0 

definiert ist, und als euk l id i schen w-dimensionalen Raum 
einen metrischen Raum, dessen Elemente | , ?;, ... sich den eben 
genannten Zahlenkomplexen x,y,... umkehrbar eindeutig und ent­
fe rnungs t reu (1?; = xy) zuordnen lassen. Man nennt dann aSj, x^, ...,x^ 
die rechtwinkhgen Koordinaten des Punktes | . Der Leser weiß 
aus den Elementen der analytischen Geometrie, daß eine solche 
Abbildung, wenn überhaupt, auf unendlich viele Weisen möghch 
und wie der Übergang von einer zur andern (Koordinatentrans­
formation) zu bewerkstelhgen ist. Er weiß ferner, daß den niedrigsten 
Fällen (w= 1, 2, 3) gewisse Objekte der Anschauung (Gerade, Ebene, 
Raum) entsprechen, und daß man den hierdurch vermittelten Par­
allelismus zwischen arithmetischen und geometrischen Tatsachen zu 
einer auch mehrdimensionale Räume umfassenden geometrischen 
Ausdrucksweise weitergebildet hat. Wir werden uns übrigens im 
Fall euklidischer Räume häufig an das anschauliche Vorbüd der 
Ebene halten. Die meisten Tatsachen der Punktmengenlehre in 
euklidischen Räumen gelten für alle Dimensionenzahlen unter­
schiedslos; auf gegenteilige Fälle, wo z. B. die eindimensionalen 
(linearen) Punktmengen eine Sonderstellung einnehmen, ist ausdrück­
lich hingewiesen. 

Denken wir uns für einen euklidischen Raum eine bestimmte. 
Abbildung (Koordinatenwahl) festgehalten, so werden wir von der 
üblichen Freiheit Gebrauch machen, den Punkt | mit seinem Bild­
komplex X oder den euklidischen Raum mit dem Zahlenraum einfach 
zu identifizieren. Gewisse Begriffe, so nach Definition der Begriff 
Entfernung und der sogleich einzuführende Begriff Umgebung, sind 
vom Koordinatensystem unabhängig; andere sind es nicht, z. B. die 
häufig zu benutzende Scheidung in r a t i o n a l e Punkte, deren sämt­
liche Koordinaten rational sind, und i r r a t i o n a l e Punkte mit min­
destens einer irrationalen Koordinate. Die Menge der rationalen 
Punkte hat die Mächtigkeit N» = S5Q, ist also abzählbar. 

In einem metrischen Räume E verstehen wir unter einer Um­
gehung U^ des Punktes x die Menge der Punkte y, deren Ent­
fernung von X kleiner als eine bestimmte positive Zahl g ist {xy < g). 
Eine solche Umgebung hängt vom M i t t e l p u n k t x und vom 
Radius g ab; ein Punkt x hat, wenn man den Radius variiert. 
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unendhch viele Umgebungen, die aber als Punktmengen im all­
gemeinen nicht alle verschieden zu sein brauchen. Auf der geraden 
Linie E.^ ist U^ eine S t recke (ohne Endpunkte) mit dem Mittel­
punkt X und der Länge 2Q; in der Ebene E^ ist U^ das Innere 
eines Kre i ses (ohne Peripherie) mit dem Mittelpunkt x und dem 
Radius o; im Räume E^ ebenso das Innere einer Kugel , und diesen 
Namen überträgt man auch auf den Fall eines w-dimensionalen 
eukhdischen und eines metrischen Raumes. 

Diese sphär i schen Umgebungen, wie wir sie nennen wollen, 
haben nun eine Reihe von Eigenschaften, von denen wir zunächst 
ntir ganz wenige brauchen. Dabei ändern wir, wie vorhin angekün­
digt, unseren Standpunkt dahin, daß wir von den Entfernungen, mit 
deren Hilfe wir Umgebungen definiert haben, absehen und die ge­
nannten Eigenschaften demgemäß als Axiome an die Spitze stellen. 

Unter einem t o p o l o g i s c h e n ^ Raum verstehen wir eine 
Menge E, worin den Elementen (Punkten) x gewisse Teilmengen U^ 
zugeordnet sind, die vdr Umgebungen von x nennen, und zwar nach 
Maßgabe der folgenden 

Umgebungsaxiome: 

(A) Jedem Punkt x entspricht mindestens eine Umgebung U^; 
jede Umgebimg L\ enthält den Punkt x. 

(B) Sind CT., T'̂  zwei Umgebungen desselben Punktes x, so gibt 
es eine Umgebung W^, die Teümenge von beiden ist (IF^g '^{ü^t F )̂)-

(C) Liegt der Punkt y in C/,, so gibt es eine Umgebung U, die 
Teümenge von ü^ ist {U^S BJ. 

(D) Für zwei verschiedene Punkte x, y gibt es zwei Umgebungen 
U^, U ohne gemeinsamen Punkt (S(?7^, C7̂) = 0). 

Der Nachweis, daß die sphärischen Umgebungen in einem 
metrischen Räume diese Axiome erfiülen, ist sehr einfach; wir wollen 
ihn dennoch ausführen. 

(A) Die Menge U^ der Punkte y, für die xy< g, enthält jeden­
faUs den Punkt x. Sie braucht übrigens wirklich keinen weiteren 
Punkt zu enthalten {x kann ein „isoherter Punkt" von E sein, § 3) 
und zwei Umgebungen mit verschiedenen Radien brauchen nicht 
verschieden zu sein. 

(B) Von zwei Umgebungen mit verschiedenen Radien ist die 
mit kleinerem Radius TeUmenge der andern. In jedem Falle kann 
für W eine der beiden Mengen ü^, V^ selbst genommen werden. 

1 Der Ausdruck ist in einem verwandten Sinne bereits üblich; wir wollen 
damit andeuten, daß es sich um Dinge handelt, die ohne Maß und Zahl aus­
drückbar sind. 
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(C) Hat C/, den Radius p und liegt y in TJ^ {xy<g), so wähle 
man die positive Zahl a^g — xy. Die Umgebung TJ^ mit dem 
Radius a ist dann in U^ enthalten, d.h. aus yz<,a folgt xz<.g, 
weü nach dem Dreiecksaxiom 

xz^xy + yz<C^y + a ̂  Q. 
Hierbei ist wesenthch, daß Z7̂  durch xy<g (nicht ^ g), also z. B. 
im Fall der euklidischen Ebene als Kreisfläche ohne Peripherie 
definiert ist. 

(D)-Ist xA^y, also xyyO, so wähle man die positive Zahl 
g^^xy. Die Umgebungen C/., ü^ mit den Radien g haben dann 
keinen Punkt gemein, denn füi" einen solchen Punkt z wäre 

xy:^xz+yz<^2g 
im Widerspruch zur Wahl von g. 

Damit ist die Behauptung bewiesen und ein metrischer Raum 
als spezieller topologischer Raum erkannt. Wir werden uns später 
mehrfach überzeugen, daß die Gültigkeit der Umgebungsaxiome 
keineswegs ein Privileg der sphärischen Umgebungen ist. Hier genüge 
ein Beispiel, das zugleich zeigt, wie man die geo rdne t en Mengen 
nach demselben Formalismus wie die Punktmengen behandeln kann: 
ist E eine geordnete, der Einfachheit wegen offene Menge (d. h. ohne 
erstes und letztes Element), so verstehe man unter einer Umgebung 
von X jede das Element x enthaltende Mi t t e l s t r ecke E'^, d. h. für 
a<a3<& die Menge der Elemente y, für die a^y<^b. Diese Um­
gebungen erfüllen unsere Axiome, während sich Entfernungen im 
aUgemeinen nicht definieren lassen. 

In diesem Kapitel setzen wir also nur die Umgebungsaxiome, 
d. h. einen topologischen Raum vQraus. Die Beispiele aUerdings, 
mit denen wir die allgemeine Theorie ülustrieren und die wir, um 
einer Vermischung vorzubeugen, durch kleineren Druck auszeichnen, 
sind dem euklidischen Räume resp. der Ebene oder der geraden Linie 
entnommen. 

§ 2. Innere Punkte und Randpnnkte. 
Ist jetzt A eine Punktmenge, d. h. eine Teümenge von E, so 

nennen wir einen Punkt x einen inne ren P u n k t von A, wenn es 
eine zu A gehörige Umgebung ü^ gibt. Auf Grund des Umgebungs­
axioms (A) gehört dann x selbst zu A. Ein Punkt von A, der kein 
innerer Punkt ist, heißt ein R a n d p u n k t von A. Die Menge Aj 
der inneren Punkte von A wird auch das I n n e r e von A, die Menge 
A,. der Randpunkte der Rand von A genannt, und es gut die Zer­
legung in Inneres und Rand 
(1) A^A, + A^. 
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B e i s p i e l e : A sei die von einem Kreise in der Ebene E ein-
gesehlossoue Flüche, die Peripherie mitgerechnet. Dann sind die Peripherie-
pnnkte Randpunkte, die übrigen innere Punkte. 

A sei die Menge der r a t i o n a l e n Punkte der Ebene E (vgl. S. 212). 
Da jedes Z7̂  ;'.uoh irrationale Punkt« enthillt, so hat A gar keine inneren 
Punkte; es ist -i,.= 0, A^ = A. 

A sei die Halbebeue über der Abszissenachse iy > 0). .leder Punkt 
ist innerer Punkt, also .1; = A. A = 0 . 

Die Beispiele zeigen, daß J . oder A,. auch Null sein können. 
Eine Menge ohne Randpunkte , deren sämtliche Punkte also innere 
Punkte sind, nennen wir ein G^bJAt.^ Ein Gebiet ,1 ist also durch 
A , = 0 oder . l . = A definiert. Umgekehrt heiße eine Menge ohne 
innere Punkte eine R a n d m e n g e (A;= 0, A,. = A). Die NuUmenge 
rechnen wir sowohl zu den Gebieten wie zu den Randmengen 
f J , = A , = A = 0). 

Be i sp i e l e . Die obere Halbebene (̂  > 0) ist ein Gebiet, desgleichen 
das Innere eines Kreises, eines Quadrats, einer Elüpse, ohne die Punkte 
des Umfanges. Die Peripherie eines Kreises, die Menge der rationalen 
Punkte, die Menge der irrationalen Punkte sind Randmengen. 

D e r g a n z e R a u m E u n d j e d e U m g e b u n g U^ i s t e i n G e ­
b i e t . Das ist unmittelbare Konsequenz der Axiome (A) und (C). 

Wenn A g 5 , so ist A^ g Br, denn ein innerer Punkt von A 
ist auch innerer Punkt von 5 (fj^g .1 g i ? ) . ^ Wi r bezeichnen diese 
einfache Eigenschaft, weil wir uns öfter auf sie berufen müssen, als 
K o g r e d i e n z (von A^ mit Ar, d. h. wenn den Mengen A, B, ... eines 
Mengensystems andere Mengen ^1', B', . . . zugeordnet sind und dabei 
aus A g 5 auch A' g B' folgt, so nennen wir A' mit A kogredient. 

J e d e T e i l m e n g e e i n e r R a n d m e n g e i s t w i e d e r e i n e 
R a n d m e n g e (aus A g B , 5 ^ = 0 folgt A ; = 0 ) . 

I t e r a t i o n . Wenn wir die Zerlegung in Inneres und Rand 
wiederholen und dies durch doppelte Indices andeuten, so folgt 

lAi = A,Ar = o, 

^' \Ai = o, Ar = A 
oder in Wor ten : d a s I n n e r e e i n e r b e l i e b i g e n M e n g e i s t e in 

' Dies deckt sich nicht mit dem üblichen durch Weiers t rass ein­
geführten Sprachgebrauch, der von einem Gebiet auch noch Zusammenhang 
(§ T) fordert. Ein W^eierstrasssches Gebiet ist für uns ein zusammenhängendes 
Gebiet, und unser Gebiet würde nach der gebräuchlichen Terminologie im 
allgemeinen eine Gebietsmenge oder Summe von Gebieten sein. Der Begriff 
einer Menge ohne Eandpunkte ist aber so fundamental, daß er entschieden ein 
eigenes Substantiv verdient. 

' Natürlich können aber auch Randpunkte von A innere Punkte von B sein. 
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Gebie t , der Rand einer be l ieb igen Menge is t eine Rand­
menge. 

Denn ist x innerer Punkt von A, so gibt es eine Umgebung 
E^=JJ^A; da TJ ein Gebiet ist, so ist D'=Z7.gA,. (wegen der 
Kogredienz), also x innerer Punkt von A,.. Demnach ist A^^A..g Ap 
womit A^^ = A^ folgt. — Ferner folgt aus A,.^A wegen der Kogredienz 
A^iS^A^, andererseits A,.jgA,., also A,.^g 2)(A;, A,.) = 0. 

Verha l t en zu Summe und D u r c h s c h n i t t . Sind A, 5 , ... 
die Mengen eines behebigen, endhchen oder unendlichen Mengen­
komplexes, 

S=<Si[A,B,...), i) = 2)(A,5,...) 
ihre Summe und ihr Durchschnitt, so folgt aus der Kogredienz un­
mittelbar 
(3) S,^<B[A„B„..), D,^^{A„B„...). 

Darüber hinaus gilt für zwei (oder endlich viele) Mengen und ihren 

Durchschnitt Z) = 25(^,5): 

(4) D, = 25(4,5,). 
In der Tat: ein Punkt x, der zu 2>(A.,5.) gehört, hat eine Um­
gebung Z7̂  g A und eine Umgebung V^ g B. Nach dem Umgebungs­
axiom (B) gibt es eine Umgebung W^, die in 2)(C7., FJ, also in D 
als Teilmenge enthalten ist, folglich ist x innerer Punkt von D. 
Demnach ist ^ , , „ , ^ 

2)(A„B,)gD, 
und in Verbindung mit der zweiten Formel (3) folgt das Gleich­
heitszeichen. 

I. Die Summe be l i eb ig vieler und der D u r c h s c h n i t t 
endlich v ie ler Geb ie te ist wieder ein Geb ie t . 

Ist nämhch A^=A, B^ = B, ..., so folgt aus der ersten Formel (3) 
ÄjSÄ, und da allgemein S.^S, so ist S.= S, also auch S ein 
Gebiet. Aus (4) folgt ferner Df = D, also ist im Falle endlich vieler 
Mengen auch D ein Gebiet. 

Daß der Durchschnitt beliebig vieler Randmengen wieder eine 
Randmenge ist, ist trivial, denn jede Teilmenge einer Randmenge 
ist ja schon eine Randmenge. 

Neben (3) erhalten wir auch entsprechende Formeln für die 
Ränder, nämhch 
(5) S,g®(A^,B,,...,), D^3 25(A,.,5„...). 
Denn: ein Punkt von 8^ gehört zu S, also zu mindestens einem 
Summanden, etwa zu A; er kann aber nicht zu Â . gehören, da er 
sonst zu Äj gehören würde, gehört also zu A^ und zu ©(A ,̂ 5^,...). 
Ferner: ein Punkt von S)(A^,i?^,...) gehört zu D, aber nicht zu D-, 
da er sonst Punkt von Aj und nicht von A,. wäre, also gehört er zu D,.. 
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Der Durchschnitt a l le r Umgebungen von x besteht allein aus 
dem Punkt x, 
(6) {..-i^r^r,., i ; ,„ , ) , 

wie auf Grund des Axioms (Dl leicht nachzuweisen ist. Auch ein 
geeignetes Teüsystem von solchen Umgebungen (z. B, in einem 
metrischen Räume die mit den Radien 1, V, J, .,.) kann dieselbe 
Eigenschaft haben. 

Nach I ist die Summe beliebig vieler Umgebungen ein Gebiet. 
Umgekehrt läßt sich aber auch jedes von Null verschiedene Gebiet 
als Summe von Umgebungen darstellen. Ist nämlich 0 ein solches 
Gebiet und sind Z\, T',, . . , a l l e in 0 enthaltenen Umgebungen 
( c ; g G, r g G. ,..), so ist 
K-] G = S^f;, F , . . . 1 . 

In der Tat ist, wenn die ]\Ienge rechts mit <B bezeichnet wird, zu­
nächst £ g ( ? . Andererseits ist aber auch ( ? g 2 ; denn ist x ein 
Punkt von G, so gibt es eine Umgebung C/.g G, und nach Definition 
ist dann T. g S, x ein Punkt von <B. Hiermit ist die obige Gleichung 
bewiesen; auch ein geeignetes Teilsystem der in G enthaltenen Um­
gebungen kann dieselbe Eigenschaft haben. 

Die Menge der inneren Punkte behebig vieler Kreise, gleichviel wie 
diese Kreise zueinander liegen, ist also ein Gebiet und zwar das all­
gemeinste Gebiet (der Ebene). Nach I ist, wenn zwei Kreise einander 
schneiden, auch das Innere des entstehenden Kreisbogenzweiecks ein Gebiet. 

Daß eine der Formel (4) entsprechende Formel für S-=<S{A,B) 
nicht gilt, lehrt ein Beispiel wie dieses: zwei mit einer Seite aneinander­
gelegte Quadrate A, B (die Umfange mitgerechnet) büden ein Rechteck S, 
dessen Inneres außer den inneren Punkten von A und B auch noch die 
Punkte der gemeinsamen Seite, bis auf deren Endpunkte, enthält. 

Die Formel (6) zeigt, daß der Durchschnitt unendlich vieler, und 
zwar schon abzählbar vieler Gebiete kein Gebiet zu sein braucht. 

Die Summe auch nur zweier Randmengen braucht keine Rand­
menge zu sein. Die Menge der rationalen und die der irrationalen 
Punkt« geben als Summe das Gebiet E. 

Wir machen im Anschluß an den Satz I noch eine einfache 
Bemerkung, auf die wir im folgenden wiederholt zurückkommen 
werden. Wenn ein System von Mengen 31 (wie hier das System 
der Gebiete) die Eigenschaft hat, daß die Summe beliebig vieler 
Mengen des Systems wieder dem System angehört, so läßt sich in 
bezug auf eine beliebige Menge A, die mindestens ein 31 als Teil­
menge enthält, die größte in A e n t h a l t e n e Menge If definieren. 
Die Summe aUer Mengen M^A ist nämhch selbst ein 31, das Teil­
menge von A ist, und enthält jedes solche M seinerseits als Teil-
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menge. So würde man hier das größte in A enthaltene Gebiet Jf 
definieren können, indessen ist dieses nichts neues, sondern einfach 
das Innere von A, Denn a u s J f g A , 3f.= Jf folgt i fgA^; anderer­
seits ist A. selbst ein Gebiet, also J f g A ,̂ und demnach M—A.. 

Wenn andererseits ein System von Mengen 31 (wie das der 
Randmengen) die Eigenschaft hat, daß der D u r c h s c h n i t t beliebig 
vieler Mengen des Systems wieder dem System angehört, so läßt 
sich für eine Menge A, die in mindestens einem 31 als Teilmenge 
enthalten ist, die k l e i n s t e , A e n t h a l t e n d e Menge 31 definieren. 
Denn der Durchschnitt aller Mengen 312^ A ist selbst eine solche 
und in jeder andern als Teilmenge enthalten. So kann man, wenn 
A in einer Randmenge enthalten, also selbst Randmenge ist, die 
kleinste Randmenge 3 A definieren, die aber natürlich A selbst ist; 
ein weniger triviales Beispiel werden wir in den abgeschlossenen 
Mengen (§ 3) kennen lernen. Die Gebiete haben die Durchschnitts­
eigenschaft nicht; der Durchschnitt aller Gebiete s A ist (wie aus 
dem Axiom (D) leicht folgt) A selbst, also im aUgemeinen kein 
Gebiet. 

Ist A eine Punktmenge, B ihr Komplement, also 

iE = A +B 

^^^ \ = 4 + A^+ß.+ S ,̂ 
so werden die inneren Punkte von B gelegentlich auch als äußere 
Punkte für A oder von A bezeichnet. Die Randpunkte von A und 
von B werden G r e n z p u n k t e von A (also auch von B) genannt, 
und die Menge dieser Grenzpunkte 

(9) A = A +Br-B, 
heißt die Grenze von A oder von B. Die Grenze einer Menge ist 
also die Summe ihres Randes und des Randes der Komplementär-
menge.i Ein Gebiet z. B. hat keinen (von 0 verschiedenen) Rand, 
wohl aber im allgemeinen eine Grenze, nämhch den Rand des 
Komplements. 

Beispiele. Eine Kreisperipherie E zerlegt die Ebene in das Innere J 
und das Äußere L (E^J+E+L). Ist E=E^+E^ irgend eine Zer­
legung von .^in zwei fremde Mengen, so sei A = J+Ej^, also B = L +E^. 
Hier ist 

A,= J, A^=It\, B,^L, B^=iq, 

A=B^==E, + iq = E, 
die Kreisperipherie also die Grenze beider Mengen. 

' Der Sprachgebrauch verschiedener Autoren in bezug auf Ean'dpunkte, 
Grenzpunkte, Häufungspunkte, Verdichtungspunkte ist leider sehr schwankend. 
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A sei die .Menge der rationalen, />' die der irnitionalen Punkte. 
Hier ist 

.1 ;=0, .1^=.!. B. = 0. 1!^=B, 
A-B^^A + B^E. 

die Grenze beider Mengen ist die ganze Ebene. 
Die Grenze eiuer Summe oder eines D u r c h s c h n i t t s von 

Mengen steht mit den Grenzen der einzelnen Mengen im aUgemeinen 
in keinem einfachen Zusammenhang. Handelt es sich indessen um 
Gebiete ',/j. G,, ..., deren Summe uud Durchschnitt 

0=2G,.G,,...\ G'=J^(G„ G,,...) 
sei (wobei wir im Fall unendhch vieler Gebiete ausdrücklich vor­
aussetzen, daß auch G' ein Gebiet sei), und werden die Komple­
mente dieser Gebiete mit dem Buchstaben F, die Grenzen mit E 
bezeichnet so ist 

F = r / ; , ; • ; , . . , ) , F' = B:J-\, F,,...) 

und nach der Formel (5) 
(10) Em ^iII,, Ih, . . . \ / / ' g S(/ /„ II,, ...). 
Eine etwas inhaltreichere Formel für E erhält man im Fall p a a r ­
weise fremder Gebiete 

G=^G^+G„+G^+.... 
Hier ist 

I\=F+G,^+G,+ ..., 

und die Randpunkte von I-\ sind, da die Punkte von G,, Gg, ... 
innere Punkte der rechtsstehenden Menge sind, auch Randpunkte 
von F, also E^^E und demnach 
(11. EsSdI,,E,,...). 

§ 3. Die a-, ß-, /-Punkte. 

A sei wieder eine beliebige Punktmenge, und x ein Punkt von E. 
Wir definieren: 

X he iß t ein « - P u n k t (Be rüh rungspunk t ) von A, wenn 
in j e d e r Umgebung U^ mindes tens ein P u n k t von A l iegt ; 

X he iß t ein /9-Punkt (Häufungspunkt ) von A, wenn in 
j e d e r Umgebung ü^ unend l i ch viele P u n k t e von A l iegen; 

X he iß t ein / - P u n k t (Verdichtungspunkt) von A, wenn 
in j e d e r Umgebung ü^ u n a b z ä h l b a r unend l i ch viele P u n k t e 
von A liegen.! 

' Im Rahmen einer allgemein gehaltenen Theorie sind dies nur die ersten 
drei Glieder einer Skala, die der Skala der Alefs entspricht. Man würde also 
fortfehren können: x heißt ein ß-, y-, d-, ... Punkt von A, wenn in jeder 
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Die Mengen dieser Punkte soUen resp. mit 
A„, Aß, Aj, 

bezeichnet werden. G. Cantor nennt A^ die Able i tung von A, 
und neuerdings hat man Â , als den K e r n von A bezeichnet, welchen 
Ausdruck wir aber in anderem Sinne brauchen werden. Die 
Menge A„ ist bisher wenig beachtet worden, zum Schaden der 
formalen Einfachheit, 

Beispiele. Ist A die Menge der rationalen Punkte der Ebene E, 
so ist 

A,= Aß^E, 4 = 0 . 
Ist A die Menge der irrationalen Punkte, so ist 

A,=^Aß=A^=E. 

Haben / , E, L die Bedeutung wie S, 218, und ist A = J+ E^, so ist 
A, = Aß = A^=J+E. 

Ist A die Menge der ganzzahligen Punkte (Punkte mit ganzzahhgen 
Koordinaten), so ist 

A„ = A, A^ = A^=0 . 

Ist A die Menge der Punkte, deren Koordinaten die Reziproken 

ganzer Zahlen sind (also von der Form —, wo m eine ganze Zahl ^ 0 

ist), und bedeutet a den Anfangspunkt des Koordinatensystems, so ist 

A^ = A + {a], Aß={a], A^=0 . 
Jeder Punkt der Menge A selbst ist zugleich «-Punkt, da seine 

Umgebungen ihn selbst enthalten. Andererseits ist klar, daß ein 
/9-Punkt zugleich «-Punkt, ein /-Punkt zugleich /9-Punkt ist. Dem­
nach haben wir 
(1) - l „ g ^ , A^^Aß^A^. 
Genauer haben wir außer diesen Ungleichungen noch die Gleichung 
(2) A^=^{A,Aß). 

Nach (1) ist nämlich A„siS(A, A^); wir haben also zu zeigen, daß 
umgekehrt auch A„g(S(A, A„), daß also ein Punkt a;, der weder 
zu A noch zu Aß gehört, auch nicht zu A„ gehört. Da der Punkt x 
nicht zu Aß gehören soll, so hat er eine Umgebung ZJg, die nur 
endhch viele Punkte a^^, a^, ..., a^ von A enthält (sollte C/j keinen 
Punkt von A enthalten, so wäre die Behauptung schon bewiesen). 

Umgebung Z7x mindestens Ko> !><i, 2<2. ••• Punkte von A liegen. Im euklidischen 
Räume würden wir mit der Wahrscheinlichkeit zu rechnen haben, daß alle 
Mengen As und die folgenden Null sind, so daß diese allgemeine Theorie kein 
positives Ergebnis vor der speziellen voraus hätte. Dagegen müßte man z. B. 
für eine Umgebungstheorie der geordneten Mengen (S. 214) auch die Ver­
dichtungspunkte höherer Ordnung in Betracht ziehen. 
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Da X auch kein Punkt von A sein soll, so ist a^^x, und nach dem 
Axiom (D) gibt es eine Umgebung Uj von x, die den Punkt a, nicht 
enthält; analog definieren wir r , , .... U^. Nach dem Axiom (13) gibt 
es eine Um£;ebung 

dieser Durchschnitt, also auch ü, enthält keinen Punkt von A, folg­
hch ist X kein «-Punkt von .1, und die Gleichung (2) ist bewiesen. 

Set.'.en wir noch 
v3i A,^-^{A,Aß); 
dies ist also die Menge derjenigen Punkte von A selbst, die zugleich 
Hänfangspunkte sind. Die Vergleiehung von (2) und (3) lehrt: 

A„-A=Aß-A, 

ist die Menge derjenigen Häufungspunkte von A, die nicht zu A 
selbst gehören, und 

A^-Aß==A-A^ 

ist die Menge derjenigen Punkte von A, die nicht Häufungspunkte 
sind. Diese Punkte von A nennt man i so l i e r t e Punkte; nach dem 
Beweis der Formel 2̂) gibt es zu einem isolierten Punkt o eine 
Umgebung U^, die keinen Punkt von A außer a selbst enthält, 
womit sich der Name erklärt. Bezeichnen vrir noch die Menge der 
isoherten Punkte* mit A., so ist also 
(4) A = \+A., A^^Aß+Aj. 

Wir gehen nun dazu über, spezielle Kategorien von Mengen 
nach dem Verhalten von A zu Aß zu definieren (zwischen A und A^ 
besteht ja immer die Relation A g J J . Im allgemeinen ist keine 
dieser Mengen Teilmenge der andern, d. h. es gibt Häufungspunkte, 
die nicht zu A gehören, und Punkte von A, die keine Hänfangs­
punkte (sondern isolierte Punkte) sind. Die Mengen, wo eine der 
drei Relationen A^Aß besteht, werden folgendermaßen benannt: die 
Menge A heißt 

abgesch lossen , wenn A 3 A^, 

ins ichdicht^ , wenn A g A ^ , 

per fek t , wenn A — Aß. 

Also: die Menge A ist abgeschlossen, wenn sie ihre Häufungspunkte 

" Der Buchstabe i ist schon für innere Punkte vergriffen. 
' Wir schreiben dies in einem Wort, um einer Verwechselung vorzubeugen: 

später werden wir eine Menge in einer anderen Menge dicht nennen unter 
Bedingungen, nach denen jede Menge in sich selber dicht ist. Wenn wir 
nicht die Abweichungen vom Cantorschen Sprachgebrauch auf das Mindest­
maß einschränken wollten, würden wir eine insichdichte Menge lieber eine 
gehäu f t e Menge nennen. 
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enthält; insichdicht, wenn jeder ihrer Punkte Häufungspunkt ist; 
perfekt, wenn beides der Fall ist. Diese Ungleichungen lassen sich 
sämthch durch Gleichungen ersetzen. 

Ist die Menge abgeschlossen, A^Aß, so ist nach (2) A^=A. 
Ist umgekehrt A=A^, so ist nach (1) A^^Aß. 

Ist die Menge insichdicht, A^Aß, so ist nach (2) A„-=Aß. Ist 
umgekehrt A^ = Aß, so ist nach (1) A^Aß, 

Also können diese Mengen auch durch die Gleichungen definiert 
werden: A heißt 

abgesch lossen , wenn A =A„, 
i n s i chd i ch t , wenn A^ — Aß, 

per fek t , wenn A =Aß{ = AJ. 
Auch mit Hilfe der in (3) definierten Menge A^ können diese 

Eigenschaften erklärt werden. Für eine abgeschlossene Menge ist 
Aj^^Aß-, für eine insichdichte Menge A,^ = A, also A.^0, eine insich­
dichte Menge hat keine isoherten Punkte. Dies gibt den Anlaß, 
noch eine vierte spezielle Eigenschaft als Gegenstück zur Insich-
dichtheit zu definieren: die Meng-e A heißt i so l i e r t , wenn sie nur 
aus isoherten Punkten besteht, also mit der Menge üirer Häufungs­
punkte keinen Punkt gemein hat (2)(A,A^) = 0). Um also dieses 
Begriffspaar noch einmal gegenüber zu stellen, so heißt die Menge A 

ins ichd ich t , wenn A. = 0, A = Aj^, 
i so l ier t , wenn A^= 0, A = Aj. 

Wir haben wieder ausdrücklich hervorzuheben, daß wir das Ver­
schwinden einer der definierten Mengen nicht ausschließen. So 
nennen wir eine Menge, zu der überhaupt keine Häufungspunkte 
existieren (A^=0), insbesondere jede end l iche Menge, abgeschlossen 
und isoliert. Die NuUmenge wäre danach gleichzeitig als ab­
geschlossen, insichdicht, perfekt und isoliert zu bezeichnen; in § 2 
erschien sie auch als Gebiet und als Randmenge.^ 

Beispiele (vgl. S. 220).' Die Menge der rationalen wie der irra­
tionalen Punkte ist insichdicht, aber nicht abgeschlossen. Die Menge der 
ganzzahhgen Punkte ist abgeschlossen und isoliert. Die Menge J+ E^ 
(Kreisinneres plus einem Teil der Peripherie E). ist insichdicht, aber für 
E^czE nicht abgeschlossen; die Menge J+E ist auch abgeschlossen, 
also perfekt. Ist a ein Punkt außerhalb des Kreises, so ist die Menge 

' Die Behandlung der Nullmenge ist natürlich Geschmacksache; wie 
man sich auch dazu stelle, wird man gelegentliche Schwerfälligkeiten nicht 
vermeiden können. Dagegen halten wir es unter allen Umständen für unzweck­
mäßig, etwa die endlichen Mengen nicht mit zu den abgeschlossenen Mengen 
zu rechnen, wie dies mehrfach üblich ist. 
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J + A ' + j n ) abgeschlossen, aber iiieht insichdicht; die Menge ihrer iso­
liert eu Punkte ist \a\. 

Kogredienz . Wenn A g / i , so ist auch 
-l„gß„. A.^B., A S II , 

wie unmittelbar aus der Definition folgt, und aus der mittleren 
Formel und A g B selbst ergibt sich noch vermöge Durchschnitts­
büdung 

A,gZ?,.. 
Die Mengen A„, .1,.. -1^., -I,, (nicht A.) sind also mit A kogredient. 
Jede Teümenge eiuer isolierten Menge ist wieder isoliert. 

I t e r a t i o n . Wendet man auf die erhaltenen Mengen dieselben 
Prozesse noch einmal an und bezeichnet dies durch Doppelindices 
(z. B. A^g ist die Menge der ('^-Punkte von AJ, so güt^ 

l5] Aa = A' A^'^A' •^y«=4' 
(5'v -l„,j = 4 r 
Um die Formeln (5i zu beweisen, nehmen wir an, x sei ein «-Punkt 
von .1^, resp. A ,̂, resp. .J., und zeigen, daß x dann auch Punkt 
dieser Mengen is t Jede Umgebung CT. enthält mindestens einen 
Punkt y von A„, resp, J , . resp. A , und nach dem Axiom (C) gibt 
es eine Umgebung U g ü^. V enthält dann mindestens einen, resp. 
unendlich viele, resp. unabzählbar viele Punkte von A, und das 
Gleiche gilt also von U^, womit x als Punkt von J^, resp, A«, resp. 
A erwiesen ist. Daraus folgt 

und in Verbindung mit der allgemeinen Relation 31^31^ das Gleich­
heitszeichen. Die Formeln (5) besagen: 

Die Mengen A^, Aß, A sind s t e t s abgeschlossen. 
Um iö') zu beweisen, nenmen wir an, x sei ein /9-Punkt von A„ 

und CT. eine beliebige Umgebung, CT. enthält unendlich viele Punkte 
von A^. Sind diese allesamt Punkte von A, so enthält U^ unendhch 
viele Punkte von A. Gehört einer von ihnen, y, nicht zu A, so 
gehört er nach (2) zu A^; es gibt dann eine Umgebung CT̂ g U^, die 
unendhch viele Punkte von A enthält. Auch in diesem, also in 
jedem FaU enthält CT. unendlich viele Punkte von A, x ist ein 
/9-Punkt von A. Danach ist A^ßS^Aß, andererseits wegen der 
Kogredienz (weü A„3A) auch A^ß^Aß, womit (5') bewiesen ist. 

Die Menge A. ist also die Menge der Häufungspunkte nicht 
nur von A, sondern auch von A^. Ist A insichdicht, so ist A„ 
perfekt, nnd umgekehrt. 

' Weitere Formeln dieser Art können wir erst im folgenden Kapitel 
angeben (S. 270). 
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Auch für die Spaltung in Häufungspunkte und isolierte Punkte 
gelten gewisse Iterationsformeln, nämlich 

(6) A , ,= 0, A..^A.. 

Denn wegen A^.gA ist Aj^^Aß, 

A., = 2)(A.,A.^)g2)(A.,A^)=0. 

Die Menge A. der isolierten Punkte einer beliebigen Menge ist also 
selbst eine isolierte Menge. Dagegen ist nicht etwa A^. = 0 und Â  
im allgemeinen keine insichdichte Menge; denn die Punkte von Â  
sind zwar Häufungspunkte von A, brauchen aber keine Häufungs­
punkte von A^ (Häufungspnnkte von Häufungspunkten) zu sein. 

Verha l ten zu Summe und D u r c h s c h n i t t . Sind wieder 
A, B,... Mengen eines endlichen oder unendlichen Komplexes und 

S=(S{A,B,...), D = ^[A,B,...), 

so folgt aus der Kogredienz 

fÄ„3(S(A„,B„,...), i)„gS(A,,ß„,„.) 
(7) lSßm<B[Aß,Bß,...), Dß^'S>[Aß,Bß,...) 

lÄa@(A^,B^, . . . ) , D^g2)(A^,B^, ...) 

Für zwei (oder endlich viele) Mengen und ihre Summe S = 'S[A,B) 
gilt aber das Gleichheitszeichen: 

(8) 5„=S(A„,BJ, Sß=^^{Aß,Bß). Ä ^ = ( S ( A ^ , B ; . 

Um die erste dieser Gleichungen zu beweisen, haben wir nach (7) 
zu zeigen, daß Ä„g©(A„,BJ ist, oder daß ein Punkt, der weder 
zu A„ noch zu B^ gehört, auch nicht zu S^ gehört; und entsprechend 
für die beiden andern Formeln. 

Gehört x weder zu A^ noch zu B^, so gibt es eine Umgebung CT., 
die ke inen P u n k t von A enthält, und eine Umgebung V^, die 
keinen P u n k t von B enthält. Der Durchschnitt 'Siiü, V) enthält 
dann nach dem Axiom (B) wieder eine Umgebung von x als Teil­
menge und diese enthält ke inen P u n k t von S, also gehört x auch 
nicht zu S^. 

Ersetzt man hierin den Index a durch ß, resp. / , und die ge­
sperrt gedruckten Worte k e i n e n P u n k t durch die Worte höchs tens 
endl ich v i e l e P u n k t e resp. höchs tens a b z ä h l b a r viele P u n k t e , 
so hat man den Beweis der beiden andern Formeln. 

Aus der Kogredienz von A,̂  mit A folgt noch weiter 

(9) S,^<B[A„B„...), Z),gS(A„S„...) 

und daraus (analog wie in § 2 die Formel (5) aus (3) folgt) 

(10) S.^<B{A.,B.,...), D.m^{A.,B.,...). 
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Aus diesen Summen- uud Ihivehsehnittsformeln ergeben sich 
wieder verschiedene Sätze; 

I. D e r D u r c h s c h n i t t b e l i e b i g v i e l e r u n d d ie S u m m e 
e n d l i c h v i e l e r a b g e s c h l o s s e n e r M e n g e n i s t w i e d e r a b ­
g e s c h l o s s e n . 

IL D i e S u m m e b e l i e b i g v i e l e r i n s i c h d i c h t e r M e n g e n 
i s t w i e d e r i n s i c h d i c h t . 

B e w e i s von I. Is t . l ^ g .1, / / . g Z ? , ..., so folgt aus (7) 

Dß^XiAß, B,. ...)g-_1>,A, B, ...)= D, 

also ist auch D abgeschlossen. F ü r zwei Mengen (oder endlich viele) 
folgt aus S' 

Sß---2.A.,Ilß)^S[A,B)=S, 

also ist auch .̂ ' abgeschlossen. 
Oder: ist A^^ A. B^= H, ..., so ist nach (7) D^^D, anderer­

seits immer D^SD. also D^ = D. und nach (8) ^^=S. 

B e w e i s von I I . Ist Aß^ A, B^m >>, •••, so ist nach (7) 

s ^ 3 S ( j ^ . , / > ' ^ , . . . ) 3 S ( , i , / ; , . . . ) = , s 

also auch 5 insichdicht. 
Oder: ist A. = Bj =... = 0, so ist nach (10) auch S. = 0. 
Der Durchschnitt beliebig vieler isolierter Mengen ist wieder 

isohert, was aber trivial ist, denn schon jede Teilmenge einer 
isoherten Menge ist isoliert. 

Die .Summe unendlich vieler abgeschlossener Mengen braucht nicht 
abgeschlo-sen zu sein, nicht einmal die Summe abzählbar vieler. Auf 
der geraden Linie ist die Menge der Punkte mit den Abszissen 1. ^ . -J-, ... 
nicht abgesehlos<en: aber sie ist die .Summe abzählbar vieler abgeschlossener 
Mengen, nämhch solcher, die aus je einem Punkt bestehen. 

Der Durchschnitt auch nur zweier insichdichter Mengen braucht 
nicht insichdicht zu sein. Z. B. sind die geraden Linien der Ebene 
insichdichte Punktmengen; der Durchschnitt zweier sich schneidender 
Geraden besteht nur aus dem .Schnittpunkt, ist also keine insichdichte 
Menge. 

Die Summe auch nur zweier isolierter Mengen braucht nicht isoliert 
zu sein. Die lineare Punktmenge, bestehend aus den Punkten 1, ^, ]-. ..., 
ist isohert; die Menge, die aus dem einen Punkt 0 besteht, ist isoliert; 
die Summe beider ist nicht isoliert, da sie den zur Menge gehörigen 
Häufungspunkt 0 hat. 

Nach den Sätzen I , I I und mit Rücksicht auf die in § 2 ge­
machten Bemerkungen kann man folgende Mengen definieren: 

D i e k l e i n s t e a b g e s c h l o s s e n e M e n g e 3 A. Da A stets 
Teilmenge einer abgeschlossenen Menge (z. B. E) ist, so existiert 

H a u s d o r f f , M^rngenlohro. l o 
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diese Menge jedenfalls; sie ist aber nichts Neues, sondern mit A„ 
identisch. Denn nennt man sie Jf, so folgt aus ilfg A: 3I=3I^mA^; 
andererseits, weil A^ selbst abgeschlossen ist, J f g A , demnach 
Jf=A„, 

Die g röß te i n s i c h d i c h t e Te i lmenge von A. Auch diese 
existiert stets, da A wenigstens die insichdichte Teilmenge 0 hat. 
Sie ist von großer Wichtigkeit in der Theorie der Punktmengen; 
wir nennen sie den Kern von A und bezeichnen sie mit A .̂ Ihre 
Punkte heißen K e r n p u n k t e , die übrigen Punkte von A sepa r i e r t e 
Punkte, deren Menge Â  der s e p a r i e r t e B e s t a n d t e i l von A. 
Wir erhalten damit noch eine Zerlegung außer den bisherigen: 

(11) A==A, + A^. 

Dabei ist der Kern A,̂  die Summe a l le r i n s i chd ich ten Tei l ­
mengen von A, 

Ist A selbst insichdicht, so hst A,. = A, A^=0. 
Enthält A keine insichdichte Teilmenge (außer 0), so ist A j = 0 , 

A,= A. Eine solche Menge heißt s e p a r i e r t . 
Offenbar gelten die Iterationsformeln 

(12) 
^ ' lA.= o, A,=A 

Denn A,̂  ist insichdicht, also mit seinem Kern identisch. Anderer­
seits ist A ĵ. insichdicht, also Aj+ Â ,̂  nach II eine insichdichte Teil­
menge von A; da A,̂  aber die größte solche Teilmenge ist, so muß 
A ,̂̂ = 0 sein. Es folgt daraus, daß der separierte Bestandteil einer 
beliebigen Menge stets eine separierte Menge ist. 

Zu der Spaltung in Häufungspunkte und isolierte Punkte ver­
hält sich die jetzt betrachtete folgendermaßen. Jede insichdichte 
Teilmenge von A ist auch Teilmenge von A^, denn aus 

ß g A , B g ß g A , 
folgt ^ ^ 

BgS(A,A^) = A,. 
Der Kern von A ist also auch Kern von A^, folghch auch von A,^^, 
''^^ AhTi "sw.; umgekehrt gehören zu den separierten Punkten 
von A nicht nur die isoherten (Menge A), sondern auch die iso­
lierten Punkte von A^ (Â _̂ .), von A^^ (A^^p usw. Wir haben also, 
wenn wir endliche Iterationen dieser Spaltung in Betracht ziehen: 

A , g S ) ( A , A „ A , „ A , , „ . . . ) 

A 3 A . + A,. + A, , . + A , , , . + .... 

In Kap, VIII, § 4 werden wir sehen, wie die u n e n d l i c h fort-
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gesetzte Abspaltung der isolierten Punkte schließlich den Kern 
übrig läßt. ' 

Eine isolierte ^lenge ist auch separiert, aber nicht umgekehrt. 

Beisp ie l . Auf der Genulcn sei .1 die Menge der Punkte, deren 
1 1 

Abfzi-eu von der Form 1 sind, p und q natürliche Zahlen, von 
P '1 

denen wir p^q voraussetzen können. Bezeichnen wir bei festem p die 
Mensre der Zahlen 1 mit A . also 

A =a+i. i + ^ _ -.1+1 i 
so ist 

A = S ; . 1 , , A , . A 3 , . . . ) . 

Die Menge A^ hat den Punkt — aU einzigen Häufungspunkt; diese 

Punkt« —• und der Punkt 0, der ja Häufungspunkt der Punkte 
1 1 2 . 

j = — î T. sind also Häufungspunkte von .-1. Weitere Pläufungs-
punkte hat A nicht. Soll nämhch x Hänfangspunkt sein, so darf offen­
bar X nicht negativ sein; a; = 0 ist Häufangspunkt; für positives x 

können wir eine natürliche Zahl ;) >-— wählen, so daß ~^x. Wir 
' X P 

setzen dann 
B = Z'A„A, V , ) . ( 7=e ( J^ , J^^„ . . . ) , 

A=S^TAC';, Aß^m',ß,G^. 
2 

Da mm alle Zahlen der Menge A höchstens gleich — sind und dasselbe 

von den Zahlen der Menge C gilt, so ist x kein Häufnngspunkt von G 
und muß also Punkt der Menge 

H'.i T^! 
sein, die atis den (einzigen) Hänfungspunkten von Aj, A^, .... A j besteht. 

Hiermit ist bewiesen, daß A außer den genannten keine Häufungs­
pnnkte hat, also 

A = {O,L| , | , . . . ) . 

Da die Punkte — = 1 zu A gehören, so ist 
p fp -Zp 

A={l' i ' | - -} 
und diese Menge ist isoliert, da ihr einziger Häufnngspunkt 0 nicht zu 

^ß-^ 

' G. Cantor nennt A^ die Kohärenz, Aj die Adhärenz von A; .4,,;, die 
z-weite Kohärenz usw., sodaß At dann die „letzte Kohärenz" wird. 

15* 
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ihr gehört. Also ist A^^=0 und A^ = 0, die Menge A separiert. Man 
sieht hier, wie die Punkte von A^ zwar Häufungspimkte von A sind, 
aber in A^ zu isoherten Punkten werden. 

Der Leser diskutiere die Menge A der Zahlen — -] \ (p, q, r 

natürliche Zahlen) und zeige, daß hier erst A^^^=0 wird; auch diese 
Menge ist also separiert. 

Wir haben jetzt noch die Verbindung dieses Paragraphen mit 
dem vorigen herzustellen. Ist A eine behebige Menge und B ihr 
Komplement , also 

E=A + B, 
so bestehen für irgend einen Punkt x von E nur zwei Möghch­
keiten: entweder gibt es eine Umgebung U^, die keinen Punkt von A 
enthält, oder es gibt keine solche. Im ersten Fall gehört diese 
Umgebung U^ zu B, also ist x innerer Punkt von B; im zweiten 
enthält jedes U^ mindestens einen Punkt von A, also ist x ein 
«-Punkt von A. Die Mengen A„ und B^ sind also Komplemente: 

(13) E=A, + B, = A, + B^, 

das I n n e r e e iner Menge und die Menge der B e r ü h r u n g s ­
punk te des Komplements sind Komplemente . 

Ist insbesondere A„ = A, so ist B. = B, d. h, ist A abgeschlossen, 
so ist B ein Gebiet, und vice versa. 

Das K o m p l e m e n t e iner abgesch los senen Menge ist ein 
Gebie t , und das K o m p l e m e n t e ines Geb ie tes is t eine ab­
geschlossene Menge. 

Von den Sätzen § 2 ,1 und § 3,1 kann hiemach der eine aus 
dem andern vermöge des Prinzips der Dualität (Kap, I , § 4) ge­
folgert werden. Abgeschlossene Mengen und Gebiete sind die wich­
tigsten und einfachsten Objekte der Theorie der Punktmengen. 

Die Menge E und die NuUmenge sind gleichzeitig abgeschlossen 
und Gebiete (im euklidischen Räume wird sich zeigen, daß dies die 
einzigen abgeschlossenen Gebiete sind). 

Vergleichen wir (13) noch mit der Formel 

S = A . + Â  + ß; + B^ = A + B. + B^ = A. + A, + B, 
so folgt 

A,_ = A + J5,, B^ = B+A^; 

die Menge A^ — A der nicht zu A gehörigen Häufungspunkte von A 
ist also mit dem Rand B^ des Komplements identisch. 

Die Grenze A •= A,. + B^ einer beliebigen Menge ist stets ab­
geschlossen, da ihr Komplement A^ + B^ als Summe zweier Gebiete 
ein Gebiet ist, oder auch, weil A = 2)(A„, BJ der Durchschnitt ab­
geschlossener Mengen ist. 
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Wenn wir die in den beiden vorangehenden Paragraphen ans 
einer Menge A abgeleiteten .Mengen-1,., ,1^, .J,_, .1^ .̂ .1^, .1̂  ,1,^, A.. A,. .1, 
noch einmal überblicken, so sehen wir, daß alle diese Mengen sicli 
mit Hih'e von Sununeu-, Durchschnitts- uud Dift'erenzenbüdung (aus 
endhch vielen .Mengen' auf die drei .1^, .1^, A, (Menge der Häu-
fungs-, Verdichtungs-, Kernpunkte) zurüeklühren lassen. Denn .l„ 
ist die Summe von .1 und J , , .1. der Durchschnitt beider, A. das 
Komplement A — A^ und .1^ das Komplement A — A,.; nach den 
letzten Betrachtungen endlich lassen sich Inneres, Rand und Grenze 
durch f^-Mengen ausdrücken. 

Noch weitergehend können wir zeigen, daß sich bei Zulassung 
von Summen- und Durchschnittsbüdung aus unendlich vielen Mengen 
alle unsere Mengen durch r^-Mengeu ausdrücken lassen. Es ist 
nämlich 

X ein (:?-Punkt von A dann und nur dann, wenn er f/-Punkt 
jeder Teilmenge A' ist, die alle Punkte von .1 bis auf endhch viele 
enthält (A — A' endhch); 

X ein /-Punkt von A dann und nur dann, wenn er «-Punkt 
jeder Teümenge A' ist, die alle Punkte von A bis auf höchstens 
abzählbar viele enthält (A — A" höchstens abzählbar). 

In der Tat ist wegen 

( A - A ' ) ^ = 0 , ( A - J " ) , = ü: 

Aß=S'A'ß,{A-A')ß)=A'ßQA:^, 

. i ^ = 2 : . r , ( . i - . n , ; = A ; g . i ; ; g . i ; ; . 

Ein Pimkt x von A„ gehört also allen .1^ an; umgekehrt, ist y 
kein Häufungspunkt von .1 , so hat er eine Umgebung U, für die 
2!(.l, CT) endlich ist, und ist kein «-Punkt von A'= A — 'Z){A, U^), 
gehört also nicht allen A^ an. Demnach ist A^ = 25A ,̂ — Ebenso 
gehört ein Punkt x von A.̂  allen A'^ an ; ist umgekehrt y kein /-Punkt 
von A, so gibt es ein U mit höchstens abzählbarem 2>(A, CT), und 
y ist kein «-Punkt von A"= A — 'i£){A, U,j, gehört also nicht allen 
A '̂ an. Folghch ist A. = 2)A^'; übrigens auch A„=1)Äß. 

Letzten Endes lassen sich also alle unsere Mengen auf Mengen 
von «-Punkten (oder, wenn man will, auf Mengen von inneren 
Punkten) zurückführen. 

§ 4. Divergente, kompakte, konvergente Jlengen. 

Nach der Definition der ß- und /-Punkte ist begreiflich, daß 
unendliche Mengen ohne Häufungspunkt (A„=0) und unabzählbare 
Mengen ohne Verdichtungspunkt (A = 0) eine besondere Rolle spielen 
werden. Von den letzteren wollen wir indessen absehen, da sich 
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in den meisten von uns betrachteten Räumen ihre. Nichtexistenz 
heraussteUen wird (Kap. VIII, § 3, I). Eine unendliche Menge 
ohne Häufungspunk t nennen wir d i v e r g e n t ; ^ das ist ein 
SpezialfaU einer unendhchen isoHerten Menge (2i(A,A^) = 0), Im 
euklidischen Räume ist z. B. die Menge der ganzzahhgen Punkte 
divergent; die Menge der Punkte, deren Koordinaten die Reziproken 
ganzer Zahlen sind, ist unendlich und isoliert. 

Eine Menge ohne d ivergente T e i l m e n g e nennen wir (nach 
M. Pr6chet ) kompakt ; dazu rechnen wir natürlich auch die end­
lichen Mengen inkl. der Nullmenge. Jede unendhche Teilmenge 
einer kompakten Menge A bat also mindestens einen (nicht not­
wendig zu A gehörigen) Häufungspunkt. Jede Teilmenge einer kom­
pakten Menge ist kompakt; die Summe endlich vieler kompakter 
Mengen ist wieder kompakt.^ 

Wir schließen hieran zwei sehr wichtige Sätze, die sich auf 
kompakte abgeschlossene Mengen beziehen.^ 

I. (Durchschnittssatz von Cantor). E ine abs te igende Folge 
AJ 3 Ag 3 ... kompak te r , abgesch lossener , von Null ver­
schiedener Mengen ha t einen von Nul l verschiedenen 
Durchschn i t t . 

Wir wählen aus jeder Menge A,̂  einen Punkt a„; die Menge 
der verschiedenen unter den Punkten a,̂ , a^^.^, a,.^^,, ... (die ja alle 
in A„ liegen) sei ß,̂  g A„. Ist B^ endlich, so ist für unendlich viele 
Indices a„ = a; der Punkt a gehört dann zu unendhch vielen, folghch 
zu allen Mengen A„, also auch zu ihrem Durchschnitte = 2)(AijA^,...). 
Ist aber B^ unendhch, so hat es als Teümenge der kompakten 
Menge Aj mindestens einen Häufungspunkt a; für jedes n ist dann 
a auch Häufungspunkt von B^, also auch von A„. Wegen der Ab­
geschlossenheit von A^ gehört dann a zu A„ selbst, also wieder zu D. 

Die Voraussetzung der Kompaktheit ist, wie übrigens die andern 
auch, wesenthch. Auf der geraden Linie ist die Halbgerade A„, be­
stehend aus den Punkten, deren Abszisse a ; ^ w, abgeschlossen, aber nicht 
kompakt (beschränkt). Alle andern Voraussetzungen sind erfüllt, trotzdem 
ist 2)(Aj ,̂ A^, . . . ) = 0 . 

1 Nach diesem Sprachgebrauch ist Divergenz nicht das kontradiktorische 
Gegenteil von Konvergenz (s. u.), sondern nur ein spezieller Fall von Nicht-
konvergenz, den viele Autoren als eigentliche Divergenz bezeichnen. Die 
Menge der rationalen Punkte z. B. ist weder konvergent noch divergent. 

^ Im eukhdischen Räume, der selbst nicht kompakt ist, wird sich zeigen, 
daß kompakte und beschränkte Mengen identisch sind (Kap. VIII, § 10). 

'Diese Mengen nennt M. F r e c h e t extremal, weil jede in ihnen de­
finierte stetige reelle Funktion beschränkt ist und Extrema (Maximum und 
Minimum) hat (Kap. IX, § 1). 
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II. ,Satz von Borel). Ist eine kompakte abgeschlossene 
Menge in der Summe eiuer Folge von l-rebieten e n t h a l t e n , 
so ist sie be re i t s in einer Summe von endl ich vielen Ge­
bieten dieser Folge en tha l t en . 

A sei kompakt, abgeschlossen und 

. l£ .s = S^G„ n,,,...). 

Die Behauptung lautet, daß bereits für ein gewisses n (und natürlich 
alle folgenden) 

Setzen wir 

so ist 
s' 

! 
femer 

3 .-,, .^ . , . . . ) = 5 ( ^ j , <•.,. ...] = s. 

daraus durch Schneiden mit A 

s;/?„ß,,. . .) ? f . i , .v = j , 
also 

2. i „ .U, , . . ) = ..!-37;,./;. , , . . .)=o. 
Nun ist jedes (?„ und ,Ŝ  ein Gebiet, A'—S„ abgeschlossen, 

J^ = 2(A, £"—.\) abgeschlossen und kompakt. Wären alleA^^r^O, 
so müßte nach dem vorigen Satze auch ihr Durchschnitt ;= 0 sein, 
was aber nicht der Fall ist. Polglich muß es ein n geben, wofür 
A„=0 , und dann ist A=IS,^. .l = 2>(J,.Sj. also ^ Ig •'>'„• 

Von diesem Satze gilt eine Art Umkehrung, bei der wir aber 
statt von einer Folge zunächst von einem beliebigen System oder 
Komplex von Gebieten sprechen müssen; beide Sätze werden im 
nächsten Kapitel eine Verschärfung erfahren. 

IIL IUmkehrung des Boreischen Satzes). Wenn für j edes 
System von Geb ie t en , in deren Summe die Menge A ent­
hal ten ist , A be r e i t s in e iner Summe von endl ich vielen 
Gebie ten dieses Systems en tha l t en ist , so is t A kompak t 
und abgeschlossen. 

Nehmen wir erstens an, A sei nicht kompakt, habe also eine 
divergente Teilmenge B. Zu jedem Punkt a von A existiert dann, 
weil er nicht Häufangspunkt von B ist, eine Umgebung U^, die nur 
endhch viele Punkte von B (vielleicht keinen) enthält. Die Summe 
aUer dieser Umgebungen (Gebiete) TJ^ schließt A ein, aber eine 
Summe endlich vieler tut es nicht, da sie nur endlich viele Punkte 
von B enthält. Das ist ein Widerspruch zu der über A gemachten 
Voraussetzung, also muß A kompakt sein. 

Zweitens sei A nicht abgeschlossen, habe also einen nicht zu A 
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gehörigen Häufungspunkt x. Für jeden Punkt a von A existiert 
nach dem Umgebungsaxiom (D) eine Umgebung CT̂  und eine zu­
gehörige, von a abhängige Umgebung von x, die keinen Punkt mit 
CT gemein hat, so daß also x kein «-Punkt von C/̂  ist. Nach 
§ 3, (8) ist X auch für eine Summe endlich vieler E^ kein «-Punkt; 
eine solche Summe kann also A nicht einschließen, da x Häufungs­
punkt von A sein sollte. Die Summe aller V^ aber schließt A ein. 
Das ist ein Widerspruch zu der über A gemachten Voraussetzung, 
also ist A abgeschlossen. 

Wir übertragen jetzt zwei Hauptbegriffe der elementaren Ana­
lysis in die Theorie der Punktmengen, die Begriffe Limes und 
Konvergenz. 

Der P u n k t x he iß t ein Limes der unend l i chen Menge A, 
wenn jede Umgebung D_^ fast a l le P u n k t e (d. h. alle bis auf 
höchstens endlich viele) der Menge A e n t h ä l t . 

Der Begriff Limes ist also eine Verschärfung des Begriffs 
Häufungspunkt; ist x ein Limes von A, so ist er gewiß /?-Punkt 
von A. Er ist aber sogar der einzige /?-Punkt von A; denn ist 
2/=1=03 und wählt man nach dem Axiom (D) E^ und D^ fremd, so 
enthält TJ^ fast alle, TJ also nur endlich viele Punkte (eventuell 
keinen) von A und y ist kein Häufungspunkt von A. Um so mehr 
ist X der einzige Limes von A, Eine Menge A bat also entweder 
einen einzigen Limes x oder gar keinen; im ersten Fall nennt man 
sie konvergent (sie konvergiert nach a;) und schreibt 

x = lim A. 
Dies zieht die Gleichung \x\ = Aß nach sich; umgekehrt braucht 
eine Menge mit einem einzigen Häufungspunkt aber nicht konvergent 
zu sein (vgl. Satz IV), z. B. auf der geraden Linie die Menge der 
Punkte 1, 2, 1, 3 , 1 , .... 

Nach der Definition ist x = lim A auch Limes jeder unendhchen 
Teümenge A! von A, also Punkt von AI oder Ä^. Umgekehrt ist 
ein Punkt, der «-Punkt (oder /9-Punkt) jeder unendhchen Teil­
menge A' der unendhchen Menge A ist, Limes von A; denn gäbe 
es ein TJ^, das nicht fast alle Punkte von A einschließt, so wäre 
Ä = A — 'S)iA,U^ unendlich und hätte x nicht zum «-Punkt. Auch 
der Limesbegriff läßt sich also auf den Grundbegriff des «-Punktes 
zurückführen (vgl. § 3 am Ende), 

Nach dem soeben Bemerkten ist eine konvergente Menge kom­
pakt, denn jede unendhche Teilmenge hat einen Häufungspunkt, 
Umgekehrt ist eine kompakte Menge mit einem einzigen Häufungs­
punkt konvergent. Denn ist A kompakt und x ihr einziger Häufungs­
punkt, CT̂  eine Umgebung, so kann A'=2)(A,£'—CTJ nur endlich 
sein, denn andernfaUs hätte A' einen Häufungspunkt y, der von x 
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verschieden sein muß, weil .r nicht einmal «-Punkt von A' ist. / ' . 
enthält also fast alle Punkte von A; 3 ; = l i m J . Wir haben also 
die Identität k o n v e r g e n t e r Mengen und kompak te r i\lengeii 
mit einem einzigen Häufungspunk t oder den folgenden Satz 
bewiesen: 

IV. Eine konve rgen te -Menge A is t kompak t und ha t 
einen einzigen H ä u f u n g s p u n k t a; = l i m J . Eine kompakte 
Menge J mit einem e inz igen Häufungspunk t x i s t kon­
vergent und es ist a; = l imA. 

' 5 ^ 

§ 5. Punkt- und 3IengenfoIgeii. 

Von einer abzählbaren Punktmenge zu unterscheiden ist eine 
Pnnktfolge 

9l = (aj, o , - •••, a„. •••) , 
d. h. ein Punktkomplex mit der Menge der natürlichen Zahlen als 
Argument. Zwei Punkte mit verschiedenen Indices brauchen nicht 
verschieden zu sein: die Menge A der verschiedenen Punkte der 
Folge 9t ist endlich oder abzahlbar. 

Die bisher entwickelten Begriffe gestatten eine unmittelbare 
Übertragung von Mengen auf Folgen. Wir nennen x einen «-Punkt 
von Sl, wenn in jeder Umgebung CT. mindestens ein Punkt der Folge 
hegt; einen /9-Punkt oder Häufungspunkt, wenn in jeder Umgebung 
U^ unendhch viele (d. h, zu unendlich vielen Indices gehörige) Punkte 
der Folge hegen.' Die Mengen der «- und /9-Punkte seien 91 ,̂ 3U,; 
offenbar ist 

2t„=A„, ^lißSAß, 
denn ein Häufungspunkt der Menge ist auch Häufungspunkt der 
Folge, aber nicht umgekehrt. Die aus lauter gleichen Punkten be­
stehende Folge (a, a, a, ...) hat den Punkt a zum Häufungspunkt; 
die zugehörige Menge \a\ hat keinen. 

x heißt ein Limes der Folge 21, wenn in jeder Umgebung U^ fast 
alle Punkte der Folge (aUe Punkte einer Restfolge a,a^^.^,a^j^,,...) 
hegen. Eine Folge bat höchstens einen einzigen Limes; wenn sie 
einen hat, so heißt sie konvergent und man schreibt wieder x = lim 21, 
in diesem PaUe auch x = lima oder, wenn ein Mißverständnis zu 
befürchten ist, genauer a; = lima,^. Die Folge (a,a,a,. . .) konvergiert 

nach a. Jede Teüfolge einer konvergenten Folge konvergiert nach 
demselben Limes. Ist die zu einer konvergenten Folge 2t gehörige 

' Wenn wir Punktkomplexe mit beliebigem Argument in derselben Weise 
behandeln wollten, so wären auch j'-Punkte in Betracht zu ziehen, die es bei 
Folgen nicht gibt. 
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Menge A unendlich, so ist A eine konvergente Menge und hm A=hm 21. 
Schreibt man umgekehrt eine konvergente abzählbare ^ Menge A in 
Gestalt einer Folge 91, indem man ihre Punkte umkehrbar eindeutig 
den natürlichen Zahlen zuordnet, so ist 21 eine konvergente Folge 
und lim 21 = lim A. Eine Folge ohne Häufungspunkt heißt divergent 
und eine Folge ohne divergente Teilfolge kompakt. Kompakte Folgen 
mit einem einzigen Häufungspunkt sind konvergent und vice versa. 
Eine Menge ist dann und nur dann kompakt, wenn alle aus ihren 
Punkten gebildeten Folgen kompakt sind oder mindestens einen 
Häufungspunkt haben. 

Um eine Anwendung der letzten Bemerkung zu geben, zeigen 
wir, daß in einem metrischen Räume mi t A auch A„ kompakt 
ist. Wählen wir eine beliebige Folge von Punkten «^ aus A„ und 
bestimmen zu jedem x^^ einen Punkt a^^ aus A mit einer Entfernung 

^A<^ — • -D^ -̂  kompakt ist, hat die Folge der a^ mindestens 

einen Häufungspunkt x; bei vorgegebenem positivem g ist also für 

unendlich viele Indices xa^<^g, xx^^<.g-\ , also immer noch für 

unendhch viele xx.^<C2g, die Folge der x^^ hat einen Häufungs­
punkt X. 

In einem metrischen Räume bedeutet die Relation a; = hmo^, 
daß für jede positive Zahl g fast alle Entfernungen «a^ kleiner 
als g sind, oder also, daß im gewöhnlichen Sinne der Konvergenz 
von Zahlenfolgen 

Ivmxa.^ = 0 
ist. Ferner folgt für einen weiteren Punkt y aus dem Dreiecksaxiom 

xy - xa^^ya^^^'^y + ^ ^ : 

limya^ = yx, 
und ebenso für zwei konvergente Folgen lima^ = a;, lim&„ = «/ 

Betrachten wir jetzt eine Mengenfolge A^ A,, ..,, A„, ... und 
erinnern zunächst an die Begriffe in Kap. I, § 9, \ o nur die An­
gehörigkeit von Elementen zu Mengen in Betracht kam. Wir hatten 
dort als un te ren Limes 

(I) i = LiminfA^ 
die Menge der Punkte definiert, die fas't a l len A angehören; als 
oberen Limes " 

(II) i lf=LimsupA„ 

1 Auf dem bisherigen Standpunkt folgt noch nicht, daß eine konvergente 
Menge stets abzählbar ist (vgl. Kap. VIII, § 2, I). 
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die Menge der Punkte, die unendl ich vielen .l_, angehören. Auch 
die DarsteUung dieser Mengen müssen wir hier noch einmal in 
etwas veränderter Gestalt wiederholen. 

Es bedeute 
-P = Ü'i>i'i' •••) ^i'iß Menge von fast aUen natürlichen Zahlen, 
Q= */i, «/j, ...} eine Menge von unendlich vielen natürlichen Zahlen, 

und wir setzen 
p p 

.SV. 3.1,,, Dp^T.l. 

. \ , = S . ! , DQ = ^A„. 
n 

Dann folgt aus der Definition 

(1) L = SDp, J /=©Dg 

'die Summe über alle P resp, G erstreckt). Zwei weitere Formeln 
gewinnen wir durch Duahtät, d. h. Übergang zu den Komplementen. 
L ist die Menge der Punkte, die nur endlich vielen Komplementen 
£ —A., angehören, also E—L die Menge derer, die unendlich vielen 
E—A, angehören, oder 

E— Lim inf A,^ = Lim sup i^E — Aj, 
ebenso 

E — Lim sup A,,= Lim inf [E— AJ. 

Stellt man diese Mengen nach (1) dar und nimmt wieder die Kom­
plemente, so folgt 
2) ' I/ = S).S<?, J / = 2 ) . S 

(der Durchschnitt über alle Q, resp. P erstreckt). Damals haben 
wir nur die erste Formel (1) und die zweite Formel (2) ent-
wickeltj weil diese nur Summe und Durchschnitt abzählbar vieler 
Mengen zu bilden verlangen, wobei es überdies genügt, statt der 
sämtlichen P nur die Restfolgen n, n+1, n + 2, ... in Betracht 
zu ziehen. 

Auf unserem jetzigen topologischen Standpunkt ergibt sich nun 
ein weiter Spielraum für Definitionen neuer Mengen auf Grund der 
gegebenen Mengenfolge. So könnte man z. B, die Punkte betrachten, 
die «-Punkte von fast aUen Mengen sind; ihre Menge ist Lim inf A„„ 
und nicht identisch mit der Menge der «-Punkte von Lim inf A„, 
also mit L^. Ähnliche Begriffsbildungen kann man mit Lim sup 
und mit /^-Punkten, /-Punkten, inneren Punkten usw. wiederholen. 
Unter allen diesen Mengen scheinen folgende vier von besonderer 
Bedeutung zu sein. 
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x sei ein Punkt, von dem jede Umgebung TJ^ mit fast aUen 
Mengen A,̂  Punkte gemein hat. Die Menge dieser Punkte x 

(tH) L = iÄminfA,^ 

heiße der un te re abgesch lossene L imes der Mengenfolge. 
X sei ein Punkt, von dem jede Umgebung TJ^ mit unendKch 

vielen Mengen Â^ Punkte gemein hat. Die Menge dieser Punkte x 

(IV) M = Lim sup A^ 

heiße der obere abgesch lossene Limes der Mengenfolge. 
X sei ein Punkt, von dem eine Umgebung U^ existiert, die fast 

allen Mengen A„ angehört. Die Menge dieser Punkte x 

(V) -L = LiminfA„ 
heiße das un te re L imesgeb ie t der Mengenfolge. 

X sei ein Punkt, von dem eine Umgebung TJ^ existiert, die un­
endlich vielen Mengen A^ angehört. Die Menge dieser Punkte x 

(VI) i f = Lim sup A„ 
heiße das obere L imesgeb ie t der Mengenfolge. 

Daß die Mengen (III) und (IV) in der Tat abgeschlossen, die 
Mengen (V) und (VI) Gebiete sind, geht sowohl aus einer einfachen 
Überlegung wie aus der nachher folgenden Darstellung hervor. 

Wir haben hier also im ganzen sechs Limesbildungen. Aus 
den Definitionen ergibt sich unmittelbar, daß 

Agif, L-^M, L^M. 
Im Falle der Gleichheit zwischen dem betreffenden unteren und 
oberen Limes bezeichnen wir diese Menge als Limes schlechthin, also 

i = J f=LimA^, 

L = 31='LimA , 
L = M= Lim A„ 

resp, als Limes, abgeschlossenen Limes und Limesgebiet der Mengen­
folge, 

Ferner ist, ebenfaUs in unmittelbarer Folge der Definition, 
i g i g L , J l f g j f g ] ^ ; 

das Limesgebiet ist in beiden Fällen die kleinste, der abgeschlossene 
Limes die größte Menge und zwischen beiden hegt der Limes, Mit 
Rücksicht darauf, daß die unterstrichenen Mengen Gebiete, die über-
strichenen abgeschlossen sind, folgt genauer 

i g i ^ g L g i ^ ^ g L , 

i / g J f j g ü f g i f ^ g F , 
ohne daß etwa L = i usw. zu sein brauchte. 
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Eine Änderung, Weglassung oder Hinzufügung endlich vieler 
Mengen ist auf die Limesmeugen ohne Einfluß. Hetrachten wir 
von der Mengenfolge eine Teilfolge ,1 , , , J„ , ... und bezeichnen deren 
sechs Limites durch Anhängung des Iudex 1, so folgt unmittelbar 

/. -= Lj . : :i/, ê  .IT, 

/• g I ^ £ I/j g 31, 
L^L^ g j / j g J/, 

woraus hervorgeht, daß die Existenz von Lim, Lim oder Lim für 
die ganze Folge die E.xistenz desselben Limes für die Teilfolge 
nach sich zieht. 

Die DarsteUung der vier neu hinzugekommenen Limites be­
ginnen wir mit den Limesgebieten. Ein Punkt x der Menge L ist 
ofienbar innerer Punkt eines der Durchschnitte Dp aus fast allen J , , \ 
also Punkt von Dp,-, und umgekehrt; ebenso ist 31 die Menge der 
inneren Punkte der Durchschnitte DQ aus unendlich vielen .1^. 
Demnach ist 
(3) L = SDpi, J/ = Si?g,-. 

Die beiden andern Mengen gewinnen wir wieder durch Komplement-
büdung. Ist x ein Punkt von L, so gehört jede Umgebung U^ nur end­
lich vielen Komplementen E—A an; ein Punkt y von E—L hat also 
eine Umgebung U,, die unendlich vielen E—A,^ angehört, d. h. E—B 
ist das obere Limesgebiet der Mengen T?—.1,. Für einen Punkt x 
von 31 hat jede Umgebung TJ.^ Punkte mit unendlich vielen A,, ge­
mein; für einen Punkt y von E— 31 gibt es also eine Umgebung TJ^^, 
die nur mit endlich vielen A,, Punkte gemein hat, also fast allen 
£•—xip angehört: E—3! ist das untere Limesgebiet der Mengen 
E-A,. Also ist 

E—Lim inf A„ = Lim sup(Jg—JJ, 
E — Lim sup A„ = Lim inf [E — AJ. 

Stellen wir die Mengen rechterhand nach (3) dar und nehmen die 
Komplemente (wobei nach § 3, außer den sonstigen Vertauschungen, 
die Menge der inneren Punkte durch die Menge der «-Punkte zu 
ersetzen ist), so ergibt sich 

(4, Z = 2>Äe„, J/=2)-S'p„. 

Aus diesen DarsteUungen folgt ein Teü des bereits Gesagten noch 
einmal, z. B. daß die Mengen (3) als Summen von Gebieten wieder 
Gebiete, die Mengen (4) als Durchschnitte abgeschlossener Mengen 

' Dazu genügt nicht etwa, daß er innerer Punkt fast aller An sei. 
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wieder abgeschlossen sind usw. Die nach P zu erstreckenden Summen 
und Durchschnitte (bei denen man sich wieder auf Restfolgen be­
schränken kann) umfassen nur abzählbar viele Mengen, die nach § 
hingegen unabzählbar viele; die Mengen L und 31 sind also in dieser 
Hinsicht einfacher als die beiden andern. 

EbenfaUs aus den Formeln (3), (4) oder direkt aus der Definition 
folgt, daß die Mengen A.^ bei der Bildung der Limesgebiete durch 
die größten darin enthaltenen Gebiete A^;, bei der Bildung der 
abgeschlossenen Limites durch die kleinsten sie enthaltenden ab­
geschlossenen Mengen A,̂ ^ ersetzt werden dürfen. Denn für 

D = 35(Aj,A,,...), /J = S(A,. ,A,, , . . . ) 
ist Z>; g A g D, folglich i3; = J^, und in (3) bleiben also Dpi, DQI bei 
Ersetzung der A,, durch die A ĵ unverändert; ferner für 

5 = © ( A , A , , . . . ) , 2;=(3(A,„,A,„, . . . ) 
ist Ä̂  3 .S 3 S und S^ = S^, woraus das Entsprechende für (4) folgt. 
Bei der Bildung der Limesgebiete kann jede Menge A„ durch eine 
Menge mit denselben inneren Punkten, bei der Bildung der ab­
geschlossenen Limites durch eine Menge mit denselben «-Punkten 
ersetzt werden. 

Beispiele. 
(«) Für die Folge A, 5 , A, 5, . . . ist stets Äp=©(A, 5), Z>p=2)(A,K), 

während 8Q = ©(A, B) oder A oder B und DQ = 2)(A, B) oder A 
oder B sein kann. Nach (1) ist 

L = S)(A, B), 3I=(B (2)(A, B), A, B) = (S(A, B) 
und nach (2) 

£ = S(©(A,S) ,A ,5 )=25(A,S) , M=(B{A,B); 
nach (3) 

i = 35(A, 5), = 25(4,5,), 
^ = ( 5 ( S ( A , i J ) „ A „ Ä ) = © ( A „ 4 ) 

und nach (4) 

Also 

i^=25((S(A,£)„,A„,i?J=25(A„,5„), 

^ = ® ( A S ) „ = (S(A„,5J. 

L = 'S>{A,B), M=(3(A,B), 
^ = 2)(A,,i?.), J f = © ( 4 , S . ) , 

i = ^(A„,SJ , ^=(S(A„,BJ . 

Hier ist zwar L = L., M=3I^, aber nn allgemeinen nur M^M^, 

Für A = 5 , wenn also aUe Mengen identisch sind, ist 

L = M=A, L = M=A,, L = M=A^. 
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Wir haben hier die Darstellung nach den Formeln (1)—-(4) aus­
führlich gegeben; bei den folgenden Beisjjielen überlassen wir sie, 
oder die Herleitung der Limesmengen aus der 1 )efiuition, dem Leser. 

'ß Die -1 mögen eine absteigende Folge büden: Aj3. l . , 3 . . . 
L = J / = ? , . l ^ , J , , . . . ) = ^ , 

I = J / = ^ [ A , „ , A , „ , . . . ) 3 i ) „ . 

i;' Die A„ bilden eine aufsteigende Folge: A^gA, g . . . 

X = . ¥ = 3 ( . l i , . L , . . . ) = 6 \ 

L = | i = 3(.i,.., J , , , . , . ) g . s ) , 

L = J 7 = 5 „ . 

1(5) Wenn die A,, paarweise fremd sind, ist jedenfalls 

L = j / = L = l / = 0 . 

[i] A = [a^, a.,. ...] sei eine abzählbare Menge und A,^ — {aJ be­
stehe aus dem einen Punkt a^. Dann ist 31 = Aß. hingegen L = lim A 
oder = 0 , je nachdem die Menge ,1 konvergent ist oder nicht. Der 
abgeschlossene Limes L = 3I existiert dann und nur dann, wenn die 
Menge A konvergent oder divergent ist. 

Setzt man dagegen A^^ = {a,, a,, ..., aJ, so ist Z = j 7 = .1^. Jede 
abgeschlossene Menge, in der eine abzählbare Menge dicht ist (§ 8), 
kann also als abgeschlossener Limes endlicher Mengen dargestellt 
werden. 

Setzt man drittens .1 = •« . so ist L— 31= A„. *;<+!' • • • ) ' — —- — — —/i' 

Diesen Beispielen allgemeiner Art fügen wir noch einige spe-
zieUe hinzu. 

I„ die 

dann ist L = 31 die Ordinaten-

Pür die Folge der Geraden 

(̂ ) In der euklidischen Ebene sei 

Gerade x = — 
n 

achse x = 0. 
X— 1, 2 , . j - , 3 , ^ , 

achse. 
ist L = 0, 31 die Ordinaten-

IT/) A^^ sei die gebrochene Linie ac„&, die 
die Punkte mit den rechtwinkligen Koordinaten 
(— 1, Oj (0, n) (1, 0) verbindet. L = 3I besteht aus 
den beiden Halbgeraden x= +1, y^O. Fig. 4. 
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§ 6. Relativbegriffe. 

Die Menge A heiße in Jf abgesch los sen (relativ abgeschlossen), 
wenn 
(1) A = '^{31, F) 

d e r D u r c h s c h n i t t von If mi t e iner abgeschlossenen Menge 7 
ist. Dazu ist die ^Bedingung 
(2) A = ®(ilf, AJ 

notwendig und hinreichend. Denn aus (1) folgt 

A^F, A^^P^^F, 
A = S(A, AJ = 25(Jf, F, AJ = ^[31, AJ, 

und aus (2) folgt, daß A der Durchschnitt von 31 mit einer ab­
geschlossenen Menge A^ ist. 

Die Bedingung (2) ist mit 

AmX{M,Aß) 
gleichwertig, wenn wir A als Teilmenge von 3£ voraussetzen, und 
besagt: die Teilmenge A von Jf ist in Jf abgeschlossen dann und nur 
dann, wenn A alle seine zu Jf gehörigen Häufungspunkte enthält, 
oder wenn 31-A keinen Häufungspunkt von A enthält. 

Folgende Sätze sind unmittelbar evident: 
Die Summe endl ich vieler und der Durchschn i t t be­

liebig vieler in 3i abgesch lossene r Mengen ist wieder in M 
abgeschlossen. 

Jede Menge ist in sich selbst abgeschlossen. Ist A in B, B 
m G abgeschlossen, so auch A in G. Ist A g ^ g C und A in G 
abgeschlossen, so auch A in B. Ist A in B abgeschlossen und B 
(absolut, d. h. in E) abgeschlossen, so ist auch A abgeschlossen. Ist 
A g B und A abgeschlossen, so ist auch A in B abgeschlossen. 

Der Kern j e d e r be l iebigen Menge Jf i s t in 31 ab­
geschlossen. 

Denn ist 31=31,^ + 31^, 31^ der Kern oder die größte insichdichte 
ieilmenge von Jf, so kann 31-31,^ = 31^ keinen Häufungspunkt k 
von Jf̂  enthalten, da sonst J f ,+ {Ä} insichdicht nnd = Jf, wäre. 

Der Kern einer abgeschlossenen Menge ist demnach selbst ab­
geschlossen und gleichzeitig insichdicht, also: 

Der Kern j ede r abgesch los senen Menge is t per fekt . 
Die Menge B heiße ein Re la t ivgeb ie t von Jf, wenn 

(̂ ) B='S){3I,G) 
de^ Durchschn i t t von 31 mit einem Gebie t G ist. Dann ist 
p S-G abgeschlossen, A = 31-B='Z[3I, F) in 31 abgeschlossen 
und vice versa, d. h. Relativgebiete von 31 und in Jf abgeschlossene 
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Mengen sind Komplemente voneinander (in .M). Über Relativgebiete 
gelten entsprechende Sätze wie über relativ abgeschlossene Mengen, 
z. B.: 

Der D u r c h s c h n i t t endl ich vieler und die Summe be­
liebig vieler R e l a t i v g e b i e t e von 31 ist wieder ein Re la t iv ­
gebiet von .1/. 

Für das Relativgebiet (3 i gelten außer den allgemeinen Formeln 
§ 3, J für Durchschnitte noch die folgenden: 

4̂  />;,3^.-1/, . <-?\ /i;,-3^,-v,,, Gl, Bj,3 2)(.iT.,ö. 

flenn ist A = ? .1/, J-̂  das Komplement von B in .If. wobei also 

J / = A + J 5 , E=F+G, 

''• ein Gebiet und F abgeschlossen ist, so ist wegen F= J '^3 /•' 3 F 

^ ^ A„g?:,.l/,,i- 'J = 2);j/,./-l 
und analog: 

A„ g 2 -1f„, F), Aß g ?(Jf,, F), A^ g J(Jf„ T-i. 
Daraus folgen die Formeln (4) nach einer schon mehrfach an­
gewandten Schlußweise, nämlich: ein Punkt von 2'(J4, G) ist Punkt 
von -V„= S(-l„, B^\ aber nicht Punkt von A^, da er sonst Punkt 
von 2:AI,, F. wäre, folglich ist er Punkt von B^, womit die erste 
Formel '4' bewiesen ist. 

Ein Ee la t i vgeb ie t von e iner ins ichd ich ten Menge is t 
wieder ins ichdicht .^ Denn aus J f .g . l f folgt nach (4) J3„ 3 B. 

Die Begriffe des Relativgebiets und der relativ abgeschlossenen 
Menge sind noch einer etwas systematischeren Auffassung fähig, 
indem wir eine ganze R e l a t i v t b e o r i e entwickeln, die sich, statt 
auf die Menge E. auf eine Teilmenge von ihr als zugrunde liegenden 
Raum bezieht. 

Sobald eine Menge E mit einem System von Teilmengen (Um­
gebungen) U^ vorliegt, das den vier Umgebungsaxiomen genügt, so 
sind für eine beliebige Menge A g E die entsprechenden Mengen 
-1,,. A; usw. definiert. Ist A außerdem Teilmenge einer anderen 
Menge Jf, für deren Punkte y ein System von Umgebungen Û  mit 
den gleichen Axiomen gegeben ist, so erhalten wir ein neues System 
von Mengen A,̂ ,, A,., usw. nnd eine neue, mit der ersten durchaus 
gleichlautende Theorie, in der alle Sätze der ursprünglichen formal 
richtig bleiben, aber eine ganz andere Bedeutung erlangen können. 
Z. B. ist nach wie vor die Summe von Gebieten wieder ein Gebiet, 
aber eine Menge kann im ersten System ein Gebiet sein und im 

' Im euklidischen Räume sind Gebiete insichdicht; indessen braucht der 
Durchschnitt zweier insichdichter Mengen im allgemeinen keine insichdichte 
-Menge zu sein. 

H a a s d o r f f , Mragenlchrc. 16 
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zweiten nicht, wenn nämlich A = Aj =(= A,;,, Solche Überlegungen 
machen sich z. B, notwendig, wenn wir eine ebene Punktmenge 
gleichzeitig als räumliche auffassen wollen. 

Der wichtigste Fall ist, daß, bei gegebener Menge E und be­
stimmten Umgebungen U^, Jf eine Te i lmenge von E ist und die 
neuen Umgebungen als die e n t s p r e c h e n d e n Tei lmengen der 
alten definiert werden; wir ordnen also jedem Punkte y von Jf die 
Umgebungen 
(5) F ,= ®(CT,Jf) 

zu, die evidentermaßen die vier Umgebungsaxiome erfüllen. Ist z. B. 
E ein metrischer Raum, so ist V die Umgebung mit gleichem 
Radius g wie U, nämhch die Menge der Punkte von Jf, deren 
Entfernung von y kleiner als g ist. 

Nachdem hiermit die Umgebungen fixiert sind, hängt alles 
weitere nur von der Menge Jf ab, und jeder solchen (nichtverschwin­
denden) Menge Jf entspricht eine R e l a t i v t h e o r i e , in der Jf statt E 
die Rolle des umfassenden Raumes übernommen hat. Ist A Teil­
menge von 31, so nennen wir also einen Punkt y -von 31 einen 
relativen «-, ß-, / -Punkt von A, wenn jede Relativumgebung V 
mindestens einen resp. unendlich viele resp. unabzählbar viele Pimkte 
von A enthält, oder wenn immer 

S(F^,A) = S(CT,Jf,A) = 2)(CT ,̂A) 

von Null verschieden resp. unendlich resp. unabzählbar ist. Das 
besagt, daß y ein (zu Jf gehöriger) absoluter «-, ß-, /-Punkt von A 
ist, und für die Mengen dieser Punkte ergibt sich also einfach 

(6) A,„, = 2)(A„, Jf), A,ß, = ^{Aß,3I), A,̂ , = S(A^, Jf). 

Nennen wir demgemäß A relativ abgeschlossen oder in Jf ab­
geschlossen, wenn A = A(„,, so stimmt dies mit unserer anfänghchen 
Definition überein. 

Die Menge der zu A gehörigen relativen Häufungspunkte von 
A ist 

A<„ = X{A, A,ß,) = S)(A, Jf, Aß) = S(A, Aß) = A^, 

also von Jf unabhängig und gleich der Menge der zu A gehörigen 
absoluten Häufungspunkte von A; man kann auch sagen, daß Â  
die relative Ableitung von A bezogen auf A selbst ist. Ebenfalls 
von dem umfassenden Räume Jf unabhängig ist demgemäß die 
Definition insichdichter Mengen (A = AJ, folglich auch der Kern Â , 
und die Mengen A. und A . 

J ^ 

Der Punkt y von Jf heißt ein relativ innerer Punkt von A, 
wenn eine Umgebung F ^ g A existiert. Die Menge A^ der relativ 
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inneren Punkte ergibt sich durch die ins Relative übertragene 
Komplementbildung folgendermaßen. Setzen wir 

.1/=.!-! /,', E=.l'+B, 
also 

A ' = A + ( / ? - . ! / ) , 
so ist 
A. ^ w = i / - ^ v - 3>(T;- /?„, j / ) = T(.i/, JT), 
Wegen A ' 3 . ! ist A^;,h ^v-',- -10- -I,i also im allgemeinen nicht die 
Menge der zu -V gehörigen absolut inneren Punkte von A, sondern 
größer als diese; auch absolute Randpunkte können zu relativ 
inneren Punkten werden. 

Nennen wir .1 ein Relativgebiet von Jf, wenn A = A,,.,. also das 
Komplement B= f>\̂ , in 31 abgeschlossen ist, so stimmt dies mit der 
zuvor gegebenen Erklärung überein. 

Die Übertragung der weiteren Begrifie ins Relative überlassen 
wir dem Leser. Z. B. wird man .1 in Jf kompakt nennen, wenn 
jede urirndliche Teilmenge von A einen Häufungspunkt in 31 hat 
(also kompakt schlechthin = kompakt in Ey. eine in Jf abgeschlossene 
nnd in 31 kompakte Menge ist in sich se lbs t kompakt (über das 
Umgekehrte vgl Kap. VIII, § 2 . 

Ist speziell Jf = E,,. ein euklidischer Raum von m Dimensionen, 
der in einem eukhdischen Raum E=E,^ von n Dimensionen {nym) 
enthalten ist, und legt man die gewöhnliche Definition von U^ 
(Inneres einer /'-dimensionaleu Kugel vom Radius oj zugrunde, so 
erhält auch V^ nach (5) die gewöhnliche Bedeutung (Inneres einer 
Tw-dimensionalen Kugel vom Radius g). Die (absolute) Theorie der 
Punktmengen in E.^ wird dann, wenn wir diese Punktmengen jetzt 
als Punktmengen in E^^ betrachten, zur Relativtheorie bezüglich E^; 
was wir auf dem >H-dimensionalen Standpunkt eine abgeschlossene 
Menge oder ein Gebiet nennen, ist auf dem ?i-dimensionalen eine 
in E^ abgeschlossene Menge oder ein Relativgebiet von E.^. Als 
Besonderheit kommt hier noch hinzu, daß E„^ (in EJ abgeschlossen 
ist, also für A g .E'̂  auch A^ g E^, und daher nach (6) 

A(^ = A^, Afß, = Aß, Ai.,1 = AJ,. 

Diese Mengen hängen also im gegenwärtigen Falle von dem 
Räume, in dem wir A betrachten, nicht ab; eine in E^ abgeschlossene 
Menge ist auch absolut (in EJ abgeschlossen. Nicht so steht es 
mit ^1,.,, dessen Verschiedenheit von A; = 0 im aUgemeinen bestehen 
bleibt und sich durch die Formel (7) erklärt, und mit der Definition 
des Gebietes, die also vom umgebenden Räume abhängt; eine von 0 
verschiedene Teilmenge A von .K^ ist in i?„ niemals ein Gebiet, 
kann aber eins in E^ sein (wenn E^ — A abgeschlossen ist; E,^ —A 
ist nicht abgeschlossen). 

16* 
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§ 7, Znsammenhang. 

Wir definieren 1; 
E ine von Null ve r sch iedene Menge A heißt zusammen­

hängend, wenn sie sich n ich t in zwei fremde, von Null 
verschiedene, in A abgesch lossene Te i lmengen spalten läßt. 

Um also den Zusammenhang einer Menge A zu beweisen, hat 
man zu zeigen, daß bei jeder Zerlegung A = Â  + A2, wo Aj und^^ 
in A abgeschlossen sind, die eine dieser Teilmengen verschwinden muß. 

Da AJ als Komplement von A^ ein Relativgebiet ist, ebenso 
Ag als Komplement von Aj, so kann man auch sagen: eine Menge 
heißt zusammenhängend, wenn sie sich nicht in zwei (fremde, von 
Null verschiedene) Re la t i vgeb ie t e spalten läßt. 

Insbesondere ist eine abgeschlossene Menge zusammenhängend, 
wenn sie sich nicht in zwei abgeschlossene Mengen, ein Gebiet, 
wenn es sich nicht in zwei Gebiete spalten läßt. 

Eine Menge, die nur einen Punkt enthält, sehen wir im Ein­
klang mit der Definition als zusammenhängend an. 

Wir leiten einige einfache Sätze ab, die teüweise nur hin­
reichende, nicht notwendige Bedingungen des Zusammenhangs aus­
sprechen. Dabei wird mehrmals von der Bemerkung Gebrauch ge­
macht, daß eine Zerlegung 

A = S(A, FJ + 2)(A, F,) = A^ + A, 

in zwei relativ abgeschlossene Mengen auch für jede Teümenge B 
von A eine entsprechende Zerlegung 

B=^{B,AJ + 'S{B,A,) 

= 'S^{B,FJ+'S>{B,FJ = B,+B, 

in zwei relativ abgeschlossene Mengen hervorruft. 
I. Wenn je zwei P u n k t e von A einer zusammenhängen­

den Tei lmenge von A angehören , so is t A se lbs t zusammen­
hängend . 

Angenommen, A sei nicht zusammenhängend, also A=A^ + A^ 
eine Zerlegung in zwei nichtverschwindende, relativ abgeschlossene 
Summanden. Sind dann x^, x^ zwei behebige Punkte von A^, A^, 
so gehören sie einer zusammenhängenden Teilmenge B von A an; 
andererseits entspricht jener Zerlegung von A eine Zerlegung 
B = B^ + B^, wo Bj und B^ in B abgeschlossen und von NuU ver­
schieden sind (weil sie die Punkte x^, x, enthalten). Dies wider-

Piir den Zusammenhang sind verschiedene Definitionen üblich; die im 
Text gegebene deckt sich mit keiner von ihnen, scheint uns aber die natür-
hchste und allgemeinste zu sein. 
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spricht aber dem Zusammenhange von B; also ist die Annahme, 
A sei unzusammenhängend, zu verwerfen. 

Wir werden später sehen, daß z. H. eine geradlinige Strecke zu­
sammenhängend ist; dtmach ist jede konvexe .Menge .1. d. h. eine solche, 
in der je zwei Punkte durch eine /.n .1 gehörige Strecke verbunden 
werden können, zusammenhängend, z, B, die ganze Ebene, das Innere eines 
Kreises n. dgl. 

H. Die Summe zweier z u s a m m e n h ä n g e n d e r Mengen, 
die mindes tens einen P u n k t gemeinsam haben , ist se lbs t 
zusammenhängend . 

Wir können die Mengen in der Form A + D, B+ /> annehmen, 
wo -D ihr von Null verschiedener Durchschnitt und A, B, D paar­
weise fremd sind; ihre Summe ist dann 

.S= ,1 + B + B , 
Sei S = -Sj — .% eine Zerlegung in zwei relativ abgeschlossene Mengen, 
undA = Aj + . j j . B= Bi + B^, D = D^ + D^ die entsprechenden Zer-
legtmgen. Dann sind A^ +1\ und A., +D^ in A + B abgeschlossen, 
und weil A +D = {Aj^ +DJ + (A^+D.,) zusammenhängend voraus­
gesetzt war, so muß einer dieser Summanden Null sein, etwa 
Aj + Bj = 0, also Aj = -Dj = 0. Wegen .D = 0 ist dann D^^O, und 
da ebenso eine der Mengen B^ +D^, B.,+D^ verschwinden muß, so 
muß Bj+-Dj = 0, Bi = B j = 0 sein. Damit folgt S^ = 0, die Zer­
legung von 5 in zwei relativ abgeschlossene Mengen bedingt also 
das Verschwinden der einen: S ist zusammenhängend. 

m . Die Summe be l ieb ig vie ler zusammenhängende r 
Mengen, die paa rwe i se mindes t ens einen P u n k t gemein 
haben, ist wieder z u s a m m e n h ä n g e n d . 

Es sei 5 = S i . ! . B , G, ...). Zwei Punkte von S gehören ent­
weder einem Summanden A an, der eine zusammenhängende Menge 
ist, oder sie gehören zwei Summanden A, B an, deren Summe 
3(A, B) nach IL ebenfalls eine zusammenhängende Menge ist. In 
jedem FaUe gehören sie also einer zusammenhängenden Teilmenge 
von .S' an, und nach I ist S selbst zusammenhängend. 

Ist insbesondere D = 'Zi[A, B, G, ...), der Durchschnitt a l l e r 
der zusammenhängenden Mengen A, B, G, ..., von Null verschieden, 
so ist S zusammenhängend. 

Sei A eine behebige von 0 verschiedene Menge. Unter einer 
K o m p o n e n t e von A verstehen wir eine g röß te zusammen­
hängende Te i lmenge von A, d. h. eine solche, die in keiner 
anderen enthalten ist. Die Existenz solcher ist auf Grund von III 
leicht zu folgern. Ist nämlich p ein Punkt von A, so gibt es 
jedenfaUs zusammenhängende Teilmengen, die p enthalten (wenn 
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keine andere, so wenigstens die Menge [p], die aus p allein besteht). 
Die Summe aller zusammenhängenden Teilmengen, die p enthalten, 
sei P=A{p); dann ist P eine Komponente, denn nach III ist P 
selbst zusammenhängend, und jede zusammenhängende Menge 3 P 
enthält p, ist also ein Summand der Summe P und g P, folglich = P. 

Wenn zwei Komponenten P, Q einen Punkt gemein haben, so 
sind sie identisch. Denn nach II ist dann auch die Summe ©(P, Q) 
zusammenhängend und 3 B; sie kann nicht :=> P sein, weil P sonst 
keine größte zusammenhängende Menge wäre, und demnach ist 
©(P, Q) = P=Q. Ein Punkt von A kann also höchstens einer 
Komponente angehören, nach dem vorhin Gesagten gehört er aber 
auch wirklich einer an. Danach zerfällt A in Komponenten derart, 
daß, wenn man aus jeder Komponente einen Punkt p auswählt und 
diese Punkte die Teilmenge B = [p, q, ...} von A büden, 

A = :E A[p) = A{p) + A{q) + ... = P+ Q + ... 
p 

ist. Die Mächtigkeit der Menge B heiße die Komponentenzahl 
von A; sie ist für eine zusammenhängende Menge 1, für eine un-
zusammenhängende Menge > 1, wobei sie endhch oder ein Alef 
sein kann. Man beachte wohl, daß die Komponenten auch aus 
einzelnen Punkten bestehen können; sogar wissen wir bis jetzt nicht, 
ob es zusammenhängende Mengen mit mehr als einem Punkt wirk­
lich gibt. 

IV. I s t A zusammenhängend , so ist auch die Menge i„ 
und jede Menge zwischen A und A„ zusammenhängend . 

Mit andern Worten: aus einer zusammenhängenden Menge ent­
steht durch Hinzufügung beliebig vieler Häufungspunkte wieder eine 
zusammenhängende Menge. 

Sei A g B g A„ und B = A + E, so daß E aus Häufungspunkten 
von A besteht, die nicht zu A gehören. Einer Zerlegung B = B^ + B^ 
in zwei relativ abgeschlossene Mengen entsprechen die Zerlegungen 
^ = A + A ' S= E^ + E^. Wegen des Zusammenhanges der Menge A 
muß einer ihrer Summanden NuU sein, etwa A^ = 0, A, = A, 

B=E^+[A + E,). 

Dann muß aber auch £ ^ = 0 sein, denn für .H^rsO wäre A + fl2 
nicht in B abgeschlossen, weil ein Teü ihrer Häufungspunkte nicht 
zu ihr selbst, wohl aber zu B gehören würde. Folglich ist Bi = 0, 
B zusammenhängend. 

V. Die Komponen ten e iner Menge A sind in A ab­
geschlossen. 

Denn ist Peine Komponente von A, so kann A-Pkeinen Häufungs-
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puukt h von B enthahen. da son^t P- \k\ nach IV zusammenhängend, 
P also keine größte .'usammenhängende Teihneni :e wäre.' 

VI. E ine zusammenhängende .Menge, die mehr als einen 
Punkt en thä l t , ist i n s i chd ich t . 

Gleichbedeutend damit ist die Behauptung: wenn A einen iso­
lierten Punkt a und außerdem noch andere Punkte enthält, so ist 
-I unzusammenhängend. Ist l'^ eine Umgebung, die keinen Punkt 
von -1 außer a enthält, so ist 

J = ? i A , r ) - ' l^[A,E-rj = {a] + A,. 
Hier ist .Ij in .1 abgeschlossen, weil E—TJ^ abgeschlossen ist (als 
Komplement des Gebietes UJ; \a\ ist als endliche Menge ab­
geschlossen, also auch in A abgeschlossen. Beide Mengen sind =^0, 
alsii ist A unzusammenhängeutl. Es geht hieraus zugleich hervor, 
daß \a\ für sich allein eine Komponente von .1 ist. 

Eine abgesch lossene zusammenhängende ]\Ienge, die aus 
mehr als einem Punkt besteht, ist nach VI perfekt . Die Kom­
ponenten einer abgeschlossenen Menge sind nach V abgeschlossen, 
also entweder Mengen mit einem einzigen Punkt oder perfekt. 

V n . E n t h ä l t e ine zusammenhängende Menge P u n k t e 
von Komplemen tä rmengen A, B [E= A +1>). so en thä l t sie 
auch einen P u n k t der Grenze A = B^^. 

Ist G diese zusammenhängende Menge, so ist 
G= 2[r, ..f + 1>;C, B) 

und beide Summanden sind von Null verschieden. Wäre nun 
? C, AJ = 2)(C, AJ+^UJ, BJ = 0, 

so wären liC, A) = l^'^fi, A) nnd 2;(C', B) = SiC, B,.) Relativgebiete 
von C, und G also nicht zusammenhängend. 

In der eukhdischen Ebene ist jede zusammenhängende Menge, die 
mehr als einen Punkt enthält, von der Mächtigkeit 
des Kontinuums. Denn wenn a imd b zwei ver­
schiedene Punkte von G sind, so ziehe man eine (Je-
rade G derart, daß a und b auf verschiedenen Seiten 
von G liegen; A sei die Halbebene (inklusive ''/'), in 
der a hegt, B die Halbebene (exklusive G), in der b 
liegt. Dann ist A^= G. B^= 0, A^= /T^= G, und G 
muß also G in mindestens einem Punkte treffen. Da 
man eine mit dem Kontinuum äquivalente Menge 
paralleler Geraden dieser Art ziehen kann, so enthält G 
(mindestans und auch höchstens) X = 2̂ » Punkte. 
Danach ist jede endhche oder abzählbare Menge, die Mengen aus einem 

Fig. 5. 

Dagegen braucht A — P in A nicht abgeschlossen zu sein. 
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Punkt ausgenommen, gewiß unzusammenhängend, und die Komponenteu 
einer solchen Menge bestehen aus ihren einzelnen Punkten. Man sieht, 
•wie der Beweis von der Ebene auf den w-dimensionalen Raum E„ zu 
übertrafen ist; auf der geraden Linie E^ enthält eine zusammenhängende 
Menge zugleich mit zwei Punkten auch jeden zwischenliegenden Punkt. 

In einem metrischen Raum enthält eine zusammenhängende Menge 
zugleich mit zwei verschiedenen Punkten a, b für jede positive Zahl 
g<,~äb mindestens einen Punkt x mit ax = g, ist also mindestens von 
der Mächtigkeit des Kontinuums. Denn andernfalls zerfiele sie in zwei 
Relativgebiete, nämlich die Menge ihrer Punkte mit ax <C Q nnd mit 
ax y g. 

Es sei A eine nichtverschwindende Menge und 
A = Ai + A3 = B i + B 2 = C i + a 2 = . . . 

möge alle Zerlegungen von A in zwei fremde, relativ abgeschlossene 
Mengen bedeuten (auch A + 0 mitgerechnet). Ein bestimmter Punkt JJ 
gehöre zu A,, Bj, G^, .... Die Menge 

Ap=S(A„Bi , q , . . . ) , 
die wieder in A abgeschlossen ist, ist die Menge aller Punkte, die 
bei j ede r Zerlegung demselben Summanden wie j? angehören; wir 
nennen sie die zu p gehörige Quas ikomponen te von A.' Es ist 
unmittelbar ersichtlich, daß, wenn p und p' stets demselben Sum­
manden angehören, ebenso p' und p", auch p und p" es tun, daß 
folglich jeder Punkt von A einer und nur einer Quasikomponente 
angehört und damit eine bestimmte Zerlegung 

in Quasikomponenten hervorgerufen wird. Eine zusammenhängende 
Teilmenge von A gehört bei jeder Zerlegung einem Summanden an, 
da sie sonst in zwei relativ abgeschlossene Teilmengen zerspalten 
würde; insbesondere ist die zu p gehörige Komponen te A{p) in der 
zu p gehörigen Quas ikomponente A enthalten: A(p)gA . Wohl 
aber können mehrere Komponenten sich zu einer Quasikomponente 
vereinigen, wie ein Beispiel zeigen wird; die Anzahl der Quasi­
komponenten ist höchstens gleich der Anzahl der Komponenten. 
Ist das Komplement A — A einer Quasikomponente in A abgeschlossen, 
so ist Ajj zusammenhängend, also eine Komponente; denn wäre 
A^ = B+ C eine Zerlegung in zwei nichtverschwindende Summanden, 
die in A^, also auch in A abgeschlossen sind, so wären B und 
G+[A — A^) in A abgeschlossen, und zwei Punkte von B, 0 gehörten 
zu verschiedenen Quasikomponenten. Insbesondere fallen bei end-

sich selbst. 
Eine zusammenhängende Menge hat eine einzige Quasikomponente, 
Uai-
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hcher Quasikomponentenzahl î also auch bei endlicher Komponenten­
zahl) die Quasikomponenten mit den Komponenten zusammen. Ge­
hören JBJ , / , , . . . , />„ zu paarweise verschiedenen Quasikomponenten, 
so ist eine Zerlegung A = ..1^+.1., + ... + A„ in lauter relativ ab­
geschlossene Mengen möglich, wo p^ zu .1, , ..., 7;,, zn A^ gehört. 
Denn dies ist für n = 2 richtig und überträgt sich von n auf n + 1: 
ist jpj ein (/»+ !)'*'' Punkt, der etwa zu .1, gehört, und A = B^+Bj^ 
eine Zerlegimg, bei der p^ zu Bg und p^ zu Bj gehört, so ist 
A = ?vA^, BQ) + ? -Ij, Bj) + , ( . ,+ ... + A,, eine entsprechende Zerlegung 
für n + 1. 

Ein Beispiel, wo Quasikomponenten und Kom­
ponenten nicht identisch sind, ist dieses. R^^ sei in 

der Ebene der durch die Geraden a; = -|——-, ?/ = + re 
— ii + l '^ 

bestimmte Rechtecksumfang (n = 1. 2, 3. ...); A die 
.Su'.:i:;ie dieser Rechtecke nebst den beiden Geraden 
x = + l. Die Komponenten von A sind die Recht­
ecke und die beiden einzelnen Geraden. Bei einer 
Zerlegung A = Aj^-^ Au, in abgeschlossene Mengen 
muß einer der Summanden unendlich viele Recht­
ecke und deren Hänfangspunkte, also beide Geraden 
a; = + 1 enthalten, diese gehören also einer Quasi­
komponente an. _. 

§ 8. Dichtigkeit. 

Erinnern wir zunächst an ein spezielles Beispiel. Die Menge 
der rationalen Punkte der Ebene E dringt derart in alle Teile 
von E ein, daß in jedem noch so kleinen Kreise rationale Punkte 
liegen. Ein ähnliches Verhalten zeigt sie auch zur Menge der ir­
rationalen Punkte, mit der sie zwar keinen Punkt gemein hat, 
zwischen deren Punkte sie sich aber überall derart eindrängt, daß 
in behebiger Nähe eines irrationalen Punktes stets rationale Punkte 
hegen. Dies Verhalten, das mit dem Worte Dichtigkeit bezeichnet 
wird, gibt Anlaß zn folgender allgemeiner Definition: 

Die Menge A he iß t zu B d icht , wenn in j e d e r Um­
gebung eines P u n k t e s von B mindes t ens ein P u n k t von A 
l iegt . 

Dies besagt, daß jeder Punkt von B ein «-Punkt von A sein 
soll; die Bedingung dafür, daß A zu B d ich t sei, ist also 
(1) _ A^B 
oder die damit offenbar gleichbedeutende 

A 3 B . 
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Wenn A d$bei Teilmenge von ß ist, so sagen wir: A ist in B 
dicht. Da dann auch A^^B^, so wird die Dichtigkeit von A in B 
durch die Formeln 

A g B , A^=B^ 
dargestellt, von denen die zweite 

A=B, 
für sich allein besagt, daß A und B zue inande r dicht sind. 

Ist A im Räume E dicht (A„= E), so sagt man wohl schlechthin; 
A ist (absolut) dicht, und unterscheidet davon den allgemeinen Fall 
als relative Dichtigkeit. 

Man erkennt unmittelbar die Richtigkeit der folgenden Sätze: 
Jede Menge ist in sich selbst" und zu jeder Teilmenge, ins­

besondere zur NuUmenge dicht. Ist A zu B dicht, so ist auch A 
zu B„ dicht; A ist in A^ dicht. Ist A zu B dicht, so ist jede 
Menge 3 A zu jeder Menge g B dicht. Ist A zu B, B zu C dicht, 
so ist auch A zu G dicht (transitives Gesetz). 

Ferner gilt für beliebig viele Mengen das Summengesetz: 
I s t AJ ZU BJ, Ag zu BgUsw. d icht , so is t auch A = <3{A^,A^,...) 

zu B = (B{B^,B,, .,.)"'dicht. 
Denn es ist 

A„a(5(Aj„, A,^, . . . ) a S ( B j , B„ ...) = B. 

Sind A und B zueinander dicht, so wollen wir sie kongruent^ 
nennen {A = B); diese Relation ist transitiv. Zwei kongruente Mengen 
haben dieselben Berührungs-, Häufungs- und isoherten Punkte; denn 
aus A„=B„ folgt A„^=B„^, Aß=Bß und A^-Aß=^B,-Bß, A.= B.. 
Ist die eine Menge insichdicht, so auch die andre. Eine insichdichte 
Menge A ist also in einer perfekten Menge (nämlich AJ dicht, und 
umgekehrt ist jede in einer perfekten Menge dichte Menge insichdicht. 
In jeder Klasse kongruenter Mengen gibt es eine und nur eine 
abgeschlossene Menge (nämlich in der Klasse, zu der A gehört, die 
Menge AJ; dies ist die größte Menge der Klasse und alle andern 
Mengen sind in ihr. dicht. Ist Aj mit B^, Â  mit B^ usw. kongruent, 
so ist auch A = ©(A ,̂ A^, ...) mit B = ©(Bj, B,, ...) kongruent. 

Im Folgenden ist es zweckmäßig, die sonst nicht benutzte 
Menge 

A=E-A=iP^-Ai 
der äußeren Punkte von A (der inneren des Komplements) heran-

' „In sich selbst dicht" ist also von „insichdicht" zu unterscheiden (S. 221). 
Das Zeichen = für eine symmetrische, transitive Relation ist so bequem, 

daß man seine mehrfache Anwendung in verschiedenen Bedeutungen nicht be­
anstanden wird. 
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zuziehen; ein solcher Punkt hat eine Umgebung, in der kein Punkt 
von A liegt. A ist zu ,1/ dicht, wenn .1/ keinen äußeren Punkt 
von .1 enthält. 

Wir nennen ,t zu Jf u n d i c h t , wenn entweder" , l / = 0 oder 
für J / r - 0 wenn A zu .V nicht dicht ist; im letzteren Fall also, 
wenn Jf nündestens einen äußeren Punkt von A enthält. Von der 
Undichtheit sind zwei Verschärfungen bemerkenswert: 

A he iß t zu Jf n i r g e n d s d i c h t , wenn A zu jedem Re la t iv ­
gebiet von Jf und ich t (also zu keinem von NuU verschiedenen 
Relativgebiet von Jf dicht) is t . 

A heißt zu Jf t o t a l und i ch t , wenn A zu j ede r Te i l ­
menge von .V und ich t (also zu keiner von Null verschiedenen 
Teümenge von Jf dicht) is t . 

A ist also zu Jf n i r g e n d s d i c h t , wenn in jedem von Null ver­
schiedenen Relativgebiet von Jf ein äußerer Punkt von 1̂ liegt, d. h. 
wenn l^M.AJ in Jf d ich t is t ; A ist zu JT total undicht, wenn 31 
nur aus äußeren Punkten von A besteht oder außerhalb A hegt 
( J fgA; . 

Zur Nullmenge ist A gleichzeitig dicht, undicht, nirgendsdicht, 
total undicht. 

Hiemach ist das Summengesetz für alle vier Relationen un­
mittelbar klar: 

I s t A zu den s ä m t l i c h e n Mengen J/j, Jf̂ , ... d icht , un­
dicht, n i r g e n d s d i c h t , t o t a l und ich t , so ist A auch zu ih re r 
Summe J f = 3(Jfj,J/3,...) d ich t , und ich t , n i rgendsd ich t , t o t a l 
undicht . 

Das bedarf höchstens für die Relation nirgendsdicht einer Er­
läuterung: wenn 2(JTj, A) in .Vj, 2)(Jf2, AJ in Jf̂  usw. dicht sind, 
so ist ihre Summe 2pf , A) in Jf dicht. 

Nach diesem Summengesetz existieren die größten TeUmengen 
von Jf, von denen im Folgenden die Rede ist. 

Das Verhalten von A. zu Jf hängt von den vier Mengen P, Q, Q', P 
ab, die wir der Reihe nach durch die Gleichungen definieren: 

(3) B = 3(.1/,AJ 

(4) Q = J f -B=25(J f , AJ 

(5) (/=l^i3l,QJ 

(6) P ' = j / _ e ' = 5 ) ( j f , OJ 

P nnd (J sind in Jf abgeschlossen, Q und P' Relativgebiete. Diese 
Mengen haben folgende Bedeutung: 

^ Diese sprachlich etwas anfechtbare Verabredung, eine Menge zur Null­
menge gleichzeitig dicht und undicht zu nennen, dient der formalen Einfachheit. 
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P is t die größte Te i lmenge von Jf, zu der A dicht ist. 
Q i s t die größte Te i lmenge von 3i, zu der A total un­

dicht is t . 
Q is t die größte Tei lmenge von Jf, zu der A nirgends­

dicht ist . 
P' i s t d a s g r ö ß t e R e l a t i v g e b i e t v o n Jf, zu dem A 

d ich t ist . 
Die ersten beiden Sätze sind evident, da die betreffenden TeU­

mengen zu A„ resp. Â  gehören müssen. 
Der dritte folgt so: soU A zu J f j g J f nirgendsdicht sein, so 

muß OJ = 2>(Jfj, AJ in Jfj dicht sein, also 

Jfj = S ( J f j , Q j J g 2 ) ( J f , 0 J = 0 ' . 

Andererseits wird für Jfj = Q' 

Ol = 2)(0', AJ = S(Jf, 0„, AJ = 25(0, OJ = Q 

und 0 ist in Qf dicht, also A zu Q' nirgendsdicht. 
Der vierte Satz wird folgendermaßen bewiesen. Soll ^ ein 

Relativgebiet von Jf, also D, = Jf — ^ in Jf abgeschlossen, und über­
dies A zu ^ dicht sein, so folgt der Reihe nach 

5 p g P , B 3 0, O „ 3 0, , 

Cl = S ( J f , D j 3 Q ' , $ g B ' ; 

andererseits ist P' selbst ein Relativgebiet und g P (wegen O'S Q)i 
also A zu P' dicht. 

Ist A zn 31 dicht, so ist 
(7) P = J f , 0 = 0, P ' = J f , Q '=0 

und jede dieser vier Gleichungen zieht die übrigen nach sich. 
Ist A zu Jf nirgendsdicht, so ist 

(8) P ' = 0 , 0 ' = J f 
und 0 in Jf dicht, 

Ist A zu Jf total undicht, so ist 

(9) P = 0, Q=A1, 

was natürhch die Gleichungen (8) zur Folge hat. 
Die vorstehenden Betrachtungen gewinnen vielleicht etwas an 

Anschaulichkeit, wenn man von einer zu Jf dichten resp. total un­
dichten Menge sagt, daß sie Jf erfül l t resp. l ee r l äß t . Dann ist 
P die größte von A erfüllte, Q die größte von A leer gelassene Teil­
menge von Jf, P ' das größte von A erfüUte Relativgebiet von Jf, 
und wenn der von A leer gelassene Bestandteil Q seinerseits die 
Menge Jf erfüllt, so ist A zu Jf nirgendsdicht. 

Ist A in Jf abgeschlossen, so ist P = A , 0 = Jf—A; also A in 
Jf dicht nur dann, wenn es mit Jf zusammenfällt, und nirgends-
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dicht, wenn sein Komplement .If— 1̂ in JT dicht ist. Ist überdies 
M der Raum E, so wird einfach (E=A + B) 

P = . l , 0 = T.\ C'' = 2-„. P'==A^. 
Eine abgeschlossene Menge ist also (in E] nirgendsdicht dann und 
nur dann, wenn sie keine inneren Punkte ha t ; a b g e s c h l o s s e n e 
n i r g e n d s d i c h t e Mengen sind identisch mit a b g e s c h l o s s e n e n 
R a n d m e n g e n , also mit G e b i e t s g r e n z e n . Denn eine abgeschlossene 
Randmenge A ist die Grenze des Gebietes E—A, und die Grenze 
eines Gebietes G ist abgeschlossen und der Rand von E— G. Ferner 
sind abgeschlossene nirgendsdichte Mengen die Komplemente dichter 
Gebiete. 

Be i sp i e l e . Im euklidischen Raum sind Gebiete insichdichte Mengen, 
also d.13 Innere jeder Menge in ihrem Kern enthalten [A. g *1,). und eine 
separierte abgeschlossene Menge (A^= 0) ist also gewiß nirgendsdieht. Aber 
auch abgeschlossene Mengen mit nicht verschwindendem Kern, z. B. per­
fekte Mengen, können nirgendsdicht sein. Um auf der geraden Linie 
eine solche zu bilden, verstehen wir unter J eine offene Strecke {a<i x •<.b) 
und unter 

c? = /Jj + j , + ... = ^ - 4 , 

eine Summe von abzählbar vielen, paarweise fremden Strecken, also ein 
lineares Gebiet, das, weil unzusammenhängend, sicher nicht mit der ganzen 
Geraden identisch ist § 9). Damit das Komplement F perfekt werde, ver­
meiden wir bei der sukzessiven Wahl der Strecken J^, A,, ..., daß zwei von 

A, A^ A^ A , A^ A , A, 
—mmim v/,'/wm//'/m W2llZi ^ W/M/M •fm/mv'm/A mim 

Fig. 7. 

ihnen mit einem Endpunkt zusammenstoßen, der ja sonst ein isolierter 
Pimkt von 'p sein würde; die Figur zeigt den Anfang einer solchen Strecken­
wahl. Um endlich G dicht, also F nirgendsdicht zu machen, lassen wir 
G etwa die Menge P = |r,, r , , ...} der rationalen Zahlen einschließen; 
wir wählen aUe A^ mit irrationalen Endpunkten, bedecken r^ mit A.^, 
das erste (mit niedrigstem Index behaftete) von J j nicht eingeschlossene 
Tß mit Jg , das erste von A^ +A., nicht eingeschlossene r^ mit A^ usw. 
Hiermit wird R^G, also G auf der geraden Linie dicht. Wir werden 
sehen, daß die perfekte Menge F die Mächtigkeit des Kontinuums hat; 
Mengen so hoher Mächtigkeit können also nirgendsdicht sein. Man kann 
sogar, wenn c)'^ die Länge der Strecke A^ bedeutet, die Summe Ji 'J, , 
(das ..Längenmaß-' von (?) konvergent und behebig klein machen, was ja 
mit der angegebenen Konstruktion verträglich ist; Gebiete von behebig 
kleinem Längenmaß können die ganze Gerade dicht erfüllen. 

Natürhch kann man diese Konstruktion mannigfach abändern. Ein 
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Beispiel (wo aUerdings 2d.^ divergiert) ist das folgende: die Menge F 
bestehe aus den Zahlen, die eine Dezimalbruehentwicklung 

^ = ^0 ' ^1 *3 • • • — *0 + ~[Q ' JQ2 "!"••• 

zulassen, in der eine der Ziffern 1 — 8 nicht vorkommt, etwa die Ziffer 3; 
d. h, «g ist eine beüebige ganze Zahl, aber a;̂  (für natürliches n) eine der 
Ziffern 0—9 mit Ausschluß der 3. Das Komplement G besteht aus den 
Strecken, die von den Bndpunkten 

x^, 3 und XQ , 4 

^ 0 ' 
:j 3 u n d ajp, CGj 4 

«(,, «j ajg 3 und a;̂  ,x.^x^^ usw. 

begrenzt sind (wieder mit «^4= 3), diese Endpunkte selbst nicht mit­
gezählt (z.B. gehört der Punkt 0,3 = 0 ,2999. . . zu F); G ist also ein 
Gebiet und F abgeschlos,sen, insbesondere perfekt und nirgendsdicht, da 
jeder Zahl von F sowohl solche Zahlen, die die Ziffer 3 nicht enthalten, 
als auch solche, die sie enthalten, beliebig nahe kommen, jeder Punkt 
von F also Häufungspunkt sowohl von F als auch von G ist. F hat 
die Mächtigkeit 55p • 'ä^o = 2'*o des Kontinunms. Dieselben Betrachtungen 
kann man natürlich für andere Zifferdarstellungen reeller Zahlen durch­
führen; das erste Beispiel dieser Art wurde von G. Gantor gegeben, 
nämlich die Menge der Zahlen, in deren triadisoher Entwicklung 

die Ziffer 1 nicht vorkommt. 
Daß abgeschlossene nirgendsdichte Mengen der Ebene die Mächtig­

keit des Kontinuums haben können, ist trivial, da schon die Gebiets­
grenzen der Elementargeometrie (z. B. eine gerade Linie oder Kreisperi­
pherie) solche liefern. Man kann aber auch die vorstehenden Betrach­
tungen auf die Ebene übertragen, indem man unter den A^ ^as Innere 
von Quadraten, Rechtecken oder dgl. versteht, und so auch ein die Ebene 
dicht erfüllendes Gebiet von beliebig kleinem Flächenmaß konstruieren. 

Wir haben der aUgemeinen Theorie noch folgende Sätze hinzu­
zufügen: 

I s t A zu B d i c h t u n d G e i n b e l i e b i g e s G e b i e t , so i s t 
a u c h 2)(A, G) zu 2)(B, (?) d i c h t . 

Nach den Formeln § 6, (4) ist nämhch 

2 ) (A , ( ? )„3S(^^ , ( ? ) 2 ® ( B , ö) . 

S i n d AJ , A^ R e l a t i v g e b i e t e von Jf n n d i n Jf d i c h t , so 
i s t a u c h i h r D u r c h s c h n i t t 5)(Aj, A^) i n Jf d i c h t . 

Sei Aj = 2)(Jf, (?j), A,= '^{31,GJ, und beide in Jf dicht. Aus 
dem vorigen Satze folgt, daß 2)(Aj, G^) in 2)(Jf, G^) oder 2)(Aj, AJ 
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in J J dicht ist; da auch .1^ in JT dicht ist, so ist nach dem 
transitiven Gesetz r^-lj. -U) in JT dicht. 

Im allgemeinen ist der Durehsehnitt zweier in JT dichter Mengen 
keineswegs in Jf dicht, wie die Mengen der rationalen und der 
irrationalen Punkte der Ebene lehren. 

Sind A^ und -l.. zu JT n i rgendsd ich t , so ist auch ihre 
Summe zu JT n i r g e n d s d i e h t . 

Bildet man nämlich von Aj, .1, und A = S(.lj. J.,) nach den 
Formeln 3 , 4' die zugehörigen Mengen Pj, P^, P und Öp Q^i Q> so 
ist wegen A „ = 3 ; !, , A.J 

p = 5 ; B j , p , ) , o = ?iQi. a ) . 
Nun sind nach Annahme Oj und Q., in 31 dicht, beide sind ferner 
Kelativgebiete; nach dem vorigen Satz ist also auch Q in JT dicht, 
also .1 zu JT nirgendsdicht. 

Die beiden letzten Sätze übertragen sich unmittelbar von zwei 
auf eine endliche Anzahl von Mengen. Für abzählbar viele Mengen 
werden sich erst später beschränkte Analoga dieser Sätze ergeben 
(Kap. V m . § 9). 

F ü r j ede Menge A ist die Menge A. der i so l ie r ten 
Punk te in der Menge Â  der s e p a r i e r t e n P u n k t e d icht . 
Erinnern wir uns aus § 3 der Zerlegungen 

A = A,+ .1. = A,+ A,. 
Um die Behauptung J ^ g A . ^ zu beweisen, nehmen wir an, 

X sei kein «-Punkt von A.; es gebe also eine Umgebung U^, die 
keinen isoherten Punkt von A enthält. Die Menge B = T'fJ, TTJ ist 
dann insichdicht, denn jeder ihrer Punkte ist Häufungspunkt von .1, 
also auch von IJ: oder wegen B g J^ und g 6, (4) ist 

Bßm2[Aß,UJm2[B,EJ = B. 
Demnach gehört B zn A,., x i^t sicher kein Punkt von A,; um­
gekehrt muß also ein Punkt von A, ein «-Punkt von Aj sein. 

Insbesondere ist in einer separierten Menge (A = ..IJ eine iso­
lierte Menge dicht. Umgekehrt braucht aber eine Menge A, in der 
eine isoherte Menge dicht ist (welche • 
Menge übrigens notwendig Aj ist, da 
sie dieselben isoherten Punkte wie A 
hat), nicht separiert zu sein. Wir können 
z. B. in der eukhdischen Ebene eine iso- , . '. . '. . '. ;.•.:.•..:.;.:.:.:.; 
lierte Menge J angeben (etwa die Menge Ẑ  7 
der Punkte mit den rechtwinkligen Ko- '^' 

ordinalen a; = — , « = — , wo m eine ganze Zahl und w = 1, 2, 4 , 8 , . . . 

ist), deren Ableitung .F die Abszissenachse ist; dann ist / in der 
Menge A = ./+.7^ = J„ dicht, während A,.= .Jß ist. 
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§ 9. Mengen reeller Zahlen.^ 

Teils als Anwendung des Bisherigen, teils zur Vorbereitung 
späterer Entwicklungen schalten wir am Ende dieses Kapitels einige 
Betrachtungen über Mengen reeller Zahlen (oder Punktmengen auf 
der geraden Linie) ein; auch einige dem Leser bekannte Grund­
begriffe der Analysis bedürfen einer mengentheoretischen Be­
leuchtung. 

Die Entfernung zweier reeller Zahlen ist'xy=\x — y\; die damit 
definierte (sphärische) Umgebung U^ mit dem Radius g ist die Menge 
der Zahlen y, für die x — g <y<x + g. Hiernach sind «-Punkte 
oder «-Zahlen usw. wie in der allgemeinen Theorie zu definieren. 
Eine konvergente Menge ist abzählbar, denn ist a; = lim A, so ist die 

Menge A^ der Zahlen von A,- für die ax^—, endlich, und A ist die 

Summe <3(Aj, Ag,...) mit eventueller Hinzunahme der Zahl x selbst. 
Eine Menge A reeUer Zahlen heißt nach un t en beschränk t , 

wenn es eine Zahl u gibt, die kleiner ist als alle Zahlen von A 
(M<a); nach oben b e s c h r ä n k t , wenn es eine Zahl v gibt, die 
größer ist als alle Zahlen von a [vya); b e s c h r ä n k t schlechtbin, 
wenn beides der Fall ist, also alle Zahlen von A zwischen zwei 
festen Zahlen liegen ( « < « < « ) . Die endhchen Mengen sind be­
schränkt; auch die NuUmenge rechnen wir dazu. 

Wir werden zeigen, daß sich hier die Begriffe beschränkt 
und kompakt decken. Zunächst ist sofort klar, daß eine nicht 
beschränkte Menge divergente Teilmengen enthält, also nicht kom­
pakt ist; demnach ist eine kompak te Menge besch ränk t . Denn 
ist A etwa nicht nach oben beschränkt, so läßt sich aus ihr eine 
Zahlenfolge herausgreifen gemäß den Ungleichungen 

« 2 = ^ 1 + 1 ) Ö 3 = « 2 + l ' ••• 
und die Menge {a^, a^, a^, ...} hat offenbar keine Häufungszahh 
Nachher wird sich herausstellen, daß umgekehrt eine beschränkte 
Menge kompakt ist. 

Nach der D e d e k i n d s c h e n Definition der Irrationalzahlen, 
worüber in Kap, IV, § 5 das Nötige gesagt ist, ist die natürhch 
geordnete Menge T der reellen Zahlen s te t ig , d. h. wenn sie in 
zwei nichtverschwindende TeUmengen T = U+ V derart zerlegt wird, 
daß jede Zahl u (von TJ) kleiner als jede Zahl v (von F) ist, so hat 
entweder U eine größte oder F eine kleinste Zahl, Wird diese 
mit X bezeichnet, so kann x selber ein u oder ein v sein, aber für 
jedes positive g ist x — g ein u und x+g ein v. Wir sagen, die 

' Vgl. dazu Kap.I, § U. 
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Zerlegung T= F-'r V b e s t i m m t die Zahl .r, und nennen eine 
solche Zerlegung \\\o U, V nicht verschwinden) eine eigentliche Zer­
legung. Den uneigentlichen Zerlegungen O+'T, V'+O ordnet man 
die uneigenthchen Zahlen --cc, + 0 0 zu: davon sehen wir aber 
im folgenden ab. 

Wenn in einer ^lenge A reeller Zahlen eine kleinste Zahl vor­
handen ist, so nennen wir sie das Minimum von ,1 und bezeichnen 
sie mit minA; entsprechend ist maxA zu erklären, 

Ist nun -1 eine Menge reeller Zahlen, so verstehen wir unter 
i<̂ ,, u^, i( jede reelle Zahl, die keine, resp. nur endlich viele, resp. 
höchstens abzahlbar viele Zahlen a von A übertrifft,^ und unter 
t\, fß. r jede reelle Zahl, die das Gegenteil tut, die also mindestens 
eine, resp. unendlich viele, resp. unabzählbar viele Zahlen a über-
trifit. \\ enn es solche Zahlen gibt, ist 

« a < ^ a > "ß<'^ß, " y < ' , 

und wir erhalten also drei Zerlegungen 

T=U„+V^=Uß+Vß=U^+V^; 

indessen braucht es nicht alle zu geben und die Zerlegungen können 
uneigentliche sein. Soweit es eigentliche Zerlegungen sind, be­
zeichnen wir die durch sie bestimmten Zahlen mit |^. | „ , | und 
woUen zeigen, daß dies die k le ins te « -Zah l , /5-Zahl, / - Z a h l 
oder die kleinste Berührungszahl, Häufungszahl, Verdichtungszahl 
von A ist, also 

^^=minA„, |^ = minA^, ^-..= minJ^. 

Um kurz zu sein, verstehen wir unter A{x) die Menge der 
Zahlen von A, die kleiner als x sind, unter g eine positive Zahl, 
unter d einen der drei Indices «, ß, y und unter kg eine der drei 
Kardinalzahlen 

Dann ist i^ + g ein v^, |^ — (» ein u^, also A(|^ + g) von der Mächtig­
keit ^kg, Ai'l^ —p) von der Mächtigkeit <kg, Ai^^ + g) — A{^g— g) 
von der Mächtigkeit ^k^. Diese Differenz gehört der Umgebung 
von 1̂  mit dem Radius 2p an. Da p beliebig ist, so enthält jede 
Umgebung von | j mindestens kg Punkte von A, |^ ist ein Punkt 
von Ag. Andererseits ist |^ —2p kein Punkt von Ag, denn seine 
Umgebung mit dem Radius g gehört zu A(^g — g) und enthält 
weniger als kg Punkte von A. Da also kein Punkt < ,̂5 zu Ag ge­
hört, so ist ^g = minAg. 

* b übertrifft a, heißt: h>a. 
H a u s d o r f f , Mengenlehre. 1 " 
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Entsprechende Betrachtungen führen zu den drei Zahlen 

i?^=maxA„, yß-ma.xAß, y^ = ma,xA.^; 

dabei ist (soweit diese Zahlen existieren) offenbar 

ia^iß^ir^\ = 'lß = ''o^' 
weil ja A„ 3 A^ 3 A und stets min A ^ max A. 

Die Benennungen dieser Zahlen gehen sehr auseinander. Es 
finden sich für |„ die Namen u n t e r e Schranke von A (M. Pasch) , 
un te reGrenze (K.Weie r s t r a s s ) ; für|^ un te reGrenze(M.Pasch) , 
u n t e r e U n b e s t i m m t h e i t s g r e n z e (P. du Bois-Reymond), 
u n t e r e r Limes (A. Pr ingshe im) usw., mit den entsprechenden 
für y^, yß. Wir schheßen uns den B.ezeichnungen von M. Pasch 
an: |^ die untere Schranke, |„ die untere Grenze von A. 

Es ist noch die Frage, wann diese Zahlen existieren, wann 
also, um nur von den | zu sprechen, die obigen Zerlegungen eigent­
liche sind. Die Menge A wird natürhch von Null verschieden an­
genommen. Zahlen u^ existieren dann und nur dann, wenn A nach 
unten beschränkt ist, Zahlen v^ existieren stets. Also existiert die 
untere Schranke |^ dann und nur dann, wenn A nach unten be­
schränkt ist; insbesondere ha t eine nach un ten beschränk te , 
abgeschlossene Menge s te ts e i n Minimum minA„=minA, 
Zur Existenz der unteren Grenze |„ ist notwendig und hinreichend, 
daß A nach unten beschränkt und A„ von NuU verschieden sei; zur 
Existenz von 1̂ , ist notwendig und hinreichend, daß A von Null 
verschieden und nach unten beschränkt sei. Entsprechende Be­
dingungen (Beschränktheit nach oben) gelten für die y. 

Ist A beschränkt und unendlich, so existieren außer |^ und y^ 
auch sicher |^ und yß. Denn dann ist jede Zahl |„ —p (p > 0) 
ein Uß und jede Zahl y„+g ein «„, also existiert | „ , und das 
gleiche gilt von yß. Das besagt insbesondere: 

(Satz von Bolzano-Weie rs t rass ) J e d e b e s c h r ä n k t e un­
endl iche Menge ree l l e r Zah len ha t m indes t ens eine Häu­
fungszahl . 

Mit andern Worten: jede beschränkte Menge ist kompakt; be­
schränkte und kompakte Mengen sind hier identisch. 

Konvergente Mengen sind demnach beschränkte Mengen mit 
einer einzigen Häufungszahl; dazu ist die Existenz und Gleichheit 
von ^ß = yß notwendig und hinreichend. 

Man schreibt auch 

^ß = lim inf A, yß = lim sup A 

und im Falle der Gleichheit | . = ?;„ = limA. 
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Es ist evident, wie alle diese Begriffe auf Z a h l e n f o l g e n 
v'l=(aj, ö,, ...) zu übertragen sind und zu den Zahlen (vgl, § 5) 

tuhren; 

^̂ , = min'Jl^ , 

^̂ .̂ = min '•Aß, 

man schreibt dann auch 

;;,̂ . -'--^ max'iJl̂  

/;, = max \!l, 
p f 

i = lim inf Sl = lim inf a„, i;,. = lim sup 31 = lim sup a^y, 

zur Konvergenz der Folge ist die Existenz und Gleichheit dieser 
beiden Zahlen 

^ = ;;, = lim % = lim a,̂  

notwendig und hinreichend. 

Den Zusammenhang zwischen diesen Limesbildungen für Zahlen­
folgen und denen für Mengenfolgen haben wir bereits in Kap. I, 
§ 11 kennen gelernt, wobei wir dem Leser überlassen wollen, die 
dort und hier aufgestellten Definitionen für Schranken und Grenzen 
in Einklang zu bringen. 

Vrir sind jetzt auch, das erste Mal, in der Lage, zusammen­
hängende Mengen anzugeben, die nicht bloß aus einem Punkte 
bestehen, nämlich: 

Ein I n t e r v a l l r ee l l e r Zah len ist s t e t s zusammen­
hängend. 

C sei die Menge der Zahlen x des Intervalls a-^x-^b (a<5). 
Sei C = P + 0 eine Zerlegung in zwei nichtverschwindende ab­
geschlossene Mengen; a gehöre zu P, und 5 = min Q sei die kleinste 
Zahl von Q (die Existenz dieses Minimums wurde oben festgestellt;. 
Dann ist a < ? ^ i ; die Zahlen a ^ a ; < ? gehören zu P, und q 
wäre Häufungszahl von P, also P im Widerspruch zur Voraus­
setzung nicht abgeschlossen. Also ist die angenommene Zerlegung 
nnmöghch, G zusammenhängend. 

Nach § 7, I ist eine Menge C reeller Zahlen zusammenhängend, 
wenn zwei verschiedene Punkte a, b von ihr in einem zu G gehörigen 
IntervaU hegen, wenn also jede Zahl zwischen a und b ebenfalls 
zu G gehört. Diese Bedingung ist aber auch notwendig, denn 
wenn x zwischen a und b hegt und nicht zu C gehört, so zerfällt C 
in zwei Relativgebiete, nämhch die Menge seiner Zahlen <a; und 
yx. Danach ist eine zusammenhängende Menge G reeller Zahlen 
identisch mit einem Stück (Kap. IV, § 4) der natürlich geordneten 
Zahlenmenge T, und es gilt im Sinne der Addition geordneter Mengen 
eine Zerlegung 

T=B+ G+D, 

wobei B und D noch Null sein können oder nicht. Beachtet man 
17* 
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überdies die Stetigkeit von T, so sieht man, daß es nur folgende 
zusammenhängende lineare Mengen gibt (geometrisch ausgedrückt): 

die ganze Gerade T; 

Halbge rade mit oder ohne Endpunkt, d. h. die durch 

x^a, xya, x^b, a; < ö 
definierten Mengen; 

S t recken mit beiden, einem oder keinem Endpunkt, d. h. die 
für a < 6 durch 

a^x^b, a<Cx^b, a^x<^b, a<^x<Cb 
definierten Mengen; 

Mengen, die aus einem e inz igen P u n k t bestehen. 
Zusammenhängende lineare Gebie te sind T selbst, die offenen 

Halbgeraden {xya, ös<Cb) und die offenen Strecken (a<a;<6); zu­
sammenhängende abgesch lossene Mengen sind T, die Halbgeraden 
mit Endpunkt, die Strecken mit beiden Endpunkten und die ein-
punktigen Mengen. 

Weitere Eigenschaften der linearen Punktmengen werden im 
folgenden Kapitel bei der Theorie der metrischen, eukhdischen 
Räume usw. zur Sprache kommen. 

Achtes Kapitel. 

Punktmengen in speziellen Räumen. 

§ 1. Gleichwertige Systeme von Umgebungen. 

Wenn in der Menge E nebst den Umgebungen TJ^ noch ein 
zweites System von Umgebungen V^ vorhanden ist, das den vier 
Axiomen (A) bis (D) in Kap. VII, § 1 genügt, so bleiben die Entwick­
lungen des vorigen Kapitels auch für diese neuen Umgebungen in 
Kraft, aber die neuen Mengen A(„, usw. brauchen mit den alten 
A„ usw. natürhch nicht identisch zu sein. Sollte aber, und zwar 
für jede Menge A, A,„, = A„ sein, so lehrt die in Kap. VII, § 3 am 
Ende besprochene Zurückführung aUer Begriffe auf den Grund­
begriff des «-Punktes, daß dann auch Afß^ = Aß, A(y) = Aj,, A(,j=Aj usw. 
ist, daß also die Resultate des vorigen Kapitels nicht nur formal 
richtig, sondern auch dem Inhalt nach unverändert bleiben. Wir 
woUen die beiden Umgebungssysteme in diesem FaU gleichwert ig 
nennen. Die Bedingung dafür läßt sich leicht in folgende Form 
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bringen: die beiden Systeme von Umgebungen TT, V^ sind 
gle ichwert ig dann und nur dann, wenn jedes (T ein r und 
j edes r ein F^ als Te i lmenge e n t h ä l t . In der l'at, wenn es 
::u jedem V, ein TI^^V^ gibt, so ist A„g.•(,„,; denn ist x ein 
«-Punkt von A, so enthält jedes U.., also auch jedes \\ mindestens 
einen Punkt von A, nnd x ist auch (a)-Punkt von .1. Gibt es um­
gekehrt zu jedem TJ. ein V^^l\, so ist -1„3.1,„,, und ist beides 
der Fall, so ist A^ = .1,^,,. Die Bedingung ist also hinreichend; daß 
sie auch notwendig ist, sieht man folgendermaßen. Gibt es nicht 
zu jedem F^ ein ^^ .̂g \\. so sei V ein solches ]\. zu dem es kein 
U^g Fgibt. Für jedes T\ ist also ? ( L ; . V)^L\,''i:{U^,E- U) von 
NuU verschieden; das heißt aber, daß x ein «-Punkt von E— V ist, 
während es kein («-Punkt dieser Menge ist. Sobald also unsere 
Bedingung nicht erfüUt ist, gibt es Mengen, für die A^^^A^. 

Die genannte Forderung, mit den Umgebungsaxiomen für die F^ 
vereimgt. führt unmittelbar zu der folgenden notwendigen und hhi-
reichenden Gleichwertigkeitsbedingung: die 1'̂  müssen (nach der 
alten Definition auf Grund der UJ Gebie te sein, die den Punk t x 
en tha l ten , und j edes U^. muß ein F^ als Tei lmenge en t ­
ha l ten . 

Wir geben einige Beispiele. 
(1) Im euklidischen Räume E,^ sei T'̂  die Menge der Punkte y, 

die für ein positives g den Ungleichungen 

x^ — yi\<y, \x2-y2<<i'' •••' | a ; , . - 2 / „ , < ( j 

genügen, also das Innere eines w-dimensionalen Würfels mit dem 
Mittelpunkt x und Kanten parallel den Koordinatenachsen. Diese 
kubischen Umgebungen sind mit den sphärischen fT, gleichwertig; 
sie können übrigens wie diese durch Entfernungen definiert werden, 
indem man als Entfernung xy das Maximum der n Größen 
x^-y^. (i = l, 2 , n) festsetzt. Ähnlich verhalten sich elhpsoidische 

Umgebungen u. dgl. 
(2) In E,_^ sei V^ die Menge der Punkte y, die für ein positives p 

den Bedingungen 
'•:r^i-yi <Q, ^2 = y2> •••> ^n=yn 

genügen, also das Innere einer zur ersten Koordinatenachse par­
allelen S t r e c k e . Da (für nyl) diese 7^ keine Gebiete im Sinne 
der gewöhnlichen Definition sind, so sind sie mit den sphärischen 
Umgebungen TJ^ nicht gleichwertig. In der Tat hat hier z. B. eine 
der zweiten Koordinatenachse parallele Gerade A keinen Häufungs-
pnnkt, also A(^ = 0, während Aß = A- ist. 

Von allgemeinerem Charakter und für das Folgende sehr wichtig 
sind die beiden nächsten Beispiele. 
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(3) Ist E ein metrischer Raum, U^ eine sphärische Umgebung, 
so verstehe man unter F^ eine sphärische Umgebung mit rationalem 
Radius. In diesem System der 7^, das mit dem der U^ gleich­
wertig ist, ist die Menge der Umgebungen eines bestimmten Punktes x 
höchstens abzählbar. 

(4) Ist E ein metrischer Raum, in dem eine abzahlbare 
Menge R dicht ist (wie im euklidischen die Menge der rationalen 
Punkte), so betrachten wir jetzt nur die Kugeln TT mit einem zu H 
gehörigen Mittelpunkte r und mit rationalem Radius p; als Um­
gebungen 7^ eines Punktes x mögen dann alle diejenigen TT be­
zeichnet werden, die den Punkt x enthalten. Wir zeigen, daß diese 
7^ mit den TJ^ gleichwertig sind. Zunächst ist jedes 7^ ein Gebiet, 
das X enthält. Um sodann zu beweisen, daß jedes ü^ ein 7^ ent­
hält, verstehen wir unter f7̂  eine Kugel mit dem Mittelpunkt x und 
dem Radius | . Es gibt dann einen Punkt r, für den ä r < | - | . Ist 
ferner p eine rationale Zahl derart, daß a ; r < p < ^ | , und U^ die 
Kugel mit dem Mittelpunkt r und dem Radius g, so enthäU TJ^ 
den Punkt x [rx < g) und ist in U^ enthalten, denn aus ?•«/ < p folgt 

xy^xr + ry<C. 2g < | . 
Dieses TJ^ ist also ein F^g TJ^. 

In diesem Beispiel ist nicht nur, wie im vorigen, bei festem x 
die Menge aller 7^, sondern die Menge a l l e r verschiedenen 7 
höchstens abzählbar; übrigens ist sie genau abzählbar, da nach 
Kap. VII, § 2, (6) ein Raum mit endlich vielen Umgebungen auch 
nur endhch viele Punkte hat (und umgekehrt), während hier Bgi? 
unendhch angenommen ist. 

Wir werden uns nun dem gewöhnlichen Räume und den ihm 
nächstverwandten Mengen um einen großen Schritt nähern, wenn wir 
im Einklang mit den letzten Beispielen zu den Voraussetzungen des 
vorigen Kapitels die hinzunehmen, daß das System der Umgebungen 
TJ^miit einem System von Umgebungen 7^ gleichwertig sei, das ent­
weder als Ganzes abzählbar ist (Beispiel (4)) oder wenigstens jedem 
einzelnen Punkte höchstens abzählbar viele Umgebungen zuordnet 
(Beispiel (3)). Da wir uns an eine bestimmte Bedeutung der TJ^ 
nicht gebunden haben, so können wir dem System der TJ^ selbst 
die soeben genannten Eigenschaften beüegen. Wir ziehen vor, zu­
nächst die aUgemeinere, sodann die speziellere Eigenschaft für sich 
zu postulieren und ihre Konsequenzen zu entwickeln, also die Be­
ziehungen zum A b z ä h l b a r e n , die wir dem Räume aufzuzwingen 
im Begriff sind, in zwei Stufen zu trennen. Indem wir im übrigen 
also die Umgebungstheorie (ohne metrische Speziahsierung) noch 
festhalten, unterscheiden wir die zwei 
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Abzählbarkeitsaxiome; 
E Für jeden Punkt x ist die Menge seiner verschiedenen Um­

gebungen F. höchstens abzählbai'. 
F Die Menge aller versohiedenen Umgebungen f ist abzählbar. 

§ 2. Das erstt^ Abzählbarkeitsaxiom. 

Die Konsequenzen dieses schwächeren .\xioms betreffen haupt-
sächhch konvergente Mengen und Folgen, die erst jetzt eine wich­
tigere Rolle zu spielen beginnen. 

L J e d e k o n v e r g e n t e ]\fenge is t abzäh lbar . 
Die Menge der verschiedenen Umgebungen eines Punktes x ist 

endhch oder abzählbar: um beide Fälle im Folgenden nicht immer 
unterscheiden zu müssen, denken wir uns diese Umgebungen in 
Gestalt einer Folge ]\. 7^, ... gebracht, indem wir eventuell eine 
von ihnen unendlich oft schreiben. Der Durchschnitt aller dieser 
Umgebungen besteht aus x allein (S. 217), es ist also 

E-lx\ = ^[E-7^,E-7,,...). 
Sehneiden wir dies mit A und ist lim ,1 = x, so kommt linkerhand A 
oder A — [x], rechterhand die Summe der Durchschnitte X'(.l, B— 7J, 
deren jeder nach der Definition der Konvergenz endlich ist, also 
eine höchstens abzählbare Menge. A ist also höchstens abzählbar 
und als unendhche Menge genau abzählbar. 

Ferner gilt der wichtige Satz von der T r e n n b a r k e i t der 
Häufungspunk te : 

II. I s t X ein Häufungspunk t von B, so ha t B eine nach 
x konvergente Tei lmengeA (limxl = a;). 

Sind wieder Fj, F , , . . . die Umgebungen von x, so setzen wir 
> i „ = S ( F j , F „ . . . , FJ •((?j3G3 3 . . . ) . 

Jedes G_^ ist ein Gebiet und enthält x, also auch eine Umgebung 
von X nnd demnach unendhch viele Punkte von B; man wähle unter 
diesen einen Punkt â^ so, daß der Reihe nach ÖJ, a^, a^, ... paar­
weise verschieden sind; A sei die Menge dieser Punkte. Jede Um­
gebung von X enthält fast alle Punkte von .1, denn l'„ enthält 

«rj «„+1' ««+3» •••; also ist X = hm A. 
Ebenso hat eine Folge mit dem Häufungspunkt x eine nach x 

konvergente Teilfolge. 
Beiläufig folgt daraus, daß es sicher unendliche isolierte Meugen 

gibt, falls der ganze Raum E unendhch ist. Denn entweder (was 
nach den bisherigen Voraussetzungen nicht ausgeschlossen wäre) ist 
E selbst isoliert; oder es sei x ein Punkt von Eß und A eine wie 
soeben konstruierte, nach x konvergente Menge, die den Punkt x 

file:///xioms
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selbst nicht enthält. Diese ist isohert, weü sie ihren einzigen Häu­
fungspunkt nicht enthält. 

Aus II folgt auch, daß eine i n s i c h k o m p a k t e Menge B 
(d. h, von der jede unendliche Teümenge mindestens einen Häufungs­
punkt in B hat) abgeschlossen ist. Denn ist x ein Häufungs­
punkt von B, A eine nach x konvergente Teümenge, so muß A 
einen Häufungspunkt in B haben, und da x der einzige Punkt von 
Aß ist, so gehört x zu B. Abgeschlossene kompakte Mengen und 
in sich kompakte Mengen sind identisch. 

Wir woUen hier einmal ein Gegenbeispiel geben, wonach der Satz II 
ohne das erste Abzählbarkeitsaxiom nicht zu gelten braucht. E sei ein 
eukhdischer Raum und TJ^ seien die gewöhnlichen sphärischen Umgebungen: 
wir definieren neue Umgebungen 7^, als die Mengen, die aus den TJ^ 
durch Weglassung endlich oder abzählbar vieler Punkte bestehen (aber 
den Punkt x enthalten). Auch die 7^ erfüllen die Umgebungsaxiome. 
Offenbar ist nun ein Häufungspunkt auf Grund der neuen Umgebungen 
ein Verdichtungspunkt im gewöhnlichen Sinne und umgekehrt; in § 3 
werden wir sehen, daß eine Menge des euklidischen Raumes entweder 
keinen oder unabzählbar viele Verdichtungspunkte hat; Mengen mit einem 
einzigen Häufangspunkt und insbesondere konvergente Mengen existieren 
also auf Grund der augenblicklichen Verabredung nicht. 

Weiter beweisen wir: 
III. Die « - P u n k t e e iner Menge sind iden t i sch mit den 

Limi tes konvergen te r Po lgen von P u n k t e n der Menge. 
Ist nämhch B eine beliebige Menge, 2t eine konvergente Folge 

von Punkten aus B, so ist a; = lim3t ein «-Punkt von B, wie un­
mittelbar klar ist. Umgekehrt, ein «-Punkt x von B ist als Limes 
einer solchen Folge Sl darstellbar. Denn gehört a; zu B selbst, so 
ist er Limes der Folge {x, x, x, ...); gehört x nicht zu B, also zu 
Bß, so gibt es nach II eine nach x konvergente, also nach I ab­
zählbare Teümenge A g B , und schreibt man diese als Folge 31, so 
ist X = lim 91. 

Wir wollen dem Leser überlassen, sich klär zu machen, daß 
die ^-Punkte von B die Limites konvergenter Polgen von paar ­
weise verschiedenen Punkten der Menge B sind. 

Auch die abgeschlossenen L imi t e s e iner Mengenfolge 
(Kap. VII, § 5) können jetzt mit Hilfe konvergenter Folgen erklärt 
werden: nämhch B = LiminfA„ als Menge aller Punkte lim^ß und 
Jf=LimsupA„ als Menge aUer Punkte h m D . Dabei bedeute wie 
damals P={p^,P2,...} eine Folge aus fast allen, Q = {q^,q^,...} eine 
Folge aus unendlich vielen natürhchen Zahlen, 



j ! "2. Das erste -Vbzählbarkeitsiixioni. 2 ü 5 

entsprechende konve rgen te Punktfolgen, a^^ einen i'unkt aus ,1^ .̂ 
In der Tat sieht man unmittelbar, daß für (• = lim'̂ l,i resp. a; = lim£i 
jede Umgebung von a- Punkte mit fast aÜen resp. unendlich vielen 
Mengen A,. gemein hat, daß .r also zu L resp. zu .1/ gehört. Um 
auch die Umkehrung zn beweisen, bezeichnen wir wieder die sämtlichen 
Umgebungen von x mit Fj, \\.... und führen die Gebiete 0^ ein wie 
beim Beweise von II. Gehört nun erstens .c zu /.. so hat iedes (/ 
Punkte mit fast allen A^ gemein, d, h. für n'^n^, wobei wir 
Hj</ i3<. . . annehmen dürfen. Demgemäß sei, für «„^? i< '» ,„^ i , 
a^ ein Punkt von ?(ß..., J J . Von der Folge 

^^ = (<?„,, a„^+i, dn^-Vi'-) 

enthält dann F„ 3 (?_ alle Punkte a für n ^ n , also ist a; = h m $ . 
Gehört zweitens x zu JT, so enthält jedes G Punkte von unendlich 
vielen .1,^, und wir können die Zahlen 5 j< 52<g3<. . . so bestimmen, 
daß G,. mindestens einen Punkt a von .1 enthält. Von der Folge 

•'. 'Im '/>u 

£ . = (ff. , a , a . . . . ) 

enthält dann 7 alle Punkte a für n'^q , also a; = limC.. 
Wenn alle A„ von 0 verschieden sind, können wir auch sagen: 

L ist die Menge aUer Limespunkte und JT die Menge aller Häufungs-
I)unkte von Polgen [a^, a,, o,. ...). 

Wir haben in diesem Paragraphen die Wichtigkeit der kon­
vergenten Polgen erkannt. Hier vereinigt sich auch unsere Dar­
stellung mit der auf den L i m e s b e g r i f f (vgl. Kap. VII, § 1) ge 
gründeten allgemeinen Mengentheorie von M. F r e c h e t , der wir 
einige Worte zu widmen haben. In dieser Theorie ist anfänglich 
weder von Entfernungen noch von Umgebungen die Rede, sondern 
die Folgen 9l = (aj, a,, ...) aus Elementen (Punkten) der Menge E 
sind die Quelle aller Beziehungen. Es bestehe dann eine Funktion 
x — fiU;, die gewissen (nicht allen) Bälgen 21 Punkte x von E zu­
ordnet. Eine solche Folge, der ein Punkt zugeordnet ist, heiße 
k o n v e r g e n t , der zugeordnete Punkt x = f{'ä) heiße der L i m e s 
von 2( und werde mit 

X = lim 21 = lim a„ 
bezeichnet; und diese Zuordnung erfüUe die beiden Konvergenz­
axiome: 

(21) E i n e a u s g l e i c h e n P u n k t e n b e s t e h e n d e Folge 
[a, a, a, ...) i s t konvergen t und h a t den Limes a. 

(SB) J e d e Tei lfolge (a„, o„ ,̂ ...) e iner konvergen ten Fo lge 
(«j, a^, ...), wo also n^, n^, ... wachsende n a t ü r l i c h e Zah len 
sind, i s t wieder konve rgen t und h a t dense lben L imes . 
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Wir definieren, indem wir uns übrigens unserer eigenen Formel­
sprache bedienen, zu einer Menge A^E wieder die «-, ß-, /-Punkte: 

X heißt ein «Punkt von A, wenn er Limes einer konvergenten, 
aus Punkten von A bestehenden Folge ist. 

X beißt ein /3-Punkt von A, wenn er «-Punkt jeder Teilmenge A' 
von A ist, die alle Punkte von A bis auf endlich viele enthält 
{A-A' endlich). 

X heißt ein /-Punkt von A, wenn er «-Punkt jeder Teilmenge 
A" von A ist, die alle Punkte von A bis auf höchstens abzählbar 
viele enthält {A — A" höchstens abzahlbar).^ 

Unter den Polgen, die nach einem /3-Punkt (Häufungspunkt) 
X von A konvergieren, müssen sich welche befinden, die unendlich 
viele verschiedene Punkte enthalten. Denn gehört x nicht zu A, 
so ist a^^x; es können dann nicht unendliche viele a^ gleich sein 
(ffl̂  =a^^ = ... = a), weil sonst nach (21), (58) li-ma^ = aA^x wäre, und 
die Folge enthält also unendlich viele verschiedene a^. Gehört x 
aber zu A, so soll x ja auch «-Punkt von A — \x} sein, und 
der Schluß vollendet sich wie soeben. Unter Beachtung von (S) 
ist also ein Häufungspunkt als x = \ima^ mit paarweise ver­
schiedenen a^ darstellbar, und umgekehrt ist ein solcher Punkt 
stets Häufungspunkt. Ein Häufungspunkt kann demgemäß als Limes 
einer konvergenten, aus paarweise verschiedenen Punkten von A be­
stehenden Folge erklärt werden (so P r 6 c h e t , der den Begriff 
«-Punkt nicht benutzt). Die vorstehende Überlegung enthält zu­
gleich den Beweis der Gleichung 

A^=<B{A,Aß). 
Ein / -Punkt kann auch als |S-Punkt jeder Menge A" {A — A' 
höchstens abzählbar) erklärt werden. 

Eine Menge heißt abgeschlossen, wenn A 3 A^ oder A = A„, usw. 
Wir woUen die weitere Entwicklung dieser Theorie hier nicht 

verfolgen. In gewisser Beziehung ist unsere Umgebungstheorie aU-
gemeiner als die Limestheorie, da wir zunächst keine Beziehung 
zum Abzählbaren voraussetzen (die erst durch das Axiom (E) hinein­
kommt); in anderer Hinsicht steht es wieder umgekehrt, da die 
Limesaxiome (21), (S) noch sehr wenig aussagen und einen großen 
Spielraum für weitere Möghchkeiten offen lassen. In dieser Be­
ziehung möge ein erheblicher Unterschied bemerkt werden: auf 
Grund der beiden Axiome (21), (S) a l le in b r a u c h t eine 
Menge A„ n ich t abgeschlossen zu sein. Dafür gibt es ein 
interessantes Beispiel, auf das wir später noch zurückkommen werden. 

^ In Kap. VII, § 3 haben wir zum Schluß die ß- und /-Punkte in gleicher 
Weise auf die «-Punkte zurückgeführt. 
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Als Elemente Jhmkte^ figurieren die reellen Funktionen x — x{t) 
eiuer reeUen Variablen i. Die Detinition des Limes sei 

.r = lima;,j, 

wenn Ihr jedes einzelne t im gewöhnlichen Sinne der Konvergenz 
von Zahlenfolgen 

a;,/) = lim.r (0-
Ist nun etwa F die Menge der s t e t i g e n Funktionen f{t], so ist 
G = F_^ die Menge der durch konvergente Folgen stetiger Funktionen 
definierten Limites 

g{i) = lim /;;/) 

und E= G^= F^^ die Menge der durch konvergente Folgen von 
Funktionen g{t] definierten 

/i(0 = lim^„(0. 
Die Funktionen g{l) können nun zwar unstetig sein, indessen, wie 
wir später (Kap. IX, § 4) sehen werden, haben sie immer auch Stetig­
keitspunkte, Dagegen können die Funktionen h{t] bereits überall 
unstetig sein, und daher ist H^ G, also G = F^ nicht abgeschlossen. 
Z. B. ist die Funktion 

gil) = lim --~—Tf 
^^ ' \ +1IV 

überall NnU bis auf ^(0/ = 1; bringt man dann die rationalen Zahlen 
in eine Folge r^, r.,, ..., so ist die Punktion 

9M=9{t-rJ + g{t-rJ + ...+g{t-r^ 
immer noch dem System G angehörig, dagegen die Punktion 

h{t) = li.mgjt]=g{t-rj+g{t-rj + ... 
an aUen rationalen Stellen Eins, an den irrationalen Null, also 
überall unstetig. Eine andere Darstellung (Dir ichle t ) derselben 
Funktion als Limes von Limites stetiger Funktionen ist 

hii; = hmhm(cosm!?ti)^". 
m n 

Es ist lehrreich, als Gegenstück denselben Fall mit anderer 
Definition des Limes zu betrachten. Definieren wir, indem wir der 
Einfachheit halber nur b e s c h r ä n k t e Punktionen x = x{t) zulassen, 
als Entfernung xy die obere Schranke^ von \x{t)—y{t)\, so sind die 
Entfemungsaxiome (S. 211) erfüUt und die damit definierten Um­
gebungen (J^ erfiülen die Umgebungsaxiome. Wenn wir uns dabei 
auf rationale „Radien" p (in der Bedingung xy < g) beschränken, so 
gut auch das erste Abzählbarkeitsaxiom (E) und der Satz III , daß 

' Vgl. dazu Kap. VII, §9 . Die obere Schranke einer Funktion ist die 
obere Schranke der Menge der Punktionswerte. 
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die Elemente von A„ die Limites konvergenter Polgen von Elementen 
aus A sind. Die Konvergenzbedingung ist jetzt aber eine andere 

als soeben: es ist 
a; = lima;,j, 

wenn in jeder Umgebung xy<g fast alle x^ hegen, und dazu ist 
notwendig und hinreichend, daß für jede positive Zahl p von einem 
gevrissen Index an 

ist für alle t. Das ist nun mehr als bloße Konvergenz von xJ}) 
nach x{t) für jedes einzelne t, nämhch g le ichmäßige Konvergenz. 
Ist jetzt F die Menge der stetigen Punktionen f{i), so ist P„ die 
Menge der durch gleichmäßig konvergente Polgen stetiger Punktionen 
definierten Limesfunktionen, und diese sind bekannthch wieder stetig 
(vgl auch Kap. IX, § 4);. es ist also i^„=J^, demgemäß F„ ab­
geschlossen, wie es ja in der Umgebungstheorie sein muß, 

§ 3, Das zweite Abziählbarkeitsaxiora. 

Wir prüfen jetzt die Tragweite des stärkeren Axioms (F), wo­
nach die Menge aller verschiedenen Umgebungen TJ nur abzählbar 
ist. Wir bezeichnen sie demgemäß mit TJ.^, U^, ••., TJ.,^, ••.• ^^'^^ 
wie vor bedeute ü^ eine Umgebung des Punktes x (es brauchen 
nicht aUe Z7„, die x enthalten, als Umgebungen von x definiert zu 
sein). Die Menge der verschiedenen TT^ ist auf Grund von (F) 
höchstens abzählbar, (E) also eine Folge von (P). Wir bemerken, 
daß mit Zulassung von (P) der ganze Raum E als unendliche 
Menge angenommen ist. 

Zunächst beginnen die V e r d i c h t u n g s p u n k t e oder /-Punkte, 
die wir bisher nur formal mit berücksichtigt haben, ohne etwas 
Positives über sie zu wissen, eine wesentliche Rolle zu spielen. 
Wir sehen jetzt: wenn kein Punkt der Menge A ein /-Punkt ist 
(S(A,Aj,) = 0), so läßt sich zu jedem Punkt a der Menge A eine 
Umgebung ü^ angeben, die höchstens abzählbar viele Punkte von A 
enthält. Die Menge aller v e r s c h i e d e n e n U^ ist höchstens ab­
zahlbar und ihre Summe enthält also auch nur höchstens abzählbar 
viele Punkte von A. Da aber A ganz in dieser Summe enthalten 
ist, so ist A selber höchstens abzählbar. Während wir also bisher 
nur wußten, daß für ein höchstens abzählbares A die Menge Â , 
verschwindet, erhalten wir jetzt die (verschärfte) Umkehrung: 

I. Wenn 2)(A,A,) = 0, so ist A höchs t ens abzäh lba r . 
Eine unabzählbare Menge hat also sicher, sogar unter ihren 

eigenen Punkten, Verdichtungspunkte; als Gegenstück dazu haben 
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wh- bewiesen (,§2, IT, daß es sicher unendliche Mengen init^(. l , A„) = 0 
gibt. Ohne das Axiom (F) ist der Satz I nicht richtig, wie das 
Beispiel i2) in i; 1 zeigt, wo eine ganze Gerade nicht einmal einen 
Häufungspuukt hat; die dort definierten Umgebungen sind mit 
keinem abzählbaren System gleichwertig. 

\Mr setzen nunmehr 

- i ,= rv.i,--y, .i = A „ + . i , . 
sodaß A,. die Menge der zu A gehörigen Verdichtungspunkte von J , 
Â  die Menge der übrigen, u n v e r d i c h t e t e n Punkte von A ist. 
Wir haben jetzt das Verhältnis der drei Zerlegungen 

ll) A = A, + A., A, = 'S>{A,Aß), 

•3) A = J,, + A„. A„=1>[A,AJ 
zu betrachten, wo A^ die Menge der zu A gehörigen Häufun^s-
punkte, AJ die der isolierten Punkte, Â . der Kern oder die größte 
insichdichte Teümenge von A, A, die Menge der separierten Punkte 
ist (Kap. VII, § 3). 

Da die Punkte von A^ keine Verdichtungspunkte von A, also 
auch nicht von A^ sind, so ist nach I A„ höchs tens a b z ä h l b a r . 
Daraus folgt J^. = 0 , also nach (3) 

- ' „g Aj, = -l„j,g A„ß, 
oder A,. ist i n s i c h d i c h t . Da A^ die größte insichdichte Teilmenge 
von A und nach früheren Betrachtungen g ^i,^ war, so folgt 

also 
A S A , 3.1^, 

A . g A , g A „ , 
und demgemäß sind die letzten drei Mengen alle höchstens ab­
zählbar. Das gibt den Satz: 

IL Die Menge der i so l i e r t en , der s e p a r i e r t e n und der 
unverd ich te ten P u n k t e e iner Menge A is t höchs tens ab­
zäh lbar . Die Menge der zu A gehör igen Verd ich tungs ­
punk te von A i s t i n s i chd ich t , also Te i lmenge des Kerns 
von A. 

Insbesondere sind isolierte, separierte und unverdichtete Mengen 
höchstens abzählbar. Ist A unabzählbar, so sind auch A„, A,̂ , A,̂ , 
A^, Aß, A^ unabzählbar. Mengen mit höchstens abzählbarer Ab­
leitung sind höchstens abzählbar; konvergente und divergente Mengen 
sind abzählbar (für die konvergenten ist uns dies schon bekannt). 

Man bemerkt, wie der im vorigen Kapitel herrschende formale 
Parallehsmus zwischen «-, ß- und /-Punkten durch die Abzählbar-
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keitsaxiome aufgehoben wird. Es gibt im Unabzählbaren kein Gegen­
stück zu divergenten und konvergenten Mengen, d, h, es gibt keine 
unabzählbare Menge ohne Verdichtüngspunkt oder mit einem ein­
zigen Verdichtungspunkt. 

Wir können nun auch die Iterationsformeln § 8, (5) des vorigen 
Kapitels vervollständigen. Wenn eine Menge in der Menge ihrer Ver­
dichtungspunkte enthalten ist (B S B ), so ist, weil B abgeschlossen ist, 

also 
B = B = B „ = B . 
-"]/ ^ya ^yß "yy 

Nun trifft dies wegen A^ g A = A„ auf B = A^ zu, und da hierfür 
Bj, = 4j,, so haben wir für jede beliebige Menge A 

welche Gleichungen besagen, daß A per fek t ist. 
Aus der Gleichung 

A^=^{A,A^ 

folgt noch, indem man die Menge der ß- und /-Punkte nimmt, die 
schon früher bekannte Gleichung 

^ ,. ^aß = ®(A' ^ßßi = A (•̂ '̂ Sen A g Aß^ = Aß) 
und die neue 

Ar = ®(A' Ar) = Ar (^^^^^ A = Ar = Ar^' 
Wir erhalten damit die folgende Zusammenstellung der neun Mengen 

Aa---Ar> ^° ^^^ ^^^^ ^'^^ Aß '^'^^ Ay'^Ar ™ allgemeinen nicht 
durch Mengen mit einem Index ausdrücken lassen: 

A^„ = A„, A„„ = A,, A„j, = A^j,, aa a' 

A« = A' A,S=A ' Ay=A • 
•Weitere Wiederholung würde, wie man hieraus unmittelbar sieht, 
außer den höheren Ableitungen A.„, usw. keine neuen Mengen 
hefern. Jede Menge enthält die darunter und die rechts stehende 
als Teilmenge, also 

A^mAßmAßßmA^^ = Aß^mA. 
Weitere Schlüsse aus (F) beziehen sich auf Gebiete und ab­

geschlossene Mengen. 

III. Eine Menge paarweise f remder Gebie te ist höch­
stens abzäh lba r . 

Denn sehen wir von dem einen, der Menge eventueU angehörigen 
Gebiet Null ab, so können wir jedem G der Menge ein TT^g (? zu­
ordnen, diese TT, sind paarweise verschieden und ihre Menge höch­
stens abzählbar. 
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Ferner sahen wir in Kap, \ ' l l , § 2, (7̂ ,, daß sich jedes von 0 
verschiedene Gebiet als Summe der in ihm enthaltenen Umgebungen 
darsteUen läßt; das gibt hier die Formel 

wo die m, n, ... natürliche Zahlen sind. Diese Darstellung, worin 
alle in G enthaltenen Umgebungen aufgenommen sind, ist übrigens 
nicht die einzige. Hiernach entspricht jeder (̂ von 0 verschiedenen) 
Menge natürlicher Zahlen vi, n, ... ein (von 0 verschiedenes) Gebiet, 
umgekehrt jedem Gebiet eine oder mehrere Mengen natürlicher 
Zahlen. Die Menge aller Mengen natürhcher Zahlen hat die Mächtig­
keit 2 ^ = X des Kontinuums, und daher gibt es höchstens N ver­
schiedene Gebiete und, als deren Komplemente, höchstens N ver­
schiedene abgeschlossene Mengen. Andererseits gibt es auch min­
destens so viele.^ Sei nämlich A eine isolierte unendliche Menge; 
die Existenz solcher ist durch § 2 gesichert, und nach II ist A 
abzählbar, 

^4= ;0j, o,, ..., a^^, ...]. 

Zu jedem Punkt a„ läßt sich eine Umgebung U^ = I', angeben, die 
außer ô  keinen Punkt von A enthält. Jeder Menge natürlicher 
Zahlen m, n, ... entspricht dann ein Gebiet 

( ? = S ( F . 7 , ...\ 

das mit A genau die Punkte a^, a , ... gemein liat, und verschie­
denen Zahleiunengen entsprechen verschiedene Gebiete. Also: 

IV. Die Menge der ve rsch iedenen Gebie te und der ver­
schiedenen abgesch los senen Mengen ist von der Mächt ig­
keit des K o n t i n u u m s . 

Insbesondere gibt es höchstens N endliche Mengen und höchstens 
N Punkte ivgl. auch S. 272). 

Die Gebiete und abgeschlossenen Mengen bilden im euklidischen 
Räume also nur einen kleinen Teil aller Punktmengen überhaupt, deren 
Menge ja die Mächtigkeit 2^ > 4? hat, und man sieht, daß die Forderung 
der Abgeschlossenheit oder des Gebietes eine enorme Beschränkung der 
AUgemeinheit einer Menge ist. Die insichdichten Mengen, in gewissem 
Sinne das Gegenstück der abgeschlossenen (man vergleiche die definierenden 
Forderungen A 3 A^ und AgA„) , bilden hingegen ein System von der­
selben Mächtigkeit 2-"̂  wie das System aller Punktmengen; denn beispiels­
weise ist die Menge R der rationalen Punkte plus einer beliebigen Teil­
menge -7' der Menge J der irrationalen Punkte eine insichdichte Menge, 

^ Jm euklidischen Räume könnten wir uns einfach auf die Menge kon­
zentrischer Kugeln mit beliebigen Radien berufen. 
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und die / ' büden, da / die Mächtigkeit 4« hat, ein System von der 
Mächtigkeit 2*̂ . 

Es gibt, wie der Leser mit Hilfe der Formel J}'*» = X zeigen möge, 
auch nur N abzählbare und N höchstens abzählbare Punktmengen, also 5{ 
isolierte, separierte, unverdichtete Mengen usw. 

Nach Kap. VII, § 2 , (6) besteht der Durchschnitt aller Um­
gebungen von X aus dem Punkt x allein, was eine Formel der Gestalt 
(6) H=®( ;7„ , £/•„,...) 

liefert; dieselben Betrachtungen wie zu (5) zeigen wieder, daß E als 
Punktmenge höchstens von der Mächtigkeit des Kontinuums ist. 
Natürlich können wir hier nicht allgemein behaupten, daß sie genau 
von dieser Mächtigkeit sei, da ja jede unendhche Teilmenge von B 
auf Grund der Relativtheorie wieder ein Raum mit zweitem Ab­
zählbarkeitsaxiom ist. 

Ferner gilt der Satz: 
V, Die Summe eines be l i eb igen Sys tems von Gebieten 

kann s te ts durch eine Summe von höchs t ens abzahlbar 
vielen Gebie ten des Sys tems e r se t z t werden. 

Den Elementen i einer Menge J seien Gebiete G^ == 0 zugeordnet 
und S = ^G.. Stellt man jedes G. als Summe von Umgebungen 

i 

nach (5) dar, so wird nach dem assoziativen Gesetz und mit Bei­
behaltung nur verschiedener Summanden 

S=S{U^,^,,...) = S{7„7„...), 

wo jedes 7 in mindestens einem G. enthalten ist. Danach wird 

Äg©((?,x, ö,̂ , . . . ) g © ( ? . = Ä, 
i 

also S = <B{G.^, ö; , . . .), wo höchstens abzahlbar viele Summanden 
auftreten. 

Der Boreische Satz und seine Umkehrung (Kap. VII, § 4, IIIH) 
können hiernach dahin verschärft werden, daß im ersten die Folge 
von Gebieten durch ein beliebiges System von Gebieten, im zweiten 
umgekehrt das System durch eine Folge ersetzt werden darf. Sie 
lauten also dann: 

VI (Satz von Borel) . I s t eine kompak te abgeschlossene 
Menge in der Summe eines be l iebigen Systems von Ge­
bie ten en tha l t en , so is t sie be r e i t s in e iner Summe von 
endlich vielen Geb ie ten dieses Sys tems en tha l t en . 

VII (Umkehrung des Boreischen Satzes). W e n n fü r j e d e 
Folge von Gebieten, in deren Summe die Menge A ent­
ha l t en ist , A bere i t s in e iner Summe von endl ich vielen 
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Gebie ten d ieser Fo lge e n t h a l t e n is t , so is t A kompakt und 
abgesch lossen . 

Eine letzte Folgerung aus (F) bezieht sich auf relative Dichtig­
keit (Kap. VII, § S), Erinnern wir zuvor daran, daß die durch En t ­
fernungen definierten Umgebungen in einem Räume, in dem eine 
abzählbare Menge dicht ist, mit einem abzählbaren System von 
Umgebungen gleichwertig sind (§ 1. Beispiel (4)). Umgekehrt läßt 
sich, ohne den Begriff Entfernung, aus (F) schheßen, daß im Räume 
eine abzählbare Menge dicht ist, oder allgemeiner: 

v m . F ü r j ede be l ieb ige Menge B gibt es eine zu ß 
dichte, höchs tens a b z ä h l b a r e Menge A, insbesondere auch 
eine solche, die Te i lmenge von B (also in B dicht) is t . 

Denn sind (von dem trivialen Fall B = 0 abgesehen) E^,TJ,^,... 
die verschiedenen Umgebungen aller Punkte von B und wählt man 
aus ihnen irgendwelche Punkte o^, o„, .,., so ist die Menge A der 
verschiedenen dieser Punkte höchstens abzählbar. Jede Umgebung 
eines Punktes von B enthält einen Punkt von A, A ist zu B dicht. 
Insbesondere können die a^, a^, ... als Punkte von B selbst gewählt 
werden. In diesem Falle ist A g B , A^= B^, A^=B„;. also kann 
jede Menge B^, d. h. jede abgeschlossene Menge, als Menge der 
«-Punkte einer höchstens abzählbaren Menge A, und jede Ableitung 
Bg als Ableitung einer höchstens abzählbaren Menge A dargestellt 
werden. Daß jede abgeschlossene Menge auch eine Ableitung ist, 
können wir nur unter einer weiteren Einschränkung beweisen (IX). 

Wenn U^ auch Punkte von E—B enthält, so kann a^ unter 
diesen gewählt werden. Es ist sogar im extremen Fall möglich, 
A zu B dicht und mit B fremd {'S{A,B) = 0) zu wählen, nämhch 
dann und nur dann, wenn jede Umgebung eines Punktes von B 
auch einen Punkt von E—B enthält, d. h. wenn E—B zu B dicht 
oder E—B absolut (in E) dicht ist. 

In einem m e t r i s c h e n Räume gestattet der Satz VIII noch 
einige Ergänzungen. 

IX. I n einem m e t r i s c h e n Räume E mit a b z ä h l b a r e r 
d ich te r Te i lmenge ist j ede abgesch lossene Menge g j / ^ e i n e 
Able i tung . 

Sei zunächst A = {aj, Og, ...} eine abzählbare Menge gE), ; wir 
ordnen jedem Punkte a„ eine sphärische Umgebung 7^ mit dem 

Radius — zu, und setzen in jedes 7^ eine nach a^ konvergente 

Menge B„, was ja möghch ist, weü a„ Häufungspunkt von E sein 
soll Für die (abzählbare) Menge B = B{B^,B^,..J gilt dann zu­
nächst B^3A. Andererseits ist aber Bß^A„, oder em nicht zu A„ 
gehöriger Punkt y gehört auch nicht zu Bß. Denn y hat eine 

Hausdorff, Mengenlehre. 1° 
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Umgebung TJ, mit dem Radius 2p, die keinen Punkt von A ent­

hält; für —^g hat y von aUen Punkten von F„ oder von Ŝ  eine 

Entfernung yg, y ist also kein Häufungspunkt von ©(B^j.B^^j,.,,), 
aber auch keiner von ©(Bj, Bg, ..., B^_j), da diese Menge nur die 
Häufungspunkte a^, a^, ...,a^_^ hat, also ist y kein Häufungspunkt 
von B, Aus A g B^ g A„ folgt durch BUdung der «-Mengen 
Aa=Bß^=Bß; A^ ist die Ableitung von S. Nun kann jede ab­
geschlossene unendliche Menge als A„ mit abzählbarem A dargestellt 
werden; und jede abgeschlossene unendhche Menge g Eß ist also 
als Bß darstellbar, 

Ist A = {aj,«2,,.,,«^} endlich und B^ eine nach â  konvergente 
Menge, so ist ohne weiteres A = Bß mit B = iS{Bj^,B^,...,BJ. Der 
Satz IX ist damit in allen Fällen bewiesen. 

Die Menge B^ kann offenbar jeder Menge entnommen werden, 
von der a^ Häufungspunkt ist. Ist z. B. E Grenze des Gebietes 6, 
A höchstens abzählbar und in E dicht (A^ = J5), so ist jeder Punkt â  
Häufungspunkt des Gebietes (?; also kann B„ und B aus 0 ge­
nommen werden. Die Grenze des Gebietes G kann also als Ab­
leitung einer Teilmenge B von G dargestellt werden ( 5 = B )̂; B ist 
eine isolierte Menge, da 2)(B,B^) = 2)(B,Jff) = 0. Hiervon wird in 
der Funktionentheorie häufig Gebrauch gemacht, u. a. zum Beweise 
des Weiers t rass ' schen Ex i s t enzsa t ze s , daß es zu einem ebenen 
(zusammenhängenden) Gebiet G stets eine in G reguläre und über 
G hinaus nicht fortsetzbare Punktion (eine eindeutige analytische 
Punktion mit dem Existenzgebiet (?) gibt: man zwingt dieser 
Punktion nämhch die Punkte von B als NuUsteUen auf und erreicht 
dadurch, daß die Punkte der Grenze E singulare SteUen werden. 

X. In j e d e r k o m p a k t e n Menge e ines m e t r i s c h e n Raumes 
is t eine höchs tens a b z ä h l b a r e Menge d ich t . 

Ordnen wir jedem Punkt a der kompakten Menge A eine Um­
gebung T7^ mit konstantem Radius p zu, so hegt A in einer end­
hchen Zahl dieser Umgebungen.i Denn andernfalls könnte man 
eine Folge von Punkten a„ so bestimmen, daß a^ nicht in ü^ liegt, 
«3 nicht in U^^ und E^ usw.; diese Punkte hätten also paarweise 
Abstände ^ p und ihre Menge hätte offenbar keinen Häufungs­
punkt. — Demgemäß büden die Mittelpunkte dieser endhch vielen 
Umgebungen eine endhche Menge A ^ g A derart, daß zu jedem 
Punkt von A ein Punkt von A^ im Abstände < p existiert. Setzt 

^ Das folgt nicht etwa aus dem Boreischen Satz VI, selbst wenn wir 1 
als abgeschlossen annehmen, denn der Satz X soll natürlich unabhängig vom 
zweiten Abzählbarkeitsaxiom bewiesen werden. 
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man hierin p = 1, | , }, ..., so ist die höchstens abzählbare Menge 
S,Ay A^, A,, ...) in A dicht. 

Danach ist jede kompakte Menge eines metrischen Raumes 
höchstens von der Mächtigkeit des Kontinuums (S. 272), 

§ 4. Pnnktmengen und Ordnungszahlen. 

Bei G. Gantor spielt in der Lehre von den Punktmengen die 
Theorie der O r d n u n g s z a h l e n eine wesenthche Rolle, ja sie ist 
wohl ursprünghch eben zu' diesem Zweck ausgebüdet worden. 
E. Lindelöf erkannte, daß der Begriff der Verdichtungspunkte (der 
übrigens schon bei C a n t o r vorkommt) die Ordnungszahlen aus­
zuschalten gestattet, und dieser Tendenz folgt auch unsere Dar­
stellung, indem sie den Kern A,^, der bei Cantor als Endglied 
einer wohlgeordneten Reihe von Mengen erscheint, mit einem Schlage 
als größte insichdichte Teilmenge von A definiert. Dennoch werden 
die Ordnungszahlen ihren Platz in der Punktmengentheorie be­
haupten, aus historischen und sachlichen Gründen, Sie ermöglichen 
eine feinere Anal3se der Struktur gegebener Mengen durch Unter­
scheidung von Häufungspunkten verschieden hoher Ordnung; eine 
Analyse, die z. B, bei funktionentheoretischen Untersuchungen wert­
volle Dienste geleistet hat (wie bei den Mittag-Lefflerschen Existenz­
beweisen für Punktionen mit vorgeschriebenen singulären Stellen), frei­
hch aber dem Mächtigkeitsproblem der Punktmengen keinen Schritt 
näher kommt als die andere, mehr summarische Behandlung des 
Unabzählbaren. Natürlich beabsichtigen wir nicht, die Theorie der 
Ptmktmengen noch einmal mit Hilfe der Ordnungszahlen aufzubauen, 
sondern fügen die Relation zwischen beiden in unser System ein. 
Um uns der Cantorschen Theorie möglichst zu nähern, setzen wir 
einen Raum voraus, in dem das zweite Abzäh lba rke i t s ax iom (F) 
gut, bemerken aber, daß unsere Betrachtung sich auch ohne diese 
Annahme durchführen ließe (die niedrigste Mächtigkeit N̂  eines 
Systems von Umgebungen, mit dem das ursprünglich gegebene 
System der TJ^ gleichwertig ist, würde dann die Rolle spielen, die 
in der folgenden Darstellung die Kardinalzahl X̂  spielt). 

Unter der genannten Voraussetzung haben wir folgenden grund­
legenden Satz: 

L E ine auf- oder abs t e igend wohlgeordne te Menge 
ve j sch iedener Gebie te oder abgesch lossener Mengen is t 
höchs tens a b z ä h l b a r . 

Der Satz enthält vier Behauptungen. 
Erstens sei eine aufsteigend wohlgeordnete Menge von Gebieten 

18* 
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gegeben, d. h. den Ordnungszahlen 0, 1, ..., | , ... ( | < A), deren Menge 
wir wie früher mit W{X) oder kürzer W bezeichnen, seien Gebiete 
ßg, (?j, . . . , (?„ ... zugeordnet und zwar 

(?^c: G^ für i<y. 

Die Behauptung lautet, daß W höchstens abzählbar ist (also X < co^, 
X eine endhche oder zu Z{ifiJ gehörige Zahl). Es genügt offenbar, 
den Beweis für den PaU zu führen, daß W kein letztes Element 
hat {X Limeszahl). 

SteUen wir nach der Formel 

(?=©(TT^, u^;...) 

jedes Gebiet als Summe der in ihm enthaltenen Umgebungen dar. 
Ist G d (?', so sind alle Summanden von G auch Summanden von G', 
nicht aber umgekehrt; es gibt also mindestens ein TJ^, das in G' 
enthalten ist, in G aber nicht. Danach ordnen wir jedem Index | 
ein U = 7 zu, das in (?,_,., enthalten ist, in G. aber nicht. Für 
| < i 7 sind dann 7^ und 7^ verschieden; denn es ist F^g (?^^j g (?^, 
während F in ff nicht enthalten ist. Da die Menge aller verschie­
denen Umgebungen nach (F) abzählbar, die Menge der 7^ also höch­
stens abzählbar ist, so ist die Menge der G^ auch nur höchstens 
abzählbar. 

Handelt es sich zweitens um eine absteigend wohlgeordnete 
Menge von Gebieten, also 

ff^=>(?^ für i<y, 

so sei jetzt umgekehrt 7^ ein Z7,̂ , das in G enthalten ist, in ( j^ j aber 
nicht. Für | < » ; ist F^g (?^g (?^^i, während 7^ in (? :̂̂ j nicht ent­
halten ist, also 7 =j= 7 und weiter wie oben. 

Geht man zu den Komplemen ten über, so entspricht einer 
auf- oder absteigenden Menge von Gebieten eine ab- oder auf­
steigende Menge von abgeschlossenen Mengen, womit der Satz I 
vollständig bewiesen ist. 

Der Satz gilt auch für Relativgebiete und relativ abgeschlossene 
Teilmengen einer Menge 31; denn entwickelt man die Relativtheorie 
(Kap. v n , § 6) für 31 als umfassenden Raum, so sind die in Frage 
kommenden Relativumgebungen die Mengen 2>(1T, UJ, S(Jf, U )̂, ... 
und die verschiedenen unter ihnen bilden ein höchstens abzählbares 
System. Also: 

n . E ine auf- oder abs t e igend woh lgeo rdne t e Menge 
versch iedener Re l a t i vgeb i e t e von Jf oder ve r sch iedener in 
Jf abgesch lossener Mengen is t h ö c h s t e n s a b z ä h l b a r . 

Bezeichnen wir die fraglichen Mengen mit A und lassen jetzt 
nur die Voraussetzung ihrer Verschiedenheit fallen, ersetzen also die 
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Relationen A,c; .1,,. A. r^.l^^ resp. durch A.^A^^, .1^3,1^^, so folgt, 
daß im Falfe einer unabzählbaren Menge ir(i,) von Indices (also 
t"ür A^fOj) höchstens abzählbar viele .1, von einander verschieden 
sein können. Es gibt also eine Ordnungszahl y < co^ derart, daß 

A , = A „ ^ j = . . . = A^ = ... ( : > , / ) , 
d.h. es wird nach einer h ö c h s t e n s a b z ä h l b a r e n Menge von 
Schritten eine l e t z t e Menge A in dem Sinne erreicht, daß alle 
folgenden mit ihr übereinstimmen. 

Hiervon machen wir folgende Anwendung. Vermöge irgend 
eines Gesetzes sei jeder Menge JT eine in JT abgesch lossene 
Menge cf^3l) zugeordnet. Für alle endlichen oder abzählbaren Ord­
nungszahlen I < ojj definieren wir dann durch Induktion eine Menge 
A. folgendermaßen; 

Ag s e i e i n e b e l i e b i g g e g e b e n e M e n g e A, u n d fü r 
;; > 0 sei 
U) A^ = 2cf[AJ {i<y). 

Ähnhch wie bei den durch Iteration definierten Normalfunktionen 
S. 116; erkennt man sofort: für | < 7 ? ist 

cf.{AJ^A^Scp{AJ^A^, 
die A. und cf A.) büden also eine absteigend wohlgeordnete Reihe 
von (nicht notwendig verschiedenen) Mengen. Daraus folgt, daß 
2̂  A,^, = cp(AJ, 
also 

A, = 2 J , + i {i<y) 

und für eine Limeszahl y auch 

(3) ^ , = ^-1^ (^<'?) 
ist; die ersten dieser Mengen sind 

Ao = A, AJ = cp{Aj, A^ = cp{A,), ... 
A^=1^{A^,A„A^,...), A^^, = cp{AJ,.... 

Durch Induktion folgt aus (1), daß aUe diese Mengen in A 
a b g e s c h l o s s e n sind; denn ist A^ in A abgeschlossen, so ist 
cp{AJ in A^, also auch in A abgeschlossen, und A^ als Durchschnitt 
solcher Mengen ebenfalls. 

Nach n wird nun eine letzte (kleinste) Menge A^ erreicht, mit 
der aUe folgenden übereinstimmen, und zwar geschieht dies bereits, 
wenn A =A ^,; wir verstehen unter y die kleinste Zahl \ für die 

1 Wenn A =Q und A eine abgeschlossene kompakte Menge ist, so ist n 
keine Limeszahl. Das folgt aus dem Cantorschen Durchschnittssatz (Kap. VII, 
§ 4, Ij unter Berücksichtigung, daß i? als Limeszahl mit « konfinal wäre. 
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diese Gleichung besteht, so daß, für | < » ? , A^^ A^^^ ist. Setzen 
wir noch 

(4) 

i ^f 

; ^ ;^, 

; -̂ 5 j - ^ i i 

.4» 

/P„ : 

Pi^A-A+i^A-'pAs)' 
so gilt die Zerlegung 

(5) A = 2R. + A^ iKv)-

Denn ein Punkt von A gehört entweder zu 
A oder nicht; im letzten PaU sei A^ (f^fl) 
die Menge mit kleinstem Index, der er nicht 
angehört. Dann ist ^ > 0 und nach (3) keine 
Limeszahl; setzen wir also ^ = | + 1 {i<y), 
so gehört der fragliche Punkt noch zu A , 
aber nicht mehr zu A ^ j , sondern also zu B^. Fig. 9. 

Ers t e s Beispie l : Kohärenzen . Es sei 

(A) y(Jf) = 2)(lT, Jf^) = JT, 

die Menge der zu Jf gehörigen Häufungspunkte von Jf; das ist, 
da 31ß abgeschlossen ist, eine in Jf abgeschlossene Menge, die 
G, Cantor die (erste) K o h ä r e n z von Jf genannt hat. Die Differenz 

-Jf- cp{31) = Jf. = Jf„ - Jf̂  

ist die Menge der isoherten Punkte von Jf, also höchstens abzählbar 
und übrigens eine Differenz abgeschlossener Mengen (die Adhärenz 
von 31). Dieser Prozeß führt also, jedesmal durch Abspaltung der 
isoherten Punkte, zu den Kohärenzen 

A = - A^A> A — Ah^ A~ Ahh' 

— A 

dann zu 
A„ = ®(A,A„A,„ . . . ) , 

und so fort bis zur l e t z t e n K o h ä r e n z A , die mit A ,, = A„i 
übereinstimmt, also in s i chd ich t (aber eventuell Null) ist. Diese 
le tz te Kohärenz is t der Kern von A, d. h. die größte insich­
dichte Teilmenge von A oder, wie wir sie erklärt hatten, die Summe 
aller insichdichten Teilmengen von A. Denn eine insichdichte Teü­
menge von Jf ist auch Teümenge von Jf̂ ; eine insichdichte Teil­
menge von A gehört also, wie sofort folgt, allen Kohärenzen an, 
und AJ ist demgemäß in A^, aber A als insichdichte Menge auch 
in AJ enthalten. In der Zerlegung (5) ist also A der Kern, der 
andere Bestandteü oder die Summe der Adhärenzen 

^P, = ^AJ = A 
der separierte Bestandteil von A, und wir sehen, wie diese von 
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uns mit einem Schlage^ definierten Mengen auch durch sukzessive 
aber ins Unendliche fortgesetzte) Abspaltung der isolierten Punkte 
erhalten werden können. Aus der letzten Formel schloß auch 
G. Gantor, was wir schon anderweitig wissen, daß A, höchstens 
abzählbar ist, da A^ als Summe von höchstens abzählbar vielen 
isolierten, also höchstens abzählbaren Mengen R. erscheint, 

Ist die Menge A speziell abgeschlossen,^ so gehen die Ko­
härenzen in die Ab le i tungen 

Af^= A, A^ = A, A^= Aßß, ... 

über und man gelangt zu einer l e tz ten Ab le i tung A , die den 
lin diesem FaUe perfekten) Kern Â . darstellt. 

Betrachten wir von einer beliebigen Menge A und zugleich 
von ß = A^ die Kohärenzen 

- ( = J . 1 = 4 4 = 4 
- \ l - . 1 , J j ^.1,^, J l j —-^Äft) • • • ! 

ß , = B, B,=B^, B, = B,^, ...; 
die letzteren sind die Ableitungen von B, also wegen Bß = A^ß = Aß 
auch von A, d. h. 

i>y^=Aß, n2 = Aßß, .... 

Die letzte K o h ä r e n z von A ist der Kern A ,̂ die letzte Ab le i t ung 
von A der Kern Bj., wobei A^ g ß^. Das Verschwinden der letzten 
Ableitung zieht das der letzten Kohärenz nach sich, aber nicht 
umgekehrt. 

Ist z. B. (wie S. 255) A eine isoherte ebene Menge, deren Ab­
leitung die Abszissenachse oder sonst eine perfekte Menge ist, so 
ist schon die erste Kohärenz Aj= 0, während aUe Ableitungen 
Aß — Aßg =... von Null verschieden sind. 

Daß es wirkhch Mengen gibt, deren letzte Kohärenz A^ erst 
nach einer unendhchen Reihe von Schritten und sogar mit beliebig 
großem Index i} {<coJ erreicht wird, lehren die wohlgeordne ten 
l i nea ren Mengen (Mengen reeUer Zahlen). Eine Menge reeller 
Zahlen ist, der Größe nach, eine geordnete Menge; nach Kap. IV, 
§ 7, I gibt es in der dichten Menge aller reellen Zahlen abzählbare 
Mengen von behebigem, insbesondere wohlgeordnetem Typus. Um­
gekehrt ist übrigens eine wohlgeordnete Menge A = {«j, a^, ...] reeller 
Zahlen höchstens abzählbar, da die zugehörigen Halbgeraden 
( « ^ ß j , x^a^, ..J eine absteigende Reihe abgeschlossener Mengen 
bilden. Beschränken wir uns zur Vermeidung von AusnahmefäUen 
auf Mengen A = {a^, a^, ..., a^] mit letztem Element; A ist mit der 

' Dafür haben wir, wie eingangs bemerkt wurde, hier eine feinere Zer­
gliederung der Menge A und ihres separierten Bestandteils A,; man kann die 
Mengen nach dem Index TJ der letzten Kohärenz klassifizieren u. dgl. 
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Menge W={1, 2, ..., X} ähnhch,^ Dann ist Aß mit der Menge der 
in IF enthaltenen Limeszahlen ähnlich. Denn ist x {^aj eine 
Häufungszahl von A, und y der kleinste Index, für den x^a , 
also a <_x^a für !<•/ ; , so muß y Limeszahl und x mit der 
kleinsten Zahl x , die alle a übertrifft, identisch sein. Die Menge 
der in W enthaltenen Limeszahlen ist nun Wj^={col, co2,..., mp}, 
wobei ß die durch 03ß^X<co[ß+l) bestimmte Zahl ist (Kap. V, 
S.109), undA^ = {a3 ĵ, a;^2, ...,x^^} ist mit IFj oder TF'={1, 2, .„, ^j 
ähnhch; für ß = 0 verschwinden alle diese Mengen. Umgekehrt 
kann man hiernach, bei vorgeschriebenem p, eine mit W ähnhche 
abgeschlossene lineare Menge A„ konstruieren (indem man z, B, 
X = coß wählt); demgemäß wollen wir sogleich A als abgeschlossen 
annehmen, und Aß=[a^^,a^^,...,a^^ J ist dann die Menge derjenigen a, 
deren Indices Limeszahlen sind oder die Menge IFj durchlaufen. 
Schreibt man dafür Aß= {b„ &„ . . . , b^], so ist A^^= {ö^j, b^^, ..., bJ 
die Menge derjenigen b, deren Indices Limeszahlen sind, oder der­
jenigen a, deren Indices Vielfache von cô  sind, d. h. die Menge 
H^ ={09^1, CO22,...,03^1/}durchlaufen; hieristj'durch(ü^'j'^l<ai^(j/+l) 
bestimmt. AUgemein behaupten wir: die 1'" Able i tung Â  ist die 
Menge der jenigen a, deren Ind ices Vie l fache von «^ sind, 
also die Menge 

w^=\o3n, con,..., con^ 
durchlaufen, wo ( Ü ^ ; . ^ ^ 2 < (»̂ (Ä. + l) ist: für X^=0 verschwinden 
W^ und A .̂ Diese Behauptung ist durch Rekursion leicht zu be­
weisen: ihre Übertragbarkeit von | auf | + 1 liegt auf der Hand, 
und für eine Limeszahl T? ist IF = 2>IF, d. h. eine Zahl, die gleich-

•n ^ ^ 

zeitig Vielfaches aller co^ (für | < •»/) ist, ist auch Vielfaches von «'' 
(ist a=co'!ß + y, /<ö) '? , so kann nicht stets y^co^ sein; ist also 
/<ö3« für irgend ein | , so ist a = co^ • co-^-^iß + y durch m^ nur 
teilbar für / = 0, d.h. « ist, wenn durch alle co^, auch durch W 
teilbar). 

Danach hat z. B. für A ^ M « die Menge A, vom Typus X + 1, 
eine |*« Ableitung, die sicher nicht verschwindet; andererseits ist 
für ö5';>a die > i?t^-Ableitung NuU, und die letzte Ableitung NuU 
wird also erst für einen Index > | erreicht. Für X = co^ besteht A, 
aus a^ allein, und die nächste Ableitung A,^j ist NuU. 

Zweites Beisp ie l : Res iduen . Es sei 

ip{31) = J 4 - Jf 

' Für ;. = 0 verstehen wir unter W und A die Nullmenge, wie im Folgenden 
zu beachten ist. 
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die Menge der nicht zu .IT gehörigen Häufungspunkte von JT (der 
Rand Jes Komplements E— .IT) und 

(ti) <ir(-iT) = v'('."W) 
die durch zweimalige Anwendung von ii< entstehende Menge. Wäh­
rend i."(J/) zu 31 fremd ist, ist cf.{31) eine in .IT abgeschlossene 
Menge; denn setzt man 

i."(.l/) = A, f;-^.lT)=,lT', 
also 

-1T,= ,1/+.V, A , = JT '+A, 

so ist A 'g J/„, also A „ g .1T„, folghch J f ' g JT und 

JT'=?.„1/.AJ. 

Wir bemerken noch, daß wieder wie bei dem vorigen Prozeß 

31-cf{3I) = 31,--\ 

eine Differenz abgesch lossene r Mengen ist, die aber nicht 
mehr endhch oder abzählbar zu sein braucht. 

Nach Definition ist y J / ) g J / , , also ^(JT) g JA, und jedenfalls 
Cf 31, g J/j ; auch dieser Prozeß befreit Jf also von den isolierten 
Punkten. Aber er ist im aUgemeinen viel energischer als die Ko-
härenzbüdung, indem er z. B. auch alle inneren Punkte abspaltet. 
Denn wiAT) ist in der Grenze JT , cp{31) in deren Ableitung ent­
halten; da Jf abgeschlossen ist, so ist auch qo (JT) g Jf, alsoqc(Jf)gJ/^. 
Eine abgeschlossene Menge oder ein Gebiet wird durch diesen Prozeß 
sofort auf Null reduziert. Wir wollen <jp(JT) das (erste) Res iduum 
von Jf nennen. 

Definieren wir, wie oben, von einer beliebigen Menge A aus­
gehend die Reihe der Residuen 

Af^=A, A^=(fiAj, J , = <^(J,)...., 

so gelangen wir wieder für einen Index J; < «j zu einem le tz t en 
Residuum A , für welches also A^= cp{AJ. Diese Menge, die wir 
in ihrer Abhängigkeit von A mit A, bezeichnen wollen, ist nach 
dem Gesagten i n s i c h d i c h t (also J j g A , ) und eine R a n d m e n g e . 
Wenn sie Null ist, wollen vrir A r e d u z i b e P nennen. Nach (5) 
setzt sich A aus Aj und einer Summe von höchstens abzählbar 
vielen Differenzen {RJ) abgeschlossener Mengen zusammen; eine 
rednzible Menge ist selbst eine solche Summe. 

Zu den reduziblen Mengen gehören die separierten, aber noch 
viele andere, so die abgeschlossenen Mengen und die Gebiete. 
Allgemein sind alle Mengen, d ie aus abgesch lossenen Mengen 

' G. Cantor bezeichnet, in viel engerem Sinne, als „reduktible" Menge 
den separierten Bestandteil einer abgeschlossenen Menge. 
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durch wiederho l te Di f fe renzb i ldung entstehen, d, h, die 
Mengen des kleinsten Körpers über dem Ring der abgeschlossenen 
Mengen (Kap. I, § 7) r eduz ibe l , und zwar wird hier das letzte 
Residuum A = 0 schon nach einer endlichen Zahl von Schritten 
erreicht {y<03). In der Tat läßt sich nach der zitierten Stelle eine 
solche Menge A als Differenzenkette 

A = P,-P, + P,-P,+ ... 

mit endlicher Gliederzahl n darstellen, wo P-^^P^^^ ...^P„ ab­
geschlossene Mengen sind. Schneiden wir mit A„, so entsteht nach 
dem distributiven Gesetz 

A = ®(A,A„)= O l - O 2 + O 3 - O 4 + - ' 
wobei ö„i=2)(.P„, AJ wieder abgeschlossen ist. Überdies ist A g Pj, 
A„gBj , also Oi = A„, und nach der Bedeutung der Differenzen­
ketten 

xp{A) = A^-A= Q,- Q,+ Q,- ... 

eine Differenzenkette von w — 1 Gliedern (oder weniger, falls etwaige 
verschwindende weggelassen werden). Der nächste Schritt gibt cf{I] 
als Differenzenkette von höchstens n — 2 Gliedern, sodaß in der 
Reihe der Residuen nach endlicher Zahl von Wiederholungen die 
NuU auftritt. Umgekehrt, eine rednzible Menge mit endhchem 
Index des letzten Residuums ist eine Summe von endlich rielen 
Mengen R^, also dem genannten Körper angehörig. 

Um noch weitere rednzible Mengen festzustellen, bemerken wh: 
ist M in A abgeschlossen, so is t auch ip{3£) in ip{A) und Jf; 
in AJ abgeschlossen. Denn es ist 

i//(Jf) = J f „ - 31 = 2)(Jf„, A , - A) 

in •^j{A) abgeschlossen, weiter, i/^a^(Jf) = 93(Jf) in '^j'\p{A) = cp{A) ab­
geschlossen, also, wie durch Induktion unmittelbar folgt, jedes 
Residuum Jf̂  in dem entsprechenden Residuum A^ abgeschlossen. 
Demnach ist jede in e iner r eduz ib l en Menge abgeschlossene 
Menge selbst r eduz ibe l . Für beliebige Teilmengen gilt dies 
nicht; sonst wäre, da der Raum-^ reduzibel ist, überhaupt jede 
Menge reduzibel, während z. B. die Menge R der rationalen Punkte 
des euklidischen Raumes mit cp{R) und daher mit Bj übereinstimmt. 

Ist Jf in A abgeschlossen und M=<f{M), so ist Jf== Jf; in i , 
abgeschlossen; demnach ist das letzte Residuum A; die größte in 
A abgeschlossene Te i lmenge , für die 3I=cp{3£). 

Ist A + B = (7 abgeschlossen und 31 in A abgeschlossen, so 
ist 'i//(Jf) = 2)(A4, B) in B abgeschlossen. Also ist ip{A^) in B ab­
geschlossen, und da 901/̂ (4) = ip'ipip{A^) = ipcp{A^) = ip{AJj, so ist xf){AJ 
auch in Bj und ebenso i//(Bj) in A; abgeschlossen; andererseits aber 
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ist auch U'i!\A^ in i!>{B,] oder A, in i/'lß;) abgeschlossen, also 
endhch 

J , = «<ß,), B=ip{A,). 

Demnach ist das Komplement e iner r eduz ib len Menge in 
einer abgesch lossenen Menge se lbs t r eduz ibe l . Z. B. sind 
die Mengen A. E— .1 und i/)(A> gleichzeitig reduzibel oder nicht. 

Wir deuten noch an. vrie man das letzte Residuum analog zur 
letzten Kohärenz ohne Ordnungszahlen einführen kann. Legt man 
eine behebige, aber festgewählte Menge A und ihr Komplement 
B=E—A zugrunde und definiert die Punktion /(JT) durch 

X=l:3I„Jf:. x[31) = 2{X^,A), 

30 istj^^JT' mit Jf kogred ien t (d. h. für JTj g JT a.uch %{31 J^x{31), 
was für qr(Jf) nicht zutrifl't). Daraus geht unmittelbar hervor, daß 
eine Summe beliebig vieler Mengen Jf, für die Jfg;^(Jf), wieder 
dieselbe Eigenschaft hat^ genau wie sich die Insichdichtheit von 
behebig vielen Mengen auf ihre Summe überträgt, und daß man 
daraufhin die größte Tei lmenge Jf von A von dieser Eigen­
schaft definieren kann. Das ist aber das letzte Residuum, wie sich 
leicht zeigen läßt, wenn man beachtet, daß, für jede in A ab­
geschlossene Menge Jf, ;K'(Jf) = <p{31) ist. 

Um auch Mengen mit beliebig hohem Index des letzten Re­
siduums zu bilden, verstehen wir unter 31 eine separierte ab­
geschlossene Menge (z. B. eine wohlgeordnete abgeschlossene Menge 
reeUer Zahlen, S. 2S(i\ unter Jf. ihre Ableitungen und unter 

A = ( J f - Jfj) + (Jf, - 31 J + ... + {31^- JT^^j) + ... 

= :i\31,_,-3I,,^J 

die Summe ihrer Adhärenzen gerader Ordnung. Setzen wir 
A = Jf - B = (Jf - 31 J + A'; 

da J f — J f j g A g J f und die Menge Jf—Jfj=Jfj. der isolierten 
Punkte von JT in Jf dicht ist (S. 255;, so ist auch A in Jf dicht 
und A^= 31, folglich 

,//A) = J/ - A = B = Jfj - A'. 

Weiter ist Jf - Jfj g A g (Jf - Jfj) + J4 , also JTj - Jf, g B g Jfj und 
auf Grund derselben Schlußweise 

V̂ (B) = J T j - B = A' 
oder 

cp{A) = i3F-31J + {31,-3IJ + .... 

Hieraus folgt durch Induktion, daß das | '^ Residuum von A 

A ,= ^ ( J f , , - J f , , ^ j ) {y^^) 
1 
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und von NuU verschieden ist, sobald die 21*== Adhärenz von Jf nicht 
verschwindet, was sich ja für behebig großes | erreichen ließ (8,280); 
das letzte Residuum A^ ist NuU. Weiteres über rednzible Mengen 
s, Anhang, 

Dr i t t e s Beispie l : Komponen ten . Unter q){31] verstehen wh 
jetzt, wenn Jf eine nichtverschwindende, unzusammenhängende Menge 
ist, eine nichtverschwindende in Jf abgeschlossene,Menge, deren 
Komplement J f - y ( J f ) ebenfalls in Jf abgeschlossen und von Null 
verschieden ist; ist Jf zusammenhängend oder Null, so sei cp{M) = M. 
Die Reihe 

A, = A, A^=cp{AJ], A,= cp{AJ,... 
führt dann zu einer letzten Menge A^=cp{AJ, die entweder zu­
sammenhängend oder NuU ist. Ist sie zusammenhängend, so ist sie 
eine Komponente von A; denn da eine Komponente von Jf ent­
weder g cp{31) oder g J f - ^ (̂Jf) ist, so muß diejenige Komponente G 
von A, die mit A , also mit sämthchen A^ Punkte gemeinsam hat, 
in allen A enthalten sein, woraus gleichzeitig (TgA^ und Gs^A^, 
also G=A folgt. Der FaU A^= 0 kann (faUs A nicht verschwindet) 
nur für eine Limeszahl y eintreten und läßt sich durch die Vor­
schrift verhindern, daß jedes A. einen gegebenen Punkt a von A 
enthalten soU; er tritt sicher, bei behebiger Wahl unter den mög-
hchen Mengen A ,̂ nicht ein, wenn die Menge A abgeschlossen, 
kompakt und von Null verschieden ist. 

§ 5. Mengen mit ßaumcharakter. 

Bevor wir unsere Betrachtung weiter spezialisieren, ist es viel­
leicht an dieser Stelle angebracht, einige Beispiele von Mengen zu 
geben, deren „Punkte" und Umgebungen von denen des eukhdischen 
Raumes bisweilen recht verschieden sind und die trotzdem aUe unsere 
bisherigen Voraussetzungen oder einen Teü von ihnen erfüUen. Für 
solche Mengen gelten also die entsprechenden Sätze unserer bis­
herigen Theorie. Die Deutung dieser Sätze bedarf in jedem Einzel­
fall spezieller Untersuchung, auf die wir größtenteils verzichten wollen; 
man hat z. B. festzustellen, was die Konvergenz einer Folge (lima,j=a; 
oder in einem metrischen Ra,ume lima;a^=0) besagt, unter welchen 
Bedingungen eine Menge kompakt ist usw. 

I. Tei lweise m e t r i s c h e Räume . 
Wir wollen E einen teüweise metrischen Raum nennen (in 

Analogie zu den teilweise geordneten Mengen), wenn nur einem Teil 
seiner Punktpaare, nicht notwendig allen, Entfernungen zugeordnet sind, 
die aber, soweit sie existieren, die Entfernungsaxiome (S. 211) erfüllen. 
Dem Dreiecksaxiom ist hierbei zweckmäßig folgende Fassung zu 
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geben: wenn die E n t f e r n u n g e n xy und yx. def in ier t sind, so 
ist auch *t; def in ier t nnd ^ .<•;/J=//-,. Auf Grund dieser Fest­
setzung haben zweiPunkte, die von einem dritten eine Entfernung haben, 
auch untereinander eine Entfernung; die Menge E{x) der Punkte, die 
von j - eine Entfeniuug haben, ist ein metrischer Raum, und E zerfällt 
in eine Summe paarweise fremder metrischer Räume E{x) + E{y) + . . . , 
Detiniei"en wir nun wieder eine sphärische Umgebung U^ mit dem 
Radius g als Menge der Punkte y mit xy-Cg, so sieht man un­
mittelbar, daß auch jetzt die Umgebungsaxiome erfüllt bleiben (bei 
(D) ist, faUs X. y eine Entfernung haben, der Beweis wie damals 
S. 214; haben x, y keine Entfernung, so ist stets S>(CT̂ , UJ = O). 
Ebenso bleibe.n die Folgerungen aus dem ersten und, falls in E 
eine abzählbare 2tlenge I! dicht ist, auch aus dem zweiten Abzähl­
barkeitsaxiom richtig. Die Konvergenz einer Punktfolge lim a^^=a; 
hat jetzt die Bedeutung, daß für fast alle n die Entfernung xa,^ de­
finiert ist und mit — nach Null konvergiert. 

n . Ad jnnk t ion u n e i g e n t l i c h e r P u n k t e . 
Wir fügen einem metrischen Räume E mit sphärischen Um­

gebungen U^ ein weiteres Element hinzu, das wir mit oo bezeichnen, 
wodurch die Menge E^ = E+{cxi\ entsteht. In dieser Menge E^o 
soUen die U^ nach wie vor die Umgebungen von Punkten x der 
Menge E bleiben; unter einer Umgebung Uc„ aber verstehen wir 
das Äußere einer Kugel, nämhch die Menge der Punkte y mit 
ayy g (wo a ein fester Punkt von E und p eine positive Zahl ist), 
nebst dem Punkte :c selbst. In dieser Weise ergänzt ja die Funk­
tionentheorie die gewöhnhebe Ebene . durch Hinzufügung des „un­
endhch fernen Punktes«. Man sieht, daß die Umgebungsaxiome und 
das erste Abzählbarkeitsaxiom erfüllt bleiben. Wenn in E eine ab­
zählbare Menge R dicht ist, so sind diese Umgebungen wieder mit 
einem System solcher gleichwertig, das auch das zweite Abzählbar­
keitsaxiom erfüUt, nämlich mit dem System der Umgebungen von 
Puiüiten der Menge B + {cc; mit rationalen Radien. 

i n . N i c h t a r c h i m e d i s c h e En t f e rnungen . 
In einer Menge E seien Entfernungen xy definiert, die aber 

nicht mehr reelle Zahlen, sondern Elemente eines nichtarchünedischen 
Größensystems (Kap. VI, § 11) sind, von dem wir voraussetzen woUen, 
daß zn jeder Größe « auch der n^" Teil -^ « im System vorhanden 

sei. Die Größen xy sollen natürhch ^ 0 sein und die Entfemungs­
axiome erfüllen. Aus der größtenteils wörthchen Wiederholung 
der Überiegung in Kap. V n , § 1 erkennt man, daß die durch 
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xy<.g mit positivem p definierten Umgebungen TT̂  wieder die Um­
gebungsaxiome erfüllen (die Schlüsse beruhen darauf, daß es zwischen 
zwei Größen « < /9 des Systems eine dritte, z. B. ^{a + ß) gibt). Den 
einfachsten FaU, den hnearen Mengen entsprechend, erhalten wir, 
wenn wir unter E das nichtarchimedische Größensystem seihst ver­
stehen und als Entfernung xy den Betrag |a; —«/| definieren, wobei 
natürlich \a\ diejenige von den beiden Größen + « bedeutet, die 
^ 0 ist. Die Umgebung TT̂  mit dem Radius p besteht dann aus 
denjenigen Punkten (Größen) y, für die x — g <Cy<Cx+ g ist,̂  

Die Menge der positiven Größen des Systems ist, da sie nach 
Annahme kein kleinstes Element hat, mit dem Inversen einer regu­
lären Anfangszahl «^ koinitial, d. h. es gibt eine Menge positiver 
Größen 

eo>9i>92>->Qs>--- i^<^a)> 
zu denen keine noch kleinere positive Größe existiert.^ Offenbar 
gilt das erste Abzählbarkeitsaxiom dann und nur dann, wenn diese 
Anfangszahl 03^= co ist. 

Nehmen wir für das Größensystem E den einfachsten FaU: es 
bestehe aus sämtlichen, lexikographisch geordneten Komplexen reeUer 
Zahlen 

x = {Xg,x^,...,x^,..J {X<p) 

mit dem wohlgeordneten Argument W{ß), d. h. der Menge der Ord­
nungszahlen < ß. Die Ordnungszahl jtt ist > 1 vorauszusetzen, da 
wir für ß=l auf die Menge der reellen Zahlen zurückkämen. Je 
nachdem ß einen Vorgänger ß—1 hat oder Limeszahl ist, ist die 
Menge der positiven Komplexe mit co* oder ß* koinitial; im ersten 
PaU nämhch mit der Menge der Komplexe, die an der letzten 
Stelle ß—1 eine der Zahlen 1, i , i , ... und sonst lauter Nullen 
haben, im zweiten PaU mit der Menge derer, die nur an einer 
einzigen Stelle eine Eins und sonst lauter Nullen haben. Das erste 
Abzählbarkeitsaxiom gilt also dann und nur dann, wenn ß einen 
Vorgänger hat oder mit co konfinal ist. — Das zweite Abzählbar­
keitsaxiom ist keinesfaUs gültig, weü eine in E dichte Menge A 
niemals abzählbar ist. Denn A muß, für jede reelle Zahl »<,, einen 
zwischen {x^, -1, ...) und (a;,,, + 1 , ...) liegenden, also mit x^ be­
ginnenden Komplex enthalten und demnach mindestens von der 
Mächtigkeit des Kontinuums sein. 

Schließlieh kann man sich hier von Metrik ganz befreien und in einer 
geordneten Menge B (ohne erstes und letztes Element) unter den CT, die den 
Punkt X enthaltenden Mittelstrecken verstehen (S. 214). 

' Anders ausgedrückt: die Größe 0, und damit jede Größe des Systems, 
ist «a/-Limes und zugleich (u„-Limes. 
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Der Leser diskutiere den FaU ß = 2, wo die Komplexe x= {x^,xj 
wieder als Punkte der Ebene gedeutet werden können, aber die 
Umgebungen eine ganz andere Form als gewöhnhch haben: es sind 
ParaUelstreifen mit je einer Hälfte der einschließenden Geraden 
oder Strecken paraUel der .\chse a:̂ , = 0, je nachdem der „Radius" 
Q = 'd'o>9i) positives oder verschwindendes p„ (im letzteren Falle 
positives pj) hat. Eine Gerade .fj = const hat keinen Häufungs­
punkt, wie im Beispiel § 1, (2. 

IV. Der Raum mit unend l i ch vielen Dimens ionen . 
Die Elemente der Menge E seien reeUe Zahlenfolgen 

a; = (x„.r , , . , . , :r„. ...), 
iür welche die Summe 

x,' + x,^ + ... + x,;- + ... 
konvergiert. Für zwei solche Folgen x, y setzen wir 

fjx,f, = [x^-yJf + [x.,-yJ^ + ... + {x,-yJ-' 
nnd im Falle der Konvergenz 

f{x, y) = lim f^{x, y) = (a;, - yj^ + {x^ - yj^ + .... 
Es ist 

>7:'a;.f/?^l7„(ar;<, + }/f,,ijj,z), 

wenn die Wurzeln ^ 0 genommen werden; das ist nichts anderes 
als die Dreiecksrelation im eukhdischen Räume E . Insbesondere 
ist, wenn wir für z die NuUfolge setzen. 

y/->,2/) ^ i V + x , H . - + ä;„̂  + iy,'+y2'+- + yn'' 
und ans der angenommenen Konvergenz der Quadratsummen folgt 

ffJ^)^llx^'+x,^+.:. + -}iy^^+y,^+..., 
daraus aber die Konvergenz der (aufsteigenden, beschränkten) Folge 
fj,x,y). f{x,y) existiert also stets und aus der Dreiecksrelation für 
den J7̂  folgt durch Grenzübergang 

1l^,^Yli^) + ffM-
Definieren wir also die Entfernung durch xy = '^f{x,y), so sind die 
Entfemungsaxiome erfüUt, und E ist ein metrischer Raum, den man 
nach Analogie als einen euklidischen Raum mit abzählbar vielen 
Dimensionen bezeichnen kann; er wird auch der Hilbertsche Raum 
genannt. Die sphärischen Umgebungen seiner Punkte erfüllen also 
die Umgebungsaxiome. 

In ihm ist eine abzählbare Menge dicht, nämlich die Menge R 
der Punkte 

»• = ('-i,''2> •••.»'„> 0 , 0 , 0 , . . . ) , 

file:///chse
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die rationale und schließlich verschwindende Koordinaten haben.i 
Denn ist x ein beliebiger Punkt und p eine positive Zahl, so kann 
man n so wählen, daß 

a;„+l + ä;n+2 + • • • < i ? ^ 
femer wegen der Dichtigkeit der Menge der rationalen Punkte in 
E^ die rationalen Zahlen r^jr^, ..., r^ so, daß 

(a;j - rj^ + {x, -rJ'+... + (a;„ - rj^< \gK 

Durch Addition folgt dann für r = (r j , . . . , r^, 0, 0, ...) 

f{x,r)<g'^, xr<g, 
d. h. in jeder Umgebung U^ liegt ein Punkt von R. Als metrischer 
Raum mit einer abzählbaren dichten Teilmenge erfüllt E also auch 
die beiden Abzählbarkeitsaxiome (nach Ersetzung der sphärischen Um­
gebungen durch gleichwertige) und alles Bisherige bleibt in Geltung. 

Will man die Beschränkung auf Folgen mit konvergenter 
Quadratsumme vermeiden, so wird man wieder für den F a l l der 
Konvergenz von f{x,y) = {x.^^ — yj^+{x^ — yj''+... die Entfernung 
als xy = yf{x, y) definieren und gelangt dadurch zu einem teil­
weise met r i schen Raum im Sinne von I . Alles bleibt richtig 
bis auf die Folgerungen aus dem zweiten Abzählbarkeitsaxiom, das 
hier nicht erfüllt ist. 

In anderer Weise, nämlich vermöge der Definition der Ent­
fernung durch die stets konvergente Reihe 

- ^ ^ 1 \x-yn\ 

^ n\ \ + \x„ — y^\ 
hat M. P r ö c h e t alle Folgen zu einem metrischen Raum vereinigt, 
in dem wieder die oben definierte abzählbare Menge R dicht ist. 
Eine ebenfaUs zulässige Definition der Entfernung iür xA^y ist der 

reziproke Wert — der ersten DifferenzsteUe beider Zahlenfolgen; 

dies kann auf Eleinentfolgen aus einer beliebigen Menge ausgedehnt 
werden. 

An Modifikationen und VeraUgemeinerungen, die sich hier noch 
anschließen könnten, herrscht kein Mangel; wir schlagen dem Leser 
einige zur Übung vor: 

Zahlenfolgen mit nur endlich vielen von Null verschiedenen 
Zahlen oder Punkte des H i l b e r t s c h e n Raumes mit schließlich 
verschwindenden Koordinaten. 

Zahlenkomplexe X = {XQ,X^,...,X^,...) vom Typus «j, unter der 
Bedingung, daß höchstens abzählbar viele Koordinaten von NuU ver­
schieden sind und ihre Quadratsumme konvergiert; das Quadrat der 

' Die Menge der Folgen rationaler Zahlen, ohne die letzte Bedingung, 
ist nicht abzählbar, sondern von der Mächtigkeit des Kontinuums (N^^osN). 
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Entfernung sei wieder durch {oc^~yjf + {o^ — yj^+ ... + [x^^-yj'+ ... 
definiert. In diesem „euklidischen Raum von Sj Dimensionen" ist 
keine abzählbare Menge, wohl aber die Menge R der Punkte mit 
nur endlich vielen nichtverschwindenden, rationalen Koordinaten 
dicht, die hier die Mächtigkeit N'j hat. 

Zahlenfolgen mit kubischen Umgebungen: TJ^ sei die Menge der 
Folgen (/, fiir die die obere S c h r a n k e der Beträge \x^^ — yj\ kleiner 
als eine positive Zahl g ist.' Indem man diese Schranke, wenn sie 
existiert, als Entfernung xy definiert, erhält man einen teilweise 
metrischen Raum mit den sphärischen Umgebungen U^. Offenbar 
läßt sich dies auf reelle Punktionen x = x{t) einer beliebigen Variablen 
übertragen. Die Elemente Oj, a^, ... konvergieren nach x, wenn die 
Funktionen a^{t), njf. ... gleichmäßig nach x{t) konvergieren. (Vgl. 
das nächste Beispiel.) 

Zahlenfolgen mit „Quadern" als Umgebungen: TJ^ sei durch die 
Ungleichungen x„-^»/„i<p„ mit positiven Pj, pj , ... definiert. Dies 
läßt sich auf Elementfolgen x = {x^, x^, ...) übertragen, deren Ele­
mente x,_ hehebige topologische Räume £(, durchlaufen; ist TJ,^ eine 
Umgebung von x^, so sei das Produkt T'j TJ., ... (die Menge aller 
Folgen y = {u^, y.,, ...), wo y^ Punkt von ü), ist) eine Umgebung von x. 
Auch hier kann man zu Funktionen einer beliebigen Variablen 
übergehen. 

V. S te t ige P u n k t i o n e n . 
Die Elemente x von E seien jetzt reelle Funktionen x = xit) 

einer reeUen Variablen t und im Intervall 0 ^ i ^ 1 stetig. Als 
Entfernung definieren wir 

xy = max x{t) — y{t)\, 

das Maximum des Betrages der Differenz beider Funktionen im 
IntervaU. Die Entfernungsaxiome sind erfüUt, also für die sphä­
rischen Umgebungen TJ^ die Umgebungsaxiome. Es existiert wieder 
eine in E dichte abzählbare Menge R. Nach einem bekannten Satz 
von We ie r s t r a s s gibt es nämlich für jede solche Punktion a;(<) und 
jede positive Zahl p ein Polynom 

''•'xtj = % + ait-\-.-. + arf' 

derart, daß im ganzen Intervall \x{t) — r{t)\ < g; und wenn ein solches 
überhaupt existiert, so lehrt eine leichte Überlegung, daß man seine 
Koeffizienten rational annehmen darf. Die abzahlbare Menge R der 
Polynome mit r a t i o n a l e n Koeff izienten ist also in E dicht; 
danach gelten für ein mit den sphärischen Umgebungen gleich-

^ Wollte man diese Bedingung durch !»„—y„|<o ersetzen, so würden 
die Umgebungen das Axiom (C) nicht erfüllen (S. 213). 

H a u s d o r f f , Mengenlehre. 19 
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wertiges System die beiden Abzählbarkeitsaxiome und alle bisherigen 
Resultate bleiben richtig. 

Eine andere zulässige Definition der Entfernung ist die nicht­
negative Quadratwurzel aus 

flxit)-y{t)Ydt; 

bezeichnen wir sie mit xy und die hiermit definierten sphärischen 
Umgebungen mit 7^ (die TJ^ entsprechen den kubischen, die 7^ den 
sphärischen Umgebungen des gewöhnlichen Raumes). Auf (Jrund 
einer bekannten Integralabschätzung ist für xy<C.g auch xy<^g, 
also enthält jedes F^ ein U^. Umgekehrt ist aber kein 7^ in einem 
U^ enthalten, denn das Integral kann beliebig klein und doch der 
Integrand an einzelnen Stellen behebig groß werden. Die U^ und 
7^ sind also nicht gleichwertig und definieren verschiedene Mengen 
A„ usw.; für beide aber bleiben alle bisherigen Sätze in Kraft, da 
auch bei Zugrundelegung der 7^ die obengenannte Menge B in B 
dicht ist. 

Ein weiteres Beispiel von der Art der in diesem Paragraphen 
behandelten lernen wir in § 6 kennen, indem wir die Teilmengen 
eines metrischen Raumes als Elemente eines neuen Raumes ansehen. 

§ 6. Metrische Räume: Entfernungen nnd Znsammenhang. 

Wir halten jetzt den Zeitpunkt für gekommen, wo eine weitere 
Portsetzung der Umgebungstheorie mit einer Einbuße an Einfach­
heit verknüpft sein würde. Insbesondere hat ein metrischer Raum 
etwas, was sich rein topologisch nur umständhch beschreiben läßt, 
nämlich die durch gleichen Radius vermittelte Beziehung zwischen 
den Umgebungen verschiedener Punkte. In einem metrischen Räume, 
den wir von nun an voraussetzen, gelten die Umgebungsaxiome und 
(bei Ersetzung der Umgebungen durch gleichwertige) das erste Ab­
zählbarkeitsaxiom, während das zweite die metrischen Räume mit 
abzählbarer dichter Teilmenge charakterisiert. 

Eine Menge A heißt b e s c h r ä n k t , wenn die Entfernungen 
ihrer Punkte voneinander eine obere Schranke d{A) haben; diese 
heißt die Bre i te von A. Endliche Mengen sind beschränkt; auch 
die Nullmenge rechnen wir zu den beschränkten Mengen, ohne ihr 
aber eine Breite zuzuschreiben. Die Teilmengen einer beschränkten 
Menge sind beschränkt; eine Summe endhch vieler beschränkter 
Mengen ist beschränkt. Kompakte Mengen sind beschränkt, denn 
eine unbeschränkte Menge hat offenbar divergente TeUmengen. 
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Die Entfernungen p = 06 der Punktpaare zweier nichtverschwin-
dender Meugen .1, ß haben stets eine untere Sehranke, die un te re 
Ent fe rnung zwischen .1 , B 

c\A.ll) = i)'ß!.A)^0. 
und, falls beide Mengen beschränkt sind, eine obere Schranke, die 
obere En t f e rnung 

diA,P^ = d(Il, .11. 
Die obere Entfernung einer Menge von sich selbst ist ihre Breite 
diA,A) = d{A]. Die untere und obere Schranke der Entfernungen ab, 
wenn a die Menge A durchläuft und b ein fester Punkt ist, be­
zeichnen wir mit 

SA. b) = S{b, A). diA, b) = d{b, .1) 

statt mit ^(A,;6j) usw.^ 
Die oberen Abstände erfüllen die dem Dreiecksaxiom analoge 

Beziehung 
(1.) diA.lh + d[IS, G> ^ 'I[A , G). 

Denn wählt man a und c so. daß acydi.i, C) — s. bei beliebig vor­
geschriebenem positivem 6. so ist für jeden Punkt b 

d(A. B) + d'.B, C)^äb + Vc^'ae > d[A, C) — «, 

d[A,B) + d^IJ. C) y (/i.l, C) - £, 

nnd ans der letzten, für jedes positive e gültigen Ungleichung folgt (1), 
Die imteren Abstände erfiülen die Dreiecksrelation nicht (z. B. 

wähle man A und G mit positiver unterer Entfernung, ß als eine 
beide Mengen treffende Menge, so daß S{A, B) = d{B, C) =0, 
S{A. G)y0). Es gilt nur. wenn die mittlere Menge sich auf einen 
Punkt reduziert: 
'2- Ö',A,b)+8ib,G)'^äiA,G). 

Denn wählt man a und c so, daß ab < S{A, b) + e und bo < Sip, G) + B, 
so ist 

d[A, b) + m,, G')+2syäb + Ve ^ ö c ^ S{A, G). 

Spezialfälle von (1) und (2; sind 

(3) d'A,b) + bc^d{A,c), 

(4) d{A,b) + b'o^S{A,oi. 

Die Formel (3̂  nebst der durch Vertauschung von b, 0 entstehenden 
besagt, daß der Betrag der Differenz d{A,b) — d{A,c) höchstens 

1 Damit keine Kollision dadurch entstehe, ist wieder wie in früheren 
Fällen fS.43, 85) vorauszusetzen, daß Elemente und Teilmengen von E, Punkte und 
Punktmengen verschiedene Dinge seien, abgesehen vielleicht von Gleichungen 
der Form x = \x\. 

19* 
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gleich be ist. Wenn also b^ nach o konvergiert, so konvergiert 
d{A,bJ nach d{A,e) und ebenso S{A,bJ nach S{A,e); in der üblichen 
Ausdrucksweise (Kap. IX) sind d{A,x) und S{A,x) s tet ige Funktionen 
von X. 

Es ist 
(5) d-{A,B) = S{A^,B), d[A,B) = d{A^,B), 

d. h. diese Entfernungen bleiben ungeändert, wenn man der Menge A 
ihre Häufungspunkte hinzufügt. Um dies z. B. für d zu beweisen: 
ist e > 0 beliebig, x ein Punkt von A„, a ein Punkt von A mit 
aa;<6, endlich b ein behebiger Punkt von B, so ist 

xb<Cab + s^d{A,B)+ s, 

die xb sind also beschränkt (d. h. mit A ist A^ beschränkt) und 
d{A^,B)^d[A,B) + s, also d{A^,B)^d{A,B). Wegen A„SA ist 
andererseits (i(A„,B)S d(A,B), also beide Zahlen gleich. 

Man kann auch sagen: A und A' haben dieselben Entfernungen 
von B, wenn A^= A'„, wenn also (Kap. VII, § 8) die Mengen A, 1 
zu e inander d icht oder, wie wir.uns damals ausdrückten, kon­
gruent sind {A=^Ä). In den unteren und oberen Entfernungen 
kann jede Menge durch eine kongruente Menge ersetzt werden. 

I. Sind die Mengen A, B abgesch lossen und kompakt , 
so bi lden die En t f e rnungen ab i h r e r P u n k t p a a r e eine ab­
geschlossene, be sch ränk t e Zah lenmenge . 

Denn ist P diese Menge und a eine «-Zahl von P, so gibt es 
eine Folge von Punktpaaren mit l imä^^=a- . Die Folge der a„ 
hat dann mindestens einen zu A gehörigen Häufungspunkt a, es ist 
also, für eine geeignete Folge natürlicher Zahlen p, l ima^=a, und 
ebenso für ^ e geeignete Teilfolge dieser Folge \imb^=b. Dann 
ist a = lima^b^= ab, a ist also eine wirkhch erreichte Entfernung 
oder eine Zahl von P , womit diese Menge als abgeschlossen erkannt 
ist. Genau ebenso wird gezeigt, daß niemals lima b = +cc sein 
, 1 D 1 1 O O ? 7 1 7 1 ' 

kann, daß also P beschränkt ist, was wir übrigens schon wissen. 
Insbesondere existiert also in diesem Fall ein Minimum und ein 
Maximum der Entfernungen 

minab = d{A,B), m&xäb = d{A,B), 

die Entförnungsschranken werden wirklich erreicht. 
Die Voraussetzung der Kompaktheit ist ebenso wesentlich wie 

die der Abgeschlossenheit. Ein Hyperbelzweig und eine seiner 
Asymptoten sind abgeschlossen; aber die untere Entfernung NuU 
wird nicht erreicht. Es genügt auch nicht, daß beide Mengen 
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beschränkt und abgeschlossen seien (vgl. §8). Im Hilbertschen 
Räume S. 2S7^ sei A die Menge der Punkte 

«1= .1, 0, 0. 0, ...) 
«3 = (0, 1, 0, 0, ...) 
«3= (I, 0. 1, 0,...) usw.; 

ist 6 = fp\, p'j, ^ij, ...) ein weiterer Punkt mit lauter positiven Ko­
ordinaten und ß- = ß^^ + ß.,^ + ß^^ +.... so ist 

^b'=l-2ß„+ß-^ 
nnd diese Zahlen haben die obere Schranke 1 + ß-, erreichen sie 
aber nicht Sind die ß^ sämtlich negativ, so erreichen die genannten 
Zahlen ihre untere Schranke 1+ ß^ nicht. Die Menge A ist be-
schränki; und abgeschlossen, aber nicht kompakt (sie ist divergent). 

Im Anschluß an das Bisherige erhebt sich die Frage, ob es 
nicht möghch ist, den (nichtverschwindenden) Teilmengen des me­
trischen Raumes E E n t f e r n u n g e n AB zuzuordnen, die auch ihrer­
seits die Entfemungsaxiome erfüllen. Hierzu eignen sich weder die 
unteren Entfernungen, die das Dreiecksaxiom verletzen, noch die 
oberen, wo d{A,A' im allgemeinen nicht Null ist. ]\lan gelangt aber 
zn solchen Entfernungen in folgender Weise. 

Wir betrachten den unteren Abstand S{A,b) und lassen b die 
Menge B durchlaufen. Wenn diese Abstände eine obere Schranke 
haben', so bezeichnen wir diese mit AB; hierbei kommt es aber 
auf die Reihenfolge an, und die Zahlen AB und BA können, wenn 
sie beide existieren, verschieden sein. Um das Symmetrieaxiom zu 
sichern, definieren wir als Entfernung AB die größere^ der beiden 
Zahlen 

AB = max AB, BA, 

vorausgesetzt, daß beide existieren. 
Die Entfernung hegt offenbar zwischen der unteren und oberen 

Entfernung; d.h. wenn AB existiert, so ist AB ^<J(A,B), und wenn 
d{A,B) existiert, so existiert auch AB-^d{A,B). Zwei beschränkte 
Mengen haben stets eine Entfernung, zwei unbeschränkte möglicher­
weise, eine beschränkte nnd eine unbeschränkte niemals. 

Wenn B = {J{ aus einem einzigen Punkte besteht, so ist 
Ab = S{A,b), YA = d{A,b), also Ab = d{A,b); die Entfernung ist in 
diesem FaUe die obere Entfernung. 

' Dazu ist die Beschränktheit von A und B nicht notwendig, wie der Fall 
von zwei parallelen Geraden lehrt. 

^ Auch ihr arithmetisches Mittel würde im wesentlichen dieselben Dienste 
leisten. 
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Wenn AB<g, so gibt es zu j edem Punkte h einen 
P u n k t a mit ab<g; wenn es u m g e k e h r t zu jedem Punkte h 
einen P u n k t a mit 'ab<g g ib t , so is t A B ^ p . Diese leicht 
beweisbare Bemerkung, die auch zur Definition von AB dienen 
könnte, ist für Anwendungen besonders zweckmäßig. ^ 

Wenn AB und WG existieren, so existiert auch AG und es ist 

(6) AB + FC^I^. 

Denn setzen wir AB = g, BG=G, so existiert für beliebiges 
positives « zu jedem Punkt c ein Punkt b mit 6C<Ö- + £, dazu ein 
Punkt a mit 'äb<g + E, also a'a<g+cj+2e, folglich ist 

ÄÄJ^g + cT+2B und ÄÄT^p + ff, 

Hieraus folgt unmittelbar: wenn AB und BG existieren, so 
existiert auch AG und es ist 

(7) TB + WG^AC. 
Denn die linke Seite ist 

-^IB + WG^TG und ^~GB + B2^'GA. 

Die Entfernungen erfüllen also das Dreiecksaxiom eines teil­
weise met r i schen Raumes (S, 285). 

Das Koinzidenzaxiom ist zunächst nicht erfüllt; zwar ist AA-0, 
aber AB kann auch noch sonst verschwinden. Die Gleichung AB = 0 
besagt, daß, für jeden Punkt b, S{A,b) = 0 ist (oder zu jedem 5 gibt 
es bei beliebigem positivem p ein a mit ab < p), d. h. daß b stets 
«-Punkt von A, A zu B d icht ist, wovon offenbar auch die Um­
kehrung gilt. Also verschwindet Aß dann und nur dann, wenn 
A und B zu e inander d icht (kongruent ) sind, woraus (nach dem 
Dreiecksaxiom) folgt, daß ohne Änderung der Entfernung jede Menge 
durch eine kongruente ersetzt werden kann. Um das Koinzidenz­
axiom aufrechtzuerhalten, müssen wir also entweder kongruente 
Mengen als nicht verschieden ansehen (mit erweiterter Bedeutung 
des Begriffs Gleichheit) oder dürfen aus jeder Klasse kongruenter 
Mengen nur eine Menge, am einfachsten die abgeschlossene (größte) 
Menge der Klasse, zulassen. Wir können also sagen: 

II. Die n ich tve r schwindenden abgesch lossenen Teil­
mengen eines met r i schen Raumes E b i lden ih re r se i t s einen 
tei lweise me t r i schen Raum @. 

Das System der be sch ränk t en abgeschlossenen Mengen ist 
einer der metrischen Teihäume, in die der Mengenraum (£ zerfäUt. 
Hiervon bilden die. k o m p a k t e n abgeschlossenen Mengen wieder 
einen metrischen Teilraum (£. Wenn in E eine abzählbare Menge B 
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dicht ist, SO ist auch in S eine abzahlbare Menge dicht, nämlich 
das System der end l ichen Teilmengen von /.'. In der Tat: ist A 
abgeschlossen und kompakt, p eine positive Zahl, und schließen wir 
jeden Punkt a von A in seine Umgebung ('__ mit dem Radius g ein, 
so ist nach dem Boreischen Satze .1 bereits in einer endlichen 
Zahl dieser Umgebungen enthalten, deren Mittelpunkte Oj, «.,,..., a„ 
sein mögen. Zu jedem dieser Punkte a. {i= \, 2, ..., n) gibt es 
einen Punkt r. von R mit fl;r<p: die Punkte r. bilden eine end­
hche Teilmenge R^ von R. Zu jedem Pnnkt r. von R^ gibt es einen 
Punkt a. von A mit r ; 0 ;<p , also ist Af?g<p. Zu jedem Punkt a 
von A gibt es einen Punkt a. mit a a ; < p und einen Punkt r̂  mit 
ar ;< 2p, demnach i-t f i ' oA^2p . Also ist AR^^2g, in behebiger 
Nähe eines A liegt ein R^. 

Im ganzen Mengenraum (£ ist im allgemeinen keine abzähl­
bare Menge dicht, selbst wenn E diese Eigenschaft hat. Ist z .B. 
E die euklidische Ebene, so haben schon die verschiedenen Geraden 
durch einen Punkt paarweise keine Entfernung voneinander^, und ® 
zerfallt mindestens in X verschiedene metrische Räume (übrigens 
auch in nicht mehr, da es überhaupt nur N abgeschlossene Mengen 
gibt, § 3, IV.. Eine in (£ dichte Menge hat daher die Mächtigkeit 
des Kontinuums. 

Betrachten wir eine Fo lge von n ich tve r schwindenden 
Mengen Aj, J , , ... und erinnern uns aus Kap. VII, § 5 der beiden 
abgeschlossenen Limites 

B = LiminfA„, JT= Limsup,l„, 
die wir im PaUe der Gleichheit als a b g e s c h l o s s e n e n L i m e s 
i = J f = L i m A bezeichnet haben.- Andererseits sind auf Grund 

n 

der Entfernungen zwischen Mengen Häufungselemente X und ein 
etwaiger Limes X der Mengenfolge wie gewöhnlich zu definieren, 
nämhch dadurch, daß, bei behebigem p > 0, die Ungleichung 
Ä'A^<p für unendlich viele resp. fast aUe n erfüllt ist; wir wollen 
dabei das durch jede kongruente Menge ersetzbare X durch die 
Forderung der Abgeschlossenheit präzisieren. Den Zusammenhang 
dieser Limesbegriffe vermittelt der Satz: 

III. Wenn h m . 1 ^ = 0 , so i s t A : g L ; wenn l i m i % = 0, so 
ist Ys,31 {X, Y als abgeschlossen vorausgesetzt). 

'• Bei dieser Entfemungsdefinition konvergiert also im allgemeinen die 
Folge der Geraden y = a„x + b„ nicht gegen die Gerade y = ax + b, wenn a„ 
nach a und J„ nach b konvergiert; nur parallele Gerade haben eine Ent­
fernung. 

' V^ir lassen die Striche über L, M jetzt weg, da von den übrigen Limites 
hier nicht die Rede ist. 
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Denn für beliebiges positives p ist, für fast aUe n, ÄJJJx^g, 
so daß es zu jedem Punkt x von X einen Punkt a^ von A„ mit 
« ^ < p gibt, d. h. jede Umgebung von x hat Punkte mit fast allen 
A„ gemein, x ist Punkt von L, X^L. Andererseits sei m ein 
Punkt von Jf; jede Umgebung von m hat Punkte mit unendhch 
vielen A„ gemein oder es gibt, für unendlich viele n, einen Punkt a^^ 
von A^ mit ma^^<.g. Wählt man unter diesen ein n so groß, daß 
^YA^<.g, so gibt es zu a^ einen Punkt«/mit t/a^< p, TÜSO my<^2g. 
Demnach ist m ein «-Punkt von Y; 3i^ Y^= Y. 

Ist jetzt A^=limA^, so ist limXA„ = 0, also nach HI 

A ' g L g J f g X , L = 3I=X: 

IV. Wenn die Mengenfolge nach X konvergier t , so ist 
X auch ihr abgesch los sene r Limes, 

Umgekehrt läßt sich nicht soviel aussagen. Ist X ein Häuftmgs-
element der Mengenfolge, so gibt es nach dem hier gültigen Satz 
von der Trennbarkeit der Häufungspunkte (§ 2) eine nach X kon­
vergente Teilfolge A^, deren abgeschlossene Limites also mit X 
identisch sind. Daher ist (S. 237) B g A^g Jf, alle Häufungselemente 
der Folge liegen zwischen L und Jf. Wenn insbesondere die 
Mengenfolge einen abgesch lossenen L imes -L = 31 hat , so 
kann sie kein von diesem ve r sch i edenes Häufungselement 
haben. Aber daraus läßt sich ihre Konvergenz natürhch im all­
gemeinen nicht erschließen. 

Es gibt aber einen Fall, wo man -mehr aussagen kann, wenn 
nämhch die Mengen A^ Teilmengen einer und derselben kompakten 
Menge sind oder, was dasselbe ist, wenn ihre Summe <S'=©(Aj, Ag,.,.) 
kompakt ist. Es gilt nämhch folgendes Gegenstück zu HI : 

V. Wenn die Mengen A^ eine k o m p a k t e Summe haben, 
so isjt hm JfA^ = 0 u n d , w e n n L n i c h t v e r s c h w i n d e t , 
limA„i/ = 0. 

Mit S ist (nach S. 234) auch S^ und deren TeUmengen L, 31, A„ 
kompakt. Jf ist sicher von Null verschieden, da eine beliebige 
Folge von Punkten a^ aus A^ sicher einen Häufungspunkt hat, der 
nach Definition zu i ^ gehört (die A„ waren ja := 0 angenommen). 
Alle Entfernungen JfA„ und, wenn B==0, aUe Entfernungen BÄ^ 
sind vorhanden. 

Wäre nun nicht limMA^ = 0, so wäre für ein gewisses posi­
tives p, und für unendlich viele n, MA^yg, also für geeignete 
Punkte a^ 8{31,ajyg. Diese Punkte a„ haben aber emen Häufungs­
punkt m in Jf, für unendhch viele von ihnen ist also mâ ^ < p und 
^{^!^J<Q, was ein Widerspruch ist. 
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Wäre zweitens, für /.:::= 0, nicht hmA„B = 0, so wäre für ein 
gewisses p nnd, ihr unendlich viele », i„T, > 2 p , also für geeignete 
Punkte l. von L, d\^A^,lJy2g. Diese Punkte l,^ haben aber einen 
Häufungspunkt i in Z, und für unendlich viele von ihnen ist ^ , < p, 
also §{A,,l)'^S{A^^,lJ — ll^yg. Dann hätte aber die Umgebung 
von l mit dem Radius p mit unendhch vielen ,1,, keinen Punkt ge­
mein, im Widerspruch zur Definition von L. 

Aus V folgt nun: 
VI. Wenn die Mengenfolge eine kompak te Summe und 

einen abgesch lossenen L imes L = JT hat , so konverg ie r t 
sie nach diesem. 

Beispie le (vgh Kap. VII, § 5). 
Die Folge ,1, B, A, B, .... wo wir A und B abgeschlossen und 

= 0 voraussetzen, gibt L = ? ( A , ß ) , 3I=<S{A,B). Zur Konvergenz 
ist B = Ji, A=B notwendig, aber auch hinreichend. 

Im Beispiel {y) a. a. 0, ist die Mengenfolge divergent; denn ihr 
einziges Häufungselement könnte nur das Paar der 
Halbgeraden sein, aber dieses hat von keinem A„ eine 
Entfernung. Man sieht hieran, daß der Satz VI nicht ~ 
richtig bleibt, wenn nur die einzelnen A,, kompakt sind. 

A„ sei die Ordinatenachse, gekreuzt von der hori­
zontalen Strecke y=n, — l ^ a ; ^ l . Hier ist B = Jf — 
die Ordinatenachse; sie hat von jedem „l, die Ent­
fernung 1; die Mengenfolge ist divergent. 

ParaUele Gerade in den Abständen 1, \, \ , ... von . 
einer festen Geraden konvergieren gegen diese (Jerade; 
die einem Kreis eingeschriebenen oder umschriebenen Pig. lo. 
regulären Polygone konvergieren gegen den Kreis usw. 

Um noch eine Folgerung aus V zu ziehen, bemerken wir zu­
nächst die Ungleichung 

d{B, E) - d{A, Ä) ^ JB + ÄB', 

die man so beweist. Man wähle, für vorgegebenes positives «, zwei 
Punkte b, b' mit IF y d{B,IJ') — s, sodann zwei Punkte a, a' mit 

äb<ÄB+s, öTb' <,ÄTi' + s, 
dann ist 

AB'+ HB + d{A, A')+3e 

yab + äfb' + 'äa' + e^bb' + sy d{B, B'). 
Genau entsprechend folgt 

cy{A, Ä) - siB, E) ^ AB + JE, 

wenn man zuerst bb'<,Ö{B,E)+ e wählt und weiter wie soeben 
verfährt. 
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Daraus ergibt sich: 
VII. Wenn die Mengen A„ und AJ kompakte Summen 

haben , so is t 
d{31, M') g hm sup d{A,^, AJ), S{M, M') ^ lim inf ^(A„, A ; ) 

und, falls L, E n i ch t ve r schwinden , 
d{L, E) ^ lim inf d{A,^, AJ), S{L, E) ^ hm sup d{A^, AJ). 

Man hat nämlich 
rf(A„, AJ) - d{M, 31') ^MA^ + WAJ 

und daraus (durch den Schluß von x^^ ^ «/̂  auf lim sup x^ ^ hm supt/J, 
weil die rechte Seite nach V den lim = lim sup Null hat, die erste 
der angegebenen Formeln; genau so folgen die übrigen. 

Wenn die abgeschlossenen Limites L = 31= X, L'=31'=X' 
existieren, so folgt daraus 

d{X, X') = hm d(A„, AJ), S{X, X') = lim <5(A„, AJ), 
z. B. für konstantes, abgeschlossenes AJ = X' 

d{X, X') = hm d{A^, X'), d{X, X') = lim ^(A„, X'), 
oder, wenn man beide Mengenfolgen identifiziert {AJ=AJ, 

d{X) = lim d{AJ, 
die Breite von A„ konvergiert nach der Breite des abgeschlossenen 
Limes. 

Die Theorie des Zusammenhanges (Kap. VII, § 7) gestattet 
in einem metrischen Räume noch eine weitere Ausführung, nämlich 
eine Art gradueUer Abstufung, bei der auch eine unzusammen­
hängende Menge noch einen gröberen Zusammenhang haben kann 
und erst bei schärferer Betrachtung in Teile zerfällt, wie sich ein 
Nebelfleck in Sterne auflöst. Wir wollen, für eine positive Zahl p, 
eine nichtverschwindende Menge A p -zusammenhängend nennen, 
wenn bei jeder Zerlegung A = B + 0 in zwei nichtverschwindende 
Summanden deren untere Entfernung S{P,Q)^g ist, ebenso 0-zu-
sammenhängend, wenn bei jeder solchen Zerlegung §{P, Q) = 0 ist 
(also A p-zusammenhängend für jedes positive p).i Eine schlechthin 
zusammenhängende Menge ist 0-zusammenhängend, da bei jeder Zer­
legung A = B + 0 wenigstens die eine Menge einen Häufungspunkt 
der andern enthält; daß das Umgekehrte im aUgemeinen nicht gilt, 
werden wir an Beispielen sehen. 

VIII. E ine Summe von be l ieb ig vielen p-zusammen-
hängenden Mengen, die paa rwe i se u n t e r e En t f e rnungen g p 
haben, ist wieder p - zusammenhängend . E ine Summe von 

' Eine Menge aus einem Punkt ist als §-zusammenhängend und 0-zu­
sammenhängend zu betrachten. 
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beliebig vielen 0 - zusammenhängenden i\lengen, die paa r ­
weise die un te re Knt fe rnung 0 haben , ist 0-zusammen­
hängend. 

Denn wird A—SAi ^" '-̂ '̂̂ i nichtverschwindende Teilmengen 
A=P+Q zerlegt, so wird entweder mindestens ein Summand 
A^= 1',-lj. P) + r A;, Q)= P.+ Q. ebenfalls in zwei nichtverschwin­
dende Teilmengen zerlegt, und dann ist ö{P, Q) ̂  ä{P., Q^^g; oder 
jeder Summand bleibt ganz in einer der Mengen P, Q, und wenn 
dann A,. g P, A,̂^ g Q. so ist S{P, Q)•^'i{A^, A,)^g. Der zweite 
Satz ist unmittelbare Folge des ersten (oder wird genau so mit 
P = 0 bewiesen). 

Unter einer p-Komponente resp. 0-Komponente von A ver­
stehen wir eine größte in keiner andern enthaltene) p-zusammen-
hängende resp. 0-zusammenhäugende Teilmenge von A. Die Existenz 
solcher geht ans VIII hervor: die Summe aller p-zusammenhängenden 
Teilmengen von A, die den festen Punkt p enthalten, ist eine 
p-Komponente. Zwei verschiedene p-Komponenten P=)= Q sind nicht 
nur fremd, sondern haben sogar eine untere Entfernung S{P, Q) > g, 
da andemfaUs S^B, 0 ) = f oder = 0 nnd auch noch p-zusammen­
hängend wäre; eine (nicht mit A selbst identische) p-Komponente P 
hat von ihrem Komplement A — P eine untere Entfernung ^ p, 
beide sind in A abgeschlossen. Zwei verschiedene 0-Komponenten 
haben positive untere Entfernung: eine 0-Komponente (nicht aber im 
allgemeinen ihr Komplement) ist in A abgeschlossen. Wir bezeichnen 
die den Punkt p enthaltende p-Komponente und 0-Komponente mit 
P^ und Bg, die gewöhnliche Komponente mit P, die Quasikom-
pönente 'S. 248; mit B^; außerdem sei 

P,+0=^Pa (<̂ >?'.- Po+0 = ^Pa i<^>0) 
a " 

die Menge der Punkte, die mit p gleichzeitig derselben ff-Kom-
ponente für jedes a y g resp. für o- > 0 angehören. Da von den 
Eigenschaften: zusammenhängend, 0-, p-, ff-zusammenhängend, für 
0 < p < ff jede die folgende nach sich zieht, so ist 

P^P^P c: p cz p „ c B ; 

für die obigen Durchschnitte kann man offenbar solche aus Mengen­

folgen setzen, z. B. Bo^o= ~(^i ' -^4' B_,_, . . .). 
Die Quasikomponente P war der Durchschnitt aller den Punkt p 

enthaltenden Mengen, die, zugleich mit ihrem Komplement, in A 
abgeschlossen sind; da zu ihnen die p-Komponenten gehören, so ist 
•Pg^ . jg i 'o+o ' während die Beziehung von B^ zu B^ im allgemeinen 
fraghch bleibt. 

Als eine (nicht unbedingt notwendige) Ergänzung dieser Be-
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trachtungen stellen wir noch die Definition auf: A heiße (p-O)-zu-
s a m m e n h ä n g e n d i , ^enn bei jeder Zerlegung A = P+ Q die untere 
Entfernung S{P, Q)<g ausfällt (statt ^ p wie beim p-Zusammen­
hang), Wie oben folgt, daß die Summe beliebig vieler solcher 
Mengen, die paarweise untere Entfernungen < p haben, wieder 
(p _ 0)-znsammenhängend ist, und daraus die Existenz von (p —0)-
Komponenten einer Menge A. Für die den Punkt p enthaltende 
(p — 0)-Komponente gilt 

P,_oS-P,7 -P,-o = f^ . (0<-<Q), 

wovon nur die zweite Formel eines Beweises bedarf. Nennen wir 
die rechte Seite S, so ist jedenfaUs P^_^^S. Wäre aber^^^^r^S, 
also P^_Q = S+T, S{S,T)<g, also für geeignete Punkte st<g, so 
gehörtes einer gewissen Menge P^ und allen folgenden an; wh 
können daher annehmen, daß si^it<g. Dann wäre aberB^+}i} 
noch 7f-zusammenhängend, P^ nicht die größte den Punkt p ent­
haltende jT-zusammenhängende Teilmenge von A. 

Beispiele. Bin Hyperbelzweig und eine Asymptote sind zusammen­
hängend und haben die untere Entfernung 0; ihre Summe ist 0-zusammen­
hängend, aber nicht zusammenhängend. 

Ein Punktpaar mit der Entfernung 1 ist l-zusammenhängend, aber 
nicht (1 — 0)-zusanimenhängend. Die lineare Menge der Pimkte mit den 
Abszissen 

0 1 X J-S. 1 4 - 2 . - 1 - 3 

ist (1—0)-zusammenhängend. Die Menge der Punkte 0, .^, |-, f, ..., 2 
ist l-zusammenhängend, ohne daß sieh der Punkt 2 mit einem andern 
durch eine l-Kette verbinden ließe, was erst eintrifft, wenn man der 
Menge noch ihren Häufungspunkt 1 hinzufügt. 

Die Menge der rationalen Zahlen ist 0-zusammenhängend, aber nicht 
zusammenhängend; ihre Komponenten und Quasikomponenten bestehen aus 
je einem einzelnen Element, es ist also P^::^ P .^ 

Ist A die Summe der Rechtecke und der beiden Geraden S. 249, p ein 

' Nennt man einen endlichen Punktkonlplex (dj, flSj, a^,..., a„) eine g-K e tt e, 
wenn die Entfernungen konsekutiver Punkte »0*11 %«2) .••) «n—ißn sämtlich 
S § , eine (o —0)-Kette, wenn sie sämtlich <Q sind, so wird sieh der Leser 
leicht von der Richtigkeit folgender Sätze überzeugen: eine Menge A, in der 
je zwei Punkte a, b durch eine Q-Kette [a, ..., b) von Punkten in A verbunden 
werden können, ist ^-zusammenhängend (aber im allgemeinen nicht umgekehrt); 
eine Menge, in der je zwei Punkte durch eine (§ —0)-Kette verbunden werden 
können, ist (9 —0)-zu3ammenhängend, und umgekehrt, G. Cantor hat gelegent­
lich eine Menge zusammenhängend genannt, wenn je zwei ihrer Punkte, für 
jedes 9 > 0 , durch eine g-Kette verbunden werden können; nach unserer Ter­
minologie ist sie dann nur 0-zusammenhängend. 
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l*unkt der einen Geraden, so ist P^^^ = B̂  das (ier.'idonpanr, 1'^ = P die 
durch p gehende Gerade, liier ist B^ c l'^; außerdem P^, ^ P^^, d.h. 
zwei Punkte, die für jedes g derselben p-lüunponente angehören, brauchen 
nicht derselben 0-Konipouente anzugehören. 

Eine Vereinfachung erfahren diese VerhiUtnisse, wenn es sich 
um eine k o m p a k t e abgesch lossene Menge .1 handelt. Eine 
solche ist, wenn 0-zusaiunienhängend, auch zusammenhängend; denn 
ist sie unzusammenhängend und in zwei abgeschlossene Summanden 
== 0 zerlegbar, so ist deren untere îu diesem Fall wirkhch erreichte) 
Entfernung positiv, und für jedes kleinere p die Menge schon nicht 
mehr o-zusammenhauixend. Die Anzahl der p-Komponenten ist für 
jedes p endhch (übertrifi't p die Breite von A, so ist A p-zusammen­
hängend): denn wählt man aus jeder einen beliebigen Punkt aus, 
so haben diese Punkte paarweise Entfernungen > p , also keinen 
Häufungspunkt, und dürfen danach nur in endlicher Menge vor­
handen sein. Es gibt nur endlich viele Zerlegungen A = B + 0 mit 
S{P,Q)yg, denn bei jeder solchen bleiben die p-Komponenten un­
zerlegt, und die Zerlegung ist nur eine Einteilung der p-Kom­
ponenten in zwei Klassen. Bei allen Zerlegungen einer unzusammen­
hängenden Menge haben also die Zahlen S{]', Q) ein Maximum p > 0, 
und die Menge ist dann noch p-zusammenhängend, aber nicht mehr 
(p — 0)-zusammenhängend: sie ist »r-zusammenhängend für ff ^ p und 
nicht ;i-zusammenhängend für ,T < p. Eine ig — 0)-zusammenhängende 
Menge ist auch noch für gewisse Zahlen n <ig ^-zusammenhängend, 
so daß für die Komponenten B, = B^_g gilt. 

Vor aUem aber läßt sich jetzt unter gewissen Bedingungen aus 
dem Zusammenhang von Mengen einer Folge auf den Zusammen­
hang ihrer oberen abgeschlossenen Limes schließen. Es gut der 
Satz: 

LK. Wenn die p - z u s a m m e n h ä n g e n d e n Mengen A,̂  eine 
kompakte Summe und einen n i ch tve r schwindenden un t e r en 
abgesch lossenen L imes L haben , so ist ihr obere r ab­
geschlossener L imes Jf g le ichfa l l s p - zusammenhängend . 

Nehmen wir an, es sei Jf nicht p-zusammenhängend, also 
31= P+Q mit fyP,Q) = ay g; wir setzen ff —p = 3s. Ein Punkt 
von L, der etwa zu B gehören möge, sei mit p bezeichnet, q ein 
behebiger Punkt von Q. Die Umgebung U^ mit dem Radius s hat 
mit fast allen, die Umgebung U^ mit dem Radius e mit unendlich 
vielen A„ Punkte gemein; außerdem ist nach V, für fast aUe n, 
^A^<,a; für unendhch viele A„, deren eines mit A bezeichnet sei, 
treffen also alle drei Aussagen zu. A hat also zwei Punkte a, b 
mit ap<_s, bq<^E, und es ist J f A < 6 . 
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Nun ist der p-Zusammenhang von A zu berücksichtigen. Wir 
teüen die Punkte von A in drei Klassen: 

(«) die Menge X der Punkte x, für die ^(B,a;)<£, also nach (2) 

8{Q,x)S §{P, Q)-S{P,x)ya-s = g + 2e; 
hierzu gehört der Punkt a. 

{ß) die Menge Y der Punkte y, für die S{Q,y)<e, also in 
gleicher Weise S{P,y)yg + 2s; hierzu gehört b. 

(/) die Menge Z der übrigen Punkte z, für die also gleichzeitig 
S{P, z) ̂  6 und ^(0,«) ^ «, also §{3I, z) ^ s. 

Auch solche Punkte z muß es geben. Denn je zwei Punkte 
X, y haben einen Abstand xy^S{P,y) - §{P,x)y g+ B, also ist 
S{X,Y)'^g + eyg, und wenn Z=0 wäre, so wäre A = Z + r 
nicht p-zusammenhängeud. Wenn es aber solche Punkte gibt, so 
ist 'WA^b{3I,z)^e, im Widerspruch zur obigen Peststellung 
^MA<6. Damit ist der Satz bewiesen. 

X. Wenn die z u s a m m e n h ä n g e n d e n Mengen A^ eine kom­
pak te Summe und einen n i ch tve r schwindenden un te ren ab­
geschlossenen Limes L haben , so ist ihr oberer abge­
schlossener Limes Jf gleichfal ls zusammenhängend . 

Denn nach IX ist Jf, für jedes p, p-zusammenhängend, also 
0-zusammenhängend und, als abgeschlossene kompakte Menge, zu­
sammenhängend. (Man kann auch in dem obigen Beweise direkt 
p = 0 annehmen.) 

Daß dieser Satz ohne die Kompaktheit der Mengensumme, selbst 
wenn die einzelnen A^ kompakt sind, nicht zuzutreffen braucht, zeigen 
die Streckenzüge S. 239 oder die Rechtecke S. 249. Daß er für B = 0 
nicht zu gelten braucht, zeigt schon die Folge A, B, A, B , . . . , wo (bei 
abgeschlossenen A,B) L = 2)(A, B) und Jf = <S(A, B); dies Beispiel zeigt 
auch, daß der Zusammenhang von L nicht behauptet werden kann. 

Wenn eine Folge zusammenhängender Mengen mit kompakter 
Summe einen abgeschlossenen Limes hat, oder wenn der Limes 
X = hm A^ existiert (wobei, wie erinnerlich, X als abgeschlossen 
vorausgesetzt wurde), so ist dieser zusammenhängend. Jedes Häu­
fungselement einer Folge zusammenhängender Mengen mit kom­
pakter Summe ist zusammenhängend. 

Diese Sätze erweitern den Kreis zusammenhängender Mengen 
durch Limesbildung; sie sind auch die Grundlage für diejenige 
Behandlungsweise der euklidischen Punktmengen, die sich auf ap­
proximierende Streckenzüge u, dgl. stützt. 

Für eine absteigende Folge A ^ a A ^ s . . . von abgeschlossenen, 
kompakten, nichtverschwindenden Mengen istB = Jf=A=2)(Aj, A^,.,-); 
sind die A^ p-zusammenhängend, so ist ihr Durchschnitt p-zusammen-
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hängend. Sind die .1 ,̂ o^-zusammenhängend und limp, = p , so ist 
der Durchschnitt p-zusammenhängend; denn für jedes ff>p ist 
sehl ießl ich ^lur fast alle n) p„<ff und A = ?(A„,A„^,i, ,,.) ff-zu-
sammenhäugend. Ebenso folgt für l i m p , = 0 , daß .1 zusammen­
hängend ist. Für die Komponenten einer abgeschlossenen kom­
pakten Menge ergibt sich daraus, daß der früher (S. 299) betrachtete 
Durchschnitt P^^^ p-zusammenhängend, also P g = P , und daß 
ebenso B^^, = J», = B ist. d. h. 

F= P =P =P 

Bei e iner kompak ten abgesch lossenen Menge sind also 
K o m p o n e n t e n . Quas ikomponen t en u n d 0-Komponenten 
ident isch, und die Punkte, die für jedes p derselben p-Komponente 
angehören, gehören derselben Komponente an. 

Zwischen den Komponenten einer abgeschlossenen kompakten 
Menge A läßt sich nun noch in anderer Weise, als dies oben (S. 293) 
allgemein geschehen ist, eine Entfernung definieren. Zwei ver­
schiedene Komponenten P, Q gehören nicht für jedes p derselben 
p-Komponente an, wohl aber für hinlänglich großes p; es gibt also 
eine trennende Zahl p, derart, daß 

B„ = 0„ für ff > p, B^ #: 0 , für ;r < p. 

Dann ist auch noch P , „ = 0 _,_„ oder P = Q , und o ist die kleinste 
Zahl, für welche B, Q noch derselben p-Komponente angehören. 
Diese Zahl bezeichnen wir mit 

p = B Q > 0 , 

während wir B B = 0 setzen, und nennen sie etwa die Dis tanz^ 
zwischen B und Q. Es ist leicht zu sehen, daß diese Distanzen die 
Entfemungsaxiome erfüllen; von dem Koinzidenz- und Symmetrie­
axiom ist es ohne weiteres klar, und wenn B, 0, B drei Kom­
ponenten von A sind, die wir als sämtlich verschieden ansehen 
können, ferner p das Maximum der beiden Distanzen BO, QP ist, 
so ist B = 0 = R , also FR ^ o und um so mehr 

PQ+QR^PR, 

also das Dreiecksaxiom erfüllt. 
Die Distanz ist höchstens gleich der unteren Entfernung; denn 

wenn ä{P,Q) = g, so ist P+Q p-zusammenhängend, B und Q ge­
hören derselben p-Komponente an, also B O ; g p oder PQ-^c){P,Q). 

' Die Distanz hängt auch von der Menge A ab: wenn P, Q zugleich 
Komponenten einer andern abgeschlossenen kompakten Menge A' sind, so 
können sie in dieser eine andere Distanz haben. In. P + Q haben sie die 
Distanz 5(P, Q). 
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Für eine Folge von Komponenten B^ wähle man nun aus jeder 
einen Punkt p^; die Folge dieser Punkte hat in der kompakten ab­
geschlossenen Menge A gewiß einen Häufungspunkt p, der der Kom­
ponente B angehören möge; für eine passende Teilfolge natürhcher 
Zahlen m ist dann limpp^=0, lim (J(B, BJ = 0, hmBB^=0 . Das 
heißt aber, daß es zu jeder Komponentenfolge eine Komponente 
gibt, die (im Sinne der Distanzen) Häufungselement der Folge ist, 
also: 

XL Die Menge der K o m p o n e n t e n e iner abgeschlossenen 
kompakten Menge i s t se lbst , im Sinne der Dis tanzen , eine 
abgeschlossene k o m p a k t e Menge.^ 

Übrigens ist ein Häufungselement im Sinne der Distanzen auch 
eins im Sinne der un t e r en Entfernungen, d. h. mit BP^ konvergiert 
auch ö{P,PJ nach Null, wovon das Umgekehrte wegen PQ:^S{P, Q) 
trivial ist. Denn zu der Folge der Komponenten B^ gibt es, wie 
wir soeben sahen, eine Komponente Q mit hm §{Q, PJ = hm QP.„^= 0, 
woraus wegen l i m B B ^ = 0 zunächst BQ = 0, Q=P folgt. Also ist 
hm 8{P, PJ = 0, B ist im Sinne der unteren Entfernungen Häufungs­
element der Folge, und da dies auch für jede Teüfolge gut, so muß 
hm S{P, PJ = 0 sein, Ist SOt = |B, 0, •••) irgend eine Menge von Kom­
ponenten von A (nicht notwendig aller) mit der Summe Jf = B + Q+ ..., 
so ist B also i so l i e r t e s resp. Häufungse lemen t von Tt, je nach­
dem die Distanzen BO oder die unteren Entfernungen S{P,Q) von 
den übrigen Komponenten eine pos i t ive resp. verschwindende 
untere Schranke haben, d. h. je nachdem das Komplement Jf —B 
in Jf abgeschlossen ist oder nicht. Diese Unterscheidung ist also, wenn 
B, 0, . . . gleichzeitig die Komponenten einer andern abgeschlossenen 
kompakten Menge A' sind, unabhängig davon, ob die Distanzen auf 
A oder A' bezogen werden. 

§ 7. Metrische Räume: Boreische Mengen. 

Eine wichtige Besonderheit des metrischen Raumes ist die Dar­
stellung abgeschlossener Mengen durch Fo lgen von Gebieten und 
umgekehrt. Wir erinnern hier zuvor an die formalen Betrachtungen 
von Kap. I, § 10; wie damals bezeichnen wir mit 

A-^iA'A,-), A,= 2)(A,,A„...) 

die Summe und den Durchschnitt einer Folge von Mengen A, die 

• Im Sinne der Entfernungen PQ trifft dies nicht zu; die Häufungs­
elemente von Komponentenfolgen können zusammenhängende Teilmengen 
von Komponenten sein, wie die einfachsten Beispiele lehren. 
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einem gewissen Mengensystem ül angehören; die ^1, bilden das 
kleinste ff-System •:)l,. die Ag das kleinste (V-System 51̂  über 9t, 
Auch die Fortsetzung dieser Prozesse haben wir besprochen; z .B. 
bilden die Durchschnitte A^g aus Polgen von Mengen Â  das kleinste 
^-System über 9t„. Die inzwischen erworbene Kenntnis der Ord­
nungszahlen gestattet uns auch, das kleinste System Stĵ ,̂, über 91 zu 
büden, dad sowohl die Summe als auch den Durchschnitt jeder 
Folge seiner Mengen enthält: setzt man etwa 7"(9t)=9I„j, und de­
liniert für jede Ordnungszahl ;/ < co^ durch Induktion 

9l„ = 9I, 9I,,= S9r(9Ij ( |<, / ) , 

so ist 9t,^^=39J^ (f/<(Wj), was indessen nicht ausschließt, daß der 
n 

Prozeß schon früher zum Abschluß kommt. Ist das System 9t von 
der Mächtigkeit X des Kontinuums. was z. B. für die abgeschlossenen 
Mengen oder Gebiete eines Raumes mit zweitem Abzählbarkeits­
axiom zutrifft ;; 8, IV), so ist 91̂  von derselben Mächtigkeit N̂ » = N, 
ebenso "3^^ und schheßlich das ganze System 91(̂ 3,. Im eukhdischen 
Räume bilden also die Mengen, die aus abgeschlossenen Mengen 
oder Gebieten durch Summen- oder Durchschnittsbüdung von Polgen 
entstehen, immer noch einen verschwindend kleinen Teü des Systems 
aUer Pnnktmengen. 

Wir bezeichnen abgeschlossene Mengen, wie schon öfter, mit F 
(ensemble ferm6), Gebiete mit G. Die Fg sind wieder abgeschlossen, 
da ja sogar der Durchschnitt beliebig vieler abgeschlossener Mengen 
wieder abgeschlossen ist; dagegen sind die F^, zn denen u. a, die 
abzählbaren Mengen gehören, im allgemeinen nicht abgeschlossen. 
Ebenso sind die G wieder Gebiete, die G, nicht. Die F und G, 
sind nächst den F und G selber die wichtigsten und einfachsten 
Punktmengen; danach folgen die F^g und Gg^ usw. Wir woUen aUe 
diese Mengen als Bore i sche Mengen bezeichnen. Die F und G, 
die P^ nnd Gg, die F^g und Gg^ sind Komplemente von einander; alle 
diese Mengen büden überdies Ringe g, ®, %^, %g, .... 

Wir wollen nun eine beliebige Menge A in ein Gg einschheßen, 
nnd zwar zunächst in folgender spezieller Weise: wir wählen eine 
Folge abnehmender, nach NnU konvergierender positiver Zahlen 

pj > P 2 > P 3 > . . . , z, B. p„ = —, und ordnen jedem Punkt a von A 

die Umgebung mit dem Mittelpunkt a und Radius p^ zu; die Summe 
dieser Umgebungen ist ein Gebiet ff^2A. Wir behaupten, daß 

II) A„ = 2)(ö,, (?„ . , . )=(? , 

der Durchschnitt dieser Gebietsfolge ist. In der Tat, ist x ein 
Hausdorff, Mengenlehre, 20 
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«-Punkt von A, so gibt es, für jedes n, einen Punkt â  von A 
mit xa^<.g^; x gehört also der Umgebung von a,^ mit dem Radius p̂ , 
also dem Gebiet ff^ an, folghch A „ g Qg. Umgekehrt, ist y kein 
Punkt von A^, und TJ^ eine Umgebung mit dem Radius p, die keinen 
Punkt von A enthält, so ist ya^g für jedes a, und für p „ ^ p ge­
hört y nicht mehr zu G^, also nicht zu Gg, folglich ff^gA^. 

Bezeichnen wir die Komplemente von A, O^, Gg mit B, B„, F, 
so ist 
(2) B, = ^{F„F„...) = F^. 

Die Gleichungen (1), (2), worin A„ jede abgeschlossene Menge und 
B; jedes Gebiet bedeuten kann, sagen: 

In einem met r i schen R ä u m e is t j e d e abgeschlossene 
Menge als D u r c h s c h n i t t e iner Fo lge von Gebieten, jedes 
Gebiet als Summe einer F o l g e abgesch lossene r Mengen 
da r s t e l lba r . 

Oder: jedes F ist ein Gg, jedes G ein F^. 

Z. B. ist die abgeschlossene Kreisfläche (Inneres mit Peripherie) vom 
Radius p der Durchschnitt der Kreisgebiete (Inneres ohne Peripherie) mit 
den Radien fp , fp , | p , ..,; das Kreisgebiet vom Radius p Summe der 
abgeschlossenen Kreisflächen mit den Radien - l -p , fp , fp , . . . . 

Eine Differenz zweier abgeschlossener Mengen oder zweier Ge­
biete oder ein Durchschnitt 35 (B, G) ist sowohl ein F^ als auch ein 
Gg, denn die F und G sind beides, und die B, und Gg büden ja 
Ringe. Auch die Mengen des kleinsten Körpers" g^ = ®^, d.h. die 
Mengen, die aus abgeschlossenen Mengen oder Gebfeten durch end­
hch wiederholte Differenzbüdung entstehen, sind gleichzeitig Mengen 
F^ und Gg. Eine Summe von höchstens abzählbar vielen Differenzen 
abgeschlossener Mengen ist ein F^. In einem metrischen Räume 
mit abzählbarer dichter Teümenge" trifft dies (§ 4) auf die Mengen 
^ - A ZI, die von einer behebigen Menge nach Abzug des letzten 
Residuums übrigbleiben, insbesondere auf die reduziblen Mengen; 
da aber auch das Komplement ehier reduziblen Menge reduzibel ist, 
so ist eine rednz ib le Menge g l e i chze i t i g ein F^ und ein 0^ 
Insbesondere ist eine separierte Menge nicht nur ein B (sogar höch­
stens abzählbar), sondern auch ein ff . 

In der Formel (1) haben wir unter ff„ die Summe aller Um­
gebungen von Punkten a mit kons tantem" Rad ius p„ (der von a 
unabhängig ist) verstanden. Läßt man diese Voraussetzung fallen, 
so braucht der Gebietsdurchschnitt Gg^A nicht mehr mit A„ überein­
zustimmen. Ordnen wir also jedem Punkte a und jeder natürhchen 
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Zahl » eine positive Zahl p^^ zu, vei-stehen unter U ,̂, die Umgebung 
von a mit dem Radius p, und setzen 

ö„ = 5 U , „ , ö , = ?,(; , . /?, , . . . ) , 

so wird man aUgemein außer Gg'S A nichts sagen können. Aber: 
Wenn die p^,, bei festem « eine posit ive u n t e r e Sch ranke 

haben, also g^^ ̂  p„ > 0 ist, so bleibt offenbar die Ungleichung 

(3) Ö , 3 A „ , T ; g B , 
bestehen nach wie vor seien /?. F,. IJ die Komplemente von A, ff,^, Gg). 

Wenn andererseits die o„. bei festem n eine obere Schranke 

haben, die mit — nach Null konverg ie r t , also o :^ o und 

limp^=0, so bleibt umgekehrt 

4 AS G.c J , Bsp SB, 

bestehen. Ja, eine geringe Modifikation lehrt, daß ein Punkt y von 
E — A^=B. nicht nur sehließlich Punkt von E— G^^= F^, sondern 
innerer Punkt dieser Menge wird mämhcb z. B. für g„^\g, wenn 
F mit dem Radius p keinen Punkt von A enthält). Es ist also in 
diesem Falle auch noch 

B , g S B j , , B , , , . . . i , A„a5iff ,„ , f f ,„ , . . . ) , 
was in Verbindung mit (4' die Gleichungen 

•ä _ A-Göa-^'^ur^^a'-h ß..= /-;,= 2'/-H,^,,,...) 
ergibt. 

Man kann die Frage stellen, wie man die Radien zu wählen 
hat, um Gg möghchst klein, F^ möglichst groß zu machen. Eine 
kleinste Menge Gg über A ist freilich im allgemeinen nicht vorhanden, 
da derDurchschnitt bel iebig vieler Gg nicht wieder ein Gg zu sein 
braucht «man sieht leicht, daß es immer ein G oder G^gA gibt, 
das einen vorgeschriebenen Punkt von E—A nicht enthält; das 
kleinste Gg über A könnte also nur A selbst sein und existiert nur, 
wenn A selbst ein Gg ist). Die Frage hat also keinen präzisen 
Sinn; indessen kann man sich z. B. die Aufgabe stellen, faUs A und 
demgemäß Gg im Räume dicht ist, trotzdem noch ein ebenfalls 
dichtes Komplement F^ zu erzielen. 

Bei einer funktionentheoretischen Anwendung, die wir nach 
E. Bore l geben wollen, wird A=\a.^, a^, ..., a^, ...} als abzählbar 
angenommen, dem Punkte a eine Umgebung mit dem Radius p^ 
zugeordnet und deren Summe als (7̂  definiert, während G„ die 

Summe der Umgebungen mit den Radien — p^ sein soll. Haben 

die Radien Oj, p^, ... eine positive untere Schranke, so gilt (3); haben 
sie eine obere Schranke, so gilt ii) und (5). 

20* 
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In der komplexen Zahlenebene (ohne unendhch fernen Punkt) 
sei A = [a^,a^,...] eine abzählbare Menge; wir betrachten die Reihe 

(«1 — r • • • = -^ 
^ ' x-tti x—a^ x-ap 
mit einer zunächst beliebigen Folge n ich tverschwindender kom­
plexer Koeffizienten c^, deren Beträge y^=\c^\ sein mögen. Die 
Menge B = E—A zerfällt in die Menge G derjenigen Punkte x, wo 
die Reihe konvergiert und also eine Punktion f{x) darstellt, und in 
die Menge D derer, wo sie nicht konvergiert (in A verliert die Reihe 
jeden Sinn). Indem wir die genauere Bestimmung einer solchen 
Konvergenzmenge G einer späteren Untersuchung vorbehalten, können 
wir jedenfalls feststellen, daß C ein gewisses F^ als Teilmenge ent­
hält. Wir wählen eine Folge positiver Zahlen p so, daß die Reihe 

iß) ^ - ^ 
konvergiert (z. B. g^= 2i'y^), und bilden mit ihnen als Radien das 
Gebiet Gj und die weiteren oben definierten Mengen. Für einen 
Punkt X von B„ und jedes p ist dann 

J_ 
n ' \x — a\ =^—p„, 

Qp 

daraus folgt nach bekannten Sätzen, daß die Reihe («) in B^ absolut 
und gleichmäßig konvergiert, also eine in F^ stetige, in seinem Innern 
B„; reguläre Punktion f{x) darstellt. Die Konvergenzmenge G umfaßt 
also jedenfaUs F^, und f{x) ist in ©(Bj;, B^;, ...) regulär. 

AUerdings könnte B ; = 0 sein, so daß mit dieser Betrachtung 
nichts erreicht wäre. Wenn es aber möghch ist, die p beschränkt 
anzunehmen, wofür die Konvergenz der Reihe 

notwendig und hinreichend ist, so gelten die Gleichungen (4) (5), 
und f{x) ist in ß . regulär, also in dem größten Gebiet, in dem es 
überhaupt definiert ist; dies Gebiet ist von Null verschieden, wenn 
A„ von E verschieden, A nicht in E dicht ist. Man kann erreichen, 
daß B; ein vorgeschriebenes Gebiet G wird, indem man nämlich 
für A eine in F=E— G dichte abzählbare Menge nimmt (sollte F 
endhch sein, so reduziert sich die ganze Betrachtung auf eine Tri­
vialität). Daraus, daß die Pole a^ der einzelnen Glieder der Reihe («) 
in P dicht hegen, kann man zwar im aUgemeinen nicht schheßen, 
daß f{x) über G hinaus nicht fortsetzbar ist; wenn dies aber zutrifft, 
was allerdings nur unter gewissen, hier nicht zu diskutierenden 
Bedingungen der PaU ist, so ist damit ein zweiter Beweis des 
Weie r s t rass sehen Existenzsatzes für eindeutige Punktionen mit vor­
geschriebenem Regnlaritätsgebiet G gehefert (vgl. S. 274). 
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Wenn die Menge A in F dicht ist, etwa die Menge der ratio­
nalen Punkte, so ist ß, = 0 und es kommt keine reguläre Funktion 
zustande. Trotzdem kann F^ noch von Null verschieden, ja sogar 
selbst in E dicht sein, so daß die Reihe («) dann das merkwürdige 
Verhalten zeigt, daß sowohl die Menge C ihrer Konvergenzstellen 
als auch die Menge A + D der Stellen, wo sie sinnlos wird oder 
nicht konvergiert, die Ebene dicht erfüllt. Um das Nichtverschwinden 
von F^ zu erzielen, dürfen die p^ jedenfalls nicht mit positiver 
unterer Schranke gewählt werden, da sonst (3) gelten würde. Eine 
hinreichende Bedingung erhält man auf Grund späterer Betrachtungen 
über den Inhalt von Punktmengen (Kap. Xl wenn man den Inhalten 
der Kreisflächen, die das Gebiet Gj bilden, eine konvergente Summe 
r = .T--rp - gibt; dann ist das „Flächenmaß" von Gj höchstens T, 

das von G^ höchstens — J T , das von Gg Null, also hat Gg keine 

inneren Punkte und F^ ist dicht (sogar von der Mächtigkeit des 
Kontinuums'. Damit aber die p^ so wählbar seien, daß gleich­
zeitig iß. und ~ g^ konvergiert, ist notwendig und hinreichend, daß 

konvergiere. Deim sind a,/9 zwei positive Zahlen und a + ß = l, so 
ist elementar einzusehen, daß au+ßv'^Wv^ ist für positive u.v; aus 
der Konvergenz der Reihen ~Uj,, 2v^ mit positiven Ghedera folgt 
also die der Reihe Ji"«"«-^!. Sonach folgt aus der Konvergenz von 

^ ^ und JTpp« die von ^i^^^' (p^')* = 2y^. Umgekehrt kann 

man, wenn id) konvergiert, die p^ in der geforderten Weise wählen, 

z. B. o = /+ . 
Die ganze Betrachtung läßt sich genau so im reeUen Gebiet 

ansteUen; man wird dann nur -S'p^ statt der Quadratsumme kon­
vergent wählen, wofür die Konvergenz von 

(e) ^r/ 
notwendig und hinreichend ist. Wenn hier A die Menge der ratio­
nalen Zahlen ist, so kann man aber die Dichtigkeit von F^ noch 
in anderer Weise erzielen, nämlich auf Grand einer von Liouvi l le 
gefundenen unteren Schranke für die Approximation a lgeb ra i s che r 
Zahlen durch rationale: allerdings ist hier nicht sicher, daß B, 
eine so hohe Mächtigkeit wie zuvor erlangt 

Ist nämlich x eine (reeUe) algebraische Zahl vom Grade hyl, 
d. h. Wurzel einer irreduziblen Gleichung 

9(a;) =5r„a^ + ^ia*-i + ...+g,^iX + g^= 0 

mit ganzen rationalen Koeffizienten, so gibt es eine nur von x 
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abhängige positive Zahl J^ derart, daß für j ede rationale Zahl ^ 

(mit positivem Nenner) 

(̂ ) x-^^l:3I^q^ 

ist. In der Tat ist, wenn ^ zunächst im Intervall J=(a; —1, a; + l) 

gewählt wird, 

wo I zwischen x und —, also ebenfalls in B liegt, also wegen ^(a;) = 0 

cp mi)\- X Jf, 

wenn Jf_. mindestens gleich dem Maximum von \(p'{i)\ im ganzen 

IntervaU /gewählt wird. Ferner ist q) i—j={goP^+••.•+9^9^):^^ 

eine nicht verschwindende rationale Zahl mit dem Nenner q^, also 

cp[—] '^l:q^, woraus die Ungleichung (Q für das Intervall J folgt; 

wird überdies Jf̂ . ̂  1 genommen, so gilt sie auch außerhalb von J, wo 

a , - ^ > l . 

Ordnen wir nun z. B. jeder rationalen Zahl, die wir uns in 

reduzierter Gestalt — mit positivem Nenner geschrieben denken, 

eine Umgebung mit dem Radius - ^ zu {k eine feste natürhche 

Zahl > 1); diese Umgebungen sollen das Gebiet G ,̂ die mit den 

Radien r- <ia,s Gebiet G„ bilden, Ist x eine algebraische Zahl 
n qk n ° 

vom Grade h{l <^h-^k), so ist für n^3I^ und jede rationale Zahl — 

P. 1 ^ 
— nok ' 

X gehört also nicht dem Gebiet G ,̂ sondern dem Komplement F,^ 
und der Summe B„ an. Bei dieser Wahl der Radieii enthält F^ 
also jedenfalls aUe algebraischen Zahlen der Grade 2,3, ..., k und 
ist eine dichte Menge. 

Bei noch rascherer Abnahme der Radien kann F^ alle alge­
braische Zahlen (außer den rationalen) enthalten, so daß Gg nur aus 
rationalen und transzendenten Zahlen besteht. Wählen wir z. B. 

füi- das erste Gebiet Gj die Umgebung von — mit dem Radius •d''', wo 

0<i9-< 1, so ist für eine algebraische Zahl x vom Grade h und jedes j 

Jf»2'' — « ' 
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sobald ;i hinlängUch groß, nämhch u'^ 31^. q'u'h Ihr v = U 2 , 3 , , . . 

•lewählt wird, und dies ist möglich, weil <^^,')i mit — nach NuU 
g 

konvergiert. Demnach gehört .r nicht zu G„, sondern zu B„ und 
zu F. 

§ ^. Metrische Eünnie: Bedingungen für kompakte Mengen. 

Wir müssen uns jetzt der Frage zuwenden, unter welchen Be­
dingungen eine ^lenge kompakt ist. 

Wir nannten eine Menge b e s c h r ä n k t , wenn die Entfernungen 
ihrer Punktpaare eine obere Schranke haben, oder, was auf das­
selbe hinauskommt, wenn die Menge in einer Kugel hegt (worunter 
wir die sphärische Umgebung U^ eines Punktes von E mit irgend­
welchem Radius p verstehen). Im euklidischen Räume wird sich 
zeigen, daß kompakte und beschränkte Mengen identisch sind. 
Daß im aUgemeinen die Beschränktheit keine h in re i chende Be­
dingung der Kompaktheit ist, sehen wir sofort, wenn wir unter E 
die Menge der rationalen Zahlen verstehen; eine Menge A rationaler 
Zahlen, die nach einer irrationalen Zahl konvergiert, z. B. die der 

1-1 j , hat, obwohl beschränkt, in E keinen Häufungs­
punkt. Die Art, wie man dies durch Einführung der irrationalen 
Zahlen beseitigt, wird nachher für uns vorbildlich sein. 

JedenfaUs aber ist, wie wir gleich sehen werden, für eine kom­
pakte Menge die Bedingung der Beschränktheit und sogar eine noch 
schärfere no twendig . W'ir wollen eine Menge to t a l be sch ränk t 
nennen, wenn sie für j edes posi t ive g in e iner Summe end­
lich vieler Kugeln vom R a d i u s p e n t h a l t e n is t . Eine total 
beschränkte Menge ist gewiß beschränkt; denn ist, für ein be­
stimmtes p, ff der Maxhnalabstand der (endlich vielen) Kugelmittel­
punkte, so hat jedes Punktpaar der Menge nach dem Dreiecksaxiom 
eine Entfernung < 2p + ff. 

Jede Teilmenge einer total beschränkten Menge ist total be­
schränkt. Jede endhche Menge ist total beschränkt. 

Für die Anwendung dieses Begriffes ist folgender Satz bequem: 
I. E ine Menge i s t dann und nur dann t o t a l be sch ränk t , 

wenn in j e d e r unend l i chen Te i lmenge von ihr P u n k t e ­
paa re mit be l i eb ig k l e ine r E n t f e r n u n g vorkommen. 

Unter einem Punktepaar ist hier natürlich ein solches aus 
zwei verschiedenen Punkten verstanden. 

Ist nämhch A eine unendliche, total beschränkte Menge, und p 
eine beliebig kleine positive Zahl, so muß mindestens eine von den 
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endlich vielen Kugeln vom Radius -|-, die A einschließen, zwei (sogar 

unendlich viele) verschiedene Punkte von A enthalten, und deren 
Entfernung ist < p . In einer unendlichen, total beschränkten Menge 
gibt es also Punktepaare mit beliebig kleiner Entfernung, also auch 
in jeder unendhchen Teilmenge einer total beschränkten Menge. 
Wenn umgekehrt jede unendhche Teilmenge von A Punktpaare mit 
behebig kleiner Entfernung enthält, so sei »j ein beliebiger Punkt 
von A, «2 öi^ weiterer mit a^a^^g, a^ ein dritter mit o^osg^p, 
'^2%^^ ^^'^- ^^^^ Verfahren muß einmal abbrechen, auf Grund 
der Voraussetzung, d. h. für ein bestimmtes n gibt es keinen Punkt 
a^^i mehr, der von allen vorigen eine Entfernung ^ p hätte. Dann 
ist aber A in der Summe der n Kugeln mit den Mittelpunkten 
«1, «2, ..., a^ und den Radien p enthalten; da dies für jedes p durch­
führbar ist, so ist A total beschränkt. 

Wir sahen, daß eine total beschränkte Menge auch beschränkt 
ist. Im euk l id i schen Räume ist u m g e k e h r t j ede schlechthin 
be sch ränk t e Menge auch t o t a l b e s c h r ä n k t ; das folgt (wenn 
wir statt der Kugeln mit Würfeln operieren, denen wir nebenbei 
ihre Begrenzung zurechnen wollen) höchst einfach aus der Möglich­
keit, einen Würfel in eine endliche Anzahl von Teüwürfehi zu zer­
legen, in denen der Maximalabstand zweier Punkte behebig klein 
wird. In einem allgemeinen metrischen Räume ist die totale Be­
schränktheit aber keineswegs eine Folge der einfachen. Das kann 
man schon daraus schheßen, daß man jeden metrischen Raum durch 
eine veränderte Definition der Entfernung in einen beschränkten ver­
wandeln kann, indem man z. B. die Entfernung p durch p' = ^ < l 

ersetzt.^ Die ganzzahhgen Punkte einer Geraden haben jetzt paar­
weise Entfernungen ^ i und büden also nach I keine total be­
schränkte Menge, wohl aber eine beschränkte. Ein anderes Beispiel 
geben die Punkte 

(1 ,0 ,0 ,0 , . . . ) (0 ,1 ,0 ,0 , . . . ) ( 0 ,0 ,1 ,0 , . . . ) ... 
eines Hilbertschen Raumes (§ 5, IV), die paarweise die Entfernung 
•)/2 haben. 

Eine Menge mit einem Häufungspunkt enthält gewiß Punktpaare 
mit beliebig kleiner Entfernung (gleichviel ob der Häufungspunkt 
ihi angehört oder nicht); daraus folgt: 

n . J ede k o m p a k t e Menge ist t o t a l b e s c h r ä n k t . 
Wir haben dies auch schon beim Beweise von § 3, X eingesehen. 

' Auch diese Entfernungen erfüllen das Dreiecksaxiom; aus Q + aSr folgt 
nämlich g' -I- er' & tf. 
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D&6 LI nicht umkehrbar, also die totale Besehränktheit nur eine 
notwendige, keine hinreichende Bedingung für Kompaktheit ist, lehrt 
immer noch die Menge der rationalen Zahlen (als Raum E gedacht). 
Wir werden aber jetzt zeigen, daß eine Annahme, die der Ein­
fuhrung der irrationalen Zahlen analog ist den Satz II umkehrbar 
macht, und daß man diese Annahme, faUs sie von vornherein nicht 
ertuUt ist, durch nachträgliche „Vervollständigung" des Raumes ver-
wirkhchen kann. Mehr läßt sich offenbar nicht erzwingen, ohne die 
Metrik des Raumes zu zerstören: eine nicht total beschränkte Menge 
behält nach I diesen Charakter, solange man die Entfernungen ihrer 
Pnnktpaare nicht ändert, und ist in keinem metrischen Räume 
kompakt. (Die euklidische Ebene E wird durch Hinzufügung eines 
unendlich fernen Punktes nach § 5. II kompakt, aber E+[ao} ist 
kein metrischer Raum. 

Unter den total beschränkten Mengen zeichnen wir gewisse als 
F u n d a m e n t a l m e n g e n aus: eine Fundamentalmenge heiße eine 
unendl iche Menge, von der , für j edes pos i t ive p, fast al le 
Punk te in e iner Kugel vom Rad ius p l iegen. Daß eine 
Fundamentalmenge total beschränkt ist, bedarf keines Beweises. 
Eine konvergente Menge ist eine Fundamentalmenge, denn eine 
Kugel mit ihrem Limes als Mittelpunkt enthält bei beliebigem 
Radius fast alle Punkte der Menge. Umgekehrt können wir zu­
nächst nur behaupten, daß eine Fundamentalmenge A entweder 
konvergent oder divergent ist Denn ist sie nicht divergent, so sei 
X einer ihrer Häufungspunkte. Für ein bestimmtes g sei y der 
Mittelpunkt einer Kugel vom Radius p, die fast alle Punkte a der 
Menge A enthält Da nun. für unendlich viele a, xa<:ig und für 
fast alle ya<.g ist, also noch für unendhch viele beides stattfindet, 
so muß xy<.2g sein; dann ist aber, für fast alle a, xa<.^g, also 
ist a; = hmA. 

i n . J e d e u n e n d l i c h e , t o t a l b e s c h r ä n k t e Menge en thä l t 
eine F u n d a m e n t a l m e n g e als Te i lmenge . 

A sei unendlich und total beschränkt; p j > p , > . . . eine ab­
nehmende, nach 0 konvergente Folge positiver Zahlen. Es gibt, wie 
wir sahen, eine Kugel Bj vom Radius p^, die eine unendliche Teil­
menge Â  von A enthält; a^ sei ein Punkt von A^ Ebenso gibt es 
weiter, da A^ — \aJi auch noch unendhch und total beschränkt ist, 
eine Kugel TJ^ vom Radius g^, die eine unendhche Teilmenge Aj 
der letztgenannten Menge enthält; ist wieder a^ ein Punkt von Aj, 
so gibt es eine Kugel Bg vom Radius pg, die eine unendhche Teü­
menge Ag von Ag—{ög} enthält usw. Nach dieser Konstruktion ist 
also CT̂  eine Kugel vom Radius p„, die eine unendliche Teümenge A„ 
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von A enthält; ferner A^r^ A^:^'Ag^^ . . . und a^ ein Punkt von 
A^— A„ j . Die Punkte a„ sind paarweise verschieden und büden eine 
Pundamentalmenge. Denn ist p beliebig und n so groß, daß g^^g, 
so sind fast alle Punkte dieser Menge, nämhch ffl„,a„+i, «„^3,,.., in 
TJ^, also auch in einer Kugel vom Radius p enthalten. 

SoU nun der Satz I I umkehrbar, also jede total beschränkte 
Menge kompakt sein, so muß insbesondere jede Fundamentalmenge 
kompakt, also konvergent sein. Umgekehrt, ist jede Fundamental­
menge konvergent, so ist jede total beschränkte Menge kompakt; 
denn jede unendliche Teümenge A von ihr enthält eine Pundamental­
menge, und deren Limes ist ein Häufungspunkt von A. Wir sehen 
also: 

IV. Dami t jede t o t a l b e s c h r ä n k t e Menge kompakt sei, 
is t die Konvergenz j e d e r P u n d a m e n t a l m e n g e notwendig 
und h in re ichend . 

In einer gebräuchhcheren Form läßt sich dies auch mit Hilfe 
von Punktfolgen ausdrücken. Wir nennen {a^, a^, ...) eine Funda­
mental folge , wenn für jedes positive p fast alle Punkte in einer 
Kugel vom Radius p hegen, wenn also für jedes p ein Punkt % 
und eine Zahl n existiert derart, daß a.^, «„ . j , . . . von x eine Ent­
fernung < p haben. Alle diese Punkte haben dann voneinander 
eine Entfernung < 2 p , und wir können eine Pundamentalfolge also 
auch durch die zweite Bedingung definieren^: für jedes positive p 
soll eine Zahl n existieren so, daß a a <ig für p^n, q^n. Wie 
oben sieht man, daß eine konvergente Folge eine Pundamentalfolge 
ist, und umgekehrt eine Pundamentalfolge nur konvergent oder 
divergent sein kann. Eine leichte Überlegung formt IV in den 
Satz um: 

V. Dami t jede t o t a l be sch ränk t e Menge kompakt sei, 
i s t die Konvergenz j e d e r P u n d a m e n t a l f o l g e notwendig und 
h inre ichend . 

Denn eine divergente Pundamentalmenge hefert in ihren ab­
zählbaren TeUmengen divergente Fundamentalfolgen, und eine diver­
gente Fundamentalfolge liefert als Menge ihrer verschiedenen Punkte 
eine divergente Pundamentalmenge. Konvergenz aller Pundamental-
mengen nnd Konvergenz aller Fundamentalfolgen sind also gleich­
bedeutend. 

1 Oder: für jedes Q soll ein n existieren derart, daß a„ap< q für p>n. 
Oder: für jede Folge natürlicher Zahlen Pi<p^<... soll lima.„ap^ = 0 sein. 
Wenn die a„ eine Pundamentalfolge bilden und l i m ä ^ = 0, so bilden auch 
die 6„ eine Fundamentalfolge. 
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Wir haben Jvap. VII, § 9) gesehen, daß im eindimensionalen 
eukhdischen Räume oder in der :\lengo T der reellen Zahlen jede 
beschränkte, also erst recht jede total beschränkte Menge kompakt 
ist. Daraus folgt daß iu T jede E'undamentalfolge konvergiert: 

VI (Konvergenztheorem von Cauchy). Eine Fo lge ree l l e r 
Zahlen konverg ie r t dann und nur dann , wenn sie eine 
Fundamenta l fo lge is t . 

Dies ist ja in der Tat das von Cauchy herrührende, sogenannte 
aUgemeine Kouvergenzkriterium. 

Wir wollen einen metrischen Raum vo l l s t änd ig nennen, wenn 
jede P u n d a m e n t a l f o l g e konverg ie r t ^ In einem vo l l s t än ­
digen R ä u m e sind also kompak te Mengen und to t a l be­
schränkte Mengen i d e n t i s c h . 

Wir zeigen schheßlich noch, wie man einen beliebigen metrischen 
RaumBs te t szu einem vol l s tänd igen e rwei te rn oder, präziser, 
auf eine Teümenge eines voUständigen Raumes E umkehrbar ein­
deutig und entferaungstreu abbilden kann. Das Verfahren ist genau 
der Methode von G. C a n t o r und Ch. M 6 r a y nachgebildet, die 
irrationalen Zahlen durch Fundamentalfolgen rationaler Zahlen zu 
definieren-, und besteht einfach darin, die Pundamentalfolgen 
« = (»1,0,,...) ans Punkten des Raumes E ihrerseits als Elemente 
eines zweiten Raumes E anzusehen. 

Sind c(= a^,a.^, ...\ ß = {b^, b^, ...) zwei Fundamentalfolgen, so 
bilden die Entfernungen p,̂  = a^^b^ entsprechender Punkte eine Funda­
mentalfolge reeller Zahlen. In der Tat: bei behebigem positivem g 
gibt es eine Zahl n derart, daß, für p, q'^n, a a und b b <^s 
sind. Dann ist 

ah ^aa+ab+bb <C a b +2s. 

also pp —pj<'2£ und. wenn man q und y? vertauscht, \Qp — Qji<2s, 
woraus das Gesagte hervorgeht. Wegen des Cauchyschen Theorems 
existiert also lim g^, und diese Zahl wird als Entfernung 

^ = h m ^ ^ 
der beiden Pundamentalfolgen definiert. Sie erfüUt das Dreiecks­
axiom, da aus «„ r̂. + *â « —'̂ «^n durch Grenzübergang aß + ßy^ay 
folgt; um das Koinzidenzaxiom gültig zu machen, müssen wir ähn­
hch wie in einem früheren FaUe (§ 6) für zwei Pundamentalfolgen 

' M. F r e c h e t sagt: der Raum „gestattet eine Verallgemeinerung des 
Theorems von Cauchy-' . 

' Natürlich sind, solange nur die rationalen Zahlen existieren und die 
irrationalen erst geschaffen werden sollen, gewisse Vorsichtsmaßregeln not­
wendig, die uns auf unserem Standpunkt erspart bleiben. 
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mit verschwindender Entfernung eine Verabredung treffen, sei es, 
daß wir nur eine von ihnen in E aufnehmen oder für aß = 0 ein­
fach a = ß definieren mit erweiterter- Bedeutung des Gleichheits­
zeichens, 

Unter den Pundamentalfolgen sind die kons tan ten («,«,,,.) 
aus lauter gleichen Punkten ausgezeichnet; ihre Menge ist auf E 
umkehrbar eindeutig und entfemungstreu bezogen, da die Entfernung 
der Polgen {a, a, ...) und (6, b, ...) gleich ab i s t Es wird daher 
erlaubt und im Interesse einfacherer Bezeichnung erwünscht sein, 
die konstante Folge {a, a, .,.) direkt mit a zu identifizieren, so daß 
E Teümenge von E wird, E ist in E dicht Denn zu jeder Funda­
mentalfolge « = (aj, «2,...) gibt es bei beliebigem p einen Punkt x 
derart, daß, für hinlänglich großes n, xa^<.g wird; daraus folgt 
limxa^^^g oder xa^g, d. h. die Pundamentalfolge a und die kon­
stante Folge X haben eine Entfernung ^ p. Weiter ist aber, wenn 
die konstanten Polgen â  = (a ,̂ as^,...) in Betracht gezogen werden, 
ccffl̂  ^ Ka; + a;a^< 2p für hinlänglich großes n, also hme5a„ = 0. 
Nennen wir die Polgen von Elementen aus E der Deutlichkeit wegen 
Sequenzen, so können wir also sagen: bilden die a^ in E eine 
Pundamentalfolge a, so bilden die konstanten Folgen«^ in E eine 
konvergente Sequenz mit dem Limes a. 

Nunmehr ist die Vollständigkeit von E leicht zu beweisen. Wir 
sahen (S. 314 Anm.), daß von zwei Sequenzen a^,a^,... und ß^, ß^,... 
mit lim 05̂ /?̂  = 0 die eine zugleich mit der andern eine Pundamental-
sequenz ist. Ist nun a^, a^, ... eine Fundamentalsequenz, so kann 
man wegen der Dichtigkeit von B in E zu jedem «„ eine konstante 

Folge x,^ mit a^x^ < — oder hm a^a;̂  = 0 bestimmen. Dann bilden 

die x^ ebenfalls eine Fundamentalsequenz, also in E eine Funda­
mentalfolge ^ |=(a;i,a;2,...), undesist lim|a;^ = 0, alsoauch l im|«„ = 0, 
d. h. die Fundamentalsequenz a., a^, ... ist konvergent mit dem 
Limes | . 

Der Übergang von B zu E ist das metrische Analogen zur Aus­
füllung der Lücken geordneter Mengen (Kap. IV, § 5); für diese gibt 
die Dedekindsche, für jenen die Cantorsche Theorie der Irrational­
zahlen das Vorbild. 

Die wichtigste Klasse vollständiger Räume ist die der eukli­
dischen. Bilden in E^ die Punkte a^,a^,... eine Fundamental­
folge und sind a^j, a^^, ,.., a^^ die Koordinaten von a , so folgt aus 

' Wegen der Entfernungstreue: mau nehme die zweite Definition der 
Fundamentalfolge. 
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der Definition der Entfernung, daß auch die ersten Koordinaten 
i:ji. Ojp ... eine Pundamentalfolge bilden (weil n , — «, j ^ a aJ und 
also einen Limes .i-j haben; das gleiche gilt für die tibrigenVoordi-
naten, die nach Limites x.,, ..., .r konvergieren. Für den Punkt 
j = .Xi. Xj, ,.., xjj folgt dann aber hm.r(jp = 0, also a; = hma . Also 
ist B, ein vollständiger Raum; danach sind kompakte und total be­
schränkte Mengen, überdies S.312) total beschränkte und schlechthin 
beschränkte .Mengen identisch; also sind kompakte und beschränkte 
Mengen identisch. 

Auch der Hi lber tsche Raum §̂ 5, IV) ist voUständig. Bilden 
die Punkte a^, a^. ... eine Fundamentalfolge und ist 

S = '%1'«P2 •••' V ' " - ) ) 
so folgt wie oben, daß lim a^^ = x, existiert. Zu jedem positiven p 

p 

ist eine Zahl m angebbar so, daß für ^ ^ m, q^m 

ä„a-<o. 2^{a„ -a )^<cr-. 
n 

Für jede natürhche Zahl A ist dann auch 

Daraus folgt für lim — = 0 

i;.(o„ a;J2^o2, 
^ pn n/ s ' 

daraus für hm ^ = 0 

n 

Also hat die Zahlenfolge a; = (a;j,a;2,...) von a^ eine Entfernung (d. h. 
x gehört dem Hilbertschen Räume an, 2x,^ konvergiert) und es 
ist xa^^ p für p^m, also hmxa = 0, die Fundamentalfolge kon­
vergiert nach X. 

Der „Raum" der stetigen Funktionen (§ 5, V) ist bei der ersten 
Entfemungsdefinition voUständig; denn eine Fundamentalfolge kon­
vergiert g l e i chmäß ig gegen einen Limes, der mithin wieder eine 
stetige Punktion ist (die Ausführung können wir dem Leser über­
lassen). 

Jede abgeschlossene Menge eines voUständigen Raumes ist 
wieder ein vollständiger Raum. Ein kompakter metrischer Raum 
ist a fortiori vollständig; jede kompakte abgeschlossene Menge eines 
metrischen Raumes ist ein kompakter metrischer Raum, also voll­
ständig. Natürhch ist dieser Übergang von einem Raum zu seiner 
Teümenge mit unveränderten Entfernungen gedacht. 
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§ 9. Vollständige Räume. 

Die wesenthchste Eigenschaft eines vollständigen Raumes ist, 
daß er über die Mäch t igke i t gewisser Mengen eine Aussage ge­
stattet. Es gilt zunächst der Satz: 

L In einem vol l s tänd igen R ä u m e ha t eine absteigende 
Folge b e s c h r ä n k t e r , abgesch lossene r , von Null verschie­
dener Mengen A^^A^---' ^^^^^ B r e i t e nach NuU kon­
verg ie r t , s te t s einen und nur e inen gemeinsamen Punkt. 

Unter der Breite einer beschränkten Menge verstanden wh die 
obere Schranke der Entfernungen ihrer Punktpaare. Daß 2)(Aj, A ,̂..,) 
nicht zwei verschiedene Punkte haben kann, wenn die Breite p„ 
von A„ nach 0 konvergiert, ist selbstverständhch. Andererseits sei 
a„ ein"Punkt von A„; die Punkte a^,a^,... büden dann eine Punda­
mentalfolge, da die zu A„ gehörigen Punkte a^,%+i,... alle von «„ 
einen Abstand ^ p„ haben, den man beliebig klein machen kann. 
Also existiert a; = hnia^; dies ist ein «-Punkt für jedes A„, also ein 
Punkt von A„ selbst und demnach von 2)(A^, Ag,,..). 

Der Satz I hat eine große ÄhnUchkeit mit dem Cantorschen 
Durchschnittssatz (Kap. VII, § 4,1); er ist aber zugleich aUgemeiner 
als dieser, da er von beschränkten Mengen handelt, die ja in einem 
vollständigen Räume nicht kompakt zu sein brauchen \ und spezieller, 
insofern er die Bedingung der nach NuU konvergierenden Breite 
hinzufügt 

Wir werden den Satz insbesondere auf a b g e s c h l o s s e n e 
Kugeln FJ anwenden: darunter verstehen wir die Menge der Punkte y, 
die von einem Punkt x eine Entfernung ^ p haben, während U^ 
nach wie vor die Menge der Punkte mit xy<.g bedeutet Daß 
E-7^ ein Gebiet, also 7^ abgeschlossen ist, bedarf keines Beweises. 
Die durch gleichen Mittelpunkt und Radius verbundenen U^, V^ 
mögen en t sp rechend heißen; man beachte übrigens, daß im all­
gemeinen nicht, wie im eukhdischen Räume, TT. mit der Menge F ;̂ 
der inneren Punkte von 7^ und 7^ mit TT̂„ identisch zu sein braucht. 
Ist p ' < p < p " , so ist F / g B^g F^g CT/. Jeder Punkt x eines 
Gebietes hat auch eine dem Gebiet angehörige abgeschlossene Um­
gebung 7^. 

n (Satz von Cantor) . In einem vo l l s t änd igen Räume ist 
eine abgeschlossene Menge mit n i ch tve r schwindendem Kern 
mindes tens von der Mäch t igke i t des K o n t i n u u m s . 

'- Das Beispiel S. 312 gab eine beschränkte, aber nicht total beschränkte, 
also nicht kompakte Menge im vollständigen Hilbertschen Räume. 
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III Satz von Young) . In einem vol l s tändigen Räume ist 
eine Menge Gg (Durchschn i t t e iner Gebietsfolge) mit n ich t ­
verschwindendem Kern mindes t ens von der .Mächtigkeit 
des Kont inuums . 

Wir beweisen beide Sätze gemeinschaftlieh; überdies ist II ein 
Spezialfall von KI , da jede abgeschlossene Menge eines metrischen 
Raumes ein Gg ist § T . 

Zunächst sei .1 eine nichtverschwindende insichdichte i\Ienge, 
Oj und Oj zwei ihrer Punkte, die wir mit abgeschlossenen Kugeln ]\ 
und U, umgeben, die keinen Punkt gemeinsam haben. In dem zu 
FJ entsprechenden Kngelinnern L\ hegen, da â  Häufungspunkt 
von A ist, unendhch viele Punkte dieser Menge; zwei davon, â j 
und Ojj, umgeben wir mit abgeschlossenen Kugeln Ujj und 7^.,, die 
in r̂  liegen und keinen gemeinsamen Punkt haben. Ebenso ver­
fahren wir mit T',: zwei Punkte a ĵ und o ,̂,, die zu A gehören und 
in BJ hegen, umgeben wir mit abgeschlossenen Kugeln 7^^ und F,2, 
die zueinander fremd sind und in F, liegen. So fahren wh fort: 
da fljj Hänfungspunkt von A ist und in dem zu Fj^ entsprechenden 
Ujj unendlich viele Punkte von A liegen, so können wir zwei von 
diesen Punkten, Ojĵ  und a,^,, mit abgeschlossenen, in Fjj liegenden 
und zueinander fremden Kugeln F,jj und Fjj^ umgeben usw. Für 
jede ans den Ziflern 1, 2 gebildete Ziffernfolge {p, q, r, ...) erhalten 
wir so eine Folge abgeschlossener Kugeln 

7 2 7 3 1' 3 . . . , p — pq— P'ir — •••! 

deren Mittelpunkte a , a , ci„,., ... Punkte von A sind, und wobei 
Tj und 7,, 7 und 7^, I^ und 7 ^, ... keinen gemeinsamen 
Punkt haben. 

Bei dieser Konstruktion hindert nichte, die Radien von F̂  und 
FJ etwa kleiner als 1, die von Fjj, Fj , , Fg ,̂ 7^^ kleiner als i , die 
der acht nächstfolgenden Kugeln kleiner als \ zu wählen usf. Für 
jede der obengenannten Kugelfolgen konvergieren dann die Radien 
oder die Breiten der Kugeln nach Null; demnach bestimmt jede 
solche Folge einen Durchschnitt 

!•*! \'^ p> ' pq> ' pqr' •••)> 

der sich auf einen einzigen Punkt reduziert, und wegen der Fremd­
heit von F^ und 7^ usw. gehören zu verschiedenen Zahlenfolgen 
{P; q,r, ..,) verschiedene Punkte x. Die Menge dieser Durchschnitts­
punkte ist also von der Mächtigkeit 2'*(i = X des Kontinuums. 

Hiemach voUendet sich der Beweis der fraglichen Sätze fol­
gendermaßen: 

Ist A in einer abgeschlossenen Menge F enthalten, so ist jedes x, 
als Limes der Fundamentalfolge (a^, a^^, a^,^^, ...), ein «-Punkt 
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von A, also Punkt von F; F hat mindestens die Mächtigkeit des 
Kontinuums. 

Ist A in einer Menge Ĝ  = 2)(Gj, G^, ...) enthalten, so unter­
werfen wir die 7 noch einer weiteren Bedingung: da Oj und a^ 
Punkte des Gebiets Gj sind, können wir Fj und 7^ in Gj hegend 
annehmen, ebenso F^, 7^^, 7^^, 7^^ in G^, die acht nächstfolgenden 
Kugeln in Gg usw. Dann ist 

2 ) ( F ^ , F ^ ^ , F ^ , „ . . . ) g ® ( G „ G 2 , Gg,...), 

also jedes x Punkt von Gg, Gg hat mindestens die Mächtigkeit X. 
Damit sind die Sätze bewiesen; wir knüpfen die weiteren Be­

trachtungen an den allgemeineren Satz I I I an. Es folgt sogleich 
noch mehr: auch Fj enthält mindestens 2** Punkte x, und da 7.^ 
einen beliebig kleinen Radius haben darf, so ist a^ Verdichtungs­
punkt von Gg. Hierbei ist a^ ein beliebiger Punkt von A, A eine 
insichdichte Teümenge von Gg. Der K e r n der Menge Gg ist 
also in der Menge ih re r V e r d i c h t u n g s p u n k t e enthal ten . 

Von besonderer Bedeutung werden diese Resultate in einem 
vollständigen Raum mit a b z ä h l b a r e r d ich te r Teilmenge, wo 
also die Polgen des zweiten Abzählbarkeitsaxioms (§ 3) hinzutreten. 
Wir sahen hier, daß für jede Menge A die Menge 

A^, = X{A,A;) 
der zu ihr gehörigen Verdichtungspunkte insichdicht, also im Kern A^^ 
enthalten ist (A^g A^. Andererseits, ist A eine Menge Gg, so hatten 
wir soeben gefunden, daß A,^gA oder A^gA^; beides zusammen 
gibt A^ = A„. Für eine abgeschlossene Menge A ist insbesondere 
A,j = AJ,, und für eine perfekte Menge, die ja ihr eigener Kern ist, 
A = A.^. (Daß umgekehrt eine Menge A, für die A = A.^, perfekt 
ist, konnte schon im vorigen Kapitel bewiesen werden, denn dann 
ist A abgeschlossen und insichdicht, weil A abgeschlossen und 
A g A ^ ist.) Ferner ist A — A^ höchstens abzählbar und endlich B 
selbst, also jede Punktmenge höchstens von der Mächtigkeit des 
Kontinuums. Das gibt folgendes Resultat: 

IV. In einem vo l l s t änd igen Raum mit abzählbarer 
d ich te r Tei lmenge is t j ede Menge A, die ein Gg (Durch­
schn i t t e iner Fo lge von Gebie ten) is t , von der Mächtig­
ke i t des Kon t inuums , falls sie einen n ichtverschwindenden 
Kern ha t , andernfa l l s höchs tens a b z ä h l b a r . Der Kern Aj 
ist mit der Menge A^ = 2)(A,A ) der zu A gehör igen Verdich­
tungspunk te iden t i sch ; für eine abgesch lossene Menge ist 
Aj^=A^, für eine per fek te Menge A = A. 

Anwendungen, Eine perfekte Menge, die nicht Null ist, ist von 
der Mächtigkeit des Kontinuums. 
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Eine Menge kann hiubstens auf eine Weise in einen perf(>kten und 
erneu höchstens abziüilbaren Bestandteil gespalten werden. Denn soll 
A= P+ Q. Bperfekt Q höolHtens abzählbar sein, so ist P = P, 0 = 0 , 
also A. = « ' P J . , ö y ) = B; der perfekte Bestandteil ist A . Die'̂  Zer­
legung ist aiso dann und nur dann möghch, wenn . 1 2 A (eine solche 
Menge braucht weder abgeschlossen noch insichdicht zu sehi. 

Eine abzählbare Menge, die eineu nichtverschwindenden Kern hat 
(E. B . die der rationalen Punkte eines euklidischen Raumes), ist kein Gg, 
wohl aber wie jede abzählbare Menge ein B^. Das Komplement einer 
solchen Menge (z. B. die der irrationalen Punkte) ist kein F^, wohl aber 
em Gg. Da jede separierte Menge ein Gg ist (S. 306). so is t damit 
eine abzählbare .Mentre ein Gg sei. notwendig und hinreichend, daß sie 
separiert sei. 

Wüßte man für a l l e Mengen eines eukhdischen Raumes, was man 
nach IV von den abgeschlossenen Mengen B oder den Mengen Gg weiß, 
daß sie nämhch endlich, abzählbar oder von der Mächtigkeit N sind, so 
wäre X die nächste Mächtigkeit über X^ und damit die Kontinuumfrage 
im :?inn- der Cantorschen Vermutung N = Xj entschieden. um aber 
einzusehen, wie weit man noch von diesem Ziel entfernt ist, genügt es 
sich zu erinnern, daß das System der Mengen F oder Gg nur einen ver­
sehwindend kleinen Teü des Systems aller Punktmengen bildet (S. 305). 

Offenbar ist auch jede Menge I\=S {.!•]. I\, ...) endhch, abzählbar 
oder von der Mächtigkeit X. denn entweder sind alle F höchstens ab­
zählbar oder mindestens eins ist von der Mächtigkeit X; dasselbe gilt 
von den Mengen Gg^. Für diese Mengen entscheidet aber nicht mehr 
das Verschwinden oder Nichtverschwinden des Kerns über die Mächtig­
keit; eine Menge F mit nichtverschwindendem Kern kann abzählbar sein 
(z. B. die Menge der rationalen Punkte). 

Jede kompakte unendliche Menge A eines metrischen Raumes 
kann als Teilmenge des kompakten, also vollständigen Raumes A^ 
mit abzählbarer dichter Teilmenge (§ 3, X) aufgefaßt werden; ist sie 
also abgeschlossen oder ein Gg, so ist sie abzählbar oder von der 
Mächtigkeit X, je nachdem ihr Kern verschwindet oder nicht. Die 
Komponenten einer kompakten abgeschlossenen metrischen Menge 
bilden nach § 6, X I wieder eine solche, im Sinne der Distanzen; 
e i n e k o m p a k t e a b g e s c h l o s s e n e M e n g e h a t a l s o e n t w e d e r 
h ö c h s t e n s a b z ä h l b a r v i e l e o d e r X K o m p o n e n t e n , je nachdem 
der Kern der Komponentenmenge verschwindet oder nicht. (Der 
Bestimmung des K e m s sind die Distanzen zugrunde zu legen, die, 
wie erinnerlich, in gewisser Weise durch die unteren Entfernungen 
vertreten werden können.) 

Bei dem Beweise der Sätze I I , I I I haben wir eine (spezielle) 
Menge X folgender Ar t verwendet: es seien A^, A^, Ajj, Ajg, Agj, A^j, ••• 

H a u s d o r f f , Mengenlehre. 21 
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nichtverschwindende abgeschlossene beschränkte Mengen; für jede 
aus den Ziffern 1, 2 gebildete Folge {p, q,r, ...) sei 

und die Breite dieser Mengen konvergiere nach 0; endlich sei Â  
fremd zu A^, A^^ fremd zu A^2' -^pqi fremd zu A^^^ usw. Dann 
soll X die Menge der Durchschnittspunkte oder die Summe der 
Durchschnitte 

{a:} = ®(A^,A^^,A^^,., ...) 
dieser absteigenden Folgen sein, wofür man auch den Durchschnitt 
der Summen 

A = S ( ^ A ^ , ^ A ^ ^ , ^ A , ^ , . , .,.) 

setzen kann. Eine solche Menge X, die wir zur Abkürzung eine 
dyadische Menge nennen wollen, ist ab­
geschlossen, offenbar auch perfekt, und 
von der Mächtigkeit des Kontinuums. 
Ferner ist sie punk tha f t , wenn wir näm-
lieh unter einer punkthaften Menge eine 
solche verstehen, deren sämthche Kom­

ponenten aus einzelnen Punkten bestehen. Denn eine zusammen­
hängende Teümenge von X ist auch eine solche von -2'A , .2'A , . . . 
und muß dabei jedesmal ganz in einem Summanden liegen, also 
einer einzigen Folge A^, A^^, A^^,., ... angehören. 

Sind X, x' zwei verschiedene Punkte von X und {p, q, r, ...), 
{p, q',r', ...) die entsprechenden verschiedenen Ziffernfolgen, so ist 
hiermit eine natürliche Zahl k = k{x,x') bestimmt derart, daß die 
Ziffernfolgen in den ersten k—1 Ziffern übereinstimmen, in der 
t̂en nietet. Wenn wir x nnd seine Ziffernfolge {p,q,r,...) fest­

halten und setzen: 

S^=S{A^ ,AJ] , d^ = d{A^ ,AJ) 

A=§{A^, ,AJ , d,= d[A^, ,A^2 )^d{A^) 

^B=^{An'Ai2)' d^=d{A^,vA^^Jj^d{A^J usw., 

wo wie früher d{A,B), d{A,B) die untere und obere Entfernung 

der Mengen A, B und d{A) die Breite von A bedeutet, so ist offenbar 

für k{x,x') = k: S,;^xx'^dj^. 

Hieraus ergibt sich unmittelbar: wenn x^ eine Folge von x ver­
schiedener Punkte aus X durchläuft und Ä (a;,a;J = Ä;„ gesetzt wird, 
so folgt aus l h n ^ „ = 0 : l i m J , ^ = 0, also lim Ä„=oo (weü die S^ 
positiv sind), und umgekehrt aus lim Ä = oo : hm d = 0, also 
lima;a;„=0 (weü die Breiten von A^, A^^, ... nach 0 konvergieren). 
Ordnen wir daher jetzt zwei dyadische Mengen X, Y (desselben 
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Raumes oder verschiedener Räume einander in der Weise zu, daß 
die Punkte x, y mit derselben Zifiernfolge {p, q, r,..,) einander ent­
sprechen, so hat diese Kunktiousbeziehung die Eigenschaft, daß aus 
hmj-.r.= 0 stets lim (/(/„= 0 fi'l?t und umgekehrt; in der üblichen 
Ausdrucksweise (Kap. IX^ lassen sich also zwei dyadische Mengen 
umkehrbar e indeu t ig u n d be ide r se i t s s te t ig aufeinander 
abbüdem 

Betrachten wir jetzt eine allgemeine Menge der gleichen Art, 
wo nur statt der fortgesetzten Zweiteilung eine beliebige, auch be­
liebig wechselnde Anzahl von Teilmengen in Betracht gezogen wird. 
Also: es gebe ;T paarweise fremde Mengen A^{p=\,2 :r): für festes 
p gebe es x^ paarweise fremde Mengen A^^ {q = l, 2, ..., y.); für feste 
p, q gebe es g^^ paarweise fremde Mengen A^^,. (?• = 1, 2,..., p̂ ,̂ ) usw. 
Diese Zahlen seien ^ 2; alle Mengen seien beschränkt, abgeschlossen, 
von Null verschieden: für jede der hiermit definierten Ziffernfolgen 
,/), g, r, ...) sei wieder Â , = A^^ = Ap^^ =3 . . . mit nach Null kon­
vergenten Breiten, und A sei wie oben definiert. Wir wollen zeigen, 
daß dieses X dennoch nichts anderes als eine dyadische Menge ist, 
indem wir die A in gewisser Weise zusammenfassen und wieder 
spalten. Zur Abkürzung bedeute | einen endlichen Komplex von 
Ziffern pqr ... (also p, pq, pqr, usw.), wobei wir uns die Komplexe 
gleicher Ziffemzahl lexikographisch geordnet denken, und ;/ einen 
endhchen Komplex, der aus den Ziffern 1, 2 gebildet ist. Wir de­
finieren dann die Mengen Bj. B^, Bjj, ... durch Induktion folgender­
maßen: 
{a\ B, = Ai + A3+. . . , />', = J , + A,+ .... 
(ß) wenn B bereits als .Summe von mindestens zwei Mengen A,. mit 
gleicher Ziffemzahl definiert und in lexikographischer Ordnung 

B, = AJ + A;" + A,'" + AJ' + ... 
ist, so sei 

B,, = A ;+A J" + ..., B,2 = A" + A''+:•• 
(/) wenn B einem einzigen A_. gleich ist, so sei 

'B,! = 'U-i + A,3 + .'.., 5,2 = A.2 + A,, + ... . 
Wenn beispielsweise die folgenden Mengen A gegeben sind: 

A A A'^ 
A l ^12 A s ' ^ 2 1 - ^ 2 2 ^ 3 ^ . 1 ' A 1 A 2 ; USW. 

80 ist zn setzen: 
B,=A^ + A^ , B^ = A,; 

B^^=A^ , B^,=A3, B2i = A2i + A23, B22 = A22 + A24; 

Bin = -̂ 11 + A 3 ' ^̂ 'iJ2 = A 2 ' •'̂ 121 — A i ' -̂ 122 — A2 ' 

21' 
B211 = A2, , B212 = A3 - -̂ 221 = A2. -̂ 222 = Ai ; IIS W. 

file:///oUstiiudige
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Aus dieser Bestimmung folgt unmittelbar: jedes B ist entweder ein 
AJ. oder eine Summe von solchen mit gleicher Ziffernzahl; es ist 
beschränkt, abgeschlossen und von Null verschieden; B ^ ist fremd 
zu B^2 (auch B, zu B2); B^ g B^,+B^„ also B.^^B^, und B^=>B,,. 
Jede Folge B., B.„ B,^„ ... enthält eine Teilfolge A^, A^^, A^^^,...; 
die Breiten der B nehmen nicht zu, konvergieren also mit den 
Breiten der A nach 0, und die B erzeugen eine dyadische Menge Y; 
da der Durchschnitt einer absteigenden Folge gleich dem einer 
Teilfolge ist, so ist jeder Punkt y zugleich ein Punkt x. Umgekehrt 
ist jedes A ein B , jeder Punkt x also Durchschnittspunkt einer 
absteigenden Folge von Mengen B , diese wieder Teilfolge einer 
Folge BJ, BJJ, BJ,JJ, ..,, und demnach jeder Punkt x auch ein Punkt y. 
Daher ist X= Y, die Menge X ist dyadisch. 

J e d e kompak te per fek te p u h k t h a f t e Menge eines me­
t r i schen Raumes is t dyad isch . Sie zerfällt nämhch für hin­
länglich kleines p in mindestens zwei p-Komponenten (S. 301) 
A = Aj + A ^ + ... +A^ = -5'A^; für hinlänglich kleines P i < p zer­
fällt sie in der Weise in p^-Komponenten, daß auch jedes einzelne 
Ap = -5'A^^ deren mindestens zwei enthält, usf. Ferner folgt aus 

s 
§ 6; "^11, daß für eine absteigende Folge kompakter abgeschlossener 
nichtverschwindender Mengen deren Breite nach der Breite ihres 
Durchschnitts konvergiert; in unserem PaU konvergieren also die 
Breiten von A^, A^^, A^^^, ... nach 0, da ihr Durchschnitt eine 
Komponente von A ist, d. h. aus einem einzigen Punkte besteht. 
Die Menge 

A = ^{2A^,2A^^,...) 
ist also dyadisch. Zwei solche Mengen sind daher immer eindeutige 
stetige Bilder voneinander. 

Die Komponentenmenge SI einer abgeschlossenen kompakten' 
Menge A ist punkthaft; denn sind B, Q zwei verschiedene Kom­
ponenten, so gibt es, weü die Komponenten auch Quasikomponenten 
sind, eine Zerlegung in zwei abgeschlossene Mengen 

A = X+Y, X=P+P' + ..., Y=Q+Q'+..., 
und dieser entspricht, im Sinne der Distanzen, eine Zerlegung 

8l = S + ^ , 3e = {B,B',...}, D = |Q,Q',...} 

in zwei ebenfaUs abgeschlossene Komponentenmengen, da jedes Ele­
ment von Se von jedem Element von D eine untere Entfernung 
= (J(A:, F ) hat. B, Q gehören also keiner zusammenhängenden Teil­
menge {P,Q,...} von 31 an. 

Zwei abgeschlossene kompakte Mengen mit pe r fek ten Kom­
ponentenmengen, d. h. ohne isolierte Komponenten, lassen sich also 
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komponentenweise eineindeutig und beiderseits stetig aufeinande;' 
beziehen, d. h. jeder Komponente P der einen entspricht eine Kom­
ponente Q der andern so, daß ans lim i)[l\PJj = 0 auch lim (y(Q, Q ) = 0 
folgt und umgekehrt. 

Auf der geraden Linie enthält jede zusammenhängende Menge 
wenn sie nicht aus einem Punkte besteht, eine Strecke, also innere 
Punkte; eine Randmenge ist hier stets punkthaft. (Daß umgekehrt 
eüie punk-thafte Menge Randmenge ist, gilt in jedem euklidischen 
Baum, da ein Kugehnneres zusammenhängend ist, ij 10.) Unsere 
Beispiele von perfekten nirgendsdichten Mengen (S. 253) geben also 
auch solche von punkthaften Mengen; damals hatten wir allerdings 
auf die Beschränktheit keinen Wert gelegt, die man durch Schnitt 
mit einem geeigneten IntervaU leicht hersteUen kann. Um sie als 
dyadische Mengen zu konstruieren, kann man unter den A , A , ... 
einfach abgeschlossene Intervalle (o, b) (d. h. die Menge der Zahlen 
X mit a-^x^b, a<b) verstehen. Wählt man z. B. A , , A , als 
das linke und rechte Drittel von A., und beginnt mit 

A = (0-i), A = (^i^ 
also weiter 

A\ = (0' i ) ' A2 = '5 ̂  i ) ' ^21 = (1. i)> A2 = (f' 1) usf., 
so wird X die Cantorsche Menge der Zahlen 

- = f + f + f+••• (̂ -«'̂ ^ 
in deren triadischer Entwicklung keine Eins vorkommt. Bezeichnet 
man die Länge des Intervalls A mit 8. und den Limes der ab­
nehmenden Zahlen J^ä,, ^S , ... als das',,Längenmaß" der Menge A 
(vgl. Kap. X), so ist die,-es bei der Cantorschen Menge 0, nämhch 
der Limes von |-, (|)^, {^f, . . . ; es ist aber evident und wurde schon 
damals von uns bemerkt, daß man auch positives Längenmaß er­
halten kann, indem man die IntervalUängen langsam genug abnehmen 
läßt, z. B. mit einer beliebigen Folge abnehmender, nach p > 0 kon­
vergierender positiver Zahlen p^ die Intervalle A^, A '̂̂ , A^^,., ... von 
den Längen -i-pj, i p ^ , -^Pg, ... wählt 

Das Gleiche gilt in der Ebene; zeichnet man z. B. (Pig. 12) in die 
Ecken eines Quadrats^ A vier kleinere Quadrate Aj, A^, Ag, A^, die 
das große Quadrat nicht ausfüllen, sondern ein Kreuz freilassen, in 
jedes A^ wieder vier solche Quadrate A^^, in jedes A^^ abermals 
vier Quadrate A^^^ usw., so bekommt die punkthafte Menge X ein 
positives Flächenmaß bei genügend langsamer Abnahme der Quadrat­
seiten oder bei genügender Schmalheit der freibleibenden Kreuze, 

' Darunter ist die Quadratfläche, Inneres und Umfang, zu verstehen. 
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z. B. indem man die Quadratseiten wie oben = i P i , ^g^, ^g^, ... 
wählt. Dies ist noch erstaunlicher als daß eine nirgendsdichte 

Menge (die ja in der Ebene nicht punkt-
haft zu sein braucht) positives Flächen­
maß haben kann. 

In einem vollständigen Eauin 
können wir ferner noch die Ergebnisse 
von Kap. VII, § 8 über relative Dichtig­
keit vervollständigen,. Wir sahen da­
mals: wenn A ,̂ A2'Relativgebiete von 
31 und in Jf dicht sind, so ist auch 
ihr Durchschnitt noch in Jf dicht; und 
wenn die beiden beliebigen Mengen 

Fig. 12, A ,̂ AJ ZU 31 nirgendsdieht sind, so ist 

auch ihre Summe noch zu 31 nirgends­
dieht Dies läßt sich jetzt in nachstehender Weise auf Mengen­
folgen übertragen, 

V. In einem vol l s tänd igen R ä u m e sei A^ A^, ,,, eine 
Folge von Mengen, deren j ede zur vorangehenden dicht 
i s t . I s t d a n n Ĝ  e i n G e b i e t g A , so i s t a u c h noch 
Gg = <S){G„ G2,...) zu AJ d icht . 

Wir umgeben einen Punkt â  von Aj mit einer abgeschlossenSen 
Kugel FJ. Im entsprechenden B̂  hegt sicher ein Punkt a^ von A^; 
wir umgeben ihn mit einer abgeschlossenen Kugel F2 g 7^ Im 
entsprechenden. B2 liegt sicher ein Punkt a^ von Ag, den wir mit 
einer abgeschlossenen Kugel F, g 7^ umgeben usw. Lassen wir die 
Radien dieser Kugeln nach NuU konvergieren und wählen gleich­
zeitig Fl g GJ, F2 g G2, ..., so reduziert sich 'S){7^,7^, ...) auf einen 
zu Gg gehörigen Punkt x. Da F̂  beliebig klein gewählt werden 
kann, so hegt in jeder Umgebung von a^ ein Punkt x von Gg-, G^ 
ist zu AJ dicht. 

VI. In einem vol l s tänd igen Räume- sei A^,A^,... eine 
Folge paarweise kongruen te r (zue inander d ichter ) Mengen 
Gg; dann ist auch ihr D u r c h s c h n i t t A = S(Ai, Aj, ...) noch 
mit ihnen kongruen t . 

Es sei Ap = 2)(Gpj, G^2,...); wir verwandeln die Doppelfolge der 
Gebiete G^̂  nach dem bekannten Diagonalverfahren in eine ein­
fache Folge 

» 1 = G i l , G2 = Ö12. Gg = G2 G„ = G„ 
und setzen B^ = A^, so daß G^^B^ und A = 'S){G^, G^, ...) wird. 
Die paarweise kongruenten B„ erfüllen reichüch die Voraussetzung 
des vorigen Satzes über die A^; also ist A zu B-^=A.^ dicht oder 
m AJ dicht oder mit Â  kongruent. 
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Wir können auch sagen: sind die .1 mit einer und derselben 
Menge 31 kongruent, so ist auch .1 noch mit 31 kongruent, und 
insbesondere; sind die A,, in einer Menge 3! dicht, so ist auch A 
noch in 31 dicht ^^'ir bemerken davon den SjiezialfaU: 

v n . I s t .¥ eine Menge Gg in einem vol l s tändigen Räume 
und bilden .(,, A.,, ... e ine Fo lge in 31 d i ch te r Rel.at ivgebiete, 
so ist auch ihr D u r c h s c h n i t t 4̂ = Tl.Ij, .4^,...) noch in J/ dicht. 

Denn die Mengen .1̂ ^ sind dann selbst von der Form Gg. Daß 
der Satz ohne die Voraussetzung J / = Gg nicht zu gelten braucht, 
zeigt das Beispiel der ^lenge 3I=lr^, TJ, ...] der rationalen Punkte 
eines euklidischen Raumes: hier ist .1,, = J/—jr^j in 31 dicht und 
Relativgebiet, nämlich Komplement einer endlichen, also abgeschlos­
senen Menge, und dennoch 2'(A|, A ) = 0, 31 ist in diesem Fall 
eben keine Menge Gg. 

Der in VII genannte Durchschnitt A ist ein in 31 dichtes Gg. 
Nun kann man für ein in 31 dichtes A auf das Nichtverschwinden 
des Kems Â  jedenfalls dann schließen, wenn die Menge 31. der 
isolierten Punkte von 31 nicht in .1/ dicht ist (denn wenn A sepa­
riert und in 31 dicht ist, so ist 31. = A, in A, also auch in 31 dicht); 
z. B. wenn 31 insichdicht und von Null verschieden ist Unter dieser 
Einschränkung ist A also immer noch mindestens von der Mächtig­
keit des Kontinuums. 

Aus v n folgt nun; 
VIII. I s t .1/ e ine Menge 'ig in einem vol l s tändigen Räume 

n n d b i l d e n A,, A>,... e i n e h ' o l g e in Jf n i r g e n d s d i c h t e r 
M e n g e n , so i s t d a s K o m p l e m e n t 31 — A d e r S u m m e 
•̂l = «(Aj, A,. ...) noch in Jf d icht . 

Erinnern wir uns aus Kap. VII, § 8 der zu zwei Mengen A, 31 
gehörigen Mengen 

P=X'3I.AJj, Q = 3I-P; 
daß A zu Jf nirgendsdicht ist, ist gleichbedeutend damit, daß Q 
in Jf dicht ist. B ist in Jf abgeschlossen, Q ein Relativgebiet in Jf, 
Ist A g J f , so ist A g B . Bezeichnen wir jetzt, unter den Voraus­
setzungen von VIII, die der Menge A„ entsprechenden Mengen 
mit P^, Q^^ und setzen 

B = 8 ( B „ B 2 , . . . ) , O = S>(0„ Q„...) = 31-P, 

so sind die Q^ in Jf dichte Relativgebiete, also auch Q noch in Jf 
dicht; überdies ist A„gB„, A g B , . l f - A 3 Q , also auch J f - A 
in 31 dicht 

Der Leser beachte wohl, daß wir nicht behauptet haben und 
nicht behaupten können, die Summe A sei (wie im Fall endlicher 
Zahl der Summanden) noch in Jf nirgendsdicht; sie kann sogar 
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in M dicht sein, aber jedenfaUs ist ihr Komplement J f - A in Jlf 
dicht Ist z, B, A = {ri, 7-2, ,..} die Menge der rationalen Punkte 
eines euklidischen Raumes E, so ist A„ = ( r j in E nirgendsdicht, 
A in B dicht, E—A aber jedenfalls auch. 

Ist in VIII Jf nicht NuU, so ist A nie mit Jf identisch; ist 
Jf. nicht in Jf dicht, so ist, wie aus der entsprechenden Bemerkung 
zu VII folgt, Jf — A noch mindestens von der Mächtigkeit des 
Kontinuums. 

Man nennt (nach R, Baire) die Summe einer Folge von Mengen, 
die in Jf nirgendsdicht sind, eine Menge e r s t e r Kategorie in 
bezug auf Jf, und eine Teümenge von Jf, die nicht von erster 
Kategorie ist, eine Menge zwei te r K a t e g o r i e . Schreiben wir 
dafür kurz Jf̂ , Jf2. Jede Teümenge eines Jf̂  ist wieder ein M^; 
die Summe endlich oder abzählbar vieler Jfj ist wieder ein M^. 
Wenn die ganze Menge 31 in bezug auf sich selbst von erster 
Kategorie ist, so sind alle ihre TeUmengen Mengen Jfj und es gibt 
kein 31^. Ist umgekehrt Jf ein 31^, so ist auch Jf—Jf^ stets ein 
Jfg. In dieser Bezeichnung sagt der Satz VIII, daß in einem voll­
ständigen Räume eine Menge Jf, die ein Gg und nicht Null ist, 
stets ein M^, und daß Jf — Jf̂  stets ein Jf2 und in Jf dicht ist 

Wenn A = ^{Aj^,A^,...)^3I und J f - A in Jf dicht ist, wenn 
überdies die Mengen A^ in Jf abgeschlossen sind, so ist A ein Jfj, 
Denn die oben definierten Mengen B^,"0^ sind dann resp. =A^,31—A,^, 
und da Jf—A„2 J f - A in Jf dicht ist, so ist A„ in Jf nirgends­
dieht Wir können dies so ausdrücken: ist A der Durchschnitt 
von Jf mit einer Menge F^ und Jf — A in Jf dicht so ist A in bezug 
auf Jf von erster Kategorie.^ 

Eine Summe A von abzählbar vielen abgesch lossenen Rand­
mengen A^ (die ja nach S. 253 nirgendsdicht sind) ist in bezug auf 
den Raum E von erster Kategorie; ist E vollständig, so ist E—A 
dicht, also auch A noch eine Randmenge. Ohne die Abgeschlossen­
heit der A„ gilt dies keineswegs; schon die Summe zweier Rand­
mengen kann innere Punkte haben (S. 217). 

§ 10. Euklidische Räume. 

In einem euklidischen Räume E=E , d. h. in der Menge der 
reeUen Zahlenkomplexe x = {x.^, x^, ..., xJ mit den Entfernungen 

^ = y K - 2 / / + (*2-2/2)' + .̂. + (a;„-2//S 0 

' Wir werden sehen, daß die Menge der ünstetigkeitspunkte einer in Jlf 
definierten Punktion stets eine Menge A = 2) (ilf, FJ) ist; ist die Punktion nur 
„punktweise" unstetig, d. h. liegt die Menge ikf-A ihrer Stetigkeitapunkte in 
M dicht, so ist A in bezug auf 31 von erster Kategorie. 
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gehen sämt l iche bisher abgeleiteten Resultate. Denn E ist ein 
metrischer Raum, seine sphärischen Umgebungen erfüUen also die 
Axiome .•V'» bis (Di und, bei Beschränkung auf rationale Radien, das 
erste Abzählbarkeitsaxiom ,Kl. In E ist eine abzahlbare Menge 
dicht, also gib, bei Ersetzung der sphärischen Umgebungen durch 
gleichwertige, das zweite Abzählbarkeitsaxiom (P), Eudhch ist E 
vollständig, nnd zwjir sind hier kompakte, total beschränkte und 
beschränkte Mengen identisch ^die Identität zwischen total be­
schränkten und schlechtbin beschränkten Mengen beruht auf der 
Möghchkeit der Würfelteüung, S. 312), sodaß auch im w-dimensio­
nalen Räume wie im eindimensionalen der Satz gilt: 

I Satz von Bolzano-VS'eierstrass). J e d e b e s c h r ä n k t e un­
endliche Menge e ines euk l id i schen Raumes hat mindes t ens 
einen Häufungspunk t . 

Für die Struktur eines Raumes sind vor allem seine zusammen­
hängenden Teilmengen charakteristisch. Da wir zwar schon viele 
Sätze über Zusammenhang aufgestellt haben, aber tatsächlich zu­
sammenhängende Mengen, die nicht nur aus einem Punkte bestehen, 
bisher nur auf der geraden Linie (Kap. VII, § 9) kennen, so ist 
begreiflich, daß auch im euklidischen Räume die Geraden und 
Strecken eine bedeutende Rolle spielen werden. Was wir darunter 
verstehen, ist ja evident: sind a = ' a p O j , . . . , aJ und b = {bj^,b^,..., bJ 
zwei verschiedene Punkte, so ist die durch sie bestimmte Gerada 
die Menge der Punkte x = {x^, x^, ..., xJ, die sich mit reellem t in 
der Form 

Xi = ta. + {l — i)b. (i=i,2,...,,/) 

darsteUen lassen, und die durch sie bestimmte (abgeschlossene) 
Strecke, die wir kurz (a, b) nennen woUen, die Menge der Punkte 
jener Geraden, für die 0 ^ < ^ 1. Für b = a soll die Strecke (a, a) 
aus dem einzigen Punkt a bestehen. Jede Strecke {a, b) ist zu­
sammenhängend, denn sie ist es jedenfaUs als Teümenge ihrer 
eigenen Geraden, und nach den Relativitätsbetrachtungen (Kap. VII, 
§ 6; ist sie es auch als Teilmenge von B.^ 

Jede konvexe Menge, d. h. eine solche, die mit zwei ver­
schiedenen Punkten a, b auch alle Punkte der Strecke {a, b) enthält, 
ist hiemach zusammenhängend, so vor allem der ganze Raum E 
selbst. Danach ist eine abgeschlossene Menge niemals ein Gebiet 
(außer E und der NuUmenge), da sonst ihr Komplement abgeschlossen 
nnd E in zwei abgeschlossene Mengen zerlegbar wäre. Sodann ist 

' Man sieht leicht, wie man auch im Hilbertschen Räume und in den 
Funktionenräumen (§ .5) gerade Linien und Strecken definieren und damit die 
Betrachtungen des Textes auf sie übertragen kann. 
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j ede sphär i sche Umgebung (das I n n e r e einer Kugel) zu­
sammenhängend , und diese Bemerkung, so einfach sie ist, hat 
weitreichende Konsequenzen. Zunächst folgt: 

II. Im eukl id i schen Raum sind die Komponenten eines 
Gebietes selbst Gebiete ; j edes n ich tve r schwindende Gebiet 
is t die Summe von endl ich oder a b z ä h l b a r vielen, paar­
weise fremden, zusammenhängenden Gebie ten . 

Denn ist x ein Punkt des Gebietes G, fT. eine Umgebung g G, 
so ist TJ^ selbst zusammenhängend, also Teümenge der zu x ge­
hörigen Komponente, demnach innerer Punkt dieser Komponente. 
Das Weitere folgt aus § 3, III. 

Durch diesen Satz ist im eindimensionalen Raum B^ = T die 
Struktur der Gebiete G und damit auch der abgeschlossenen Mengen B 
vollkommen geklärt. G ist, wenn es nicht 0 oder T ist, eine Summe 
von endlich oder abzählbar vielen, paarweise fremden offenen 
Strecken, wozu eventuell ein oder zwei offene Halbgerade treten 
können. F = T — G ist die allgemeinste abgeschlossene Menge 
(4=0, T); sie wird perfekt dann und nur dann, wenn keine zwei 
Strecken von G mit einem Endpunkt aneinander stoßen (der ein 
isolierter Punkt von F sein würde). Beispiele sind uns aus Kap, VII, 
§ 8 bekannt. 

Wenn wir im eukhdischen Räume irgend eine Zerlegung 

G = G , + G2+.. . 

des Gebietes G in paarweise fremde, zusammenhängende Gebiete ff„ 
kennen, so sind diese die Komponenten von G. Denn eine zu­
sammenhängende Menge G g G kann nicht mit zweien dieser Ge­
biete, etwa GJ und G^, Punkte gemein haben, da / ; = G - Ĝ  selbst 
ein Gebiet ist und C=2)(G, GJ + 25(G, j ; ) eine Zerlegung in zwei 
Relativgebiete wäre. Ebenso zeigt die Zerlegung G= G^ + F^ in 
zwei Gebiete oder zwei relativ abgeschlossene Mengen, daß Ĝ  und 
G2 verschiedenen Quas ikomponen ten (S. 248) von G angehören, 
daß auch bei einem Gebiet also, wie bei abgeschlossenen kompakten 
(beschränkten) Mengen, Komponenten und Quasikomponenten iden­
tisch sind. 

III. I s t E die Grenze des zusammenhängenden Ge­
biets G, so is t G eine Komponen te von E—E. 

Denn G + 5" ist abgeschlossen, E—{G + E) ein Gebiet; ist dessen 
Komponentenzerlegung Gj+G2+. . . , so ist E-E=G+G^+G^+..., 
G Komponente von E—E. Ein zusammenhängendes Gebiet ist 
also durch Angabe eines seiner Punkte sowie seiner Grenze E be­
stimmt, als die den genannten Punkt enthaUende Komponente von 
E-E. 
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Der Zusammenhang des Kugeliniieien eriaubt auch, einige 
frühere Formeln (Kap. Vll, i; 2. ;;5) und (11)) über Rand und Grenze 
einer Summe von Meugen zu vervoUsüindigen. Ks gilt: 

IV. Der Rand e iner Menge ist die Summe der Ränder 
ihrer Komponenten . 

In der Tat sei 
A=F+Q + ... 

die Zerlegung von A in ^endlich oder unendlich viele) Komponenten. 
Wie wir damals sahen, ist 

A £ B ^- Q + . . . . 

Andererseits sei p ein Randpunkt von B; wir behaupten, daß er 
auch Randpnnkt von A ist Denn wäre er innerer Punkt von A 
nnd Upg-I . so hegt die zusammenhängende Menge U^ in einer 
Komponente von A, also in B, und p wäre innerer Punkt von B-
Demnach ist B^ g A, nnd 

also 
A^ = P^+Q^ + .... 

Das ist die behauptete Formel, aus der auch für die inneren Punkte 
A, = P.+ Q. + ... 

folgt 
Ist B das Komplement von A (wir setzen A von 0 und E ver­

schieden voraus) und B eine Komponente von A, so ist nach den 
letzten Formeln wegen B = B+ A 

ID OL ' r 

2 ff, BJ = ^ (B, AJi = P^ = P- P. 

nnd, weil B in A abgeschlossen ist. 

5 (B, / g = 'Si{E-A,PJ) = P^- F. 
Diese beiden Mengen können nicht gleichzeitig verschwinden, da 
sonst B gleichzeitig abgeschlossen und ein Gebiet wäre, was mit 
OciBccB unvereinbar ist. Also muß wenigstens eine der beiden 
Mengen B, P Häufnngspunkte der andern enthalten. Ist B ins­
besondere 'wie P) zusammenhängend, so ist daher auch B+P zu­
sammenhängend; und bezeichnet man mit B, /'', P", ... irgendwelche, 
endlich oder unendlich viele Komponenten von A, so ist auch 

SiB+P,B+P',B+P",...) = B+P+P'+P" + ... 
zusammenhängend, als Summe zusammenhängender Mengen mit 
nichtverschwindendem Durchschnitt. Also: 

V. E ine z u s a m m e n h ä n g e n d e Menge b le ib t zusammen­
hängend , wenn man ih r be l ieb ig viele Komponen ten ih res 
K o m p l e m e n t s h inzufügt . 
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Ist ferner 
G=G^+G^ + ... 

eine Summe paarweise fremder Gebiete (die nicht notwendig die 
Komponenten von G zu sein brauchen) und bezeichnet man die 
Komplemente dieser Gebiete mit F, F^, die Grenzen mit E, E, so 
gilt statt der früheren Ungleichung 

E^S=<S{E^,E^,...) 
jetzt die genaue Formel 

Denn sei x ein Punkt von E; eine Umgebung f/. enthält 
einen Punkt von G, etwa von G ,̂ und da sie auch einen nicht zu 
GJ gehörigen Punkt {x) enthält und zusammenhängend ist, so 
muß sie auch einen Punkt der Grenze Bj, also von S enthalten. 
Demnach ist x ein «-Punkt von S, E^S^, und aus Ä g B g S ^ 
folgt durch Bildung der «-Menge, weil E abgeschlossen ist, E= S^. 
Also: 

VI. Die Grenze e iner Summe paa rwe i se fremder Ge­
biete bes teh t aus den G r e n z p u n k t e n der e inzelnen Gebiete 
und den Häufungspunk ten d ieser G r e n z p u n k t e . 

Für eine endhche Gebietssumme G = G. + G„+ ... + G ist 
E=(B{E^,E,,...,EJ. 

Z. B. ist im hnearen Raum jedes Gebiet G die Summe von 
offenen St recken Ĝ  (worunter sich auch ein oder zwei Halbgerade 
befinden können), E^ ist das Paar der Endpunkte dieser Strecke 
(resp. der eine Endpunkt der Halbgeraden), und die Grenze von 0 
ist die Menge dieser Endpunkte und ihrer Häufungspunkte. 

Unter einem S t r e c k e n z u g (a ,̂ «2, •••, a J verstehen wir die 
Summe der Strecken (a ,̂ »2), («2-^g), ,.., ( a ^ _ „ a j ; auch eine solche 
Menge ist zusammenhängend, denn nach Kap. VII, § 7, I I sind der 
Reihe nach {a^, a^, ajj, {a^, a^,a^, aJ, usw. zusammenhängend. Eine 
Menge, in der zwei P u n k t e durch e inen zur Menge ge­
hör igen S t reckenzug ve rbunden werden können , ist zu­
sammenhängend . Davon gilt bei Gebieten auch die Umkehrung: 

v n . In einem zusammenhängenden Gebie t G können 
je zwei P u n k t e durch einen zu G gehör igen Streckenzug 
verbunden werden.^ 

Ist «g ein Punkt von G, so unterscheiden wir in G diejenigen 
Punkte a, die sich mit a„ durch einen zu G gehörigen Streckenzug 
(a^, ..., a) verbinden lassen, von denjenigen Punkten h, die das nicht 

1 Bei Weierstrass ist diese Eigenschaft mit in die Definition des G-e-
bietes aufgenommen. 
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tun. Die bezüghchen Mengen seien A und B, also G = A + B. 
Beide Mengen sind Gebiete. Denn ist a- eiu Punkt von ü^ g G, so 
i>t ("o <»• x) ein Streckenzug. der a„ mit .r verbindet, also gehört 
l\ zu A. A ist ein Gebiet Umgekehrt, ist y ein Punkt von fr̂  g (I, 
und wäre y mü a^ durch (̂ a„, .... (/̂  verbunden, so ließe sich auch 
b mit Ou durch Ü,, , , . , ( / , 6) verbinden; da dies nicht sein darf, so 
ist .'/ ein Punkt von B, U^ h- 11, B ein Gebiet Da nun A => 0 (weü 
es den Punkt a^ enthält!, so muß für ein zusammenhängendes Ge­
biet B = 0 sein, d. h. alle Punkte sind mit ô  und demnach auch 
untereinander verbindbar. 

Wir geben einige Mengen an, deren Zusammenhang durch 
Streckenzüge bewiesen werden kann. In der Ebene (oder in einem 
mehr als zweidimensionalen Räume, aber nicht auf der geraden 
Linie) ist die Menge der irrationalen Punkte oder allgemeiner jede 
durch Tilgung einer höchstens abzählbaren Menge R entstehende 
Menge B—i? zusammenhängend. Denn sind a, b zwei Punkte von 
E — R, so gibt es unter den N Geraden durch a höchstens abzählbar 
viele, die einen Punkt von R treffen, also immer noch s solche, die 
ganz i n B — B verlaufen; zwei solche, einander schneidende Gerade 
dturcb a, b geben einen diese Punkte verbindenden Streckenzug 
(a, X. b). Auch ein Kreisinneres bleibt nach Wegnahme einer höch­
stens abzählbaren Menge zusammenhängend. Der dreidimensionale 
Raum bleibt nach Tilgung von endlich oder abzählbar vielen Ge­
raden zusammenhängend; denn sind a, b zwei Punkte der übrig­
bleibenden Menge, so gibt es unter den N Ebenen durch a, b 
höchstens abzählbar viele, die eine der Geraden ganz enthalten, 
also immer noch N solche, die jede Gerade in höchstens einem 
Punkte treffen, nnd in einer dieser Ebenen lassen sich a, b durch 
einen Streckenzug verbinden. 

Eine zusammenhängende Menge eines mindestens zweidimensio­
nalen Raumes bleibt nach Tilgung eines inne ren Punktes zusammen­
hängend. Denn wäre A — {a] = P+Q in zwei relativ abgeschlossene 
Mengen zerlegbar, so gibt es eine zu A gehörige Umgebung TJ^; 
r^ —ja} ist noch zusammenhängend, gehört also einem der Sum­
manden an, etwa zu B; dann wären aber auch P+{a] und Q in A 
abgeschlossen, da a kein Häufungspunkt von Q ist Auch die Weg­
nahme zweier oder endhch vieler^ innerer Punkte a, b, ... hebt den 
Zusammenhang von A nicht auf, da ja b noch innerer Punkt von 
A — {a] ist usw. 

' Sogar abzählbar vieler, wie wir ohne Beweis bemerken; überhaupt 
weist eine eingehendere Betrachtung noch viel allgemeinere Mengen nach, 
durch deren Tilgung eine zusammenhängende Menge nicht zerfällt. 
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Wir sagen, die beiden verschiedenen Punkte x, y werden durch 
G v e r b u n d e n , wenn G zusammenhängend ist und x, y enthält 
Von einer die P u n k t e x, y se lbs t n i ch t en tha l t enden Menge D 
sagen wir, daß sie x und y t r enn t , wenn jede x und y verbindende 
Menge die Menge D trifft (d, h. mit ihr mindestens einen Punkt 
gemein hat); also n ich t t r e n n t , wenn es eine die Punkte x,y ver­
bindende und die Menge D nicht treffende Menge gibt. Die Punkte 
X, y werden durch D getrennt oder nicht, je nachdem sie zwei ver­
schiedenen Komponenten oder derselben Komponente von E — D 
angehören. 

Z. B. werden in der geraden Linie zwei Punkte schon durch 
eine Menge aus einem einzigen (zwischenliegenden) Punkt getrennt, 
in der Ebene erst durch eine Gerade, ein geschlossenes Polygon, 
einen Kreis u. dgl. (Verstehen wir unter E eine Kreisperipherie, so 
ist zur Trennung eine Menge aus mindestens zwei Punkten notwendig 
und hinreichend.) 

Wenn eine abgesch lossene Menge F die Punkte a;, y nicht 
trennt, so gehören x, y einer Komponente von E—F, also einem 
zusammenhängenden Gebiet ^E—F an und lassen sich nach VE 
durch einen F nicht treffenden Streckenzug S verbinden. Aus dem 
Umstand, daß 8 eine abgeschlossene beschränkte Menge ist, folgt: 

VIII. Wenn die abgeschlossenen Mengen Bj 2 Bj g ... 
die Punk te x, y t r ennen , so tu t es auch ihr Durchschni t t 
F=^{F„F„...). 

Denn andernfalls ließen sich x, y durch einen Streckenzug S 
verbinden, der F nicht trifft, während 8 als zusammenhängende 
Menge jedes B^ treffen muß. Die abgeschlossenen beschränkten 
Mengen 2)(B^, 8) sind also von Null verschieden und büden eine 
absteigende Folge; dann müßte aber nach dem Cantorschen Satze 
(S. 230) auch ihr Durchschnitt 2>(B, 8) von NuU verschieden sein, 
d. h. 8 doch die Menge'B treffen. 

Offenbar gilt dies auch von jeder abs te igend wohlgeordneten 
Menge von abgeschlossenen Mengen (§ 4). 

Sind A, B zwei fremde, nichtverschwindende Mengen, so werden 
je zwei innere Punkte von A und B durch die Grenze A oder durch 
die Grenze B^ getrennt (Kap. VII, § 7, VII). Sind A, B spezieU 
Gebiete, so werden je zwei Punkte von A und B durch eine dieser 
Grenzen getrennt (oder auch durch das Komplement E—{A + B), 
oder durch dessen Rand, d. h. durch die Grenze des Gebietes A+B). 

Zu zwei fremden, nichtverschwindenden Mengen A, B, die in 
A+B abgeschlossen sind, von denen also keine einen Häufungs­
punkt der andern enthält, gibt es ebenfalls eine abgeschlossene 
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Menge, die je zwei Punkte von A und B trennt .Man kann niüu-
lieh A und B in zwei fremde Gebiete G^A, IJ^B einschheßen, 
wonach die Grenze des einen oder das Komplement E—{G + E) 
das Verlangte leistet In der Tat; die untere Entfernung eines 
Punktes a von B ist stets positiv; setzen wir (y(a,B) = 2p^, ebenso 
dJ.A)=2g^, so haben die Umgebungen B^, Ĉ  mit den Radien 
P , pj keinen Punkt gemeiu, weü 

ab^2i>,. o 6 S : 2 o . , ab^o +ii,, 

und die Gebiete G = 3 B„, E= S l\ sind fremd. 

Ist eine der Mengen, etwa A, beschränkt, so kann man erreichen, 
daß auch die trennende Menge beschränkt wird, indem man vor 
der Bildung jener liebiete zu B noch das Äußere einer Kugel 
hinzufügt, in deren Innerem ,1 liegt 

Bei den weiteren Betrachtungen ziehen wir vor, uns auf die 
Ebene zu beschränken. Die Übertragung auf den drei- oder mehr­
dimensionalen Raum bietet zum Teil nicht unbeträchtliche Schwierig­
keiten dar, weil die RoUe. die in der Ebene die Po lygone spielen, 
dort den viel weniger einfachen Polyedern und Polytopen zufällt 
Selbst in der Ebene werden wir finden, daß die anscheinend plau­
sibelsten Aussagen der ,.Anschauung" ziemlich umständliche Beweise 
verlangen. Eine gewisse Weitläufigkeit wird schon dadurch herbei­
geführt, daß nichtkompakte, hier also unbeschränkte Mengen sich 
in rielen Beziehungen anders und zwar weniger i'egelmäßig ver­
halten als beschränkte. Enn Radikalmittel dagegen wäre die Ad­
jnnktion eines „unendlich fernen" Punktes, wie in der Punktionen­
theorie; aber dadurch zerstört man den Charakter eines metrischen 
Eaumes, und wenn man diesen Übelstand wieder durch stereogra­
phische Abbüdung auf die Kugel beseitigt, so gehen dafür gewisse 
elementargeometrische Vorzüge der Ebene verloren. Wir müssen 
uns also mit den „dreary infinities of homaloidal Space", wie Clifford 
sagt. 90 gut es geht, abzufinden suchen. 

§ 11. Die euklidische Ebene. 

Wir haben einen Streckenzug S = {ag, a.^^, a^, ..., aJ als Summe 
der abgeschlossenen Strecken {dg:'^i)) {"-v ('•2)' •••! i'^m-v ̂ m) ei'klärt. 
Von dem Fall, daß <S' sich auf einen einzigen Punkt reduziert, sehen 
wir ab und können die Endpunkte jeder Strecke als verschieden 
annehmen (a._j =}= «j)- Eine Menge, die überhaupt ein Streckenzug 
ist, kann immer auf unendlich viele Weisen 

'̂ ' = K ) « i ' •••><^J'^'h>h' •••1 U = ---
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als solcher dargestellt werden; die kleinste der hierbei auftretenden 
Zahlen m,n, ... heiße die Streckenzahl von 8. Wenn S „sich selbst 
nicht kreuzt" oder, präziser, wenn die Streckenzüge (a ,̂ oŝ , ..., »j) 
und (fflj, flj^j, ..., a J für jedes * = 1, 2, ..., m — 1 nur den Punkt a^ 
gemein haben, wozu wir auch den PaU einer einzigen Strecke 
8 = {a^,aJ) rechnen, so heißt 8 ein e infacher Streckenzug oder 
ein Weg. Wird ein Weg von der Streckenzahl m in der Form 
(dß, â , ..., aJ = (6g, b^, ..., bJ dargestellt, so sind die Punkte b mit 
den Punkten a in derselben oder der umgekehrten Reihenfolge 
identisch; sie heißen die Eckpunkte, insbesondere a^, a^ die End­
punkte des Weges und sind paarweise verschieden; drei konsekutive 
Eckpunkte a._.^, a., a^_^_.^ liegen nicht in gerader Linie. Sind x, y 
zwei verschiedene Punkte eines Streckenzuges 8, und ist unter den 
Streckenzügen 8' g 8, die x, y enthalten, W ein solcher mit kleinster 
Streckenzahl, so ist IFein Weg und es gibt auch jedenfalls einen solchen 
Weg mit den Endpunkten x, y; danach kann der Satz § 10, VII 
auch so gefaßt werden, daß sich in einem zusammenhängenden Gebiet 
je zwei Punkte x,y durch einen Weg {x, .•.,y) verbinden lassen. 

Zwei Wege (a„, a^, ..., aJ und {a^, a^^^,.,,, a^_^, aJ), die nur 
die Endpunkte Og, a^ gemein haben, geben als Summe ein (einfaches, 
geschlossenes) Polygon 

P~\%> '^i' •••! 0,m' '^m+V •••' "^n—1' '^o); 

definiert man für alle ganzen Zahlen a^ = a;-i^, faUs i^k (mod ra), so 
ist auch 

•P^l«*;. «j+i' •••>«.-+J-
Wir entnehmen der Elementargeometrie die Tatsache, daß jedes 
Polygon die Ebene in zwei zusammenhängende Gebiete 3 und A 
teilt, d. h, daß 

E-P=J+A oder E=J+P+A; 
das eine dieser Gebiete (J) ist beschränkt und heißt das I n n e r e ' 
von B, das andere _(A) erstreckt sich ins Unendliche und heißt das 
Äußere von B. Überdies ist jeder Polygonpunkt Häufungspunkt 
sowohl von J als von A, woraus hervorgeht, daß das Polygon die 
gemeinsame Grenze beider Gebiete ist: 

P=J=A. 
Wir schreiben " 

E=3I+N+P, 
wenn wir uns die Entscheidung, ob 31= J, N=A oder umgekehrt 
J f = A , N=J sein soll, noch vorbehalten woUen. 

' Abweichend von unserer sonstigen Bezeichnung, wonach P; das Innere 
von P genannt wurde; hier ist B,= 0. 
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Sind B, P' zwei Polygone, 
E=J+P+A = J'+ r' + A', 

und sind P und P" fremd, so muß B als zusammenhängende Menge 
ganz in F oder A' verlaufen nnd B' ganz in ./ oder A. Um alle 
vier zunächst denkbaren Fälle zugleich zu behandeln, schreiben wir 

B g J f , B ' g . l / . 
Dann ist 

-V =2>,.V.Jf') + 2)(.V, N'), 

X'=t[.M, X') + 1>{X.N'). 

Diese Zerlegungen müssen, weil Â  und N' zusammenhängend sind, 
einen verschwindenden Summanden haben, und zwar muß 

2> {X. X') = 0 

sein; denn andemfaUs wäre X= X' ='S){N, N') und N = N', also 
P=P', während die beiden Polygone doch verschieden sind. Also ist 

.V = : ? uV, Jf:.. A' = 2) (Jf, A '̂) 
oder 

P + A g J B , B' + A^'gJf 
nnd 

E = P+P' + X+ X' + 2)(Jf, Jf) . 

Dabei scheidet der PaU N=A, N' = A' aus, weil 'S>{A,Ä) alle hin-
länghch entfernten Punkte der Ebene enthält und demnach nicht 
verschwinden kann, und es bleiben die Fälle: 

(1) B + B g A ' , F + J ' g A , B = B + B ' + / + J " + 2)(A,A') 

(2) B + J g J ' , B ' + A ' g A , E=P+P'+J + Ä + ^{A,J') 

(3) B + A g A ' , P' + F^J, B = B + B ' + A + J ' + 2>(/,A'), 

Flg. 13. Fig. 14. Pig. 15. 

WO P nnd P' außerhalb von einander hegen, resp. B innerhalb B', 
resp. P' innerhalb B hegt. 

Wir wollen femer als evident annehmen, daß man ein das 
Polygon P umschließendes Polygon B ' (FaU (2)) so zeichnen kann, 
daß die Entfemung B F beider Polygone (S. 293) eine vorgegebene 
positive Zahl p nicht überschreitet (Fig. 16). Gehört B einem 

H a u B d o r f f , Mengenlehre. 22 
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Gebiet G an und wählt man p kleiner als den positiven Minimal­
abstand ^ der abgeschlossenen Mengen B und B - G, so verläuft 
auch B' noch in G, also B 'g2)(G,A) . Ebenso kann man ein von 
B umschlossenes und zu B behebig benachbartes Polygon angeben. 

L Jedes zusammenhängende Geb ie t G wird durch ein 
dar in ver laufendes Polygon B in zwei zusammenhängende 
Gebiete zer legt . 

Wir behaupten also, daß in der Formel 

G = 2)(G, J ) + 2)(G, B) +2)(G, A) = / „ +-P + A 
die beiden Gebiete J^ und Â  zusammenhängend sind. Zunächst 
sind beide von 0 verschieden, da jede Umgebung eines Punktes 
von P Punkte sowohl von / als von A enthält Sind ferner (Pig. 17) 
a, b zwei Punkte von A^, so verbinden wir sie in G durch .einen Weg 
W={a,..., b); sollte dieser B nicht treffen, also ganz in A oder A^ 
verlaufen, so wäre unser Ziel schon erreicht. AndernfaUs ziehen 

Fig. 16. Fig. 17. 

wir ein B umschheßendes Polygon B' g A„ so nahe an B, daß a, b 
noch außerhalb B' (in A') hegen. IF trifft dann B g / ' , also auch 
B', und die abgeschlossene Menge 2)(IF, B') hat auf dem von a 
nach b orientierten ^ Wege W genau wie auf der geradlinigen Strecke 
(S, 258) einen ersten Punkt u und einen letzten v {a<u<v<b). 
Auf dem Wegstück {a, ..., u) hegt kein Punkt von B' außer u, also 
kein Punkt von / ' und keiner von B + J g / ' ; es gehört ganz zu A 
nnd folglich zn 2)(A, G) = A^. Das Gleiche gilt von {v, ..., b), und 
wenn wir von u nach v, statt auf dem Wege W, auf der einen 
Hälfte des Polygons B' wandern, so haben wir a, b durch einen 
ganz zu Ag gehörigen Weg verbunden. Damit ist der Zusammen­
hang von Ag erwiesen, und dasselbe gilt von Jj,. 

* Ein solcher existiert zwischen zwei abgeschlossenen beschränkten Mengen, 
offenbar aber auch, wenn nur die eine dieser Mengen beschränkt ist. 

^ Man ordne jedem Punkt x von W in ersichtlicher Weise die Länge 4 
des Wegstückes {a, ..., x) zu und definiere xSy für 4 S 'i,. 
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Wir können dem S;it/. I noch folgende Form geben: 
IL I s t G e i n z u s a m m e n h ä n g e n d e s Gebie t , dessen 

Grenze E das Polygon B n ich t trifft , so is t j edes der Ge­
biete ?(ff ,J) und 2̂  G,^r, falls von Null verschieden , zu­
sammenhängend. 

Denn B gehört als zusammenhängende Menge entweder ganz 
•zu G, und dann tritt I in Kraft: oder es gehört ganz zu E— G, 
nnd dann ist G = '^[G,J}+^'ß.A), also einer der Summanden 
NuU nnd der andere = G. 

Der Satz II wieder zieht unmittelbar den folgenden nach sich: 

nU Ist B eine abgesch los sene Menge, die das Polygon 
P nicht trifft, und werden zwei P u n k t e x, y weder du rch 
B noch durch P g e t r e n n t , so werden sie auch durch F+P 
nicht ge t r enn t . 

Denn x, y gehören einer Komponente G von E—F an, und 
die Grenze H dieser Komponente liegt in B (S. 332), trifft also P 
nicht. Ebenso gehören x. y derselben Komponente Jf (/ oder A) 
von E — P an, gehören also dem zusammenhängenden Gebiet 
'?(G. J / ) g B—(B+B) an und werden durch F+P nicht getrennt 

Durch wiederholte Anwendung folgt, daß zwei Punkte auch 
durch F+ Pj^+ P^... + P^^ nicht getrennt werden, falls sie weder 
durch die abgeschlossene Menge F noch durch eins der Polygone 
BJ, P , , ..., P^ getrennt werden. 

Um weiter zu gelangen, müssen wir das Polygon B des Satzes III 
durch eine zweite abgeschlossene Menge zu ersetzen suchen. Dazu 
dient die Approximation einer beschränkten Menge durch eine von 
Polygonen begrenzte Fläche. 

Denken wir uns in der Ebene eine Schar von parallelen äqui-
distanten Geraden gezogen, und eine zweite dazu senkrechte Schar mit 
gleichem Abstand, wodurch ein quadratisches Gitter entsteht. Unter 
einem Quadrat Oj des Gitters verstehen wir die Quadratfiäche 
{Inneres nnd Rand); es sei 0 = S(Qj, Qg, ..., QJ eine Summe von 
endhch vielen verschiedenen Quadraten. 
Dabei treffen wir folgende Bestimmung: 
wenn zwei nur mit einer Ecke zusammen­
stoßende Quadrate (wie 1, 1 in der Figur) 
zu Q gehören, so soll auch noch mindestens 
ein drittes Quadrat mit dieser Ecke (wie 2) 
zu Q gehören. Wenn Q diese Bedingung noch nicht erfüllt, so ist 
es möglich, eine endhche Anzahl weiterer Quadrate Q^.^.i, •••, Q„, 
von denen jedes mit einer Seite an eins der schon vorhandenen 
stößt, so hinzuzufügen, daß Q* = S{Q^, Q^, ..., QJ die Bedingung 

22* 
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z 1 1 
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2 

Fig. 18. 
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erfüUt. Bezeichnen wir (Pig. 19) die Quadrate von Q mit 1 und ordnen 
sie in Zeilen von oben nach unten, indem wir nur diejenigen horizon­
talen Quadratreüien der Ebene betrachten, in denen whkhch Qua­
drate 1 stehen. Die oberste Zeile von Q lassen wir unverändert. 
Wenn in der zweiten Zeüe ein Quadrat mit einem der ersten Zeüe 
diagonal zusammenstößt, so fügen wir das beiden benachbarte Quadrat 
der zweiten Zeile hinzu, falls es nicht schon selber ein Quadrat 1 
nnd faUs nicht schon in der ersten Zeile ein zu jenen beiden be­
nachbartes Quadrat vorhanden ist, und bezeichnen diese hinzu­
gefügten Quadrate mit 2. (Eine solche Hinzufügung unterbleibt also 
sicher, wenn die zweite Zeüe nicht direkt unter der ersten steht, 
sondern dazwischen eine horizontale Quadratreihe freibleibt.) Die 
beiden ersten Zeilen erfüllen dann die gestellte Bedingimg; denn 
wenn ein Quadrat 2 mit einem der Quadrate 1 diagonal zusammen­
stößt, so ist ein zu beiden benachbartes Quadrat, nämhch das 
über 2 stehende Quadrat 1, immer schon vorhanden; außerdem hat 
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Fig. 19. Fig. 20. 

jedes Quadrat 2 als linken oder rechten Nachbarn ein Quadrat 1. 
Nunmehr whd die dritte Zeile mit Rücksicht auf die schon ver­
vollständigte zweite Zeile ebenso behandelt, dann die vierte Zeüe 
mit Rücksicht auf die vervoUständigte dritte Zeile usw. Die Figur 
zeigt den Übergang von Q zu Q* im Falle von vier Zeilen; die 
neu hinzugekommenen Quadrate 2 stoßen immer mit einer Seite an 
ein hnkes oder rechtes Nachbarquadrat 1. 

Sei nun 0 = (S(Qj, Q^, ...,QJ eine Quadratsumme (Fig.20) von 
der geforderten Eigenschaft; wir behaupten dann, daß der Rand (oder 
die Grenze) von Q aus einer endlichen Anzahl paarweise fremder 
Polygone besteht Dies wird durch den Schluß von m auf >»+ 1 be­
wiesen. Wir nehmen (Fig. 21—27) ein weiteres Quadrat Oo îm^n und 
bilden ©' = ©(©, QJ^; die Ränder dieser Figuren seien R', R und 
Bg = (a, J, c, d, 4 Die Menge 'S){R, RJ), in der Q^ an die schon 
vorhandene Menge Q stößt, ist entweder NuU und dann ist B '=B+B„; 
oder sie ist nicht NuU und kann dann aus 1, 2, 3, 4 Seiten von B^ 
bestehen (aber z. B. nicht aus einer Ecke allein). Stößt Q„ in einer 
Seite {a, b) oder zwei anliegenden Seiten {a, b, o) oder drei Seiten 
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ai, 6, c, d) an 0, so werden diese Teile von li beim Übergang zu R' 
durch (a, d. e, b) resp, (a, rf, c) resp, (a, d) ersetzt also eins der vor­
handenen Polygone in ein anderes verwandelt, 

Q ~~ y Q' 

V'a:. -Jl. 

FiiT. ;i2-

Fig. -23. 
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Stößt Q^ mit zwei gegenüberliegenden Seiten {a, b), {o, d) an Q, 
so fallen in der neuen Figur Q' diese Randstrecken fort und dafür 
treten {a, d; nnd {b, c) auf, wodurch entweder zwei bestehende Poly-
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gone in eins verwandelt oder umgekehrt aus einem zwei gemacht 
werden. Stößt endlich Qg mit allen vier Seiten an Q, so ist 
R'=R — Rg; das Quadrat R^ kommt in WegfaU, 

Sei nun A irgend eine b e s c h r ä n k t e Menge: es gibt dann 
eine Quadratsumme Q der eben betrachteten Art die die Menge A 
in ihrem Innern einschließt (A g Oj) und von ihr eine beliebig 
kleine Entfernung A Q hat (§ 6). Wir überziehen nämlich die Ebene 
mit einem quadratischen Gitter von der Seitenlänge er, und es seien 
Qj, Qg, ..,, OJ diejenigen Gitterquadrate, die einen Punkt von A ent­
halten (wie verabredet, im Innern oder auf dem Rande); die Summe 
dieser Quadrate enthält jeden Punkt a und zwar bereits als inneren 
Punkt, denn wenn a auf einer Seite oder in einer Ecke eines Qua­
drats liegen sollte, so gehört er zwei oder vier Quadraten an und 
ist innerer Punkt des betreffenden Rechtecks oder Doppelquadrats. 
Durch eventuelle Hinzunahme weiterer Quadrate, wie oben gezeigt, 
erhalten wir dann eine Quadratsumme 0 = ©(0i> Og» •••) OJ» die 
der Bedingung für diagonal zusammenstoßende Quadrate genügt 
und deren Rand also eine Summe paarweise fremder Polygone ist; 
0r=jPi + P3+.- . + B^. Dabei enthält jedes der Quadrate von Q 
entweder selbst einen Punkt von A oder stößt mit einer Seite an ein 
solches an, es gibt also zu jedem Punkt q einen Punkt a mit 

aq^Y5cr< 3er. 

Also ist (S. 293) A 0 < 3ff und QA = 0 (wegen A g Q), also Ä Q < 3Ö-. 
Ist B eine weitere Menge mit positiver unterer Entfernung 

S{A, B) und wählt man a hinreichend klein, etwa 3a<§{A,B), so 
haben Q und B keinen Punkt gemein. Zu zwei Mengen A, B 
mit posi t iver u n t e r e r E n t f e r n u n g , von denen A beschränk t 
ist , kann man also eine Q u a d r a t s u m m e Q angeben , die A 
einschl ießt und B aussch l i eß t , und de ren R a n d eine Summe 
paarweise fremder Po lygone is t : 

A g O ; , B^E-Q, Q^=p^ + p^+...+ p^. 

Nunmehr können wir den Satz beweisen: 
IV. Sind P^jF^ zwei fremde abgesch lossene beschränkte^ 

Mengen, und werden zwei P u n k t e weder durch Bj noch 
durch Bg g e t r e n n t , so werden sie auch du rch F^+F^ nicht 
ge t r enn t . 

Da X, y durch Bj nicht getrennt werden, so gibt es (Fig. 28) einen 

' Es genügt, daß die eine Menge (beim Beweise Bj) beschränkt sei; auch 
einige der folgenden Sätze lassen sich in diesem Sinne etwas verallgemeinern. 
Weiter kann man nicht gehen, ohne statt der Wege und Polygone kompli­
ziertere Figuren (solche mit unendlich vielen Strecken) zu benutzen. 
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sie verbindenden Weg IFj, der Bj nicht trifft. Wir bestimmen eine 
Quadratsumme 0. die B, einschheßt und S{I\, II',) ausschließt: 

t\^Q.. ^ß:..lV.Ji^E-Q. 
.r,y selbst gehören zu B — 0 . Ua IFj die .Menge 0 nicht trifft, so 
werden x, y durch 0 oder durch Q^= 1\ + P., +... + P^ nicht ge­
trennt also nach UI auch nicht durch B̂  + 0^-
Demnach gibt es einen x. y verbindenden 
Weg U". der F.^ und Q^ nicht trifft. Dieser L^ 

da er sonst 
X von E— Q mit einem Punkte 

Fig. 28. 

kann aber auch I\ nicht trefien 
einen Punkt 
von BJ g 0 verbinden würde, also auch die 
Grenze Q = Q^ treffen müßte. Da IT" also 
BJ + F^ nicht trifft, so werden die Punkte durch 
diese Menge nicht getrennt. 

Von diesem Satz IV, der eine VeraUgemeinerung von HI ist, 
kann man zu einer entsprechenden VeraUgemeinerung von II zurück­
gelangen: 

V. Zwei z u s a m m e n h ä n g e n d e G e b i e t e , deren b e s c h r ä n k t e 
Grenzen e inande r n ich t treffen, haben einen zusammen­
hängenden oder verschwindenden Durchschn i t t . 

Die Gebiete seien O^ Gg mit den Grenzen Bj, Bg. Wenn 
G = ^(Gj, G,) nicht Ntül ist. so werden zwei seiner Punkte als 
Punkte von Gj durch fi", nicht getrennt, als Punkte von Gj nicht 
durch .ffg, also auch nicht durch B, + ff,; sie lassen sich also durch 
einen Weg IT' verbinden, der .ffj und E„ nicht trifft Dieser Weg 
muß dann ganz in Gj verlaufen, ebenso ganz in Gg, also ganz in G; 
0 ist zusammenhängend. 

Umgekehrt folgt aus V ebenso unmittelbar wieder IV: wenn 
zwei Punkte durch 1\ und f-g nicht getrennt werden, so gehören 
sie einer Komponente Gj von E —1\ mit der Grenze Bj g Bj und 
einer Komponente G, von E — /', mit der Grenze Bg g Bg, also 
nach V dem zusammenhängenden Gebiet G = S(Gj, GJg E—{F^+FJ) 
an und werden durch Bj + B, nicht getrennt. 

Beide Sätze übertragen sich unmittelbar von zwei auf endlich 
viele abgeschlossene Mengen resp. Gebiete. In Verbindung mit 
§ 10, V n i gestatten sie auch eine Ausdehnung auf das Abzählbare, 
der wir folgende Form geben: 

VI. Wenn zwei P u n k t e du rch die b e s c h r ä n k t e a b g e 
schlossene Menge B g e t r e n n t werden , so werden sie auch 
durch eine Komponen t e von F ge t r enn t . 

Denn wenn B = l-\ nicht zusammenhängend, also in zwei ab­
geschlossene Summanden zerlegbar ist, so muß einer davon, etwa 



344 Kap. VIII. Punktmengen in speziellen Räumen. 

BJ tc Bg, die gegebenen Punkte trennen; ist B̂  noch nicht zusammen­
hängend, so werden die Punkte wieder durch eine abgeschlossene 
Menge Bg c: Bj getrennt usw. Gelangt man noch nicht für end­
liches V zu einer zusammenhängenden Menge B^, so trennt auch 
B^ = 2>(Bg, B^, B2, ...) die Punkte noch, und man kann das Ver­
fahren fortsetzen. Auf Grund von § 4 gelangt man nach einer 
höchstens abzählbaren Menge von Schritten zu einer letzten Menge B , 
die noch die Punkte trennt, zu der es aber keine kleinere Menge 
B . j c: B mit der gleichen Eigenschaft gibt; dann ist also B zu­
sammenhängend, und die Punkte werden durch F oder durch die 
Komponente s F getrennt. Wenn man die Zerlegung in p-Kom­
ponenten benutzt (§ 6), kann man übrigens erreichen, daß das Ver­
fahren spätestens bei B^ abbricht. 

Beispiel: das Komplement einer beschränkten punkthaften 
(S. 322) Menge G ist zusammenhängend. Denn wäre E — G = A+B 
in zwei relativ abgeschlossene Mengen zerlegbar, so gäbe es nach 
S. 335 eine abgeschlossene Menge F^G, die zwei Punkte von A 
und B trennt; es müßte dann eine Komponente von B, also eine 
Menge aus einem einzelnen Punkt c, die beiden Punkte trennen, 
was wegen des Zusammenhanges von E—{c} aber nicht der Fall ist. 

In den weiteren Anwendungen spielt folgende Spezialisierung 
der bisherigen Sätze die Hauptrolle. 

VII. Zwei P u n k t e , die ve r sch iedenen Komponen ten der 
besch ränk ten abgesch lossenen Menge E angehören , lassen 
sich durch ein Polygon B t r e n n e n , das E n i ch t t r i f f t I s t E 
i n sbesondere Grenze des z u s a m m e n h ä n g e n d e n Gebie tes G, 
so l iegt das Polygon B im Gebie t G. 

Die beiden Punkte seien \ , h^; da bei einer beschränkten ab­
geschlossenen Menge Komponenten und Quasikomponenten identisch 
sind (S. 303), so gibt es eine Zerlegung B = Bj + Bg in abgeschlossene 
Mengen, bei der h^ zu E^ und h^ zu E^ gehört. Bestimmen wir 
eine Quadratsumme Q mit 

BjgO, , E^^E-Q, 
so werden \ , \ durch 0,. = Bj + Bg + ... + B„, also nach I I I durch 
eins dieser Polygone getrennt (das natürlich nicht für alle diese 
Punktpaare dasselbe zu sein braucht). — Dm den zweiten Teil des 
Satzes zu beweisen, bemerken wir, daß sowohl innerhalb wie außer­
halb des Polygons, nämhch in hinreichend kleinen Umgebungen 
von Äj und Äg, Punkte von G liegen; da das Gebiet G zusammen­
hängend ist, hat es auch mit B Punkte gemein. Das Polygon P 
trifft also G; wenn es auch E— G träfe, müßte es als zusammen­
hängende Menge die Grenze E treffen; da dies nicht der PaU ist 
liegt B ganz in G. 
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Vni . Wenn die b e s c h r ä n k t e Grenze If e ines zusammen­
hängenden Gebie tes O e iner z u s a m m e n h ä n g e n d e n Tei l ­
menge von B = B — G a n g e h ö r t , so is t sie s e lbs t zusammen­
hängend.* 

Es sei B g G g B , G zusammenhängend. Wäre E nicht zu­
sammenhängend, so gäbe es nach VII ein in G verlaufendes Poly­
gon P, das innerhalb wie außerhalb Punkte von E, also auch von G 
enthielte, und C müßte das Polygon treffen, während doch C und G 
keinen Punkt gemeui haben. 

Spezi;üfäUe dieses Satzes sind: 

IX. Ist Babgesch lossen und zusammenhängend , Gj eine 
Komponente von G=E — F mit b e s c h r ä n k t e r G r e n z e B,, 
so ist BJ zusammenhängend . 

Denn es ist f/j ^E^F^ I-\ und Bj als Teilmenge von F zu­
sammenhängend.- VgL Fig. 29. 

X. Is t G ein z u s a m m e n h ä n g e n d e s Gebiet , Bj eine Kom­
ponente von B = B — G mit b e s c h r ä n k t e m Rand ifj, so ist Bj 
zusammenhängend. 

Sei nämhch B = Bj + B, + B3 + ... die Zerlegung von Bin seine 
(endhch, abzählbar oder unabzählbar vielen) 
Komponenten. Da eine zusammenhängende 
Menge nach Hinzufügnng beliebig vieler Kom­
ponenten ihres Komplements zusammenhängend 
bleibt S. 331), so ist Gj = G + B, + B, + ... zu­
sammenhängend, nach v m ist also J3j als 
Teihnenge der zusammenhängenden Menge J^ 
selbst zusammenhängend. 

Wenn aUe E^ beschränkt und daher zu­
sammenhängend sind, so sind sie die Kom­
ponenten von E, da eine zusammenhängende Teilmenge von E auch 
eine von B ist, also nicht mit zwei verschiedenen B^ oder B)̂  Punkte 
gemein haben kann. Das gibt insbesondere den Satz: 

XI. I s t G ein z u s a m m e n h ä n g e n d e s Gebie t mit be­
schränkte r Grenze E, so ha t diese ebenso viele Kompo­
nenten wie B = E— G. 

Wir schheßen diese Reihe von Überlegungen mit dem Satz; 

Fig. 29. 

' Wir erinnern beiläufig daran, daß eine Gebietsgrenze Randmenge und 
nirgendsdicht, eine zusammenhängende Gebietsgrenze perfekt ist (falls sie nicht 
aus einem Punkte besteht). 

* Wenn nichts anderes ersichtlich ist, bedeute immer F das Komplement, 
H die Grenze des Gebietes Q; ebenso mit Indices oder Akzenten. 
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XIL Sind Gj, G2 zwei f remde zusammenhängende Ge­
b ie te mi t den Grenzen Bj, Bg, fe rner Bj beschränkt und 
in Bg e n t h a l t e n , so is t Bj zusammenhängend . 

Denn Gg+Bj ist als Menge zwischen Gg und Gg + Bg zu­
sammenhängend, B J g Gg + ifj g . S - GJ, also F J zusammenhängend. 
Insbesondere ist, für F j = Hg, die gemeinsame Grenze zweier fremder 
zusammenhängender Gebiete stets zusammenhängend. 

Eine besondere Rolle spielen diejenigen beschränkten ab­
geschlossenen Mengen E, die die gemeinsame Grenze aUer Kom­
ponenten von E—E sind, also 

B - B = G j + G g + . . . , E=E^ = E^= ...; 
eine solche Menge B ist nach XII zusammenhängend, vorausgesetzt, 
daß E—E mindestens zwei Komponenten hat* Falls genau zwei 
Komiponenten auftreten, E-E also in zwei zusammenhängende 
Gebiete mit der gemeinsamen Grenze E zerfällt, wird E (nach 
A. Schoenflies) eine gesch lossene Kurve genannt ; eine ge­
schlossene Kurve ist jedenfalls eine beschränkte, perfekte, zusammen­
hängende Menge ohne innere Punkte. Die einfachsten geschlossenen 
Kurven sind die Polygone {E-P = J+A, P=J^ = AJ und, nach 
dem unten zu beweisenden J o r d a n sehen Satz, deren umkehrbar 
eindeutige, stetige Bilder. 

Es ist leicht einzusehen, daß sich bezüghch der Zerlegung der 
Ebene in Gebiete die geschlossenen Kurven genau wie Polygone 
verhalten. Ist P eine geschlossene Kurve, so ist das Äußere eines 
Kreises, in dessen Innerem B liegt, zusammenhängend und gehört einer 
der Komponenten von E—P an; wir können also wieder E—P=A+J 
setzen, wo A aUe hinlänglich entfernten Punkte der Ebene enthält 
und J beschränkt ist (A das Äußere, / das Innere von P). Über 
die gegenseitige Lage zweier fremder geschlossener Kurven gelten 
dann wörtlich dieselben Betrachtungen (S. 337) wie über Polygone; 
der Satz I gilt auf Grund von V auch, wenn P durch eine ge­
schlossene Kurve ersetzt wird. Eine Menge paarweise fremder ge­
schlossener Kurven P, P',..., von denen keine die übrigen trennt, 
ist höchstens abzählbar: denn liegen alle Kurven außer P in Jf 
{31= J oder A), alle außer P ' in Jf' usw., und setzt man wieder 
E=3I+P+N=31'+P'+N'= ..., so ist ^{N,N')=0 usw., die 
Gebiete N, N',... sind also paarweise fremd und ihre Menge höchstens 
abzählbar. 

Ist B" eine beschränkte abgeschlossene R a n d m e n g e , deren 

' Daß unter den angegebenen Voraussetzungen auch mehr als zwei Kom­
ponenten vorkommen können, ist der gewöhnliehen Anschauung schwer vor-
steUbar; L. E. J. Brouwer hat ein Beispiel dafür gegeben. 



S i l . Die euklidische Ebene. 347 

Komplement F-H= G^ + <;.. in zwei Komponenteu zerfällt, so 
braucht fi'=(Gi + ('A., = ^ 2 Jl^.EJ) keine geschlossene Kurve zu sein; 
wohl aber ist .v = T^'E^.IL eine solche. Denn setzt man 

tii, = G, + (Jf, - ,vi, tS, = (,3 + {E, -<Q\ 

/ / = (H ,̂-,CM + (f/,- ,\.V + § , 
so ist 

F=G^ + G., + E= (î j + &., + s^ 

= @, + '/j + B , = ®g + GJ + JJj. 

Da GJ + B: = G.̂  abgeschlossen ist, so ist ©, ein Gebiet; ebenso ®j; 
beide sind i'renui. Ferner ist G, g (S, g Cr,"̂ , also ®j (und ®J zu­
sammenhängend, nnd @.̂  = (;j^= (?j + Bj = @j + § , also § die 
Grenze von ^i, ^und ©,). Danach zerfäUt B — ^ = ©, + (§2 in zwei 
Komponenten mit der gemeinsamen Grenze .lö, § ist eine geschlossene 
Kurve. 

Beispiel: E sei die Streckensumme der 
nebenstelieiiden Figur; § ist das in E ent­
haltene Polygon, (ii. und Ö3, dessen Äußeres 
und Inneres; die Stricken, die vorher zur 
Grenze nur eines Gebietes gehörten, haben p. ĝ  
sich mit diesem vereinigt. 

Ein Punkt h der Grenze II des zusammenhängenden Gebietes G 
heiße von G aus g e r a d l i n i g e r r e i c h b a r , wenn man ihn mit einem 
Punkte g von G durch einen Weg {g,...,h) verbinden kann, der bis 
auf den Punkt h in G liegt. Ofienbar kann man ihn dann mit 
jedem Punkte ' von G so verbinden, indem man g' mit g durch einen 
Weg verbindet und den Streckenzug (g',...,g,...,h) zu einem Wege 
reduziert S. 336). Z. B. sind bei einem Polygon oder Kreise alle 
Ptmkte sowohl von J wie von A aus geradlinig erreichbar; dagegen 
begrenzt eine Gerade und ein sie berührender Kreis ein Gebiet, von 
dem aus der Berührungspunkt nicht geradlinig erreichbar ist. 

Die Menge der ge rad l in ig e r r e i c h b a r e n P u n k t e ist in B 
dicht. Denn ist h ein beliebiger Punkt der Grenze, so gibt es 
für ein behebig kleines positives g einen Punkt g des Gebietes mit 
hg<ig: ist dann h! der dem Punkte g nächste Punkt der (ab­
geschlossenen) Menge E, so ist gh'^gh<.g, also hh'^hg+gh'<.2g. 
Da nun die Strecke {g, H) keinen Punkt von E außer K enthält und 
sonst in G hegt, so ist K geradlinig erreichbar, und es befindet sich 
in jeder Umgebung eines Punktes h ein geradlinig erreichbarer 
Punkt Ä'. 

Man nennt ferner Ti von G aus schlechthin e r re ichbar , wenn 
man ihn mit einem Punkte g von G durch eine abgesch lossene 
zusam menhängende Menge verbinden kann, die bis auf Ä in G 
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ho 

Fig. 31. 

liegt. Zu den erreichbaren Punkten gehören natürhch die gerad­
linig erreichbaren, und die Menge der erreichbaren Punkte ist um 
so mehr in E dicht Das einfachste Beispiel einer Gebietsgrenze E 
mit nicht sämtlich erreichbaren Punkten liefert die Abszissenachse 
samt den in den Punkten a; = 0, ± 1 , +\, +\, + i , ... nach oben 
errichteten Loten von der Höhe 1. Die Punkte Tu des zu a; = 0 
gehörigen Lotes {hg,hj), mit Ausnahme des oberen Endpunktes \ , 

sind von dem durch E be-
A, grenzten Gebiet G (in der 

oberen Halbebene) aus nicht 
erreichbar. Denn denkt man 
sich die gerade Linie y = l 
gezogen, so entstehen unend­
lich viele Rechtecke, und die 
zusammenhängende Menge C, 
die h zum Häufungspunkt hat 
und bis auf h zn G gehört, 

muß innere Punkte von unendhch vielen dieser Rechtecke enthalten, 
muß also, um von einem ins andere zu gelangen, die Gerade y = l 
in unendlich vielen Punkten treffen, die den Punkt \ zum Häufungs­
punkt haben. Da G außerdem als abgeschlossen vorausgesetzt war, 
so müßte sie auch den genannten Punkt ÄJ (ebenso jeden Punkt 
der Vertikalstrecke zwischen h und hj) enthalten, was gegen die 
Forderung verstößt. 

Unter einem Quer schn i t t des zusammenhängenden Gebietes G 
versteht man einen Weg W={a,...,b), der bis auf die Endpunkte 
in G hegt, während diese zu F= E— G, also offenbar zur Gebiets­
grenze E gehören. Den Querschnitt ohne die Endpunkte bezeichnen 
wir mit 

7='£){W,G)=W-{a,b] 
und die nach Tilgung von 7 verbleibende Menge mit 

G ' = G - F = . 2 ) ( G , B - T F ) ; 
sie ist wieder ein Gebiet 

Offenbar ist G' in G dicht, also 

GJ=G^=G + E=G'+E+7, 

demnach die Grenze des neuen Gebiets B " = B ^ + F ; sie besteht aus 
der alten Grenze und dem Querschnitt 

Die Hauptfrage ist nun, ob G durch den Querschnitt zerfällt oder 
nicht, d. h. ob G' unzusammenhängend oder zusammenhängend ist. Wir 
zeigen zunächst, daß G' höchstens in zwei Komponenten zerfallen kann. 
Wir können jeden Punkt x von G' mit irgend einem Punkt von F durch 
einen in G hegenden Weg W^ verbinden; orientieren wir W^ von x 
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aus. so hat auf T(J die abgeschlossene Jlenge S(I(\,, W)=1^{W, V) 
emen ersten Pnnkt v. und je nachdem der \Neg {x,...,-v) sich dem 
1 ebenfalls, etwa von a nach b orientierten) \\'ege IT' von dessen 
linker oder rechter Seite nähert, bezeichnen wir x als einen Punkt x^ 
oder Xj, wobei aber x je nach dem ge-
wähhen Wege IF^ vielleicht zn beiden /A—-,.̂  V 
Klassen gehören kann. Zwei Punkte a;,, y^ *A ̂ ^ \ A - — 
können dann, indem man ein Stück des \ ..;;^;:::A—/ 
Weges W durch ein benachbartes ersetzt ŝ  \ j S ^ ~ ^ ^ ^ 
v̂gL die analoge Bemerkung über benach- \ \ 

bane Polygone S. 337 , auch durch einen ^j 
Weg in G verbunden werden, der Tl' nicht / 
trifft, also in G' verläuft; und umgekehrt Fig. 32. 
ist ein Punkt y, der mit x^ in G' ver­
bunden werden kann, ein Punkt y^^. Die Menge Ĝ  der Punkte Xj^ 
ist also eine Komponente von G', ebenso die Menge G der Punkte x , 
nnd es ist G'=S'G.^,GJ; folglich ist entweder 

G'= G^= Gg 

wenn es Pimkte x gibt, die gleichzeitig mit der linken und rechten 
Seite von TF verbunden werden können), oder 

G '= G. + G . 

Für die Grenzen B). Eg gelten im zweiten FaU (übrigens auch im 
ersten) die Formeln 

2 {E,. Ej = E'=E+ 7= £{E, IF), 
1^{E„EJ^W, 

deren zweite besagt, daß die Punkte des Querschnitts Häufungs­
pnnkte sowohl der Punkte a;̂  als auch der Punkte Xg sind. 

Wir zeigen weiter, indem wir die Grenze E als beschränkt an­
nehmen, daß der erste oder zweite Fall eintritt, je nachdem die 
Endpunkte a, b des Querschnitts zu verschiedenen oder zu derselben 
Komponente von E gehören. 

Gehören a, b zu verschiedenen Komponenten, so lassen sie sich 
nach VII durch ein in G verlaufendes Polygon B trennen. Der 
Weg W, der einen Pnnkt innerhalb B mit einem Punkt außerhalb 
verbindet, muß dann P treffen, und eine einfache (den Elementen 
der „Charakteristikentheorie" angehörige) Überlegung zeigt, daß P 
die hnke mit der rechten Seite von TF ver-bindet, so daß in diesem 
PaU G'= G^= G zusammenhängend ist Man kann nämlich, indem 
man eventuell P^durch ein benachbartes Polygon ersetzt, erreichen, 
daß W nnd P keine Strecke gemeinsam haben und sich an jedem 
ihrer Schnittpunkte kreuzen, d. h. TF von der einen auf die andere 
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Seite von P und P von der einen auf die andere Seite von IF tritt. 
Die Anzahl n der Schnittpunkte ist dann ungerade; auf dem mit 
einer Umlaufrichtung versehenen Polygon geordnet, seien p-^,p^,...,p^ 
diese Schnittpunkte. Von den Wegen P-i2^^Pv-iP2)> P2s>-->Pnv 
die hierdurch auf dem Polygon bestimmt werden, muß mindestens 
einer von der linken auf die rechte Seite von IF führen oder um­
gekehrt ; denn andernfalls würde, wenn etwa Pjg von X nach X führt, 
Bgg von g nach g, P^^ wieder von X nach X, schließlich P^j von X 
nach X und dann wieder Pjg von g nach g führen, was einen Wider­
spruch ergibt. Wenn also etwa Pjg von X nach g führt, so ist Pjg, 
ohne die Endpunkte, eine in G' verlaufende zusammenhängende 
Menge, die ein Xj mit einem x verbindet. Sollte nur ein Schnitt­
punkt ^j vorhanden sein, so ist P — {p^} eine solche Menge. 

Umgekehrt aber: ist G' zusammenhängend, so lassen sich zwei 
in hinlänglicher Nähe eines Punktes von 7 gewählte Punkte Xj,x 
durch einen Weg in G' und überdies direkt mit Überschreitung 
von 7 verbinden, wodurch nach eventueller Ausscheidung entbehr-
hcher Strecken ein Polygon P in G entsteht, das von IF einmal 
gekreuzt wird, also die Punkte a, b trennt. Danach existiert eine 
Zerlegung E='S>{E,J) + 'S) {E, A) = E^ + E^ in zwei abgeschlossene 
Mengen mit Separation von a und b, diese Punkte gehören also 
verschiedenen Komponenten von E an. 

Wir haben also den Satz bewiesen: 
XIII. E in z u s a m m e n h ä n g e n d e s Gebie t mit beschränk te r 

Grenze E wird durch einen Q u e r s c h n i t t {a,...,b) in zwei 
zusammenhängende Gebie te ze r l eg t , wenn die Endpunkte 
a, b de rse lben Komponen te von E angehören ; es b le ibt zu­
sammenhängend , wenn a, b ve r sch iedenen Komponenten 
von E angehören . 

Betrachten wir den zweiten Fall noch etwas genauer, wobei 
wir zunächst konstatieren, daß es bei einem Gebiet mit unzusammen­
hängender Grenze solche Querschnitte wirklich gibt: istB"=Bj + B3 
eine Spaltung in zwei abgeschlossene Mengen, so muß die Menge E 
der geradlinig erreichbaren Punkte, weil sie in E dicht ist, Punkte 
sowohl mit E^ als mit E^ gemein haben (für E^E^ wäreZ) ,gBj , 
während E^ = E ist); zwei solche gehören verschiedenen Komponenten 
an und lassen sich durch einen Querschnitt verbinden. Sei nun 

E=A + B+G+D+ ... 
die Zerlegung von B'in Komponenten, und der Querschnitt I F = {a,..., b), 
dessen Endpunkte auf A und B hegen,'verwandle G in das noch 
zusammenhängende Gebiet G' mit der Grenze 

E'=E+7={A + 7+B)+ G+D+ ... 
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Es ist leicht einzusehen, daß die zusammenhängenden Mengen 
A+7+B—S{A,W,B), G, D, ... die Komponenten von IF sind.^ 
Penn es gibt eine Zeriegung E=E„ ^-E^+ E^+ E^ in abgeschlossene 
Mengen, die resp. A,B,C,D als Teilmengen enthaUen, und dann 
zeigt die ZerlegungB'= 5 ß^+E^, Wi+E^.+ E^, daß .1+ V + B,G,D 
vei-schiedenen Komponenten von E' ange- ^ 
hören, also selbst Komponenten sind. Durch 
den Querschnitt werden also zwei Kompo­
nenten von E zu einer von E' vereinigt 
während die übrigen bleiben; die Kompo­
nentenzahl von H' ist um eine Einheit 
kleiner als die von H. 

Wir wollen ein zusammenhängendes 
Gebiet mit beschränkter Grenze* fc-fach 
zusammenhängend nennen, wenn seine 
Grenze (oder, nach XI, sein Komplement) k Komponenten hat; 
schheßen wir die ganze Ebene aus, so ist nach S. 321 k entweder eine 
natürhche Zahl oder X̂  oder X. die Mächtigkeit des Kontinuums. Man 
kann also ein fc-fach zusammenhängendes Gebiet G für fc>l durch 
einen geeigneten (zwei verschiedene Komponenten der Grenze E ver­
bindenden) Querschnitt IF in ein (A—l)-fach zusammenhängendes 
Gebiet G' verwandeln, wobei, für k = ^^ oder k = ü, natürlich 
k — 1 = k zu setzen ist. Ist noch k — 1 y l , so kann man G' 
wieder durch einen geeigneten Querschnitt IF' (dessen Endpunkte 
verschiedenen Komponenten von E' angehören; der eine kann auch 
auf dem vorigen Querschnitt IF liegen) in ein {k— 2)-fach zusammen­
hängendes Gebiet G", dieses eventuell wieder durch einen geeigneten 
Querschnitt IF" in ein (/;—3)-fach zusammenhängendes Gebiet G'" 
verwandeln usw. Ist ik eine natürliche Zahl, so lassen sich also 
sukzessiv k—1 Querschnitte ziehen, ohne, wie man sagt das Gebiet 
zu zerstückeln, aber nicht mehr als Ä;—1, denn das jetzt erhaltene 
Gebiet G*-i ist einfach zusammenhängend und wird durch jeden 
weiteren Querschnitt unzusammenhängend. Ist k hingegen unendlich, 
so lassen sich behebig viele sukzessive Querschnitte TF, IF', IF", 
ziehen, ohne G zu zerstückeln; die verbleibenden Gebiete G',G", G'", 
sind immer noch ^-fach zusammenhängend. Es wäre aber falsch 
zu sagen, daß man unendhch viele Querschnitte ziehen kann 

' Der Beweis ist nur für unendliche Komponentenzahl erforderlich. Wir 
erinnern nochmals an die hier gültige Identität zwischen Komponenten und 
Quasikomponenten. 

' Diese Definition ist hier bequemer; im Sinne der Invarianz bei ein­
eindeutiger stetiger Abbildung (Kap. IX) ist bei unbeschränkten Gebieten eine 
andere Verabredung vorzuziehen. 
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ohne G zu zerstückeln, denn die schließUch übrigbleibende Menge 
2)(G, G', G",...) braucht weder ein Gebiet noch zusammenhängend 
zu sein. 

Beispiel: Das nicht schraffierte Gebiet (Pig. 34) im Innern des 
großen Quadrats hat eine Grenze mit 4 Komponenten, ist 4-fach zu­
sammenhängend; die punktierten Linien geben drei Querschnitte, die 
es in ein einfach zusammenhängendes verwandeln. 

Ein einfach zusammenhängendes Gebiet G (also mit beschränkter 
zusammenhängender Grenze E) wird durch jeden Querschnitt zer­
stückelt i; dabei sind die entstehenden Gebiete G^,G ebenfalls em-
fach zusammenhängend. In der Tat ist, nach Vn i , fl^ als Teil­
menge der zusammenhängenden Menge Ä ' = ® (B) TF) g B — Ĝ  zu-
samm enhängend. 

Es seien A und B zwei fremde, beschränkte, abgeschlossene, 
zusammenhängende Mengen und 

G = B - ( A + B ) = G „ + G j + Gg + ... 
die Zerlegung des Komplementärgebiets in Komponenten. Für die 

Fig. 34. Fig. 35. 

Grenzen gilt E^ g E= (A + B)^; E^ hegt in A + B. Zieht man nun 
(Pig. 35) die kürzeste Strecke {a, b) zwischen A und B, so hegt diese 
bis auf ihre Endpunkte in einer Komponente von G, etwa G^, und die 
Grenze E^ tr ifft also sowohl A als auch B. Wir behaupten, 
daß nur diese eine Komponente Ĝ  (die wir das Zwischengebiet 
von A und B nennen woUen) die genannte Eigenschaft hat, während 
die Grenzen E^ der übrigen Ĝ  entweder ganz in A oder ganz in B 
hegen. Ziehen wir nämhch ein Polygon B, das, ohne A + B zu 
treffen, zwei Punkte dieser Menge trennt, so hegt die eine der 
Mengen .A,B ganz innerhalb, die andere ganz außerhalb B; B trifft 
also die Strecke {a, b), trifft mithin Ĝ  und hegt ganz in G .̂ Jede 
andere Komponente Ĝ  liegt dann ganz außerhalb oder ganz inner-

' Sollte' 3 nur aus einem Punkte bestehen, O also die ganze Ebene mit 
Ausschluß eines Punktes sein, so existiert kein Querschnitt im bisherigen 
Sinne, d. h. mit zwei verschiedenen Endpunkten; diesen trivialen Fall schließen 
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hidb des Polygons und ihre Grenze if, kann entweder nur mit ,t 
oder nur mit B Punkte gemeiu haben. 

Das Zwischengebiet G^ ist zweifach zusammenhängend. Denn 
sind Gj,G, , . . . diejeniiien 'r',,, deren tirenzen in .1 liegen, und 
O...G^ diejenigen, deren Grenzen in B liegen, so ist 

A + ' / j = S u l , G j „ ) 

zusammenhängend, ebenso 

'i + ''i + G, + ... = S..1 + G,, A + G3,...). 
ebenso B+ <r^+ G^-r •••: die Summe der beiden letzten Mengen, 
E— G,, hat also höchstens zwei Komponenten. Nach XI hat auchB^ 
höchstens zwei Komponenten; da fl";, nicht zusammenhängend ist, 
genau zwei.* 

Denken wir uns nun eine endliche Anzahl von Wegen 
TT; = a. , 6;' = Vi;, ''J + ^J dcTeu Endpunkte auf A,B liegen, während 
die I'J weder einander noch A + B treffen ( t = l , 2 , . . . i ; die paar­
weise firemden I'j verlaufen also im Zwischengebiet von A und B, 
das wir jetzt G nennen wollen. Wir denken uns diese Wege in 
bestimmter Reihenfolge betrachtet. TFj ist Querschnitt von G, der 
zwei verschiedene Komponenten der Grenze verbindet, also ist 
G —FJ einfach zusammenhängend; TT', ist Querschnitt dieses Ge­
biets, also zerfällt G—(Fj + Fg) in zwei einfach zusammenhängende 
Gebiete; in einem davon liegt T'3, und TF3 zerstückelt es wieder in 
zwei zusammenhängende Gebiete, sodaß G — ( l j + / g + ( 3 ) in drei 
einfach zusammenhängende Gebiete zerfällt usw. Allgemein ist (mit 
neuer Bedeutung von G^,G.^,..) 

G - . T-j + Fg + ... + T̂ J = (z, + G, + ... + G. 

in n einfach zusammenhängende Gebiete zerfallen. Dabei liegt für 
rt^2 das letzte F„ in einer Komponente der vorigen Zerlegung und 
zerstückelt sie in zwei der jetzigen, so daß bei passender Bezeichnung 

G-(T' j ^ ... + F ; , _ J ) = GJ + ... + G,_g+ G ' _ j , 

ist Wird die Grenze von G^ mit B". bezeichnet, so ist also F, mit 
Bj,...,B"„_2 fremd, hingegen Teilmenge von B'„_j, if„ (nach den 
Formeln für E, und B), S. 349) und F„+ G^_, + d^ ist ein Gebiet 
Lassen vrir diese spezielle Bezeichnung der Indices wieder fallen, 
so ist allgemein (da wir jedes TFj als letzten Weg betrachten 
können) 7^ in zwei Grenzen B^, E^ enthalten, mit den übrigen fremd. 

' Die übrigen G„ sind, wie ähnlieh folgt, einfach zusammenhängend. Die 
kleinen Abänderungen für den Fal l , daß nicht alle (?„ existieren, liegen auf 
der Hand. 

Hansdoj-ff, Mengünlchro. 23 
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und r.= 7.+ G^+ GJ ist ein Gebiet. Umgekehrt folgt daraus, daß 
jede Grenze E. zwei Mengen F^, 7^ enthalten und mit den übrigen 
fremd sein muß. Nämlich: Bj kann nicht mit allen F. fremd sein, 
sonst wäre 

^{F„r„...,r,, Gg,..., G„)= FJ + Fg,+ ... + F „ + Gg+ .„ + G,. 

ein Gebiet und G damit als Summe zweier Gebiete dargesteUt, also 
nicht zusammenhängend. Sj kann auch nicht bloß ein einziges Fj 
enthalten und mit den übrigen fremd sein, sonst wäre wieder 
•p- 4 . . . . + F + Go + ... + G ein Gebiet und G—7. nicht zusammen-

^ ' ' Th Jl Th X 

hängend. Also muß jedes E mindestens zwei 7 enthalten; ent­
hielte aber ein E mehr als zwei 7, so würde ein F in mehr als 
zwei E enthalten sein müssen, was dem Vorigen widerspricht. Somit 
ist jedes 7 in zwei E enthalten und jedes E enthält zwei F; danach 
kann man offenbar die Wege und die Gebiete zyklisch ordnen, 
etwa so: 

ff-(^i + Fg+ ... + F„)= Gjg+ Gg3+ ... + G„_j„+ G„j, 

daß die Grenze E.^ von G;̂  die Mengen F^ F^ (oder die Wege 
IFj, WJj enthält; für w= 3 auch so: 

ö - ( F j + F 2 + F 3 ) = G j + G g + G 3 , 

daß fl';2 F^ (oder E^^ TF,̂  für »=)=Ä, Die Figuren zeigen dies für 
den Fall, daß A, B zwei Kreisperipherien mit beschränktem Zwischen­
gebiet sind (A im Innern von B). 

Fig. 36. Fig. 37. 

XIV. (Satz von C. Jordan.) Das u m k e h r b a r e indeut ige, 
s te t ige Bild eines Kre i se s is t eine geschlossene Kurve. 

Um die Betrachtungen dieses Paragraphen später nicht noch 
einmal aufnehmen zu müssen, beweisen wir diesen Satz schon hier, 
obwohl wir den Begriff der stetigen Abbildung erst im folgenden 
Kapitel entwickeln und ihn hier durch Angabe seiner einfachsten 
Eigenschaften umschreiben müssen. Wir nehmen an, eine be­
schränkte Punktmenge G der Ebene sei auf einen Kreisumfang G^ 
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ân dessen Stelle auch ein Polygon treten köuntei umkehrbar ein­
deutig bezogen, d. h. jedem Kreispunkt a^ entspreche eiu und nur 
eiu Pnnkt a von C; dabei soll ^was eben die Stetigkeit ausdrückt) 
jeder abgeschlossenen Teilmenge von C^, eine abgesch lossene 
von C und umgekehrt, jeder zusammenhängenden Teilmenge 
von GJ, eine zusammenhängende von G entsprechen und um­
gekehrt.^ Geben wir dem Kreise einen bestimmten Umlaufsinn, so 
bestimmt jedes geordnete Paar a^. b^ verschiedener Punkte einen 
abgeschlossenen Kreisbogen (inkl. Endpunkte) a^g, der von 6^^ 
verschieden ist; die entsprechende abgeschlossene Menge ab heiße 
ein Bogen von C. Analog wie auf der geraden Linie erkennt man 
leicht, daß eine zusammenhängende Menge auf dem Kreise, wenn 
sie o,, bg enthält, entweder den ganzen Bogen cij)^ oder b^^ ent­
halten muß, und daß diese Forderung auch hinreicht; die einzigen 
abgeschlossenen zusammenhängenden Mengen g G^ sind, außer den 
einzelnen Punkten und Q, selbst, die Kreisbögen, und die einzigen 
abgeschlossenen zusammenhängenden Mengen g G, außer den ein­
zelnen Punkten und G selbst, die Bögen. Auch ein offener Bogen 
ohne Endpunkte ist noch zusammenhängend; wir bezeichnen einen 
solchen mit ab. Da nach Tilgung von zwei verschiedenen Punkten«,/; 
die Menge C—la,b\ unzusammenhängend wird, so können nach 
S. 333 a,b keine inneren Punkte von G sein, also ist G eine Rand­
menge und mit der Grenze BT ihres Komplementärgebiets G = E—G 
identisch, von dem der Jordansche Satz nun behauptet, daß es in 
zwei Komponenten mit der gemeinsamen Grenze G = E zerfällt. 

Wir geben hier, in der Hauptsache, den erstaunlich einfachen 
Beweis von L. E. .1. Brouwer wieder. Zunächst ist klar: wenn die 
Grenze Bj eines zusammenhängenden Gebietes Gj Teilmenge von E 
ist und ihrerseits den Bogen ab enthält, so liegen auf diesem Bogen 
Punkte, die von Gj aus geradlinig erreichbar sind. Denn ein von a, b 
verschiedener Punkt e des Bogens hat von dem komplementären 
Bogen ba positiven Minimalabstand o; nun liegen aber in jeder Um­
gebung von c geradhnig erreichbare Punkte, es gibt deren also auch 
solche, die nicht zu ba, sondern zu ab gehören. Wenn Bj zwei 
Bögen ab, e^d enthält, so läßt sich also ein Punkt des einen mit 
einem Punkt des andern durch einen Weg verbinden, der bis auf 
die Endpunkte in Gj liegt. 

ia) J e d e Komponen te von G ha t die Grenze E. 
Ist G = E—E selbst zusammenhängend, so ist dies richtig. 

Andernfalls sei Gj eine Komponente von G; ihre Grenze E^^E 

' Auch O selbst ist also abgeschlossen und zusammenhängend. 
23* 
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ist nach IX zusammenhängend und Gj ist nach §10 , HI zugleich 
Komponente von B — B j g B — f f r ^ Gj; das Gebiet B—Bj hat also 
noch weitere Komponenten. Eine solche sei Gg mit der, abermals 
zusammenhängenden, Grenze B, g flj g E. Wenn wir also zeigen 
können, daß Bg = E, go ist auch E^=E und die Behauptung («) 
bewiesen. Sei Bg c; E, so ist E,^, da es natürlich nicht aus einem 
einzigen Punkte bestehen kann, ein Bogen ad; wir schieben zwei 
Punkte b, o desselben ein und erhalten die Bögen ab, bo, ad. Die 
Bögen ab und od lassen sich, da sie zu flj und E^ gehören, durch 
Wege IFj und IFg verbinden, die bis auf die Endpunkte in (?j 
und Gg liegen. Anderseits liegen diese Wege aber auch bis auf 
die Endpunkte im Zwischengeb ie t F von ab, cd und zerlegen 

es in zwei zusammenhängende Gebiete 
BJ, Bg. Jeder Punkt von Fj (= IFj minus 
Endpunkte) ist Häufungspunkt sowohl von 
BJ als auch von F^ und zugleich Punkt 
von Gj; also hat Gj sowohl mit Bj als 
mit Bg Punkte gemein, und gleiches gilt 

Fig. 38. von G„ Da P J sowohl mit Gj als mit 
Gg Punkte gemein hat, so muß Bj auch die 

Grenze ffg treffen, d. h. den offenen Bogen b c, und das gleiche gilt 
von Bg. Der offene Bogen bo trifft also die^Gebiete Bj, Bg, müßte 
also, weü er zusammenhängend ist, auch die Grenze von Bj treffen. 
Aber diese liegt in der Summe der Mengen ab, cd, IFj, TFg und wird 
also von b e nicht getroffen. Die Annahme E^c: E hat also zum 
Widerspruch geführt, es ist E^ = E und Bj = E. 

{ß) G ha t höchs tens zwei K o m p o n e n t e n . 
Nehmen wir an, G habe mindestens drei Komponenten Gj, Gg, G^ 

jede mit der Grenze E. Wir zerlegen E in vier Bögen ab, bo, cd, da 
und verbinden a&, od durch drei Wege IFj, IFg, Wp 
die bis auf die Endpunkte in Gj, G2, Gg liegen. 
Diese Wege liegen bis auf die Endpunkte auch 
im Zwischengebiet F von ab, od und zerlegen 
es in drei zusammenhängende Gebiete Bj, Bg, B3, 
derart, daß (bei passender Numerierung, S. 354) 
IFJ den Grenzen von Bg und Bg angehört usw. Es 
hat dann Gj Punkte mit B'g, Bg gemein, F^ Punkte 

mit Gg, Gg usw., jedes der Gebiete B^, Bg, B'g muß also E, d. h. 
einen der offenen Bögen bo, da treffen. Mindestens einer dieser 
offenen Bögen, etwa Sc, muß also zwei Gebiete, etwa F^, F^ treffen, 
was denselben Widerspruch wie vorhin ergibt, da der offene zu-

Fig. 39. 
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sammenhängende Bogen be die Mengen ab, c7l, ir,, TTg, TT', und also 
die Grenze von F^ (oder FJ) nicht trifft. 

;•) G hat m i n d e s t e n s zwei K o m p o n e n t e n . 
Angenommen, G sei zusammenhängend; dann ist es auch jede 

Menge zwischen O und G + E=T-:. Wir verbinden zwei getrennte 
Bögen von H durch einen bis auf die End- ^..^ ^—^ 
punkte in G verlaufenden Weg / \ 

w={a b] = :a.b}+r; *r—-—üi-.-^—n'^ 
dies ist ein Querschnitt von G und zerlegt v _ _ ^ ^^.-^ 
es in zwei zusammenhängende Gebiete 

Fig. 40. 
(f— I = G^ + G.,. ^ 

W ist aber auch ein Querschnitt in dem zusammenhängenden Ge­
biet B = G + J a =£"—06 und zerlegt es in zwei zusammenhängende 
Gebiete 

F-7=F^ + Il, 
woraus 

r , + / ; = Gj + Gg + 6o 
folgt .lede der rechts stehenden zusammenhängenden Mengen gehört 
einer der links stehenden an, etwa 

/ j = G i + 5 a , F2=(i.,; 

daraus folgt daß die Punkte des offenen Bogens ba nicht Häufungs­
punkte von Gg sind; ba ist mit Bg fremd. Indem man drittens 
IF als Querschnitt in G + ab auffaßt, findet man ebenso, daß der 
offene Bogen ab mit einer der Grenzen Bj, Bg fremd ist. Der Durch­
schnitt 'Z{E^,EJ) enthält also keinen Punkt von ab + ba. Da 

andererseits 
3 (B , ,E , )=Z{E,W) , 2) (BJ, Bg) 3 IF, 

so ist 2i(Bj, i92)=II''- Dieser Durchschnitt müßte aber nach S. 347 
eine geschlossene Kurve sein, da S (B", TF) abgeschlossene Rand­
menge und GJ, Gg die Komponenten ihres Komplements sind; und 
das stimmt nicht, da. E—W zusammenhängend ist. Also ist die 
Voraussetzung, G sei zusammenhängend, unhaltbar, und mit («) {ß) (/) 
ist der Jordansche Satz bewiesen. 

Wir bemerken noch: das umkehrbar eindeutige, stetige Büd II 
einer S t recke^ hat als Komplement ein zusammenhängendes 

' oder eines Kreisbogens; man darf aber natürlich nicht ohne weiteres 
annehmen, daß ein Kreisbogenbild auch Bogen eines Kreisbildes sei, d. h. daß 
sich die umkehrbar eindeutige, stetige Abbildung eines Kreisbogens zu einer 
solchen des ganzen Kreises erweitern lasse. In diesem Fall wäre die Be­
hauptung des Textes unmittelbare Konsequenz des Jordanschen Satzes. 



358 Kap, IX. Abbildungen oder Punktionen. 

Gebiet G = E—E mit der Grenze E. Der Beweis nämhch, daß 
jede Komponente von G die Grenze E hat, jerläuft wörtlich genau 
wie der obige Beweis von («), und dieselbe Überlegung, in der man 
nunmehr unter ad die ganze Menge B zu verstehen hat, zeigt auch 
noch, daß G nicht einmal zwei Komponenten haben kann. 

Neuntes Kapitel. 

Abbildungen oder Funktionen. 

§ 1. Stetige Funktionen. 

Der allgemeine Pormalismus funktionaler Beziehungen zwischen 
Mengen ist uns aus Kap. H, § 4 bekannt; wir beschränken uns hier 
auf e i n d e u t i g e Punktionen und deren Umkehrungen. Jedem 
Punkt X einer Menge A entspreche ein und nur ein Punkt y = f{x), 
den wir das Bi ld von x nennen; damit ist in A eine (eindeutige) 
Funk t ion f{x) def in ier t . Die Menge dieser Bilder sei B; jedem 
Paukt y von B entsprechen ein oder mehrere Punkte x = cp{y) von 
A, deren Bild y ist und die wir U r b i l d e r von y nennen; die 
inverse Funktion cpiy) ist also im aUgemeinen mehrdeutig. Ist auch 
cpiy) eindeutig, d. h, hat jeder Punkt y ein einziges Urbild, so heißt 
jede der beiden Funktionen umkehrbar eindeutig (eineindeutig). 
Ist P eine behebige Menge g A, so bezeichnen wir die Menge F{P) 
der Büder a l ler Punkte von B als das Bild^ von B; ebenso sei, 
für Q g B , <D{Q) die Menge a l le r Urbilder a l l e r Punkte von Q, 
das Urbild von Q. Wir erinnern an die damaligen Formeln: 
(1) (ti{FiP))^P, F{0{Q)) = Q; 

B ( S ( P j , P g , . . . ) ) = © ( B ( P j ) , B(Pg),...), 
B (S(P j ,Pg , . . . ) )g3 ) (B(P j ) , B(Pg), . . . ) , 
0 {^[Q„ Q,,...)) = ^(Q>{QJ, <I>{QJ, ...), 

[0 {^{Q„ Q,,...)) = ^{0{Q^), 0{QJ, ...). 

Bisweilen ist die ausdrückhche Angabe, daß x die-Menge A durch­
laufen soU, erwünscht; wir schreiben dann -f{x\A) statt f{x). Läßt 
man x nur eine Teümenge A' von A durchlaufen, so ist hiermit 
eine Tei l funkt ion f{x\A') aus der Gesamtfunktion ausgesondert 

' Nötigenfalls können die Bilder von Punkten und Mengen als Bild­
punk t e und Bi ldmengen unterschieden werden. 

(2) 
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Bekanntlich nennt man eine reelle Funktion f{x) einer reellen 
Variablen an der Stelle a s t e t i g , wenn sich zu jedem vorgeschrie­
benen ff>0 ein g>0 derart wählen läßt daß aus .r —a |<( j stets 
rx — /[a\\<.<T folgt Diese beiden Ungleichungen definieren die 

Umgebung l\ des Punktes a mit dem Radius g und einen Teil der 
Umgebung F. des Punktes b==f\a''. mit dem Radius a; die Stetigkeits­
forderung besagt also, daß zu gegebenem F̂  ein TJ^ so gewählt 
werden kann, daß die Bilder aller Punkte von U^ in F^ liegen. 
Dies nehmen wir ebenfalls zur allgemeinen Definition der Stetig­
keit, wobei zunächst also ..1. B nur als topologische Räume voraus­
gesetzt zu werden brauchen, in denen die Umgebungsaxiome gelten, 

D e f i n i t i o n . Die F u n k t i o n y=f{x) he iß t im P u n k t e a 
stetig, wenn zu j e d e r Umgebung I',, des P u n k t e s b = f{a) 
eine Umgebung T\ des P u n k t e s a ex i s t i e r t , deren Bild in 
F. liesrt: B ( B i S F . 

Eine prinzipielle Bemerkung ist hier vorauszuschicken: wenn 
wir A.B selbst als die von x.y durchlaufenen Räume ansehen, so 
kümmern wir uns nicht um etwaige sonst vorhandene Punkte; B), 
bedeutet eine Teilmenge von A, F̂  eine von B. Andererseits kann 
es, z. B. bei Betrachtung mehrerer Punktionen, notwendig werden, 
A als Teümenge eines Raumes E^, B als Teilmenge desselben oder 
eines andern Raumes E^ aufzufassen, womit unsere gegenwärtige 
Betrachtung zu einer R e l a t i v t h e o r i e bezüghch A und B wird 
I Kap. VII, § 6 ; unter l\ ist also dann eine Relativumgebung, d.h. 
der Durchschnitt einer absoluten (in B^ liegenden) Umgebung mit A 
zu verstehen, unter einer abgeschlossenen Teilmenge von A eine 
in A abgeschlossene Menge usw. Um unsere Sätze so zu formu-
heren, daß sie in dieser Hinsicht keinem Mißverständnis ausgesetzt 
sind, woUen wir an Stellen, wo es wünschenswert erscheint, den 
entsprechenden Relativitätsvermerk (in A abgeschlossen usw.) bei­
fügen. 

In einem i so l i e r t en Punkt a von A ist jede Punktion stetig, 
denn es gibt hier eine Umgebung E^={a\, die aus a allein besteht 
und deren Bild {b} in jedem l\ hegt. Nur ein Häufungspunkt von 
A legt also einer daselbst stetigen ITunktion eine Beschränkung auf. 

Ist A' eine den Punkt a enthaltende Teümenge von A und ist 
die Gesamtfunktion fix\A) in a stetig, so ist auch die Teüfunktion 
f{x\A') in a stetig. 

Ist z=g{y) eine in E^B definierte Funktion, so ist 

z = h{x) = g {fix)) 

eine in A definierte Punktion; man kann hierbei offenbar B' = B 
annehmen, da nur die Teüfunktion giy\B) in Betracht kommt. Ist 
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f{x) in a und g{y) in b = f{a) stetig, so ist die zusammengesetzte 
Punktion h{x) in a stetig; denn einer beUebigen Umgebung W^ ent­
spricht eine Umgebung Fj und dieser eine Umgebung TI^ derart, daß 

G(F,)gIF„, B ( B J g F „ E{EJ)=G{F{UJ)^W^. 

Kurz ausgedrückt: eine stetige Punktion einer stetigen Punktion 

ist wieder eine stetige Punktion. 
Die Stetigkeitsforderung B ( B J g F j ist nach (1) mit U^^0{V^) 

gleichbedeutend; denn aus der ersten Formel folgt 
U^^0(F{UJ))^0{7J 

und aus der zweiten F{ÜJ^F(0{7J)) = 7^. Sie besagt in dieser 
neuen Form, daß das Urbüd jeder Umgebung F^ den Punkt a zum 
inneren Punkt haben soll, oder: 

I. Die P u n k t i o n f{x) is t in a s t e t i g dann und nur dann, 
wenn j ede r Tei lmenge Q von B, die den P u n k t b = f{a) zum 
inneren Punk t ha t , eine Urb i l dmenge 0{Q) en t spr ich t , die 
den P u n k t a zum inneren P u n k t ha t . 

Umgekehrt läßt sich dies wieder auf folgende Form bringen: 
IL Die P u n k t i o n f{x) i s t in a s te t ig dann und nur dann, 

wenn j ede r Tei lmenge B von A, die den P u n k t a zum 
« -Punk t hat , eine Bi ldmenge B(B) en t sp r i ch t , die den Punkt 
b = f{a] zum « - P u n k t ha t . 

Um dies zu beweisen, ist die Gleichwertigkeit der Q-Bedingung 
in I und der B-Bedingung in II zu zeigen. 

Ist die Q-Bedingung erfüUt, so sei B eine Menge, die a zum 
«-Punkt hat Wir setzen Q=P{P); nach (2) ist 

A= 0{B) = 0{Q) + 0{B- Q) 
und nach (1) ist 0{Q)^P, also 0{B- Q)^A — P. Wäre nun h 
kein «-Punkt von Q, so wäre er innerer Punkt von B— Q, also a 
innerer Punkt von 0{B—Q) oder von A—P und demgemäß kein 
«-Punkt von B. Also ist b ein «-Punkt von Q; die P-Bedingung 
folgt aus der Q-Bedingung. 

Ist die P-Bedingung erfüllt, so sei Q eine Menge, die b zum 
inneren Punkt ha t Wir setzen P=0{Q), also A — P=0{B—Q] 
und nach (1) wieder F{A — P) = B— Q. Wäre nun a kein innerer 
Punkt von B, so wäre er «-Punkt von A — P, also b wäre «-Punkt 
von B— Q und kein innerer Punkt von Q. Also ist a innerer Punkt 
von P; die Q-Bedingung folgt aus der B-Bedingung. 

Man nennt die Punktion f{x) schlechthin s t e t i g (genauer: in A 
stetig), wenn sie in allen Punkten von A stetig ist; B heiße dann 
ein s t e t i g e s B i l d von A. Dazu ist also notwendig und hin­
reichend: 
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nach I, daß die Urbüder der inneren Punkte von (J innere 
Punkte des Urbilds 0{Q) seien, für jede Teilmenge () von B, also 

(3) 0{(,>)^0[Q\: 

nach n , daß die Büder der «-Punkte von f «-Punkte des 
Budes F{P) seien, für jede Teümenge P von A, also 

A' p\PJ^:P{P\r 
Dies gestattet folgende bequemere Formulierung: 
IIL Die F u n k t i o n f[.r) i s t dann und nur dann s te t ig , 

wenn jedem R e l a t i v g e b i e t von B als Urbi ld ein Re la t iv ­
gebiet von A, oder j e d e r in B abgesch lossenen Menge als 
Urbild eine in A abgesch los sene Menge en t sp r i ch t . 

Ist nämhch f[x) stetig und Q=Q^ ein Gebiet, so ist 0{Q) g 0{Q). 
oder 0{Q)=0[_Q).. also auch 0{Q) ein Gebiet Wenn umgekehrt 
jedem Gebiet Q ein Gebiet 0,Q) entspricht so ist für eine beliebige 
Menge '.'. 0^Q^ ein in 0[Q) enthaltenes Gebiet, also </>(0;) g 0{Q)i, 
fx) stetig. Die zweite Form des Satzes folgt durch Komplement-
bildnng wegen 0{B— Q) = A— 0{Q), oder aus der Formel (4). Man 
beachte wohl: die Bedingung lautet nicht so, daß einer in A ab­
geschlossenen Menge als Bild eine in B abgeschlossene entsprechen 
soll, sondern umgekehrt 

Wir geben von dem Satze HI eine Anwendung auf reel le 
Funkt ionen Tgl. auch § 5). f{x) sei eine r ee l l e , in A stetige 
Funktion, b eine reelle Zahl und L, 31, N seien die Mengen der­
jenigen Punkte X von A, wo /"(a;) kleiner, gleich, größer als 6 ist 
[A = L + M+ Xj. Dann folgt aus I H , daß die Mengen 31, L + 3I, 
31+X in A abgeschlossen sind; denn es ist z. B. B + J f das Urbild 
der Menge derjenigen zn B = F{A) gehörigen reellen Zahlen, die ^ b 
sind, und diese Menge ist in B abgeschlossen. Nehmen wir A als 
den Raum der Punkte x und unterdrücken den Relativitätsvermerk, 
so sind die obengenannten Mengen (absolut) abgeschlossen, ihre 
Komplemente B, N, L + N sind Gebiete.^ Ein Punkt a von 31, wo 
also f{a) = b, heißt eine K o n s t a n z s t e l l e der Funktion, wenn eine 
Umgebung Z7̂  existiert, wo durchweg f{x) = b, also wenn a innerer 
Punkt von Jf ist; die Menge der zu diesem Punktions werte ge­
hörigen Konstanzstellen ist das Gebiet if;. Ferner heißt a eine 
Maximals te l le , wenn eine Umgebung TJ^ vorhanden ist, in der 
f'x]^b, aber nicht durchweg f{x) = b; insbesondere eine e igent ­
liche Max ima l s t e l l e , wenn eine Umgebung U^ existiert, in der, 
für xAjza, f{x)<b. Entsprechendes gilt für Minima. Um die 

' Abgesehen von diesem durch die Stetigkeit von fix) bedingten Charakter 
der auftretenden Mengen gilt das Folgende auch für unstetige Funktionen. 
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Mengen dieser (zum Punktionswert b gehörigen) Punkte darzustellen, 
setzen wir 

Bj = S(J/,B^), 3I, = ^{3I,3Iß), N^ = 'S^{3I,Nß), 

31 =L^ + L^=31^ + Jfg = Â j + i\̂ 2 
= L, =31, =N, 

und 

Dann ist: 
^4« . = ® iB„ 31^, NJ) (X, ß,v = 0, 1, 2). 

31^^^ die Menge der eigenthchen Maximalstellen, 
Jfjjg „ „ „ uneigenthchen „ 
Jfjog , sämtlichen „ 
ifggj „ „ „ eigentlichen Minimal stellen, 
Jfgjj ,, „ ., uneigentlichen „ 
Jfggj „ „ ., sämthchen „ 
Ifgjg „ „ ,, Konstanzstellen 1, 
Ifjoj ,, ,, ,, gewöhnlichen Stellen, 

d. h. derer, die weder Maximal- noch Minimal- noch Konstanzstellen 
sind. In der Tat sind die eigentlichen Maximalstellen diejenigen 
Punkte von 31, die Häufungspunkte von B, aber nicht von M und 
A" sind (die also gleichzeitig zu L^, M^, N^ gehören); die uneigent­
hchen MaximalsteUen sind Häufungspunkte von B und Jf, aber nicht 
von N; die Maximalstellen überhaupt Häufungspunkte von L, aber 
nicht von N; die Konstanzstellen Häufungspunkte weder von L 
noch von N, die gewöhnlichen Stellen Häufungspunkte sowohl von 
L als auch von JV". (Zu den Konstanzstellen werden natürlich auch 
etwaige in 31 liegende isolierte Punkte von A gerechnet.) Alle diese 
Mengen sind Differenzen abgesch los sene r Mengen; denn die 
Mengen mit dem Index 1 sind abgeschlossen (in 31 oder absolut), 
die mit dem Index 2 Relativgebiete von Jf; also ist, wenn wie 
immer P abgeschlossene Mengen und G Gebiete bedeutet, J/;̂ ^^ ent­
weder ein B oder von der Form 3)(B, G) = F— F'. Auch die Menge 
aller E x t r e m a i s t e i l e n 

-3̂ 102 + ^201 = ^iLv N,) + 2) (Bg, ^ j ) = @ (BJ , A'J) - 35 (Bj, N,) 
und noch andere Mengen, die man durch Zusammenfassung der 
obengenannten bilden kann, sind Differenzen abgeschlossener Mengen. 

Dies alles bezog sich auf einen einzigen Punktionswert ,6, und 
die definierten Mengen können natürlich auch teilweise oder sämt­
hch (wenn Jf = 0) verschwinden. Nur wenn es wirklich eine Maximal­
stelle a mit f{a) = b gibt, also Jfĵ g nicht verschwindet, nennen wir 
b einen Maximalwert oder ein Maximum der Punktion, und ent­
sprechend einen Konstanzwert, einen eigentlichen Maximalwert usw. 

' Daß dies mit Mi übereinstimmt, ist leicht zu sehen. 
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Nun ist leicht zu sehen, daß die Menge der Ma.xiniulwerte der 
Funktion höchstens a b z ä h l b a r ist, faUs im Räume .1 das zweite 
Abzählbarkeitsaxiom gut Denn sind fi, und b., zwei verschiedene 
.Maximalwerte, o, und a, zwei zugehörige .MaximalsteUen und U , TJ 
solche Umgebungen von diesen, daß in ihnen res]). /"(a;)^&j und 
'̂ a') = ^a. so müssen diese Umgebungen verschieden sein, da andern­
faUs â  zu L\^ gehören, also fej =/"(o,) ^ ö,, und ebenso gleichzeitig 
K=.h> also fej=6g sein müßte. Es läßt sich also jedem Maximal­
wert b eine Umgebung B, in A so zuordnen, daß verschiedenen 
Maximalwerten verschiedene Umgebungen entsprechen, und die Menge 
der i ist höchstens abzählbar. Die ^Menge a l l e r Maximals te l l en 
von j{x) ist demnach eine Summe von höchstens abzahlbar vielen 
Differenzen abgeschlossener Mengen (in einem metrischen Räume 
em FJ, und das gleiche gilt von den eigentlichen MaximalsteUen, 
Konstanzsteilen usw. Die Menge der gewöhnhchen Stellen ist wenn 
A metrisch ist, ein G .̂ 

Kehren wir nach diesem Exkurse zur allgemeinen Theorie zurück. 
IV. Das s t e t ige Bild e iner zusammenhängenden i\Ienge 

ist wieder z u s a m m e n h ä n g e n d . Das s te t ige Bild einer be­
liebigen Menge ha t n i ch t m e h r Komponen ten und Quas i ­
komponenten als diese. 

Ist f\x) stetig, so muß einer Zerlegung B=Q+Q' in zwei 
relativ abgeschlossene, nichtverschwindende Teilmengen eine eben­
solche A = 0C))+ 0:Q') = P+ P' entsprechen; ist also A zusammen­
hängend, d. h. keine solche Verlegung möglich, so ist auch B zu­
sammenhängend. Da f{x) eine stetige Funktion bleibt, wenn man x 
nur eine Teilmenge von A durchlaufen läßt, so entspricht jeder zu­
sammenhängenden Menge g A eine ebensolche g B; einer Kom­
ponente B von A entspricht ein Büd Q = FiP), das ganz in eine 
Komponente von B fällt, während natürlich recht wohl mehrere 
solche Bilder derselben Komponente von B angehören können; die 
Komponentenzahl von B ist also höchstens^ gleich der von A. Ge­
hören zwei Punkte q, q' von B verschiedenen Quasikomponenten an, 
sodaß, bei einer der obigen Zerlegungen B= Q+ Cf, q zu Q und 
q' zu Q' gehört, so gehört jedes Urbild p = cp{q) zu B und jedes 
p'='p{q") zu P ' ; p und p' gehören zu verschiedenen Quasikompo­
nenten von A. Das Bild einer Quasikomponente von A fällt also 
in eine Quasikomponente von B; B hat nicht mehr Quasikompo­
nenten als A. 

' Sie kann natürlich kleiner und insbesondere das stetige Bild einer un-
znsammenhängenden Menge auch zusammenhängend sein; z.B. wenn fix) kon­
stant ist, B sich auf einen Punkt reduziert. 
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Ein spezieUer FaU von IV ist der bekannte Satz, daß eine, in 
einer zusammenhängenden Menge A (z. B. in einem reeUen Zahlen-
intervall) stetige ree l le Punktion f{x) jeden Wert zwischen zweien 
ihrer Werte annimmt; denn die zusammenhängende Menge B reeUer 
Zahlen hat diese Eigenschaft (S. 259). 

Ist f[x) umkehrbar eindeutig und be ide r s e i t s stetig (d. h. 
f{x) und y(2/) stetig), so entspricht jeder Komponente von A eine 
Komponente von B und umgekehrt, ebenso jeder Quasikomponente; 
beide Mengen haben die gleiche Komponenten- und Quasikompo­
nentenzahl. 

V. Das s te t ige Bi ld e iner in sich kompakten Menge 
ist wieder in sich kompak t . 

A sei kompakt (im Räume A, d. h. in sich; jede unendliche 
Teilmenge von A hat einen Häufungspunkt in A). Ist Q eine un­
endhche Teilmenge von B, so betrachten wir von jedem ihrer 
Punkte q ein einziges Urbild p = cp{q); diese büden die eineindeutig 
auf Q bezogene Menge B, wobei Q = F{P). Nun hat P einen 
Häufungspunkt a; dieser ist «-Punkt von P und jeder durch Weg­
lassung endhch vieler Punkte daraus entstehenden Teümenge P'. 
Nach II hat b = f{a) die gleiche Eigenschaft gegenüber Q, ist also 
Häufungspunkt von Q. (Oder, auf Grund der ursprünglichen Stetig­
keitsdefinition: ist X-b beliebig und F{TJJ^7j^, so hegen in TJ^ un­
endhch viele Punkte von B, also in F^ unendlich viele Punkte 
von Q.) B ist also in sich kompakt. 

Ist z. ß . f{x) eine reelle stetige Funktion, A eine in sich kom­
pakte (d. h. abgeschlossene und beschränkte) Menge im euklidischen 
Raum, so ist B eine in sich kompakte (d. h, abgeschlossene und 
beschränkte) Menge reeller Zahlen, hat also ein Maximum und ein 
Minimum (Weierstrass) . 

Nehmen wir jetzt für die Räume A, B das e r s t e Abzählbar ­
ke i t saxiom (Kap, V i n , § 2) hinzu, so werden die «-Punkte einer 
Menge mit den Limites konvergenter Punktfolgen aus dieser Menge 
identisch, und wir können den bisweilen als Def in i t ion der Stetig­
keit verwendeten Satz aussprechen: 

VI. Die Funktion/"(a;) is t in a s t e t i g dann und nur dann, 
wenn j ede r nach a konve rgen ten Fo lge von P u n k t e n a^ 
eine nach b = f{d) konve rgen te Fo lge von Bi ldpunk ten 
K^f(°'i) en t sp r i ch t . 

Denn mit dieser Limesbedingung ist auch die in II erfüUt; ist 
andererseits f{x) in a stetig und lim a^ = a, so ist a ein «-Pnnkt 
der Folge a^ und jeder Teilfolge, also b ebenfalls «-Punkt der 
Folge &„ und jeder Teilfolge, d, h. b = lim b^ (oder: ist F^ eine 
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beliebige Umgebung und F^BJg 1'̂ , so liegen fast alle a,^ in f7„, 
;J1SO fast alle i , in b). 

VII. Kine in A s t e t ige F u n k t i o n /*(.r) ist b e k a n n t , wenn 
man die Bi lder der P u n k t e e iner in .1 d ich ten Tei lmenge P 
kennt. 

Denn wegen A= P^ kann man jeden Punkt von A als Limes 
emer konvergenten Folge von Punkten aus P darstellen (a = lim^,j; 
dann ist f[a) = lim '\/)J eindeutig bestimmt 

Z. B. ist eine stetige Funktion einer reellen Variablen durch 
ihre Werte an den rationalen Stellen bestimmt 

Haben A und P die Mächtigkeiten Q, p, und werden alle in A 
definierten Funktionen f^xi in Betracht gezogen, bei denen f{x) Ele­
ment einer Menge C von der ^lächtigkeit c ist so hat die Gesamt­
heit dieser Funktionen die Mächtigkeit c», die der stetigen Funktionen 
aber nur eine Mächtigkeit ^ c" (nicht jede in P definierte Funktion 
f[x} braucht ja zu einer in A stetigen Funktion erweiterungsfähig 
zu sein; eine notwendige Bedingung dafür ist jedenfalls, daß f{x) 
in P stetig sei>. In einem Raum A mit abzählbarer dichter Teil­
menge hat die Menge aller in A stetigen Funktionen also höchstens 
die Mächtigkeit c^. So hat die Menge aller reellen stetigen Funk­
tionen einer reellen Variablen nur die Mächtigkeit N̂ » = x (i{ Mächtig­
keit des Kontinuumsf, die aUer Funktionen (selbst solcher, die nur 
zwei Werte annehmen können) die Mächtigkeit X^ = 2** > X. Stetig­
keit ist für Funktionen also eine analoge Beschränkung wie Ab­
geschlossenheit für Mengen. 

VIEL I s t B u m k e h r b a r e indeu t iges , s te t iges Bild der 
in sich k o m p a k t e n Menge A, so is t auch A s te t iges Bild 
von B. 

Denn sind y = f[xi und x=cpuj) eindeutige Funktionen und A 
kompakt, so entspricht jeder abgeschlossenen, folglich in sich kom­
pakten Teümenge P von .( nach V eine in sich kompakte, folglich 
abgeschlossene Teümenge Q von B (vgl S. 264), und nach III ist 
daher die Funktion cp{y) stetig. 

Sind A, B m e t r i s c h e Räume, wie wir von jetzt an voraus­
setzen, so ist die Bedingung für Stetigkeit in a diese, daß zugleich 
mit der Entfemung öx^ die Entfernung Jy^ der Büder nach Null 
konvergiert. Ist dies für jedes a der PaU, so ist die Punktion in A 
stetig; ist es nicht nur bei festgehaltenem, sondern auch bei vari­
ablem a der Fall, d. h. konvergiert mit ^ auch 6„2/„ nach Null, 
so ist fix) g l e i chmäßig stetig (s. unten). Dies trifft ein, wenn man 
eme Relation der Form by^criääi) beweisen kann, wo Ö-(|) eine 
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positive, mit der positiven Variablen | nach 0 konvergierende Funktion 
ist, z.B. <T(|) = | , 2 | , yi u. dgh 

B e i s p i e l e . Denken wir uns A, B als Teilmengen metrischer Räume 
E ,E . Die untere Entfernung y=S{x, 31) emes Punktes x in A von 
einer \ehebigen nichtverschwindenden Menge Jf g B^ ist eine stetige 
Punktion von x, denn nach § 6, (4) ist 

^ ' = I 2 ^ ' _ 2/1 = I S{x', 31) - §{x, Jf) I ^ ^ . 

Verschiedene frühere Sätze, die sich auf den Fall einer abgeschlossenen 
kompakten Menge A beziehen, erscheinen hiernach als SpezialfäUe von V. 

Im euklidischen Räume gibt die s e n k r e c h t e P ro jek t ion einer 
Menge A auf eine Gerade, Ebene usw. ein stetiges Bild von A, da auch 
hier yy ^ xx ist. Jede reohtwinkhge Koordinate des Punktes x ist eine 
stetige" Funktion von x. 

Ist y = f{x) stetig und' E ein w-dimensionaler euklidischer Eaum, 
so werden die Koordinaten von?/ stetige Funktionen von y, also von x; 
y = f{x) repräsentiert demnach n reelle stetige Funktionen von x 

-2/i = /i(^). 2/2 = / 2 H ' •••' 2/„=4(^)-

Ist y = f{x) eine reeUe stetige Funktion und E^ ein m-dimensionaler 

eukhdischer Raum, so fassen wir f[x) als Funktion des reellen Zahlen­

komplexes a; = (a;j, x^. .,., xJ auf und nennen 

y = / ( * i ! ^2' •••' *m) 

eine in A deiinieri;e stetige Funktion der reellen Variablen aSj, x^, ..., x^. 
Geben wir den Variablen x^, . . . , x^ konstante Werte Og, . . . , a^, i. h. 
betrachten eine der ersten Koordinatenachse paraUele Gerade T, so ist, 
falls auf dieser Punkte von A liegen, /(ajj, «g, .,,, aJ eine in A' = S3(A, T) 
definierte stetige Funktion von x.^; die Funktion ist in jeder einzelnen 
Variablen p a r t i e l l stetig. Umgekehrt läßt sich aus der Stetigkeit in 
jeder einzelnen Variablen die totale Stetigkeit nicht erschheßen; denn 
daraus, daß bei geradliniger, den Achsen paralleler Konvergenz von x 
nach a immer f{x) nach f{a) konvergiert, folgt iiatürlich keineswegs, daß 
dies auch bei beliebiger Konvergenz von x nach a der Fall sein wird. 

Eine stetige Funktion y = f{x), wo E^ m-dimensional und E «-di-
mensional ist, repräsentiert n reelle stetige Funktionen von m reellen 
Variablen. 

Ist B^ ein Hi lber tscher Eaum, so erhalten wir stetige Funktionen 
von abzählbar unendhch vielen reellen Variablen x^^, x^, Aber auch 
der FaU, daß die Elemente von E^ Punktmengen oder Funktionen sind, 
subsumiert sich unter unsere allgemeine Betrachtung; sind z. B. die 
x-= x{l) reelle, im Intervall a ^ i ^ ß definierte, stetige Punktionen der 

file:///ehebigen
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reeUen Variablen t nnd definiert man Ŝ. 2S9) die Entl'ernnu.i,' .r.r' als 
Ma-viinuin von x[t)~x\t) . s^^ ist 

ß 

y^fix'.-^ fx[t]di 
a 

eine stetige Panktioa von ar. Denn man hat 
I»' 

' y-y' ^ J -i-ii) — -rit) dl l£ x:r'. iß - a). 
a 

mit .rx' konverdtTt also auch yy' nach Null. 

Gleichmäßige S t e t i g k e i t . Sind A, B metrische Räume und 
y = f{x) eine stetige Funktion, so ermöglicht die Vergleichbarkeit 
der Umgebungen verschiedener Punkte (nach dem Radius) eine Ver-
deichun-; der Stetigkeit in verschiedenen Punkten. Ist er eine vor­
gegebene positive Zahl, so gibt es für jedes x eine Umgebung fT., 
vom Radius g^, deren Bild in die Umgebung 1' vom Radius a fällt. 
Dieser Radius g^ gibt ein Maß für den Grad der Stetigkeit, wenn 
man so sagen will, im Punkte x: die Stetigkeit in x ist um so 
größer oder geringer, je größer man, bei vorgeschriebenem er, g^ 
wählen kann oder je kleiner man es wählen muß. Reicht man für 
alle Punkte x mit einem und demselben g^= g aus, und gilt dies 
für jedes er. so heißt fU\ in A g le ichmäßig s te t ig ; auf jedes 
vorgegebene cryO läßt sich also dann ein o > 0 derart finden, daß 
ans x.i'< « stets yy'<a folgt, gleichviel welche Punkte x, x' von A 
man wählen möge. Es gilt der zu VI analoge Satz: 

IX. Die F u n k t i o n f{x) i s t g le ichmäßig s te t ig dann und 
nur dann, wenn j e d e r F o l g e von P u n k t p a a r e n x^,xj, deren 
Entfernung nach Null konve rg ie r t , eine Fo lge von Bild­
paaren y^, yj e n t s p r i c h t , de ren E n t f e r n u n g nach Null kon­
vergiert. 

Es braucht nur bewiesen zu werden, daß diese Bedingung hin­
reichend ist Ist f{x) nicht gleichmäßig stetig, so gibt es zu einem 
gewissen a kein solches g, wie oben gefordert, d. h. für dieses G 
nnd jedes g gibt es mindestens ein Punktpaar xx'<g, für dessen 
Büd yY^ (J- Es gibt also für jede natürhche Zahl n ein Punkt­
paar a;„a;/<-i-, y„yJ^(J, und dann ist zwar lima;„a;„'= 0, hin­

gegen nicht limy^^yj = 0. 
X. I s t A in sich k o m p a k t , so i s t eine in A s te t ige 

Funk t ion g l e i chmäß ig s te t ig . 
Nehmen wir eine Folge von Punktpaaren mit hma;„a; /=0. 
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Die Folge der a;„ hat einen zu A gehörigen Häufungspunkt x; für 
eine geeignete Teilfolge natürlicher Zahlen p ist lima;^=a;, also 
auch lim a ; '= a;. Für die Büder gilt dann lim y^=lim yj= y, 
lim y y '=0. Die Folge der y^yj hat also eine nach NuU kon­
vergente Teilfolge, und da von jeder Teilfolge dasselbe gilt, so ist 
Y\my^yj=0; nach IX ist f{x) in A gleichmäßig stetig. 

Z.B. ist eine in einem abgeschlossenen Zahlenintervall {a^x^ß) 
stetige Funktion gleichmäßig stetig, was bekanntlich beim Existenz­
beweise des bestimmten Integrals' eine Rolle spielt. Die Punktion 
f{x) = a;̂  ist in der unbeschränkten Menge der reellen Zahlen, die 

Funktion f{x) = — in dem nicht abgeschlossenen Intervall 0 < a; g 1 

stetig, aber nicht gleichmäßig. 

Wir sahen (VII), daß eine in A stetige Punktion f{a) durch ihre 
Werte f{p) in den Punkten einer in A dichten Teilmenge B{B^=A) 
bestimmt ist; fragen wir umgekehrt, wann eine in P gegebene 
Funktion f{p) zu einer in A = P^ stetigen Punktion f{a) erweitert 
werden kann. Dazu ist no twendig , daS> f{j)) in P stetig sei; hin­
re ichend, wie wir jetzt zeigen wollen, daß f{p) in P gleichmäßig 
s te t ig sei; überdies ist auch diese zweite Bedingung notwendig, 
falls A in sich kompakt ist, weil dann nach X die gesuchte Punktion 
in A und natürlich in jeder Teilmenge gleichmäßig stetig ist Um 
zu zeigen, daß eine in P gleichmäßig stetige Punktion zu einer in 
A stetigen erweitert werden kann, müssen wir den Raum E^, in 
dem die Bildpunkte q = f{p) liegen, als vo l l s t änd ig voraussetzen 
resp. zuvor zu einem solchen erweitern (S. 315). Ist a = limp^ ein 
beliebiger Punkt von A, so gilt für eine beliebige Folge wachsender 
natürhcher Zahlen X.^<X^<...: lim'pjp^ = 0, also für die Bilder 
wegen der gleichmäßigen Stetigkeit von f{x) in P: hm qj^ = 0. Die 
Folg^ ?B ist also eine Pundamentalfolge und hat nach dem Cauchy­
schen Theorem im vollständigen Räume E einen Limes b = limq,^; 
diesen definieren wir als Bild von a: b = f{a). Daß damit nur ein 
einziges f{a) definiert wird, folgt wieder aus der gleichmäßigen Stetig­
keit: ist gleichzeitig a = limpj, so ist l i m ^ ^ ' = 0, also h m ^ ^ ' = 0, 
also lim qj=limq^. Sollte a=p selbst der Menge P angehören, 
so ist lim q^=q = f{p), die neue Definition von f{a) stimmt also mit 
der alten überein. Damit ist also eine in A eindeutige Funktion 
f[a) definiert, von der f{p) eine Teüfunktion ist. Es bleibt die Stetig­
keit von f{a) zu zeigen, d. h. daß für l i m a ^ = a auch limb^=b ist 
S®i '*m=l™i'm^> ^m=l™?mn- ^^.u kann dann, für jedes m, einen 

n n 

(von m abhängigen) Index n so angeben, daß der Punkt p^„=P,^. 
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und sein Bild a , = ?_ gleichzeitig den Bedingungen f/ /; < , 

M « < i genögeu- l'^'im i^t l i m ^ ^ = limfc„7^=0, also 
u' = l ima„=l im/) , , 

demzufolge fc = lim q^= hm & .̂ 

§ 2. Kurven. Dimensionenzahl. 

Wir setzen A, J3 als Punktmengen in euklidischen Räumen B^, E 
voraus. Betrachten wir zunächst das st<>ti,irc Bild einer S t recke A, 
die s'.s das reelle Zahlenintervall t)^.rL_=l angenommen werden 
kann; y = fix) sei die stetige Funktion, die bei Spaltung in Koordi­
naten n reeUe m A sietige Funktionen 

A] t / i = / V J i - - . . y„=/;(-i-» 

repräsentiert Das Streckenbild B ist nach den Sätzen von § 1 eine 
beschränkte, abgeschlossene, zusammenhängende Menge, die also, 
faUs sie nicht aus einem einzigen Punkt besteht perfekt ist. 

Man pflegt eine solche Menge als s t e t i g e K u r v e zu be­
zeichnen.^ Aber dieser Begriff umfaßt eine Fülle der Gestalten, die 
sich von dem elementargeometrischen Bude einer „Kurve" himmel­
weit entfernen. E ine s te t ige Kurve kann F l ä c h e n s t ü c k e en t ­
halten: das ist eine der merkwürdigsten Tatsachen der Mengen­
lehre, deren Entdeckung vrir G. P e a n o verdanken. Wir zeigen (der 
von D. H i l b e r t gegebenen geometrischen Darstellung folgend), daß 
das eindeutige sfrtige Bild einer Strecke z. B. ein ganzes Quadrat 
sein kann. 

Es sei B ein Quadrat von der Seitenlänge 1 (hier und im 
folgenden ist unter einem Quadrat die abgeschlossene Fläche, Inneres 
und Rand, unter einer Strecke eine abgeschlossene Strecke zu ver­
stehen). Durch Halbierung der Seiten erhalten wir vier Teilquadrate, 
die wir so numerieren, daß in der Anordnung Bj Bg Bg B^ neben­
einanderstehende Quadrate b e n a c h b a r t sind, d. h. eine Seite gemein 
haben. Jedes B^ wird wieder durch Seitenhalbierung in vier Quadrate 
B.̂  geteilt so, daß bei der lexikographischen Anordnung 

' B^^ B^^ B^^ B,, B^^ B,, B,^, B^, B31 B,, B,, B,, B,, B,^ B^, B,, 

nebeneinanderstehende Quadrate benachbart sind; jedes B̂ ^̂  wieder 

1 Wir geben keine Definition des Begriffs Kurve; die Mengen, die her­
kömmlicherweise diesen Xamen führen, sind von so heterogener Beschaffenheit, 
daß sie unter keinen vernünftigen Sammelbegriff fallen. Es wäre rationell, 
ebene Fanktmengen jedenfalls nur dann Kurven zu nennen, wenn sie keine 
inneren Punkte haben; das stetige Bild einer Strecke ist dann im allgemeinen 
keine Kurve. 

24 H a u s d o r f f , Mengenlehre. 
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in vier Quadrate Bj^j derart, daß bei der lexikographischen An­
ordnung der 64 B.j^i nebeneinanderstehende Quadrate benachbart 
sind usw. 

Die Figuren zeigen in der oberen Reihe die Numerierung bei 
den ersten beiden Teilungen durch hineingesetzte Ziffern, in der 
unteren Reihe bei den ersten drei Teilungen durch einen die Quadrat­
mittelpunkte verbindenden Streckenzug an. 

2 3 

7 ^ 

22 

21 

1t 

11 

23 

.?« 

15 

12 

32 

31 

^2 

iti 

33 

3t 

«/ 

'f'f 

Fig. 41. Fig. 42. 

Y 

> 
Fig. 43. Fig. 44. 

Pci-^ 
3 

F̂ f̂  

Fig. 45. 

Daß bei unbegrenzter Fortsetzung des Verfahrens die vor­
geschriebene Numerierung immer möghch ist, bedarf kaum eines 
Nachweises. Wenn von den vier Teüquadraten eines Quadrats Q das 
erste Qj vorgeschrieben ist, so sind noch zwei Numerierungen möghch, 
bei denen Q^ entweder in derselben Horizontal- oder Vertikalreihe 
wie OJ hegt; spU damit Anschluß an ein gegebenes Nachbarquadrat R 

i 

i 
1 

1 

i 
it 

R 

1 

a 
1 
2 « 3 

7 
R 0 

l 
3 

1 

« 

R 

1 

C 
,? 
2 

« 
/ 

1 
-? 

Fig. 46. 

erreicht werden, so ist von diesen beiden Numerierungen nur eine 
zulässig und damit auch Bj bestimmt. (In den Figuren liegt B 
rechts neben Q; andernfaUs denke man sie sich entsprechend ge­
dreht) Wir haben also für B„ Bjj, Bjjj, ... jedesmal die Wahl unter 
^̂ '"̂ 1 '"'^f^'''' ^"'^^ ^*1^ ^4^' B^,^, ... die Wahl unter zwei möghchen 
J^aUen; die ersten Quadrate können hnks unten, die letzten rechts 
unten gewählt werden. 
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Die Strecke .1 teilen wir in vier gleiche Teüsti-eeken ^, .1., .-Î  .1,, 
die wir einfach von links nach rechts aufeinander folgen lassen, 
ebenso jedes .t. von links nach rechts in .l^j ,1.., A;, .1,. ̂  usw. 

Ist jetzt X ein Punkt von A, und zwar zu(u-st ein solcher, der 
uicht zu den Teilpuukten gehört {x also keine dyadisch rationale 
Zahl zwischen 0 uud 1), so gehört x einer bestimmten Strecke A-, 
dann einer bestimmten .1 . . . dann einer bestimmten .1 . , , an usw.; 
I bestimmt also eine gewisse Zahlenfolge i. k, l, ... aus den Ziffern 
1,2. 3, 4 derart, daß 

;.ri = ?(..i,, .4 ;„ .1 , ,„ . . . ) ; 
denn diese Strecken haben, weil ihre Längen nach 0 konvergieren, 
nur den einen Punkt x gemein. Die entsprechenden Quadrate 
B^, B.^, B.y.^, ... bilden eine absteigende Folge beschränkter abge­
schlossener Mengen, haben also nach dem C a n t o r s c h e n Satze 
S. 230, vgl. auch S. 318 einen und, weil ihre Seiten nach 0 kon­
vergieren, nur einen Punkt y gemein, 

{2/} = XfB.,B,., B, ,„ , . . ) . 
Diesen Punkt definieren wir als Bild von x, y = f{x). 

Ist X ein Teilpunkt (also dyadisch rational, excl. 0 und 1, für 
welche die vorige Betrachtung gilt), so gehört er von einer gewissen 
Teüung an zu zwei benachbarten Strecken, z. B. der Punkt ^\ zu 

-^1' ^13 Ai' -n34 -^141' -''1344 -'l411' ^3444 A4III 

Er hefert dann zwei solche Zahlenfolgen 7, /;, l, von denen die 
euie mit lauter Vieren, die andere mit lauter Einsen endigt. Trotz­
dem gibt die obige Bestimmung auch hier nur einen Punkt y, denn 
die zugehörigen Paare von Quadraten sind benachbart, bilden also 
Rechtecke, die wieder in absteigender Folge auftreten und wegen 
ihrer nach 0 konvergierenden Seiten einen einzigen Durchschnitts­
punkt haben. Die Funktion y = f{x) ist also eindeutig. 

Dabei durchläuft y das ganze Quadrat, denn umgekehrt be­
stimmt jeder Punkt y mindestens ein ihn enthaltendes B^, Bj^, B̂ ^̂ j, ... 
nnd danach ein x='p{yj. Indessen ist diese inverse Funktion mehr­
deutig, da benachbarten Quadraten nicht immer benachbarte Strecken 
entsprechen. Eine nähere, ganz einfache Betrachtung zeigt, daß 
(fi{ijj einen, zwei oder vier Werte haben kann. 

Die Punktion 2/=/"(a:) ist s t e t i g : wir zeigen, daß mü xx 

auch yy' nach Null konvergiert. Nehmen wir bereits xx'<.— an 

und wählen die natürliche Zahl n .so, daß •j;^ > «•^'iS ;j^:j:r • ^^^ 

der «t« Teilung haben die Teilstrecken die Länge —, die Strecke 

{x,x') kann also höchstens mit zwei solchen (benachbarten) Teilstrecken 
24* 
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Punkte gemein haben, und ihr Bild höchstens mit zwei benachbarten 

Teüquadraten von der Seitenlänge — .̂ Polglich ist yy höchstens 

gleich der Diagonale in einem aus zwei solchen Quadraten gebüdeten 

Rechteck, «/«/' ^ — , also 

^ 2 < A = J ^ < 2 0 . ^ . 
.^-^ — 4?i 4W + 1 — 

Damit ist gezeigt, daß das Quadrat stetiges Bild der Strecke 
sein kann; deuten wir x als Zeit, so kann ein Punkt bei stetiger 
Bewegung eine Bahn beschreiben, die eine ganze Fläche ausfüllt^ 

Man kann diese Betrachtung dadurch modifizieren, daß man 
die Quadratseiten statt in 2, in 3 oder mehr Teile teilt (Teilung 
in eine ungerade Anzahl führt sogar zu einer relativ einfachen 
arithmetischen Darstellung der Funktion f{x), auf die wir nicht 
eingehen wollen); auch ist evident, daß man an Stelle des Quadrats 
den drei- oder mehrdimensionalen Würfe l setzen kann. 

Ganz anders liegen die Verhältnisse, wenn wir B als umkehrbar 
e indeu t iges , stetiges Büd der Strecke A voraussetzen.^ Nach 
§ 1, VIII ist dann auch A stetiges Bild von B; jeder zusammen­
hängenden Teümenge der einen Menge entspricht eine zusammen­
hängende Teilmenge der andern. Da A durch Weglassung eines 
Punktes (mit Ausnahme eines der beiden Endpunkte) unzusammen­
hängend wird, so gilt dasselbe von B; diese Menge hat also, als 
Menge in einem mindestens zweidimensionalen Räume betrachtet, 
keine inneren Punkte (S. 338). Sie wird als u n g e s c h l o s s e n e 
Jordansche Kurve oder auch als Jordanscher Kurvenbogen 
bezeichnet; zwei solche Kurvenbögen sind eindeutige stetige Büder 
von einander. 

Das eineindeutige stetige Bild B eines Polygons oder Kreises^ A 
heißt eine geschlossene Jordansche Kurve; auch hier ist A 
stetiges Bild von B, und B ist beschränkt B kann keine hneare 
Menge sein, da sie sonst schon durch Tilgung eines geeigneten 
(zwischen zwei andern hegenden) Punktes unzusammenhängend würde; 

^ Projiziert man das Quadrat auf eine seiner Seiten, so erhält man eine 
Bewegung, bei der eine Strecke beschrieben, aber jeder ihrer Punkte S-mal 
durchlaufen wird (N die Mächtigkeit des Kontinuums). 

^ Bei den Funktionen (1) ist dann zu verlangen, daß die sämtlichen 
Gleichungen ftix') = fAx),..., f„{x') = f„{x) nur für x' = x zusammen bestehen. 

' Die Gleichungen der vorigen Anmerkung dürfen dann nur für af=x 
und außerdem für die IntervaUendpunkte x = 0, x' = l zusammen bestehen. 
Man kann dann in ersichtlicher "Weise die Funktionen f.^{x), ...,f„{x) als peri­
odische Funktionen (mit der Periode 1) für alle reellen x fortsetzen; sie 
müssen überall stetig uud für 0 S a; < 1 eindeutig umkehrbar sein. 
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0 

s:e gehört also einem F^_ (ii S 2> :ui. Da B durch Tilgung zweier 
Punkte unzusammenhängend wird, hat sie keiue inneren Punkte. 
Jeder abgeschlossenen und jeder zusainmenhänpeinlen Teilmenge 
von A entspricht eine ebensolche von B und umgekehrt, uud damit 
sind die Voraussetzungen verwirklicht, auf die wir im Falle der 
Ebene den Beweis des Jordanschen Satzes (S. aä-i; geirründet haben. 
Für eine in de r Ebene B l iegende geschlossene Jordansche 
Kurve B zer fä l l t a lso F—B in zwei zusammenhängende 
Gebiete, deren geme insame Grenze B is t . 

Für einen Jordanschen Kurvenbogeu B ist E—B ein zu­
sammen:.aniienTtr^ Gebiet mit der Grenze B. 

Wir heben ausdrücklich hervor, daß uicht jede geschlossene 
Kurve eine Jordansche ist. Der in der untenstehenden Figur ver-
anschauhchte Streckenzug 

S = (o„ . rt,. '1^. O 3 . a^, &,. Cj , c.,, }>... 6 3 , C3, c^, h ^ , . . . ) , 

bestehend aus abzählbar unendhch vielen Strecken, deren Endpunkte 
die rechtwinkligen Koordinaten haben: 

Punkt: a^ Oj a, O3 a^ b^^ 0^^ 

Abszisse: 0 0 

Ordmate: 0 1 

ist eine geschlossene Kurve; das Innengebiet ist die obere Hälfte 
vom Innern des Quadrats a, a„ a^ a^ nebst 
den nach imten angefügten rechteckigen 
Zungen (wie Cg b^ 63 c .̂. das Außengebiet 
das Äußere des Quadrats mit den nach oben 
reichenden Zungen (wie 6j Cj Cg h.,}, und 
jeder Punkt von .•>' ist Grenzpunkt von 
beiden Gebieten. Aber .S ist keine J o r ­
dansche Kurve, da sie nach Tilgung der 
beiden Punkte a,. a^ oder, aUgemeiner, be­
liebig rieler Punkte der Strecke T=ia,^, oij) 
zusammenhängend bleibt Denn 8 — T, der 
Streckenzug («jj^g,...; ohne den Punkt «j, ist noch zusammenhängend 
nnd hat die Punkte von T zu Häufungspunkten, also ist {8 — T)^= 8 
und jede Menge zwischen 8—T und 8 zusammenhängend.^ 

' Dies steht damit in Beziehung, daß die Punkte der Strecke T, abgesehen 
von ßj, von dem Innengebiet aus nicht erreichbar sind (S. 347). A. Schoen­
flies hat, allerdings mit einem etwas spezieller erklärten Erreichbarkeits­
begriff, bewiesen, daß eine geschlossene Kurve dann und nur dann eine 
Jordansche ist, wenn alle ihre Punkte sowohl vom inneren wie vom äußeren 
Gebiet aus erreichbar sind. 

2 0 0 1 

i,6i ä, 

Fig. n 
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Ändert man das Beispiel so ab, daß man o^ die Koordinaten 

_L JL gibt, so wird 8 eine Jordansche Kurve, die man (indem 

man (&j, Oj, Cg, bJ durch (6j, bJ usw. ersetzt) umkehrbar eindeutig 
und stetig auf das Quadrat {a^, a^, a^, a^, aJ abbüden kann. 

Fig. 48. 

<2. b.,b,b^ b, 

Fig. 49. 

Es gibt Jordansche Kurven und Kurvenbögen, die 
posi t ives F l ä c h e n m a ß haben.^ Wir zeigen dies, indem wir 
durch die S. 326 (Pig. 12) konstruierte punkthafte Menge, der man ja 
positives Flächenmaß geben kann, einen Kurvenbogen legen. In das 
Quadrat B setzen wir vier, ein Kreuz freilassende Quadrate, die 
wir jetzt (in der Reihenfolge links unten, links oben, rechts unten, 
rechts oben) mit Bj, Bg, B^, B^ bezeichnen; verbinden wir noch den 
rechten oberen Eckpunkt eines Quadrats mit dem linken unteren 

B;, 

B^~^^^^ 

B, 

\ 

'\ 

B, 

^>--~.^ 

Bs 

Fig. 50. Fig. 51. 

des nächsten, so erhalten wir drei Strecken B^,B^, Bg, die bis auf 
die Endpunkte in dem kreuzförmigen Gebiet verlaufen.^ Um dies 
Verfahren fortzusetzen, verabreden wir, daß p,q,r,... die Ziffern' 

* Daß eine Jordansche Kurve ein Innengebiet mit positivem Flächen­
maß begrenzt, versteht sich von selbst; aber hier ist gemeint, daß die Kurve 
selbst, obwohl ohne innere Punkte, positives Flächenmaß haben kann. 

^ unter den Strecken sind abgeschlossene Strecken, unter den Quadraten 
abgeschlossene Quadratfläohen verstanden. 
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1. 3, 5, 7 durchlaufen sollen, t die Ziffern 2, 4, Ü, endhch /, /,-, l, ... 
ahe Ziffern 1. 2, .... 7. In jedes Quadrat B^ werden vier kleinere 
Quadrate B^^, mit freibleibendem Mittelkreuz, nebst den drei Ver-
bindungsstrecken B^, gesetzt, in jedes Quadrat B^^_^ vier Quadrate B^^, 
mit den drei Verbindangsstrecken B^,, usw. Außerdem teilen wir 
jede Strecke B, in sieben gleiche Teilstrecken 8^.. die wir, vom 
Sehüittpunkt mit B^_.^ nach dem Schnittpunkte mit B^ ĵ zählend, 
mit Bjj, B,.., ,.., B,, bezeichnen, ebenso jede Strecke B^^ und B,^ 
in sieben Strecken Bj,,. und B^^^ usw. Der Durchschnitt 

r = ? SB., ^B,^, SB.,^, ...), 

der die punkthafte perfekte Menge 

umfaßt, ist dann ein Jordanscher Kurvenbogen. Um ihn auf die 
Einheitsstrecke A abzubilden, teilen wir diese in sieben gleiche 
Teilstrecken A; (von links nach rechts: Aj, . . . , A,), jede davon 
wieder in sieben Teüstrecken Ajj, usw. Nun beachten wir: die 
Mengen B^ sind paarweise fremd, bis auf zwei lexikographisch be­
nachbarte iB; nnd Bj^j\ die genau einen Punkt gemein haben, ebenso 
die Mengen B.^ bis auf zwei lexikographisch benachbarte {B^^ und 
^ifk+v o^^r B^~ und B(,.̂ j,j) usw. Bezeichnet man die Diagonalen-
lange des Quadrats B mit -r-, so sind die Breiten der Mengen 

B., B;j, B;^.j, ... kleiner als y , ^ , ^ , .... Lassen wir demnach dem 

Darchschnittspunkt x einer Folge J,., A-^, A,.,j, ... den Durchschnitts­
punkt y der Folge B,.. B,.,., B^^j, ... als Bild entsprechen, so ist diese 
Beziehung umkehrbar eindeutig, auch für die Punkte, die zwei 
solchen, lexikographisch benachbarten Mengenfolgen angehören (z. B. 
gehört der linke untere Eckpunkt des Quadrats B3 den Mengen­
folgen Bg, Bgj, B,.., ... und B3, Bgj, Bgjj* ... an, entspricht also dem 
Imken Endpunkt' der Strecke A3). Schließhch ist die Funktion 

y = f{x) stetig; denn ist -V > a;a;' S - ^ V f so gehören y,y' einer 
oder zwei benachbarten Mengen B.,.i... mit n Ziffern an, ihre Ent­
femung ist höchstens gleich der Breitensumme zweier solcher Mengen, 

also yy < -^ und 

Um die Bedeutung des Jordanschen Satzes richtig zu be­
urteilen, bemerken wir: wenn zwei ganze Ebenen E^, E^ ein­
deutige s t e t ige B i lde r von e inande r sind, so ist für diese Ab­
büdung der Jordansche Satz und noch vieles darüber hinaus eine 
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Selbstverständlichkeit Jeder abgeschlossenen Menge der einen Ebene 
entspricht eine abgeschlossene der andern,^ jedem Gebiet der einen 
ein Gebiet der andern; Zusammenhang und Komponentenzahl bleiben 
ungeändert. Das Bild eines A-fach zusammenhängenden Gebiets ist 
ein ebensolches, das Bild einer geschlossenen Kurve wieder eine 
geschlossene Kurve u. dgl. Dies alles gilt entsprechend auch für 
umkehrbar eindeutige, beiderseits stetige Abbildung beliebiger 
euklidischer Räume. 

Viel schwieriger ist es, Sätze von folgendem Charakter zu be­
weisen: das umkehrbar eindeutige, stetige Büd einer Menge A von 
gewisser Beschaffenheit ist eine Menge B von gewisser Beschaffen­
heit; wobei also nur eine in A selbst (nicht in der ganzen Ebene EJ 
stetige, ein eindeutige Funktion f{x) vorausgesetzt wird und unter 
Umständen das Problem hinzutritt, auch die Stetigkeit der inversen 
Funktion cp{y) zu beweisen (vgl. den Satz § 1, VIII und in diesem 
Paragraphen den Satz II). Von diesem Charakter ist der Jordansche 
Satz, der nur eine auf dem Kreise stetige, umkehrbar eindeutige 
Funktion als gegeben annimmt, und von gleicher Art werden auch 
die obigen Sätze über Invarianz des Gebietes, des A-fach zusammen­
hängenden Gebiets,^ der geschlossenen Kurve usw., wenn man eben 
nur diese Mengen selbst, nicht die ganze Ebene, einer eineindeutigen 
stetigen Abbildung unterwirft. Man pflegt die Betrachtung solcher 
Eigenschaften und Beziehungen von Punktmengen, die bei umkehrbar 
eindeutiger und (beiderseits) stetiger Abbildung invariant bleiben, 
als Analys is s i tus zu bezeichnen; schreibt man Mengen, die ein­
deutige stetige Büder von einander sind, denselben geometr i schen 
Typus zu, genau wie man ähnlich geordneten Mengen denselben 
Ordnungstypus zuschreibt, so ist Analysis situs die Theorie der 
geometrischen Typen, deren Aufzählung, Klassifikation usw. ihr ob­
liegt. Aber diese Theorie befindet sich nach unserer Meinung noch 
durchaus nicht in dem erwünschten Zustande von Einfachheit und 
Vollständigkeit; wir können hier nicht sehr tief in sie eindringen 
und werden auch von den oben behaupteten Invarianzen nur einen 
Teü beweisen, wobei sich Gelegenheit zu Anwendungen des J o r d a n ­
schen Satzes ergeben wird. 

Die wichtigste dieser Anwendungen ist der Beweis der Invar ianz 
der Dimens ionenzah l gegenüber umkehrbar eindeutiger, beider-

^ Daß einer abgeschlossenen Menge g B^ eine abgeschlossene g B^ ent­
spricht, folgt aus der Stetigkeit der Punktion (p(y) nach § 1, III; aus der Stetig­
keit von f{x) würde es nach § 1, V nur für beschränkte abgeschlossene Mengen 
folgen. 

'•' Hierbei sind für unbeschränkte Gebiete besondere Vereinbarungen zu 
trefien. 
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seits stetiger Abbildung. Wir erinnern zuniichst daran, daß gerade 
Linie, Kbene. Raum. Strecke, Qu:ulr;u, Würfel usw. von gleicher 
Mächtigkeit N ,der des Kontinuumsi sind, also umkehrbar eindeutig 
auf einander abgebüd'.'t werden können. In Kap. 111, i< 5 haben wir 
eine selche (im Prinzip von G. Can to r herrührende) Abbildung des 
Quadrats ( 0 < x , 1/^1) auf die Strecke ( 0 < Ä ; ^ 1 ) mit Hufe der 
Formeln 

; = [Cj. e„ .;. cv ...] = (I)'. +^.^'.+(^,^c.+'. + ..., 

^= A\. Cg, C5, . . . ] , y = [cg, e^, Cg, . . . ] 

angegeben. Aber diese Punktionen x = /"(; 1. ;/ = g(i), % = </ (a;, y) sind 
keineswegs stetig. Z .B . für s.p= .V= 12,1,1,1, ...i wird 3;,,= |,, »/o = l. 
Für sy-}, : = ' l . gj.Cj, ...] wird.r = [l, C3, Cj. . . . ] , y = ['•,.,, 0^,0^, . . . ] . 
Läßt man hier i abnehmend nach \ konvergieren, so wächst Cg 
über aUe Grenzen, während c^, c .̂ ... ganz beliebig variieren können; 
dabei konvergiert y nach 0, während x beliebig zwischen i (exkl.) 
imd 1 (inkl.) osziUieren kann, beide Funktionen sind an der Stelle 
Ä = i unstetig. AhnHches wiederholt sich in jedem noch so kleinen 
Intervall für ; und gilt auch für die inverse Funktion z= cf.{x,y). 

Andererseits zeigt die Peanosche Kurve, daß das Quadrat 
sogar eindeutiges, stetiges Bild der Strecke sein kann; hier war 
aber die inverse Funktion nicht eindeutig. Die Cantorsche und 
die Peanosche Abbildung zusammen legen die Vermutung nahe, 
daß der ins Schwanken geratene Dimensionsbegriff sich wieder her­
steUen werde, wenn man umkehrbar eindeutige, beiderseits stetige 
Abbildung verlangt Wir formulieren diese Vermutung präziser in 
dem folgenden Satz von der I n v a r i a n z der Dimens ionenzah l : 

I. Die Menge .1 gehöre einem ??i-dimensionalen eukl i ­
dischen Räume an , die Menge B einem w-dimensionalen 
{nym) und habe inne re P u n k t e . Wenn dann A und B um­
kehrbar e indeu t ig auf e i n a n d e r abgeb i lde t sind, so ist 
jedenfalls A kein s t e t iges Bild von B. 

Unsere Hilfsmittel setzen uns nur in den Stand, den Satz für 
die niedrigsten Fälle m=l und w = 2 zu beweisen. 

Für m=l ist A eine hneare Menge oder eine Menge reeUer 
Zahlen. Seien b, &j, &g drei innere Punkte von B und a, «j, «g ihre 
Büder; der Größe nach sei a^<a<a^. Die Menge B-{b} ist noch 
zusammenhängend, die Menge A — {aj aber nicht, also kann A nicht 
stetiges Bild von B sein. 

Pur m=2 ist A eine ebene Menge. Betrachten wir einen 
inneren Punkt von B und eine in B enthaltene Umgebung desselben; 
indem wir uns auf die Betrachtung dieser beschränken, können wir 
B selber als Inneres einer drei- oder mehrdimensionalen Kugel 
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annehmen. Indem wir B etwa mit einer Schar paraUeler Ebenen 
schneiden, können wir u n a b z ä h l b a r viele in B liegende, einander 
nicht treffende Kreislinien Q, Qj, Qg,... angeben. Ihre Büder B, Bj, Bg,... 
würden, wenn A stetiges Bild von B wäre, unabzählbar viele paar­
weise fremde Jordansche Kurven einer Ebene sein. Es ist un-
mögUch, daß keine von ihnen die übrigen trenne (8. 346); möge also 
etwa BJ im Innern und Bg im Äußern von B hegen. Die Menge B— Q 
ist offenbar noch zusammenhängend, die Menge A — P aber nicht, 
denn sie zerfällt in zwei nichtverschwindende Relativgebiete Aj 
(Menge ihrer Punkte im Innern von B) und Ag (Menge ihrer Punkte 
im Äußern von B). Also kann A nicht stetiges Bild von B sein. 

Die Übertragung dieses Beweises auf w > 2 würde von der 
Übertragung des Jordanschen Satzes auf den m-dimensionalen Raum 
abhängen. Wir verweisen den Leser in dieser Hinsicht auf die 
Arbeiten von L. E. J. Brouwer . 

Daß, unter den Voraussetzungen von I , B sehr wohl stetiges 
Büd von A sein kann, zeigt eine leichte Modifikation der Peano-
schen Abbildung. Behält man dort von den Urbildern o = ^(6) eines 
Quadratpunktes b nur ein einziges bei, so vrird das .Quadrat B 
stetiges und umkehrbar eindeutiges Bild einer gewissen hnearen 
Punktmenge A'. 

Ist, unter den Voraussetzungen von I, A abgeschlossen und be­
schränkt, so kann auch B kein stetiges Büd von A sein, da nach 
§ 1, V i n sonst auch A stetiges Büd von B wäre. Bei eineindeu­
tiger Abbüdung der Strecke auf das Quadrat (beide abgeschlossen 
gedacht) ist also keine Menge stetiges Bild der andern. 

Um in der Theorie der Abbildung ebener Punktmengen noch 
einen Schritt weiterzugehen, betrachten wir eine abgeschlossene 
Kre is f läche mit dem Mittelpunkt a und dem Radius r , die um­
kehrbar eindeutig und stetig auf eine ebene Punktmenge abgebüdet 
wird. B^ sei die K r e i s l i n i e mit dem Mittelpunkt a und dem 
Radius g^r; ihr Büd ist eine Jordansche Kurve Q =F{P), die 
wegen der Stetigkeit für hinlänglich kleines g in befiebiger^Nähe 
des Büdpunktes b = f{a) verläuft: wir schließen daraus, daß Q^ für 
hinlänghch kleines ^ < ^ außerhalb (im Außengebiet) von Q liegt.i 
Andererseits dürfen, für ^ < O - < T , Q^ und Q^ durch Q nicht ge­
trennt werden; denn B^ und B^ lassen' sich durch eine zusammen­
hängende Menge (etwa das Stück eines Radius) verbinden, die B̂  
nicht trifft, und dasselbe gilt für ihre Bilder. Q^ und Q̂  liegen also 
auf derselben Seite von Q^, beide außerhalb oder beide innerhalb; 

_ 1 Man ziehe um b als Mittelpunkt einen kleinen Kreis, außerhalb dessen 
Qx liegt; Qg liegt aber schließlich innerhalb dieses Kreises. 
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für .i<ff<('> liegt also auch Q^ außerhalb (f. .\ns demselben 
Grunde hegen b uud 0_ auf derselben Seite von G^^. Läge nun b 
außerhalb aUer jener dordauseheu Kurven, so würde auch Q^ 
außerhalb 0^ liegen, und wir hätten unabzählbar viele Jordanschö 
Kurven, deren jede außerhalb der übrigen liegt; da dies nicht sein 
dart" S. 3461, so muß es m i n d e s t e n s ein ()^ geben, innerha lb 
dessen b l iegt . \\'enn wir bei dieser Überlegung T durch einen 
kleineren Wert ersetzen, so sieht man, daß es solche 0 mit be-
hebig kleinem g gibt. 

Nach dieser Vorbetrachtung zeigen wir, daß die i n n e r e n 
Punkte einer solchen Kreisfiäche auf innere Punkte der Büdmenge 
abgebüdet werden. Mit etwas geänderter Bezeichnung sei A'=P-\-31 
eine Kreisdäche, B die sie begrenzende Kreislinie, 31 das Innere; 
durch eine in A stetige, umkehrbar eindeutige Punktion f{x^. erhalte 
man daraus die ebenen Punktmengen 

B=FA], Q = F\P), X=F3[): B=Q + X. 

B ist beschränkt nnd abgeschlossen, ihr Rand B,. die Grenze 
des Gebietes E—B=G+G'+..., dessen Komponenten wir hiermit 
ersichtlich macheu; werdenderen Grenzen mit B, BT',... bezeichnet und 
S=S>E, E', ...) gesetzt, so ist (S. 332) B^= S^. Wir zeigen zunächst, 
daß X und E keinen Punkt gemein haben. Wäre b = f{a) ein solcher 
Pnnkt, also o ein Punkt von .1/, so betrachte man eine in 31 ent­
haltene abgeschlossene Kreisfiäche mit dem Mittelpunkt a und die 
m üu: verlaufenden konzentrischen Kreise P^; unter deren Bildern 
gibt es, nach der zuvor angestellten Überlegung, eine behebig nahe 
an b verlaufende, der Menge ,N' angehörige 
Jordansche Kurve Q , die b im Innern ent-
hält. Da b Häufungspunkt des zusammen­
hängenden Gebietes G ist und man g so klein 
wählen kann, daß G mcht mehr innerhalb Q^ 
hegt während doch gewiß Punkte von G inner­
halb 0̂^ liegen, so müßte G die Kurve Q^^ 
treffen," was wegen Q^/^ N ^ B ein Wider­
spruch ist Also haben E und X keinen 
Punkt gemein, nnd da E dem Rande von B=Q+N angehört, ist 
B g Q. Dasselbe gilt für E', E". ..., also folgt Ä g Q, -S„g Q (Ö ist 
abgeschlossen), B^ g Q und B^ 3 X, die Punkte von N oder die Bild-
ptmkte des Kreisinnem sind innere Punkte des Bildes B. 

Hieraus folgt unmittelbar: 
IL (Satz von E. Jürgens.) I s t die ebene P u n k t m e n g e B 

umkehrbar e indeu t iges , s t e t iges Bild des ebenen Gebietes A, 
so ist auch B ein Gebie t und A s te t iges Bild von B. 
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Denn umgibt man einen beliebigen Punkt a von A mit einer 
abgeschlossenen Kreisfläche A' g A, so wird sein Büdpunkt b innerer 
Punkt von B', also auch von B. Da nun auch jedem Relativgebiet 
von A (nämhch jedem Gebiet g A) wieder ein Relativgebiet von B 
entspricht, so ist nach § 1, I I I auch A stetiges Büd von B. 

Im Anschluß daran läßt sich leicht die Invarianz gewisser 
anderer Figuren feststellen, z. B.: e ine Jordansche Kurve und 
ihr I n n e r e s geht bei u m k e h r b a r e i n d e u t i g e r , s t e t ige r Ab­
bi ldung (auf eine ebene Punktmenge) wieder in eine Jordansche 
Kurve und ihr Inne re s über . Denn ist B- fJ f eine Jordansche 
Kurve und ihr Inneres, Q + E eineindeutiges, stetiges Bild dieser 
Menge, so ist Q eine Jordansche Kurve, iVein zusammenhängendes 
Gebiet; ferner seien iVj, Ag das Innen- und Außengebiet von Q, in 
irgendwelcher Reihenfolge. N muß ganz dem einen oder andern 
dieser Gebiete angehören, etwa iVg iVj; da nun Q + N abgeschlossen 
ist (§ 1, V), so ist ^{N^, Q + N) = N in Aj abgeschlossen, N^-N 
Relativgebiet von Aj oder absolutes Gebiet, und die Zerlegung 
iVj = iV-1-(TVj — A^ in zwei Gebiete zeigt wegen des Zusammenhangs 
von AJ , daß der zweite Summand verschwinden muß. Also ist 
N=N^, N ist eins der von Q übriggelassenen Gebiete, und zwar das 
Innengebiet, da Q + N beschränkt ist. — Für eine Jordansche 
Kurve und ihr Äußeres gilt der Satz nicht, weil die Bildmenge 
Q + N dann nicht abgeschlossen zu sein braucht; z. B. läßt sich ja 
durch Inversion ein Kreis und sein Äußeres eineindeutig stetig auf 
denselben Kreis und sein Inneres ohne den Mittelpunkt abbilden. 

Ganz ähnlich zeigt man, daß zwei Jordansche Kurven, von 
denen eine im Innern der andern liegt, und das von ihnen begrenzte 
ringförmige Zwischengebiet bei ein eindeutiger stetiger Abbüdung 
wieder in eine solche Figur übergehen. Denn wenn Bj -1- Bg -[- Jf 
in Qi+ Q^ + N übergeht, so ist wieder N ein zusammenhängendes 
Gebiet, während die beiden Jordanschen Kurven Q,, Qg drei zu­
sammenhängende Gebiete N.^, N^, N^ übrig lassen (S. 338, 346); vrie 
zuvor ist N mit einem von diesen identisch. Und zwar muß N das 
Zwischengebiet sein, da beide Jordansche Kurven Qj, (?g seine 
Grenze bilden, und weil N beschränkt ist, muß eine dieser Kurven 
im Innern der andern hegen. 

III. Das ebene, b e s c h r ä n k t e , u m k e h r b a r e indeut ige , 
s te t ige Bild eines ebenen , b e s c h r ä n k t e n , Ä;-fach zusammen­
hängenden Gebie tes i s t wieder e i n /«-fach zusammen­
hängendes Gebie t . 

Die fraglichen Gebiete ^ seien A, B; wir haben zu zeigen, daß 

' Wir können sie derselben Ebene E angehörig annehmen. 
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ihre (beschränkten) Grenzen C, D gleiehviele Komponenten haben, 
Zuuaehst ergibt sich nun .'.wischen den Punkten c, d dieser Grenzen 
eine, im allgemeinen beiderseits mehrdeutige Uezieliung folgender­
maßen. Bestimmen wir zu einem tircnzpunkt c eiiu> nach ihm kon­
vergente, dem Gebiet .1 ;ingehörige Menge .V= }aj, 0.,, ,..(. Die 
Bildmenge Y -W. b.,. ...',, dem beschränkton (-Jebiete B angehörig, 
hat mindestens einen Uäutuiigspunkt, der zu B^ gehört; er kann 
aber kein Punkt b des t-iebietes B selbst sein, da diesem ein Punkt a 
von A entsprechen würde, der (weil auch A nach 11 stetiges Bild 
von B ist Hänfungspunkt von A sein müßte. Also ist der genannte 
Häuftmgspunkt ein Punkt d der Grenze D, und für eine geeignete 
Teili'olge ist 0 = hm a,. d = lim b . Mit andern Worten: jedem 
Punkt c entspricht mindestens ein Punkt rf = /"(c) derart daß gleich­
zeitig eine Mentre A ' g A nach c und ihre Bildmenge F g B nach d 
konvei^ert, und umgekehrt entspricht einem Punkt d in gleicher 
Weise mindestens ein Punkt c = cf{d): aber beide Funktionen sind 
im aUgemeinen mehrdeutig.^ Nun ist aber das Charakteristische, 
daß die Komponen ten beider Grenzen einander eineindeutig zu­
geordnet werden, auf Grund folgender zunächst zu beweisender Tat­
sache: wenn Cj, c„ zwei ve r sch iedenen Komponen ten von G 
angehören, so gehören i rgend zwei en t sp rechende Punkte 
d^,d, verschiedenen Komponen ten von D an. In der Tat gibt 
es nach dem Sat/e VII in Kap. VIII, § 11 ein in A verlaufendes 
Polygon B, das Cj und Cg trennt; es seien J/j, JA die Komponenten 
von B - B = J/j-f J/g, und Cj liege in J/,, Cg in J/g, Bei der Zer­
legung 

A-P= A, + A., = 5>(A, J/j)-1-:?(-1, 3IJ 

sind die beiden Gebiete J j , Ag zusammenhängend (S, 338), und dies 
würde nach S. 346 auch richtig bleiben, wenn man das Polygon 
durch eine geschlossene Kurve, z. B. eine Jordansche ersetzt Das 
Büd von B ist eine Jordansche Kurve Q in B, und diese bewirkt 
also die analoge Zerlegung 

B - Ĉ  = B j + Bg= 5(B,XJ - f 3)(ß,NJ, 
wo AJ, A ; die Komponenten von E— Q = X.^ + N^ sind; überdies 
folgt, daß'die Zerlegungen Bj -f- Bg = B(Ai) + F{AJ in zwei zusammen­
hängende Gebiete identisch sein müssen, und bei passender Nume-

' Bildet man das Innere eines Kreises vom Radius 1 auf das eines 
andern durch die Gleichungen in Polarkoordinaten 

r 
r =r, <p =cp + —_;^ 

ab, so entsprechen jedem Punkte der einen Kreisperipherie alle Punkte der 
andern. 
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rierung sind also Bj, Bgdie Bilder von Aj, Ag. Endhch seien nun 
Zj , Ag, FJ, Fg Mengen, die nach Cj, Cg, d^, d^ konvergieren. A'j liegt, 
bis auf endlich viele Punkte, auf derselben Seite von P wie ßj, also 
in Jfj und in Aj; bei eventueller Weglassung von endlich vielen 
Punkten können wir also Xj g Aj, Ag g Ag annehmen. Dann liegen 
die Büdmengen Fj, Fg in Bj, Bg, also in Aj, JVg. Der Limes dj 
von Fj liegt in Ä^^=Aj-fO, also in A'j, da Q und D einander 
nicht treffen; ebenso liegt d^ in iVg, und hiermit ist 

B = S (B, iVj).H- 2) (B, iVg) = B J -f Bg 

in zwei Relativgebiete oder zwei abgeschlossene Mengen zerlegt, 
deren eine d.^, die andere d^ enthält. Demnach gehören d^ und d^ 
verschiedenen Komponenten von D an. 

Wenn also Cj, Cg verschiedenen Komponenten von G angehören, 
so c?j, (üg verschiedenen Komponenten von D, und umgekehrt (da 
auch A stetiges Bild von B ist). Damit sind also die Komponenten 
beider Grenzen in eineindeutige Beziehung gebracht und der Satz i n 
bewiesen, in dem k endlich oder Xj oder i< sein kann. Auf die 
Modifikationen (Adjnnktion eines Punktes oo), die notwendig sind, 
um den Satz auch für unbeschränkte Gebiete aufrechtzuerhalten, 
gehen wir nicht ein. 

§ 3. Unstetige Funktionen. 

Je nachdem die in A definierte Funktion f{x) im Punkte a 
stetig ist oder nicht, wird a ein Stetigkeitspunkt oder Unstetigkeits-
punkt genannt; die Menge der Stetigkeitspunkte heiße G, die der 
Ünstetigkeitspunkte D, also A = C+D. Bisher behandelten wir den 
Fall, daß f{x) in A überall stetig ist ( C = A , B = 0); das andere 
Extrem wäre, daß f{x) überall unstetig ist {G=0, D = A), z. B. die 
D i r i ch l e t sehe Punktion einer reellen Variablen, die an den ratio­
nalen Stellen = 1 und an den irrationalen = 0 ist (S. 267). Da­
zwischen liegen die Fälle, wo sowohl Stetigkeits- als Ünstetigkeits­
punkte auftreten. Wenn die Menge der Stetigkeitspunkte in A dicht 
ist, so heißt die Funktion in A (höchstens) punk twe i se uns te t ig ; 
dazu ist auch der PaU einer in A stetigen Punktion zu rechnen. 

Wenn f{x) in a stetig ist, so gibt es für jede Umgebung Fj 
des Büdpunktes b = f{a) eine Umgebung U^, deren Büd in Fj, hegt, 
oder, wenn wir metrische Räume voraussetzen (wenigstens soU die 
Bildmenge B metrisch sein), so gibt es zu jedem positiven e ein B^, 
für dessen sämtliche ^ Punkte x die Entfernung by<s is t Für 

' Wir sehen wieder A, B als die zugrunde liegenden ßäume an. 
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irgend zwei zu IJ gehörige Punkte ,r, x' ist dann die Entfernung 
der Bilder yy'<2f. und wir können daher die Stetigkeit in a auch 
so formuheren, daß zu jedem s ein LJ existiert, dessen sämtliche 
Punktpaare Bilder mit einer Entfernung < s haben. Bezeichnen 
wir die Menge derjenigen Punkte a von .1, die für ein bestimmtes s 
eine solche Umgebung F^ haben, mit A{{), so ist die Menge C der 
Stetigkeitspunkte der Durchschnitt aller A(«), wenn s alle positiven 
Zahlen durchläuft; da aber offenbar A(6)g.l(«') für «<«' , so genügt 
es, « eine abnehmende, nach Null konvergente Folge durchlaufen 
zu lassen, z. ß . 

C=^{.i[\\ AJJ, A{i),...). 

Nun ist unmittelbar ersichtlich, daß jedes A{s) ein Gebiet (Re­
lativgebiet in A) ist; denn ist a ein Punkt von A(«) und B^ seine 
wie oben bestimmte Umgebung, so ist für einen Punkt x von U^ 
eine Umgebung B. g T'^ angebliar, deren Punktpaare ebenfaUs Bilder 
mit einer Entfernung < s haben, d. h. x ist selber Punkt von A{e) 
oder a ein innerer Punkt von A[s'. Die vorangehende Formel für G, 
nnd die für das Komplement D = A— C, ergeben also den Satz: 

Die Menge der S t e t i g k e i t s p u n k t e e iner in A def inier ten 
Funkt ion ist a n bezug auf den Raum A) Durchschn i t t 
einer Folge von Gebie ten , die Menge der Üns te t igke i t s ­
punkte Summe einer Fo lge abgesch lossener Mengen. 

Also G ist ein 'r^, D ein F^ in unserer gewohnten Bezeichnung; 
wUl man sich, statt auf A, auf einen Raum E^^ A beziehen, so 
ist G eine Menge der Form 'Z{A. Gg), D eine Menge der Form 
2[A,F). 

Für eine p u n k t w e i s e u n s t e t i g e Funktion schließen sich 
hieran die Betrachtungen von Kap. VIH, § 9 am Ende. Danach ist 
in diesem FaU G in A dicht, also D in bezug auf A eine Menge 
erster Ka tegor ie , d. h. die Summe einer Folge von Mengen, die 
in A nirgendsdicht sind. Ist daher A in bezug auf sich selbst von 
zweiter Kategorie, etwa eine Menge von der Form Gg in einem 
voUständigen Räume iz. B. ein Gebiet oder eine abgeschlossene 
Menge im euklidischen Räume), so ist G ebenfalls von zweiter 
Kategorie in bezug auf A; die Mengen der Stetigkeits- und der 
Ünstetigkeitspunkte sind also von ganz verschiedenem Charakter. 
Z. B. kann eine Funktion einer reellen Variablen wohl an den 
rationalen Stellen unstetig, an den irrationalen stetig sein, nicht 
aber umgekehrt; denn die Menge der rationalen Zahlen ist ein F^ 
und von erster Kategorie, die der irrationalen Zahlen ein Gg und 
von zweiter Kategorie in bezug auf die Menge der reellen Zahlen. 
Als Beispiel definiere man etwa, für irrationales x, f{x) = 0; für 
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rationales x = ^ , wo p, 3 teüerfremd und q positiv ist, f[x) = -^. 

Ein anderes Beispiel ist das von R i e m a n n angegebene 
., , ix) , (2x) (3a;) 

/(«) = 1 ^ + "22" + - ^ + • • • > 

wo (a;) der Überschuß von x über die größte ganze Zahl ^ x ist. 

§ 4. Konvergente Folgen Ton Funktionen. 

Es sei eine Folge von Punktionen y^^fjx) gegeben, sämtiich 
in derselben Menge A definiert, während aUe Bildpunkte demselben 
metrischen Räume B^ angehören. Für jedes x sei die Folge der 
Bildpunkte konvergent und 
(1) y = f{x) = Um 2/„ = lim f^{x), 

wodurch eine neue Funktion y = f{x) in A definiert ist. Wir be­
trachten gleichzeitig die Folge der reellen (nichtnegativen) Punktionen, 
nämlich der Entfernungen 

(2) %='Pni^)='yyn, 
die in der ganzen Menge A nach limcp,^{x) = 0 konvergiert 

Hier erhebt sich vor aUem die Frage, ob man aus der Stetig­
keit aUer Punktionen f^{x) auf die Stetigkeit der Limesfunktion f{x) 

schließen darf. Bekannte einfache Beispiele, wie etwa f^{x) = _̂̂ ^̂ .̂j 

für reelles x, wobei /(a:) = 0 für x :^ 0 und f[0) = X, zeigen, daß 
diese Frage zu verneinen ist. Wir werden aber sehen, daß unter 
gewissen Annahmen über A die Funktion f{x) höchstens punktweise 
unstetig ist. 

Wir erinnern zunächst an den Begriff der g le ichmäßigen 
Konvergenz. Auf Grund der Konvergenz von y,,^ nach 0 existiert 
zu jedem positiven e und jedem x eine natürliche Zahl v^ derart, 
daß V < g für w ^ v . Reicht man für alle x mit demselben v =v 
aus, ist also 
(3) y,.^< s für n'^v und alle x, 
und läßt sich für jedes s ein solches v finden, so heißt die Punk­
tionenfolge in A gleichmäßig konvergent. 

Weniger verlangt folgende Bedingung, die wir in Ermanglung 
eines allgemein akzeptierten Namens als u n i f o r m e Konvergenz 
bezeichnen wollen. Die Punktionenfolge ^ heiße in A uniform kon-

' Sie wird hier und im folgenden stets in A konvergent angenommen; 
an sich ist z. B. die Bedingung (4) schon erfüllt, wenn f{x) = fi(x), gleichviel wie 
sich die übrigen Punktionen verhalten. Der obige Sprachgebrauch kollidiert 
übrigens mit dem französischen usw., wo uniform = gleichmäßig ist. 
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vergent, wenn für jedes « wenigstens eine natürliche Zahl ;- derart 
existiert, daß 
+•' >],<& für :üle .(•, 

Es ist erident, daß die gleichmäßige Konvergenz ein spezieller FaU 
der uniformen ist. 

Wir übertragen diese Begriffe von der ganzen Menge A auf 
ihre einzelnen Punkte. Die Punktionenfolge heißt im Punkte a 
gleichmäßig konvergent [oder a ein P u n k t gleichmäßiger Konvergenz), 
wenn für jedes positive s eine Umgebung b\ und eine natürhche 
Zahl »' derart exis t ier t daß 

\o, ?;. < s für n ^ i- und alle x in TJ; 

sie heißt in a uniform konvergent (a ein Punk t uniformer Konvergenz), 
wenn für jedes positive s eine Umgebung E^ und eine na türhche 
Zahl V derart existiert, daß 

(6) ;,_, < £ für alle a; in U^. 

Die Punkte gleichmäßiger Konvergenz sind zugleich Punkte uniformer 
Konvergenz, Aus diesen Definitionen folgt nun genau wie für die 
Menge der Stetigkeitspunkte einer Funkt ion , daß auf den Raum A 
bezogen sowohl die Menge der Punk te gleichmäßiger wie die der 
Punkte uniformer Konvergenz von der Fo rm Gg ist. Bezeichnen wir 
nämhch die Menge der Punk te a, für die bei festem a die Be­
dingung (5) erfüUbar ist, mit A{B), SO ist wie in § 3 

2(A(l),A(i),A(J.),...) 

die Menge der Punkte gleichmäßiger Konvergenz, und wie dort ist 
leicht ersichthch, daß jedes x von TJ^ selbst ein Punkt von A{e), 
a also ein innerer Punkt dieser Menge und A{s) daher ein Gebiet 
ist. Das Gleiche gut von der uniformen Konvergenz. Wir be­
merken also: 

I. Die Menge der P u n k t e g le ichmäßige r und die der 
Punkte un i fo rmer Konvergenz sind D u r c h s c h n i t t e von Ge­
bietsfolgen, die der P u n k t e ung le i chmäß ige r und die der 
Punkte n i ch tun i fo rmer Konvergenz sind Summen von 
Polgen abgesch lossener Mengen. 

Hier wie bei der Trennung von Stetigkeits- und Unstetigkeits-
punkten spaltet sich also A in zwei Boreische Mengen (S. 505): 
A=Gg + F^. Wenn die Punktionenfolge in A gleichmäßig kon­
vergiert, so sind alle Pumkte von A Punkte gleichmäßiger Kon­
vergenz. Das Umgekehrte ist nicht richtig; man darf nicht einmal 
schließen, daß zu einem Punkt a gleichmäßiger Konvergenz eine 

Hausdorff, Mengenlehre. ^^ 
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Umgebung TJ^ gehöre, in der f^{x) gleichmäßig konvergiert, denn 
natürhch kann in der Formel (5) bei abnehmendem e auch die zu­
gehörige Umgebung TJ^ unbegrenzt abnehmen so, daß der Durch­
schnitt aller E^ nur aus dem Punkte a besteht. Das Gleiche gut 
für uniforme Konvergenz. 

Wenn indessen die Menge A in sich kompakt ist und eine 
abzählbare dichte Teilmenge hat, so läßt sich auf Grund des Borel-
schen Satzes behaupten, daß die P u n k t i o n e n f o l g e in A gleich­
mäßig konverg ie r t , falls sie in j e d e m P u n k t e von A gleich­
mäßig konverg ie r t . Denn von den Umgebungen TJ^, die bei 
gegebenem s die Ungleichung (5) erfüllen, schließt eine endliche 
Summe die Menge A ein; wählt man von den zugehörigen endlich 
vielen Zahlen v die größte und bezeichnet sie mit v, so gilt die 
Ungleichung (3), also konvergiert die Punktionenfolge in A gleich­
mäßig. Pur uniforme Konvergenz läßt sich der entsprechende 
Schluß nicht ziehen, sondern nur behaupten, daß (falls jeder Punkt 
von A ein Punkt uniformer Konvergenz ist) die Ungleichung i?̂  < 6 
bei vorgeschriebenem s für alle x durch eine endhche Menge von 
Zahlen v bewirkt wird. 

Nach diesen Vorbereitungen können wir die Präge, ob eine 
Folge stetiger Punktionen nach einer wieder stetigen Funktion kon­
vergiert, durch den folgenden, im Prinzip von C. Arze lä herrührenden 
Satz beantworten: 

n . Sind al le f^{x) in a s t e t ig , so ist f{x) in a s tet ig 
dann und nur dann , wenn a ein P u n k t un i former Kon­
vergenz is t . 

Beweis. Wir setzen wie immer 

ö = A«). y = f{'^), K-m> 2/„=4(*)-
Ist nun a ein Punkt uniformer Konvergenz, so gibt es zu 

vorgeschriebenem s ein v und ein E^ derart, daß, für jedes x in U^, 
% oder yy.„<s, insbesondere auch bb^<^s. Wegen der Stetigkeit 
von f^{x) in a kann man, indem man eventuell E^ verkleinert, an­
nehmen, daß auch b^y^<:s. Aus diesen drei Ungleichungen folgt 
% < 3 6 , wenn x m E^ liegt, also ist f{x) in a stetig. 

Umgekehrt, ist f{x) in a stetig, so bestimme man auf Grund 
der Konvergenz zunächst ein v so, daß l)b^<s, sodann, auf Grund 
der Stetigkeit von f{x) und f^{x), eine Umgebung E^, für deren 
Punkte 62/<« und b^y^<^s. Aus diesen drei Ungleichungen folgt 
yyy<Ss, wenn x in Umhegt, d.h. die uniforme Konvergenz in a. 

Sind die f^{x) in der ganzen Menge A stetig, so ist also die 
Limesfunktion f{x) in den Punkten uniformer Konvergenz und nur 
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in diesen stetig; wir machen auf die Bestätigung des Satzes von 
I 3 durch den gegenwärtigen Satz I aufmerksam, hinsichtlich der 
Form Og ihr die Menge der Stetigkeitspunkte wie für die Menge 
der Punkte uniformer Konvergenz. SpezieUe Fälle des Satzes II, 
die aber nur hinreichende, uicht notwendige Kriterien liefern, sind: 

IH. Sind die /"„(tr") in .1 s te t ig , so ist f{x) ebenfalls in A 
stetig, wenn zu jedem P u n k t a eine Umgebung U gehör t , 
in der die Punk t ionen fo lge uniform (im speziel len gleich­
mäßig' konverg ie r t ; oder wenn die Punkt ionenfo lge in A 
uniform im spez ie l l en gle ichmäßig) konverg ie r t . 

Diese Kriterien, meistens das allerspeziellste der gleichmäßigen 
Konvergenz in der ganzen Menge A, dienen in der Regel zur Pest­
stellung der Stetigkeit einer durch eine konvergente Folge stetiger 
Funktionen definierten Limesfunktion. Anwendungen davon sind 
dem Leser aus den Elementen der Differentialrechnung und Punk-
tionentheorie geläufig. 

Wir nehmen jetzt an, daß die Menge A, in der die Punktionen 
jjp) definiert sind, eine Menge Gg in einem vollständigen Räume E^ 
sei,i also nach Kap. VIII, § 9 am Ende eine Menge zweiter Kate­
gorie m bezug auf sich selbst, d. h. A ist nicht die Summe einer 
Folge von Mengen, die in .1 nirgendsdicht sind. Wir wollen dann 
zeigen, daß, faUs alle /"̂ (a;) in A stetig sind, die Limesfunktion f{x) 
höchstens punktweise unstetig ist, oder daß die Menge der Punkte 
nniformer Konvergenz in A dicht ist Wir zeigen sogar, daß schon 
die Menge der Punkte gleichmäßiger Konvergenz in A dicht ist 

Es sei, bei einem bestimmten positiven E, A^ die Menge der 
Punkte X von A, in denen ?;„ < « für w g v. Es ist Aj g Ag g Ag g ..,, 
und jedes x gehört einmal einer Menge A^ (und aUen folgenden) 
ao, also 

A = S ; A I , Ag, Ag, ...). 

Nach der Voraussetzung ist es ausgeschlossen, daß aUe Mengen A^ 
m A nirgendsdicht seien; es sei also A, nicht in A nirgendsdicht, 
d. h. A^ zu einem von Null verschiedenen Relativgebiet A' von A dicht, 
sodaß in jeder Umgebung E^ eines Punktes a von A' sich Punkte 
von A, befinden. 

Is't a ein Punkt von A', so gibt es wegen der Konvergenz der 
Fnnktionenfolge eine natürliche ZaJtd p^v so, daß bb^<E. Ist 
femer n eine behebige natürhche Zahl g j / , so läßt sich wegen 
der Stetigkeit von fix) und f„{x) eine Umgebung E^ angeben, für 

' Aber die Umgebungen B„, von denen weiterhin die Rede ist, beziehen 
sich wie immer auf A (nicht ü ) als umfassenden Eaum. 

25* 
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deren Punkte b^y^ < « und 5„2/„ < 6. Insbesondere wählen wir für x 

einen in TJ^ liegenden Punkt von A ,̂ dann ist zugleich yy^<E und 
^ < g . Aus diesen fünf Ungleichungen folgt ö6„<5«. 

Vertauschen wir e mit \B, SO läßt sich also zu gegebenem « 
eine natürhche Zahl v und ein nichtverschwindendes Relativgebiet 
A' von A angeben, für dessen sämtliche Punkte bb^<:^s ist, sobald 
n^v. Da auch alle Punkte einer hinlänghch kleinen Umgebung TJ^ 
(nämhch für B„ g A') dieselbe Eigenschaft haben, so ist a ein Punkt 
der Menge A[s), für deren Punkte die Bedingung (5) erfüllbar ist 
Diese Menge ist also jedenfalls, bei beliebigem «, von Null ver­
schieden. 

Wenden wir dasselbe Raisonnement, statt auf A, auf irgend 
ein nichtverschwindendes Relativgebiet von A an, das ja wieder eine 
Menge Gg in B^ ist, so folgt, daß auch dieses mindestens einen 
Punkt von A{s) enthält, d. h. die Menge A{s) ist in A dicht Nach 
Kap. Vni , § 9, v n ist dann auch der Durchschnitt 

3)(A(1), A(i), A(i), . . . ) , 

d. h. die Menge der Punkte gleichmäßiger Konvergenz, immer noch 
in A dicht. Damit ist unser Ziel erreicht und der Satz bewiesen: 

IV. I s t A eine Menge Gg in einem vo l l s t änd igen Räume, 
und konverg ie r t die F o l g e der in A s t e t i gen Funk t ionen 
f^{x) nach f{x), so i s t die Menge der P u n k t e g le ichmäßiger 
Konvergenz in A d ich t . Um so mehr is t a lso die Menge 
der P u n k t e un i fo rmer Konvergenz in A dicht , d, h. die 
P u n k t i o n f{x) höchs t ens punk tweise u n s t e t i g . 

Danach ist eine in A überall unstetige Punktion, z. B. die 
Dir ichletsche P u n k t i o n einer reeUen Variablen, die für ratio­
nales X gleich Eins und für irrationales gleich Null ist, nicht durch 
eine konvergente Folge stetiger Punktionen darstellbar. 

Ohne die Voraussetzung, daß A ein Gg eines vollständigen 
Raumes sei, braucht der Satz nicht zuzutreffen. Es sei z. B. 
A = {aj, öSg, ..,} die Menge der rationalen Zahlen, also kein solches 
Gg (S. 321). Jede beliebige (reeUe) Punktion f{x) läßt sich hier als 
Limes einer Folge stetiger Funktionen darstellen, denn ist f[a^)=l^ 
beliebig vorgeschrieben, so kann man immer eine stetige Funktion 
f^{x), z, B. ein Polynom, wählen, die für a; = aj, Og, ..., â  die Werte 
i j , Jg, ..., &„ annimmt Es ist dann fjaji = b^ für n^p, also 
lim fjaji = bp. Dabei kann f{x) in A überall unstetig gemacht 
werden, z. B. indem man an den dyadisch rationalen Stellen f{x) = 0, 
an den übrigen f{x) = l vorschreibt. 

Für die Darstellbarkeit von f{x) als Limes einer Folge stetiger 
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Funktionen ist nach IV unter der über A gemachten \'oraussetzung) 
notwendig, daß f{x) höchstens punktweise unstetig sei. Daß diese 
Bedingung keinesfalls hinreicht, geht schon aus einer einfachen 
MSchtigkeitsbetrachtung hervor. NN'enn ,1 unendlich und der Raum 
B^gJ sowie der Bildraum E^. dem die Funktionswerte angehören, 
eoklidkch ist. so ist die Menge der in A stetigen Funktionen von 
der Mächtigkeit S des Kontinuums (S. 365); es gibt dann auch nur 
.s'̂ - = s Folgen stetiger Punktionen und N Limesfunktionen kon-
Tei^enter Folgen stetiger Funktionen, Andererseits gibt es aber, 
bei geeignetem A, 2^ > S punktweise unstetige Punktionen. Sei z. B. 
A = E.. B eine nirgendsdichte, abgeschlossene Menge von der 
Mächtigkeit N imd G das komplementäre, dichte Gebiet;^ definieren 
wir dann eine Funktion f[x), die in G Null und in F von Null ver­
schieden ist. so ist f{x) in den Punkten von G stetig, in denen 
von F unstetig .letzteres, weil jeder Punkt von B Häufungspunkt 
von 0 ist. Die Funktion ist also punktweise unstetig, und da ihre 
Werte in B behebig sind, so gibt es 2^ solcher Funktionen. 

Wir können auch die notwendigen Bedingungen dafür, daß f{x) 
Limes stetiger Punktionen sei, leicht verschärfen, Ist B in A ab­
geschlossen, also ebenfaUs von der Form Gg, und beschränkt man 
die Variabilität von x auf B, so darf diese Teüfunktion f{x\P) offenbar 
m P ebenfaUs nur punktweise unstetig sein, und das muß für jede 
solche Menge P gelten. Daß diese Bedingung dann auch hinreichend 
ist, hat — aUerdings unter weniger allgemeinen Voraussetzungen 
als den unserigen — R. B a i r e bewiesen. 

Von Ba i r e stammt auch die nachstehende, den Cantorschen 
Ordnungszahlen folgende Klassifikation der durch Limesbildung ent­
stehenden Funktionen. Denken wir uns ein System 0 von Punk­
tionen y = f{x<, Sämthch in derselben Menge A definiert, während 
y Punkt eines Raumes B ist. Dies System sei in dem Sinne ab­
geschlossen, daß der ^Limes f{x) = hm f^{x) emer konvergenten 
Folge von Funktionen des Systems wieder dem System angehört, 
nnd zwar sei 0 das k l e i n s t e abgeschlossene System über dem 
System 0, der stetigen Punktionen. (Es gibt abgeschlossene Systeme, 
z. B. das aUer Punktionen, und der Durchschnitt aller abgeschlos­
senen Systeme 2 0, ist das System 0.) Dieses System ist nun, 
m derselben Art wie ein (Ö-^-System von Mengen (S. 305), folgender­
maßen durch tiransfinite Induktion aufzubauen: 0^ bestehe aus den 
Limesfunktionen von Polgen stetiger Punktionen, 0^ aus den Lhnes-
fanktionen von Punktionen des Systems 0^ usw.; allgemein bestehe, 

^ Z. B. A die Menge der reellen Zahlen und F die Menge der Zahlen, 
deren triadißche Entwicklung nur NuUen und Zweien aufweist (vgl. S. 254). 
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für 0< i?<a3 j , 0 aus den Limesfünktionen konvergenter Polgen 
von Punktionen des Systems ScP (|<7;). Dann ist 0 = ^0 

wobei indessen nicht ausgeschlossen ist, daß der Prozeß schon an 
einer früheren Stelle abbricht und, für ein bestimmtes y, bereits 
0 —(p=... = 0 is t Man bemerke übrigens, daß unter den­
selben Annahmen wie vorhin das System 0 nur von der Mächtig­
keit des Kontinuums ist, also nur einen winzigen Bruchteil von der 
Menge! aller unstetigen Punktionen umfaßt 

Z. B. gehört die Ableitung einer differenzierbaren Punktion f{x) 

zum System 0^, denn f'{x) = hm n f{<^ + i]-m ist Limes stetiger 

Punktionen. Die D i r i c h l e t s c h e Punktion gehört zum System 
a>g - a>j (S. 267). 

Die Baireschen P u n k t i o n e n , wie wir die Punktionen des 
Systems 0 nennen wollen, haben, falls A wieder eine Menge Gg in 
einem vollständigen Räume ist, die gemeinsame Eigenschaft^: für 
jede existiert eine in A dichte Menge B der Form Gg derart, daß 
die auf B beschränkte Teilfunktion f{x\P) stetig ist. Da dies für 
die stetigen Punktionen offenbar zutrifit (mit P = A), so brauchen 
wir nur zu zeigen, daß die genannte Eigenschaft bei Limesbildung 
erhalten bleibt Ist f{x) = limf^{x) und /Jj(a;|BJ stetig, wo B^ von der 
Form Gg und in A dicht ist, so ist der Durchschnitt B = 2)(Bj, Bg,...) 
ebenfalls ein Gg und in A dicht (S. 326). Ferner sind alle Punktionen 
f„{x\D) stetig, also f{x\D) höchstens punktweise unstetig, und die 
Menge B der Stetigkeitspunkte dieser Punktion ist ein in D dichtes Gg. 
Da, P in D, D in A dicht ist, so ist auch B in A dicht und f{x\P) 
stetig. — Z. B. ist die Dir ichletsche, überaU unstetige Punktion 
hei Beschränkung auf die irrationalen Stellen, die ja eine dichte 
Menge Gg bilden, konstant = 0, also stetig. 

§ 5. Funktionenklassen. 

Die Betrachtungen über konvergente Polgen lassen sich, zu­
nächst für ree l l e P u n k t i o n e n , unmittelbar mit denen in Kap. I, 
§ 11 in Verbindung bringen. Wir nannten dort eine in A definierte 
reelle Punktion f{x) von der Klasse {31, N), wenn, für jedes reelle u, 
die Menge der Punkte x, wo f{x) > u, eine Menge 31, und die Menge 
der Punkte x, wo f{x)^u, eine Menge N ist; dabei dachten wir 
uns 31 und N gewisse Mengensysteme durchlaufend. Unter der auch 
im folgenden festzuhaltenden Annahme, daß die 31 e inen «r-Ring, 

' Weitere Eigenschaften ähnliehen Charakters beruhen auf der Lebesgue­
schen Maßtheorie (Kap. X, § 4). 
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die V eineu J -Ring b i lden und daß sie Komplemente von 
einander sind (.1 — Jf ist ein V, A — A ein .1/), hatten wir ge­
funden, daß der Limes einer konvergenten Folge von Punktionen 
der Klasse (.1/, V seinerseits von der Klasse (A',, MJ ist Da die 
Mengen A,. 3Ig die über 31, X gemachten ^'oraussetzuugen ebenfaUs 
erfüUen, so ist der Limes einer konvergenten Folge von Funktionen 
der Klasse {X^, JLQ eine Funktion der Klasse i31g^, X^g) usw. Nun 
sind nach dem S:aze § 1, III die stetigen Funktionen von der 
Kiasse [G, F), wo IJT ein Gebiet, Beine abgeschlossene Menge (beides 
bezogen auf den Raum A) bedeutet; denn in der Menge B der 
reeUen Zahlen j{x] ist die Menge B' derer, die yu sind, ein Relativ­
gebiet, also ihr Urbild .1', d, h, die Menge der Punkte x von A, 
TD f{x)yu, ein Relativgebiet in A, und das Entsprechende gilt 
bezüghch der Ungleichung f{x)^u. Die Mengen G, F erfüllen die 
obigen Voraussetzungen über 31, X; demnach ist eine Limesfunktion 
stetiger Punktionen, d. h. eine Bairesche Funktion des Systems (Pj, 
von der Klasse (B^, GJ. eine Funktion des Systems 0^ von der 
Klasse {Gg^, F^J und so fort: den Baireschen Funktionen ent­
sprechen die Boreischen Mengen. Es wäi-e von Interesse, zu unter­
suchen, ob diese Kriterien umkehrbar sind (daß eine Funktion der 
Klasse {G, F) stetig is t werden wir sogleich sehen). 

Wir formen den Klassenbegriff etwas um, so daß er sich in 
dieser neuen Gestalt auf beliebige Funktionen übertragen läßt. Eine 
reeUe Punktion ist dann und nur dann von der Klasse {31, N), wenn 
jedem Relativgebiet der Bildmenge ß eine Menge 31, jeder in B ab­
geschlossenen Menge eine Menge N als Urbild entspricht Denn 
wenn f{x) von der Klasse '31, Xj ist, so ist die Menge der x, wo 

fixj y u, f{x) < r, M < f{x) < V, 
resp. em 31, ein A-X=31, ein 2)(J/, 31) = 31; und da jedes lineare 
Gebiet die Summe von offenen Strecken, eventuell Halbgeraden, in 
höchstens abzählbarer Menge ist, so ist das Urbild jedes Relativ­
gebietes von B eine Menge 31 oder 31^ = 31; das Urbild jeder in B 
abgeschlossenen Menge eine Menge A — 31=X. Damit ist die Be­
hauptung bewiesen; insbesondere folgt nach § 1, HI , daß eine 
Funktion der Klasse {G, F) stetig ist 

Demgemäß nennen wir eine behebige Punktion y = f{x) von der 
Klasse (if, JV), wenn jedem Relativgebiet der Büdmenge B eine 
Menge if, jeder in B abgeschlossenen Menge eine Menge N als 
Urbüd entspricht Die Punktionen der Klasse {G, F) sind die stetigen 
Funktionen. Um das dem früheren analoge Resultat über den 
Limes einer konvergenten Folge abzuleiten, nehmen wir an, daß 
aUe Pnnktionswerte oder Büdpunkte einem me t r i s chen Raum E^ 
mit (höchstens) a b z ä h l b a r e r d i ch te r Tei lmenge angehören. 
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Ist a ein fester, x ein variabler Punkt von A, f{x) eine Punktion 
der Klasse {31, N), so ist die als Punktion von x betrachtete Ent­
fernung der Büdpunkte cp{x) = by offenbar von derselben Klasse; 
denn die Ungleichung cp{x)yu definiert in B ein Relativgebiet, also 
in A eine Menge Jf (analog für (p{x)^u). Umgekehrt aber: wenn 
die Punktion cp{x) stets, für jeden Punkt a, von der Klasse {31, N) 
ist, so ist auch f{x) von dieser Klasse; denn da die Ungleichung 
cp{x)<u mit positivem u in A eine Menge 31, in B eine Umgebung Fj 
definiert, so hat jedes F^ ein Urbild 31, jedes Relativgebiet von B, 
als Summe höchstens abzählbar vieler Umgebungen, ein Urbild M 
oder 31^ = 31. Für den Limes f{x) = lim fjx) einer konvergenten 
Folge von Punktionen der Klasse {31, N) folgt demgemäß, wenn man 
die zugehörigen Punktionen 

cp{x) = by, (p„{x) = b^y„, cp{x) = lim cp,^{x) 

betrachtet, daß f{x) von der Klasse {N^, 3IJ ist; die Baireschen 
Punktionen sind also auch hier von den Klassen {G, F), (B ,̂ GJj, 

Wir fügen noch folgende Betrachtung hinzu (das Analogen 
derjenigen über die Summe zweier Punktionen, S. 29). Sind 
yi — fi{^)f 2/2 = /'2(*) 2wei Punktionen der Klasse {31, N), so ist auch 
die als Punktion von x betrachtete Entfernung der Büdpunkte 
cp{x) = y.^y^ von dieser Klasse, wieder vorausgesetzt, daß die Bild­
mengen BJ, Bg einem metrischen Räume mit höchstens abzählbarer 
dichter Teilmenge angehören, oder daß sie höchstens abzählbare 
dichte Teilmengen Cj, Cg haben. Wenn nämlich die Ungleichung 
2/i2/2>^ besteht, so läßt sich eine natürliche Zahl n und zwei 
Punkte Cj, Cg aus G^, Bg so bestimmen, daß 

% 2 / i < ^ ' <^2y2<-^^ « i ' ' 2 > « + ^ ; 

zu diesem Zwecke wähle man zuerst —<2/i2/g —M, dann Cj und Cg 

in Abständen < — von ?/j und y^, und dann ist 

CiCg ^ 2/i 2/2 - Ci2/j - Cg2/2 > M -f 
n n n 

Umgekehrt ziehen die drei obigen Ungleichungen die Ungleichung 
y.^y^yu nach sich. Die Menge der Punkte x, wo cp{x)yu, wird 
also so gefunden: für irgend einen Komplex Cj, Cg, n nehme man 

die Menge der Punkte x, wo gleichzeitig Ci2/j<—? c^y2'^—! ^^^ 

ist, da diese Ungleichungen Relativgebiete in Bj, Bg definieren, der 
Durchschnitt zweier Mengen 31 oder selbst ein 31; sodann bilde 
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man die Summe über alle Komplexe der Eigenschaft Oj«., > M-|--" , 

d;is gibt höchstens abzählbar viele Summanden und demnach eine 
Menge M, = 31. In derselben Weise zeigt man, daß der Ungleichung 
n-(j < M eine Menge M, also der Ungleielnmg cf{.r)'^u eine Menge 
j [_ j /= .Y entspricht: 7̂  ,.n ist von der Klasse ;.¥, N). 

Sind speziell die Funktionen /",/s/"^(x) stetig, so ist weder das 
vorstehende Raisonnement noch die Voraussetzung (der höchstens 
abzahlbaren dichten Teilmenge) über B,̂  nötig, um die Stetigkeit 
von grtj) zu beweisen. Zu jedem Punkte a und jedem £ > 0 gibt 
es eine Fmgebung F_, für deren Punkte 6jt/j<£, b^y^<Ca, also 
{yĵ j —(jf,, < 2 £ ; cf{je) ist in a stetig. 

Wir fügen noch einige Betrachtungen über reel le Funk t ionen 
hinzu. Wenn die Menge der Stellen f{x) > u stets ein 31 ist so ist 
die Menge der Stellen fi.r) ^ u jedenfalls ein 3Ig (als Durchschnitt 
der Mengen f[x)y u — l, u — \ , u — l, ...): also in leicht verständ­
licher Schreibweise; eine Funktion der Klasse (-V, *) ist von der 
Klasse {31, M^, ebenso eme Funktion der Klasse {*,N) von der 
Klasse (A .̂ Ai. Büden die Funktionen f^ix), fJ,J, ... von der Klasse 
AI, *) für jedes x eine nach oben beschränkte Zahlenfolge mit der 
oberen Schranke /"(.r). so ist auch fix) von der Klasse {31, *); denn 
die Menge/"(i)> w ist die Summe der Mengen/•,(a;)>?(,/^g(a;)> «, .... 
Dies gut für behebig (auch unabzählbar) riele Punktionen, faUs die 
Summe behebig vieler Jf wieder ein 31 ist. insbesondere für Gebiete; 
die obere Schranke be l ieb ig vieler P u n k t i o n e n der Klasse 
;<?,*) ist wieder von der Klasse {G,*), die un te re Schranke 
von Funk t ionen der Klasse (*,B) wieder von der Klasse (*,B). 

Die Stetigkeitsforderung für den Punkt a besagte, daß zu jedem 
positiven s eine Umgebung U^ existiert, in der 

-e<f{x)-f{a)<t. 
Die Funktionen, die nur die eine dieser beiden Ungleichungen er-
foUen, werden nach R. B a i r e h a l b s t e t i g genannt, und zwar heißt 
f[x) an der Stelle a u n t e r h a l b s te t ig , wenn für jedes positive £ 

imd geeignetes TJ 
f{x) y f{a) - e; 

oberhalb s t e t ig , wenn in demselben Sinne 

f{^) < f («) + «• 
Die in A u n t e r h a l b s t e t igen P u n k t i o n e n sind mit den 
Funkt ionen der Klasse {G, *), die oberha lb s te t igen mit 
denen der K las se (*, F) ident i sch . Ist nämhch fjx) unterhalb 
stetig und f{a)yu, so ist auch noch in einer gewissen Umgebung U^ 
f{x)yu, also a innerer Punkt der Menge f{x)yu und diese Menge 
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ein (3-ebiet (wie immer auf den Raum A bezogen). Wenn umgekehrt 
f{x) von der Klasse (ff, *) ist, so ist die Menge der x, wo f{x) > f{a) - e, 
ein Gebiet, dem der Punkt a und also eine gewisse Umgebung U^ 
angehört. Das Entsprechende gilt für oberhalb stetige Punktionen. 
Danach ist die obere Schranke von unterhalb stetigen Punktionen 
wieder unterhalb stetig, die untere Schranke von oberhalb stetigen 
Funktionen wieder oberhalb stetig. 

Das Verhalten einer Punktion f{x) m der Nachbarschaft der 
Stehe a gibt noch zu folgenden Bestimmungen Anlaß. Nennen wir v 
eine reeUe Zahl, die aUe Werte fiß;) einer geeigneten Umgebung U^ 
übertrifft, u eine Zahl, die das nicht t u t Zahlen u gibt es jeden­
faUs, z. B. f{a); wenn es auch Zahlen v gibt, d. h. wenn f{x) in einer 
Umgebung TJ^ nach oben beschränkt ist, so ist u<.v und dieser 
Schnitt in der Zahlenmenge bestimmt eine Zahl (p{a)^f{a), die wir 
die o b e r e Grenze von f{x) im Punkte a nennen wollen.^ Für 
jedes positive £ ist also ein TJ^ angebbar, in dem 

f{x) < cp{a) + «, 

während andererseits in jedem TJ^ Punkte mit 
f{x) ycp{a)-e 

vorhanden sind. Entsprechend ist die u n t e r e - G r e n z e ip{a)^f{a) 
von f{x) im Punkte a zu erklären, faUs f{x) in einer Umgebung 
von a nach unten beschränkt ist. 

Ist f{x) in a oberhalb stetig, so ist cp{a) = f{a) und vice versa; 
die Differenz cp{a) — ip{a), die man die Schwankung der Punktion 
im Punkte a nennt, ist Null oder positiv, je nachdem a ein Stetig­
keits- oder Unstetigkeitspunkt von f{x) ist. 

Nehmen wir an, daß cp{x) überall in A existiert, so ist dies 
eine oberhalb stetige Punktion. Denn in einem geeigneten U^ ist 

f{x)< cp{a)+ e; 

ist ferner Û  g U^, so gibt es in E^ einen Punkt y mit 

f<&] > fi^) - «) 
und da f{y)<,cp{a) + a, so folgt 

cp{x)<_ cp{a)+ 2 a. 

Überdies ist cp{x) die k le ins te oberhalb stetige Punktion '^f{x); 
denn soll f'{x) ^ f{x) oberhalb stetig sein, so ist cp'{x) ^ cp{x), d. h. 
f'{x)^cp{x). Man kann auf diesem Wege auch zur Definition von 

' Wenn keine Zahlen v existieren, wird (p{a) nicht definiert oder allen­
falls qo(o)= -1- CO gesetzt. (f{a) ist nicht mit dem unter Ausschluß der Stelle a 
erklärten lim sup f{x) identisch (vgl. unten). 
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q^x) gelangen; denn weuii überhaupt oberhalb stetige Punktionen 
g-;.r'̂  existieren, so ist deren untere Schranke wieder oberhalb 
stetig und also die kleinste oberhalb stetige Funktion ^/"(a;). 

Ebenso ist wy die größte unterhalb stetige Punktion ^f{x). 
Die Differenz (f'.i-' — imx) ist oberhalb stetig, also von der Klasse 
B,, B : die Menge der Stellen gn-n-i,"(,r)>0, d. h. der Unstetig-
keitepunkte von f\x). ist also ein F^, die der Stetigkeitspunkte ein Gg, 
wie wir schon wissen. 

Dieselben Betrachtungen lassen sich auch für einen Punkt a 
ansteUen, der gar iiieht dem Argument A der Funktion f{x) angehört, 
wohl aber Häufungspunkt von A in einem Räume E^'3,A ist. Die 
Zahlen cfia). ii'{a) werden hier als 

hm sup/"(x), hm inf/(a;) 

bezeichnet, im Falle ier Gleichheit als limf{x), oder, um keinen 
x=:a 

Zweifel zu lassen: 
Es sei F^ der Durchschnitt einer Umgebung von a (im Räume EJ 

mit der Menge A; U, g A enthält unendlich viele Punkte x, die 
sämthch von a verschieden sind, v sei eine reelle Zahl, die alle 
Werte fix einer geeigneten Menge TJ^ übertrifft, u eine Zahl, 
die das nicht tu t Wenn es sowohl Zahlen v als auch Zahlen u gibt,^ 
so ist «*<» und der Schnitt bestimmt definitionsgemäß die Zahl 
limsup/Tjr). 
XBa 

Endhch kann man, wenn a der Menge A angehört und zugleich 
Häufungspunkt ist. einerseits mit E inschluß von a die Zahlen 
qo(a), i/;(a), andererseits mit Ausschluß von a, also für die Teü­
funktion fix A — \a\), die Zahlen lim sup/"(a;), hm inf/"(a;) in Betracht 

x=a x=a 

ziehen, wobei offenbar 
ff,a) = max f{a), hm sup f{x), 

w'a)= min f{d), lim inif{x). 
Die Punktion ist in a oberhalb stetig für f{a) ^ lim su^f{x), unter­
halb stetig für fia,^liminifix), stetig für f{a) = limf{x). 

Wh- woUen noch die Klasse der Able i tungen einer im ab­
geschlossenen Intervall (a, b) stetigen Punktion f{x) bestimmen; wir 
denken uns die Punktion hnks von a mit f{x) = f{a), rechts von b 
mit f{x) = f{b) fortgesetzt und lassen x aUe reeUen Zahlen durch­
laufen. Wenn fix) differenzierbar ist, so hatten wir schon gesehen 

' Hier ist auch die Existenz von Zahlen u nicht sicher. Wenn es kein v 
resp. kein u gibt, pflegt man lim sup fix) = -f co resp. - '-c zu setzen. 
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(S. 390), daß f'{x) als Limes stetiger Punktionen von der Klasse 
(B , GJ) ist. Bezeichnen wir die Differenzenquotienten mit 

und verstehen unter h eine pos i t ive Variable, so werden die Zahlen 
lim sup f{x,x + h), lim inf f{x,x + h), 
Ä=0 7i=0 

falls sie existieren, als obere und u n t e r e r ech te Able i tung von 
f{x) an der Stelle x bezeichnet, ebenso die Zahlen 

limsuT^f{x,x — h), liminif{x,x — h) 
h=0 7i=0 

als obere und u n t e r e l inke Ab le i t ung . Stimmen die beiden 
rechten (hnken) Ableitungen überein, so nennt man ihren gemein­
samen Wert die rechte (linke) Ableitung; stimmen aUe vier überein, 
so erhält man die Ableitung schlechthin. 

Betrachten wir etwa die obere rechte Ableitung 
g{x) = lim sup f{x, x + h); 

wir nehmen an, daß sie überall existiert. Bei festem x ist also, 
für ein hinlänglich kleines (von a; abhängiges) k, f{x,x + h) für h<k 
nach oben beschränkt; da aber f{x) beschränkt, \f{x)\'^p ist, so ist 

auch für h^k \f{x, x + h)\^ —^ beschränkt, also f{x, x + h) bei 

festem x für aUe h nach oben beschränkt. Sei hiernach k konstant, 
F{x,k) die obere Schranke von f{x,x + h) für h<k, also, da bei 
festem h f{x,x + h) stetige Punktion von x ist, F[x,k) eine unter­
halb stetige Punktion von x, von der Klasse (ff, ff^), Schheßlich 
ist, wie leicht zu sehen, g{x) die untere Schranke aller F{x, k) für 
kyO oder, da diese Funktion mit k monoton abnimmt, 

g{x) = limB(a;,— 

von der Klasse {Gg^, Gg). 
Die beiden oberen Ableitungen sind also von der Klasse (ff̂ ,̂ ff^), 

die beiden unteren von der Klasse {F^, F^J). Wenn eine rechte 
(linke) oder eine einzige Ableitung existiert, so ist sie von der Klasse 
(B^, ff^). Dies gilt zunächst absolut, bezogen auf die Menge aUer 
reeUen Zahlen, und dann natürhch relativ, bezogen auf das Inter­
vall {a, b). 

% 6. Die Konvergenzpnnkte einer Funktionenfolge. 

Wenn die Folge der Punktionen fJx) in A nicht überaU kon­
vergiert, so sei G die Menge der Punkte, wo sie konvergiert, D die 
Menge derer, wo sie nicht konvergiert, also A = C ' - f B . Über diese 
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Mengen läßt sich im allgemeinen natürhch nichts behaupten, da 
man ja jedem Punkt x eine behebige Puuktfolgo f^{x) zuordnen 
kann. \\'enn indessen die Punktionen /),(a:) stetige oder Bairesche 
Funktionen sind, so ist schon aus Mächtigkeitsgründen eine spezielle 
Beschafl'enheit der Mengen C, D vorauszusagen. 

Für eine Folge r ee l l e r Funktionen von der Klasse {31, N) 
wissen wir aus Kap. I . § 11, unter Festhaltung der bekannten Vor­
aussetzungen über die Mengen 31 und X, daß C ein N^g und D ein 
J/j^ ist. F ü r eine Folge ree l l e r , in A s t e t ige r F u n k t i o n e n 
bilden also die Konve rgenzpnnk t e eine Menge F^g, die 
übrigen eine Menge ff^^, bezogen auf den Raum A. 

Die nahehegende Frage, ob sich nicht dieses Resultat noch 
vereinfachen läßt, ist zu verneinen, wie folgende Beispiele von 
Funktionen einer reeUen Variablen lehren. 

(a) Die Folge 
yj = sin2.T.r. y, = sinAnx, y^=sin87ix, .... ?/,,= sin2"7!;a;, . , . 

konvergiert für aUe dyadisch rationalen Zahlen x, indem dann von 
einem gewissen Index ab 2/„= 0 wird. \Mr zeigen, daß sie für kein 
anderes x konvergiert. N '̂egen 

yn+i'= 4y,/(l - y^% 2/„̂ g = 2y„^,(1 - 2^//) 

muß im Falle der Elsistenz von y = lim y^ 
Si/-4y' = 0, y-4y^ = Q, 

also y = 0 sein. Ist nun x nicht dyadisch rational, so kommt in 
seiner dyadischen Entwicklung 

a; — «0 + 'Y~ '^ 2- "*" 2' • ! • • • • 

jede der beiden Ziffern 0, 1 unendhch oft vor; also ist, für un­
endhch viele n, gleichzeitig a;̂ +i = 0 und a;̂ +g = l , demnach 

9.^ = ^ + 1 + - V.- + ^ + ...=k+&, 

WO k eine ganze Zahl und i < <9- < J- ist. Daraus folgt 

sin2"3a; = (—l)*sinjti9-, : «/̂  = sin w.9-> - ^ , 

und da diese Ungleichung unendhch oft erfüllt ist, so konvergiert 
2/„ nicht nach 0, also überhaupt nicht 

Hier ist also G, die Menge der KonvergenzsteUen, die Menge 
der dyadisch rationalen Zahlen, d, h. eine abzählbare insichdichte 
Menge, folghch keine Menge Gg, und D ist kein F^. 

{ß) Mit Benutzung des vorigen Beispiels sei 

z„={-l)-:{l + y,'+y,'+...+yn')-
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Ist X dyadisch rational, so wird für einen gewissen Index 

«̂„ = —^«+1 =^n+2 = ~^»+3 = "- + 0, 

die Folge konvergiert nicht. Ist x nicht dyadisch rational, so folgt 
aus dem unendlich häufigen Bestehen von yJJ'y\, daß limÄ;̂  = 0. 
Hier haben also G und D gegen vorhin die Rollen getauscht; G ist 
kein F^ und D kein ff^. 

Die Menge der KonvergenzsteUen braucht also keine Menge F^ 
oder Gg zu sein (natürlich erst recht keine abgeschlossene Menge F 
und kein Gebiet ff), und die Tatsache, daß sie stets ein F^g ist, 
dürfte sich kaum vereinfachen lassen. 

Für die Polgen von reellen B a i r e sehen Funktionen des 
Systems CPj ist die Konvergenzmenge ein Gg^g usw. 

Um auch diese Ergebnisse von reellen Punktionen auf allge­
meine zu übertragen, nehmen wir zunächst an, daß die Büdpunkte 
y^ = fJoo) einem vol l s tändigen Räume B angehören. Unter dieser 
Vorauksetzung erhalten wir folgende Darstellung der Konvergenz­
menge G. Es sei cp^r,{x) = y^y^; ferner, für positives £, A„„(6) die 
Menge derjenigen Punkte x, wo cp^,^{x)^s ist;i sodann 

A„.(£) = S)A„„(8) für n = m + l, m + 2, ... 
n 

und 
A(£) = @ ( A j ( £ ) , Ag(£), . . . ) . 

Dann ist 
B=S(A(1), A(i), A(i), ...). 

Dies ist nämlich in Formeln das Cauchysche Konvergenzkrite­
rium, wonach die Folge y^ dann und nur dann konvergiert, wenn 
für jedes a eine natürhche Zahl m angebbar ist derart, daß y^y^^a 
iür nym (vgh S. 314); oder wenn für jedes £ der Punkt x zu einer 
Menge A,„(£), also zu A(6) gehört. Demgemäß ist C der Durch­
schnitt aUer A{a); da A(£)gA(£') für s<£ ' , so braucht wieder wie 
in früheren Fähen £ nicht aUe positiven Zahlen, sondern nur eine 
nach Null konvergente Folge zu durchlaufen. 

Sind nun die Funktionen f^{x) zunächst stetig, so ist (nach 
S. 393) jedes cp^,^{x) stetig; dann ist A„„(£) ein F, AJa) ein Fg = F, 
A{s) ein B^ und G ein F^g. Der Satz, daß für eine Folge in A 
stetiger Punktionen die Konvergenzpnnkte ein F^g, die übrigen ein 
Gg^ büden, gilt also auch, wenn die Punktionswerte einem voU­
ständigen Räume angehören. 

Hätten wir bei der Definition von A^^{a) die Ungleichung 
Vmni'^X^ Statt ^ £ zugrunde gelegt, so hätte sich diese Menge 

' Das Grleichheitszeichen nicht auszusehließen bringt hier eine Verein­
fachung mit sich, wie wir sofort sehen werden. 
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.•»is G, A^is" als Og, x[{s) als (r̂ ^ und O als Gg^g ergeben: ein 
weniger präzises Resultat als das obige. 

Sind die Punktionen f^J.n von der Klasse (.V, N) und gehören 
üire Werte einem vollständigen Raum mit höchstens abzählbarer 
dichter Teümenge an, so folgt wiederam nach S. 392, daß die 
Funktionen gr„„(a;) von der Klasse (.¥, X) sind; dann ist A,„„(£) 
ein A, Ajs) ein Xg = X, A[f' ein X^ und G ein A,, ; die Konvergenz­
pnnkte bilden eine Menge A,^,, die übrigen eine Menge Mg^, genau 
wie bei reeUen Punktionen, 

Zehntes KapiteL 

Inhalte von Punktmengen. 

§ 1. Das Problem der Inhaltsbestimmung. 

Schon in der Elementargeometrie und sodann in der Integral­
rechnung wird gewissen Punktmengen A des euklidischen Raumes B, 
ein V o l u m e n f^iA] zugeschrieben, gewissen eine F l ä c h e /g(A), 
gewissen eine L ä n g e /"j(^l). Mengen mit nichtverschwindendem 
Volumen beißen Körpe r und haben keine (oder, wenn man will, 
„unendhch große") Fläche und keine Länge; Mengen mit nichtver­
schwindender Fläche heißen F l ä c h e n und haben keine Länge, 
wohl aber verschwindendes Volumen; Mengen mit nichtverschwin­
dender Länge heißen L in i en oder Kurven und haben verschwindende 
Fläche nnd verschwindendes Volumen. Dies aUes scheint bei Mengen 
elementaren Charakters sehr klar zu sein; aber schon eine Menge 
wie die der rationalen Punkte eines Würfels setzt uns in Verlegen­
heit, da sie weder mit Körpern noch Flächen noch Linien große 
Ähnlichkeit hat. Die Mengenlehre wird also den Versuch machen 
müssen, ob nnd in welchem Umfange man einer beliebigen Menge A 
solche Maßzahlen /•j(A), fg(A), /̂ (A) zuordnen kann, die für gewöhn-
hche Punktmengen die gewöhnhche Bedeutung haben. Fügen wir 
noch f^{A) = f^{A) = ... = 0 hinzu und verallgemeinern das Problem 
in ersichthcher Weise, so wird man für eine Punktmenge A^ im 
«-dimensionalen Räume ihren w-d imens iona l en I n h a l t /„.(AJ 
wenigstens von einem gewissen Index m ab zu definieren suchen, 
unter Zulassung oder Erwartung des Verschwindens von jT^^j, faUs 
f, definiert ist. Die wichtigsten und für die übrigen grundlegenden 
dieser Inhalte sind die w-dimensionalen Inhalte f^{AJ von Mengen 
des w-dimensionalen Raumes, also die Längen hnearer, die Flächen 
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ebener, die Volumina räumlicher Punktmengen usw.; wir werden 
sie ansschheßlich in Betiacht ziehen und schlechthin als Inhalte f{A) 
bezeichnen. 

Die fundamentale Wichtigkeit des Inhaltsbegriffs beruht vor 
allem auf seinem Zusammenhang mit dem In tegra lbegr i f f (§ 5): 
das Integral einer positiven Funktion wird einfach als Inhalt einer 
gewissen Punktmenge def inier t . 

Die Theorie des Inhalts hat sich in zwei Stufen entwickelt, 
die man am besten durch zwei Gesetze für addi t ives Verhalten 
charakterisiert Der Inhaltsbegriff der älteren Stufe, auf Ansätzen 
von G. Cantor und H. Hanke l beruhend und von G. Peano und 
C. J o r d a n vervoUständigt, erfüllt die Gleichung 

f{A + B) = f{A) + f{B) 
für zwei (oder endhch viele) paarweise fremde Mengen; der Inhalts­
begriff der neueren Stufe, den wir E. Bore l nnd H. Lebesgue 
verdanken, erfüUt die Gleichung 

f{A + B+G+..J = f{A) + f{B) + f{G) + ... 
für eine endliche oder abzählbare Menge von Summanden. Der 
älteren Stufe entspricht der R i e n i a n n s c h e , der neueren der 
Lebesguesche Integralbegriff. Der Übergang vom Endlichen zum 
Abzählbaren in der neueren Inhalts- und Integraltheorie darf als 
einer der größten Fortschritte der Mathematik bezeichnet werden, 
aus dem sehr einfachen Grunde, weil Fo lgen (von Zahlen, Punk­
tionen, Punkten, Mengen) eben das Fundament der Analysis sind: 
jenes verschärfte Summengesetz macht den Inhaltsbegriff ohne 
weiteres von Mengenfolgen auf deren Summe und Durchschnitt, 
entsprechend den Integralbegriff von Punktionenfolgen auf deren 
Limes übertragbar. 

Wir werden den Inhaltsbegriff kons t ruk t iv behandeln, d. h. 
durch eine bestimmte Vorschrift die Zahlen f{A) definieren und ihre 
Eigenschaften entwickeln. In der Wahl dieser Vorschrift läßt man 
sich natürlich durch gewisse Forderungen leiten, die an den Inhalt 
gesteht werden. Eine nur auf solchen Forderungen beruhende 
ax iomat i sche Behandlungsweise ist von H. Lebesgue versucht 
worden, aber nicht zum Abschluß gekommen. Man wird jedenfaUs 
das endhche, womöglich auch das abzählbare Summengesetz postu­
lieren und überdies verlangen, daß kongruen te^ Mengen gleichen 
Inhalt haben; um endlich einen allen Inhalten gemeinsamen Pro­
portion ahtätsfaktor zu bestimmen und insbesondere das Verschwinden 

' Dieser Begriff ist hier elementargeometrisch zu verstehen; es handelt 
sich um Mengen, die umkehrbar eindeutig und entfernungstreu aufeinander 
bezogen werden können. 
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.*üler Inhalte auszuschließen, wird man die Volumoneinheit fixieren 
d, h. einem n-dimensionalen N\ürfel mit der Seitenlange 1 den In­
halt 1 vorschreiben. Uauaeh formuhert Lebesgue das Problem 
dahin, jeder ^beschränkten' Menge .1 des Raumes E^ als Inhalt eine 
Zahl f{A ^0 unter folgenden Bedingungen zuzuordnen: 

[K] Kongruente Mengen haben denselben Inhalt 
[ß' Der Einheitswttrfel hat den Inhalt 1. 
-] Es ist f{A + B) = f{.L) + f{B: 
(cT). Es ist f A+^B+C+ ...)==: f{A) + f{B)+f{C)+... für eine 

beschränkte Summe von abzählbar vielen Mengen. 
Dieses P rob lem (unter Festhaltung des abzählbaren Summen­

axioms {3) nnd in Ausdehnung auf alle beschränkten Mengen) is t 
aber unlösbar , und zwar bereits für die linearen, um so mehr 
für die n-dimensionalen Mengen.^ Wir führen den Beweis so, daß 
wir die Einheitsstrecke A (0 ^ a; < 1), die den Inhalt f{A) = 1 haben 
soU. in abzählbar riele kongruente (genauer: zerlegungsgleiche) Sum­
manden spalten, die also gleichen Inhalt haben müßten und damit 
das Axiom ß umstoßen. Lassen wir zvmächst x aUe reellen Zahlen 
durchlaufen und ordnen zwei Zahlen mit ganzzahliger Differenz 
denselben Punkt von A zu: geometrisch gesprochen, wir wickeln 
die gerade Linie, in der A liegt, auf eine Kreisperipherie vom 

1 . . 
Radius -- , die hierdurch umkehrbar eindeutig auf ,1 bezogen wird. 

Zwei Menge;, der Form 
A = ',x,y, X. ...}, A^={x + a,y + u,z + a, ...\ 

sind auf dem Kreise unmittelbar kongruent, da Aj aus A^ durch 
Verschiebung um den Bogen a entsteht. Auf der Einheitsstrecke 
sind sie zerlegungsgleich. Denn nimmt man 0 < « < 1 an, was 
offenbar erlaubt ist, zerlegt A^ gemäß den Ungleichungen 0 ^ a ; < 1 — « 
und 1 — « ^ a; < 1 in .1 j, = B^ -1- C ,̂ hingegen Aj gemäß den Un­
gleichungen 0 ^ a ; < « und « ^ a ; < l in y|j = ffj-fBj, so entsteht 
BJ aus B„ durch Verschiebung um a, ffj aus Gß durch Verschiebung 
um a — 1 ; Bj ist mit B^, 6j mit C^ kongruent Nach den Forde­
rungen 'ujiy) haben also A^ und Aj denselben Inhalt 

Ist nun u eine i r r a t i o n a l e Zahl, so entspricht jedem Punkt x 
eine abzählbare Menge 

P^ = [..., x—2a, x — a, X, x+a, x+2a, ...], 

' Eine den obigen Ansprüchen genügende w-dimensionale Inhaltsbestim­
mung würde auch eine (w—l)-dimensionale liefern. Man lasse jeder (M—l)-di-
mensiönalen Menge B den w-dimensionalen zylindrischen Körper A von der Basis 
B und der Höhe 1, d. h. die Menge derjenigen Punkte x = ixj^, x.,, ...,x„—i, x„) 
entsprechen, für die y = iXi, x.^, ..., x„_J ein Punkt von B und 0 Sa;„ S 1 ist, 
und definiere fn-x{B) = fni.A). 

BauHdoitt, Mengenlehre. 26 
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gewissermaßen die Menge der Ecken eines dem Kreise eingeschrie­
benen regulären Polygons, das aber unendlich viele Seiten hat und 
sich nicht schheßt; zwei verschiedene Mengen B^, B^ haben keinen 
Punkt gemein. Wir wählen jetzt aus jeder Menge B^ genau einen 
Punkt X aus und nennen A^=-{x, y, ...] die Menge dieser Punkte, 
ferner für ganzzahhges m 

4™ = {« + »»*«. y + ma, ...] 
die Menge, die aus A^ auf dem Kreise durch Verschiebung um den 
Bogen ma entsteht. Es ist dann 

A = ^A,„ = A3 + AJ 4-A_j-f Ag-f A_g + . . . 
m 

und aUe A^ haben denselben Inhalt f{AJ = f{Aj). Das endhche 
Summenaxiom iy) würde dann, weil für jede natürliche Zahl n 

1 = f{A ^ A î) + f{A) + • • • + /K) = ^ • fiA) 
ist, f{Aj) = 0 bedingen, und damit ist das abzählbare Summen­
axiom {S) verletzt. 

Merkwürdigerweise ist selbst ohne die Forderung {§) eine 
Lösung des Inhaltsproblems für aUe beschränkten Mengen unmöglich, 
wenigstens im drei- oder mehrdimensionalen Raum (vgl. Anhang). 

Die e l emen ta rgeome t r i s che Vorstufe , auf der die weiteren 
Inhaltsbegriffe beruhen, wollen wir nur flüchtig streifen. Als Ele­
mentarfigur verwenden wir auf der Geraden die S t recke , in der 
Ebene das Dreieck, im Raum das T e t r a e d e r , im w-dimensionalen 
Räume das durch n+1 Punkte a, b, ...,l bestimmte „Simplex", 
nämhch die Menge der Punkte x, deren rechtwinklige Koordinaten 
gegeben sind durch 

x^ = aa^ + ßb. + ... + Xl. {i=l, 2, ..., n), 

wobei die Zahlen a, ß, ..., X n i ch tnega t iv und 
a + ß + ... + X=l 

ist. Dieser Menge^ ordnen wir als Inhalt den durch nl dividierten 
absoluten Betrag der Determinante 

ßj 5j . 

asg &g . 

«'n K • 
1 1 . 

.1, 

• h 

• K 
.. 1 

zu; mit dieser Bewegungsinvariante als Grundlage alles folgenden 
ist die Lebesguesche Porderupg («) für kongruente Mengen wie 

' Es ist die kleinste konvexe Menge (vgl. S. 329), welche die Punkte 
a,b, ..., l enthält. 
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auch die Forderung ^ß) für den Einheitswürfel von vornherein 
garantiert. 

Per bequemeren Redeweise wegen wiilden wir die auf den Fall 
der E b e n e bezüglichen Ausdrücke. Die genannten Mengen sind 
dann (abgeschlossene) D r e i e c k e D (inkL Grenze), die sich auf 
Strecken oder Punkte reduzieren können; auch die NuUmenge wollen 
wir zu ihnen rechnen. Eine Summe 

B= 3(Bj , B),,..., BJ 

endlich rieler solcher Dreiecke heiße ein (abgeschlossenes) Polygon.^ 
Da der Durchschnitt zweier Dreiecke ein Polygon ist, so ist Summe 
und Durchschnitt zweier Polygone wieder ein Polygon; die Polygone 
büden einen Ring. Die obige DarsteUung ist insbesondere so mög­
hch, daß die Dreiecke paarweise keine inneren Punkte gemein 
haben; in diesem FaUe definieren wir als Polygoninhalt die Summe 
der Dreiecksinhalte 

fP) = aDJ) + f{DJ) + ... + fDJ. 

von welcher Zahl in bekannter Weise die Unabhängigkeit von der 
Dreieckszerlegung nachzuweisen ist. Sind I'. Q abgeschlossene Poly­
gone mit dem Durchschnitt R und der Summe N, so ist eine Dar­
steUung 

B = S(B, IJ. 0=S{n. Q'), ,s'= S(./?, B', O'.i 

möglich, wo auch P, Q abgeschlossene Polygone sind, die mit ein­
ander nnd mit R keinen inneren Punkt gemein haben; aus den 
Gleichungen f{P) = fE] + f{P') usw. folgt dann 

fPi + f[Q) = f{R) + f{A-
Wir woUen dies die Symmet r ie fo rmel der Polygoninhalte nennen, 
in Erinnerung daran, daß <S, R die symmetrischen Grimdmengen 
von B, Q sind (Kap. I, § 6;. 

§ 2. Der P e a n o - J o r d a n s c h e Inhalt 

Im folgenden ist nur von beschränkten Mengen die Rede, Wir 
definieren: 

Der ä u ß e r e I n h a l t cp{A) e iner Menge A is t die un te re 
Schranke de r I n h a l t e der e insch l i eßenden Po lygone . 

Wenn also B ein abgeschlossenes Polygon g A bedeutet, so 

' Es kann in mehrere fremde Polygone zerfallen, in das Komplementär­
gebiet hineinragende Strecken enthalten und überhaupt noch sehr mannig­
faltige Gestalten haben. Man bemerke, daß wir jetzt Polygonflächen, in 
Kap. v m , § 11 Polygonumfänge als Polygone bezeichnen. 

26* 
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ist stets f[P)^cp{A), während sich zu jedem positiven s mindestens 
ein B angeben läßt derart, daß 

f{P)<cp{A) + s; 

wir wollen dies die e-Bedingung für B nennen. 
Für ein Polygon selbst ist cp{P) = f{P). 
Wenn jedes Polygon B, das A einschließt, zugleich Ä ein­

schließt, so ist cp{A)'^cp{Ä). Insbesondere ist dies für A'S.A! der 
Fall. Aber es gilt auch für A'=A^, weil die B abgeschlossene 
Mengen sind; also ist cp{A)'^q){AJ) und zugleich cp{AJ'^cp{A), 
demnach 

cp{A) = cp{AJ. 

Der äußere I n h a l t e iner Menge b l e ib t bei Hinzufügung 
ih re r Häu fungspunk te ungeände r t . Z. B. hat die Menge der 
rationalen Punkte des Einheitsquadrates den äußeren Inhalt 1. 

Es seien Aj, Ag zwei beschränkte Mengen, 
A=S(Aj,Ag), A'=35(Aj, Ag). 

Wir schließen Aj, Ag in Polygone Bj, Bg gemäß der £-Bedingung ein 
und setzen 

B=@(Bj,Bg), B '=S(Bj ,Bg) . 

Da B s A , P'^A', so erhält man nach der Symmetrieformel der 
Polygoninhalte 

9.(Aj) + y(Ag)-f26>/(Bj)-|-/-(Bg) 
= f{P) + f{P') 
•^cp{A) + cp{A'), 

also 
cp{A) + cp{Ä) < cp{AJ + cp{AJ] + 2£ 

für jedes positive e und demnach 

(1) cf{A) + cp{Ä)^,f,{AJ + cp{AJ, 
was man wieder als Symmetr ie formel der äuße ren I n h a l t e 
bezeichnen kann. 

Wir heben einen PaU hervor, wo das Gleichheitszeichen gilt. 
Wenn sich Aj, Ag in Polygone Qj, Qg einschließen lassen, die keinen 
Innern Punkt gemein haben, so schließe man A in ein Polygon P 
gemäß der £-Bedingung ein; die Polygone Bj = 2)(B, QJ), Bg= 2)(B, QJ 
schließen Aj, Ag ein und haben keinen inneren Punkt gemein. 
Wegen B 3 © ( B j , Bg) ist 

cp{A) + a y f{P) ^ /-(BJ) + /(Bg) ^ cp{AJ + cp{A,), 

also cp{A)'^cp{AJ + cp{AJ) und in Verbindung mit (1) 

cp{A) = cp{AJ + cp{AJ. 

Insbesondere gilt dies, wenn Aj in einem Polygon B liegt, mit dem 
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.t, keinen Punkt gemein hat (.4j SP, .i..s E - B). Sind daher .1 s B 
zwei Mengen, zwischen denen ein Polygon hegt [AS l'SB), so ist 

B - . i = ( B - P ) . f ( B - . l ) , 
<)r(ß-A) = 9 r .B-B) - f r ; ( / ' - . r , 

insbesondere (für A = 0) 

cf,B< = cf{B—P) + cf>I'), 
also 

Cf [B) - Cf [B -A> = cf {P) - cp{F- A). 

Diese Formel zeigt, daß der Ausdruck 

v(A) = cfiP:-cf.(r-A), 
wo P ein Polygon über A ist, von B unabhängig ist; denn sind 
B, P" zwei solche Polygone und B s 31 /̂ , P'), so ist 

,f{P)-cf.P-A) = cfiP') - cf{F- Ai = cf{B)-rf{B-Ä). 

Diese nur von A abhängige Zahl i/)(A) heißt der innere I n h a l t 
vonA; da nach (1) qn/'i ^ 7 (A)-|-7-1 B—A), seist I " (AJ^9D(A) , der 
innere Inhalt höchstens dem äußeren gleich. 

Für ein Polygon P is t wenn wir es in sich selbst einschließen, 
.tp{P) = q;{P)—cf[0'= (f'P) = f{P). Allgemein definieren wir, wenn 
äußerer nnd innerer Inhalt übereinstimmen, 

f{A)=cfiA) = ,p{A) 

als I n h a l t schlechthin und nennen die Menge A m e ß b a r (im 
Peano-Jordanschen Sinn). 

Sind wieder .Ij, A, zwei beliebige Mengen, A ihre Summe, A' 
ihr Durchschnitt, ferner Bj, Bg,B, B ' die Komplemente dieser Mengen 
in bezug auf ein A einschließendes Polygon P, wobei also B der 
Durchschnitt und B' die Summe von Bj, Bg ist. so gibt die Syni-
metrieformel der äußeren Inhalte 

cf{B) + cp{B')^cp{BJ + cpiBJ) 

durch Subtiaktion von 2cp{P) die Symmetr ie formel der inneren 
Inha l t e 

12, viA + n'W^'^iA) + 'KA>-
Für zwei fremde Mengen Aj, Ag gelten die Summenformeln 

cp{A, + A^)^cf{A,) + cf{AJ 
cfiA, + A^)^ip{AJ + cf{Aj 
^p{A,+ AJ^'ip{AJ + cp{AJ 
vj{A^ + Aj^yJAJ) + ip{AJ) 

von denen die erste und vierte eine Spezialisierung der Symmetrie­
formeln sind. Die mittleren erhält man folgendermaßen. Wir 

(3) 
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schließen Aj-}-Ag in ein Polygon B ein und es sei P=A^+A^ + A^. 
Auf Grund der Beziehung zwischen äußerem und innerem Inhalt 
und mit Benutzung der beiden schon bewiesenen Formeln (3) ist 
dann 

(p(Aj + AJ - cp{AJ = -^(Aj + AJ - ip{A^) ^ ^(Aj), 
ip{A^+Aj - ip{AJ = cp{A^+AJ - cp{AJ g gp(Ag). 

Aus den mittleren Summenformeln erhält man noch zwei weitere 
durch Vertauschung der Indices 1, 2. 

Sind jetzt Aj, Ag zwei m e ß b a r e Mengen mit der Summe A 
und dem Durchschnitt A', so folgt aus den Symmetrieformeln 

ip{A) + ^{A') ^ /-(AJ) + f{Aj S cp{A) + cp{A'), 

also, weü stets ip^cp, die Meßbarkeit von A und A' nebst der 
Symmetr ie formel der I n h a l t e 

f{A) + f{A') = f{AJ + f{AJ. 

Summe und D u r c h s c h n i t t von zwei (oder endlich vielen) meß­
ba ren Mengen sind meßbar . 

Ist ferner Aj + Ag meßbar, so folgt aus den mittleren Summen­
formeln 

/•(AJ + Ag) = ./.;(Aj) -1- cp{AJ = cp{AJ + ^{AJ, 

was zunächst eine VeraUgemeinerung der Formel ergibt, durch die 
der innere Inhalt definiert wurde: es ist 

tp{A) = f{3i)-cp{3I-A), 

wenn M eine meßbare Menge s A bedeutet. Außerdem folgt, wenn 
AJ meßbar ist, auch die Meßbarkeit von Ag: eine Differenz meß­
b a r e r Mengen is t meßba r . Die m e ß b a r e n Mengen bi lden 
einen Körpe r . 

Ist AJ meßbar, so geben die Summenformeln 

<piA+ A) = fiA) + <piA)' ^(A+A) = fiA) + ̂ (A)-
Insbesondere haben zwei Mengen, deren Differenz den (äußeren) 
Inhalt Null hat, denselben äußeren und denselben inneren Inhalt. 

Ein abgeschlossenes Dreieck D hat denselben Inhalt wie sein 
Inneres J = D., da der Rand D^ vom Inhalt NuU (ein zur Strecken­
summe ausgeartetes Polygon) ist. Wir nennen die A (wozu auch 
die NuUmenge gehört) Dre i ecksgeb ie t e und ihre Summen 

i7=@(Aj, 4 , . . . , J„) 

P o l y g o n g e b i e t e ; da der Durchschnitt zweier A ein BZ" ist, so 
bilden auch die Polygongebiete einen Ring. Sie sind meßbar und 
ihre Inhalte genügen natürlich wie die aller meßbaren Mengen der 
SymmetrieformeL 
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Durch Tilgung eines J aus einem 1) entsteht, wie man leicht 
sieht ein abgeschlossenes Polygon; D~A ist ein ./', ebenso J — D 
ein n. D—n ist Durchschnitt von Giengen D—A, also ein /', 
und A — P ein /?. P— 11 oder allgemeiner /'— ?(B, Tl) ist ein /', 
als Durehsehnitt 2[l'.D~Tl\ für kgend ein D^SiJ'.II); II-P 
oder n-i^J'.n) ist ein 77. 

Hiernach ist leicht zu erkennen, daß der innere I n h a l t )ii[A) 
einer Menge die obere Schranke der Inha l t e a l ler ein­
geschlossenen Po lygongeb ie te ist welche Eigenschaft auch zur 
Definition hätte dienen können. Denn schließen wir A in ein Drei­
ecksgebiet J ein nnd setzen J = .l-f-B, so ist \!<iA) = f{A) — cp{B). 
.̂ chheßen wir B in ein B mit f\P)<CcfiU) + a ein, so ist 

77= J - t - i J , / ' ) g A 
ein Polygongebiet und 

ATZ) S / V J , _ / • ( / ' ) > , - L I ) _ £ , 

während andererseits, für jedes FI SA, w{A)'^ w{II) = f{n) ist; 
also ist M'\A] die obere Schranke der ^(77). Da jedes Polygongebiet 
S A auch im Innern A,- von A hegt, so folgt als Analogen zur 
Formel (f{A) = (p{A^ die Formel 

, r .U)= i"(J.;. 

Der innere Inha l t b le ib t bei Weglassung der R a n d p u n k t e 
ungeändert ; eine Menge ohne innere Punkte (Randmenge) hat 
stets den inneren Inhalt Null. Z. B. hat die Menge der rationalen 
Punkte des Einheitsquadrats den inneren Inhalt 0; da sie den 
äußeren Inhalt 1 hatte, ist sie nicht meßbar. Das gleiche gilt von 
der Menge der irrationalen Punkte. Da jedes Gebiet insichdicht, also 
A^ im Kern A^ von A enthalten ist, so ist auch •i//(A,j = i./;(A); die 
Kohärenzen A^, A^j, ... und im Falle einer abgeschlossenen Menge 
die Ableitungen haben alle denselben inneren Inhalt wie A selbst.^ 
Da femer jeder innere Punkt von A auch Verdichtungspunkt, also 
A^ in der Menge A^= ^(A, AJ enthalten ist, so ist auch •Hi{Aj = ijj{A); 
eine höchstens abzählbare Menge hat stets den inneren Inhalt NuU. 

Ein Polygongebiet 77 hat denselben Inhalt wie das abgeschlos­
sene Polygon 77„, das aus 77 durch Hinzufügung der Häufungs­
punkte entsteht, ein abgeschlossenes Polygon B denselben Inhalt 
wie sein Inneres, das Polygongebiet B;.^ Andererseits gibt es zu 

' Für den Fall einer abgeschlossenen Menge gilt dies auch vom äußeren 
Inhalt (vgL S. 414). 

ä Für II=2A^ ist II^-'BA„,a ein abgeschlossenes Polygon. Daß P,-
ein Polygongebiet ist, kann man so unmittelbar nicht schließen, da aus P = ^Dm 
nur P j g 2D^i folgt. Schließt man aberP in ein A ein und setzt A — P=B, 
so ist Pi^A-'l^iJ, E^ ein Polygongebiet. 
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jedem D ein einschheßendes A mit beliebig kleinem f{A-D), also 
zu jedem P='SD^ ein einschließendes 

n=<BA^, n-ps^{A^-Dj 

mit behebig kleinem f{n—P), und ebenso zu jedem 77 ein ein­
geschlossenes B mit behebig kleinem f{Fl—P). Man kann also ein 
B durch ein eingeschlossenes 77 genau, durch ein einschließendes 77 
beliebig nahe approximieren, und analog ein 77 durch ein ein­
schheßendes resp. eingeschlossenes B. Danach können die B und 77 
einander vertreten; cp{A) ist auch die untere Schranke der Inhalte 
der einschheßenden 77, ip{A) die obere Schranke der Inhalte der 
eingeschlossenen B. 

§ 3. Das Lebesguesche Maß. 

Wir geben, indem wir nach wie vor mit beschränkten Mengen 
operieren, eine zweite Definition der Zahlen cp{Ä], ip{A), die wir jetzt 
äußeres und inneres Maß und im Falle der Gleichheit das Maß 
f{A) der Menge A nennen. Die im vorigen Paragraphen erklärten 
Inhalte sollen von nun an mit gP(,(A), 'tpQ{A), /^(A) bezeichnet werden, 
wobei der Index 0 an f^{A) indessen auch wegbleiben kann. Die 
Mengen, für die f{A) existiert, heißen meßbar (im Lebesgueschen 
Sinne). 

An Stehe der Polygone treten, für die Bestimmung des äußeren 
Maßes, jetzt die Summen von Polygonfolgen, und zwar wollen wir 
hier Polygongebiete verwenden. Unter 

ff = ©(77j,77g,...) = (S.7r, 

verstehen wir die beschränkte Summe einer Folge aufs te igender 
Polygongebiete 77 jg77gg . . . ; eine solche Polygonsumme ist ein 
Gebie t , wie umgekehrt jedes Gebiet sich als Summe der in ihm 
enthaltenen Dreiecksgebiete mit rationalen Eckpunkten, also als 
Summe einer Dreiecksfolge ff = (3(Aj, Ag, ...) und demnach, mit 
77^= (S(Aj, Ag, ..., J J , als Summe einer aufsteigenden Folge von 
Polygongebieten darstellen läßt. Wir ordnen jener Polygonsumme 
die Zahl 

^ = lim7r„=lim/'(77J 

zu, von der wir natürlich zunächst noch gar nicht wissen, ob sie 
bloß von der Menge ff und nicht auch von der gewählten Summen­
darstellung abhängt. Wir definieren: 

Das äuße re Maß <p{A) i s t die u n t e r e S c h r a n k e der g 
für al le die Menge A e insch l ießenden Gebie te ff. 
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Ks ist iüso Ihr G T: A stets .9 S ' / (-! ' • wahrend sich zu jedem 
positiven e ein ff mit 

g<:i {A) + £ 
angeben läßt 

Für A s A' ist ofienbar (f{A) ^r cf {A'). 
Es ist stets 

das äußere Maß höchstens gleich dem äußeren Inhalt Denn da 
qr .4 auch die untere Schranke aller /'(77) für 77 g A ist (§ 2 am 
E;ide, so können wir ein 7 7 3 A mit f(77:< gt)g(A)-l-£ bestimmen; 
die Polygonsumme S / / . 77, 77, , ..i gibt dann f{II)^(f(A). also 
cfJ^A) + sycf^A] und damit die behauptete Ungleichung. 

Für eine abgesch los sene Menge A ist cf{A) = cp(,{A). 
Denn bestimmen wir ff 2 A nach der «-Bedingung. Die Menge A 

ist in S(77j, i7j,...». also nach dem Boreischen Satze schon in 
emer endhchen Summe S (77j, 77, 77J=77^ enthalten, demnach 

^0^-'• ^ -'f;, ^ li°i ^n < V iA + s, 
also cp^{A)-^cfiA) und in Verbindung mit der allgemeinen Formel 
das Gleichheitszeichen. 

Insbesondere ist für ein abgeschlossenes Polygon, 

Cf{P)=Cf,^iP, = f{P) 

gleich dem elementaren Inhalt. 
Sind AJ, Ag zwei Mengen mit der Summe A und dem Durch­

schnitt Ä, so schheßen wir sie in zwei Gebiete 
ffj=S77j„. G^ = <s>n,^ 

gemäß der e-Bedingung ein und setzen 
ff = o(ff„ffg), ff'=S(ffj, ff.,), 

77 = 2 (77j „, 77,J, 77; = ^ {H,,, E, J. 
Dann ist 

ff = 377„, ff'=S77;; 

die erste Formel ist erident, die zweite entsteht aus 
ff'=«2>(77j„, 77g„) 

durch Weglassung derjenigen Summanden, die wegen des Aufsteigens 
der Polgen 77j„, 77g„ in den Summanden 77/ enthalten sind. 

Da nun die 77„, 77/ wieder aufsteigende Polgen büden, so ist 
nach der Symmetrieformel für die Inhalte der Polygongebiete 

cp (AJ) -f Cf (Ag) -i- 2 £ > lim (̂ Tj „ -t- TTg J 
= lim (7t„ -I- nj) 
^cp{A)+cf{A'), 
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also gilt auch hier die Symmet r i e fo rmel der äußeren Maße 
(1) (piA) + cp{AJ^cp{AJ + cp{AJ. 

Wir zeigen wieder, daß in einem gewissen Fall das Gleichheits­
zeichen gilt Wenn sich A^, Ag in Polygongebiete 7"j, F^ ohne ge­
meinsamen Punkt einschheßen lassen, so schließe man A in ein 
Gebiet G = iBII^ gemäß der «-Bedingung ein. Setzt man 

77j„= 2)(77„, FJ, .Z7g„= S(77„, FJ, 
so büden diese Polygongebiete aufsteigende Polgen, deren Summen 
AJ und Ag einschließen; also ist 

<p{A) -f e > lim 7r„ ^ lim (JTJ^ + ^2n) ^ ^PiA) + 9'(A) 
und demgemäß 

cp{A)=cp{Aj+cp{Aj. 

Wenn Aj in einem abgeschlossenen Polygon B liegt, mit dem Ag 
keinen Punkt gemein hat {A^ SP, A^SE— P), so gut diese Formel 
auch noch. Denn die Menge B = 2) (Aj, PJ der Punkte von Aj, die 
auf dem Rande von B liegen, hat den äußeren Inhalt 0 und erst recht 
das äußere Maß 0; nach (1) ist cp{A):^ cp{A—B) + q){B) = cp{A-B), 
also cp{A — B) = (p{A) und ebenso cp{A^—B) = cp{AJ. Die Menge 
AJ — B = 2) (AJ, BJ) hegt in dem Polygongebiet B ,̂ Ag in dem dazu 
fremden Polygongebiet A — P, wenn A ein Dreiecksgebiet gB-fAg 
ist, also ist 

cp{A-B) = cp{A,-B) + cp{Aj, 

<p{A) = cp{AJ+cp{AJ. 

Hieraus folgt nun genau wie in § 2, daß der Ausdruck 

^ (A)=9p(B) - (p (B-A) , 

wenn B ein abgeschlossenes Polygon über A ist, von B unabhängig 
ist; wir nennen ihn das i n n e r e Maß von A. Die Vergleiehung 
mit dem inneren Inhalt 

i'oiA'=cpo{P)-VoiP-A> 
wobei cp{P) = cp,{P) und cp{P- A) ^ cp^{P- A), gibt i//(A)^i/>o(A); 
das innere Maß ist mindestens gleich dem inneren Inhalt. Nach (1) 
ist ferner ip{A)^cp{A), sodaß zwischen den vier definierten Zahlen 
die Beziehung 

^,{A)^^{A)^cp{A)^cp,{A) 
besteht. Danach existiert das Maß jedenfalls, wenn der Inhalt 
existiert, und alle im Peano-Jordanschen Sinne meßbaren Mengen 
sind es auch im Lebesgueschen Sinne; wogegen das Umgekehrte, 
wie vrir sehen werden, nicht der Fall ist, der Kreis der meßbaren 
Mengen also durch die Lebesguesche Maßbestimmung wirklich 
erweitert wird. 
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Wörtlich wie in i; 2 beweist man auch die Symraetr ieformel 
der inneren Maße 
(1^ i"(-F + "'(-n^>"i'ij)-i->.'•!.-g 
und die Summenformelii 

cf:A^-rAj-Scf:Aj + ,f[AJ 
<f,A^ + -lJ^>''Aj+cf(.lJ 

- ' \ - l , + - V ^ "•'- ' ,)+ TMo) 
l - v i , ^ - t ^ . " ( A j ) - f ,-.(Ag) 

da dies aUes ja, unabhängig von der Bedeutung von cfj-l), nur auf 
der Symmetrieformel 1̂) und der Definitionsformel von i.'i(A) beruht. 
Summe, D u r c h s c h n i t t und Differenz zweier meßbare r 
Mengen ist wieder meßbar ; die meßbaren Mengen bilden 
einen Körper , 

Aber jetzt kommt etwas Neues hinzu: die meßbaren Mengen 
büden ein u-System (wenigstens in dem Sinne, daß die be sch ränk t e 
Summe einer Folge meßbarer Mengen wieder meßbar ist) und ein 
()-System. Es gilt nämlich: 

I s t A = S A„^ d i e Summe einer aufs te igenden Folge 
A^SA^S..., so is t 
A) yuJ) = h m y ( A j . 

Zunächst ist jedenfaUs 9 (A) ^ y {AJ. also cp{A) S lim cp{AJ. Schließen 
wir nun A^ in ein Gebiet ff,„=«(^OTi) ^m2' •••) °̂ *̂ 

^™=l™;r,„,^<r;;(AJ-f £ 
n 

ein. Wir behaupten, daß die Mengen 77^„ nicht nur mit dem 
Index n. sondern auch mit dem Index m aufsteigend (77j„g77g„g...) 
gewählt werden können. Nachdem ffj gewählt ist, schheße man Ag 
in ff, mit der Ungleichung 

92 < 'f iA) + [<? (A) + « - ^1J 
ein und setze wieder 

ff=2(ffj, ffg). ff'=25(ffj, ffg) 

usw. wie beim Beweise der Symmetrieformel (1). Dabei ist 
ff 3 S (AJ, Ag) = Ag, ff' 3 2) (AJ, AJ = AJ, 

also 
9 + (f{Aj^g + ^=g^ + 92 

<q>{AJ + cp{AJ+a, 

9< «iPK)+«-
Das Gebiet G = <Bn^ mit Zr„ = S(77j„, 77g J erfüllt also die 
Porderangen, die wir an ffg stellen wollten: es schheßt Ag ein mit 
g<^rfi^Aj + s und es ist H^^^FI^. I ndem wir die Bezeichnung 
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und nennen ff jetzt ffg, so ist g^<cp{A^) + s und 77j„g77g„. Ver­
fahren wir mit ffg gegenüber ffg, wie wir mit ffg gegenüber ffj ver­
fahren sind, und setzen dies fort, so ist die obige Behauptung 
bewiesen. 

Die Summe aUer ff^ läßt sich nunmehr unter Portlassung ent­
behrlicher Summanden in der Gestalt 

ö = @ß^=(g-77_=®7r„ ,„ 

schreiben, wo die 77^^ wieder eine aufsteigende Folge büden. 
Man hat 

Tc :^ lim sr <'cr>iA) + s 
'IL 

und wegen A g ff 
cp (A) ^ hm 71^^^ hm cp {AJ + a, 

also cp{A)^limcp{AJ und in Verbindung mit der umgekehrten Un­
gleichung die behauptete Gleichung (4), Der Beweis ist, wie man 
sieht, wieder einmal ein „Diagonalverfahren", das eine Doppelfolge 
in eine einfache Folge umwandelt. 

Für die inneren Maße unserer Mengen gilt ip{A)^ip{AJ und 

t/>(A)^hmi//(AJ; 

hier ist das Ungleichheitszeichen im aUgemeinen nicht entbehrhch, 
wie wir aus einem Beispiel (S, 419) sehen werden. Sind nun die 
Mengen A^ meßbar, so folgt 

cp{A) = limf{AJ^^{A) 

und daraus die Meßbarkeit von A nebst f{A) = lim f{Aj. 
Durch Komplementbildung in bezug auf ein Polygon oder eine 

meßbare Menge gewinnt man den dualistischen Satz: 
I s t A = 2)A„j der D u r c h s c h n i t t e iner abs t e igenden Folge 

^ j 3 Ag 3 .,., SO i s t 
(5) ^j{A) = lim ^{AJ. 
Gleichzeitig ist 

cp{A)^limcp{AJ, 

woraus man wieder im PaUe der Meßbarkeit der Mengen A^ die 
Meßbarkeit von A nebst f{A) = lim f{AJ folgert. Also: 

Die (beschränkte) Summe und der D u r c h s c h n i t t e iner 
Fo lge meßba re r Mengen is t meßbar . 

Dieser Satz bezeichnet den großen Portschritt der Lebesgue­
schen Maßbestimmung gegenüber der Peano-Jordanschen Inhalts­
bestimmung. 

Jedes Gebiet ist meßbar, denn ff = <S 77^ ist Summe einer Folge 
meßbarer Mengen (Polygongebiete). Zugleich ist, bei aufsteigenden 
77^, f{G) = limf{nj; die zuvor benutzten Zahlen g stellen sich also 
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als die Matn̂  der betreffenden Gebiete heraus, und das äußere 
Maß (f(A] ist die untere Schranke der Maße der A einschließenden 
Gebiete. 

Jede abgeschlossene Menge F ist meßbar, denn in bezug auf 
ein einschheßendes Dreieeksgehiet ist das Komplement J — B = ff 
ein Gebiet, F eine Differenz von Gebieten. Man erkennt auch auf 
gleiob.e Weise, daß die abgeschlossenen j\lengen mit den Durch­
schnitten ?Pg absteigender Folgen abgeschlossener Polygone ideu-
;i5oh sind, daß, für F=TP^. f = f[F. = lim2J,^= lim f{PJ ist, und 
daß das innere M:iß i '̂i.I) die obere Schranke der Zahlen f für 
FSA oder die obere Schranke der Maße der in A enthaltenen 
abgeschlossenen Mengen is t 

Für eine abgeschlossene Menge hatten wir f{F) = cf {F) = fg{F) 
gei'ui.iiea, das Maß gleich dem äußeren Inhalt; schheßen wir ein 
Gebiet ff in ein D ein, so daß D— 0 = B abgeschlossen ist, so ist 
f.^ = fP'} — (fi-,[P'='"o{''' ^^s Maß eines Gebietes gleich dem 
itmeren Inhalt Wir erhalten also folgende übersichtliche Zu-
sammensteUung 1Y o u n g 1; 

äußerer Inlialt = untere Schranke der Inhalte der einschheßenden 
Polygone, 

innerer Inhalt = obere Schranke der Inhalte der eingeschlossenen 
Polygone, 

äußeres Maß = untere Schranke der inneren Inhalte der ein­
schheßenden Gebiete, 

inneres Maß = obere Schranke der äußeren Inhalte der ein­
geschlossenen abgeschlossenen Mengen. 

Zn den meßbaren Mengen gehören femer alle die, die aus 
den B xmd ff durch Summen- und Durchschnittsbüdung von Folgen 
entstehen, also die B o r e i s c h e n (oder, wie man auch sagt, im 
Boreischen Sinne meßbaren) Mengen B^, Gg, F^g, Gg^, .... 

Eine abzählbare Menge hat, als Summe einer aufsteigenden 
Folge endhcher Mengen, das Maß NulL Die Menge der rationalen 
Punkte im Einheitsquadrat hat das Maß 0, die der irrationalen das 
Maß 1; beide Mengen sind im Lebesgueschen, nicht aber im 
Peano-Jordanschen Sinne meßbar. 

Jede Menge A kann von oben her genau durch eine Menge 
ffjgA, von unten her genau durch eine Menge B^gA approxi­
miert werden, d. h. so daß 

cfiA) = f{Gg), ^^:iA.) = f{F„). 

Denn wählt man ein ff„ 3 A mit f{GJ<cp{A)+-^, so hat der 

Durchschnitt Gg dieser Gebietsfolge das Maß cf{Ä); analog ist B^ 

zu bilden. 
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Eine Menge mit positivem inneren Maß ist von der Mächtig­
keit des Kontinuums, da das approximierende F^ weder endhch 
noch abzählbar sein kann (S. 321). 

Da A — A-= A die Grenze von A und abgeschlossen ist, so 
hat man 

xp,{A) = ^,[A^ = f{A^, 

cp,{A)-^,{A- /•(4)=9^o(4); 
der Unterschied zwischen dem äußeren und inneren Inhalt von A 
ist das Maß oder der äußere Inhalt der Grenze von A. Eine Menge 
hat Inhalt, wenn ihre Grenze das Maß oder den Inhalt NuU hat 

Ist B abgeschlossen und A g B höchstens abzählbar, so ist 

foiP) = fiP) = fi^- A ^ VoiP- A ^ foiP), 
also (p^{F) = cp^{F—A). Der äußere Inhalt einer abgeschlossenen 
Menge wird durch Weglassung von endlich oder abzählbar vielen 
Punkten nicht geändert, ist also (wie der innere Inhalt) dem äußeren 
Inhalt aUer Ableitungen und des Kernes gleich. 

Für die (beschränkte) Summe Ä = S ( A j , Ag, ...) einer behebigen 
Mengenfolge gilt, weü 8 die Summe der aufsteigenden Folge von 
Mengen (S(Aj, Ag, ..., AJ ist, 

9(Ä) = l imy(©(Aj ,Ag, . . . ,Aj ) 
^ Yim\cp{AJ + cp{AJ + ... + cp{AJ-\, 

(6) q>{^^(p{AJ + cp{AJ)+..., 
welche Formel natürhch nur bei Konvergenz der rechten Seite 
einen Sinn hat. Für paa rwe i se f remde Mengen A„ gilt außerdem 

xp{8)^Y^^j{A^ + A^+... + AJ 

S lim [i//(Aj) + xp{AJ + ... + ^{AJI, 

(7) '^{&)^xp{AJ + ^{AJ + .... 
Also im Falle meßbarer Mengen A,̂  

f{A^+A, + ...) = f{AJ + f{AJ + .... 
Ferner hat man im aUgemeinen FaUe für den oberen und 

unteren Limes der Mengenfolge (S. 21) 

J7=LimsupA, ,= 2)(Sj, Äg,.,.), B = Liminf A„=(S(Bj,B3,,,,) 
mit 

Ä„ = ®(A„,A,^j,...), B , = 25(A„,A„^j,...), 
also, da die *Ŝ  eine absteigende, die D^ eine aufsteigende Folge 
büden, 

^j{M)^\im'^j{8J, cp{L) = limcp{DJ. 
Ist z .B. i l f=0 oder vom Innern Maße NuU, so folgt \imip{8J = 0 
und erst recht lim 'ip{AJ = 0. 
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Wir fragen noch, wann die Ungleichungen für das äußere und 
innere Maß einer Sunuue in Gleichungen übergehen. Nennen wir 
den Durchschnitt von A mit einer meßbaren Menge eine in A meß­
bare Menge; dieser Begriff der relativen ^Meßbarkeit ist ein Ana-
lofon der relativen Abgeschlossenheit und anderer Relativbegrifie. 
Ist nun 31 eine meßbare Menge, £»= ^{A,.V] in A meßbar und 
S = S{A,3rj = 3I+{A —D\ so ist nach Symmetrie- und Summen­
formeln 

^cfiD) + rfiA-D)+ ll'ijl), 

also, wegen der Meßbarkeit von .1/, (f{A)^'f{D) +cp{A —D) und 
schheßhch 

<f.A =cf;I)] + cfJL-D), 
ebenso 

t l ' (A)=."B)-(- i"(A-B). 
Daraus folgt: 

Wird A=A^ + A.T+ ... in end l ich oder abzäh lbar viele, 
paarweise fremde, in A meßbare Mengen A„ zer leg t , so i s t 

cfU) = cfiAj+cf[Aj + ..., 

, M ( , 1 ) = „.(.lj)-f i ' . ( A g ) + . . . . 

Ist nämlich A,,= 1:'A, J/J in A meßbar, so hat man zunächst 
cfiA] = cf{AJ + cfiA-AJ, 

sodann, weü .1, = 2̂ :'A - A,, A.,} = 'Ä^{A-A„ 3LJ auch in A-A^ 
meßbar ist, 

Cf: A - AJ = Cf {AJ + Cf {A-A,- AJ, 

und so fortfahrend für B„ = Aj-rA2+ .••+-!,,: 

Cf iA] = cp{AJ + Cf iAj + ... + cp{AJ +cf{A- BJ, 

W{A) = vAAJ + •>p{Aj +... + ip{AJ + ip{A - BJ. 

Daraus folgt die Behauptung für endlich riele Summanden; für 

abzählbar riele schheßt man einerseits 

cp{A)^cp{AJ+cf{AJ + ... 

und m Verbindung mit (6) das Gleichheitszeichen, andererseits 

'ip{A)=ip{AJ + 'i!>{AJ + ..., 

da die absteigende Folge der A-B,^ den Durchschnitt 0 hat und 

nach (5, lhmp{A — BJ = 0 is t 
Em Teü dieses Satzes ist umkehrbar: wenn 

cp{A) = cp{AJ + ^{AJ + ..., 
so sind die Mengen A„ in A meßbar . 
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Handelt es sich zunächst um zwei Summanden, A^A^^ + A^, 
so gibt es nach S. 413 eine meßbare Menge (z. B. ein ff^) J7j3.4j 
mit f{3IJ = cp{AJ und ebenso ein Jig 3 Ag mit f{3IJ = ^{AJ. Setzt 
man wieder ilf = <S(A/j, Jfg), 3I'=':b{3I,,3IJ, so ist 

cp{A) = f{31J + f{3IJ = f{31) + f[M') ^cp{A) + f{31'), 

also f{31') = 0, 31' und seine Teilmengen haben das Maß NuU. 
Danach ist 2)(JI7j, Ag)g2)(Jfj, Jfg) vom Maße 0 und 

AJ = ® (A - Ag, Jfj) = 2> (A, Jfj - 2) {31,, AJ) 

der Durchschnitt von A mit einer meßbaren Menge. 
Handelt es sich um beliebig viele Summanden, so folgt aus 

der vorausgesetzten Gleichung nach den Summenformeln 

cp{A) = cp{AJ + cp{AJ + cp{A,) + ... 

^cp{Aj + cp{A,+ A, + ...)^cp{A), 

also cp{A) = cp{AJ +cp{A—AJ, demnach die relative Meßbarkeit von 
AJ und jedem A^. 

Hiernach zieht die Gleichung cp{A)=2cf{AJ die Gleichung 
ip{A) = -2'i//(AJ nach sich, während das Umgekehrte nicht gilt 
(vgh S. 419), 

Um nachträglich auch die u n b e s c h r ä n k t e n Mengen (die man 
auch von vornherein durch geeignete Modifikationen hätte berück­
sichtigen können) in den Kreis der Betrachtung zu ziehen, definieren 
wir für eine beliebige Menge A die Zahlen cfi^{A), IPD{A), cp{A), •ip{A) 
als obere Schranken der Zahlen ^„(B), 'ipf^{B), cp{B), ip{B) für alle 
in A enthaltenen beschränkten Mengen B, vorausgesetzt, daß diese 
oberen Schranken existieren (d. h, endlich sind). Wird die Ebene als 
Summe B = © B,̂  einer aufsteigenden Folge beschränkter Mengen B„ 
dargestellt, derart, daß zu jeder beschränkten Menge ein sie ein­
schheßendes B^ existiert (z. B. als Summe konzentrischer Kreisflächen 
mit den Radien n), so ist, mit A^=2>(A,BJ, A = <BA^ und man 
siebt leicht, daß die Gleichungen 

cp^{A)== lim cp^{Aj) 
usw. bestehen, vorausgesetzt, daß die Grenzwerte rechterhand 
existieren. AUes Bisherige, Symmetrieformeln, Summenformeln usw., 
überträgt sich damit fast ohne Änderung auf diejenigen unbeschränkten 
Mengen, deren äußere Inhalte resp. Maße existieren. 

Wir bemerken noch, daß manche Theoreme über das Maß von 
Punktmengen vieUeicht ein vertrauteres Gesicht zeigen, wenn man 
sie in der Sprache der W a h r s c h e i n l i c h k e i t s r e c h n u n g ausdrückt. 
Wenn zwei Mengen P und 31 meßbar, M insbesondere von positivem 
Maß ist, so kann man, für B g J 7 , den Quotienten f{P):f{31) oder, 
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im aUgemeinen Falle, den Quotienten f{l>{P, MJ:f{31) als Wahr­
scheinlichkeit dafür definieren, daß ein Punkt von 3T der Menge P 
angehöre. Betrachten wir nur TeUmengen einer festen Menge 3T, 
die das Maß 1 hat. so ist f{P)=p die Wahrscheinhchkeit, daß ein 
Punkt der Menge Fangehöre, Ist P=S{P^.PJ, /" = 2)(Bj, Bg), so 
in p+p'—Pi + Pi', P ist die Wahrscheinhchkeit, daß ein Punkt zu 
} \ oder PJ gehöre, /)' die Wahrscheinhchkeit, daß ein Punkt sowohl 
zu I\ als zu Pg gehöre. Wenn i'j. Bg keinen Punkt gemein haben, 

so ist p =Pi + p^. Ferner ist p' = p,-^' (für JÜJ>0) ; die Wahr-
Pi 

scheinhchkeit, daß ein Punkt gleichzeitig zu Bj und Bg gehöre, ist 
die Wahrscheinlichkeit, daß er zu Bj gehöre, multipliziert mit der, 
daß ein Pnnkt von B, zu Bg gehöre. Die für sogenannte „unab­
hängige" Ereignisse gültige Formel p'=PyP2 ist natürlich hier im 
aUgemeinen nicht richtig. Auch versteht es sich von selbst, daß 
bei dieser (im ganzen überhaupt wiUkürlichen) Definition die Wahr­
scheinhchkeit O nicht der Ausdruck der Unmöglichkeit und die 
Wahrscheinlichkeit 1 nicht der der Gewißheit ist; denn 0 ist die 
Wahrscheinlichkeit, daß ein Punkt einer Menge vom Maße Null (die 
noch von der Mächtigkeit des Kontinuums sein kann) angehöre. 

§ 4. Beispiele nnd Anwendungen. 

I. L i n e a r e Gebie te und abgesch lossene Mengen. Das 
Maß eines linearen beschränkten Gebietes ö=>0 ist sehr einfach 
zu bestimmen; ff ist eine Summe (S. 330) von endlich oder ab­
zählbar vielen zusammenhängenden Gebieten, d. h. offenen Inter­
vaUen {a<.x<h\, und bezeichnet S = b-a die Länge eines solchen 
Intervalls A=[a,b], so ist 

G^A, + A,+ ..., f{(F) = 8,+ S^ + .... 
Das Maß emer beschränkten abgeschlossenen Menge F erhält man 
durch Komplementbüdung; man schließe B in ein offenes IntervaU A 
evn, dann ist A — F= G ein Gebiet und f{F) = S — f{G). 

Stellt man ff = ©(Jj-, Jg, ...) als Summe von Intervallen dar, 
die nicht paarweise fremd sind, so ist f{G^-^S, +S^ + .... 

Wir wissen bereits, d a ß e i n z. B. in der Einheitsstrecke 
J ( 0 < a ; < l ) d i ch tes Gebie t bel iebig k le ines Maß haben 
kann; ist B = {rj, r^, ...} eine abzählbare in A dichte Menge, etwa 
die der rationalen Zahlen zwischen 0 und 1, und wählt man zu r„ 
em einschheßendes IntervaU A^^' ^° ^** ^^^ ™ ^ ^^'^^^^ ^^' 
biet ff = © 4 ein Maß f{(F)^2§,^, und diese Summe kann man 
konvergent und behebig klein wählen. Ist B(0 ^ a; ^ 1) die ab­
geschlossene Einheitsstrecke, so ist die abgeschlossene Menge 

27 H a u s d o r f f , Mengenlehre. 
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F=D—G in D n i r g e n d s d i c h t und hat doch ein der Zahl 1 
beliebig nahe kommendes Maß. Das Maß /'(ff) = i//„(ff) ist der innere 
Inhalt von ff, das Maß f{F) = cp^{F) der äußere Inhalt von F, wäh­
rend der äußere Inhalt cp^{G) = l und der innere Inhalt '{p^{F) = 0 ist. 

Die Cantorsche nirgendsdichte perfekte Menge B, bestehend 
aus denjenigen Zahlen in D, die eine triadische Entwicklung ohne 
Einsen haben (S. 254), hat das Maß NuU; das Gebiet ff = B - B ist 
nämlich die Summe paarweise fremder Intervalle, deren eins die 
Länge ^, zwei die Länge \, rier die Länge A,^ USW. haben, und 
hat das Maß - H l + f - f ( f )^+ .. .}= 1- Man kann die Konstruktion 
leicht so abändern, daß F ein positives Maß erhält. Ist z. B. 

" ~ Ls ' sJ ^ L27' 27J ^ L27' 27J ^ • • • ' 

d. h. entsteht ff so, daß man das mittlere Drittel der Einheitsstrecke, 
von den verbleibenden Strecken die mittleren Neuntel, dann die 
mittleren 27'̂ ^ nimmt usw., so ist 

ffffl^ 1 I 2 1 I 2-8 ' , 2-8-26 1 / 1 , J _ , ± , = i . 
'*• ' 3 ''^ 3 9 "•" 3.9 27 "•" 3.9-27 81 "^ •" ^ 3 "^ 9 "•" 27 "^ "" 2 ' 

ff ist in D dicht und die verbleibende nirgendsdichte perfekte 
Menge F=D—G hat ein Maß > | . 

Zu der Cantorschen perfekten Menge F vom Maße Null ist 
noch zu bemerken: alle Teilmengen von F haben natürlich auch 
das Maß NuU, und da F von der Mächtigkeit t? des Kontinuums 
ist, so ist das System dieser Teilmengen von der Mächtigkeit 2-**. Es 
gibt a lso ebensovie le (2**) meßba re Mengen wie Mengen 
ü b e r h a u p t . 

Ande re r se i t s gibt es auch 2^ u n m e ß b a r e Mengen. Wir 
hatten (S. 402) die Einheitsstrecke A derart in 

A = :S A^ = ... + A_^+ A^+ A^+... 

gespalten, daß die A^ paarweise zerlegungsgleich (bei Aufwickelung 
von A auf eine Kreisperipherie unmittelbar kongruent) waren. Es 
ist leicht einzusehen, daß alle diese Mengen dasselbe äußere Und 
dasselbe innere Maß haben müssen; z. B. war A^ = B,, -(- ff,, Aj = Bj -f- ffj, 
Bo mit BJ und ff, mit Cj kongruent, überdies waren B^ und G^ in Ag 
re l a t iv meßbar , nämlich Durchschnitte von A^ mit (einseitig be­
grenzten) IntervaUen, ebenso Bj und G, in Aj meßbar. Demnach ist 

cp{AJ) = cp{BJ + cp{GJ = cp{BJ + cp{GJ = cp{AJ, 

ebenso ip{AJ = ip{AJ. Die Mengen A^ sind unmeßbar; wegen 
l = /'(A)^-2'i//(AJ ist ihr inneres Maß Null; das äußere ist positiv, 
da sonst f{A)^.Scp{AJ ebenfalls verschwinden würde. Eine dieser 
Mengen, A,, erhielt man, indem man aus S5 paarweise fremden. 
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abzählbaren Mengen, den damaligen B^, je einen Punkt auswählte, 
und diese Wahl ist auf N,,'* = 2^ Weisen möglich. 

Auch die Mengen j ^ ^ ^ , - j . .1 _^, + . . . 4. ,.(_̂ _̂̂  sind^ Ijei fest­
gehaltener natürhcher Zahl n, pa;irweise in derselben Art wie oben 
.;erlegungsgleieh (auf dem Kreise kongruent) und haben dasselbe 
äußere wie dasselbe innere Maß; das letztere ergibt sich wieder = 0 , 
Es ist also 

xiiA,+ .L,-r... + Aj= vUJ+ n-U) + -+HA)> 
während die Gleichung 

cf[A, + A,+ ... + Aj = cfiAJ + cf(.l, + . . . + qo(AJ 

jedenfaUs von einem gewissen n ab nicht mehr richtig sein kann, 
da die Unke Seite ^ 1 bleibt (vgl. S. 416). 

Setzt mau noch 

B„ = A,+ A, + .4_j -f ... + .1„+ A_„, 

so ist J = S( / ' j , B.,.... Summe einer aufsteigenden Mengenfolge und 
demnach konvergiert g!"(7'J nach 7 -u l '= l , während i/,r(BJ = 0 nicht 
nach tp{A] = 1 konvergiert. Entsprechend kann man eine absteigende 
Folge von Mengen bilden, deren äußeres Maß nicht nach dem des 
Durchschnitts konvergiert (vgl. S. 412. 

Auf Grund der drei ersten Lebesgueschen Postulate (S. 401) 
wäre den Mengen A^ der Inhalt NuU zuzuschreiben; man sieht, daß 
die Tragweite dieser Forderungen noch durchaus nicht erschöpft ist 
nnd die Frage nach einer etwaigen, noch weitere Mengen umfassenden 
Inhaltsbestimmung offen bleibt. 

n . M e n g e n d y a d i s c h e r B r ü c h e . Betrachten wir eine 
irrationale^ Zahl x zwischen 0 und 1 und entwickeln sie in einen 
dyadischen Bruch: 

•'•• = ^ -f "j + 2' + ••• "" ^^1' ^^' ^^' ""^ "̂̂ "̂  "' )̂-

Unter den n ersten Ziffern mögen sich p Nullen und q = n—p Einsen 
befinden. Dann gut der Satz (E. Borel) : 

Die Menge der x, für die l i m ^ = -r-, ha t das Maß 1. 

Oder: das Komplement, d. L die Menge derjenigen x, für die 
1 

— entweder überhaupt nicht oder nicht nach y konvergiert, hat 

das Maß 0. Es besteht also die Wahrscheinlichkeit 1 dafür, daß 

' Wir beschränken uns auf diese wegen der Eindeutigkeit der dyadischen 
Entwicklung; natürlich würde es auch genügen, die dyadisch rationalen Zahlen 
auszuschließen oder unter deren beiden dyadischen Entwicklungen eine zu 
bevorzugen. 

27* 
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die dyadische Entwicklung von x asymptotisch ebensoviele Nullen 
wie Einsen aufweise. 

Dieser Satz ist merkwürdig. Auf der einen Seite erscheint er 
als plausible Übertragung des „Gesetzes der großen Zahlen" ins 
Unendliche; andererseits ist doch die Existenz eines Limes für eine 
Zahlenfolge, noch dazu eines vorgeschriebenen Limes, ein sehr spe­
zieller Fall, den man a priori für äußerst unwahrscheinlich halten 
sollte. 

Um den Satz zu beweisen, bemerken wir zunächst: die Menge 
der X, deren Entwicklung mit n gegebenen Ziffern a,, Og,..., a^ be­
ginnt, ist offenbar die Menge der irrationalen Punkte der Strecke 

-^ + -- + -^<a'< 2 +•••+ 2» ' 

hat also das Maß — (die Menge der rationalen Punkte kommt, als 

vom Maße 0, nicht in Betracht). Die Menge der x, für die unter 
den n ersten Ziffern p Nullen und q Einsen vorhanden sind, setzt 

sich aus \ ] = - ^ r solchen paarweise fremden Strecken zusammen 

nnd hat also das Maß f ** | 7^. 

Ferner sei £ eine positive Zahl und 31{n, a) die Menge der­

jenigen X, für die — — y S « - Das Maß dieser Menge, die sich 

immer noch aus einer endhchen Anzahl der zuvor betrachteten 
Mengen zusammensetzt, ist 

m(j 

die Summe .5" über diejenigen p erstreckt, wo 

•.•)-^(;)i. 
n 2 — 

Um diese Zahl elementar abzuschätzen, wenden wir auf die für 
behebige x, y geltende Identität 

^[l)^^y^ ={x+yY 
(wo die Summe über alle p = 0,1, ...,n zu erstrecken ist und 

q=n~-p), wiederholt den Differentiationsprozeß xS v-^ an. 
'- dx ^ ay 

Setzen wir 
so folgt 

u = x + y, v = x — y, 

^(^)xPy^ =u-, 

-^ ( p ) (i' — 2) «^2/* = nu'^-'^v, 

^ [^]{j> — qfxPyi ^nvr- +n{n—l)u'^-^v^, 
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-{'p)Kl'-q)'£''y'=n{Sn-2)u'-'h'+„(,i-l){n-2)u"-^v^, 

~{'p)iP-'l'*-'-''^''==»ß''-2Jt"+n{n-l){Q,i-8)u"-H^ 

+ » ( n - l){n-2){n-S}u«-iv*. 
Also Iür x = y = .J. 

- ( j ) ' / ' - ' / i * . ! „ = 3 ; , = - 2 « < 3 n » 
oder 

_^(n\ 1 ( i _ M* £ 1 
\ . p ; 2" V„ 2 / '^ 16 n^' 

Hieraus folgt 

Sodann sei JI7(e) = Lim sup J7(ra, £) die Menge der x, für die un­

endlich oft ^ — A'>:e. Es ist also 
n 2 ; 

J7i£; = 2r.s-A,£), .s-(2,£),...), 
S{n,e)=S(Mip.s), 31{n+l,a),...). 

Das Maß von S'n,ä) ist 
s{n,a,.^nJn,.) + m{n+l,a) + ...<^[A + ^ + ,,:^.^ 

wegen der Konvergenz der Reihe 2—^ ist daher das Maß von il7(fi) 

m{i) = hm s{n, a) = 0. 
Die Menge M{i) hat also das Maß Null, folghch auch die Menge 

31= 3 J/(£) = 3 (J/(l), ilf(^), JA.L), ...) 

nnd dies ist gerade die Menge derjenigen x, für die nicht lim ^ = —-

(sei es, daß der Limes nicht existiert oder nicht ^ ist), d. h. zu 
denen sich eine positive Zahl £ angeben läßt derart, daß unendlich 

oft j .£- — ^ J^B. Das Komplement von 31 hat also das Maß 1, 

womit der Boreische Satz bewiesen ist 
Man kann durch weiteren Fortschritt in der Kette der obigen 

Identitäten oder auch durch die in der Wahrscheinlichkeitsrechnung 
übliche Herbeiziehung von Integralen sogar noch beweisen, daß die 

Konvergenz von — an -— mit der Wahrscheinhchkeit 1 eine gewisse 

Stärke hat, z. B. daß für jede Zahl d-<\ die Menge der Punkte, 

für die hm U- - - i ] • w^ = 0, das Maß 1 hat 
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Es ist evident, daß ein dem Boreischen Satz analoger für 
triadische Brüche usw. gilt; z. B. hat die Menge der Dezimalbrüche 
zwischen 0 und 1, die asymptotisch jede Ziffer 0, 1, ..., 9 gleich 
oft enthalten, das Maß 1. Die Menge der Dezimalbrüche, in denen 
eine Ziffer fehlt, hat das Maß Null; so auch die Cantorsche per-
fekte Menge der triadischen Brüche, in denen die Ziffer 1 fehlt 

III. Mengen von K e t t e n b r ü c h e n . Jede irrationale Zahl x 
zwischen 0 und 1 läßt sich auf eine und nur eine Weise in einen 
Kettenbruch 

a; = 1: ajjH- 1: ajg -H 1: ajg -f ... = (ajj, x^,x^, ...) 

entwickeln, wo die „Teilnenner" x^ natürliche Zahlen' sind. 
Wir wollen das Maß der Menge derjenigen Zahlen x ermitteln 

oder wenigstens abschätzen, deren Teünenner durch Ungleichungen 
der Form 

a„^a ; „<6„ oder o,^^a;„ 

eingeengt sind, wobei die a„ natürliche Zahlen, die 5̂  natürliche 
Zahlen >a^ (also jedenfalls ^ 2 ) sind. 

Bezeichnen vrir den Komplex der ersten n Ziffern des Ketten­
bruchs mit |„=(a;j, x^, .••, ^J ; zugleich soll dies den Wert des end­
lichen Kettenbruchs 

l«= 1 :^1+1: « 2 + 1 : ••• :a'r.-i+l:a;„ 

bedeuten. Dieser w'̂  Näherungsbruch ist bekannthch | ^ = —, wobei 

Mj = 1 , Mg = a;g , M^= a;„M„_j + u^_^, 

v, = x„ vj=x^x, + l, «„=a;„v„_j-l-«„_2; 

um die für w > 2 gültigen Rekursionsformeln auch für « = 1, 2 auf­
rechtzuerhalten, ist noch 

M_j = l , % = 0, 

«_i = 0, Vg = l 

zu setzen. AUgemein ist M .V —U V , =f—1)". 
*^ 71*—i n n n"~*l \ / 

Die Menge ilf(a;j,a;2, ...,a;J = J17(|J der x, die mit gegebenen 
n Ziffern beginnen, ist die Menge der irrationalen Zahlen des 
IntervaUs mit den Endpunkten 

(a;j, a;g, . . . , a ; J = | ^ = ^ 

nnd 

(a;j,a;g,. . . ,a,„,l)=(|„,l) = ^ ^ i g r - . 

Die Länge dieses IntervaUs oder das Maß jener Menge ist 

m{L)= ^ - ^"+^"-' = l = J _ f l l \ 
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oder, wenn wir die Abhängigkeit von der letzten Zifier a-,, hervor­
heben. 

Aus solchen Intervallen von den rationalen Zahlen abgesehen), die 
für bestimmtes n wegen der Kiiuleutigkeit der Kettenbruchdarstel-
lung paarweise fremd sind, setzen sich die im folgenden auftretenden 
Mengen als endliche oder abzählbare Summen zusammen. 

Wir halten jetzt nur die ersten >i — l Zifiern ^,_, = (arj, .'•,,..., a;,̂ _j) 
fest^ während wir x, durch die Bedingung o g . r , < i (a < 6 natür­
hche Zahlen) fixieren. Die Menge dieser Zahlen x sei 

Pf _A=3Il_^..a\+3[:i^_,,a+l +...+ .]Iil^_^.b-l); 
ihr Maß ist nach der obigen Formel 

<. ^ ^ _ i _ / _ 1 1 'j 

Falls die Ziöer x, nur einseitig durch a ^ a - , begrenzt wird, er­
halten wir 

/ • ; . _ ; = 31 JVj , a) + 3r.l^_,. a+l) + ... 
und 

, t _ > = _ i l • 

eine besondere Berücksichtigung dieses Falles ist entbehrlich, wenn 
man in bekannter W eise den uneigenthchen Wert 6 = CD zuläßt. 
Ist endhch noch a = 1, so erhält man wieder die Menge lf(|„_i) 
aUer mit | . _j beginnenden Kettenbrüche, mit dem Maß 

1 1 

Daraus folgt 

oder mit 

, ^ = " ' • -

- I 

P(f„_j) !-(-'/ l-t-Ö- = cp{a,b,&). 

Nun liegt & zwischen 0 und 1, da die Zahlen «„ mit dem Index 
wachsen; bezeichnet man also von der Punktion (p{a,b, &) das 
Minimum und Maximum im Intervall 0 ^ ??• ^ 1 mit 

g = g{a,b), cj= a{a,b), 
wobei der Bedeutung dieser Punktion nach 0<g-^cs^l, 
80 ist 

g • w»(|„_i) ^Z 'dn- i ) ^ «̂ • '^ik-A 

1 Wie dies nnd das folgende für » = 1 aufzufassen ist, liegt auf der Hand, 
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Nun lassen wir auch die ersten n—1 Ziffern noch variieren, wäh-
, rend die Bedingung a:^x,^<b für x^ festgehalten wird; d. h, wir 
büden die Menge 

3i=3I{i,_J + 31{y„__J + ... 

der Kettenbrüche, deren Anfangsziffernkomplex §^_.^ eine irgendwie 
vorgeschriebene (natürlich höchstens abzählbare) Menge {|„_i, «?„_j, •.•} 
durchläuft, während alle folgenden Ziffern frei variieren, und die 
Menge 

P=B( |„_ j ) + B(^„_j) + ... 

derjenigen Kettenbrüche von 31, deren n^ Ziffer außerdem noch 
an a^x^<.b gebunden ist. Da die Maße m, p dieser Mengen die 
Summen der Maße der entsprechenden Summanden sind, so gilt 

gm-^v^-am,, g^^^^cj. 
s — . ± — sr — ^ — 

Endhch sei nun 31.^ die Menge der Kettenbrüche, für die gleich­
zeitig 

a j ^ a ; j < & j , a^^x^<%, ..., a„^a;„<&„, 

während die übrigen Ziffern frei variieren. Dann steht 31,^ zu il7^_j 
in eben dem Verhältnis wie zuvor P zu 31, faUs man a, b durch 
a^, b^ ersetzt, und für die Maße m^ findet man 

. ^ rrir. ^ ^ 

?« = P K . *J. <^n = <%>K)-
Dabei ist unter 31^ die Menge aller Kettenbrüche zu verstehen, also 
«j„ = 1. Durch Multiplikation findet man 

»1 Ca - Qn = i'n'n='^i ö-g ...ff,̂ . 
Die Menge if ==2)(ilfj, Jfg, ...) der Kettenbrüche, die für jedes n 
der Bedingung a^^x^<.b^ genügen, hat als Durchschnitt einer ab­
steigenden Folge das Maß m = limm^. Andererseits konvergieren 
auch die Produkte g^g^-'-Qw die wegen 0<,g^^l eine absteigende 
Folge bilden, gegen einen gewissen Grenzwert g,g^..., ebenso die 
""i «''a • • • "•« gegen "'lö'a"-) ^^^ i^ian hat endlich 

g^g^...^m^c7,cx,^.... 

Es kommt nur noch auf die Bestimmung der g und ex an. Die 
Ableitung der fraghchen Punktion cp{a, ß,&) nach & hat das 
Zeichen von 

{a-l){h-l)-{l + -d-)S 

ist also für a = 1 immer negativ, für a > 1 immer ^ 0 bis auf die 
beiden „singulären" PäUe a = 2, & = 3 und a = 2, & = 4, wo sie inner-
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halb des IntervaUs das Zeichen wechselt. Abgi-aehen von den singu­
lären Fällen, wo man 

ü[2.B)^l < 2 , ; r = 3 - 2 I 2, 

o ; 2 , 4 = f rT2,4) = 2 - ) 3 

rindet. tritt also Maximum und Minimum der Funktion an den 
IntervaUgrenzen ein und es ist für a = 1 

für o > 1 

i>Ab)='^-, cr{l,b)=tll^ 

g^a. h = .- ö-(a, b) = -, ; 
o b ' ^ ' ' a+l 6-H' 

insbesondere noch für 6 = oo (wenn also die Ungleichung a ^ a; an 
SteUe von n ^ a ; < i tritti und a ^ l 

1 2 
a ' ' ' a+l 

Wir fragen mm, in welchem Fall die Menge 31 positives Maß hat; 
dazu ist no twendig , daß das Produkt o-jO-,... positiv sei, also die 
Reihe-3" 1 — ffj konvergiere, und h in re i chend , daß()j()2... positiv 
sei, also die Reihe JTil —oJ konvergiere. Nun ist für a > l im 
allgemeinen FaU 

^-'^^«'^) = aTl + i + I - T 

und in den singulären 1 — CT eine feste positive Zahl; diese FäUe 
dürfen also jedenfaUs, wenn ^{1 — aJ konvergieren soll, nicht un­
endhch oft auftreten, es müssen fast alle o„= l sein. Für a = l ist 

1 —ffl, ii = —, und danach ist noch die Konvergenz von 2-r- not-
0 bn 

2 1 1 wendig. Da dann 1 — o(l, )̂ = T—r und mit .S-r- auch -S* kon-
0 *T* i- Ofi Oji "T" J-

vergiert, ist die gefundene Bedingung auch hinreichend. Also: 
Die Menge 31 der durch die Ungleichungen a^^x^<,b^ 

e ingeschränk ten K e t t e n b r ü c h e ha t dann und nur dann 

posit ives Maß. wenn fast al le o„ = l s ind und die Reihe ^ - r 

konverg ie r t . FaUs an SteUe einer solchen Ungleichung die ein­

seitige a rSx tritt, ist -^ = 0 zu setzen, während die Ungleichung 

a;̂  < & soviel wie a„ = 1 besagt. Nimmt man alle a„ = 1, so hat 
die durch die Ungleichungen a;„ < J„ definierte Kettenbruchmenge ili 
ein Maß, das zwischen 
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>rm dif> RfiibA y. 
bn 

liegt, und das dann und nur dann positiv ist, wenn die Reihe .S'-p 

konvergiert. 
Die Bedeutung des obigen Satzes kann man etwa so bezeichnen, 

daß ein zu langsames oder zu schnelles Wachstum der Teünenner a;̂  
die Wahrscheinlichkeit^ NuU erhält. Setzt man z. B. aUe b^ = b, 
aUe a = 1 , so hat die Menge der Kettenbrüche, deren sämtliche 
Teünenner < b, das Maß 0; und die Summe dieser Mengen für 
6 = 2 , 3 , 4 , . . . oder die Menge aller Kettenbrüche mit besch ränk te r 
Ziffernfolge hat ebenfalls das Maß 0. Dies bleibt bestehen, wenn 
man nur für eine bestimmte Teilfolge natürhcher Zahlen p die 
b =b, aUe übrigen = cx) setzt; die Kettenbrüche, bei denen eine (im 
voraus fixierte) Teilfolge der x^ beschränkt ist, bilden ebenfaUs eine 
Menge vom Maße Null. — Andererseits, setzt man a^ = a^^,= ... =2, 
öj = ... =a„_i = 1 , und alle 6̂  = oo, so hat die Menge der Ketten­
brüche, wo a;̂ , a;„.,.j, . . . ^ 2 , das Maß 0, und die Summe dieser 
Mengen für n=l, 2, 3 , ... oder die Menge der Kettenbrüche mit 
nur endlich vielen Einsen hat auch noch das Maß 0: es besteht 
also die Wahrscheinhchkeit 1 für das Auftreten unendlich vieler 
Einsen unter den Teilnennern (während das Auftreten von lauter 
Einsen in einer im voraus fixierten Teilfolge die Wahrscheinhch­
keit 0 hätte). Dagegen hat z, B. die Menge der Kettenbrüche, wo 
x^<C.kn^ {k eine natürliche Zahl > 1), wegen der Konvergenz der 

Reihe ^—^ ein positives Maß, das zwischen den Grenzen liegt 
«" 

und 
^£S=4-i^)^M'+i)=^'-^-''^ 
77 , , = 77 1 — -—j = sm -—r: —=r , 

Z.B. für k = 4: zwischen den Grenzen l :sh—=2:1^6^ —e ^j und 

2: Jt (0,4345,... und 0,6366 . . . ) . 
IV. Meßbare F u n k t i o n e n . In der (beschränkten) eukhdischen 

Punktmenge A sei eine reelle Punktion f{x) definiert Damit sind 
für jedes reeUe y die Mengen 

AitJ = Menge der Stellen x, wo f{x) ̂  y, 
-4(2/ + 0) = Menge der Stellen x, wo f{x) > y 

definiert, die wfr schon m Kap. I , § 11 und IX, § 5 behandelt 
haben. Mit L e b e s g u e nennen vrir die Punktion /"(a;) meßbar , 
wenn die Menge A{y) für jedes y meßbar ist. Es ist dann auch 
die ganze Menge 

A = ^A{—n) (w = l , 2 , 3 , . . .) 
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und jede Menge .,̂ ,̂  ^ ,̂, = 5 ., L + 1] 

meßbar vin einer nicht meßbaren Menge gibt es keine meßbaren 
Funktionen). Bezeichnet man also die meßbaren Teilmengen von 
J mit 31. bO sind nach unserer danialigi'ii Ausdrucksweise die meß­
baren Funktionen in .1 von der Klasse i.l/, .1/), wo die 31 ein 
,T()-System büden und ihre eigenen Komplemente sind, d. h, J — Ji 
wieder ein M ist; d a r a u s folgt, daß Summe und Differenz 
von zwei meßbaren F u n k t i o n e n und der Limes e iner kon­
vergenten Folge m e ß b a r e r P u n k t i o n e n wieder eine meß­
bare Funk t ion is t . Mi; f{x) ist auch ihr Betrag /(.r) , ihr Qua­
drat f[x-. ihr Produkt c-fx) mit einer Konstanten und, falls f{x) 
in A nirgends verschwindet, ihr reziproker Wert 1: f{x) meßbar; das 
Produkt von zwei meßbaren Funktionen ist meßbar, da mit fundg 
auch f—g, f+gj' — \f—g*'=--lfg und fg meßbar sind. Nehmen 
wir A als meßbar, so ist eine in A stetige oder oberhalb stetige 
Funktion meßbar, denn die Mengen A{y) sind dann in A abgeschlossen 
oder Durchschnitte von J mit abgeschlossenen, d. h. meßbaren 
Mengen S. 393); ebenso die unterhalb stetigen und alle aus stetigen 
durch Limesbildung entstehenden Funktionen, d. h. die Baireschen 
Funktionen. Die rier .\bleitungen einer stetigen Punktion sind 
meßbar S. 396). Die Meßbarkeit einer Punktion steht im engsten 
Zusammenhange mit ihrer Integrabihtät (§ 5). 

Wir knüpfen daran einige Betrachtungen über eine in A kon­
vergente Folge meßbarer Funktionen, deren Limes f{x) = fjx) also 
wieder meßbar ist. Es sei für ein bestimmtes positives £ 

Ap = Menge der Stellen, wo \fjx) — f{x)\<a, 

= Menge der SteUen, wo \fj,{x) —f{x)'.<a für p^n, 
nnd 

B„ = -1 - -1„, 0 . = -1 - ^„ = 3 Ä , -B,.+p ...). 

Da nun jeder Pnnkt x fast aUen Mengen A„ angehört, so ist 

A = Lim inf A„ = S(Bj, Bg, ...), 

0 = Lim sup B„ = 'Si{Q,, Gg, ...). 

Diese Mengen smd meßbar; das Maß von Q^^ (und erst recht von BJ 

konvergiert mit — nach Null, das Maß von B̂  (und erst recht von AJ 
konvergiert nach dem Maß von A. 

Deuten wir jetzt auch die Abhängigkeit von £ an, indem wir 
A{n, e) statt A„ schreiben usw. Man kann demgemäß für beliebig 
vorgeschriebene positive Zahlen £, ff die natürhche Zahl n so groß 
wählen, daß f(Q{n, £)) < T. 

file:///bleitungen
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Wählen wir eine Folge positiver Zahlen â , die nach 0 kon­
vergieren, und eine Folge positiver Zahlen Ö-J. mit konvergenter 
Summe ff = ffj-|-ffg-f .... Für jeden Index k können wir ŵ  so groß 
wählen, daß f{Q{n„,sJ)<(Tj,. Die Menge Q = '3Q{%,aJ hat dann 

ein Maß < ffj-fffg-f-... = ff, das man demgemäß beliebig klein machen 
kann. In der Komplementärmenge 

B = A - Q = 2)B(«„£j 
k 

ist, für jedes k, 
| / '»-A«') j<«fc für ^^n^> 

d. h. in B ist die Konvergenz gleichmäßig. J e d e konvergente 
Folge meßba re r F u n k t i o n e n konve rg i e r t g le ichmäßig bis 
auf eine Menge von bel iebig k le inem Maß. 

Man folgert hieraus, daß sämtliche Baireschen Punktionen bis 
auf eine Menge von behebig kleinem Maß stetig sind; d. h. zu jedem 
positiven cx gibt es eine Menge Q von einem Maße < ff derart, daß 
die auf P=A—Q eingeschränkte Teilfunktion f{x\P) stetig ist^ 
Diese Eigenschaft überträgt sich nämhch von einer konvergenten 
Punktionenfolge auf ihren Limes. In der Tat wähle man bei ge­
gebenem ff = ffj-fffg+... die Menge Q^ vom Maße < ff^ so, daß 
fni^\Pn) i^ Pn=^—Qn stetig Ist; dio Menge Q'=<BQ,^ hat ein 
Maß < ff und in der Menge B' = A — ö' = 2) B̂^ sind alle Funktionen 
f^{x\P') stetig. Für eine geeignete Menge Q" vom Maße f{Q")<a-f{Q') 
ist die Konvergenz in P = P' — Q" = A — {Q' + Q") gleichmäßig, also 
der Limes f{x\P) stetig, wobei Q=A—P=iy+Q" vom Maße 
< ff ist. 

Betrachten wir noch einen i t e r i e r t e n L i m e s meßbarer 
Funktionen 

fix) = hm lim f^^{a-J 
p q 

oder 
f[xj = limf^{x), f^{x) = limf^^{x). 

p q 

Bedeuten A{p, q, «), B{p, q, a) die Mengen der SteUen, wo 

\fpqi^)-fi^)\<^ resp. ^ £ , 
so kann man durch passende Wahl der Zahlen p, q das Maß von 
B{p, q, s) beliebig klein machen; man kann nämhch der Menge, 
•^° l/j,(^) —Ai»)! = i « ) durch passende Wahl von p ein Maß < | f f , 
und dann der Menge, wo \fp^ix) — f^{x) | ^ ^ £, durch passende Wahl 
von q ein Maß <^a geben, wonach die Summe beider Mengen 

^ Dies besagt natürlich nicht, daß die Gesamtfunktion fix\A) in den 
Punkten von P stetig sei. 
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und die darin enthaltene Menge B,/*,,/. e) ein Maß <ff bekommt 
Man wähle wieder die Zalilen $^ nach 0 konvergierend und die 
Zahlen a^ mit konvergenter Summe, sodann die Zahlen y^, q^ derart, 
dal̂  B^^B{p^,q^,(J ein Maß < ff^ hat; in A^= A[p^, q^^, aJ ist 
^JftnAi~f^ <h- In 'i^'r Menge / ' = L i m i n f A ^ ist dann 
hm/"̂ ^ ̂  .r =/"(x\ Man setze noch 

<p= .-! _ B = Lim sup B^= ?((^„ Qg, ...), 

Die Menge Q^ hat ein Maß < ff^ -f ff^^j -f ..., das also mit ~ nach 0 
konvergiert, und Q hat demnach das Maß NuU, Also: bis auf 
eine Menge vom Maße Null ist der wiederhol te Limes 
einer Doppelfolge von meßbaren P u n k t i o n e n f {x) auch 
als Limes e iner e infachen Folge von Punk t ionen f {x) 
dars te l lbar . 

Hieraus schheßt man ähnlich wie vorhin, daß jede Bairesche 
Funktion bis auf eine Menge vom Maße NuU Limes stetiger 
Funktionen ist; die wiederholte Limesbildung führt, wenn man 
Mengen vom Maße NuU nicht beachtet, nicht weiter als die einfache. 

Daß es u n m e ß b a r e P u n k t i o n e n gibt, geht aus der Existenz 
unmeßbarer Mengen direkt hervor. Die mehrfach (S. 402, 418) er­
wähnte Spaltung der Einheitsstrecke A= JS A,^ in unmeßbare Be­
standteüe hefert z. B. eine unmeßbare Punktion, wenn man in A 
einfach fx) = m setzt. 

Hiervon kann man mit H. Lebesgue eine interessante An­
wendung machen. Das Zermelosche Wohlordnungsverfahren (S. 136) 
verlangt, jeder nicht verschwindenden Teilmenge von A ein zu ihr 
gehöriges Element zuzuordnen. Insbesondere muß also jeder der 
S. 401 betrachteten Teilmengen 

P^=\..., x — a, x,x + a, ...\ 

ein zu ihr gehöriger Punkt 
/•(a;) = x— am{x) 

entsprechen, wo m{x) eine von x abhängige ganze Zahl ist; wir 
haben hierbei vrieder x von der Beschränkung 0 ^ a; < 1 befreit, 
sodaß Werten von x mit ganzzahhger Differenz derselbe Punkt 
der Einheitsstrecke A entspricht. Da nun allen Punkten von B^ 
derselbe Punkt zugeordnet sein soU, so darf f{x) bei einer Änderung 
von X um Vielfache von a nur ganzzahlige Änderungen erfahren, 
d. h. f{x +a) — f{x) muß eine ganze Zahl sein. Das gibt wegen der 
Irrationahtät von a 

m{x + a) = m{x) + 1. 
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Die Punktion m{x) nimmt also in jeder Menge B^ alle ganzzahhgen 
Werte an und jeden nur einmal; wir erhalten damit genau eine 
solche Zerlegung A = .SA„^, wie wir sie betrachteten, wobei A^ die 
Menge der Stellen in A ist wo m{x) = 0, und A^ die Menge derer, 
wo m{x) = m. Die Funktionen m{x) und f{x) sind also nicht meßbar, 
und diese Tatsache, daß die Zermelosche Auswahl der ausgezeich­
neten Elemente auf unmeßbare, also „analytisch nicht darstellbare" 
Funktionen 1 führt, erklärt in gewissem Sinne die Unzugänglichkeit 
des Wohlordnungsproblems. 

§ 5. Das Lebesguesche Integral. 

Wir ordnen einer reeUen nichtnegativen Punktion in gewisser 
Weise eine Punktmenge, ihre „Ordinatenmenge", zu und definieren 
das Integral der Funktion als Inhalt resp. Maß der Punktmenge; 
je nachdem erhalten wir das Riemannsche oder das Lebesgue­
sche Integral. Das letztere zeichnet sich durch die weit um­
fassendere Menge integrabler Funktionen und durch den erleich­
terten Übergang von einer Punktionenfolge zu ihrem Limes aus: 
wir wollen unsere Betrachtung auf eine Einführung in diesen 
modernen Integralbegriff beschränken. Wir behandeln nur ein­
fache Integrale von Punktionen einer reeUen Variablen, wo also 
f{x) in einer linearen Punktmenge A definiert ist und eine ebene 
Ordinatenmenge liefert; diese Einschränkung, die der bequemeren 
Ausdrucksweise dient, ist übrigens durchaus unerheblich und kann 
mit einem Federstrich beseitigt werden, indem man unter A eine 
M-dimensionale, unter B die entsprechende (w-l-l)-dimensionale eukli­
dische Punktmenge versteht. Mehrfache Integrale (die bekannthch 
von mehrmaligen einfachen Integralen zu unterscheiden sind) bieten 
also prinzipiell keine größere Schwierigkeit als einfache. Wesent­
licher ist die im folgenden innegehaltene Einschränkung auf eigent­
l iche Integrale, wo f{x) eine beschränkte Punktion eines beschränkten 
Arguments ist und zu einer beschränkten Ordinatenmenge führt 

Wir bezeichnen die Längenmaße linearer Mengen mit q),{Ä), 
ip,{A), /i(A) (äußeres Maß, inneres Maß, Maß), die Flächenmaße 
ebener Mengen mit g>^{B), ip^{B), f^{B). 

Wir wählen in einer Ebene ein rechtwinkliges Achsensystem; 

^ Analytische Operationen sind, wenn man dem Ausdruck einen präzisen 
Sinn geben will, wohl die vier Spezies und die Bestimmung des Grenz­
werts einer konvergenten Folge zu nennen; analytisch darstellbar diejenigen 
Punktionen, die aus x (oder mehreren Variablen) und Konstanten durch ana­
lytische Operationen entstehen. Alle diese Punktionen sind jedenfalls Ba i r e ­
sche Funktionen, also meßbar. 
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A sei eine beschränkte Punktmenge auf der Abszissenachse und f{x) 
eine in .1 definierte, reelle, beschränkte, n i ch tnega t ive Punktioii 
(JA^O). Unter einer zu dieser Punktion gehörigen Ordinate B 
verstehen whr die Verbindungsstrecke der beiden Punkte {x, 0) und 
(a-,/Xr'), wenn x ein Punkt von .1 ist; wir wollen dieser Strecke 
ihren oberen Endpunkt nicht zurechnen, also B^ als Menge der 
Punkte ^x, y) mit festem x und 

0^y<f(x) 

erklären. B^ ist nur für positives f{x) von NuU verschieden. Die 
(beschränkte) Summe 

ß = 2:B, 
X 

aUer dieser Ordinaten nennen wir die zur Punktion gehörige Ordi­
natenmenge (der Leser kennt sie aus den Elementen als „das von 
der Kurve y = /"(x), der Abszissenachse und zwei Ordinaten begrenzte 
Flächenstück", wenn A nämlich ein Intervall ist). Wir definieren 
dann als oberes und u n t e r e s I n t e g r a l ^ von f{x) das äußere 
nnd innere Maß von B: 

ff{x) = cf./E). Jf{x) = ^,{B), 

und als I n t e g r a l schlechthin den gemeinsamen Wert beider im 
GleichheitsMle, also das Maß von B: 

Jf{x) = f,{B). 

Wenn das Integral existiert, heißt die Funktion integrabel oder 
auch summierbar.* 

Diese Elrklärungen bezogen sich auf den Fall einer nicht­
negativen Funktion. Ist f{x) jetzt eine beliebige, aber beschränkte, 
in A definierte Punktion, so setzen wir 

fi^)=h\fi^)\+\/•(*)> r ' H = i I A ^ ) I - i f i A > 
also 

f{x) = f'{x)-f"{x). 

Die Funktionen f'^x), f"{x) sind nichtnegativ; f'{x) ist =f{x), wo 
/•(a;)^0, sonst = 0, und Entsprechendes gilt von f"{x). Wir 

' Wir schreiben hier unbedenklich//(a;) etaXt f f{x)dx und unterdrücken 
auch die Angabe des Argumentes A (des „Integrationsgebietes"). 

' Dieser Ausdruck soll die Integrabilität im Lebesgueschen Sinne von 
der im Eiemannschen Sinne unterscheiden. 
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definieren dann, wenn B', B" die Ordinatenmengen dieser Funktionen 
sind, als oberes und unteres Integral von f{x) 

]f{x) = Jf'{x) -Jf"ix) = cp,{B') - ^,{B"), 

Jf{x) = Jf'{x) - Jf"{x) = xp,{B') - cp,{B"), 

woraus folgt 

Jf{x) - Jf[x) = [_cp,{E) - ^g(B')] -1- {cp,{B") - %(B")], 

sodaß das obere Integral nicht kleiner als das untere ist Beide 
fallen dann und nur dann zusammen, wenn einzeln B' und B" 
meßbar, f'{x) und f"{x) integrabel sind, und der gemeinsame Wert 
wird in diesem PaUe als Integral von f{x) 

Jf{x) = J f'{x) - Jf"{x) = /g(B') - /g(B") 

erklärt. 
Der Punktion \f{x)\ entspricht die Ordinatenmenge B = B'-)-B"; 

zugleich mit f{x) ist also \f{x)\ integrabel (nicht umgekehrt). Für 
die Punktion —f{x) tauschen B' und E' die Rollen, also ist 

J-fi^) = -[ fi^), J - fi^) = - Jfi^) • 
Ist 0:^f[x)^g{x), 80 ist die Ordinatenmenge von f{x) in der von 
g{x) enthalten, also 

Jfix)^j9{x), Jf{x)^j9{x). 

Diese Ungleichungen bleiben auch bestehen, wenn f{x)^g{x) von 
beliebigem Vorzeichen sind, da dann f'{x)^g'{x), f"{x)^g"{x). Ins­
besondere ist 

J± fix) ^ 7 | f{x) I, / ± f{x) g / 1 f{x) I, 

woraus folgt, daß die Beträge von f f{(K) und Jf{o^ höchstens gleich 

r I f{x) j sind. Ist f{x) integrabel, so ist 

\jf{x)\^J\f{x)\. 

Werfen wir im Vorbeigehen noch einen Bhck auf das Rie­
mannsche Integral, das man erhält, wenn man nicht die Lebesgue­
schen Maße, sondern die Peano-Jordanschen Inhalte für gPg, li/g, f^ 
setzt; oberes und unteres Integral werden hier auch als die 
Darbouxschen Integrale bezeichnet Es bedarf keiner Ausführung, 
daß durch den Übergang vom Inhalt zum Maß das obere Integral 
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(«enn es sieh überhaupt ändert verkleinert, das untere vergrößert 
beide einander genähert werden. Das System der integrablen 
Funktionen erweitert sieh wie das der meßbaren Mengen; eine 
Funktion mit Riemaunschem Integral hat auch ein Lebesguesches 
mit dem gleichen Wert', aber sie kann dieses ohne jenes haben. 
Dem Leser wird es vielleicht noch erwünscht sein, wenn wir die 
hier gegebene Erklärung der Darbouxschen Integrale mit der 
traditioneUen zu völliger Ul'ereinstiininung bringen. Nehmen wir 
/'i-^^Ü und A als abgeschlossenes Intervall {a, b) an (dies ist er­
laubt, da man zu dem ursprünghchen Argument behebig viele SteUen 
m i t / ( x = n hinzufügen kann, die ja zur Ordinatenmenge keinen 
Beitrag liefern. Teilen wir das IntervaU durch Einschaltung von 
Zwischenpunkten 

a = .r̂  < Xj < a-g < ... < a;„_, < a;„ = i 

und errichten über dem TeüintervaU x_._j ^^ a; ̂  a;; ein (abgeschlos­
senes Rechteck Rr, die Summe dieser Rechtecke sei 

7?=3(72„Bg, . . . ,BJ . 

Durch ganz elementsure (berlegungen erkennt man, daß cp^{B) untere 
Schranke der Inhalte f^iRj der Rechteckssummen RsB, ''p.,{B) obere 
Schranke der Inhalte f^{E) der Rechteckssummen RSB ist (d.h. 
daß man statt der definitionsgemäß zu verwendenden allgemeinen 
Polygone diese spezieUen Polygone R benutzen darf). Wählt man 
noch die Höhen der Rechtecke im ersten FaU möglichst klein, im 
zweiten möghchst groß, so heißt das: ist p^ die obere, /.; die untere 
Schranke von fixi im Intervall (•/•,_,, a;,.) von der Länge ();=a;;—a;j_j, 

so ist das obere Darbouxsche Integral jf{x) die untere Schranke 

der Summen .Su.SJ das untere Jf{x) die obere Schranke der 

Summen 2X^<)., für alle möghchen Intervallteilungen. Das ist die 
bekannte Definition in ihrer einfachsten Gestalt, und dies bleibt 
auch für Punktionen behebigen Vorzeichens richtig. 

Unsere weitere Betrachtung bezieht sich wieder auf das 
Lebesguesche Integral. Wir definieren wie in § 4, IV für eine 
reeUe Zahl y 
(1) A{y) = Menge der SteUen x, wo f{x) ^ y, 

nnd nennen die Funktion f{x) meßbar, wenn die Menge A(t/) für 
jedes y hnear meßbar ist, d. h. ein Längenmaß /i {AijJ)) besitzt 

I n t e g r a l e k o n s t a n t e r P u n k t i o n e n . Ist h eine positive 
Zahl und f{x) = h in A konstant so ist 

[2, Jh = h-cf,{A), Jh = h.yj,{A). 
QQ 

Hausdorf/, Mengenlehre, ^° 
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Beweis. Ist zunächst G ein lineares Gebiet, E die zugehörige 
(der konstanten Punktion f{x) = h entsprechende) Ordinatenmenge, 
so ist 

f,{E) = h.f,{G). 

Denn G zerfällt in (endhch oder abzählbar riele) paarweise fremde, 
offene Strecken, E entsprechend in paarweise fremde Rechtecke von 
der Höhe h (mit einem Teil des Randes). Das Längenmaß von G 
ist die Summe der Streckenlängen, das Flächenmaß von E die 
Summe der Rechtecksflächen oder der mit h multiphzierten Strecken­
längen. 

Schließen wir jetzt A in ein lineares Gebiet G ein mit 
f,{G)<cp,{A) + a, so schheßt die Ordinatenmenge E von G die 
Ordinatenmenge B von A ein und es ist 

<p,{B)^f,[E) = h.f,{G) < h.cp,(A) + ha, 

also (p^[B)^'h.cf,(A). 
Andererseits sei B' die Menge, die aus B durch Hinzufügung 

der oberen Endpunkte der Ordinaten entsteht {O^y^h); B' unter­
scheidet sich von B um eine Menge vom Flächenmaß Null und es 
ist daher cp^{B')= <p^{B). Schließen wir B' in ein ebenes Gebiet B ' 
ein mit f^iEJ^, cp^{B') + E. Zu jedem Punkt z der Ordinate B'^ gibt 
es eine quadratische Umgebung Q̂  s E' (ein Quadratinneres mit z 
als Mittelpunkt und Seiten parallel den Koordinatenachsen); nach 
dem Boreischen Satze genügen, da B'^ abgeschlossen ist, endlich 
viele Q^ zur Bedeckung von B'^, und aus diesen Q^ gewinnt man 
ein in E' liegendes, B'^ einschließendes unberandetes Rechteck E'^ 
mit Seiten parallel den Koordinatenachsen. Von diesem Rechteck, 
das unter die Abszissenachse und über die Gerade y = h hinaus­
ragt, sei G^ der Durchschnitt mit der Äbszissenachse und E^ der 
Durchschnitt mit dem Parallelstreifen O^y<.h. Dann ist G^ eine 
offene Strecke, G = 'S> G^ ein lineares Gebiet 2 A und E=<BE^sE' 
die Ordinatenmenge zu G. Demnach hat man 

9>2iB) + e y f,{E') ^/g(i7) = h.f,{Gf)^h. cp,{A), 

also cp^{B)'^h.q),{A) und schheßlich (p.^{B) = h.cp,{A). 
Durch Komplementbildung (indem man A in eine Strecke, B in 

das entsprechende Rechteck einschheßt) findet ma.n tp^{B) = h.'{p,{A), 

womit die Gleichungen (2) bewiesen sind. Das Integral Jh existiert 

dann und hur dann, wenn A meßbar ist, und ist =h-f,{A); dies 
gilt auch für negatives h. 

Zer legung in Hor i zon ta l s t r e i f en . Für eine in A definierte 
n ich tnega t ive Funktion f{x) schneiden wir die Ordinatenmenge 
B = 2B^ mit dem Parallelstreifen h^y-^k, wobei Ä g O voraus-
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gose:.-t sei; der Durchschnitt sei l'-^^D^. Der Ordinatendurch-
selmitt D, ist durch das Zusammenbestellen der Ungleichungen 

f>-~:y<k,fix) 
definiert verschwindet also jedenfalls für f{x)<h (sogar auch nocli 
für /•,x'' = /(l; und F kann, wenn wir die 
Abszissenachse nach y = h verh'gen, als 
Ordinatenmenge einer Funktion angesehen 
werden, die nur für f(x] ^ /;, also nach d) ^.^ ji.. 
in der .Menge A'Jt' definiert in der ^lenge i 
J.vi gleich /.—/i und sunst gleich ^^ ! J 

px)-l,<k-h Fig 53_ 
ist. D hegt also zwischen zwei Mengen, 
die sich als Ordinatenmengen der konstanten Punktion k — h mit 
den Argumenten .17/) nnd Aik< auffassen lassen, und daraus folgt 
,3, 1 :^ ~h)'fi(A>^''^'f2^^^<'' -h)'fJAihJ, 

1 k-Fv,>Atki\:^V',[IJ^ü:-h)v',(A{l>J. 
Aus diesen Formeln gewinnen wir eine notwendige Integrabihtäts-
bedinguus. Ut fix) integrabel, so ist B, also auch D meßbar, 
cf^jD;= li:^ D]. und die letzten Ungleichungen geben 

7-j ( ,-1 > i-l ) ̂  L"i ( ,-1 [hji 10 ^ Ä < k). 

Halten wir k fest und lassen h eine Folge positiver, wachsender, 
nach k konvergenter Zahlen Ä„ durchlaufen, so bilden die Mengen 
A{hJ eine absteigende Folge mit dem Durchschnitt A{k) und es ist 
i§ 3, ^5,) 

i."j (A'kii = lim H\ (AiliJ]) ^ </j (A{k)), 
also ii\(A[kii = cf,(Aiki], mit andern Worten: 

Dami t f'x i n t e g r a b e l sei, muß j ede Menge A(//) iüryyO 
l inear meßbar sein. 

Für die Menge Aiü/ = A versagt dieser Schluß, und das ist 
ganz naturgemäß, da ja die Stellen, wo f{x) = 0, keinen Beitrag zur 
Ordinatenmenge geben; aus eben demselben Grunde kann man 
allerdings (nach eventueller Hinzufügung solcher Stellen) A als meß­
bar, z. B. als Intervall, vo rausse tzen . Da auch, für negatives y, 
A'y, = A ist, so ergibt sich: eine (in einer meßbaren Menge A 
definierte) i n t e g r a b l e F u n k t i o n i s t meßbar . 

Wenn das I n t e g r a l der n ich tnega t iven F u n k t i o n f{x) 
Null i s t , so ist f{x) = 0 bis auf eine Menge vom Maße Null . 
Denn dann ist cp^[B) = 0, also in (3) cp^{D) = 0, cp,[A{k)) =0; die 
Menge A[k, für positives k und folglich die Menge 

3(A(1), A(i), A(-}), . , , ) 
der Stellen, wo f'xj > 0, hat das Längenmaß Null. 

28* 
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Um zu beweisen, daß auch umgekehrt eine meßbare Funktion 
integrabel ist, verstehen wir unter d die obere Schranke von f{x) 
oder eine noch größere Zahl, sodaß die Ordinatenmenge im Horizontal­
streifen 0-^y<d hegt Wir teilen durch Einschaltung von Zahlen 

0=2/„<2/ i<2/2<-- -<2/„- i<2/„ = '̂  

diesen Streifen in Teilstreifen, und es sei B. der Durchschnitt von 
B mit dem Streifen 

%_i^«/<2/ i {i=l,2,...,n). 

Hierdurch wird B = .SB^ in r e l a t i v m e ß b a r e Mengen zerlegt, 
sodaß (S. 415) 

cp, (B) = ^ yg (B,), t/̂ g (B) = ^ ^ g {BJ. 

Benutzt man dann die Formeln (3), so folgt 

^iyi - yi-jTi (^(2/i)) ^ 9̂2 (s) ^ ^ ( % - yi-i)n {Avi-J) 
und analog für ip. 

Da qoj {A{yJ) eine mit wachsendem y monoton abnehmende (ge­
nauer: nicht zunehmende) Funktion von y, also im Riemann sehen 
Sinne integrabel ist, so ist, bei allen möglichen Zerlegungen in Teil­
streifen, die obere Schranke der linken Seite und die untere der 
rechten Seite in der letzten Formel das Riemannsche Integral 
von cp,{A{y'j), also in gewöhnlicher Schreibweise 

d d 

(4) cp,{B) = JcpAAiy))dy, ^,{B) = J ^,{A{y)) dy. 
0 0 

Hiermit sind Lebesguesche Integrale auf gewöhnliche, Flächen­
maße auf Längenmaße zurückgeführt; zugleich ergibt sich, daß eine 
meßbare P u n k t i o n i n t e g r a b e l und 

d 

(5) f2iB) = Jf,(Ay))dy 
0 

ihr Integral ist. Wenn f{x) bis auf eine Menge vom Längenmaß 

NuU verschwindet, also f,{A{y)) =0 für positives y, so ist ('f{x) = 0. 

FaUs es sich, statt um eine nichtnegative, um eine (beschränkte) 
Funktion f{x) behebigen Vorzeichens handelt und wir das Argument A 
als meßbar annehmen, so lehrt die Definition des Integrals (S. 432): 
ist f{x) integrabel, so sind f'{x) und f"{x) integrabel, also meß­
bar, und f{x) = f'{x) — f"{x) ebenfalls meßbar; ist f{x) meßbar, so 
sind auch \f{x)\, f'{x) und f"{x) meßbar, also f'{x) und f"{x) und 
damit f{x) integrabel. Die Identität integrabler und meßbarer (be­
schränkter) Funktionen gilt also für Punktionen beUebigen Vor­
zeichens. 
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Z e r l e g u n g iu V e r t i k n l s t r e i f e n. Eine in .1 definierte 
Funktion f{x) gibt für jede Teilmenge / ' von .1 eine Teilfunktion 
f\x'P), deren Integrale (über das Argument P) wir mit 

Jf.r P). J'f[x ]'), ffix IJ 

bezeichnen. Diese Integrale sind für nichtnegatives f{x) 

T»','.''. >.".,(0), f,{Q), 
p 

wenn Q = — U^ die der Teüfunktion entsprechende Ordinatenmenge 
X 

ist Wenn /' in .1 meßbar ist, so ist auch Q in B meßbar; denn 
ist B = ? .1, J7i, so ist Q = ? J . ' , A ) , wo A eine über der linear 
meßbaren Menge .1/ errichtete Ordinatenmenge von konstanter, hin­
reichend großer Höhe ist. Wird A in eine endliche oder abzähl­
bare Meuje paarweise fremder Summanden A = J j - f J „ - 1 - , . , zerlegt, 
so entspricht dieser eine Zerlegung B = B,-}-B, + ,.. der Ordinaten­
menge, und aus den Formeln § 3, i6i. J] folgt 

/ / » ^2:jf{x AJ, ff{x) s:sjf{x; .1,.,. 
Nehmen wir aber insbesondere die A„ in A meßbar an, so sind 
auch die B„ in B meßbar und es gelten die Gleichungen 

(6) Jl{x,=.2:jf{x ; AJ. Jf{x) = ^Jf{x i AJ, 

von denen man unmittelbar sieht, daß sie, und zwar mit absoluter 
Konvergenz der Reihen rechterhand, für eine Punktion beliebigen 
Vorzeichens bestehen bleiben. Ist f{x) integrabel, so auch jedes 
f'x AJ, und dann gilt 

;', jf[x,=2jf[x AJ. 
Insbesondere ist dies alles richtig, wenn A und die A„ (absolut) 
meßbar sind. 

Um hiervon eine Anwendung zu machen, nehmen wir A als 
ß 

IntervaU {a, b) und /"(a;) als integrabel an; unter J f{x) verstehen wir 
a 

das Integral über ein TeüintervaU («, ß) für ß ^ / 9 und setzen 

]fi?^--jfA-
ß " 

Ob wir die Endpunkte des IntervaUs mitzählen, ist natürlich 
belanglos, da einzelne Ordinaten das Flächenmaß 0 haben. Sind 
alle diese Intervallintegrale (oder nur die bei fester unterer und 
variabler oberer Grenze) bekannt so ist Jf{x\B) für jede meßbare 
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Teilmenge B von A bekannt; denn nach (7) erhält man das Integral 
über ein Gebiet 0 als Summe von Integralen über paarweise fremde 
Intervalle, das Integral über eine abgeschlossene Menge F als Diffe­
renz von Integralen über A und G {A — F ist, von den Endpunkten 
von A eventuell abgesehen, ein G), das Integral über eine Menge 
F^ wieder nach (7), da wir mit aufsteigenden B„ 

B„ = 3 (BJ, Bg,...) = BJ + (Bg- BJ) + {F,-FJ + ... 

annehmen können, endhch für eine beliebige meßbare Menge B, die 
wir ja in ein F^ mit gleichem Maß und eine Menge vom Maße Null 

zerlegen können, ff{x\P)=Jf{x\FJ. Wenn insbesondere alle Inter­
vallintegrale verschwinden, so auch alle Integrale über meßbare 
Teilmengen; dann muß aber f{x) bis auf eine Menge vom Maße 
Null verschwinden. Denn ist B die meßbare Menge der SteUen, 

wo f{x) y 0, so folgt aus dem Verschwinden von Jf{x\P) nach S. 435, 

daß B vom Maße NuU sein muß, und das Gleiche für die Menge 
der Stellen mit /•(a;)<0. Also: eine in {a, b) i n t e g r a b l e Funk­
tion f{x), deren I n t e g r a l in j edem T e i l i n t e r v a l l verschwindet , 
ve rschwinde t se lbs t bis auf eine Menge vom Maße Null . 

Kehren wir zu den Formeln (6) zurück; wir wollen jetzt A als 
meßbar und eine Zerlegung in endlich viele meßba re Mengen 

A = Aj + Ag+. . . + A„, = ^ A , 

annehmen; zur Abkürzung setzen wir 

A = /j(A,), ^S, = f,{A). 

Ist weiter ß^ die obere,. X^ die untere Schranke von f{x) in A;, so 
gibt die Ungleichung Aj ^ f{x \ A,) ̂  /X; durch Integration über A-

X,§,^Jf{x\A^^]f[x\A^^ß,d„ 

(8) ^hSi^Jfix)^]f{x)^^lJ^iSi. 

Nennt man 0 die untere Schranke der oberen Summen ^ß^S^, 
yP die obere Schranke der unteren Summen ^X^S. bei aUen mög­
lichen Zerlegungen, so ist also 

(9) ]f{x)^0, ff{x)^W. 

Wir werden nachher sehen, daß hierin die Gleichheitszeichen gelten, 
sodaß wir damit die beiden Lebesgueschen Integrale in formal 
ähnlicher Weise wie die Darbouxschen erklären können, nur daß 
statt der. speziellen Zerlegungen in Intervalle die aUgemeinen in 
meßbare Mengen zu betrachten sind. 
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Ist zunächst ,\x' meßbar oder integrabel, so gehört zu den 
fraghchen Zerlegungen die folgtnule: wenn aUe Werte von f{x) 
zwischen e uud d liegen, so teilen wir dies Intervall wieder durch 
Einschaltung von Zwischenpunkten 

c = i/o < i/i < .'A <• • •<? /„_ ,< 2/„ = <̂  
und setzen 

A= -'C'/i-i)--!;,'/,!, 
d. h. 

A,.= Menge der Stellen, wo y,^,^f{x)'Cy.; 

denn diese Mengen sind meßbar. Da dann fii^y^, X•^y^_,, so 
kann die Difierenz der oberen und unteren Summe 

^u,-).,ö,^^[y,-y,_JÖ, 

beliebig klein geumcht werden, indem man die TeüintervaUe 
V — j^i_j<£ wählt (die Summe wird dann <:.a.2S^= e'f,{A)). Für 
eine integrable Punktion ist also in der Tat 

Jfi,X,= 0= W, 

das Integral die untere Schranke der oberen und zugleich die obere 
Schranke der unteren Summen. 

Sind f<x und yx,, also auch h'x) = f{x)+g'x) integrable Funk­
tionen in A, so gilt für die bezüglichen Schranken in irgend einer 
Teilmenge von A 
(10; ^ , ^ ^ ^ + , " , , /v,^/.,. + A, 
und demnach 

Jhix,^Jf{x) + Jg'x), Jh[x)^Jf{x) + Jg{x), 

also 
jAf{x)+g{x)) = Jf{x)+Jg{x). 

das Integral der Summe ist die Summe der Integrale. 

Für eine Konstante c ist 

Jof{x) = o.Jf{x). 

Wenn die in A definierten, integrablen E'unktionen f,,{x) g le ich­
mäßig b e s c h r ä n k t sind, d.h. eine Ungleichung 

| / ' » I ^ M 

für alle n und x besteht, und wenn f{x) = limf^{x), so ist 

(11) J f{x) = lim Jf„{x), 

das I n t e g r a l des Limes gleich dem Limes des I n t e g r a l s . 
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Es ist nämhch auch f{x) integrabel (meßbar) und mit 

9M=\fni^)-fi^)\ 
\ff.i^)-.[fi^)\ = ijifni^) - fix))\^j9r.ix). 

Für ein bestimmtes £ > 0 sei B^ die Menge der SteUen x, wo g.^{x) < £, 
Q^=A-P„ die Menge derer, wo g,^{x)^ g; in Q„ ist aber wenigstens 
g2x)^\f,,{x)\ + \f{x)\^2ß. Da B„ und Q^ meßbar sind, so folgt 

j9,.{x)^e.f,{PJ + 2ß-f,{QJ. 

Nun ist LimsupO„ = 0 (S. 427), limf,{QJ = 0, also für hinlänghch 
großes n das zweite Glied der rechten Seite < a und 

j9ni^)<^-fj{A + ^> l im/^Ja;) = 0, 

womit die Formel (11) bewiesen ist. 
Die Tatsache, daß eine konvergente Folge integrabler Funktionen 

immer wieder eine integrable Punktion liefert, und die relativ ge­
ringe Einschränkung, unter der die Vertauschung von Integral und 
Limes (im Fall einer Funktionensumme also die Integration gliedweise) 
gestattet ist, bildet einen fundamentalen Vorzug der Lebesgueschen 
Integrale vor den Riemannschen, bei denen die gleichmäßige Kon­
vergenz — eine freilich auch zu enge Bedingung — gefordert zu 
werden pflegt. 

Um Anwendungen davon zu geben, sei B eine beschränkte 
ebene Punktmenge, nicht mehr notwendig eine Ordinatenmenge, B^ 
ihr Durchschnitt mit der zur Abszisse x gehörigen Geraden parallel 
der Ordinatenachse, A die Projektion von B auf die Äbszissenachse 
oder eine diese Projektion enthaltende beschränkte Teilmenge der 
Abszissenachse, etwa ein hinreichend großes Intervall, so daß außer-

A 

halb A jedenfaUs B ^ = 0 und B = 2B^ ist Wir suchen einen Zu-

sammenhang zwischen dem Flächenmaß von B und den Längen­
maßen der B^. 

Ist B zunächst ein Polygon B, so ist B^ eine Summe endlich 
vieler Strecken und 

f2iP) = Jf,iPA 

Denn die Ordinatenmenge zur Punktion f,{PJ ist offenbar selbst 
ein Polygon, dessen Pläcbengleichheit mit B elementargeometrisch 
bewiesen werden kann, durch Zerlegung in rechtwinklige Dreiecke 
mit Katheten parallel den Koordinatenachsen. 

Ist ferner G ein ebenes Gebiet, so läßt sich dies als Summe 
einer aufsteigenden Folge Bj g Bg g . . . von Polygonen darstellen; 
entsprechend ist das lineare Gebiet G^ die Summe der Folge 
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/ '^ST^^.S. . . . Nach der Liineseigcnschaft der Lebesgueschen 
Integrale ist 

/3(';) = lim/;:BJ = limj"/,i/'„,) 

= j\imf^^J\,^J = Jfjrrj. 

Entsprechendes gilt für eine abgeschlossene Menge F, die ja als 
Durchschnitt einer absteigenden Polygonfolge darstellbar ist Wir 
haben also 

/2(ö) = .f/i(c?j. /ä^F, = jYjf/-;). 

Für eme behebige Menge B bestimme man ein ebenes Gebiet 
G 2 B mit /•j'?)<f/-j(ß)-i-£; G^^B^ ist ein lineares Gebiet, also 
iJfiJ^ViiB,'- Uas gibt 

cf.JB>-^ayf,{G^ = Jf^ißJ = Jf,{GJ^Jcp,Ej 

und die erste der Ungleichungen 

(12 cf„iE) S Jcf^ 11J, 1/., iB, ^ / ,./., iBJ; 

die zweite erhält man durch entsprechende Verwendung einer Menge 
FSB. Ist ß meßbar, so folgt 

j > U ß , i ^ j > i ' A ' . 

also die Gleichheit dieser beiden Integrale und der beiden andern; 
d.h. cf^iBJ und «',(BJ sind integrabel und 

(13', ^^rB., = / 9 ; j ( B J = / , / . v ß . ' . 

Approx ima t ion du rch i n t e g r a b l e Punk t ionen . Zu jeder 
Funktion f{x) gibt es eine integrable Punktion f[x, s f{x) und eine 
mtegrable Punktion f{x)^f{x) mit 

(14, Jf^^^^JJi^^^ Jf^^^j^lfi...^ 

Denn ist f{x) in A definiert und zunächst s O , so bestimme man 
zu seiner Ordinatenmenge B eine meßbare Menge if 2 B (z. B. ein 
GJ mit f^{3I)=cp.^{B). Man kann dieses 31 durch jede meßbare 
Menge zwischen 31 und B ersetzen, so durch die (bei hnear meß-

A 

barem A eben meßbare) Menge —-I4; die Funktion 

rp,[31j^'f,{BJ = f{x) 
ist integrabel und ihr Integral =cpJE). Die erste und analog die 
zweite Behauptung gut also für eine nichtnegative Funktion fi^; 
man überträgt sie unmittelbar auf eine Funktion beliebigen Vor­
zeichens. 
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Damit ist unmittelbar zu erkennen, daß in den Formeln (9) 

die Gleichheitszeichen gelten, also Jf die untere Schranke 0 der 

oberen Summen 2PiS^ und Jf die obere Schranke W der unteren 

Summen ^ I j ^ j ist Denn f f= Jf ist die untere Schranke der oberen 

Summen ^ßJ^^iiiö., also ^ 0 , was mit (9) kombiniert J f= 0 

ergibt; ebenso Jf=W. 

Hieraus mit Hilfe von (10) oder durch Verwendung approxi­
mierender integrabler Punktionen findet man die Ungleichungen 

J(f+9)^Jf+j9, 
J{f+9)^Jf+j9. 

Vertauscht man g mit —g, so liefert die erste 

J(f-9)^Jf-j9 
oder mit Ersetzung von f durch f+ g die erste der beiden ITormeln 

lJ(f+9)^Jf+j9, 
^^^^ \j(f+9)^Jf+j9. 
Diese Summenformeln für Punktionen entsprechen denen für Mengen 
(§3,(3)), was übrigens cum grano sahs zu verstehen ist: sind Bj 
und Bg die Ordinatenmengen der nichtnegativen Funktionen f,{x) 
und /g(a;), so ist B=<B{B„BJ die Ordinatenmenge nicht von 
f,{x) + f,{x), sondern von f{x) = max[f,{x),f2{x)'\, und B ' = 2)(Bj, Bg) 
die von f'{x) = min[f.^{x), f^{x)]. 

Auf die Theorie der une igen t l i chen Integrale, wo Argument 
und Punktion unbeschränkt sein können,^ wollen wir nicht eingehen; 
wir bemerken nur, daß bei Zugrundelegung derselben Definitionen 

wie S, 432 mit Jf{x) auch J\f{x)\ existiert, also nur die soge­
nannten absolu t konvergen ten Integrale auf diese Weise in Be­
tracht gezogen werden. Die weitere Behandlung ist der hier 
gegebenen analog, wenn auch nicht alles buchstäblich zu übertragen 
ist; z. B, wird man bei der Zerlegung in Horizontal- und Vertikal­
streifen auch abzählbar viele Summanden berücksichtigen müssen, 

^ Man wird hier sogar zweckmäßig die uneigentlichen Funktionswerte 
-L CO, — CO zulassen; dem Wert -f oo entspricht als Ordinate eine Halbgerade 
2/isO. 
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§ 6. Differentiation nnd Integration. 

In dem abgeschlossenen Intervall [a, b) sei eine reeUe Punktion 
fix) definiert.* Man teile das Intervall durch Einschiebung von 
Zwischenpunkten 

a = X, < X, < Xj < ... < x„_, < .r„ = b 

und büde die Summe der Beträge der Funktionsdifferenzen 
'•„ = - /•(•!j-/'(a-,-_J* (i = 1,2,...,«). 

Wenn diese r^, für aUe IntervaUteüungen, eine beschränkte Menge 
büden, so heißt die Funktion von b e s c h r ä n k t e r Var ia t ion; die 
obere Scliranke r der r„ heißt die (totale) Variation von f{x) im 
Intervall (o, i.. 

Bezeichnet man mit ^j , die Summe der positiven, mit — w„ die 
Summe der negativen unter den Differenzen f{x^ — f{x._J (natürhch 
Pf) = 0, wenn keine positiven existieren), so ist 

«o=/^o-T-»o. f{b)-f{a)=Po-%. 
Die oberen Schranken p. n der Zahlen p^, n^ bei allen IntervaU­
teüungen heißen die positive und negative Variation von f{x). Da 
I\^) — f'A Ton der Intervallteilung unabhängig ist, so folgt aus 

Po-i'^o + h [f{b) - I 'aJ. % = ^v,-l [f{b) - f{a)], 

daß diese Gleichungen auch beim Übergang zu den oberen Schranken 
bestehen bleiben, also 

v=p + n, f{b) — f{a) =p — n. 

Ist f{x) im Intervall (a, b) von beschränkter Variation, so auch in 
jedem Intervall a. x, für a^x:^b. Werden die totale, positive, 
negative Variation in diesem Intervall mit v{x), p{x), n{x) bezeichnet, 
so sind dies offenbar monoton wachsende Punktionen, d. h. v{x) ^ v{x') 
für X < x'. Es folgt daraus, daß eine Punktion beschränkter 
Variation 

f{x) = f{a)+p{x)-n{x) 

als Differenz (oder Summe) zweier monotoner Punk t ionen 
dargesteUt werden kann, übrigens, wie man unmittelbar erkennt, 
eine stetige Punktion beschränkter Variation als Differenz stetiger, 
monotoner Punktionen. Umgekehrt ist eine monotone Punktion 
jedenfalls von beschränkter Variation, da hier stets v^ = \ fib) — f{a) \ 
ist, und die Summe oder Differenz zweier Funktionen von be­
schränkter Variation ist wieder eine solche. 

' In diesem Paragraphen ist die Beschränkung auf Funktionen einer 
reellen Variablen nicht nur formaler Natur. 
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Bilden wir eine woh lgeordne te , abgesch lossene Menge 
X ^ \Xi^, ajj, . . . , x^, ..., x^j 

mit a;g = a,a; = 6 . Ist f{x) in [a, b) s t e t ig und von besch ränk te r 
Var ia t ion v, so ist 

(1) f{b) - f{a) = ^ [/•(^,+i) - fixj] {i<v). 

Für endliches y ist dies evident. Ist y unendlich, so ist es ab­
zählbar, da jede wohlgeordnete lineare Punktmenge höchstens ab­
zählbar ist (S. 279). Da nun die Summe der Beträge endlich vieler 
Glieder der Reihe rechterhand stets ^v ist, so ist diese Reihe 
absolut konvergent, ebenso ihre Teüreihen. Hiernach ist durch 
Induktion leicht zu beweisen, daß die behauptete Formel für die 
angenommene Menge X vom Typus y +1 gilt, wenn sie für alle 
Mengen des Typus | -H1 (!<'?) richtig ist Der Schluß von y auf 
7? -f 1 ist evident. Ist y hingegen Limeszahl und zwar Limes der 
Folge 0 = 7;g< »;j .<»7g<..., so erhält man durch Spaltung in Teil­
reihen (die wegen der absoluten Konvergenz zulässig ist) 

^=^+^+..., 

wobei diese Indices gemäß den Ungleichungen 

variieren, also 

f = [f W - /KJ] + [f{x,j - f{x,j] + ... 
= limf{xj-f{xj. 

Da nun die Menge X abgeschlossen war, so ist lima; =x , und 

da f{x) stetig sein sollte, lim f{x ) = f{x ), mithin 

Sei jetzt f{x) eine im Intervall A = {a,b) definierte Punktion, 
deren sämt l i che Di f fe renzenquot ien ten 

f{a,ß)=M^ 

eine be sch ränk t e Menge b i lden; f{x) ist offenbar stetig und 
von beschränkter Variation, Ihre rier Ableitungen (S. 396) sind be­
schränkt und meßbar, also integrabel. Sei etwa 

g{x) = hm sup f{x, x + h) {hyO) 
7i = 0 

die obere rechte Ableitung (^g{b) ein beliebiger Wert); wir wollen 
zeigen, daß 

(2) Jg{x) = f{b)-f{a). 
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Nach dem Begriff des oberen Limes gibt es für jedes x außer b 
und jedes positive £ behebig kleine (̂ positive) ^\'erte von /*, für die 

f\x. X + li) > q\x\ — a, 

während zugleich für alle hinreichend kleinen Werte von h 

f,x. x + h' <_(;,x!-!-£; 

es gibt also behebig kleine h. die beide Ungleichungen erfüllen. 

Wählen wir die positive Zahl y so groß, daß für alle x 

9[j--> < P 

und teüen das IntervaU ( — K , « in n der Einfachheit wegen gleich­

lange TeüintervaUe {t/._^, yJ mit y. = -ß+ ' .2ß; ist .1. die Menge 

der Stella-D. wo 
y.-_i < ^ix) ^ //;, ( « = 1 , 2 , . . . , n) 

so ist 

•3' ^>.-_i /l (-1,.̂  ^ Jgx^ ^ -yifi'A:}. 

Die äußeren Glieder unterscheiden sich wegen 

A = -̂..f.., /•j(A) = -lYi(-l,' = i - « 
2u 

um ^ ^ (6 —ai. also um beliebig wenig für hinreichend großes 11. 

Wir schheßen ferner jede Menge A; in ein lineares Gebiet G. ein mit 
AJ';)<f^(A;) + ^,-. 

Ist a^x<h, und gehört x zu A,., so gibt es wegen .'/i_j<?(a;)<?/;^j 
beliebig kleine positive k derart daß x + h:^b und 

.y,_i <f{x,x + k}<y;_^^: 

wir wählen unter diesen ein (von x abhängiges) h = h{x) derart daß 
das Intervall 

Jix) = Menge der Punkte w mit a; ^ M < a; -f h{x) 

noch dem Gebiet G- angehört. Den rechten Endpunkt dieses dem 
Punkte X zugeordneten Intervalls bezeichnen wir noch mit 

cf[x> = x + h{x). 

Man kann nun mit einer endlichen oder abzählbaren Menge paa r ­
weise f remder Intervalle J{x) das Gesamtintervall in folgender 
Weise bedecken. Wir weisen gewissen Ordnungszahlen < CÖJ Punkte 
des Intervalls A zu, indem wir durch Induktion definieren: x^ = a 
und für yyO 

X = obere Schranke von cfix.) für ^<y, 

vorausgesetzt, daß alle x. definiert und < b sind. Betrachtungen, 
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wie sie dem Leser nun schon geläufig sind, lehren, daß hiermit 
eine wohlgeordne te abgesch lossene Menge 

X={x^,x^, ...,x^, ...,x^} 
mit Xg = a und x =b definiert wird; ihr Anfang lautet, falls sie 
unendlich ist, 

Xg=a, x^=cp{xj)yx^, x,^=cf{xjyx^, ..., a;„=lima;^, .... 

Für I < •/; ist J{xJ das wie oben bestimmte IntervaU zwischen x^ 
incl. und cp{xj = x ^^.^ excL Bedeutet noch J^ die Summe derjenigen 
Intervalle J{xJ, deren linke Endpunkte a;̂  zu Aj gehören, so ist 

A-{b]^2J{xJ = ^Jr, 
S " i 

jedes JJ ist als Intervallsumme meßbar und 
2f,{JJ=h-a. 

Nach Konstruktion ist nun, wenn x^ zu Aj gehört, 

% _ i < A « | . a;f+i)<2/;+i' 
2/i-i («f+1 - «P < Z'K.+i) - Aa;.) < 2/i+i (â j+i - ^J• 

Also durch Summation über alle i<y, wobei drei absolut kon­
vergente Reihen entstehen, und auf Grund von (1) 

(4) ^yi-ifiiJJ ^ fib) - fia) ^ ^yi+^f^iJJ•, 
die äußeren Glieder dieser Ungleichung unterscheiden sich um 

AL.{b-a). 

Endlich vergleichen wir noch die linken Glieder in (3) und (4) 
mit einander und mit 2y._.^f.^{Gi), wobei zu beachten ist, daß /; 
und A. Teilmengen von G^ sind. Demnach ist 

I^2/;-i[/i(öJ-A(A-)]I ^ ^ • ^[/i(ff,-)-fi(A)] < - f , 
ebenso 

\^yi-i[fxi(}i)-fiim^i^-^[fii(^i)-fAJi)] < ~ , 
also 

\^yi-^[fAJi)~f^iA)]\<^• 
Für hinreichend großes n unterscheiden sich also die sämtlichen 
in (3) und (4) verglichenen Größen beliebig wenig von einander, womit 
die Gleichung (2) bewiesen ist. 

Dies gilt natürhch für jede der vier Ableitungen. Also: 
I s t f{x) eine im I n t e r v a l l {a, b) de f in i e r t e F u n k t i o n mit 

be sch ränk ten Di f fe renzenquo t ien ten , g{x) eine i h r e r vier 
Ab le i tungen , so ist 

ii 

Jg{x) = f{b)-f{a). 
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h 

Für irgend zwei dieser Ableitungen ist /'(^^m - (/g(x)) = 0, uud da 
«I 

dies auch für j edes Toi l i i i t e rva l l gilt, so ist (S. 438) (7,(x) = .9,(,«) 
bis auf eine Menge vom .Maße NuU. Je zwei dieser Ableitungen 
und danach alle vier stimmen bis auf eine Menge vom Maße NuU 
überem; bis auf eine .Menge vom .Maße Null hat also f{x) eine 
einzige Ableüung f{x\ oder j ede F u n k t i o n mit beschränk ten 
Dif ferenzenquot ieuteu ist bis auf eine Menge vom Maße 
XuU dif i 'erenzierbar . 

Ist f{x) in (o, l- integrabel, so hat ihr Integral 
r 

7-..-- =j7(x) 
a 

ß 
beschränkte Differenzenquotienten, denn F[c<. ß) = f f{x):^ß — c<) ist 

a 

dem Betrage nach höchstens gleich der oberen Schranke von 
i/-'(xi| im Gesamtintervall. Ist g^x) eine der Ableitungen von F{x), 
so ist 

b b 

j9ix) = P{bi^Jf{x), 
a a 

und daraus folgt wie oben, daß bis auf eine Menge vom Maße NuU 
f X) die Ableitung von i^x) ist J e d e i n t e g r a b l e oder meßbare 
bescliräiikre F u n k t i o n ist bis auf eine Menge vom Maße 
Null eine A b l e i t u n g , also Limes e iner Folge s te t iger 
Funk t ionen ; man vergleiche dies mit den Betrachtungen über 
Bairesche Funktionen in § 4, IV. 

Diese Sätze gewinnen natürlich noch an Interesse, wenn man 
sie von den durch Beschränkung auf eigentliche Integrale gebotenen 
Voraussetzungen befreit. Für den vorletzten Satz über die Diffe­
renzierbarkeit einer Punktion mit beschränkten Differenzenquotienten 
ist diese Verallgemeinerung ohne Herbeizienung uneigentlicher Inte­
grale möglich und gibt den schönen Satz von Lebesgue : 

J e d e s t e t i ge F u n k t i o n von b e s c h r ä n k t e r Varia t ion ist 
bis auf e ine Menge vom Maße Null d i f ferenzierbar . 

Es genügt, dies .für die monotonen Funktionen zu beweisen. 
Ist y = f'x) im Intervall {x^, xJ stetig und monoton (nichtabnehmend) 
™it y'^y für x'yx, so ist, mit einer wülkürlichen positiven Kon­
stanten ß, 

t = x + ßy 
ebenfe-Us stetig und monoton (wachsend) mit t'yt für x'yx. Führen 
wir i ' Skis unabhängige Variable ein, so werden x = x{i), y = y{i) 



448 Kap. X. Inhalte von Punktmengen. 

Punktionen von t im IntervaU {t^, tj mit beschränkten Differenzen­
quotienten, denn es folgt für zusammengehörige Werte 

t'—t = x' — x + ß{y' — y). 

Bis auf eine Menge T^ (von Zahlen t) vom Maße Null sind also 
x{t), y{t) gleichzeitig differenzierbar. Ist ferner ^{t) die untere rechte 
Ableitung von x{t), so ist 

und bedeutet Bj die Menge der SteUen t, wo i{t) = 0, T, die der 
übrigen, also {t^, tJ = T^+T,, so folgt, weü ÜberaU | ( 0 ^ 1 , 

x,-x,^f,{TJ = t,-t,-f,{TJ, 

also hat Tj ein Längenmaß 

/"i {TJ ^h-t,- (xj - a;J = ß{y,- yJ. 

Bis auf die Menge T=<S{T^,TJ vom Maße ^ß{y^-yj sind also 

gleichzeitig die Ableitungen -^ y 0 und -^, also auch die Ab­

leitung - ^ vorhanden. Der Menge T entspricht als Büd vermöge 
a; = a;(!!) eine Menge X vom äußeren Maße g>-^{X)^fj^{T), wie man 
unmittelbar erkennt, wenn man T in ein lineares Gebiet einschheßt 
und beachtet, daß einem ^Intervall stets ein a;-Intervall von höchstens 
derselben Länge x'—x^t'—t entspricht Die Menge der Stellen x, 

wo --p- nicht existiert ist SX, hat also ein äußeres Maß ^ß[y-^—yJ> 

also, da ß beliebig ist, das Maß Null; die monotone Punktion y = fix) 
ist bis auf eine Menge vom Maße NuU differenzierbar. 
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Nachträge und Anmerkungen. 
Zusammenfassende DarsteUungen der Mengenlehre sind: 
A. Schoenfl ies , Die Entwickelung der Lehre von den Punkt­

mannigfaltigkeiten. Erster Teil Leipzig 1900), zweiter Teil (Leipzig 
190>. Jahresbericht der Deutsehen Mathematiker-Vereinigung, 8. Bd, 
und 2. Krgänzungsband.* 

A. Schoenfl ies , Entwickelung der Mengenlehre und ihrer An­
wendungen, erste Hälfte ^Leipzig u. Berlin 1913).-

W. H. Young und Grace Chisholm Young, The theory of 
sets of points Cambridge 1906). 

Wir verweisen den Leser auf diese Werke insbesondere zur 
Ergänzung unserer Quellenangaben. 

Erstes Kapitel. 

§ 1 -
S. 1. G. Cantor hat seine Forschungen in zahlreichen kleineren 

Abhandinngen niedergelegt, von denen ein Teil (in französischer 
Übersetzung) in Acta matb. 2 (1883) gesammelt ist. Häufiger zu 
nennen sind die folgenden, als P u n k t m e n g e n und B e i t r ä g e 
zitierten: 

Über unendhche hneare Punktmannigfaltigkeiten: 
L Math. Ann. 15 (1879). 

II. Matb. Ann. 17 (1880). 
m . Math. Ann. 20 ^882). 
rV. Math. Ann. 21 (1883). 
V. Math. Ann. 21 (1883). 

VI. Math. Ann. 23 (1884). 

' Als Be r i ch t I , II zitiert. Mit Rücksicht auf den gedachten Leser­
kreis des vorliegenden Buches ist darauf hinzuweisen, daß der Schoen­
flies sehe Bericht für Anfänger nicht geeignet ist, während der kritische Leser 
aus ihm reiche Anregung schöpfen und die erstaunlich umfassende Darstellung 
eines so ausgedehnten Gebietes nach Verdienst beurteilen wird. 

2 Diese Umarbeitung der entsprechenden Kapitel von Bericht I ist kurz 
vor beendigtem Satze des vorliegenden Buches erschienen und konnte nur noch 
in diesem Anhang berücksichtigt werden; sie ist als Mengenlehre zitiert. 

29 H a a s d o r f f , Mengenlehre. 
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V ist auch separat erschienen: Grundlagen einer aUgemeinen Mannig­
faltigkeitslehre (Leipzig 1883). 

Beiträge zur Begründung der transfiniten Mengenlehre: 
I. Math. Ann. 46 (1895). 

n . Math. Anm 49 (1897). 
Der Ausdruck Paradoxieen des Unendhchen ist Titel einer Schrift 
von B. Bolzano (Leipzig 1851, 2. Aufl. Berlin 1889). 

S. 2. E. Zermelo , Untersuchungen über die Grundlagen der 
Mengenlehre I, Math. Ann. 65 (1908). Die wkkUchen und angeb-
hchen Antinomieen der Mengenlehre haben zu ausgedehnten Kontro­
versen Anlaß gegeben. Das Paradoxon der „Menge aller Ordnungs­
zahlen" wurde von C. B u r a l i - P o r t i bemerkt: Una questione sui 
numeri transfiniti, Rend. Palermo 11 (1897); das mehr logischen als 
mathematischen Typus tragende Paradoxon der „Menge aUer sich 
selbst nicht enthaltenden Mengen" von B. Russe l l , The principles 
of mathematics I (Cambridge 1903), ch. X. Vgl. die Darstellung bei 
G. H e s s e n b e r g , Grundbegriffe der Mengenlehre (Göttingen 1906) 
und das soeben erschienene nachgelassene Werk von J. K ö n i g , 
Neue Grundlagen der Logik, Arithmetik und Mengenlehre (Leipzig 
1914). 

Hierher gehört auch die vielumstrittene Frage, unter welchen 
Bedingungen ein mathematisches Objekt, etwa eine Zahl, eine Menge, 
eine Funktion als „definiert" anzusehen sei (die Frage nach der 
Definition einer „Definition"). Wir folgen der freien Auffassung 
Can to r s (Punktmengen IH) und verlangen nicht, daß die logische 
Disjunktion, oh ein Ding einer Menge angehört oder nicht, mit 
unseren aktuellen Mitteln vrirklich entschieden werden könne. Eine 
reelle Zahl ist entweder algebraisch oder transzendent, und damit 
ist die Menge der transzendenten Zahlen „wohldefiniert", obgleich 
man zur Zeit der ebengenannten Cantorschen Abhandlung noch 
nicht wußte, daß % zu ihr gehört (die berühmte Arbeit von F. Lin de-
mann steht übrigens in demselben Annalenband an späterer Stelle), 
und heute noch nicht weiß, ob etwa n'' zu ihr gehört. Die Funk­
tion f{x), die für rationales x gleich 1 und für irrationales gleich 0 
ist, ist wohldefiniert, obgleich wir die Werte /'(2«), /'(2"), /(JT") USW. 

nicht kennen. Dieser Mengenhegriff und dieser (Dirichletsche) 
Funktionenbegriff bindet sich weder an „Kriterien, die nur eine 
endliche Anzahl von Versuchen erfordern", noch an „analytische 
Darstellungen" u. dgl. Bekanntlich ist die gegenteilige, allerengste 
Einschränkung der mathematischen Definition von L. K r o n e c k e r 
gefordert, aber von niemandem je ernstlich durchgeführt worden. 
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S. 14. Zum l i i h a l t s p r o b l e m . Die Ankündigung am Schlüsse 
des Paragraphen bezog sich auf eine ursprünglich geplante Dar­
steUung der Inhaltstbeorie Kap. Ni, die jetzt zwar durch eine andere, 
kürzere ersetzt worden ist, über die aber folgende Angaben ein ge­
wisses Interesse zu verdienen scheinen. 

Nehmen wir an, den Mengen A eines Ringes SK seien bereits 
Inhalte- fA zugeordnet, die das Symmetrieaxiom erfüllen (S. 403),^ 
d. h, für 

Aj= S A V A ; . . -•lg = SiAV A-g) 
sei 

f,XJ + f[XJ = fiA^) + f^AJ. 

Dann gut aUgemein: sind A',, A',. ..., A'̂  Mengen des Ringes 
und AJ, - t , ..., A_ ih re symmetr i schen Grundmengen , so ist 

/•.X +f .\ +... + r(A-„. = f{Aj + fiAj + ... + f{AJ. 

Man beweist dies durch den Schluß von m auf m + 1. Nehmen wir 
eine (w-i-l;"^ Menge Y hinzu und bezeichnen die symmetrischen 
Grandmengen von A X^. Y mit C,, Bg, ..., G,„^j, so ist nach (5), 
S. 12 für ( = 1, 2. ..;, m-l-1 

c = s (A„ :D (Ai_j, YJ, 

wobei A^^j = 0 und unter vl̂ , eine die Mengen A'̂ , Y umfassende 
Menge, etwa ihre Summe zu verstehen ist. Schreiben vrir!S(A;, Y) = D^, 
80 ist 

S L l , . B , _ j ) = q , 2)(.l,,B.._j) = B,, 

letzteres, weil vljg. l ._j . Danach ist 
f{CJ + f{D,) = fiA,) + f{D,_J, 

also 
f[CJ + f{CJ + ... + f{G„,^J 

= fA„ + f'Aj + ... + /7.1„^J + f{DJ - f{D^^J 
= f{Aj+f'Aj + ... + f{AJ + fiY) 
= fXj + f{XJ -f ... + f{XJ + f{Y), 

weü A ^, = B ^, = 0. B„ = Y. Der Satz gilt also für m -|- 1 Mengen, 
wenn er für m Mengen gilt 

Hiernach läßt sich zeigen, daß es, und zwar nur auf eine 
e inz ige Weise, mögl ich is t , auch den Mengen des k le ins ten 
K ö r p e r s S? = aK̂  I n h a l t e zuzuordnen . Diese Mengen lassen 
sich nach S. 16 in der Form 

A = 'Z,- Y„ + {Z,- YJ + ...-f {Z^- YJ 

' Die NuUmenge soll den Inhalt 0 haben, sodaß aus dem Symmetrie­
axiom speziell das Summenaxiom f(Xi +• X,) = /'(Aj) + f(X^ folgt. 

29* 
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darsteUen, wo Z^ und Y^ s Z^ Mengen aus W sind. Wenn eine die 
Inhalte von 9K unverändert lassende und das Summenaxiom er-
füUende Inhaltsbestimmung für S? möglich sein soll, so muß A 
jedenfalls den Inhalt 

f{A) = 2\S[Zl-f{lJ^ 
bekommen; es ist aber zu zeigen, daß dieser nur von A und nicht 
von der. gewählten DarsteUung abhängt. Ist nun gleichzeitig 

^ = (TFj- Fj)-F(TFg-Fg)-l- . . . -KTF„- FJ, 
so hatten wir S. 14 gesehen, daß die Mengensysteme Z^, 7^ und 
Yj, IFJ dieselben symmetrischen Grundmengen haben; nach dem 
verallgemeinerten Symmetriegesetze ist daher 

:Ef{ZJ + 2f{7J = 2f{YJ + 2f{WJ, 
also in der Tat 

^[fiZ>) - f{-YS\ = 2[f{WJ - f{7J-\. 
Da gleichzeitig f{A) + f{B) = f{A + B), so befolgen die Inhalte der 
Mengen von ^ das Summenaxiom und, weil es sich um einen 
Körper handelt, damit auch das Symmetrieaxiom, 

Um auch den weiteren Gang der ursprünglich beabsichtigten 
Inhaltsdarstellung noch anzudeuten, werde in bezug auf ein bereits 
mit Inhalten versehenes System 3JJ jeder Menge A durch „Inter­
polation" ein äußerer Inhalt cp{A) und ein innerer Inhalt i/;(A) zu­
geordnet, nämlich cp{A) als untere Schranke der f{P) und ip{A) als 
obere Schranke der f{Q), wo B s A und QSA Mengen aus 3K sind. 
Diese äußeren und inneren Inhalte genügen den Symmetrie- oder 
Summenformeln Kap. X, § 2, (1), (2), (3), jenachdem §öt ein Ring 
oder ein Körper ist. Es sei dann gg der Ring der abgeschlossenen 
Polygone, ©^ der Ring der Polygongebiete, SQ der kleinste Körper 
über %g oder S^; g der Ring der (beschränkten) abgeschlossenen 
Mengen, 0 der Ring der (beschränkten) Gebiete, K der kleinste 
Körper über % oder ®. Die elementargeometrisch definierte Inhalts­
bestimmung von gg (oder %J läßt sich zu einer solchen von S^ 
erweitern; die aus ®g (oder gg oder ®g selbst) durch Interpolation 
gewonnenen äußeren und inneren Inhalte ^(A) , '^^{A) entsprechen 
dem Peano-Jordanschen Standpunkt Die äußeren Inhalte gPg(B) 
abgeschlossener Mengen, oder die inneren Inhalte i//g(ö) von Ge­
bieten erfüllen das Symmetrieaxiom, und die damit gewonnene 
Inhaltsbestimmung von g oder ® läßt sich nun zu einer (in beiden 
Fällen übereinstimmenden) Inhaltsbestimmung von ^ erweitem. End­
lich sind dann die aus S durch Interpolation hervorgehenden Zahlen 
cp{A), xp{A) das äußere und innere Lebesguesche Maß von A, 
wobei ^ für die Bestimmung von cp{A) auch durch (B, für die Be­
stimmung von ip{A) auch durch g vertreten werden kann. 
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s ̂ • 
S. IS. Der Ausdruck ,,fa8t aUe" von G. Kowalewski , Ein­

führung in die Infinitesimalrechnung (Leipzig lfl08\ S. 14. 

^ 9. 
S. 21. Die Mengen Limsu]iA'; und Lim inf A'; treten natürlich 

implicite an vielen Stellen in der mengentheoretischen Literatur auf; 
wie ich nachträgUch sehe, hat sie schon E. Borel besonders be­
trachtet und als ensemble limite complet, ensemble limite restreint 
bezeichnet: Le<;ons sur les fonctions de variables reelles (Paris 1905), 
S. IS. 

Zweites Kapitel. 

^ 1-
S. 32. Das geordnete Paar (a, b) ist die natürliche Grandlage 

der Funktionsbeziehung. Wenn man es vermeiden und nur mit 
Mengen operieren wül. so kann man eine Funktion b = f{a) zunächst 
nur dann definieren, wenn die von a, b durchlaufenen Mengen A, B 
kein gemeinsames Element haben, und erst durch Vermittlung zweier 
solcher Funktionen den allgemeinen Fall reahsieren; so verfährt 
E. Zermelo , Untersuchungen über die Grundlagen der Mengen­
lehre I. Math. Ann. 65 (1908). Da aber schon bei der grundlegenden 
Relation „a ist Element von b-' {aab, Zermelo) die Reihenfolge 
von a, 6 wesenthch ist, so scheint mir die Ausschaltung des ge­
ordneten Paares illusorisch. 

Drittes Kapitel. 

§ 1. 
S. 46. Diese Erklärungen der Mächtigkeit bei C a n t o r , Bei­

träge I , S. 481 und B. Russe l l , The principles of mathematics I 
(Cambridge 1903), S. 115. Cantor bezeichnet im Sinne jener dop-
pehen Abstraktion die Mächtigkeit von 31 mit 31, den Ordnungs­
typus mit Tl. Die sogenannte Definition durch Abstraktion (wobei 
man auf Gmnd einer symmetrischen, transitiven Relation die Dinge 
in „Klassen" einteilt und das den Individuen einer Klasse Gemein­
same als selbständiges Gedankending hypostasiert) ist in der Mathe-
matüi typisch, leidet aber häufig an einer gewissen Unklarheit. 

§ 2 . 
S. 48. Wenn man wie Schoenfl ies (Bericht I, S. 15, Mengen­

lehre, S. 33) unter Ä, B' ech te TeUmengen versteht {A:<=iA, B'czB), 
so muß man zwischen endlichen und unendhchen Mengen unter-
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scheiden; hei jenen ist der Fall (1) ausgeschlossen und (4) gibt 
Äquivalenz, bei diesen umgekehrt (nachdem der Wohlordnungssatz 
bewiesen und aUe Mengen als vergleichbar erkannt sind). Es ist 
dies nicht der einzige Grund, aus dem wir den Sprachgebrauch, zu 
den TeUmengen von A die Menge A selbst nicht mitzurechnen, für 
durchaus unzweckmäßig halten. _ 

Über die Literatur zum Äquivalenzsatz vgh S c h o e n f l i e s , 
Mengenlehre, S. 34. 

§ 4. 
S. 57. J . K ö n i g , Zum Kontinuumproblem, Math. Ann. 60 (1904). 

§ 5 . 
S. 61. Cantor , Über eine Eigenschaft des Inbegriffs aller reellen 

algebraischen Zahlen, Journ. f. Math. 77 (1874). 
S. 62. Der Leser, der sich für weitere Kuriositäten des Unend­

lichen interessiert, sei z. B. auf J. R i c h a r d , Sur la phüosophie des 
math6matiques (Paris 1903) verwiesen. 

S. 64. Die Unabzählbarkeit des Kontinuums entdeckte Cantor 
schon 1874 (Zitat zu S. 61). Der Beweis des Textes stammt eben­
falls von ihm: Über eine elementare Frage der Mannigfaltigkeits­
lehre, Jahresber. d. Deutschen Math.-Vg. 1 (1892). 

S. 65. Cantor , Ein Beitrag zur Mannigfaltigkeitslehre, Journ. 
f. Math, 84 (1877). Hier ist zuerst die Kontinuumhypothese in der 
Form ausgesprochen, daß jede unendliche lineare Punktmenge ent­
weder abzählbar oder von der Mächtigkeit des Kontinuums sei. 
Ebenda ist die Entdeckung mitgeteüt, daß auch die Ebene und der 
mehrdimensionale Raum nur die Mächtigkeit des Kontinuums haben. 

Viertes Kapitel. 

Zur Theorie der geordneten Mengen vergleiche man Can tors 
Beiträge, femer (insbesondere auch zu Kap. VI) F. H a u s d o r f f , 
Untersuchungen über Ordnungstypen I—V, Berichte der Sachs. Ges. 
d. Wiss. 58 (1906), 59 (1907); Grundzüge einer Theorie der geordneten 
Mengen, Math. Ann. 65 (1908), sowie neuere Arbeiten von P. Mahlo 
in den ebengenannten Leipziger Berichten (seit 1909). 

§ 1. 
S. 70. Daß eine Menge stets geordnet werden kann, d, h. daß 

es Punktionen f{p) oder Paarmengen B der bezeichneten Art gibt, 
erscheint hier noch fraghch; später (Kap. V, § 7) wird aber bewiesen, 
daß jede Menge sogar wohlgeordnet werden kann. 

S. 79. Für CO+ 00 schreibt Cantor anfänglich 2co, in den Bei­
trägen co2. 
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S. 90, R. Dedek ind . Stetigkeit und irrationale Zahlen (Braun-
sohweig 1ST2\ 

i; '• 

S. 97. Der Beweis, daß die Mächtigkeit von 7'(N*„)^X, ist von 
Cantor; daß sie ^ X , von F . Berns t e in ; beide mitgeteilt in 
B e r n s t e i n s Dissertation, Untersuchungen aus der Mengenlehre 
^Halle 1901», Der Satz läßt sich ohne Schwierigkeit dahin ver­
allgemeinern, daß die Typenklasse '̂ X^) die Mächtigkeit 2**« hat; 
die Zahlenklasse Z>a;> hat die Mächtigkeit «„^.j ^ 2**« (vgh S. 122). 

S. 99. Satz II von Cantor , Beiträge I, S. 504. Die Menge R^ 
der rationalen Zahlen > a hat also stets den Typus y; eine ähn­
hche Abbüdung von i?g auf R^ läßt sich ofienbar zu einer stetigen, 
umkehrbar eindeutigen Abbüdung y = f{x) der ganzen Halbgeraden 
x > 0 auf die Halbgerade yya vervoUständigen, bei der y mit x 
zugleich rational oder irrational ist (wie es für rationales a die 
tririale Abbildung y = a+x tut . 

Ordnet man einer behebigen Folge natürlicher Zahlen a^, a,, Og,... 
einerseits den unendlichen dyadischen Bruch 

andererseits den Kettenbruch 
2/ = 1 : (Oj -t- 1,1 - 1 : (a , + 1)-l:{a^ + l)-• • • 

zu, so ist dadurch (mit Hinzufügung von/'(O) = 0) eine ün IntervaU 
iO, 1) stetige monotone Punktion y = f{x) definiert, bei der einem 
dyadisch rationalen x ein rationales y, einem rationalen, aber nicht 
dyadischen x ein quadratisch irrationales y entspricht. Vgl. H. Min­
kowski, Zur Geometrie der Zahlen, Verb. d. Heidelberger Kongr. 
(Leipzig 1905). 

Fünftes Kapitel. 

Zur Theorie der wohlgeordneten Mengen vgl. außer Cantors 
Beiträgen insbesondere G. Hessenbe rg , Grundbegriffe der Mengen­
lehre (Göttingen 1906), die erste allgemein gehaltene Darstellung. 

§ 3 . 
S. 114. Weiteres über Normalfunktionen bei 0. Veblen, Con-

tinuons increasmg functions of finite and transfinite ordinals, Trans. 
Amer. Math. Soc. 9 (1908). Ferner sei verwiesen auf E. J a c o b s t h a l , 
Über den Aufbau der transfiniten Arithmetik, Math. Ann. 66 (1908); 
Zur Arithmetik der transfiniten Zahlen, Math. Ann. 67 (1909). 
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§ 5 . 
S. 127. Den ersten (umständhcheren) Beweis der Gleichung 

!Ä̂2 = x„ gab G.Hessenberg , Grundbegriffe der Mengenlehre, S.593; 
der auf dem Diagonalverfahren beruhende Beweis wurde zuerst von 
Ph. J o u r d a i n pubhziert, On the multiplication of Alephs, Math. 
Ann. 65 (1908). 

E. Z e r m e l o , Beweis, daß jede Menge wohlgeordnet werden 
kann, Math. Ann. 59 (1904); Neuer Beweis für die Möghchkeit einer 
Wohlordnung, Math. Ann. 65 (1908), 

Sechstes Kapitel. 

§ 2 . 
S. 146. Den Existenzbeweis für Mengen vorgeschriebener Spezies 

habe ich geführt in den Grundzügen einer Theorie der geordneten 
Mengen, Math. Ann. 65 (1908), § 21. Anzahl der Spezies und Ge­
schlechter § 22. 

§3. 
S. 158. Jede beschränkte, perfekte, nirgendsdichte Menge reeller 

Zahlen hat, der Größe nach geordnet, den Typus 2<»*-

§ 10. 
Hierzu vgl F. Hausdorff , Die Graduierung nach dem End­

verlauf, AbhandL der Sachs. Ges. d. Wiss, 31 (1909); Untersuchungen 
über Ordnungstypen V (tlber Pantachietypen), Berichte der Sachs. 
Ges. d. Wiss. 59 (1907), wo man auch Literaturangaben und eine 
Kritik der rielfach unzutreffenden Vorstellungen über das Gra-
duierungsproblem findet 

§ 11-
S. 199. H. Hahn , Über die nichtarchimedischen Größensysteme, 

Ber. d. Wiener Ak. d. Wiss. 116 (1907). Vgl. auch die dort zitierten 
Arbeiten, insbesondere G. V e r o n e s e , Pondamenti di geometria 
(Padua 1891), deutsch von A, Schepp (Leipzig 1894). 

Siebentes Kapitel. 

S. 210. Auf den Limesbegriff stützt sich die Theorie von 
M. F r ö c h e t , Sur quelques points du calcul fonctionnel, These 
(Paris 1906) = Rend. Palermo 22 (1906). Die Grundzüge der hier 
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entwickelten Umgebungstheorie habe ich im Sommersemester 1912 
ia eiuer \oriesuug über Mengenlehre an der Universität Bonn vor­
getragen. 

S. 211. H. Weyl, Die Idee der Riemannschen Fläche (Leipzig 
u. Berlin 1913\ 

S. 214. Bei einer beliebigen geordneten :\leuge (die also auch 
em erstes oder letztes Element haben kann) sind aUe Strecken 
(auch Anfangs- und Endstreekeiii, die x enthalten, als Umgebungen 
von X auizutassen. Bei diesen zweiseitigen Umgebungen würde 
übrigens die Ordnung etwas in den Hintergrund gedrängt werden. 
Aber auch die rechtsseitigen Umgebungen von x, durch x^y oder 
r^y<b definiert, wie die hnksseitigen, durch y^x oder a<y^x 
definierten, erthUen die Umgebungsaxidme. — Mit der Übertragung 
der Punktmengentheorie auf geordnete Mengen beschäftigen sich 
A. Haar und D. König , Über einfach geordnete Mengen, Journ. 
i Math. 139 (190S ; H. H a h n . Über einfach geordnete Mengen, 
Ber. d. Wiener Ak. d. Wiss. 122 .li)13i. 

§ 3 . 
S. 22!'. Man kann in naheliegender Verallgemeinerung die Menge 

P'= ^ Pa betrachten, wo B alle in A enthaltenen Mengen einer 

gewissen Art oder Q = A — P alle in A enthaltenen Mengen der 
entsprechenden Art durchläuft. Z. B., mit Bezug auf spätere Text­
stellen; Q eine Menge B^, oder f,> eine Menge erster Kategorie in 
bezug auf A. Unter gewissen Umständen i s t B = 0 das hinreichende 
(jedenfalls notwendige) Kriterium dafür, daß A selbst eine Menge Q ist 

§^-
S. 230. Der Satz I findet sich angedeutet bei Cantor , Punkt­

mengen n . 
S. 231. Für den Boreischen Satz sind riele, zum Teü unbe-

greifhch komplizierte Beweise gegeben worden, vgl. Schoenfl ies , 
Mengenlehre, S. 234. 

§ 5 . 
S. 234. Wir hoffen hier in die Limesbüdungen etwas System ge­

bracht zu haben; die abgeschlossenen Limites (zu denen aber noch 
in Kap. VIII, § 6 der metrische Limes hinzutritt) sind, mehr oder 
minder klar, schon vielfach behandelt worden, z. B. Schoenflies, 
Bericht II, S. 109, während mir zu den Limesgebieten nur ein Ansatz 
von C. C a r a t h ö o d o r y bekannt ist: Untersuchungen über die kon­
formen Abbildungen von festen und veränderlichen Gebieten, Math. 
Ann. 72 a912), S. 124. 

file:///oriesuug
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§ 6 -
Die auf eine bel iebige Teilmenge 31 des Raumes E bezüg­

lichen Relativbegriffe spielen in diesem Buch eine systematische 
RoUe; Keime dazu, in der Regel unter unnötigen Voraussetzungen 
über M (z. B. daß 31 perfekt oder nirgendsdicht sei) finden sich 
auch anderwärts. Die relative Ableitung in bezug auf eine be­
liebige Menge 31 im euklidischen Räume bei Schoenfl ies , Mengen­
lehre, S. 262. 

§ 7 -
S. 244. Für den Zusammenhang einer Menge gibt C a n t o r , 

Punktmengen V, S. 575 die hier auf S. 300, Anm. erwähnte Definition, 
die sich mit der unserigen nicht deckt, da z. B. nach ihr die Menge 
der rationalen Zahlen zusammenhängend ist. Sodann definiert 
C. J o r d a n , Cours d'analyse I, 2. Aufl. (Paris 1893), S. 25 und un­
abhängig von ihm Schoenfl ies , Beiträge zur Theorie der Punkt­
mengen I, Math. Ann. 58 (1902) eine abgeschlossene (perfekte) Menge 
als zusammenhängend, wenn sie sich nicht in zwei abgeschlossene 
Teilmengen spalten läßt; ferner nennt E. Study, Geometrie der 
Dynamen (Leipzig 1903), S. 248 eine Punktmenge ein Kontinuum, 
wenn je zwei Punkte einer abgeschlossenen zusammenhängenden Teü­
menge von ihr angehören. Ein Kontinuum ist auch in unserem 
Sinne zusammenhängend, aber nicht umgekehrt; z. B. ist die aus den 

Punkten a ;>0 , y = sin— und dem Koordinatenanfang a; = 2/= 0 be­
stehende Punktmenge B zusammenhängend, aber kein Kontinuum. 
Das stetige Bild eines Kontinuums braucht kein Kontinuum zu sein 
(die gegenteilige Behauptung bei Schoenfl ies , Bericht I I , S. 153, 
trifft allerdings dann zu, wenn man nur mit b e s c h r ä n k t e n eukh­
dischen Mengen operiert). Die aus den Punkten a ;>0 , y= — sin — 

und der Ordinatenachse a; = 0 bestehende Punktmenge A ist ab­
geschlossen und zusammenhängend; ordnet man jedem Punkt {x, y) 
von ihr den Punkt {x, xy) als Büd zu, so wird die obengenannte 
Menge B stetiges Bild von A, ohne ein Kontinuum zu sein. 

§ 8 . 

S. 254. Cantor , Punktmengen V, S. 590. 

§ 9 . 

S. 259. Nimmt man statt der Zahlenfolge einen Zahlenkomplex 
oder eine reelle Funktion f{x), so hätte man y als eine Zahl u^, Ug, M̂ , 
zu bezeichnen, wenn die Ungleichung yyf{x) für kein x, resp. nur 
endüch riele, resp. höchstens abzahlbar viele x erfüllt ist; als eine 
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Zahl r^, r., r , wenn diese Ungleichung für mindestens ein x, resp. 
unendhch viele, resp. unabzählbar viele x erflUlt ist Von den 
durch die Zerlegungen 7"= U^+ 7^==^ LJ+]-.=: jj + V bestimmten 
Zahlen ^,, ^,., „̂ spielt im aUgemeinen nur _̂̂ , die untere Schranke 
der Funktion, eine KoUe; sie ist zugleich die untere Schranke der 
von den verschiedenen Funktionswerteu gebüdeten Zahlenmenge. 
Die Zahl ^̂  wäre nach Analogie als hm inf/"(a;) zu bezeichnen, hat 
aber nichts mit dem sonst in der Analysis gebräuchhchen lim int fix) 

ZU schafien. bei dem die S. 395 (für lim sup) beschriebene Einteilung 
der reellen Zahlen zugrunde hegt 

Achtes Kapitel. 

§ 3 . 

Kugehi mit rationalen Mittelpunkten und Radien oder Würfel 
mit rationalen Eckpunkten sind schon mehrfach (von P. Be rns t e in , 
L. E. J. Brouwer u. a. zur Vereinfachung der Theorie euklidischer 
Pnnktmengen benutzt worden. Unsere DarsteUung dürfte erkennen 
lassen, daß die kleinste Mächtigkeit einer im Räume dichten Menge, 
oder eines mit dem gegebenen gleichwertigen Systems von Um­
gebungen, von zentraler Bedeutung und die Quelle aller Mächtig­
keitstheoreme ist. 

S. 269. Satz II verbunden mit § 9, IV enthält den sogenannten 
Cantorschen Hauptsatz (Punktmengen VI, S. 471), daß eine ab­
geschlossene Menge A in einen höchstens abzählbaren und einen 
perfekten Bestandteil zerfäUt iA = A^ + A^ = A„ + A ). 

S. 270. Satz III von Cantor , Punktmengen III mit Hufe der 
Gebiet^volumina bewiesen. 

S. 271. Satz IV von F. Be rns t e in , Untersuchungen aus der 
Mengenlehre (Halle 1901j, S. 44. 

S. 272. Die Sätze V, VI gehen auf W. H. Young, P. Bern­
stein und E. L i n d e l ö f zurück, vgh Schoenfl ies , Mengenlehre, 
S. 236, 244. 

S. 273. Der Satz IX gilt übrigens für jeden metrischen Raum, 
auch ohne die Voraussetzung einer abzählbaren dichten Teilmenge. 

§ 4 . 
S. 275. E. Lindelöf, Remarques sur un th6oreme fondamental 

de la thöorie des ensembles, Acta Math. 29 (1905). 
G. Cantor , Über verschiedene Theoreme aus der Theorie der 

Punktmengen in einem w-fach ausgedehnten stetigen Räume G^, 
Acta Math. 7 (1885). 
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S. 284. Rednz ib le Mengen. Die S. 281 erwähnte Darstellung 
von A—A oder der Menge A seihst, falls sie reduzibel ist, als 
Düferenzensumme abgeschlossener Mengen lautet 

(1) 4--f(^2,-^2,+l). 

WO 

^ f = A . , ^2,+i = ^^(^P«; 

dies geht aus der Formel 
31-cp{31) = 31^-^{31)^ 

hervor, aus der zugleich wegen M^^^p{31)^^cp{31)^ folgt, daß die 
Mengen M, abs t e igend wohlgeordne t sind, d.h. 31^^31^ für 
i<y. Umgekehrt ist aber auch jede Menge der Form (1) mit 
absteigend wohlgeordneten, abgeschlossenen 31^ reduzibel, wobei die 
Summe über alle Zahlen !<• / ; bei behebigem y erstreckt werden 
kann: in Wahrheit werden ja nach einer höchstens abzählbaren 
Menge von Schritten die 31 gleich und die Summanden in (1) ver­
schwinden. Wenn nämlich 31 abgeschlossen und A in 31—B ab­
geschlossen ist, so ist ip{A) = 2i (A„, B) in B abgeschlossen (vgl. 
S. 282 unten); wenn also 31 und 3F abgeschlossen, ilf s J f ' s G und 
A in 3I—3F+ G abgeschlossen ist, so ist •ip{A) in Jf— G und cp{A) 
in G abgeschlossen. Hiernach ist, wenn mit absteigenden, ab­
geschlossenen M die Gleichung (1) oder 

A = (Jfg- ilfj) + {31,- 31J + {31,-31J + ... 

besteht, cp{A) in {M,-31J + {3I,-31J+..., cpcp{A) in {M,-MJ+..., 
also nach leichtem Induktionsbeweis jedes Residuum A in 

{M,^-31,^^J+... 

abgeschlossen, sodaß A. schließhch verschwindet und A reduzibel 
ist. Die reduz ib len Mengen sind also iden t i sch mit den 
D i f f e r e n z e n s u m m e n a b s t e i g e n d woh lgeordne te r , ab­
geschlossener Mengen; man kann diese Mengen als naturgemäße 
Übertragung der endlichen Di f fe renzenke t ten mit assoziativem 
Gesetz (S. 9) ins Abzählbare ansehen. Während aber jede Summe 
von endlich rielen Differenzen abgeschlossener Mengen sich auch als 
endhche Differenzenkette mit absteigenden abgeschlossenen Mengen 
darsteUen ließ, ist das gleiche bei unendücher Gliederzahl nicht 

-richtig. Z. B. ist die Menge B der rationalen Zahlen wohl als 
Summe von abzählbar rielen Differenzen abgeschlossener Mengen 
(mit Minuenden aus je einem Punkt und verschwindenden Subtra­
henden) darsteUbar, nicht aber mit absteigend wohlgeordneten ab­
geschlossenen Mengen, da ja eben R nicht reduzibel ist. 
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Der Leser aiiöize zur t'bung das Komplement A — vi in bezug 
auf eine abgeschlossene Menge .V wieder als Difierenzenkc^tte dar­
stellen; es ist 

A - , i = ^ ' . . \ ; , - A , ^ ^ , ^ , 

A„=A-. A, = ?.V. [^<y), 

wobei der Einfachheit wegen J/g S X und die 3F schließhch ver­
schwindend angenommen sind (die erste Annahme ist durch Schneiden 
von A mit A zu reahsieren, die zweite evident zulässig). 

Die r eduz ib len Mengen bi lden einen Körper , Wir zeigen 
zunächst, daß der Durchschnitt P=^{A, B) reduzibler Mengen 
wieder reduzibel ist. Das letzte Residuum Bj ist in B abgeschlossen, 
der Durchschnitt von B mit einer abgeschlossenen Menge F; 
P, = ? (B, B, ist der Durchschnitt von I?(A, B) und 2)(B, B), welche 
Mengen mit A und B ebenfalls reduzibel sind. Ändern wir die 
Bezeichnung dabin, daß wir die Durchschnitte von A, B, B mit F 
jetzt wieder A, B, P nennen, so haben wir zn zeigen, daß der 
Durchschnitt P='^{A,B) reduzibler Mengen der Gleichung cf{B) = B 
nur dann genügen kann, wenn er verschwindet. 

Allgemein folgt aus B= S'i.l. B) nach leichter Rechnung oder 
Überlegung: \fiP)S'Z (-(V-A). I.MBIJ. 

Nehmen wir nun an, P verschwinde nicht, und setzen rp{P) = Q, 

also B „ = B - f O = 0 „ . 

Es ist dann QgSf) ."Ms i/'(5)) oder 

0 = 2(A',B' . , A:=^{^{A),Q), B'='S>{^p{B),Q). 

Wir unterscheiden zwei Fälle: 
iu] Ä und B' seien beide in Q dicht 
Wir behaupten, daß dann jedes Residuum A^ von A die Teil­

menge B enthält: A.^-zP. Für Ag = A ist dies richtig und offenbar 
auch für jedes A mit Limeszahlindex, wenn es für aUe | < ?? richtig 
ist; der Induktionsbeweis kann sich also auf den Schluß von | auf 
I + 1 beschränken. Wenn A, s B, so ist A^^ 2 B„ 3 ö 2 A'. Nun 
haben A. und A' keinen Punkt gemein, denn A,SA, A'Sip{A). 
Durch Tilgung von A. aus A^„ wird also kern Punkt von Ä mit-
getügt, d. h. es ist noch 

A,^-A.^SA', iJj{AJ^A'. 

Da nun A' in Q dicht ist, so folgt 

i / ; ( A p „ s A ' „ = Q „ 2 P . 

-^(A.) hat mit B keinen Punkt gemein; denn PSA, tp{AJSijj{A) 
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(weil A in A abgeschlossen ist, ist 'ip{A^ in ip{A) abgeschlossen). 
Nach derselben Schlußweise wie soeben ist also noch 

V'l̂ P« - ^(4) ^ P' fi^^ = 4+1 = P' 
Hiermit ist der Induktionsbeweis gehefert; dann ist aber A j g B 
und A wäre nicht reduzibel. 

{ß) Eine der Mengen A', B' ist nicht in Q dicht. 
Sei etwa B' in Q nicht dicht; d. h. es gibt ein n ichtver­

schwindendes Relativgebiet Q'=2)(Q, Ĝ , das keinen Punkt von B' 
enthält und demzufolge ganz zu A! gehört: Q'SÄ. Wir setzen 
auch B' = 2) (B, G) und erinnern uns (S. 241) der Formeln 

B ' „2 2)(B„,ff), Q'„2 2)(0„,GO, 

also B'„ 2 B' + Q', Q'„ 2 B' -j- Q'; 
auch B' verschwindet nicht. 

Wir behaupten jetzt, daß jedes Residuum A die Menge B' 
enthält: wieder ist nur der Schluß von | auf | - | - 1 erforderlich, 
der genau so wie zuvor verläuft. Aus A 2 B' folgt A^„2B„ '2 Q', 
und da A SA und Q'SA'Sip{A) keinen Punkt gemein haben: 
V'(Ap 2 Q'. Sodann ip{AJ,^ 2 QJ 2 B', und da B' g A undip{A^) S ip{A) 
keinen Punkt gemein haben, cp{AJ 2 B'. Auch hier würde also 
A( 2 B' und A nicht reduzibel sein. 

Da nun das Komplement einer reduziblen Menge wieder redu­
zibel ist, so ist neben dem Durchschnitt auch die Summe und die 
Differenz zweier reduzibler Mengen wieder reduzibel; die reduziblen 
Mengen bilden einen Körper. 

Wir fügen gleich hier noch folgendes hinzu. In einem metri­
schen Räume mit abzählbarer dichter Teilmenge ist eine rednzible 
Menge sowohl ein B^ als auch ein Gg (S. 306). In einem voll­
s tänd igen Räume mit abzählbarer dichter Teilmenge ist dies um­
kehrbar, d. h, eine Menge A, die gleichzeitig ein F^ und Gg ist, 
reduzibel, sodaß hier also der Körper der reduziblen Mengen einfach 
der Durchschnitt der Ringe g^, ©^ ist. In der Tat: sei Ai = P das 
letzte Residuum, Q = tjj{P), ferner 

ilf=B„ = B + Q = Q „ ; 

diese Menge ist perfekt, da P insichdicht ist (S. 281), also, falls sie 
nicht verschwindet, in bezug auf sich selbst von zweiter Kategorie 
(S. 328). Andrerseits aber ist B in A abgeschlossen, also selbst 
gleichzeitig ein F^ und Og, ebenso Q, und beide in M dicht; also 
müßte B, als F^ mit dichtem Komplement, in bezug auf M von 
erster Kategorie sein, ebenso Q, und ilf in bezug auf sich selbst 
von erster Kategorie." Dieser Widerspruch zeigt, daß B nicht von 
Null verschieden sein kann. 
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§ i>-

S. 2S7. D. H i lbe r t , Grundzüge einer allgemeinen Theorie der 
linearen Integralgleichungen IV, Gott, Nachr. 8 (llH)t)\ 

S. 2SS. Die Definition xy= -̂  subsumiert die Untersuchungen 

von R. B a i r e über Elemenü'olgen unter unsere Theorie; vgh 
Schoenflies, Mengenlehre, S. 386. 

S. 290. Nennt man zwei, nicht identisch verschwindende Funk-
1 

tionen xv<), y(/) o r t h o g o n a l , v,-enn Jx{l)y{t)dt = 0, so ist in 
0 

diesem Falle 
1 

•xy*^Jx'J)'-^dtyO, 
V 

X also nicht flJLufungselement von Funktionen, die zu x orthogonal 
sind- Eine Menge paarweise orthogonaler Funktionen ist also iso­
hert, demnach höchstens abzählbar. Vgl. F. Riesz, Sur les ensembles 
de fonctions, Compt r. 143 (1906), S. 738. 

§ 6 . 

S. 293. Zur Definition von AB vgh 1). Pompöju, Sur la con-
tinuit6 des fonctions de variables complexes, Ann. Fac. Toulouse 
(2) 7 (1905;. 

S. 298. Zum Folgenden vgl, L. E. J. Brouwer , On the struc-
ture of perfect sets of points, Amsterdam Akad. Proc. 12 (1910). 

§7. 
S. 304. E. Bore l , Lebens sur les fonctions de variables reelles 

(Paris 1905), S. 17. Schoenfl ies nennt nur die Mengen Gg Borel-
sche Mengen (Mengenlehre, S. 350). 

S. 306. Daß eine separierte Menge ein Gg ist, dürfte zuerst 
von W. H. Y o u n g bemerkt sein, Theory of sets (Cambridge 1906), 
S. 67, Theorem 35a. 

S. 308. E. B o r e l , LcQons sur la thöorie des fonctions (Paris 
1898;, S. 63, 93. 

Die Menge D der SteUen, wo die Reihe («) nicht konvergiert, 
ist, falls A insichdicht ist, zu A dicht (im allgemeinen FaUe zum 
Kern A^ dicht). Man wähle nämlich die wachsenden natürlichen 
Zahlen p, q, r, ... und die positiven Zahlen S^, S^, ö^, ... folgender­
maßen: 
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p beliebig; 

^ \ <rp\ 
q SO, daß | a , - a p | < S^; 

2^„ < y„, <5̂.„, I «1 — «„ I; 
q ^ c q' p' \ 1 q ]i 

r SO, daß 1«,. —a^| < ^g] 
2S^ <y,,S^, \a,-aj usw. 

Dann ist 
x = a^ + {a^^- aJ) + {a^-aj + ... 

konvergent, und zwar 
\^-%\<^ + Sq^K+-<SA^+\ + \+-) = ^^, 

ebenso 

| a : - f f l J<2<J^< | f f l j - a J , 

\x-aj<2d.,.<\a,-aj usw., 

wonach x von «j, a,, ... verschieden ist; ferner ist für n=p, q, r, ... 
> - ^ > 1 

also die Reihe («) nicht konvergent. Da man p beliebig und d^ 
beliebig klein wählen kann, so liegt in jeder Umgebung eines 
Punktes von A ein Punkt von D. 

S. 310. Das erste Beispiel einer solchen Reihe («) dürfte von 
H. B r u n s stammen, Bemerkungen zur Theorie der allgemeinen 
Störungen, Astr. Nachr. 109 (1884): es ist die Reihe 

qx—p p ' PI q ' 
X — — 

q 
wobei a, ß zwei feste positive Zahlen < 1 sind und p, q alle natür­
lichen Zahlen durchlaufen. Die Menge A ist die der positiven 
rationalen Zahlen, wobei das Auftreten jeder solchen in unendlich 
vielen Reihengliedern nur eine unwesentliche formale Differenz gegen­
über unserer Darstellung ist. Beschränken wir uns auf positive x, 
so ist die Menge D der Nichtkonvergenzstellen dicht, hat aber das 
Längenmaß Null, weil ^c^^i konvergiert; die Menge G der Kon­
vergenzsteUen umfaßt alle irrationalen algebraischen Zahlen, weil 
^_2ii. für geeignetes T 9 ' < 1 (nämlich /3< i9 -< l ) konvergiert 

§ 8 . 

S. 315. G. Cantor , Über die Ausdehnung eines Satzes aus der 
Theorie der trigonometrischen Reihen, Math. Ann. 5(1872); E .He ine , 
Die Elemente der Punktionenlehre, Journ. f. Math. 74 (1872). Ch. 
Möray, Nouveau pröcis d'analyse infinitösimale (Paris 1872). 
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§; ' . 
S. 318. Cantor . Punktmengen \ ' i , S. 4S8. 
S. 319. W. H. \ o u n g , Theory of sets, S. (5-1, Theorem 31, 
S. 820. liie nächste Verseliärfung des Voungsciien Satzes, die 

sich noch mit denselben Hilfsmitteln beweisen läßt, lautet: 
In einem vol l s tänd igen Kaume mit a b z ä h l b a r e r d ichter 

Teilmenge ist eine Menge (,-,,,,,, wenn sie unabzäh lba r ist , 
von der Mächt igke i t des Kont inuums, 

Die fraghche Menge sei 

P=l^r\. B, r, . . . ) . 
wobei 

-1 = 3 ( . l o . -Ij. A,,...). B = S ( B g , 7 / , , B g , . . . \ . . . 

A,= r (A, , . J , , . . . . \ B, = ? (B , j . B,g, . . . ) , . . . 
und die Mengen .!.,_, ß^.^. ... Gebiete sind. Wir können die A; mit 
dem Index auisteigend annehmen iA^,S A^s A.,S..J, indem' wir 
andernfalls Aj durch S .tg. A,. ..., A,.) ersetzen, "welche Menge als 
Summe endlich vieler Gg wieder ein 'ig ist. Gleiches gilt für die 
B., C,, .... Wir setzen noch 

B = ? U , . . B, r . B , . . . ) , P,^ = 'S>(A.,B„G,D,...), .... 

Ist nun B = 3 BJ unabzählbar, so ist mindestens eine der Mengen P. 
i 

unabzählbar. Da B„ g B, g Bg g . . . und P=S{P., P^_^_^, . . . ) , so 
können wir mit eventueller .Xummernänderung bereits Bg als un­
abzählbar annehmen. Es seien j , , a;, zwei zu Bg gehörige Ver-
dichtnngspunkte von /'„ (deren Existenz durch § 3, I gesichert ist). 
Wir umgeben sie mit abgeschlossenen Kugeln I'j, Fg, die keinen 
Punkt gemein haben und dem Gebiet G^ = Ag j 2 Ag 2 Bg angehören; 
'",. Bg seien die entsprechenden Kugelgebiete mit gleichem Radius. 
In BJ hegen unabzählbar viele Punkte von Bg = (SBg^, also un-

k 

abzählbar viele von mindestens einem Bg^; ebenso liegen in üg 
unabzählbar viele Punkte von einem Bg,̂ ; wegen Bgg g Bgj g Bgg g ... 
können wir wieder annehmen, daß bereits Bgg unabzählbar viele 
Punkte mit Z7j und Bg gemein habe. Nun seien (für 75= 1, 2) x^^^, aî g 
zwei zu 2'(Bgg, f'Jj gehörige Verdichtungspunkte dieser Menge. Wir 
umgeben sie mit abgeschlossenen Kugeln F j , F^g, die keinen Punkt 
gemein haben, in 7^ und außerdem in dem Gebiet 

a, =25(Agg, Bgj, B„g)2 35(Ag, Bg)2Bgg 

liegen. In dem zu F,^ {p, q=l, 2) gehörigen Kugehnnern U^^ liegen 
unabzählbar viele Punkte von Poo = '^ Poov *^^° ' ' '°" mindestens 

i 

einem Bggj; abermals können wir annehmen, daß dies für alle vier 
HauBdorff, Meugenlehre. 30 
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Kombinationen p, q bereits auf Bggg zutreffe. Sind dann aj^^j, a;̂ ĝ 
zwei zu 2)(Bggg, üpj gehörige Verdichtungspunkte dieser Menge, so 
umgeben wir sie mit abgeschlossenen Kugeln F^^j, F^^g, die keinen 
Punkt gemein haben, in 7 und außerdem in dem Gebiet 

©3 = ! j l ( A g 3 , Bg3 , Cgj, Bgg, Bg 3) 2 J) (Ag , Bg , C g ) 2 B g g g 

liegen, und fahren so fort Für jede aus den Ziffern 1, 2 gebildete 
Folge p, q, r, ... hat man dann 

F , g ß j , F^^gög , 7^^^SG„ . . . ; 

läßt man überdies die Radien der F nach 0 konvergieren, so ist 
die dyadische Menge 2 ) ( ^ F^, ^ F^^, .2'F^^,,, ...) Teilmenge des 
Durchschnitts 

25(öj, Gg, G3,...) = S(Ag,Bg, Bg, . . . ) ; 

dieser Durchschnitt und die Menge 

B = 2 ) ( A , B , C, . . . )22)(Ag,Bg, G„..J 

ist also (mindestens und auch höchstens) von der Mächtigkeit des 
Kontinuums. 

In einem Räume ohne abzählbare dichte Teilmenge versagt 
dieser Beweis, weil dann eine unabzählbare Menge keine Ver­
dichtungspunkte zu haben braucht. So ist der S. 289 erwähnte 
Raum von t{j Dimensionen mit den Punkten 

X = [^0! * 1 ' • • • ' * o j ' • • • ) 

vollständig, was ebenso wie für den Hilbertschen Raum bewiesen 
wird (S. 317); die Menge der Punkte, die nur eine Eins und sonst 
lauter Nullen als Koordinaten haben, ist von der Mächtigkeit Xj 
und hat keinen Verdichtungspunkt, nicht einmal einen Häufungs­
punkt, da ihre Punkte paarweise die Entfernung Y2 haben. Auf 
sie ist also das Beweisverfahren nicht anwendbar, obwohl alle 
sonstigen Voraussetzungen zutreffen (die Menge ist divergent, also 
abgeschlossen, folglich ein Gg und erst recht ein Gg^ oder Gg^g); 
wäre der Satz auch in diesem Falle richtig, so wäre damit das 
Kontinuumproblem im Cantorschen Sinne gelöst. 

In einem voUständigen Räume mit abzählbarer dichter Teü­
menge sind demgemäß die Mengen Gg^g und offenbar auch noch 
die Mengen Gg^g^ entweder endhch, abzählbar oder von der Mächtig­
keit des Kontinuums; das trifft also auf die Mengen O, Gg, Gg^, 
^Sa6' ^6„sa •"°<i P> Pa' Pad> PaSa ^u. Dor Vcrsuch scbelut nicht 
aussichtslos, das gleiche für alle Boreischen Mengen zu beweisen, 
d. h. die aus den Gebieten oder abgeschlossenen Mengen durch 
Summen- und Durchschnittsbüdung über Polgen hervorgehen. 
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S. 321. In der eukhdischen Ebene ist die Jlenge der Punkte 
mit rationalem .r ein b\ Summe eiuer Folge von Geraden), aber 
kein (?,, da sonst ihr Durchselmitt mit einer Geraden sr= const ein 
lineares Gg wilre. Die .Menge der Punkte mit irrationalem x ist 
ein Gg, aber kein B . Die .Menge der Punkte mit rationalem x 
und irrationalem y ist weder eiu F^ noch ein Gg, wohl aber von 
der Forai ?(/( , , »rj, also sowohl ein I\g wie ein 

S. 323. Vgh das Zitat zu S. 298. ° 
S. 328. R. Ba i r e , Sur les fonctions de variables röeUes, Annali 

di Mat (3) 3 (1899). 

>̂  11-
S. 343. Ohne die Voraussetzungen über F kann der Satz VI 

versagen. Die Summe der Rechtecke P'ig. 6, S. 249 (ohne die beiden 
Geraden trennt einen rechts davon gelegenen Punkt von einem 
links gelegenen, obwohl es kein einzelnes Rechteck tut 

S. 346. L. K. J. Brouwer , Zur Analysis situs, Math. Ann. 68 
(1910, S. 427. 

S. 354. C. J o r d a n , Cours d'Analyse I i2. Aufl., Paris 1893), 
S. 91. Von dem J o r d a n s c h e n Satz sind, teilweise unter ein­
schränkenden Annahmen, viele Beweise gegeben worden, vgl. Schoen­
flies, Bericht II, S. 1(18; Young, Theory of sets, .S. 225. Der hier 
reproduzierte von L. E. J. B r o u w e r , Beweis des J o r d a n s c h e n 
Knrvensatzes, Math. Ann. 69 (1910i: methodisch steht ihm am 
nächsten der von 0. Veblen, Theory of plane curves in non-metiical 
analysis situs, Trans. Amer. Matb. Soc. 6 (UiQöi. 

Neuntes Kapitel. 

§ 1-
S. 363. Daß die Menge der Maximalwerte höchstens abzählbar 

ist bemerkte Schoenf l ies , Bericht I, S. 157. 
S. 368. Die Erweiterung einer in B gleichmäßig stetigen Funktion 

bei T. Brodön , Beiträge zur Theorie der stetigen B'unktionen einer 
reeUen Veränderiichen, Joura. f. Math. 118 (1897). Der Gegenstand 
ist rielfach behandelt worden, in besonders einfacher Weise von 
G. F a b e r , Über stetige Funktionen I, I I , Matb. Ann. 66 (1908) 
und 69 (1910). 

§ 2 . 

S. 369. G. Peano , Sur une courbe qui remplit tonte une aire 
plane, Math. Ann. 36 (1890). D. H i lbe r t , Über die stetige Ab­
bildung einer Linie auf ein Flächenstück, Math. Ann. 38 (1891). 

30* 
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Die allgemeine Untersuchung der stetigen Kurven von Schoenflies, 
Bericht II, Kap. VI. 

S. 373. Schoenf l ies , Bericht H, Kap. V, 
S. 374. Die ersten Beispiele gaben W. F . Osgood, A Jordan 

curve of positive area, Trans. Amer. Math. Soc. 4 (1902), und 
H. Lebesgue , Sur le probleme des aires, BuU. Soc. Math. 31 (1903). 
Nach F. Riesz , Sur les ensembles discontinus, Compt r. 141 (1905), 
S. 650 kann man durch jede beschränkte punkthafte abgeschlossene 
Menge eine Jordansche Kurve legen. 

S. 377. Zum Dimensionenproblem vgh Schoenfl ies , BerichtII, 
S. 164. 

S. 378. L. E. J. Brouwer , Beweis der Invarianz der Dimen-
sionenzahl, Math. Ann, 70 (1911); Beweis der Invarianz des w-dimen­
sionalen Gebiets, Beweis des Jordanschen Satzes für den w-dimen­
sionalen Raum, Über Jordansche Mannigfaltigkeiten, Math. Ann. 
71 (1912); Beweis der Invarianz der geschlossenen Kurve, Math. Ann. 
72 (1912) u. a. Die den Leser zu vielen eigenen Ergänzungen 
zwingende Kürze der Brouwerschen Publikationen ist bei dem 
Mangel einer sonstigen einwandfreien und ausführlichen Darstellung 
sehr zu bedauern. 

S. 379. E. J ü r g e n s , Allgemeine Sätze über Systeme von zwei 
eindeutigen und stetigen reellen Funktionen von zwei reellen Ver­
änderlichen (Leipzig 1879). 

S. 381. Das Beispiel in der Anmerkung von E. S tudy, Vor­
lesungen über ausgewählte Gegenstände der Geometrie I I (Konforme 
Abbildung einfach-zusammenhängender Bereiche) (Leipzig und Berlin 
1913), S. 45. 

§ 4. 
S. 384. Wenn für jedes e die Gleichung ?/„ < s für u n e n d l i c h 

viele n und aUe x erfüUt ist, nennt man die Folge e infach 
g le ichmäßig konvergent; vgh U. Dini , Grundlagen für eine Theorie 
der Funktionen einer veränderhchen reeUen Größe (deutsch von 
J. L ü r o t h und A, Schepp, Leipzig 1892), S. 137. Wenn f{x) mit 
keinem fj^x) identisch ist, ist einfach gleichmäßige und uniforme 
Konvergenz dasselbe. 

S. 386. C. A r z e l ä , SuUe serie di funzioni di variabiU reali, 
Rend. Bologna (2) 7 (1903), 

S, 388. In IV sind Sätze und Beweise von Osgood, B a i r e , 
Van Vleck u, a. zusammengeflossen. 

S. 389. R. Ba i re , Le§ons sur les fonctions discontinues (Paris 
1905); vgl, auch das Zitat zu S. 328, Die im Text nicht bewiesene 
Hälfte des Baireschen Satzes kommt darauf hinaus, daß für eine 
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Funktion f{x), die nicht Limes stetiger Funktionen ist, eine in A 
abgeschlossene .Menge P existiert in der /\x|B) überall unstetig ist 
Dies hat besonders einfach H. Lebesgue bewiesen, Dömonstration 
d'un tböoreme de M. Baire , Note II in K. Borel , Lebens sur les 
fonctions de variables reelles (Paris 1905). 

Zehntes Kapitel. 

§ L 
S. 400. H. H a n k e l , Untersuchungen über die unendlich oft 

oszüherenden und unstetigen Funktionen, MaÜi. Ann. 20 (1882). 
G. Cantor , Punktmengen VI, S. 473. G. Peano , Applicazioni geo-
metriche del calcolo infinitesimale (Turin 1887), S. 153. C. J o r d a n , 
Remarques sur les integrales d(5finies, Journal de Math. (4) 8 (1892). 
K. Bore l , Legons sur la th6orie des fonctions (Paris 1898), S. 46; 
Le^ons sur les fonctions de variables reelles (Paris 1905), S. 16. 
H. Lebesüue , Integrale, longueur, aire, These (Paris 1902) = Annah 
di Mat (3) 7 (1902); Legons sur Tintögration (Paris 1904), 

S. 402. Die U n l ö s b a r k e i t des I n h a l t p r o b l e m s . Wir 
zeigen, daß es nicht möglich i>t allen Punktmengen auf einer Kugel-
Üäche E Inhalte zuzuordnen, die den Forderungen {a), {y) von S. 401 
genügen und wobei f[K) positiv ausfällt. Der Beweis beruht auf 
der merkwürdigen Tatsache, daß eine Kuge lhä l f t e und ein 
K u g e l d r i t t e l kong ruen t sein können, oder daß (von einer ab­
zählbaren Menge abgesehen) E in drei Mengen A, B, G gespalten 
werden kann, die sowohl untereinander als auch mit B+ G kon­
gruent sind. Nun müßte eine abzählbare Menge Q jedenfalls den 
Inhalt 0 haben; denn wählt man eine Drehungsachse, die durch 
keinen Ptmkt von Q geht, und einen Drehungswinkel, der keiner 
der geographischen Längendifferenzen zweier Punkte von Q gleich 
ist, so erhält man eine Drehung, die Q in eine Teümenge von 
P=K—Q überführt, und durch Wiederholung dieses Verfahrens 
erkennt man, daß E beliebig viele, paarweise fremde, mit Q kon­
gruente Teilmengen hat, also f{Q)^ — f{K) für w= 1, 2, 3, . . . und 
demnach f'0) = 0 ist. Bei der angegebenen Zerlegung 

K=Q+A+B+C 

müßte also f{A) gleichzeitig =-)^f{K) und =^f{E) sein, was der 
Annahme fiE) > 0 widerspricht 

Um eine solche Zerlegung herzustellen, verstehen wir unter cp eine 
Halbdrehung (um n) und unter ip eine Dritteldrehung (um | TC) um 
eine von der ersten verschiedene Achse. Sie erzeugen eine Gruppe 0 
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von Drehungen, deren Elemente wir nach der Faktorenzahl geordnet 
(wobei cp, ip, ip^ als einfache Paktoren gezählt werden) so schreiben: 
(G) l-\q), '^p,ip^\<p'ip, (pip^r-tpCpjtp^Cfl.... 
Bei geeigneter Wahl der Drehungsachsen bestehen außer cp^ = ip^ = 1 
keine Relationen zwischen cp und ip. Da dies der Nerv der ganzen 
Betrachtung ist, wollen wir es ausführhch beweisen. Die Produkte 
von zwei oder mehr Paktoren sind von einer der vier Formen 

. cp 1//™" 

. ijL/™» cp 

. cp 1/;™» cp 

..., ?w^ g le ich 1 oder 2 sind. 

a = cp -(//™i cp Ip'"'. 
ß = -tp^iCp'lp'^^Cp . 

y = cpxp™' cp'^i'^^. 

S = ip^^cpip'"'' .. 

wo n eine natürliche Zahl und mj, m. 
Eine Relation g = er zwischen zwei formal verschiedenen Produkten 
würde gcT~^= 1 zur Folge haben, d, h. ein von der Identität 1 formal 
verschiedenes Produkt müßte tatsächlich = 1 sein; dies Produkt 
müßte mindestens zwei Faktoren haben, und die fragliche Relation 
könnte in der Form « = 1 angenommen werden (aus ß =1 würde 
cpßcp = tt=l, aus 7 = 1 ebenso 9/qci = (5 = 1, aus 8=1 schließlich 
-ip-"'idxp'^ = a'= 1 folgen). Es ist also zu zeigeri, daß bei geeigneter 
Wahl der beiden Drehungsachsen alle Produkte a von 1 ver­
schieden sind. 

Legen wir durch den Kugelmittelpunkt ein rechtwinkhges 
Achsensystem, die •»//-Achse in die ;5-Achse, die y-Achse in die 
a;«-Ebene, bezeichnen den Winkel beider mit ^& und setzen 

cos -- 71 = • — , /i = sin — 7i = Fi" 

so lauten die unseren Drehungen entsprechenden orthffgonalen Trans­
formationen 

= xl — yß 

= xß + yX (^) 

(9=) 

(9'^) 

= — X cos ß- + z sin d-
= -y ^ 

= x,sinx)- + z cos i)-

' = ~xXcos-d' + yß + z,X sin -d-
I y = —Xßoosß- — yX + Zßsin-d-
\ z' = xsin-9 + z cos ß-. 

Durch Vertauschung von ß mit — ̂  tritt i//̂  an Stelle von -tp. Nun 
bedeute a ein Produkt von n Doppelfaktoren cp'ip oder cpxp'^, a=acpip 



Naelitriigo und Anmerkungen. 4Yj 

oder ei'==a<pii'^ ein Produkt von » + 1 solchen; der Punkt mit den 
Koordinaten 0, 0. 1 gehe durch a in x, y, :, durch a in x', //', ;,' 
über, sodaß zwischen diesen Koordinaten die Gleichungen ((fi/.) oder 
die durch Vertauschung von /( mit -ß daraus hervorgebenden 
Gleichungemgru-i bestehen. Wir behaupten, daß - ^ - ^ . Polv-
nome («-IV«'Grades, ? ein Polynom «^«"Grades in cos ö- ist, also 

X = sin ß-{acos&"~^ + ..J 

y = sin fk \b cos î -"-* -f ...) 

z = ccos Ö̂ " -f .... 
Dies ist nämhch für n = l richtig, da der Punkt 0, 0, 1 durch cpyj 
oder cfV'^ in den Punkt Isinß, i^usin,?-, cos,9- übergeht, und 
überträgt sich von n auf " -f 1, da nach den Gleichungen (951//) 
oder icf ii<-

X = sin «9- (o' cos 19-" -1-...) 

y = sin iV (6' cos i9" -̂ - ...) 

»' = c'cos iV"̂ ^ -f ... 

i s t Für die höchsten Koeffizienten bestehen dabei die Formeln 

o' = /. (e — a 1, b' = + ß{c — a), 0' = c — a, 

c' — a' = (1 — Xjic — a) = 3. (c — a), 

aus denen man durch wiederholte Anwendung c — a = {^)'' schließt 
Die Ä-Koordinate des Punktes 0, 0, 1 wird also durch ein aus 
n Doppelfaktoren bestehendes Produkt « in 

= ( • ! - ) - cos ('/" + ... 
/ 

transformiert und reduziert sich jedenfaUs nicht identisch (für alle &) 
auf den Wert 1. Es gibt also nur endlich riele Werte von cosiS*-, 
für die a = 1 sein könnte, und es ist möghch, mit Vermeidung von 
höchstens abzählbar vielen Werten den Winkel ß so zu wählen, 
daß kein Produkt a gleich 1 wird. 

Die hiemach nicht nur formal, sondern wirklich paarweise ver­
schiedenen Drehungen (G) verteilen wir nunmehr auf drei Klassen 
A, B, C in der Weise, daß von zwei Drehungen g, gcp die eine 
zu A, die andere zu B+G und von drei Drehungen g, gip, gxp^ 
je eine zu A, B, G gehört. Diese Verteilung ist möghch. Wenn 

• sie nämlich für die Produkte von höchstens n Faktoren bereits 
geglückt ist (soweit die fraglichen Drehungen g, gcp usw. höchstens 
'/). Faktoren haben), so läßt sie sich auch für die Produkte von 
höchstens n+1 Faktoren durchführen; denn ein Produkt von n + 1 
Faktoren ist entweder =gcp, -wo g ein mit -ip oder ip^ endigendes 
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Produkt von n Paktoren ist, und werde, jenachdem g zur Kiasse 
A, B, G gehört, der Klasse B, A, A zugewiesen, oder es ist =aip. 
oder ffTp^, wo er ein mit qp endigendes Produkt von n Paktoren ist, 
und dann werde, jenachdem a zu A, B, (7 gehört, cxxp der Klasse 
B, C, A und ö-i/;̂  der Klasse G, A, B zugewiesen. Eine Kollision 
dieser Bestimmungen ist ausgeschlossen. Der Anfang des Verfahrens 
ist aus folgender AufsteUung ersichthch (wenn wir die Identität 1 
zur Klasse A rechnen): 

q)rpcp A 
B 

G 

1 
cp, xp 

xp^ 

xpcp, xp^cp, cpxp^ 

cpxp^cp, xpcpxp, xp^cpxp 

xpcpxp^, xp'^cpxp^ 9t 
Endlich sei Q die abzählbare Menge der Eispunkte (Drehungs­

pole) der von 1 verschiedenen Drehungen unserer Gruppe und 
K= B+ Q. Ein Punkt x von B geht durch die Drehungen (G) in 
die paarweise verschiedenen Punkte 

X, xcp, xxp, xxp^, ... 

über, deren Menge B^ heiße, und zwei solche Mengen B^, B sind 
entweder identisch oder haben keinen Punkt gemein. Aus jeder 
Menge B^ werde genau ein Punkt x ausgewählt und auf diese Weise 
die Menge 31={x, y, ...} gebildet; dann ist 

P = 31 + 31cp + 3Ixp + 31xp^ + .... 

Endhch zerfällt, gemäß der obigen Klasseneinteüung der Drehungen, 
B ebenfalls in drei Mengen, die wir wieder mit A, B, G bezeichnen 
wollen: 

P=A + B+ G, 
A = M+ Alxpcp + 3Ixp^cp + 3Icpxp^ + ... 
B = 31cp + Mxp + ... 

G = 31xp^ + 31cpxjj + ... 
und nach Konstruktion ist 

Acp = B+C, Axp = B, Axp^=G, 

also die Mengen A, B, C, B+G kongruent, womit der Beweis 
vollendet ist. 

Eine den Porderangen («), {ß), if) von S. 401 genügende, aUe 
beschränkten Mengen umfassende Inhaltsbestimmung ist also im 
drei- (und mehr-)dimensionalen euklidischen Räume unmöghch, da 
sie sonst auch auf der Kugel möglich wäre (indem man einer Menge 
auf der Kugel das Volumen des entsprechenden konischen Körpers 
als Inhalt zuordnet). Für die gerade Linie und die Ebene muß 
die Frage offen bleiben, da die Struktur der Bewegungsgruppe in 
diesen Fällen das obige Verfahren nicht zuläßt 
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S. 41S. Beispiele unnießbarer .Mengen bei Schoenfl ies , Mengen­
lehre, S. 374; das erste stammt von G. ^'^tali , Sul problema della 
misura dei gruppi di punti di una retta (Bologna 1905). 

S. 419. K Bore l , Les probabihtös d6nombrables et leurs appli-
cations arithm^tiques, Rend, Palermo 27 (1909), 

S. 422. Das Kettenbruchproblem ist von H. Gyld^n, A, Wiman, 
T. Broden . E, Bore l und F . B e r n s t e i n behandelt worden. 

S. 429. M. F r 6 c h e t , Sur quelques points du calcul fonctionnel, 
Rend. Palermo 22 :19Ü()'. H. Lebesgue , Contribution ä l'ötude des 
correspondances de M. Ze rme lo , Bull. Soc. Math. 35 (1907). 

§ 5 . 
Für das Folgende vgl. die zu S. 400 zitierten Werke von 

H. Lebesgue . 

file:///niiun-kungeu


Register. 

{Verweisung auf Seitenzahlen.) 

abgeschlossen 221. 
Ableitung einer Menge 220, eiuer 

Funktion 895. 
Abschnitt 103. 
abzählbar 34, 47, 59, 97. 
Abzählbarkeitsaxiome 263. 
Adhärenz 227, 278. 
ähnlich 73. 
Alef 47, 122. 
Analysis situs 376. 
Anfangszahl 124, reguläre, singulare 
.. 130. 
Äquivalenz 33, 46, —satz 48. 
Argument 85, 147. 
assoziatives Gesetz 6, 9, 19, 39, 76, 

80, 158. 
Ausfüllung 92. 
äußerer Punkt 250. 
Äußeres eines Polygons 336, einer ge­

schlossenen Kurve 346. 

Bairesche Funktion 889. 
benachbart 83, 87. 
Berührungspunkt 219. 
beschränkt 26, 256, 290, total — 311. 
Büd, —menge 43, 358. 
Boreische Menge 305, —r Satz 231, 

272. 
Breite 290. 

Charakter 143. 

Diagonalverfahren 18, 67. 
dicht 84, 89, 249. 
Differenz 4, —enkette 8, 16. 
Dimension 65, —enzahl 377. 

Dirichletsche Funktion 267. 
Distanz 303. 
distributives Gesetz 6, 19, 41, 80, 81. 
divergent 230. 
Dreiecksaxiom 211. 
Dualität 8. 
Durchschnitt 5, 19, 36, —ssatz 230, 

318. 
dyadisch 322. 

eindeutig 33, 358, umkehrbar — 33. 
Element 2, ausgezeichnetes 134, —en-

komplex 35. 
Entfernung (obere, untere) 291, 293, 

—saxiome 211. 
erreichbar, geradlinig —• 347. 
Exponent 150. 

fast alle 18. 
finale Ordnung 191. 
Folge 17. 
fremd 5, paarweise •— 6, 19, 36. 
Fundamentalfolge 314, —menge 313. 
Funktion 33, 43, 358. 

Geb ie t 215. 
geordnet 71, teilweise — 139. 
Geschlecht 144. 
geschlossene Kurve 346. 
gleichwertig 260. 
Grad 167. 
Grenze 218, obere, untere 26, 258, 

— punkt 218. 

Hänfungspunkt 219. 
Hauptelement, —komplex 153. 
homogen 173. 



Keiiistor. 475 

Iudex ;*->. 14". 
Induktion 11;!. 
luh.ilt, SuBerer 40;!, innerer 405. 
initiale Ordnung 1>9. 
iimeror Punkt 214. 
Inneres einer Men-e 'JH. eines l'<dv-

goiis 3;i6, einer gosehl. Kurve :ilt!. 
hisichJiclit '221. 
integrabel 4;il. 
Integral (oberes, unteres) 431. 
Intervall ?4. >;>. 
inveree Funktion :i;!, — tii-.inuiig 71. 
irrationaler Punkt Jl-.'. 
isoliert 221, 222. 
isomer l"o. 

J T i.iü-che Kurve 372. ;174, —r Satz 
354. 

Kardinalzahl 46, 1-1-2. 
Kate^jorie. Menge erster und zweiter 

Kern 220. 22«, —punkt 226. 
Kettenbruch i!ö, 109, 1S.'\ 422. 
Kkjs.- einer Funktion 30, 390. 
Kogredienz 215 
Kohärenz 227, 278. 
koinitial Si!. 
Koinzideuzaxiom 211. 
kommutatives (Icsit;: 6, 20, 38. 
kompakt 2:;ii. 
Komplement 4. 
Komplex 35. 
Komponente 245, 299. 
konfinal 86. 
kongruent 13, 9»;, 152, 250, 400. 
Kontinuumproblem 65. 
k.jDVergent 21 , 27. 232, 2;i3, gleich-

iiiüBii — ;iS4, uniform — Ssi . 
konvex 24.'i. 320. 
Körper 15. 
kritischer Index 148, 161, —e Zahl 

114. 

lKx\ko'.:\-.i\ti.\--'-''.i 1^. 148. 
Limes jh'T'-r, unterci-) finer Folge 26, 

233, einer .Menge 87, 2:!2, einer 
Mnu^-'.fnljsc 21.' 2;!4, 21I.0, abgc-
.«cl.lo-^';ij<:i- — 236, 2f;4, —gebiet 
2af;, —zahl 106, 132. 

Lücke 90. 

Mächtigkeit 46, 122, erste 55, 59, 
zweite 65, 138, des Kontinuums 47, 
62 abgeschlossener Mengen 318. 

.Maß. äußeres 408, innere.s 410. 
Maximalpötenz 154, —produkt 153. 
Mengenkomplex 36. 

meßbare Kunktidii rjl!, - Mengen 1(1.̂ ), 
•tos. 

monoton 111, 443. 

nichtarchimedisch lii."). 
nirgondsdii'lit 251. 
Normalfunktion 111, —typus 171). 
NuUmonge 8. 

offen 8:1. 
Ordnung 70, nach ersten Differenzen 

80. 148, —Btypus 73, —szahl 102. 

Paa r , geordnetes 82, —menge 71, 139. 
Partialprodukt 157. 
Peanosche Kurve 369. 
perfekt 221. 
Polygon 336, 403, 40(). 
Potenz 37. 53, 118, 172, —regeln 40, 

5;H, 118. 
Produkt 87, 53, 78, 119, 151, 153, 

156, 171. 
Punkt, IC-, .-?-, j -Punkt 219, 233. 
punkthaft 322. 

Qnasikomponcntc 248. 
Querschnitt 348. 

Kand 214, —dement 83, —menge 215, 
—punkt 214. 

rationale Ordnungszahl 185, —r Punkt 
212. 

Raum, euklidischer 212, Hilbertscher 
287, metrischer 211, topologischer 
213, vollständiger 315. 

reduzibel 281. 
reelle Funktion 27, — Zahl 92. 
relativ abgeschlossen 240, — meßbar 

415. 
Relativgebiet 240, —theorie 241. 
Residuum 281. 
Rest 108, —folge 17. 
Ring 14. 

schließlich 18. 
Schnitt 90. 
Schranke (obere, untere) 26, 258. 
separiert 226. 
.Spezies 144. 
Sprung 90. 
stetig, —es Bild 360, —e Funktion 68, 

859, —e Kurve 869, —e Menge 26, 
90, beiderseits — 364, gleichmäßig 
— 867, halb —, oberhalb —, unter­
halb — 393. 

Strecke 829, A n f a n g s - , End—, Mittel-
— 83, —nzug 332, 336. 

Stück 87, Anfangs—, End— 88. 



476 Register. 

Summe 5, 19, 36, 52, 75. 
Symmetrieaxiom 211. 
symmetrische Grundmenge 10, 20, —r 

Limes 142, — Lücke 142. 
System 3, 14, ö-, ir-System 23. 

Teilfolge 17, --funktion 358, —kom­
plex 162, —menge 3, echte 4, größte 
geordnete 140. 

transitives Gesetz 4. 
trennen 334. 
Typenklaase 97. , 
Typus 78. 

Umgebung , sphärische, —saxiome 
213. 

unabzählbar 56. 
unstetig, punktweise —• 882. 

unvergleichbar 51, 139. 
Urbild, —menge 43, 358. 

Variation, beschränkte 448. 
verbinden 334. 
Verdichtungspunkt 219. 
vergleichbar 51, 105, 122. 
verschwinden 3. 
VoUpotenz, —produkt 151. 

Wahrscheinlichkeit 417. 
Weg 336. 
wohlgeordnet 102, 133. 

Zahlenfolge 26, 191, —kiasse 123, 
—komplex 35, 194. 

zerstreut 95. 
zusammenhängend 244, 298, 351, 380. 
zwischen 4, 83, Zwisehengebiet 352. 
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