]

- I’ ,—- : . A. Rt |
: ..;&_.“.,“_.....5..3:..:...:..z.sz....::r...w.ES4 TRt T R A




QARAY
K37
LIBRARY

OF THE

JOHNS HOPKINS UNIVERSITY









GRUNDZUGE

DER

MENGENLEHRE

VON

FELIX HAUSDORFF

O. PROFESSOR DER MATHEMATiK AN DER UNIVERSITAT GREIFSWALD

MIT 53 FIGUREN IM TEXT

LEIPZIG
VERLAG VON VEIT & COMP.
1914



o/ '

Druck von Metzger & Wiftig in Leipzig:.



DEM SCHOPFER DER MENGENLEHRE

HERRN GEORG CANTOR

IN DANKBARER VEREHRUNG
GEWIDMET






VYorwort,

Das vorliegende Werk will ein Lehrbuch und kein Bericht sein:
es versucht die Hauptsachen der Mengenlehre ohne Voraussetzung
hoherer Vorkenntnisse mit vollstindig ausgefiihrten Beweisen dar-
zustellen und verzichtet dafur auf Vollstindigkeit des behandelten
Stoffes.  Hinsichtlich der thematischen Begrenzung, bei der ja
iibrigens die Mitwirkung subjektiver Griinde nicht auszuschalten ist,
nabe ich der Mengenlehre selbst vor ihren Anwendungen den Vorzug
gegeben; infolgedessen wird man vielleicht finden, daB den ge-
ordneten Mengen zuviel und etwa den reellen Funktionen einer
reellen Variablen zuwenig Platz eingeriumt worden sei. Was die
Tendenz anbelangt. immer zu beweisen und niemals blo8 zu referieren,
so ist mir die in dem bekannten Voltaireschen Worte bezeichnete
Gefahr nicht entgangen; aber in einem Gebiet, wo schlechthin
nichts selbstverstiandlich und das Richtige hiufig paradox, das Plau-
sible falsch ist, gibt es auBer der liickenlosen Deduktion kaum ein
Mittel, sich und den Leser vor T#auschungen zu bewahren. Ich
habe, um von dem menschlichen Privileg des Irrtums einen mog-
lichst sparsamen Gebrauch zu machen, nichts ungepriift ibernommen
und manches von der Wiedergabe ausgeschlossen, was mir nur auf
personlichen Kredit hin glaubwiirdig erschien; aber selbst fertige
und im ganzen einwandfreie Darstellungen, die ich meinem Plane
einzugliedern hatte, muBite ich hiufig einer griindlichen Umarbeitung
unterziehen, bis sie sich den mir vorschwebenden Forderungen an
Prazision fiigten.

Nach diesem Programm glaube ich, daB das Buch von jedem,
der iber einige Abstraktion des Denkens verfiigt, insbesondere oder
auBerdem von Studierenden der Mathematik in mittleren Semestern
mit Erfolg gelesen werden kann; auf der andern Seite wiirde ich
seinen Zweck fiir verfehlt halten, wenn ich nicht hoffen diirfte,
auch den Fachgenossen manches Neue, mindestens in methodischer



VI Vorwort.

und formaler Hinsicht, zu bieten. DaB man zerstreute Einzelheiten
logisch verkettet und systematisiert, bisherige Resultate von un-
notig speziellen und komplizierenden Voraussetzungen befreit, einen
Fortschritt in Einfachheit und Allgemeinheit anstrebt, ist schlieBlich
das mindeste, was von dem Bearbeiter eines schon behandelten
Stoffes verlangt werden kann. Diesen Anforderungen hoffe ich inner-
halb gewisser Grenzen entsprochen und dem Gegenstande wenigstens
einige neue Seiten abgewonnen zu haben; um zur Rechtfertigung
dieses Anspruches nicht nur auf das Buch als Ganzes zu verweisen,
mogen hier etwa die symmetrischen Mengen, die Limeshildungen
von Mengenfolgen, die Umgebungstheorie der Punktmengen, die
systematische Durchfiihrung der Relativbegriffe, die reduziblen Mengen,
die Behandlung des Inhalts von Punktmengen erwahnt werden.
Die Quellenangaben sind in einen Anhang verwiesen, der auBer-
dem einige nicht unwesentliche Nachtrige bringt. Ich glaubte jene
in Grenzen halten zu diirfen, die man in unserem historisch-philo-
logischen Zeitalter entschieden eng finden wird, und zwar nicht nur
aus auBeren Griinden, sondern weil auch eine innere Schwierigkeit
bestand, Keime und Anregungen, die sich im Laufe der Darstellung
bisweilen erheblich umgeformt hatten, nachtriglich zu rekonstruieren.
Insbesondere sind durch die Axiomatisierung der Punktmengen-
theorie viele Sitze iiber lineare Punktmengen so verwandelt, ver-
allgemeinert, zerlegt und in einem andern Zusammenhang wieder ver-
kniipft worden, daB ein einfaches Zitat kein richtiges Bild geben kann.
Herr J. O. Miller (Bonn) hat sich der aufopferungsvollen
Mihe unterzogen, eine Korrektur des Buches mitzulesen, und Herr
W.Blaschke (Prag) den grofiten Teil der Figuren gezeichnet; beiden
Kollegen fithle ich mich zu herzlichem Danke verpflichtet.

Greifswald, 15. Marz 1914,
Felix Hausdorff.
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Erstes Kapitel.

Mengen und ihre Verkniipfungen: Summe,
Durchschnitt, Differenz.

§ 1. Der Mengenbegriff.

Eine Menge ist eine Zusammenfassung von Dingen zu einem
vanzen, d. h. zu einem neuen Ding. Man wird dies allerdings
schwerlich als Deninition, sondern nur als anschauliche Demonstration
des Mengenbegriffs gelten lassen, die auf einfache Beispiele verweist:
wie etwa die Menge der Kinwohner einer Stadt, die Menge der
Wasserstoffatome in der Sonne. Diese beiden Mengen sind endlich,
sie bestehen aus einer endlichen, die zweite freilich aus einer
ungeheuer grobien Anzahl von Gegenstinden. Ks ist das Verdienst
Georg Cantors, auch unendliche, d. h. nicht endliche Mengen
in den Kreis der Betrachtung gezogen und damit, iiber populire
Vorurteile und philosophische Machtspriiche hinwegschreitend, eine
nene Wissenschaft, die Mengenlehre, begriindet zu haben; denn eine
bloBe Theorie der endlichen Mengen wire ja nichts weiter als Arith-
metik und Kombinatorik. Die Menge der natiirlichen Zahlen, die
Menge der Punkte des Raumes sind die nichstliegenden Beispiele
unendlicher Mengen.

Die Mengenlehre ist das Fundament der gesamten Mathematik;
Differential- und Integralrechnung, Analysis und Geometrie arbeiten
in Wirklichkeit, wenn auch vielleicht in verschleiernder Ausdrucks-
weise, bestindig mit unendlichen Mengen. Uber das Fundament
dieses Fundamentes, also iiber eine einwandfreie Grundlegung der
Mengenlehre selbst ist eine vollkommene Kinigung noch nicht erzielt
worden. Die nichstliegenden Schwierigkeiten und Vorurteile dirfen
zwar als erledigt gelten: viele anscheinende ,Paradoxien des Un-
endlichen” sind nur so lange paradox, wie man an der unberechtigten
Forderung festhilt, daB fiir endliche und fiir unendliche Mengen
unterschiedslos dieselben Gesetze gelten sollen. Die naturgemiBen
Abweichungen zwischen beiden Gebieten bedingen keinen Wider-
spruch innerhalb des Unendlichen. Dagegen ist eine wirkliche Para-
doxie noch nicht befriedigend aufgeklirt, auf die der naive Mengen-

Hausgdorff, Mengenlehre. 1



2 Kap. I Mengen und ihre Verkniipfungen: Summe, Durchschnitt, Differenz.

begriff, mit seiner Zusammenfassung beliebig vieler Elemente zu
einer Menge, letzten Endes hinausfithrt. In einer typischen Form,
die allerdings noch der mathematischen Bestimmtheit entbehrt, lautet
dies Paradoxon folgendermaBen: wenn es zu jeder Menge von Dingen
noch ein weiteres, von ihnen allen verschiedenes Ding gibt, so ist
die Gesamtheit aller Dinge offenbar selbst keine Menge. Kin solches
System von Dingen, das nicht als Menge aufgefat werden kann,
bilden, wie wir sehen werden, die (endlichen und unendlichen) Kar-
dinalzahlen oder auch die Ordnungszahlen. Den hiernach notwen-
digen Versuch, den Prozef der uferlosen Mengenbildung durch ge-
eignete Forderungen einzuschriinken, hat E. Zermelo unternommen.
Da indessen diese &uBerst scharfsinnigen Untersuchungen noch nicht
als abgeschlossen gelten konnen und da eine Rinfiihrung des An-
fangers in die Mengenlehre auf diesem Wege mit groBen Schwierig-
keiten verbunden sein diirfte, so wollen wir hier den naiven Mengen-
begriff zulassen, dabei aber tatsichlich die Beschrinkungen inne-
halten, die den Weg zu jenem Paradoxzon abschneiden.

Wir fassen also irgendwelche Dinge a, b, ..., endlich oder unend-
lich viele, zu einer Menge A zusammen; diese Dinge heiflen die Ele-
mente der Menge 4. Wir sagen auch, o gehdrt zu 4, o liegt in
A, a ist in 4 enthalten, oder 4 hat das Element a, 4 enthalt .
Von der Beschaffenheit dieser Klemente sieht die reine Mengen-
lehre ginzlich ab; indessen empfehlen wir dem Leser, sich nach
Moglichkeit mathematische Objekte (Punkte, Figuren, Zahlen, Funk-
tionen u. dgl) darunter vorzustellen.

Zwei Mengen A, B werden dann und nur dann als gleich be-
trachtet (4 = B), wenn sie genau dieselben Elemente enthalten, wenn
also jedes Element der einen auch Element der andern ist. Eine
solche Gleichung 4 = B kann, wenn sie zwei formal verschieden
definierte Mengen identifiziert, recht wohl bedeutenden Erkenntnis-
wert besitzen: wenn man will, konnte man jede noch so tief liegende
mathematische Wahrheit in' das Gewand einer Mengengleichung
kleiden. Z. B. 1aBt sich der berithmte letzte Fermatsche Satz,
mag er richtig sein oder nicht, jedenfalls durch die Behal.lptung
ersetzen: die Menge der Primzahlen p, fiir welche die Gleichung
#? + y? = #¢ in natiirlichen Zahlen =, y, # auflosbar ist, ist iden-
tisch mit der Menge der geraden Primzahlen (beide Mengen be-
stehen aus der einzigen Zahl 2). .

Die aus den Elementen a, b, ... bestehende Menge wird mit

A={a, b, ...}
bezeichnet; die Punkte deuten das Vorhandensein weiterer Elemente
an. Die Menge {a, b} besteht aus den zwei Elemenfsen a, b.. Die
Menge {a], die aus dem einzigen Element a besteht, ist von diesem
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Element selber zuniichst sorgtiltig zu unterscheiden, schon aus dem
Grunde, weil wir auch Mengen Systeme) zulassen wollen und miissen,
deren Elemente sclbst wieder Mengen sind. Dic Menge a = ' 2l
besteht aus den zwei Elementen 1, 2. die Menge la} aus dem ein-
zicen Element a. In vielen Fiillen ist allerdings die Verschmelzung
beider Dinge ganz unbedenklich.

AuBer den Mengen, die Elemente haben, lassen wir auch eine
Menge 0, die Nullmenge. zu, die kein Element hat; die Gleichung
4 =0 bedeutet also, daB auch die Menge A kein Element hat,
verschwindet. leer ist.! Auch hierzu ist die analoge Bemerkung
zu machen, wie zum allgemeinen Fall: die Gleichung 4 = 0 kann
eine bedeutungsvolle Aussage sein, wenn ndmlich die Definition der
Menge 4 ihr Verschwinden nicht unmittelbar erkennen liBt. Der
Fermatsche Satz behauptet: die Menge der natiirlichen Zahlen
7 > 2, fir welche die Gleichung +* + " = 2* in natiirlichen Zahlen
r, y, + losbar ist, ist die Nullmenge.

$£ 2. Teilmengen. Differenzen.

Wenn alle Elemente der Menge 4 auch Elemente der Menge B
sind, so sagen wir: 4 ist in B enthalten®, A ist eine Teilmenge
von B, eine Menge unter B, oder B enthilt 4, B ist eine Menge
tiber 4. Wir bringen dies durch eine der beiden Formeln

A= B oder B= 4
zum Ausdruck; wobei die Zeichen < = an die iiblichen Zeichen
< > fiir kleiner und griéBer erinnern, aber doch von ihnen unter-
schieden werden sollen. Zu den Teilmengen von B rechnen wir
auch die Menge B selbst und die Nullmenge: eine wichtige
Verabredung, deren ZweckmiBigkeit sich vielfach bewihren wird.

Die Teilmengen der aus 4 FElementen hestehenden Menge

‘4, b, ¢, d} sind:
0
2} lef 1d]
fa, dy 1b, ¢} b, d} e, d|
e, by ¢ la, b, d, la, ¢, dj 1b, e, dj
ja; b, e, dy

Thre Anzahl ist 1+ 446441 1=16=2"L

t Die Ausdrucksweise: ,die Menge 4 existiert nicht”, kdnnen wir nicht
akzeptieren. Sie existiert, aber es existieren keine Elemente von ihr.

* Es ist die Forderung erhoben worden, die Beziehung einer Menge zu
ihren Teilmengen und zu ibhren Elementen verschieden auszudriicken, z. B. eine
Menge enth#lt ihre Teilmengen, besitzt ihre Elemente, oder sie umfafBt
ihre Teilmengen, enthélt ibre Elemente. Wir halten eine solche Fesselung
der Sprache fiir schwer durchfithrbar und fiir tiberfliissig.

1*
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Die Anzahl der Teilmengen mit m Elementen einer Menge mit
n Elementen ist der Binomialkoeffizient

(n) _ n(n_1)(n—2)...(n+1—m)’ ((’”) =1j

m) 1. 2. 3. ... m 0
und die Anzahl aller Teilmengen einer Menge mit » Elementen ist

)+ + (D) e+ () =17 =20

Wenn zwei Mengen gleichzeitig Teilmengen voneinander sind,

so sind sie identisch, d. h. aus
A=B, B=4
folgt
4=B8B.

In dieser Gestalt wird sehr hiufig die Identitit zweier Mengen be-
wiesen werden.

Wenn 4 Teilmenge von B, nicht aber B Teilmenge von 4,
die Gleichheit beider Mengen also ausgeschlossen ist, so schreiben

wir auch
A<B oder B= A;

in diesem Falle wird 4 gelegentlich als echte Teilmenge von B
bezeichnet werden. B enthilt dann also mindestens ein Element,
das nicht auch Element von 4 ist. Diese Bezeichnung erlaubt auch
den Tatbestand auszudriicken, daB eine Menge B nicht Null sein,
also mindestens ein Element besitzen soll, nimlich durch

0<B oder B=0.

Wenn 4 < B, so ist entweder 4 < B oder 4=B.

Wenn A< B, B< C, so ist auch 4< C; man sagt, daB die
durch das Zeichen < ausgedriickte Relation das transitive Gesetz
befolge. Gleiches gilt von dem Zeichen =. Wenn A< B< O, 50
nennen wir B gelegentlich eine Menge zwischen 4 und C.

Wenn 4 Teilmenge von B ist, so verstehen wir unter

B—4
die Menge derjenigen Elemente von B, die nicht Elemente von 4
sind; wir nennen diese Menge das Komplement von 4 in B und
haben damit also die Differenz zweier Mengen definiert, unter
der Voraussetzung, daB der Subtrahend Teilmenge des Minuenden
ist. Diese Menge B— 4 ist ihrerseits eine Teilmenge von B, die
in den extremen Fillen 0 oder B sein kann, wenn nimlich 4 mit
B oder 0 identisch war, und ihr Komplement ist wieder die ur-
spriingliche Menge A:
B—(B—A4)= 4.
Bei wiederholter Differenzbildung wird stets der Subtrahend als
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Teillmenge des Minuenden angenommen. Z. B. bedeutet

C—(B— .
die Menge der Elemente von () die nicht zu B— 4 gehoren, wobei
also A€ B, B—d=s(C

vorausgesetzt ist,

§ 3. Summe und Durchschnitt,

- und B seien zwei beliebige Mengen. Unter ihrer Summe
S=E&(d,B)
verstehen wir die Menge der Elemente, die mindestens einer der
beiden Mengen angehoren; unter ihrem Durchschnitt
D=72(4, B)
die Menge der Flemente, die beiden Mengen zugleich angehéren.!

Ist z. B. (Fig. 1) 4 die Menge der Punkte
des Rechtecks abed, d. h. aller im Innern und
autf dem Rande dieses Rechtecks liegenden
Punkte der Zeichnungsebene, ebenso B die
Rechtecksfiiche pgrs, so ist ihre Summe die
T-formige von agpghbeda umgrenzte Fliche,
ihr Durchschnitt die Fliche des kleinen Recht-
ecks ghrs. » g

Wenn die Mengen 4, B kein Element
gemein haben, also ihr Durchschnitt die Null-
menge ist /D = 0}, so nennen wir beide Mengen
zueinander fremd; in diesem und nur in diesem Falle schreiben
wir ihre Summe auch in der Form

S= A4+ B.
Wenn S=4+ B, so ist 4=S— B, und umgekehrt. Sind 4, B
endliche Mengen, 4 aus m, B aus n Elementen bestehend, so be-
steht { 4+ B aus m 4 n Elementen.

Im allgemeinen Falle ist D Teilmenge von 4 und von B, und
diese beiden Mengen Teilmengen von S (D=4d<S, DB S).
Wenn 4 Teilmenge von B ist, so ist D=4, S= B, und umgekehrt
zieht eine dieser beiden Gleichungen die andere und die Ungleichung
A = B nach sich.

Es ist evident, wie man Summen- und Durchschnittsbildung
auf mehr als zwei, selbst auf unendlich viele Mengen zu iibertragen
hat. Beschrinken wir uns zunichst auf den Fall eines Systems

! Die Summe entspricht einem Entweder-oder, der Durchschnitt einem
Sowohl-als-auch. In der mathematischen Logik pflegt man Durchschnitts-
bildung als eine Art Multiplikation aufzufassen.

Fig. 1.
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von endlich vielen Mengen A, Ay,
schieden zu sein brauchen).
Die Summe

§=86(4,, 4,, vu, Am):‘@_Ai” (Z=1,2,...,m)
ist die Menge der Klemente, die mindestens einer Menge 4, ange-
horen; der Durchschnitt
D=23(4,, 4,, ..., 4,)= @Ai

s 4, (die nicht paarweise ver-

die Menge der Elemente, die allen Mengen 4, zugleich angehoren.
Nur in dem Falle, daB die Mengen 4, paarweise fremd sind, d. h.

D(4,, 4)=0 fir ¢%,
schreiben wir die Summe auch in der Gestalt
S=4, + 4yt .t 4, =34

(unter Verwendung des griechischen Summenzeichens = statt des
deutschen &).?

Jede der beiden Verkniipfungen &, ® befolgt das kommutative
Gesetz, d. h. die Reihenfolge der Mengen 4, ist gleichgiiltig. Sie
befolgt ferner das assoziative Gesetz, das eine Summe von Summen
als Summe, einen Durchschnitt von Durchschnitten als Durchschnitt
darzustellen erlaubt und in der Formel

S[C(4y, 4y, ey Ay S(By, Byy ooy B,y €(Gy Gyyovy Gy ovs]

= &(4y, 4g; o0 Ay By Byy vy Byy 01y Gy oy Cpo )
sowie einer entsprechenden fiir Durchschnitte seinen Ausdruck findet.
Der Beweis dieser Formeln kann dem Leser iiberlassen werden.
Endlich befolgt jede der beiden Verkniipfungen &, D gegeniiber
der andern das distributive Gesetz, d. h. eine Summe von
Durchschnitten ist als Durchschnitt von Summen darstellbar und
umgekehrt. Die Formeln dafiir sind:

1) D[S(4y, 4y, e 4,), S(Byy Byy ey By S(Cy Cpyaney Oy o]
=%l[$(Ai,Bk, G, .l

@ S[D(y 4y A,), DBy By vy B, DG Oy vy Oy o]
= %[@(Ai, B, C,..)],
wobei in den Ausdriicken rechterhand ¢ die Zahlen 1 ... m, % die

Zahlen 1 ... n, ! die Zahlen 1 .., p usw. zu durchlaufen hat, die
Anzahl der unter dem Summen- resp. Durchschnittszeichen stehenden
Mengen also das Produkt der Zahlen m, n, p, ... ist.

! Der Index ¢ unter den Zeichen &, ®, Z wird

elegentlich a -
bleiben kénnen. s ek e



8 4. Prinzip der Dualitit. 7

Wir geben den Beweis der crsten Formel an, deren linke

Seite wir zur Abkiirzung mit

=D&, & & )

und deren rechte Seite wir mit R bezeichnen. Ein Element von L
gehort gleichzeitig zu S, zu &4, zu S usw, also zu mindestens
elnem .. einem B,, einem C, usw., also zu mindestens einem
(4. B. (,..), also zu R: folglich ist L=< R. Umgekehrt: ein
Element von R gehort zu mindestens einem D (., » By Gy ...), also
gleichzeitig zu 4, B, C usw,, also gleichzeitig zu &, S5, S, usw,,
also zu L; folglich ist R< L und demnach L = R.

Die zweite Formel wire durch ihnliche Uberlegungen zu be-
weisen. tolgt aber auch aus dem in § 4 zu besprechenden Prinzip
der Dualitiit.

Einige Spezialfille des distributiven Gesetzes migen noch an-
gegeben werden. No ist

DS dyy e 1) B =28 4, B),D(4,, B),..., DL, B)]

und "
E T A Ay ), Bl ="R[2 A, B8 Ly s Blyowsy S, Bl
Sind die Mengen A4, paarweise fremd, so sind es auch die Mengen
D 4. B); in diesem Falle also wird aus der ersten Gleichung
L+ A4+ +4,B)=20.8+24,,B)+..+D.1,B)
Ist 4, =B, A_B_ , 4, =B, , so ist
v¢=va,sgg®a.

i

§ 4. Prinzip der Dualitiit.

Sind die Mengen 4, 4,,...,.4, Teilmengen einer Menge .// und
A,4,,..., A ihre Komplemente in J/, also
M=+ 4.
so ist
M= S0y Ay ey 4+ DT, 0, e, )
=By Ay saep ) + By A s s A Y
denn die Elemente von J/ gehoren entweder mindestens einem .,
oder keinem, d. h. entweder der Summe der 4, oder dem Durch-
schnitt der .1, an, und das gleiche gilt, wenn man die 4; mit den
A, vertauscht. Wir kénnen diese Formeln kurz so aussprechen: das
Komplement einer Summe ist der Durchschnitt der Komplemente,
das Komplement eines Durchschnitts die Summe der Komplemente.
Ist also P eine Menge, die aus den Mengen I, durch wiederholte
Summen- und Durchschnittsbildung entsteht, so erhilt man ihr Kom-
plement P, indem man die 4, durch ihre Komplemente 4, das
Zeichen € durch ® und das Zeichen D durch & ersetzt. Da ferner



8 Kap.L Mengen und ihre Verkniipfungen: Summe, Durchschnitt, Differenz.

aus P= Q, P<qQ, P>=Qresp. P=Q, P>, P Q folgt, so bleibt
jede Gleichung zwischen Mengen richtig, wenn man slle Mengen
durch ihre Komplemente ersetzt und die Zeichen &, D vertauscht;

jede Ungleichung bleibt richtig, wenn man auBerdem noch die
Zeichen < > vertauscht. Diesen Sachverhalt, der aus jeder Re-
lation zwischen Mengen eine zweite! abzuleiten gestattet, kann man
als Dualititsprinzip bezeichnen, nach dem bekannten Analogon
in der Geometrie. Kine identisch, d. h. fir beliebige Mengen
richtige Relation liefert eine zweite solche auch ohne Ubergang zu
den Komplementen, also durch bloBe Vertauschung der Zeichen &, D
und eventuell der beiden Ungleichheitszeichen. Z. B. folgt auf diese
Weise die zweite Formel des assoziativen oder distributiven Gesetzes
unmittelbar aus der ersten. Als Beispiel fiir eine Ungleichung
zitieren wir die einfache 4 < &(4, B), aus der durch Dualitit
A= D(4, B) folgt.

§ 5. Differenzenketten.

Die schon in § 2 erwihnten, durch wiederholte Differenzbildung
entstehenden Mengen bezeichnen wir jetzt unter Weglassung der
Klammern in folgender Weise:

Ay —(dy— 4g) = Ay — 4, + 4

Ay —(dy— Ayt A)= A — 4,4+ 4, — 4,
usw., definieren also durch Rekursion eine m-gliedrige Differenzen-
kette vermoge der Formel

Ay — Ayt Ay— oo A = A — (4, — A+ ... T 4,).
Die Voraussetzung bleibt bestehen, daB der jedesmalige Subtrahend
im Minuenden enthalten sein soll. Setzt man
A;— A4y + .ok 4 =B,

so sind die Mengen B; durch das Gleichungssystem
I 4,= B, + B,

(1) 4,=B,+ B,

in der Reihenfolge By B, —1s+..; By, B, definiert, vorausgesetzt, daB

die .Auflijsung dieses Systems moglich, d. h. daB B.< 4. ist. Ist
C eine weitere Menge und setzt man o

D4, O)=4;, (B, C)= B,
! oder eigentlich unendlich viele,

da die K 1
Menge M . " omplemente von der Wahl der
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so folgt aus der am Schlusse von § 8 angegebenen speziellen Formel
des distributiven Gesetzes. daB das Gleichungssystem (1) auch fiir
die Mengen .4/, B/ gilt; demnach ist wieder
Bi=md — A 4 — kA
oder
D — A, + 1 — e,
Pm—su O+m%m~mi~uw)

das distributive Gesetz fiir Differenzenketten.

Gewisse spezielle Differenzenketten befolgen auch das assoziative

Gesetz. Ist nimlich
¥ Lz 4,242...24 .
so ist das System (1" sicher auflosbar, da ja B.=4,=4, ;. In
diesem Fall ist auch das System

4,=C+G

4,=C,+ G,

Ar—" x—~"+ ==
=17 1—1 + (-'
{,=C,

auflosbar und definiert die i¢-gliedrige Differenzenkette
Oy A — Ay Ay
Durch Vergleichung mit (1) findet man der Reibe nach (i< m vor-
ausgesetzt:
‘ C;=DB,+ By,
Cy+ C;=DB,_,+ B; oder
Ciy + B+ B,. mw=B8B_,+B oder
l‘—l + B - Br—l 2
l_q—i- . =DB,_,+ B,_, oder
C_y+ C_y=B_,+ C_,+ B, oder
o =B+ DB, usw,
also
By=Cl—=B=8_,—~C =0,
SchlieBlich folgt fir gerades i
B, =B—-0, B= G+ B
fiir ungerades 2
= C,—B,, B=C0(—B5,

:+1 P17

also in jedem Falle
A —A,+4,—...£ 4 =
= (A= Ayt e A) F (A = Ay + oo £ 4,)-
Es ist also die Zerlegung der Glieder der Differenzenkette in zwei
Gruppen erlaubt, falls die 4; der Bedingung (2) gentigen. Durch
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wiederholte Anwendung findet man

A —A4, 4.+ 4,= (4, — 4,)+(4;— A;)._\_ e (A, — 4,
oder = (4, — A)+ (43— A)+ ...+ 4,,
je nachdem m gerade oder ungerade ist; wobei auch das assoziative
Gesetz fir Summen zur Anwendung gelangt.

Eine einfache Anwendung der Differenzenketten zeigt, daf man
Durchschnittsbildung auf Summen- und Differenzenbil-
dung zuriickfiithren kann. Denn ist

S =8(4,B), D=9(4,B)
und setzt man
A=A—D, B=B—-D,
so ist 4’ die Menge der Elemente, die zu 4 und nicht zu B ge-
horen, und analog B’. Dann ist aber offenbar
S=A+B+D=A+B=4+B,
De=Ad—4=A—(8—B)
oder D=A—S+B=B—8+4.
Dieselben Formeln geben die Bestimmung derjenigen Menge 4, die

mit einer pekannten Menge B einen bekannten Durchschnitt und
eine bekannte Summe hat, namlich

A=S—B+D;

hier ist die rechte Seite eine spezielle Differenzenkette mit assozia-
tivem Gesetz.

§ 6. Symmetrische Mengen.

Es seien X, X, ..., X, m belicbige Mengen. Wir kennen be-
reits Mengen, nimlich Summe und Durchschnitt der X; die in
kommutativer Weise von den X; abhiingen, d. h. so, daB sie bel einer
beliebigen Anderung der Reihenfolge dieser Mengen ungeéndert
bleiben. Solche Mengen konnen nach dem Vorbild der Algebra als
symmetrische Funktionen von X, X,, ..., X, bezeichnet werden,
und genau wie dort spielen gewisse deinfachg'ze unter ihnen eine
besondere Rolle, die wir symmetrische Grundmengen nennen
und folgendermaflen definieren. Es sei (fir i=1, 2,..., m) U; die

Menge derjenigen Elemente, die in genau ¢ Mengen des Systems
X, X, ..., X, vorkommen, und

A, = U+ U;:+1 +...+U,

die Menge Qerjenigen Elemente, die in mindestens 4 Mengen X vor-
kommen; diese Mengen- 4,y 455 oy 4, sollen die symmetrischen
Gru'ndme.mgen der X heiflen. Offenbar ist 4, =2 4,=...=2 4 _, und
4, ist die Summe, 4, der Durchschnitt der Mengen X. "
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Die wesentliche Eigenschaft der symmetrischen Grundmengen
ist, dab sie aus den X durch bloBe Summen- und Durchschnitts-

bildung entstehen.! Bedeuten nimlich /, % / ... verschiedene
Zahlen aus der Reihe 1, 2, ..., m und setzt man
(L) D,=X, D,=2(X, X}, Dy, =D\, X, Xy oo

so folgt unmittelbar aus der Definition die Darstellung der symmetri-
schen Grundmengen als Durchschnittssummen

(4, E.D,, D,, D,, ...,
| 4 (Dygs Dyg» Dygr -2,
(Dysgy Dygye ooy

I
s
L
Il
G

b
o (F
oo
(PN
s I
[
(T (1]

¥
&

l“1m=‘Dlz-

Eine zweite Darstellung ergibt sich vermige des Prinzips der

Dualitit. Es sei )f eine alle X, enthaltende Menge, X,= 1/ — X, das

Komplement von X in 1f, ferner U, die Menge der Punkte von .1/,

die keinem X, angehdren, also

M=Uy+ U+t T,

denn fiir i=1, 2, .., m ist [, auch die Menge derjenigen Klemente
von V. die in genau ¢ Mengen X' vorkommen.

Dann ist L, die Menge der Elemente von 1/, die in genau
m—i Mengen X, also in genau ¢+ Komplementen .\ enthalten sind, und
U+ T4+ U, =4, ., (i=1,2,..,m)
die Menge der Elemente, die in mindestens ¢ Mengen X enthalten
sind, also sind .1, A, ,, .., 4, in dieser Reihenfolge die symmetri-
schen Grundmengen der Komplemente. Wendet man auf sie die
Darstellung 2. an und nimmt davon die Komplemente, so erhalt
man fiir die 4, folgende Darstellung als Summendurchschnitte:
=X, 8,=8(X,X), 8;,=€(X, X, X), ...

4, =DS, =D(S, Sy Sy o

cem’

m
DG = q

A= ‘i‘sik =D (512 Sygr Sy e
1

4 s By & pa— <

4, ,=7% ‘Sikl =D \‘5123’ ‘5’1241 o)y
ikl

4, =85..n

Ist X, X,, .., X,, ein System von Mengen mit den symmetri-
schen Grundmengen 4,, 4,, ..., 4., ferner ¥}, Y,,.., Y, ein zweites

Dagegen erfordern die U; Differenzbildung.
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mit den symmetrischen Grundmengen B, B,, ..., B , so konnen wir
beide Systeme zu einem System "

Zys Zyy ooy Zpan=X1y Xy, 0sy X Yiy Ty sy Y,
vereinigen. Die symmetrischen Grundmengen ¢, @, ..., Cpnyn dieses
Systems lassen sich durch Summen- und Durchschnittsbildung aus
den 4, B darstellen (wiederum der Algebra analog). Zu diesem
Zweck empfiehlt es sich, die Reihe der symmetrischen Grundmengen
nach vorwirts mit Null (4,,,=4,,,=..=0) und nach rick-
warts mit

Ay=By= Cy=M

fortzusetzen, wo M irgend eine die Mengen X, ¥ umfassende Menge
ist. Hiernach besteht die Gleichung (¢+=0, 1, 2,...)

(5) { Oi= @ [g (AuBo); Q(Ai_uBl): ®(Ai__z’ Bz); eeny
D (Al ) Bi_1>’ ' D (Ao: Bi)];

deren Richtigkeit durch leichte Uberlegung einleuchtet. Ein Element
der Menge rechts ist niimlich gewif in einem D(4, ,, B,), also %n
mindestens ¢ — k% Mengen X und mindestens & Mengen Y, also in
mindestens ¢ Mengen Z enthalten und gehort demnach zu G, Um-
gekehrt, ein Element von O, ist in mindestens ¢ Mengen Z ent-
halten. HEs sei genau in p Mengen X und g Mengen Y entha,ltep,
so ist p4g=i Ist ¢=3, so ist p=i—g¢, und das Element ist in
D(4;,_,s B) enthalten; ist ¢>4, so ist es in D(4,, B) enthalten,
gehdrt also jedenfalls zu der Menge rechterhand in (5).
Umgekehrt lassen sich die 4 durch die B, ¢ ausdriicken, aber
mit Verwendung von Differenzen. Ist niamlich 4;, die Menge der

Elemente, die in mindestens s Mengen X und in genau % Mengen ¥
enthalten sind, so ist

A= A+ Ay + A+
Andererseits ist

4;=9 (Oi+7n B, = Bk+1)§

denn die rechte Seite stellt die Menge der Elemente dar, die in

mindesteng ¢+ k Mengen Z und in genau % Mengen Y enthalten sind,
und das sind zugleich die Elemente von A4;,. Also hat man

4;=9(C,, B,— B)+D(C,,,, B,— B) + ..,

(3

oder

© (47 OO BI DG, B)=D(00, B 4.
+9 (Ci+n—l ’ Bn—l) -? (Oz'+n-—1J Bn> +9? (Oi+n’ Bﬁ):

wo wir die Klammern weggelassen haben, weil jede der Mengen
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rechterhand die folgende als Teilmenge enthiilt, also eine spezielle
Differenzenkette mit assoziativem Gesetz vorliegt.!

Wir wollen zwei Systeme von Mengen X, \,, ..., X, und
Uy, G,y .oy U, mit denselben symmetrischen Luundmengen 4, JL_
iwobel wir uns der Verabredung fir die .{ mit Indices >m, p zu
erinnern haben fir den Augenblick kongruent nennen und dies
durch das Zeichen

o Xy Xy X =103, Uy U,
andeuten. Aus ie) und

3 Yo Yooy =T, 15,00 T,

folgt dann wegen 3

5 X oen Xas Tyoior Ty =0y 00 Upy Ty 7,

umgekehrt aber wegen 6' aus (3) und ;) wieder («).

Alsn: kongruente Syvsteme zu kongruenten Systemen hinzugefiigt
geben kongruente Systeme; kongruente Systeme aus kongruenten
Svstemen weggelassen geben kongruente Systeme.

Die einfachste Kongruenz ist

X4+ ¥Y=1\Y

fiir den Fall, daB X und Y fremd sind; denn sowohl das aus der
einen Menge X+ 1 bestehende System wie das aus den beiden
Mengen X, 1 bestehende hat die symmetrischen Grundmengen

5 0, 0. ... (bei zwei Mengen besteht das System der sym-
metrischen Grundmengen aus Summe, Durchschnitt und Nullen).
Durch wiederholte Anwendung dieser einfachsten Kongruenz ergibt
sich, daB aus den Gleichungen

7) Zl = Xl + y;.’ Zi= X2+ YZ’ 2% Zn:‘\’n_l_ yn
die Kongruenz
Zl’ 2y Z —‘Xl’ ‘Yza'w X Y Yw' 5

n!

[

folgt. Zwischen den symmetrischen Grundmengen A, B, C der

X, Y, Z bestehen dann die Gleichungen (5, (6): z. B. driickt sich 4,

durch die symmetrischen Mengen B, ¢ der Y, Z folgendermaBlen aus
(mit Beachtung von B, = C):

E(B, — T By wg By =

[ =, —2(C,B)+ 2:,,B)—-2(C,, B,) + ..
+2(0,, I_y)— 210, By

l =(—-B,+%0,B)-B,+..4+2:C,,B, ;)— DB,

n

t Ein Spezialfall von (6) ist die Bestimmung einer Menge aus ihrer
Summe und ihrem Durchschnitt mit einer bekannten Menge (§ 5 am Ende).
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Endlich machen wir noch folgende ‘Anwendung: wenn.
(9> {(ZI_YI)—‘_(ZZ“ Y2)+"'+(Zn—Y'n)

. =W =T+ W=Vt (W, =7,
so 1st

(10) Tiy cony Ty Vo ey V=T,
Setzt man niamlich
Z=X+Y, W= U+ Vo
P=X+ X+t X,= U+ U+ et U,

oy Wy Ty vy ¥y

80 ist
Ziy 5oy Z =X, wes &

n?

=P 7, . 7

n?

Y, . ¥,
ebenso
Wiy ey Wy=Py Vs vy Vs

also durch Vereinigung
iy ooy Ty By Ty wvy Vy= Wy ey Wy By Ty ooy T,
und daraus durch Weglagsung von P (SchluB von (B), () auf () die
Formel (10).

Diese Betrachtungen iiber symmetrische Mengen werden in der
Theorie des Inhalts von Punktmengen eine Rolle spielen.

§ 7. Ringe und Korper.

Wir haben im folgenden Mengen zu betrachten, deren Kle-
mente selbst wieder Mengen sind, oder wie wir der Deutlichkeit
wegen sagen wollen, Systeme von Mengen. Wir bezeichnen diese
Systeme mit groBen deutschen Buchstaben, die zu ihnen gehorigen
Mengen wie bisher mit groBen lateinischen; dabei sehen wir von
den trivialen Fillen ab, daf das System gar-keine Menge oder nur
die Nullmenge enthalt, schlieBen also die Systeme 0 und {0} aus.

Ein System von Mengen soll ein Ring! heilen, wenn
ngme und Durchschnitt je zweier Mengen des Systems
wieder dem System angehort. Es gehort dann auch Summe
und Durchschnitt endlich vieler Mengen des Systems wieder dem
System an.

‘ Wu sind jetzt noch nicht in der Lage, besonders interessante
Be1sp1el§ geben zu konnen: als niichstliegendes geniige das System
aller Teilmengen einer gegebenen Menge M. Weitere findet der Leser

in der Theorie der Punktmengen, z. B. das System aller beschrinkten
Punktmengen, aller abgeschlossenen Mengen, aller Gebiete.

* Die Ausdriicke Ring und Korper sind der Theori
eorie der algebrai
Zahlen. entnommen, auf Grund einer ungefihren Analogie, an diegm;,ils;.h?;
zu weitgehende Anspriiche stellen mdge. e
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lst M ein beliebiges System von Mengen, so gibt es sicherlich
Ringe tber M (d.h. die M als Teilsystem enthalten) und unter
diesen einen kleinsten, der niimlich in jedem andern als Teilsystem
enthalten ist. Um dies einzuschen, betrachte man, unter evidenter
Ausdehnung der Summen- und Durchschnittsbildung auf Systeme
von beliebig vielen Mengen, die Summe 2\ aller Mengen von IN;
das System W aller Teilmengen von N ist dann ein Ring itber M.
Nun ist, wie aus der Definition folgt, der Durchschnitt bheliebig
vieler Ringe wieder ein Ring. Der Durchschnitt aller Ringe zwischen!
M ound N d. h. aller Ringe 2 M und = N) ist also wieder ein
Ring iber M. den wir mit N = M_ bezeichnen wollen. KEr ist
in jedem Ringe R’ iber M als Teilsystem enthalten; denn der
Durchschuitt (N, M) ist ein Ring zwischen IM und N, also
RN = DR =R, R ist also im oben erklirten Sinne der kleinste
Rinz diber dem System IR

Dieser kleinste Ring R wird erhalten, indem man alle Durch-

schnittssummen

g, D,, ..., D)

bildet, wo D, den Durchschnitt aus endlich vielen Mengen des
Syvstems MM bedeutet. Diese Mengen miissen offenbar jedem Ringe
iiber M, also auch dem kleinsten Ring angehdren; andererseits
bilden sie aber selbst schon einen Ring, da nach dem assoziativen
Gesetz die Summe, nach dem distributiven der Durchschnitt zweier
solcher Mengen wieder von dieser Form ist.

Derselbe Ring wird auch von den Summendurchschnitten

DS, ; Bys o 5
gebildet, wo S; die Summe endlich vieler Mengen von 9t ist.

Ein System von Mengen heiBe ein Korper, wenn
Summe und Differenz von zwei Mengen des Systems wieder
dem System angehort.

Es gehort dann auch der Durchschnitt je zweier Mengen des
Systems dem System an; denn setzt man

S=g'4,B, D=7(4,B),
8o ist ' D)
D B—{§— A,

Ein Kérper ist also jedenfalls ein Ring, aber nicht umgekehrt.

Wie oben erkennt man, daB es iiber einem gegebenen System
9% von Mengen einen kleinsten Korper & =M, gibt, der offenbar

! Die anscheinend einfachere Definition: Durchschnitt aller Ringe iiber
M, vermeiden wir, weil die Gesamtheit aller dieser Ringe nicht als Menge
aufzufassen ist (3 1).
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d;e"n klei?sten Ring R =.‘JIR9 gnth‘é.lt und mit R, =M _, dem kleinsten
Kérper iiber R, identisch ist, ¢

st. Um ihn zu bilden, setzen wir alsc
das gegebene System bereits als Ring voraus und fiigen ihm, falls

sie noch nicht in ihm enthalten ist, die Nullmenge hinzu.

Hier werden wir auf Grund der Betrachtungen iber symmetri-
sche Mengen leicht zum Ziele gelangen. Betrachten wir einerseits
die Differenzensummen

8=68X,~7,X,—Y,..,X —-7)
aus Mengen des Ringes %, wo also X, und Y, (< X)) dem Ringe %
angehoren sollen, andererseits die speziellen Differenzenketten

K=A — dy+ Aj— .. £ 4,

wo 4, =24,=...2 4, und diese Mengen zu % gehoren sollen. Dann
ist jedes K ein §, denn nach dem assoziativen Gesetz ist
K =(4,— 4,)+ (43— 4)+ .3

umgekehrt ist jedes S ein K, denn die Formel (8), § 6 stellt S als
eine solche Differenzenkette dar, deren Glieder symmetrische Grund-
mengen der X, Y oder Durchschnitte aus solchen sind und daher
wie die Mengen X, Y selbst dem Ringe ® angehtren. Dabei ist
wesentlich, daB die symmetrischen Grundmengen nur Summen- und
Durchschnitts-, keine Differenzbildung verlangen (§ 6).

Die Mengen S oder K miissen dem kleinsten Korper £ an-
gehoren; wir zeigen jetzt, daB sie selbst schon einen Korper bilden.
Die Summe zweier S ist ein S; das folgt aus dem assoziativen
Gesetz. Ferner ist aber die Differenz K — K, zweier K wieder ein K.
Setzen wir namlich

K =4 —(4,—4,+.. FA4)=4,—EK,,

K,=4,—4,+...F 4
S0 1ist : ? 3 e A

KE—K=U—EK)—K =4 —(K+K)=4, — K,
da wir ja schon wissen, daB die Summe zweier K ein K ist -
Hierbei ist

K3=B2—B3+----?Bp7
+= B, und diese Mengen zu % gehoren. AuBerdem
B, = 4, annehmen, indem wir andernfalls K, durch
&=$m@@=@@@m—M%Aﬁﬁn$ﬂ%Jﬁ

lel’i‘itzen, und erhalten demnach K — K, wieder als spezielle Differenzen-
cette

wo B,=2B,=.
konnen wir

]f—K1=A1h—Bz+Bg‘—'.-- in.

Die Mengen S oder K bilden also ein o i
etusten Komon . en Korper und folglich den
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§ 8 Folgen.
Ein System von Dingen
By Bix By Bz owmy L wsisy
worin also jeder u: 1turlwhen Zahl 1, 2, 3, 4 7, ... ein Ding ent-
spricht, heiBt eine Folge. Die Elemente a, der Folge brauchen nicht
simtlich verschieden zu sein. Eine Folue ist also keine Menge;
sie bestimmt allerdings eine Menge, niimlich die Menge der ver-
schiedenen in ihr auftretenden KElemente, aber diese Elemente
treten in der Folge eventuell mehrfach, vielleicht unendlich oft, und
iiberdies in einer bestimmten Anordnung auf. Eine Folge ist eine Zu-
ordnung von Elementen einer Menge zu den natiirlichen Zahlen, eine
in der Menge der natiirlichen Zahlen definierte Funktion (vgl. Kap. II).
Die Zahl » heiBt der Index oder die Nummer des Elements a,
Aus einer Folge erhalten wir durch Permutation andere Folgeu

mit denselben Elementen in derselben Hiufigkeit. Ist namlich
My, My, Mgy een M,
eine Folge naturlicher Zahlen, worin jede natiirliche Zahl genau
einmal auftritt, so ist
Wiiys Dongy @y #203 Doig s

eine Permutation der Folge (1). Lassen wir z. B. jede ungerade
Zahl mit der folgenden geraden ihren Platz tauschen, so entsteht
die permutierte Folge

02. a a

vy By Bgavemy & 22—17 Jant2r Fopyypree

ISt— ply pg""! an"'
eine Folge wachsender natiirlicher Zahlen (p, <p,<...), so nennen
wir die Folge

2n?

By Tos wve By g 1203

eine Teilfolge der Folge (1. Eine Teilfolge der speziellen Gestalt
a

@y Opyrr Gpppre _ .
worin also die Indices alle natiirlichen Zahlen von einer gewissen
Zahl p an sind, heiBe ein Rest der Folge (1). Z. B. ist

B Bys Bygs oves Bigyp vor
oder 5 gy Gysnrvg Buys
eine Teilfolge,

IR T R

ein Rest der Folge (1,

Wenn die Elemente einer Teilfolge von (1) eine gewisse Kigen-
schaft haben, so sagen wir: unendlich viele o, haben diese Kigen-
schaft, oder o, hat diese Kigenschaft unendlich oft. Wenn die

Elemente eines Restes von (1) eine gewisse Eigenschaft haben, so

Hausdorff, Mengenlehre, 2
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sagen wir: fast alle 4, haben diese Eigensch hat
schlieBlich diese Kigenschaft, igenschaft, oder a,

Z. B. ist in der Folge
1, 1,2

L
100"

1
7§7

1 1
3 ey My =y

Y

unendlich oft o, < in der Folge

1, g e

1 1
) '377 v vy %

o] =

1

100°

Eine .Folge Qyy Gy ey By oo und eine zweite Folge ¢, b,, ..., 0, ...
konnen wir zu einer einzigen Gesamtfolge vereinigen, z. B. so:

ist schlieBlich o <

Qs by ayy by e 4, By e
Dasselbe gilt offenbar, wenn an Stelle der einen Folge ein end-
liches System tritt. Ebenso konnen drei, vier und beliebig viele Folgen
zu einer einzigen Folge vereinigt werden. Ja sogar eine Folge von
Folgen kann zu einer einzigen Folge vereinigt werden. Man denke
sich namlich diese Folgen zunichst untereinander geschrieben:
Qyy Gy gy Gyyee
By By By B
i3 Cyy Cgr Cyyues
dy, dy, dy, d, ...

und lese dieses Tableau diagonal vom oberen zum linken Rande:
Q5 Gy bys agy by, 05 @y, by, Gy dpee

(hier sind diese Diagonalen durch Semikolons getrennt), womit man

eine Gtesamtfolge erhilt, in der jedes Element der einzelnen Folgen

genau einmal auftritt. Man schreibt eine solche Folge von Folgen
oder Doppelfolge hiufig mit Doppelindices:

a a

117 Y195 GBygy Tyyoeee
Qo19 Gggy Gggy Ayyyene
a

041, CL42, aqﬁ, a“,...

317 395 g3y dgyyees

und die diagonale Anordnung zu einer einzigen Folge

all’ alz’ a21; a13} agz, a31; a

besteht dann darin, daB man die %, In erster Linie nach der
Summe der Indices +n, in zweiter Lixnlie nach dem ersten Index m
ordnet; d. h. a,. steht vor %, falls m4n<pdqg oder falls
mtn=p-+q m<p Es'ist klar, daB man eine Folge von Doppel-

141 Da3v Qgoy Gyp5 en
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tolgen oder eine dreifache Folge, deren Klemente mit drei Indices
numeriert sind, und ebenso eine Kolge von héherer Vielfachheit in
gleicher Weise zu einer einfachen Folge anordnen kann.

§9. Folgen von Mengen.

Wenn die Elemente einer Folge
¥ b, .

Mengen sind, so lassen sich auf eine solche Folge von Mengen die
Verkniipfungen ibertragen, die wir fiir ein endliches System von
Mengen entwickelt haben. Die Summe

EX,=8N,X,,..) (=12 ..

ist die Menge der Elemente, die in mindestens einem X, vorkommen,
der Durchschnitt

DX, =Y, X,

die Menge der Llemente, die zugleich in allen X, vorkommen.
Wenn die X, paarweise fremd sind, schreiben wir die Summe auch
in der Gestalt

SN=X, + X, 4 ...

Das assoziative Gesetz besagt, daB

SSX,8T,..]=8T,

BIEX, DY, .]=2 0,

wenn U, TU,, ... eine Gesamtfolge ist, die aus den Folgen X, X, ...;
¥,....; ... nach Anleitung des § 8 hergestellt wird; diese Folgen
konnen selbst ein endliches System oder eine Folge bilden, auch
konnen statt ihrer endliche Systeme zugelassen werden. Wenn es
sich nur um endliche Systeme in endlicher Anzahl handelt, so ist
das Gesamtsystem U,, U,,... auch pur endlich, und wir kommen
auf den fritheren Fall (§ 3) zuriick. Von dem distributiven Gesetz
begniigen wir uns, einen speziellen Fall anzufithren:

T[EX,EY]=82:X,T7)
i k ik
= TR X Xon, DX, ) DG B lywes]
nebst der entsprechenden Formel, die durch Vertauschung von &
mit ® entsteht. Der Durchschnitt aus zwei Summen von Folgen
ist also wieder als eine solche Summe darstellbar, da die Doppel-
folge der Durchschnitte ®(X,, Y,) sich zu einer einfachen Folge an-
ordnen 138t. Ebenso verhilt es sich mit dem Durchschnitt aus drei
oder einer endlichen Anzahl solcher Summen; nicht hingegen, wenn

2*
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es sich um eine Folge dieser Summen handelt, In diesem Fall
wiirde das distributive Gesetz die Form annehmen

@[6]&1, € Yk’ SZL’ ] = @%(Xi, Yk’ Zu )
i k 1 ikl...

wobei rechterhand aber die Summe iiber alle Folgen natiirlicher
Zahlen ¢, k, 1, ... zu erstrecken ist; die Menge dieser Folgen aber 148t
sich nicht zu einer einfachen Folge anordnen (Kap. III, § 5. Die
zweite Formel des distributiven Gesetzes entspringt auch in diesem
Falle aus der ersten durch Dualitit (Vertauschung von & und 9)
Summe und Durchschnitt geniigen auBerdem dem kommutativen
Gesetz, d. h. bleiben bei Permutation der Folge unge#ndert, oder
sind symmetrische Funktionen der Mengen X,. Neben ihnen
wiren wiederum andere Mengen dieser Art und insbesondere die
symmetrischen Grundmengen der Folge zu betrachten. Nehmen
wir eine die simtlichen Mengen X, enthaltende Menge M zu Hiilfe;
Xi sei das Komplement von X, in M. Fiir p=0, 1, 2,... sei damn
U, die Menge der Elemente von 2, die genau in p Mengen X (also
in unendlich vielen Komplementen X) vorkommen; 7V, die Menge
der Elemente von 1, die genau in p Komplementen X (also in un-
endlich vielen Mengen X) vorkommen, und 7 die Menge der Ele-
mente, die in unendlich vielen Mengen X und in unendlich vielen
Komplementen X vorkommen. KEs ist dann
M=U+ U4 Uy+ ...+ W+ Vy+V+ V4 e
Weiter ist
A,=U,+ U, + .. + W+ TV +V+ Vot

die Menge der Elemente von 1/, die in mindestens p Mengen X
‘vorkommen;

Ao =W A Vyb V4V, + oo
die Menge derer, die in unendlich vielen X vorkommen;

Bo =V 4V, +V,+ ...
die Menge derer, die in fast allen X (§ 8) vorkommen, und endlich
BP=V0—|-V1+---+VP_1 (B,=0)

die Menge derer, die in fast allen X bis auf hochstens p —1 Aus-
n_ahmen vorkommen. Die Mengen 4, Ay vnsy Mogy By Byg wssy Bon
die von der Wahl der Menge J/ iibrigens unabhingig sind (wihrend
Ay = M), wollen wir die symmetrischen Grundmengen der X nennen
und in der Reihenfolge

Al’Az""’ Aom Boo:--'; Bz, Bl
gesphrieben denken, in der jede alle folgenden als Teilmengen enthilt;
4, ist die Summe, B, der Durchschnitt aller X, Man erkennt sofort, dab

B3 By sy Bogy Hopansy Ay A,
die symmetrischen Grundmengen der Komplemente X sind.
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Auch hier lassen sich die symmetrischen Grundmengen durch
bloBe Summen- und Durchschnittsbildung ans den X darstellen.
Setzt man wieder fiir verschiedene nativliche Zahlen 4, k, 1, ...

W =TT X AVVIERY
D;=X, D,=2X,X,, Dy, =X, X, X),...
N=X, S =3 NN, Sy=SN, X, X), ..
so ergibt sich unmittelbar aus der Definition, analog zu § 6, (2)
4=2D;, =2 D. D,, D,..)
D !

dy=8 D, =&, Dy, Dy,

g
ik
A3= S Dyyy=S:Dyyy, Dy, .-
Wendet man diese Darstellung auf die B, als symmetrische Grund-
mengen der X, an und nimmt davon die Komplemente, so folgt

A~ N Q \
D=2 =25, 8, &, ...
N T NIQ . Q
By= T8, =TS8, Ny Sags o)

=R e S N
B, = : ikl_4;01237'“1‘24"")

Es bleiben noch die beiden Mengen ., [, darzustellen, die
gerade die wichtigsten sind. A4, war die Menge der Klemente, die
unendlich vielen X angehoren, B, die Menge derer, die fast
allen X (allen bis auf hochstens endlich viele Ausnahmen) ange-
horen. Nach dem Vorbilde der Analysis (vgl. dazu § 11) erscheint
es nicht unzweckmiBig, 4., als den oberen Limes (limes superior),
B, als den unteren Limes (limes inferior) und im Falle der
Gleichheit beide als den Limes der Mengenfolge zu bezeichnen.!

‘Wir schreiben
A= Lim sup X,

B, = Lim inf X,

und im Falle der Gleichheit beider Mengen (im allgemeinen ist

A 2 Bx)
4130 = Boo= le Xz’

im letzteren Falle heiBie die Mengenfolge konvergent.?

t Diese Limesbegriffe beruhen nur auf der Zugehorigkeit von Elementen
zu Mengen; wir werden spiter andere kennen lernen, die auf gegenseitiger
TLage der Elemente beruhen. .

2 Der Index ¢ unter dem Limeszeichen kann gelegentlich wegbleiben.
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Zunichst wiirde sich 4, definitionsgemsf als Summe aller
Durchschnitte aus unendlich vielen X, B, dualistisch als Durch-
schnitt aller Summen aus unendlich vielen X, darstellen; auf diese
Formeln wollen wir verzichten, da es sich in beiden um ein System
von Mengen handelt, das keine Iolge bildet. Andererseits ist B,
definitionsgemaB die Summe aller Durchschnitte aus fast allen X,
Ao dualistisch der Durchschnitt aller Summen aus fast allen X;
diese Formeln bevorzugen wir und konnen dabei noch die Verein-
fachung hinzufiigen, nur Restfolgen von (1) in Betracht zu ziehen.
Setzt man namlich

Z'i = @(X;’XH-UXHZV")’
. 4, =®(Xi’Xi+17Xi+z"“)’
80 1st

4o =D, =D (3, 3,,3,,..),
Bu=8 4,=C(4, 4y, 4,...).

In der Tat: ein Element, das fast allen X; angehort, gehort fiir ein
gewisses ¢ zu 4,, also zu ©4;; und ein Element von &4, gehort

zu einem A, also zu fast allen X,. Damit ist die Formel fir B
bewiesen, aus der die andere dualistisch folgt.

Wie aus der Definition folgt, bleiben die beiden Mengen
Lim sup X;, Lim inf X, bei Permutation der X, auBerdem aber
auch dann noch unveriindert, wenn man eine endliche Anzahl von
Mengen hinzufiigt, weglift oder durch andere Mengen ersetzt.

Ist ferner ¥, Y,, ... eine Teilfolge von Koy gy o« p O ergibt sich

Lim sup X; = Lim sup ¥, = Lim inf ¥, =2 Lim inf X,.

Denn ein Element, das unendlich vielen Y, angehort, gehort auch
unendlich vielen X; an, und ein Element, das fast allen X, angehort,
gehort auch fast allen ¥, an. Wenn insbesondere Lim X, existiert,
also die beiden #uBeren Mengen der letzten Formel iibereinstimmen,
80 tun es auch die inneren, also existiert auch Lim Y, und zwar
=Lim X,. Jede Teilfolge einer konvergenten Mengenfolge ist wieder
konvergent und hat denselben Limes.

. Wir_ geben einige Beispiele von konvergenten Folgen. Wenn
die X; eine aufsteigende Folge bilden, d. h.

X=X, = ...
80 ist ' ’ ’
4,=X, E’i‘gzi-H’
andererseits allgemein =, = 3, s 880 =3 =3 . Also ist
4o=3,=8(X,X,,..)= B,

Lim X, =8(X,, X,, ...).
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Bilden die X; eine absteigende Folge (X, 2 X, =..), so findet man
ihnlich

Lim X, - D\, X,....).
Sind die X, paarweise fremd, so ist Lim X, =0.

10, o-Systeme und O-Systeme.

s

Wir nannten § 7) ein System von Mengen einen Ring, wenn
die Summe und der Durchschnitt zweier (also auch endlich vieler)
Mengen des Systems wieder dem System angehort. Wir stellen
jetzt die gleiche Forderung fiir eine Folge von Mengen des Systems;
aber hier ist es zweckmiBig, sie in zwei einzelne Forderungen fiir
Summe und Durchschnitt zu trennen.

Ein System von Mengen heiBe ein o-System, wenn die
Summe jeder Folge von Mengen des Systems wieder dem
Svstem angehort: ein 0-Nystem, wenn der Durchschnitt jeder
Folge von Mengen des Systems wieder dem System angehort.

In einem s-System gehort auch die Summe zweier oder end-
lich vieler Mengen des Systems dem System an, da man ja

S 4,B)=8 4,B,4,B,.,B,.:.)
schreiben kann: ebenso in einem J-System der Durchschnitt.

Ein Ring oder Kérper, der zugleich ein o-System ist, heiBle ein
7-Ring oder s-Kirper, und entsprechend.

Wie in & 7 iiberzeugt man sich, daB es zu einem gegebenen
Mengensystem I ein kleinstes -System resp. o-System gibt, in
dem I enthalten ist; wir nennen es M resp. ;.

Das System D¢ wird von den Mengen

U, =3=20L,1,,..)

gebildet, wo die J/, Mengen des Systems It sind. In der Tat miissen
diese Mengen jedem ¢-System iiber I angehoren; andererseits bilden
sie schon selbst ein ¢-System, da nach dem assoziativen Gesetz die
Summe einer Folge von Mengen 1/ die Summe einer Doppelfolge
von Mengen 3, also wieder ein JI ist.

Das System I, besteht ebenso aus den Durchschnitten

My=2D I =DM, ,,...)

aus Folgen von Mengen des Systems 9.

Ist % ein Ring, so ist R, ebenfalls ein Ring (also ein
7-Ring). Da wir bereits wissen, daB die Summe zweier Mengen aus
%, wieder zu R, gehort, so ist nur zu zeigen, daB fir den Durch-
gchnitt dasselbe gilt. Sind

A=8 4, B=8SB,

i k
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zwei Mengen aus %, so ist nach dem distributiven Gesetz
D(4,B)=ED(4,,B)
ik

wieder eine Menge aus %, da die Durchschuitte D(4;, B) dem
Ringe 9 angehdren und eine Doppelfolge bilden.

Die Mengen von R, konnen, einfacher als im allgemeinen Falle,
als Summen aufsteigender Folgen von Mengen aus ® dargestellt
werden. Denn statt & 4, kann man & B, schreiben, wo

B,=8&(4;, A3+ 4
wieder dem Ringe ® angehort und B, B, = B, < ... ist.

Ebenso ist %, ein J-Ring und seine Mengen sind die Durch-
schnitte absteigender Folgen von Mengen aus &.

Dagegen braucht, wenn & ein Korper ist, &, und & keip
Korper zu sein; in der Theorie der Punktmengen werden uns Bei-
spiele dafiir begegnen. _

Ein ¢-Korper ist zugleich ein d-Korper, aber nicht
umgekehrt.

In der Tat, sei § ein o-Korper; wir haben zu zeigen, .daB der
Durchschnitt jeder Folge von Mengen B, des Systems & wieder zu
Q@ gehort. Es ist erlaubt, diese Folge absteigend anzunehmen
(B2 B,=..). Nun sei M eine zu § gehtrige Menge iiber allen
B; (z. B. B, selbst). Setzen wir

M= 4,+ B,
s0 ist (§ 4)
M= A+ B,
A=8(4,,4,,..), B=3D(B,B,,...).
Auf Grund der Korpereigenschaft gehoren nebst den B, auch die 4,
unserem System an, auf Grund der o-Eigenschaft auch 4 und auf
Grund der Korpereigenschaft wieder B.

DaB ein 9-Kérper nicht notwendig ein o-Korper zu sein braucht,
zeigt das Beispiel aller beschrinkten Mengen des Raumes. Der
obige Beweis kann in umgekehrter Richtung versagen, weil es zwar
zu jeder absteigenden, nicht aber zu jeder aufsteigenden Folge von
Mengen eines Systems eine sie alle enthaltende Menge / des Systems
geben mufl.! Wenn aber ein J-Korper iiber jeder aufsteigenden
Folge von Mengen eine sie alle umfassende Menge, z. B. wenn er
eine grofite Menge enthilt, so ist er auch ein o-Korper.

! Die Korpereigenschaft ist dem Prinzip der Dualitiit gegeniiber nicht
invariant, da der in ihre Definition eingehende Begriff der Differenz die Summe

vor dem Durchschuitt bevorzugt. Die Komplemente der Mengen eines Korpers
bilden im allgemeinen keinen Korper.
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Wir haben in diesem Paragraphen o-Systeme und J-Systeme,
In § 7 Ringe (¢-Svsteme) und Korper (x-Systeme) erkliict; ein System
kaon nun mehrere dieser Eigenschaften zugleich haben. Wenn ein
System z. B. gleichzeitig o-System und d-System ist, so moge es
ein \¢J-Svstem oder (0« -System genannt werden. Ein (0 6)-System
13t eln o-Ring. ein (x¢)-Svstem ein o-Korper. Eine einfache ex-
plizite Darstellung der Mengen solcher Systeme, wie wir sie fiir
Ringe. Korper, ¢-Systeme und o-Systeme angaben, scheint beim
Zusammentreffen zweier von den Kigenschaften x. o, d nicht vor-
handen zu sein. Betrachten wir z. B. das kleinste (00)-System iiber
elnem gegebenen System M. In dieses System, das wir W, 9= My,
nennen wollen, sind tolgende Mengen aufzunehmen: die Mengen A,
Summen aus Folgen von Mengen 1/ (des Systems 9t); die Mengen
A s, Duarchschnitte aus Folgen von Mengen 1/ ; die Mengen b P
Summen aus Folgen von Mengen 1/, usw. Diese Mengen bilden
der Reihe nach das kleinste g-System 3R iiber 9, das kleinste
o->ystem MM, iiber M , das kleinste 5-System I, iiber M_, usw.
Aber der ProzeB ist damit nicht beendigt: das ganze System

N=Z(D, M, M_,, M ;.-

ist in dem gesuchten Nystem enthalten, weiter aber wieder %, N,
R,5,s--» die Summe P aller dieser Systeme, sodann B_, R ,, B 5., ...

-

deren Summe ., schlieBlich die Summe
S(M,N,B, 0.0

dariiber abermals das kleinste o-System usw. Wir erhalten damit
nach einem Bildungsgesetz, das wir spiter als das der wohl-
geordneten Mengen kennen lernen werden, eine Menge von
Systemen, die im allgemeinen keine Kolge bilden, und deren Ge-
samtsumme erst das uns vorschwebende System 9%, ergeben wiirde.

Wie aus § 9 hervorgeht, ist der obere Limes einer Folge
von Mengen Jf eine Menge 1/ ,, der untere eine Menge 1/ .

§ 11. Folgen reeller Zahlen und Funktionen.

Jede reelle Zahl = bestimmt die beiden Mengen:!
X = Menge der reellen Zahlen < .,
X = Menge der reellen Zahlen=u.
Wenn die Menge W der reellen Zahlen in zwei (nichtverschwindende)
Teilmengen derart zerlegt ist (W= U+ V), daB jede Zahl von U
kleiner als jede Zahl von V ist, so hat bekanntlich entweder die
Menge T eine groBte oder die Menge 7V eine kleinste Zahl =; U ist

t Die deutschen Buchstaben bedeuten im folgenden Mengen, nicht Mengen-
systeme. '
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also entweder ein ¥ oder ein X. Diese Kigenschaft, eine Folge der
Einfiihrung der irrationalen Zahlen, wird als Stetigkeit (im Dede-
kindschen Sinne) der Menge W bezeichnet; wir werden in der
Theorie der geordneten Mengen darauf zuriickzukommen haben.

Die Summe beliebig vieler U ist ein U oder die ganze Zahlen-
menge W, der Durchschnitt beliebig vieler U ist ein U oder Null
Die Summe beliebig vieler X ist ein X oder W, der Durchschnitt
endlich vieler X ist ein X; der Durchschnitt beliebig vieler ¥ ist
ein ¥ oder Null, die Summe endlich vieler ¥ ist ein %.

Von den Zahlen ,,,,...,,, sei y =minz, die kleinste, s=max z,
die groBte. Fiir die zugehorigen Mengen gilt dann offenbar

Y=9ZX, 9=9%,
Z=6X, B=6G%X,.
Betrachten wir sodann eine Zahlenfolge z,,m,,...,2;,... Wenn sie
nach unten beschriankt ist, d. h., wenn es Zahlen u gibt, die
kein «, ibertreffen (u=u, fiir jedes 4), so verschwindet D, nicht
und es gibt eine Zahl y,, die groBte dieser Zahlen w, fir welche
@1 =DX,.

Diese Zahl y,, die zu einer Zahlenfolge in derselben Beziehung steht
wie das Minimum zu endlich vielen Zahlen, heift die untere
Schranke?! der Zahlenfolge z,,z,,... Uberdies ist
der Durchschnitt der Mengen X;-kann Y, oder 9, sein.

Entsprechend ist fir eine nach oben beschrinkte Zahlenfolge
die obere Schranke x, durch

definiert. ! ' =3,

Fiir eine nach unten beschrinkte Zahlenfolge sei y, die untere
Schranke der Restfolge =,,, 419 T;p9s-.» Wenn die y, eine nach oben
beschrinkte Folge bilden, so sei y ihre obere Schranke; y heiBt die
untere Grenze der Zahlenfolge «,,,... und man schreibt

‘ y=liminfez,.
Auf Grund der Formeln fiir die Schranken hat man
Y= g(‘Xz’ '}{H-l ) ED (&, 2£i+1! ) =9,

Y=87,289,c9,
also

YE&D(X, Xy ) S EDE,, &ypyy ) 9
oder ' '
Y < Liminf X, = Lim inf¥, =< 9.

! Die Bezeichnungsw_eise ist die von M. Pasch; vgl. auch Kap. VII, § 9.
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§ 11, Folgen reeller Zahlen und Funktionen, 7
Der untere Limes der Mengentolge X, oder X, bestimmt also die
Zahl y =limintr; in der Weise, daB er mit ciner der beiden Mengen
1 oder ) identisch ist,
In gleicher Weise wird fiir
v = lim sup «;:
Z< Limsup X, € Lim sup ¥, : 8.

Dieser Zusummenhang rechtfertigt auch die Namen, die wir den
be:reifenden Mengen gegeben haben.

Ist die Zahlenfolge beschrinkt (nach unten und nach oben),
so existieren beide Zahlen iy :. Wenn beide gleich sind, ist die
Zahlenfolge konvergent, y=:=Ilimz; die Folge der Mengen X,
oder X, braucht zwar dann nicht konvergent zu sein, aber ibr oberer
und unterer Limes konnen sich hdchstens um das eine Element y
unterscheiden. Dagegen folgt aus der Existenz von Lim X oder
Lim X; die Konvergenz der Zahlenfolge.

Betrachten wir nunmelr eine in der beliebigen Menge 7' defi-
nierte reelle Funktion, d.h. jedem Element ¢ von 7 sei eine
reelle Zahl =z ¢ zugeordnet {vgl. Kap. II). Eine solche Funktion
vestimmt?, fiir jede reelle Zahl «, die beiden Mengen:

Xu) = Menge derjenigen Elemente ¢, fir die () > u,
Pc\u)—.\[enge derjenigen Elemente ¢, fiir die z/)=u.

Zur Veranschaulichung mége man etwa 7 als Menge der reellen
Zahlen annehmen und die Funktion
z=xz't in bekannter Weise mittels
rechtwinkliger Koordinaten (¢ Abszisse, /L
r Ordinate) als Punktmenge {,Kurve®) 4, N
in der Ebene repriisentieren. Jeder / VAR
reellen Zahl « entspricht eine der Ab- E
szissenachse parallele Gerade z=u; o ¢
die oberhalb dieser Geraden liegenden Fig. 2.
Punkte der Kurve geben, auf die
Abszissenachse projiziert, die Menge X(u) oder X (), je nachdem
man die Schnittpunkte der Kurve mit der Geraden ausschlielt oder
mitzahlt.

Das System der Mengen X(u) und X (), fir jedes w«, bestimmt
seinerseits die Funktion, denn X ‘u) X (u) ist die Menge derjenigen ¢,
fir die z(f)=u. CUbrigens lassen sich die X durch die ¥ ausdriicken

X

1 Sie bestimmt natiirlich auch, fiir jedes ¢, die Menge der reellen Zahlen
~ z(tyund =z(#); aber deren Betrachtung wiirde gegeniiber der vorigen durchaus
nichts Neues ergeben. Statt algso, bei festem ¢, alle # zu sammeln, die der
Bedingung « < z(#) oder u=x(f) geniigen, sammeln wir bei festem u alle ¢.
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und umgekehrt, so daB schon die Kenntnis des einen von beiden
Mengensystemen die Funktion bestimmt.! Wenn nimlich % alle
natiirlichen Zahlen durchliuft, so ist

=g x(us)-exlun)
-2 xfa—)=2afe-1).

Jedes X ist also Duarchschnitt einer Folge von Mengen X oder ein X,
jedes X Summe einer Folge von Mengen ¥ oder ein ¥. Die Summe
beliebig vieler X (bei festgehaltener Funktion x(#)) ist ein X oder
die ganze Menge 7, der Durchschnitt endlich vieler X ist ein X;
der Durchschunitt beliebig vieler ¥ ist ein ¥ oder Null, die Summe
endlich vieler X ist ein X.

Betrachten wir nun mehrere, in derselben Menge 7' definierte,
reelle Funktionen () und zwar sogleich eine Folge solcher Funk-
tionen, von der wir voraussetzen, daB die Zahlen x,(f) fiir jedes ¢
eine beschrinkte Zahlenfolge bilden. Von dieser Zahlenfolge sei
y, () die untere, z () die obere Schranke, ferner

y(f)=liminfz, (), «()=limsupz,(f).

Die diesen Funktionen entsprechenden Mengen seien Y; (), 9, (1) usw.
Wiederum ist

)= DX, (u) = DE; (u) =9, (),

Zy(u) =G X, (u) = G X, (u) = B, ).
Denn wenn y, (/) >w, so ist, fir alle ¢, () >w (aber nicht um-
gekehrt); wenn aber y, () =u, so ist, fir alle ¢, z,()=w und um-
gekehrt. Wenn ferner #, (f) >w, so ist, fir mindestens ein ¢, z;(f) >u
und umgekehrt; ist hingegen, fir mindestens ein i, «,(f)=u, so ist
auch x ()=w (aber nicht umgekehrt).

Auf Grund dieser Gleichungen gelangt man genau wie zuvor
zu den folgenden

Y () < Lim inf X, () < Lim inf &, () = 9 (w),

Z(w) = Lim sup X,(u) = Limsup ¥,(u) = 8 (u).
Hiermit sind allerdings die Mengen Y (w) usw. noch nicht bestimmt.
LiaBt man aber % wieder alle natiirlichen Zahlen durchlaufen, so ist

Y=g 7] SSLiminrx fu )

T . 1 1 -
gIGCLlimlnfaci (u—{—/—c) g%i}) (10—1—7) = 1 (u),

* Die X(%) oder ¥
wir laden den Leser e
aufzustellen.

.(u) k_éinnen nicht ganz beliebig angenommen werden;
in, die notwendigen und hinreichenden Bedingungen



3 1. Folgen reeller Zahlen und Funktionen, 29

also

Y= w4 Liminf ¥,

Liminf X, u +

~ 5
= <
k %

N =2 ?

A Lun sup N+ \_le sup X, (w - -

[+ 3)=
le it X, (u )
(4 3)=

(
Lun inf X, (u
(

:~|»~ :-—»>~]»—a
 Eelie e ,\-I.._

\_/vv\_/

Ju=12 Lunsup X, (u - I.) =B le sup &; (u =
~ i k &
Um den Aufbau dl&\(:‘l Mengen festzustelleu bezeichnen wir alle .\, (x)
mit X, alle X, ' mit X und erinnern uns, daB der obere Limes
einer Folge von \Iengun M ein 1f ,, der untere ein M, ist (§ 10).
Danach sind
Yoo, D Z(w), 3@
Mengen der Form
X

X

daod X

Xt odo’ Xad

oder

Xpor Xponr Xgo Xy
Wir wollen noch fiir eine Summe zweier Funktionen

L, Q) =x, @)+, (0
die zugehorigen Mengen ermitteln. Die Ungleichung «, () >u ist,
fiir jedes einzelne 7, mit der Existenz zweier rationaler Zahlen r,r,
gleichwertig, die den Bedingungen
L ;> oy (>, 4, >u

geniigen ‘man wihle, wenn x, 4 », >u, erst », und dann », den Un-
gleichungen T, >ry>u— und z, >7, >wu —r, entsprechend; wenn
umgekehrt zwei solche rationalen Zahlen existieren, so ist @, +u, >u).
Demnach ist

Koo iy =8 B[X, 40, K, )],
die Summe iiber alle rationalen Zahlen r ,r, erstreckt, deren Summe
> u#; man sieht leicht, daB auch

Xyg (i) =S T[&, )} X, ()] -
Die Menge ¥,,w) erhilt man am einfachsten durch Betrachtung
ihres Komplements 7'—¥%,, (), der Menge derjenigen ¢, wo z, (1)< u;
diese Ungleichung ist mit der Existenz zweier rationaler Zahlen
gleichwertig, fir die

o (()<oy, 1<y 0o, <u.

Man erhilt demgemiB

oder
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und ebenso

Xy () =DSX (o), X, (0,)]s
die Durchschnitte iiber alle rationalen Zahlen 0,, 0, mit einer
Summe <w erstreckt.

Wenn wir fir den Augenblick die Summe wund den Durch-
schnitt endlich vieler Mengen M mit M, M, bezeichnen, und wenn
wir beachten, daB die genannten rationalen Zahlenpaare in eine
Folge angeordnet werden kdnnen (Kap. III, § 5), so ist also X,
ein X, oder X; , ¥, ein X, oder ¥,,.

Wir wollen diese Resultate noch -etwas vereinfachen. Sagen
wir kurz, eine Funktion z(f) ist von der Klasse (3, M), wenn jedes
X(w) ein M und -jedes X (u) ein M ist, wobei M und M, die natiir-
lich Teilmengen von 7 bedeuten, gewisse Mengensysteme durchlaufen
sollen. Nehmen wir jetzt insbesondere an, daB die M einen
o-Ring und die 9 einen 0-Ring bilden.! Suchen wir dann
far die bisher abgeleiteten Mengen die einfachste Darstellung: z.B.
ist Y(u) ein M, oder M, , da aber M, ein IM ist, auch ein M ;
X, (w) ist ein M, =M =M. Man erkennt auf diese Weise: die
Summe zweier Funktionen der Klasse (M, M) ist von derselben Klasse;
der untere Limes y (¢) einer Folge von Funktionen der Klasse (3, )
ist von der Klasse (M, ), der obere Limes z({) von der Klasse
(M;,, My. Die Summe zweier unterer Limites ist wieder von der
Klasse (M, M, ), da ja auch die M einen o-Ring, die M, ; einen
o-Ring bilden. Der Limes 2’ (/) einer konvergenten Folge von Funk-
tionen x(f) der Klasse (3, I) ist, da er sowohl ein y(#) wie ein ()
ist, von der Klasse (W, M,); der Limes z”(t) einer konvergenten
Folge von Funktionen z'(f) ist von der Klasse (Mg, , M 5 usw.

Nehmen wir noch weiter an, daB die M und 9 Komple-
mente voneinander seien (jedes 7— M ist ein I, jedes T—M
ein JM). Dann ist —x(f) von der Klasse (T— M, T — M) = (I, M),
also von derselben Klasse wie z(f); auch die Differenz zweier solcher
Funktionen 2 () ist von derselben Klasse. Der negative untere Limes
—y(#) ist von derselben Klasse (T—M 5, T—M ) = (M, M) wie ein
oberer Limes; was auch aus der Formel — y () =lim sup (—:2i(t))
hervorgeht. Die Summe zweier Funktionen #(f), oder die Differenz
%)~y () ist von derselben Klasse (My,, My); insbesondere ist die

7

Menge der Elemente £, wo % (1) — y (¢) > 0, eine Menge 17, . Das heifit

' 11 Bf:ispie.lsweise, unter Bezugnahme auf spitere Betrachtungen (Kap. IX):
d/le M seien mit den Belativgebieten in 7, die M mit den in 7' abgeschlossenen
Mengen identisch; die Funktionen der Klasse (M, M) sind dann die stetigen

Funktionen. Hier ist auch die nachherige Aunahme erfiillt, daB die 3/ und M
Komplemente von .einander sein sollen.
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aber: die Menge der Elemente ¢, wo eine Folge von Funk-
tionen der Klasse (M, M) nicht konvergiert, ist ein J/ , also
die Menge derer, wo sie konvergiert, ein M ,.

Wir hatten dabei allerdings vorausgesetzt, daB die ., (¢) fiir jedes ¢
eine beschrinkte Zahlenfolge bilden: diese Kinschriinkung 1Bt sich
durch eine Abbildung der Menge aller reellen Zahlen auf ein end-
liches Intervall leicht beseitigen. Ordnen wir z. B. jeder Funktion x (1)
die Funktion

2
s=2aretga() (—1<ED<)

zu. Die Menge der Elemente /. wo £()> v, ist ein X(«) oder 7T
oder 0: ebenso die Menge der ¢, wo §££)=, ein X (u) oder 7T oder 0.
Wenn wir also den Mengen ), M nitigenfalls die beiden Mengen
T und O hinzufigen, so ist mit z(f) auch &(!) von der Klasse (Jf, M)
Ist dann r, (¢, eine beliebige Folge von FKunktionen, so braucht
y & =liminfr () nicht fir jedes ¢ zu existieren oder es kann, wie
man in bekannter Weise zu definieren pflegt, einen der Werte 4-or
haben, wiahrend 4 ) = lim inf £, (¢) immer existiert und entweder gleich

%arctg y{t) oder aber gleich +1 i~t. Entsprechendes gilt fiir z (Y

und I{#. Die Konvergenzmenge der z,(f) ist also die Konvergenz-
menge der £ (f) mit AusschluB derjenigen 7, wo ()= C() =41 ist,
oder der Durchschnitt der Konvergenzmenge der &, (#) mit der Menge
derjenigen ¢, wo gleichzeitig (#)> — 1 und ()< 1. Die Ungleichung
7(f)>—1 ist fiir eine Menge I erfillt, weil ;(f) wie y() von der
Klasse (I, M_,) ist; (7 <1 fiir eine Menge T—M; =M ; also ist
die Konvergenzmenge der Folge z,(f) eine Menge (MM _,,M_, M )=M ;.

Wenn die Mengen N ein (o0 -System bilden und ihre eigenen
Komplemente sind! (7—.\" ist wieder ein V'), so hat eine Folge von
Funktionen der Klasse (), \) als oberen und unteren Limes wieder
eine Funktion der Klasse (), \); im Konvergenzfalle ist der Limes
wieder eine solche Funktion; die Menge der Konvergenzstellen ist
eine Menge .

! Diese Voraussetzung trifft auf die im Lebesgueschen Sinne meBbaren
Mengen zu (Kap. X); die Funktionen der Klasse (N, .\) sind die ,meBbaren®
Funktionen.
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Zweites Kapitel.

Mengen und ihre Verkniipfungen: Funktion,
Produkt, Potenz.

§ 1. Eindeutige Funktionen.

Aus zwei verschiedenen Elementen ¢,b kionnen wir die Menge
oder das Paar {u,0}={b,a} zusammensetzen; beide Elemente treten
darin symmetrisch, gleichberechtigt auf. Wir konnen sie aber auch
zu einer unsymmetrischen, das eine Element vor dem anderen
bevorzugenden Verbindung zusammenfassen: wir konnen das ge-
ordnete Paar

p=(a,b)
bilden, das von dem umgekehrt geordneten
p*=(0,9)

unterschieden werden soll. Falls die beiden Elemente gleich sind,
konnen wir sie einerseits zur Menge {a}, andererseits zu dem ge-
ordneten Paar (z,a) zusammenfassen, das in diesem Fall mit seiner
Umkehrung identisch ist. Zwei geordnete Paare p=(s,b) und
p'=(@,b) gelten dann und nur dann als gleich, wenn a=d, b=10"

Die Doppelindices (i, %) an Elementen einer Determinante, die
rechtwinkligen Koordinaten (z,7) von Punkten der Ebene sind ge-
ordnete Zahlenpaare. Dieser Begriff ist also in der Mathematik
fundamental, und die Psychologie wiirde hinzufiigen, daB geordnete,
unsymmetrische, selektive Verkniipfung zweier Dinge sogar urspriing-
licher ist als ungeordnete, symmetrische, kollektive. Denken,
Sprechen, Lesen und Schreiben sind an zeitliche Reihenfolge ge-
bunden, die sich uns aufzwingt, bevor wir von ihr absehen konnen.
Das Wort ist frither da als die Menge seiner Buchstaben, das ge-
ordnete Paar (a,0) frither als das Paar {a,?}.

Ubrigens 1aBt sich, wenn man will, der Begriff des geordneten
Paares auf den Mengenbegriff zuriickfihren. Sind 1, 2 zwei von-
einander wie von o und b verschiedene Elemente, so hat das Paar

von Paaren
{{a, 1}, {,2}}

genau die formalen Eigenschaften des geordneten Paares (@, b), nim-
lich Unvertauschbarkeit von « und » im Falle der Verschiedenheit
beider Elemente. Diese Unsymmetrie wird hier durch die Ver-
kntipfung mit den Elementen 1, 2 erreicht und kann, da wir nun
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einmal sukzessiv und nicht simultan schreiben, durch die Bezeich-
nung (2, &) ausgedriickt werden, indem wir das mit 1 gepaarte
Flement an die crste, das mit 2 gepaarte an die zweite Stelle
setien.

Aus zwel nichtverschwindenden Mengen .{, B kénnen wir re-
ordnete Paare p=(a,d bilden, deren erstes Element ¢ ein Element
von {, deren zweites Element b ein Element von B ist. Sind beide
Mengen endlich und besteht .1 aus m, B aus n Elementen, so gibt
es mn solcher Paare!: das legt den Gedanken nahe, in dieser Weise
allgemein die Multiplikation von Mengen zu definieren (§ 2)

Zuvor betrachten wir eine Menge P solcher Paare, und zwar
von der Beschaffenheit, daB jedes Element a von . in einem und
nur einem Paare p von P als erstes Element auftritt. Jedes Ele-
ment @ bestimmt auf diese Weise ein und nur ein Element &, nim-
lich dasjenige., w:it dem es zu einem Paare p='1,b) verbunden
aaftritt; dieses durch a bestimmte, von @ abhingige, dem & zu-
geordnete Element bezeichnen wir mit

b=f(a)
und sagen, daB hiermit in 4 (d. h. fir alle Elemente von .I) eine
eindeutige Funktion von a definiert sei. Zwei solche Funktionen
rla), " (a) sehen wir dann und nur dann als gleich an, wenn die zu-
gehorigen Paarmengen P, P’ gleich sind, wenn also, fiir jedes a,
7.a)=f(a) ist.

CUmgekehrt ist bei unseren Voraussetzungen ein Element b ent-
weder mit keinem oder einem oder mechreren (moglicherweise un-
endlich vielen) Fiementen ¢ zu einem Paare p=(,b) verbunden.
Ist die Menge P aber so beschaffen, daB auch jedes Element 5 in
genau einem Paare als zweites Element auftritt, so bestimmt auch 4
ein einziges mit ihm verbundenes Element

a= )
und wir haben eine zweite, in B definierte eindeutige Funktion.
Diese beiden Funktionen heiBlen zueinander invers oder jede die
Umkehrung der anderen, und solche Funktionen werden als um-
kebhrbar eindeutig oder eineindeutig bezeichnet. Zwischen endlichen
Mengen ist diese Beziehung offenbar nur moglich, wenn beide Mengen
gleichviel Elemente haben, und das legt den Gedanken nahe, auch
unendlichen Mengen in diesem Falle gleiche Elementenanzahl zu-
zuschreiben (Kap. III). Wir nennen zwei Mengen, zwischen denen
eine solche umkehrbar eindeutige Beziehung ihrer Elemente mog-
lich ist, 4quivalent, in Zeichen:
A~DB oder B~ ..

1 Wir lassen das Beiwort ,geordne:* im folgenden wieder weg.
Hausdorff, Mengenlehre. 3
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Jede Menge ist mit sich selbst fquivalent, wie aus der Zuordnung

jedes Elementes zu sich selbst (a = f(«)) hervorgeht. Die Aquivalenz
ist eine transitive Beziehung, d. h

aus A~B, B~C folgt A~ C;

denn die umkehrbar eindeutige Beziehung zwischen a und b, b und ¢
vermittelt auch eine solche zwischen o und e.

Indem wir uns eine eingehendere Betrachtung #quivalenter
Mengen fiir Kap. III vorbehalten, lenken wir die Aufmerksamkeit
des Lesers vor allem auf die Tatsache, daB eine unendliche
Menge 4 mit einer von ihr verschiedenen Teilmenge B
dquivalent sein kann (und sogar immer mit einer solchen #qui-
valent ist, wie wir sehen werden) In der allerdings etwas provo-
kanten Form ausgesprochen: A4 hat ebenso viele Elemente wie B,
ist dies eine jener ,Paradoxien des Unendlichen®, an denen der
unvorbereitete Intellekt AnstoB nimmt. Z. B. ist die Menge aller
natiirlichen Zahlen ¢ mit der Menge der geraden natiirlichen
Zahlen #quivalent, wie die umkehrbar eindeutige Beziehung

b=2a, a=%b
erkennen 148t, die der Menge der Paare
| L,2) 24 (3,6)...
entspricht. Auch die Menge der durch 1000 teilbaren natiirlichen
Zahlen (1000 ), der Quadratzahlen (%), der 1000t Potenzen (a19%),
der Potenzen von 1000 (1000¢), der Zahlen 42, der Primzahlen usw,
so spirlich sie auch in der Menge aller natiirlichen Zahlen ver-
treten sein mogen, sind mit dieser Menge iquivalent. Mengen, die

mit der Menge der natiirlichen Zahlen #quivalent sind, also in die
Gestalt einer Folge verschiedener Elemente

1) £@)...f@)...
gebracht werden konnen, heiBen abzihlbar.

Zwei Strecken kionnen stets umkehrbar eindeutig, z. B. projektiv,
aufeinander bezogen werden und sind also Hquivalent, wobei ihre
Langen keine Rolle spielen. Fine Strecke und eine beliebig kleine
Teilstrecke, ein Kilometer und ein Millimeter, der Sonnenball und
ein Wassertropfen haben in diesem Sinn ,,gleichviel Punkte“.

Die Menge der Punkte y einer Geraden ist mit der Menge der
reellen Zahlen z, die Menge der Punkte p einer Kbene mit der
Menge der geordneten Zahlenpaare p = (x, y) dquivalent. Kine ein-
d('autige Funktion y =f(») gehort zu einer Menge P von Paaren p,
d%e entsprechende Menge 8 der Punkte p ist die ,Kurve, die durch
die Gleichung y = f(x) dargestellt wird.
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§ 2. Summe, Durchschnitt. Produkt, Potenz.

Wir ordnen den Elementen ¢ einer (nichtverschwindenden)
Menge J vermige einer eindeutigen Funktion Klemente
a;=[(7)
zu. Da sich der Ausdruck Funktion fiir das Folgende gelegentlich
weniger gut eignet. wollen wir diese Zuordnung auch einen Ele-
mentenkomplex! nennen; die Menge J heiBe (in Anlehnung an
die Sprache der Funktionentheorie) das Argument des Komplexes
oder der Funktion, und ihr einzelnes Element / der Index des zu-
geordneten Elements q,.
Wenn wir einzelne Indices andeuten wollen und demgemiB
T=1i,k1,.
schreiben, so wiirde der Komplex unzweideutig durch die Menge
der geordneten Paare
(1) {tia), (b a), 1.a),..}
zu bezeichnen sein: hierbei ist die Reihenfolge gleichgiiltic. Wenn
wir die weniger schileppende Schreibweise

2) (@, ap.tt)y ..
anwenden wollen, so ist zu beachten, daB bei einem individuell ge-
gebenen Komplex, dessen Elemente auch ohne Indices oder mit
abweichenden Nummern bezeichnet sein konnen (etwa q,/,¢,... oder
a,, a,, a,,...), die Zuordnung zu den Indices unersichtlich werden
kann; wir verabreden deshalb eine geordnete Schreibweise, wie
wir sie bei den geordneten Paaren und stillschweigend schon in
Kap. I angewandt haben, indem wir festsetzen, daB die Elemente,
die wir angeben, in der Reihenfolge von links nach rechts be-
stimmten Indices 4,/ ... zugeordnet sein sollen. In dieser geord-
neten Schreibweise 2 ist also die Reihenfolge nicht mehr gleich-
giiltig: die Komplexe

{a:d, 6y ) =4{Fa), (), (Ut o}
und e a,...)=10,0), (&) (,a), ..}
sind verschieden.?

! Sind die a; reelle Zahlen, so haben wir einen Zahlenkomplex, den man
unter Umstinden (nach Einfiihrung geeigneter Rechnungsoperationen) auch eine
komplexe Zahl nennt.

¢ Die Theorie der geordneten Mengen (Kap. IV) ist zur Definition einer
geordneten Schreibweice noch nicht erforderlich. Wir orduen nicht die Menge J,
gondern nur die wenigen (zwei oder drei!), jedenfalls endlich vielen Elemente
von ibr, die wir angeben, oder noch konkreter: wir ordnen eine Kombination
von Schriftzeichen (Buchstaben, Klammern, Punkte, Kommata).

3*
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Wenn wir den Indices ¢ statt einfacher Elemente Mengen

4,=I'(g)
zuordnen, so sprechen wir von einem Mengenkomplex
(3) (dyy Ay Ay vss)s

Solche Mengenkomplexe haben wir in Kap. I bereits behandelt fir
den Fall, daB J die Menge der natiirlichen Zahlen 1,2,...,m oder
aller natiirlichen Zahlen ist.

Wir werden den Hlementenkomplex (2) in dem Mengen-
komplex (3) (unter Voraussetzung desselben Arguments J) ent-
halten oder zu ihm-geh6rig nennen, wenn, fiir jedes 4, a4, ein
Element von 4, ist. Ein Mengenkomplex enthilt dann und nur
dann Elementenkomplexe, wenn keine seiner Mengen die Null-
menge ist.

Fiir einen Mengenkomplex ergibt sich unmittelbar die schon
gelegentlich vorweggenommene Erklirung von Summe und Durch-
schnitt. Die Summe

J
sAi =& (4;, 4y, 4y .-)

ist die Menge der Elemente, die in mindestens einem 4, (d. h. fiir
mindestens einen Index 4 in 4,) vorkommen; der Durchschnitt

J
DA, =D(4;, 4y 4y500)

die Menge der Elemente, die zugleich in allen 4, vorkommen. Sind
die 4; paarweise fremd, d. h.

‘}D(Ai,Ak)=0 fir ¢4k,
so schreiben wir die Summe auch in der Gestalt

J
A=A+ 4, 4 A+

Beispiel: ¢ sei eine reelle Zahl (0=¢=1) und 4; die Menge der
reellen Zahlen =¢. Die Summe ist 4,, der Durchschnitt 4.

Jede Menge ist die Summe ihrer aus je einem Element be-
stehenden Teilmengen:

J=2i =i} + (B} 4+ I} + ...

Die Angabe des Arguments iiber den Zeichen &, ® (und nachher %)
gestattet, den Index unter diesen Zeichen durch ein .beliebiges
Symbol zu ersetzen, z. B.

o b4t4
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Indessen kann diese Angabe, wie auch die des Index gelegentlich
wegbleiben.
Als das Produkt

J
Phi= A, 4

definieren wir die Menge aller Elementenkomplexe, die in dem
Mengenkomplex enthalten sind, d.h. aller Elementenkomplexe
{e,.a,,q,...), fir die jedes a, ein Klement von _{, ist; und falls alle
Mengen .{; identisch sind, .I,= 4, so definieren wir das Produkt
als die Potenz
J
Pl = A

mit Jer Basis .{ und dem Exponenten J. Oder also: das Produkt
ist die Menge aller eindeutigen Funktionen /(i) worin, fiir jedes i,
7(#) Element von . ist: die Potenz die Menge aller eindeutigen
Funktionen £(;j, worin, fir jedes /, f(;) Element von 4 ist. Bei
der Schreibung des Produkts ohne das Zeichen ® konnen auch
Muluplikationspunkte verwendet werden.

Ein wichtiges Beispiel fir den Potenzbegriff ist das folgende.
Die Basis .1 bestehe aus zwei Elementen 1, 2. Jeder Elementen-
komplex oder jede eindeutige Funktion /i/), die nur einen der beiden
Werte 1.2 annehmen darf, zerlegt J in zwei komplementire Teil-
mengen

Ty 4dis

worin J; die Menge derjenigen i ist, fir die f(i)=1, und J, die
Menge derer, fiir die f(;)=2. Umgekehrt bestimmt jede Teilmenge
J, von J ihr Komplement J, und damit die Funktion f(i). Die
Menge der Funktionen f(i) oder die Potenz {1,2}” ist also mit der
Menge aller Teilmengen von J #quivalent.?

$ 3. Die Verkniipfungsgesetze.

Zun#ichst fragen wir, was geschieht, wenn wir das Argument
durch eine #quivalente Menge ersetzen. Es sei J~K, jedem Kle-
ment & von K entspreche umkehrbar eindeutig ein Element ¢ = ¢ (k)
von J, und wir ordnen jetzt dem Element & die Menge B,=4,=4
zu, wodurch wir zwei Mengenkomplexe (4;,...) und (B,,...) mit den
Argumenten ./ und K erhalten. Eine ganz einfache Uberlegung
lehrt, daB Summe und Durchschnitt unverindert bleiben und das
Produkt in ein #quivalentes iibergeht:

! Eine endliche Menge aus m Elementen hat 2m Teilmengen (vgl. S. 4).
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Vom Produkt ist nicht mehr zu verlangen, da ja Elementenkomplexe
mit verschiedenem Argument verschieden sind.

Wir konnen diese Formeln als die kommutativen Gesetze
der drei Verkniipfungen bezeichnen und so aussprechen: zwei
Mengenkomplexe mit denselben Mengen in derselben
Hiaufigkeit! geben dieselbe Summe, denselben Durchschnitt
und #dquivalente Produkte. Sie zeigen, daB Summe und Durch-
schnitt tatsichlich nur von den Mengen des Komplexes, nicht von
ihrer Zuordnung zu den Elementen des Arguments abhingen, wobei
sogar auch die Haufigkeit keine Rolle spielt; wir konnen demgemid
auch bei einer Menge von Mengen (wo von Hause aus eine Zu-
ordnung zu einem Argument gar nicht vorliegt) von Summe und
Durchschnitt sprechen. Das Produkt hingegen ist von der Zu-
ordnung nicht nur formal, sondern tatsichlich abhingig, und das
Zeichen 4 B C... stellt je nach der verabredeten Zuordnung zu irgend-
welchen Indizes im allgemeinen verschiedene, aber Aquivalente Mengen
dar. Jedes Produkt 4 B ist mit der Menge der geordneten Paare
(a,b) Hiquivalent, worin o die Menge 4 und b die Menge B durchliuit.

Auch wenn K =J ist, also eine umkehrbar eindeutige Ab-
bildung von J auf sich selbst, eine Permutation von J vorliegt,
sind die beziiglichen Produkte im allgemeinen nur iquivalent, nicht
identisch.

Pritfen wir zweitens, wie sich &, D, B bei Ersetzung der Kom-
plexmengen 4, durch iquivalente Mengen B, (bei ungeindertem
Argument) verhalten. Die einfachsten Beispiele zeigen, daB Summe
und Durchschnitt hier nicht einmal in #quivalente Mengen iiber-
zugehen brauchen?; wenn indessen sowohl die 4; als die B; paar-
weise fremd sind, so sind die Summen #quivalent:

J J
(2) 34, ~ 3B,

! D. h. die Menge der Indices 7, fiir die 4;= X, ist #quivalent mit der
Menge der Indizes k, fir die B,= X, fiir jede Menge X.
* Eine Menge von 4 und eine Menge von 3 Elementen kénnen einen

Purchschnitt von 0, 1, 2, 3 Elementen und entsprechend eine Summe von
7, 6, 5, 4 Elementen haben.
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D.as Produkt geht in jedem Ialle in ein dquivalentes iiber
J J
\3* \JS .".l.\ \BBI-.
i i

Sind z B. alle _f; mit derselben Menge .1 iquivalent, so ist ihr
Produkt mit der Potenz .4/ &quivalent.

Die assoziativen Gesetze. Das Argument sei jetzt selbst
elne Summe paarweise fremder (nichtverschwindender) Summanden:

R
+ T=23,.

Bevor wir die hieraus entspringenden assoziativen Gesetze angeben,
bemerken wir, daB nach (2) J mit einer Menge P von geordneten
Paaren .z, n) dquivalent ist, worin m die Menge )/ und, bei festem
m, n eine mit J_ dquivalente Menge N, durchliuft. Denn ist P,
die Menge der Paare mit festem nz, so ist

iV
Pe= ;‘I)m’ ‘Pm'\‘\vaJm'

m
also P~J. Sind insbesondere alle J einer und derselben Menge .\’
iquivalent, so kann man N = )\ setzen und erhilt:
M

\\51 :me'\- AN fur zIm’\J\T.
Eine Summe paarweisou fremder, dquivalenter Summanden ist also
einem Produkt #quivalent (wie ein Produkt gleicher Faktoren eine
Potenz ist.

Auf Grund der Voraussetzung (4) gelten nun die assoziativen
Gesetze

)
3

N

I
EN (13
(7}

I AN (X
B
N

Der Zerlegung des Arguments ./ in Teilargumente J, entspricht
nimlich die Zerlegung des Komplexes a=(a,,...) in Teilkomplexe
b,, wo b_ nur die den Elementen von J,, zugeordneten ¢, zusammen-
faBt, und eine Zusammenfassung dieser Teilkomplexe zu einem Ge-
samtkomplex b=(b_,...), der umkehrbar eindeutig dem Komplex
entspricht. Z. B. fir

J=11,2,8,4,5{=11,2,8]+1{4,5} =J,+ J,
ist @ = (a,, @y, gy By, Uy )

by = (a5, 09y 5), b= (04, a5),

b= (bp bz) == ((ap gy a3)1 (ay, “5)) .
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LaBt man jedes o; die Menge 4, durchlaufen (um nur die Produkt-
formel zu beweisen), so durchlaufen a, b, b resp. die Mengen

J Im M
B4, B,=$4, BB,
’L 1 m

und wegen der umkehrbar eindeutigen Beziehung zwischen o und b
sind die erste und dritte Menge #quivalent.

Eine fiir manche Zwecke bequemere Schreibweise erhalt man,
wenn man J durch eine #quivalente Menge geordneter Paare er-
setzt (was ja nach (1) im Sinne der Aquivalenz nichts &ndert); wir
diirfen annehmen, J sei selbst eine solche Menge und bestehe aus
den Paaren (m,n), wo m die Menge M und, bei festem m, n eine
Menge N, durchliuft; J, ~ XN, ist die Menge der Paare mit festem m.
Schreiben wir noch kiirzer mn fiir (m,n) und bezeichnen die diesem
Indexpaar oder Doppelindex zugeordnete Menge mit 4 _,, so ist

J M N
€4,,=6€4,,,
mn m n
J M Nm

) D4, =DD4,,
mn m n

J M Nm
Pa,,~PBP4,,.
mn m n
Spezialfiille des assoziativen Produktgesetzes sind, nebst Formeln wie
(4B)C~ A(BC)~ ABC,
die assoziativen Potenzgesetze. Nimmt man in (6) alle 4,=4,
80 wird
M
(8) A7 ,\,% AJIm
oder mit Andeutung einiger Elemente von M durch Ziffern
AT+ It AT 4,

Nimmt man hierin alle J,, dquivalent, J ~N, so wird

M M
AT U, B 4T S AT = (A,

(9) AN~ (AN
Setzt man in (7) alle N, =N, so wird
J M N
S'BAmnNSBS‘BAmn
mmn m n

Die linke Seite dieser Formel geht nach dem kommutativen
Qesetz in eine fiquivalente Menge iiber, wenn man das ArgumentJ,
die Menge der Paare i = (m,n), durch das aquivalente Argument J*,
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die Menge der umgekehrten Paare i*=(n,m) ersetzt und diesem
Paare jetzt die Menge .(_, zuordnet. Man erhilt auf diese Weise

wmn
XA M N

‘B \'B "lm 0 $$ 'rlmu
no

mon

und wenn man alle ., mit festem m gleich annimmt (A, =)
RIS M

(10) (R ~ Py
m m

oder
o -
Ay Y VY
Die distributiven Gesetze. Wiahrend die assoziativen Ge-
setze sich auf Summen von Summen, Durchschnitte von Durch-
schnitten. Produkte von Produkten beziehen und diese wieder als

Summen, Durchschniite, Produkte darstellen, also die Form
SS=8, 2T=2, PP~P
haben, verkniipfen die distributiven Gesetze je zwei dieser Opera-
tionen und gestatten eine Summe von Durchschnitten als Durch-
schnitt von Summen und umgekehrt, eine Summe von Produkten
als Produkt von Summen und umgekehrt, einen Durchschnitt von
Produkten als Produkt von Durchschnitten und umgekehrt darzu-
stellen (oder beide wenigstens in Beziehung zu bringen). Wir haben
also drei distributive Gesetze, eine Beziehung zwischen
2 und &,
SP und PE.
TP und PT,
und jedes zerfillt in zwei Gesetze, je nachdem wir z. B. @2 in @8
umformen wollen oder umgekehrt. Das distributive Gesetz zwischen
S und ? ist uns in den einfachsten Fillen schon bekannt.
Wir legen die Bezeichnung mit Doppelindices wie in (7) zu-
grunde. Der Durchschnitt der Mengen '
Nm

S, =24

n

mn

besteht aus den Elementen, die fiir jedes m mindestens einer Menge
-, angehoren, ist also die Summe aller Durchschnitte

M

DA,
wenn man darin fir » irgend ein KElement von N, setzt. .Wir
haben also, wenn wir wieder einige Elemente von 1/ durch Ziffern

andeuten, einen beliebigen dem Mengenkomplex
(Nyy Noyvery Ny onn)

m
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zugehorigen Elementenkomplex
q = (1o Mgy ovv5 My ev2)
zu nehmen, ihn die Menge
u
Q=%PN,
durchlaufen zu lassen und mit dieser Menge als Argument die
Summe iiber alle Durchschnitte
M
®Amnm

zu bilden. Wir erhalten damit, und unter Anwendung der Dualitat,
die beiden distributiven Formeln

M Nm QM

(11) Q@Amn=6®Amnm’
m g m
M Nm QM

(12) &4,,=9€4,,
m n g m

Genau ebenso?! beweist man die Formeln

M N QM

(13) $S4,,=6%4,,,
m n q m
M Nm QM

(14) P4, =DB4,, -
mom g m

Man bemerke, daB hierin rechts nur Produkte mit demselben
Argument 1/ wie hnks auftreten. Wenn wir umgekehrt & oder DP
umformen wollen, ist es ratsam, sich auf diesen einfachen Fall, daf

alle Produkte dasselbe Argument 3/ haben, zu beschrinken. Man
findet dann

NM M N

(15> @S’BAmng SB@‘Amn’
NM M N

(16) DP4,,=PD4,,

Das Ungleichungszeichen in (15) ist nicht vermeidbar; Wir
illustrieren die Formeln (18)—(16) durch einfache Beispiele, deren
Interpretation wir dem Leser iiberlassen kionnen.

&(4, B).&(C,D) = &(AC, BC, AD, BD),
D(d, B).D(C,D) = D(AC, BO, AD, BD),
&(4, BD)< &(4, B).&(C, D),
D(AC,BD)=D(4, B).D(CG D).

! Da die distributiven Gesetze zwischen  und €, P und D kaum eine
Anwendung finden, beschriinken wir uns auf eine kurze Angabe.
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DaB sich Durchschnitt und Summe gegeniiber dem Produkt
verschieden verbalten, daB man also in einer Formel mit den
Zeichen T, 2, ¥ nicht D und & vertauschen darf, ist keine Ab-
weichung vom Gesetze der Dualitit. Denn dieses beruht auf
Komplementbildung; aber das Komplement eines Produktes ist nicht
das Produkt der Komplemente, d. h. fiir

_1[= .‘1[-+ B'-
) J J
1st W =R A+ BB,

im allgemeinen mit AusschluB des Gleichheitszeichens.

£ 4. Nichteindeutige Funktionen.

Wenn wir aus zwei Mengen ., B eine Menge geordneter Paare
p=a,b) bilden, so erhalten wir eine eindeutige Funktion fin), falls
‘edes Element a in genau einem Paare p als erstes Element auitritt.
Lassen wir diese Voraussetzung fallen und wihlen die Menge P
beliebig, so kann ein Element a jetzt in einem Paare p, aber auch
in mehreren oder keinem vorkommen; es kann, wie wir uns aus-
driickten, mit einem oder mehreren oder keinem Element & ver-
bunden sein. Bezeichnet 4 = fia: ein mit a verbundenes Element oder
ein Bild von a (nicht das Bild. so kann a ein oder mehrere oder
kein Bild fia: haben; diesec Funktion ist also im allgemeinen nicht
eindeutig, sie ist fir gewisse Klemente o nulldeutig (d. h. iiberhaupt
nicht definiert; und fiir die iibrigen ein- oder mehrdeutig. Dus
gleiche ist iiber die inverse Funktion a = ¢ (3) zu sagen, die eins der
mit b verbundenen Elemente a oder ein Urbild von & bezeichnen
soll. Auch die zu einer eindeutigen Funktion inverse Funktion ist
im allgemeinen nicht eindeutig.

Indessen bestimmt, bei gegebener Paarmenge P, jede Teilmenge
X von . eindeutig die Menge

FiX
aller Bilder aller Elemente von X; wir nennen dies die Bildmenge
von .X. Ebenso bestimmt jede Teilmenge Y von B eindeutig die Menge
&Y,
aller Urbilder aller Elemente von Y, die Urbildmenge von Y.
Insbesondere bestimmt ein einzelnes Klement o die Menge F(ja})
seiner Bilder! und ein einzelnes Element 5 die Menge ®({i{) seiner

! Diese Menge einfach mit F(z) zu bezeichnen, konnte in dem Fall zu
Kollisionen fiithren, daB ein Element von A4 zugleich eine Menge wiire, die ein
anderes Element enthielte, z. B. wenn 4 die Menge der Elemente und Teil-
mengen einer anderen Menge ist. Man pflegt diesen in praxi allerdings un-
gewdhnlichen Fall stillschweigend zu ignorieren.
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Urbilder. Jede Menge F(X) ist eine Teilmenge von B, kann aber
auch Null sein; ebenso ist 0 = D(Y)= A

Wir haben nicht vorausgesetzt, daB alle Elemente von 4 Bilder
haben; die Menge derer, die Bilder haben, sei 4,, und ebenso sei
fir X< 4

X,= DX, 4,)
die Menge der Elemente von X, die Bilder haben. Es ist also
F(X)=F(X,). Desgleichen sei B, und Y, =®(Y,B,) die Menge der
Elemente von B und ¥, die Urbilder -haben, also @(Y)= @ (1)
Offenbar ist
X, = O(F(X,)),
Y, = F(D(Yy)).

Um z. B. die zweite Formel zu beweisen: ein Element b von Y,
hat ein Urbild o in- ®(Y,), also ist b ein Bild von o und gehort zu
F(®(Y,)). Umgekehrt 1aBt sich nichts schlieBen: ein Element 5 von
F(®d(Y,)) hat ein Urbild ¢ in @(Y,), o hat ein Bild ¢" in ¥, aber
b kann von %' verschieden sein und braucht nicht zu Y, zu gehoren.
Wenn aber die Funktion f(g) in 4, eindeutig ist, so ist b=1;
dann tritt also in der zweiten Formel das Grlelchheltszelchen ein:

N ((I)( o))'
Wir kénnen die obigen Formeln in der Gestalt
D, 4,)= D(F(X),
DY, B) = ((I)(Y))
schreiben; in der zweiten tritt das Gleichheitszeichen ein, wenn f(a)
in 4 nicht mehrdeutig (d.h. wenn sie null- oder eindeutig) ist.

Haben wir ein System oder einen Komplex von Mengen
X, X,, ... (Teilmengen von A4), und ist

X=8(X,X,..), X'=D(X,X,.)
ihre Summe und ihr Durchschnitt, so ist
FX)=8(FX,) e ls
F(X)= D(FX, o)
Ebenso ist fir

Y=8(Y,, Y,,...), Y=D(Y,7,,.

D(Y)=86(PD(Y,), P(Y,),...),

D(Y)=D(D(Y,), D(T),...).

Wir beweisen wieder die zweite Formelgruppe; die Summen-
gleichung ist evident. Ist o ein Element von ®(Y’), so hat a ein
Bild b in ¥, b gehort zu allen Y, und o zu allen ®(Y). Umgekehrt
146t sich Wledelum nichts schheBen ist a ein Element des rechter-
hand stehenden Durchschnitts, also ein- Element von jedem @(Y)),
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<0 hat @ ein Bild b, in Y,. aber diese Bilder kionnen verschieden
sein und brauchen nicht zu Y’ zu gehoren. Ist jedoch wieder die
Funktion fiar in .1, eindeutig, so sind alle b, identisch, b,=b, und
b gehdrt zu 17, also a zu @(Y"). Es gilt also die Formel

DY =D(D(Y), DYy, .),
wenn die Funktion fia) in .1, eindeutig oder in .{ nicht mehr-
deutig ist. In dlesem Fall ist fir 23;=0 also auch 2 (V) =0;

sind insbesondere die Y, paarweise f;emd so sind es auch die Q(Y))
und die Summenformel lautet dann

DY)+ Yot )= @)+ D) + ...

Drittes Kapitel.

Kardinalzahlen oder Machtigkeiten.

§ 1. Aquivalenz und Kardinalzahl.

Wenn man eine Menge von Apfeln mit einer Menge von Birnen
in bezug auf die Anzall der Gegenstinde vergleichen will, so
geschieht dies auf dem primitiven Standpunkt in der Weise, daB
man einen Apfel mit einer Birne zusammenlegt, dann einen zweiten
Apfel mit eirer zweiten Birne, und dieses Verfahren bis zu seinem
Ende fortsetzt, d. h. bix die eine von beiden Mengen erschopft ist.
Ist damit gleichzeitig auch die andere erschopft, so haben wir ebenso
viele Apfel wie Birnen. Das ist nun gar nichts anderes als die
Bildung einer Menge von Paaren p=(a,b), worin jeder Apfel a und
jede Birne 5 in héochstens einem Paar vorkommt; und gelingt es
insbesondere die Paarmenge P so zu bilden, daB jedes a und jedes
b in genau einem Paare vorkommt, so haben wir gleiche Anzahl
von Apfeln und Birnen oder (Kap. II, § 1) die Aquivalenz beider
Mengen 4 und B konstatiert.

Wenn aber die .prel und die Birnen sich an verschiedenen
Orten befinden und ein Transport der einen Menge zu der anderen
mit Schwierigkeiten verkniipft ist, so wird der erfinderische Menschen-
geist auf der nichsthoheren Stufe sich einer vermittelnden Menge
bequem transportabler Gegenstinde, seien es Steine, Muscheln, Holz-
stiicke, bedienen und aus den Aquivalenzen A~ C, B~ C die Aqui-
valenz A~ B erschlieBen. Endlich aber wird auch dieser Erdenrest
noch iberwunden und an Stelle der vermittelnden Menge tritt ein
System gesprochener, geschriebener oder gedachter Zeichen, der
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Zahlzeichen 1, 2, . .. Das Vergleichen wird damit zum Zahlen,
und dquivalente Mengen erhalten nun eine gemeinsame Figenschait,
die Anzahl ihrer Elemente.

Diese Bemerkungen, die weder nach der psychologischen noch
nach der kulturgeschichtlichen Seite hin irgendwelchen Anspruch
erheben wollen, sollen nur verstindlich machen, daB die l&quivalenz
die natiirliche Grundlage der Vergleichung von Mengen ist und daB
mit ihrer Hilfe sogar der anscheinend paradoxe Versuch unter-
nommen werden konnte, auch unendliche Mengen zu zihlen.

Wir wissen bereits, daB zwei Mengen, die einer dritten #qui-
valent sind, auch miteinander #quivalent sind, oder daB die Aqui-
valenz das transitive Gesetz:

aus A~B, B~ C folgt A~C
erfiilllt, Mengen eines Systems, die einer gegebenen Menge und
damit auch untereinander iquivalent sind, haben etwas Gemeinsames,
das im Falle endlicher Mengen die Anzabl der Elemente ist und
das man auch im allgemeinen Falle die Anzahl oder Kardinal-
zahl oder Machtigkeit nennt. Uber die absolute Beschaffenheit
dieses neu eingefihrten Etwas kann man allerhand verschiedene
Auffassungen hegen. G. Cantor definiert die Machtigkeit einer
Menge als den Allgemeinbegriff, der durch Abstraktion von der
individuellen Beschaffenheit? ihrer Elemente entsteht. B. Russell
definiert sie geradezu als die Gesamtheit oder Klasse ,aller” mit
jener Menge #iquivalenten Mengen; dies halten wir bei der uferlosen
und antinomischen Beschaffenheit dieser Klasse fiir bedenklich.
Wenn wir analoge Beispiele aus anderen Gebieten der Mathematik
herbeiziehen, wird die gegenwartige Situation nicht klarer; denn
wenn wir kongruenten Punktpaaren eine gemeinsame ,Entfernung,
parallelen Geraden eine gemeinsame ,Richtung®, dhnlichen Figuren
eine gemeinsame ,Form“ beilegen, so konnen ja diese Begriffe
auBerdem wirklich durch Strecken, Winkel oder Zahlen prizisiert
werden. Andererseits konnte man den Begriff Michtigkeit freilich
entbehren und alles auf die Betrachtung #quivalenter Mengen be-
schriinken, worunter aber die Bequemlichkeit des Ausdrucks erheblich
leiden wiirde. Ubrigens ist darauf aufmerksam zu machen, dab die
genannten Schwierigkeiten auch schon hei endlichen Mengen be-
stehen, wo es ja an verschiedenen Auffassungen des Zahlbegriffes

! und der Anordnung; von dieser brauchen wir nicht abzusehen, da wir
die Ordnung gar nicht als urspriinglichen Bestandteil in den Mengenbegyiff
aufgenommen haben, sondern umgekehrt aus einer Menge erst durch zusitz-
liche Bestimmungen eine geordnete Menge hervorgehen lassen. Dies illustriert

ibrigens unsere Bemerkung (S. 32), daB geordnete Mengen psychologisch frither
da sind als ungeordnete.
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durchaus nicht mangelt. Wir werden uns einfach auf den formalen
Standpunkt stellen und sagen: einem System von Mengen .1 ordnen
wir eindeutig ein Nystem von Dingen a zu derart, daB #quivalenten
Mengen und nur solchen dasselbe Ding entspricht, d. L. daB aus
A4~ B immer a =0 folgt und umgekehrt. Diese neuen Dinge oder
Zeichen nennen wir Kardinalzahlen oder Michtigkeiten; wir sagen:
-t hat die Miichtigkeit a, 4 ist von der Michtigkeit a, a ist die
Michtigkeit von 4, wohl auch (indem wir a als Zallwort verwenden)
4 hat a Elemente.

Ist n eine patiirliche Zahl!, so ordnen wir einer endlichen,
aus n Elementen bestehenden Menge als Machtigkeit die Zahl n zu.
Der Nullmenge O ordnen wir die Zahl 0 als Michtigkeit zu.

Der Menge der natiirlichen Zahlen 1, 2, 3, ... geben wir die
Michtigkeit N, wesprochen Alef-Nulll. Die Mengen dieser Michtig-
keit, die also mit der Menge der natiirlichen Zahlen dquivalent oder
als Folgen verschiedener Elemente darstellbar sind, heiBen ab-
zihlbar, wie bereits erwihnt wurde.

Der Menge der reellen Zahlen oder der damit #quivalenten
Menge der Punkte einer geraden Linie geben wir die Michtigkeit &
:Alef’. die auch (mit einem spiter zu rechtfertigenden Ausdruck) die
Miachtigkeit des Kontinuums genannt wird.

§ 2. Vergleichung von Kardinalzahlen.

Wir haben die Gleichheit von Kardinalzahlen durch die Aqui-
valenz zugehdriger Mengen definiert. Wenn wir nun zwel nicht
aquivalente Mengen 4, B, also zwei verschiedene Michtigkeiten q, b
haben, ist es dann mdglich, die eine von ihnen als die griBere, die
andere als die kleinere zu charakterisieren? Oder, wie man sich
ausdriickt, haben die Kardinalzahlen GréBencharakter?

Wenn wir eine Menge Apfel und eine Menge Birnen durch
Zusammenlegung zu Paaren vergleichen, so waren ja nur drei Fille
moglich. Entweder werden beide Mengen gleichzeitig erschopft, oder
es bleiben Birnen iibrig, oder es bleiben Apfel iibrig. Im ersten
Fall ist A~ B, im zweiten ist 4 mit einer echten (d. h. von B ver-
schiedenen) Teilmenge von B, im dritten B mit einer echten Teil-
menge von 4 #quivalent. Fiir die endlichen Anzahlen q, b gilt nach

! Die vollstindige Mengenlehre hat auch die Theorie der endlichen
Mengen ab ovo zu entwickeln, also die gewdhnliche Arithmetik und ihre
Erweiterungen zu begriinden. Wir verzichten bei unserer Darstellung auf
diesen Teil des Programms, der ja auch vor und auferhalb der Mengenlehre
geniigend behandelt worden ist, und setzen das System der natiirlichen, ganzen,
rationalen, reellen und komplexen Zahlen als bekannt voraus.
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der bekannten Bedeutung der Zeichen < (kleiner) und > (groBer) im
ersten Fall a =06, im zweiten a < b, im dritten a > b.

Wollte man nach diesem Vorbild stets, falls A4 mit einer echten
Teilmenge von B #quivalent ist, a < b definieren, so wiirde man
etwas hochst UnzweckmiBiges begehen, nimlich zulassen, daB eine
Kardinalzahl kleiner als sie selbst sein konnte. Unsere Beispiele
(Kap. II, § 1) zeigten ja, daB eine Menge recht wohl mit einer ihrer
echten Teilmengen #quivalent sein kann, z. B. die Menge der natiir-
lichen Zahlen » mit der Menge der Quadratzahlen #% Diese Eigen-
schaft kann offenbar nur unendlichen Mengen zukommen und kommt
ihnen, wie wir sehen werden (§ 4), auch stets zu. Wenn wir also
den Zeichen = <« > die iibliche Bedeutung lassen und insbesondere
verlangen wollen, daB von den drei Fillen

a=b, a<b a>bH

immer nur einer eintreten kann, so werden wir darauf verzichten
miissen, jeder echten Teilmenge von A4 eine Kardinalzahl < a zu
geben; wir miissen das geheiligte Axiom ,totum parte majus® ver-
letzen, wie wir uns itberhaupt darauf gefaBt machen miissen, daB
die Rechnung mit unendlichen Kardinalzahlen in vielen Punkten
von der mit endlichen abweichen wird, ohne daB darin der geringste
Finwand gegen diese unendlichen Zahlen zu erblicken wire.

Wir sind durch die Vergleichung von Mengen darauf gefiihrt
worden, neben einer Menge zugleich ihre Teilmengen in Betracht zu
ziehen. Bezeichnet 4’ irgend eine Teilmenge (0 < 4'< 4) von 4, B
eine von B, so sind zwischen den beiden Mengen offenbar vier Be-
ziehungen moglich, von denen eine und nur eine eintreten muB, die
also eine ,vollstdndige Disjunktion“ bilden:

(1) KEs gibt ein 4'~B, und es gibt ein B ~ .
2) Es gibt kein 4'~ B, aber es gibt ein B'~ ..
(3) Es gibt ein 4'~B, aber es gibt kein B ~ 1.
(4) Ks gibt kein 4'~ B, und es gibt kein B ~ A.

]_?er_erste Schritt, den wir zu tun haben, besteht im Nachweis der
Aquivalenz 4~ B im Falle (1. Es gilt ndmlich der

Satz I (Aquivalenzsatz): Zwei Mengen, von denen jede

einer Teilmenge der anderen dquivalent ist, sind selbst
dquivalent.

HEs sei also
A~B, B'~A
und die Behauptung lautet:
A~B.
Vermibge der umkehrbar eindeutigen Beziehung, die zwischen B und 4’
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besteht, wird die Teilmenge B’ von B auf eine Teilmenge .1” von .I’
abgebilder, so daB also

d2t=2t, A"~B~d.
Die Behauptung kann in der Form .{~ . und damit der ganze
Sat: in der Form ausgesprochen werden:

Wenn A= 42 .1" und .4~.1" so ist auch .~ .1, oder: ist .l
mit einer Teilmenge .{” iquivalent, so ist es auch mit jeder Teil-
menge . zwischen { und .1” &quivalent (d. h. die in .{ enthalten
ist und A" enthalt).

Setsenr wir noch

Lo Py Pilie , Al = B,
so lautet der zu beweisende Satz: ist P4 Q4+ R~ P, so ist auch
PLQ-~P.

Wir nebhmen alle drei Mengen P, Q, R=0 an, da in jedem
anderen Falle der Satz trivial ist.

Bei der umkehrbar eindeutigen Abbildung zwischen P4 Q + R

12 ¢ 1]
P, ¢ (R
02 LQZ

S~

Fig. 3.

und P wird jeder Teilmenge X von P+ Q+ R eine Teilmenge
Y= f(X) von P zugeordnet, und nach den Bemerkungen in Kap. IL
$ 4 ist ,

Ny Xy ) = f05) + %)+
Wir haben daher:

P ﬂP+Q+R%WF+ﬂm+ﬂ) P+ 0+ B
P =fP+Q+R)= +ﬂ@+ﬂm P,+ Q,+ R,
P,= ﬂP+0+R_¢P+ﬂQ +f(R,) = P4 Q;+ By
usw,,
wobei

P1=f(P)v P2=f(P1)7 P3=f(P2);---
und analog fir die anderen Mengen) gesetzt ist.
Hierbei ist P= P,> P,>.... Sel nun

Py =", Py Pyyor)-
Ein Element p von P gehort dann entweder allen P, (n=1,2,..)
an, also zu P,, oder, wenn nicht, so gibt es eine klemste Zahl n
derar’c daB p nicht mehr zu P , aber noch zu P, ,, also zu

Pﬂ—l - I)n: Qn+ P’n

Hausdorff. Mengenlehre. 4
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gehort (P, = P gesetzt). Hs ist also
P=P,+3(P,_,—P)

= P,+ 2(Q,+ R).

Nach dem assoziativen Gesetz und dem der Summeniquivalenz
folgt daraus
P=Pw+Ql+R1+QZ+R2+Q3+R3+-
~P0)+Q +R1+Ql+Rz+Qz+R3+"'
= Q’]“P!
also P~ P-4 Q, was. zu beweisen war.

Dieser Beweis ist von F. Bernstein gegeben worden. Von
demjenigen in der Anmerkung S. 47 bezeichneten Standpunkt aus,
der auch die Theorie der endlichen Mengen in die Mengenlehre
verweist, wiirde man einen so grundlegenden Satz vor der Ein-
fihrung der natiirlichen Zahlenreihe in der folgenden Art nach
K. Zermelo beweisen. Nennen wir, fiir den Augenblick, X eine
snormale“ Teilmenge von P4 Q-+ R, wenn sie Q und ihre Bild-
menge f(X) umfat, welche Bedingung wegen f(X)< P durch

X27(X)+ Q
ausgedriickt wird. Man sieht unmittelbar, daB X’'=f(X)+ Q wieder
eine normale Teilmenge ist, daB der Durchschnitt beliebig vieler
normaler Teilmengen wieder normal ist, und daB es normale Teil-
mengen gibt, z. B. P4+ Q- R. Ist jetzt X der Durchschnitt aller

normalen Teilmengen, oder die kleinste normale Teilmenge, so mufl
nach dem Gesagten

. X=f(X)+0Q
sein, und setzt man mit Riicksicht auf f(X)< P
P=Y+ f(X),

80 ist
P+Q=Y+fX)+Q=Y+X
~Y+f(X)=P.

Um beide Beweise in Zusammenhang zu bringen, geniigt die Be-
merkung, daf eine normale Teilmenge ihre eigene Bildmenge, also
auch die jeder ihrer Teilmengen enthalten soll; da sie @ enthalten
soll, enthilt sie auch £(Q)= Q,, f(Q)=Q, usw. und die kleinste
normale Teilmenge ist )

X=040Q,+ Q,+ ...

Nach dem Beweise des Aquivalenzsatzes kehren wir zu der obigen
vierfachen Disjunktion zuriick.

Im Falle (1) ist also ¢ =0,
Im Falle (2) definieren wir a < 0.
Im Falle (3) definieren wir a >b.
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Hiermit hiitten wir zwar erreicht, daB diese drei Bezichungen
einander ausschlieBen, also hochstens eine von ihnen eintreten kann;
aber es ist noch nicht errcicht, daB von ihnen wirklich eine ein-
treten muB, denn es ist mit der Moglichkeit des vierten Falles zu
rechnen, in welchem uns nichts iibrig bliebe, als die beiden Mengen
4. B und ihre Michtigkeiten fir unvergleichbar zu erkliren (was
wir vorliufig durch das Zeichen a || b ausdriicken wollen). Bei den
endlichen Mengen ist der vierte Fall ausgeschlossen, da die Bildung
vou Paaren eben zu einem Ende kommen muB und die eine Menge
dann aut eine Teilmenge der anderen eineindeutig bezogen ist. Erst
spiiter, in der Lehre von den wohlgeordneten Mengen, werden
wir allgemein zeigen konnen, daB der vierte Fall iiberhaupt aus-
geschlossen ist und die vierfache Disjunktion also in eine dreifache,
in die Trichotomie

a=>5 oder a<b oder a >0

ibergeht. Vorlaufig konnen wir uns das hochstens in einer undeut-
lichen Weise plausibel machen, indem wir sagen: man nehme ein
Element ¢, und ein Element . die zu einem Paar p, vereinigt
werden, dann ein zweites Element a, und ein zweites Klement Biss
ein drittes Element ¢, und ein drittes Element 5, usw. Kommt
man hierbei nicht zu Ende. kann man also fiir jede natiirliche Zahl »
ein Paar p = «a,. b)) bilden, ohne eine der Mengen zu erschopfen, so
mub man das Verfahren weiter fortsetzen. Aber eben diese Fort-
setzung iiber die Folge der natiirlichen Zahlen hinaus, bis zur Auf-
zebrung einer der beiden Mengen, ist hier noch eine ganz nebel-
hafte Forderung und muB in einer erst spiter zu prizisierenden
Anordnung geschehen.

Ist 4 einer Teilmenge von B #quivalent, tritt also der Fall (1)
oder (2) ein, so schreiben wir

a=b,
welche Formel also bedeutet, daBl entweder a =15 oder a< b.
Ist a=D0, a<b, a>b, (alb),
80 ist b=a, 6>a, b<a, (b1 q).

Aus a=0, boc folgt apc, wenn g eine der vier Relationen ist.
Aus a<b, 0 <c folgt a<c (transitives Gesetz).

$ 3. Summe, Produkt, Potenz.

Wir hatten gesehen, daB E(.1,B) und D(4, B) bei Ersetzung
von A4, B durch #quivalente Mengen ihrerseits nicht in Aquivalente
Mengen iiberzugehen brauchen. Wohl aber ist A4 + B~ '+ B/, fallg
A~4, B~B und 4 mit B, 4 mit B’ keine gemeinsamen Kle-
mente hat.

4*
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Wir definieren daher die Summe a+6 =0+ a zweier Kardinal-
zahlen a, b als M#chtigkeit einer Menge 4+ B, wenn 4 und B
irgend zwei fremde Mengen von den Michtigkeiten a und b sind.
Nach dem eben bemerkten ist a -~ 6 nur von a und b, nicht von
den gewihlten Mengen 4 und B abhingig.

Allgemein: sind den Elementen ¢ einer Menge J Kardinalzahlen o,
zugeordnet (die also einen Komplex mit dem Argument J bilden),
so verstehen wir unter der Summe

J
Zai =a, 40,4 0,4+ ...
die Machtigkeit der Mengensumme
J
2 =4+ 4+ 4+

wo die 4, paarweise fremde Mengen von den Michtigkeiten g
sind. Die Zahlensumme hingt von der Wahl dieser Mengen nicht
ab, da die Mengensumme bei Ersetzung der A4, durch #quivalente,
wieder paarweise fremde Mengen in eine Aquivalente Summe iber-
geht. Das kommutative und assoziative Gesetz ist aus Kap. II, § 3
unmittelbar zu entnehmen.

Beispiele. In Kap. I, § 8 sahen wir, daB eine Folge mit einer
endlichen Menge oder einer Folge sich wieder zu einer Folge ver-
einigen laBt. Das gibt also die Gleichungen (» eine natiirliche Zahl)

Ny 7=+ N,=N,
die ersten Beispiele jener in Aussicht gestellten Abweichungen
zwischen endlichen und unendlichen Zahlen. Das unendliche ¥,
wird also durch Hinzufiigung des endlichen » gar nicht vermehrt;
aber selbst durch Hinzufiigung seiner selbst wird es nicht vergroBert.
Aus den weiteren Uberlegungen des zitierten Paragraphen oder unter
Anwendung des assoziativen Gesetzes finden wir weiter
Ry + N+ Ry= R+ R)+ 8 =8 + 8 =N

und allgemein iy
SNy =N RN = N

Aber selbst eine Folge von Folgen oder endlichen Mengen =0

gibt durch Vereinigung wieder eine Folge, Ordnen wir also jeder

natiirlichen Zahl ¢ eine Kardinalzahl a, zu, die entweder eine natiir-
liche Zahl oder =N, ist, so ist
G+ a+ ot =R,

z. B. I+ 14+ 14... =
24 24 24 .. =1
14+ 24 84... =N,
NN FR =N,



§ 8. Summe, Produkt, Potenz. 53

Als Produkt
J
Poo,= 00,0,

definieren wir die Miichtigkeit des Mengenprodulkts
J
Pdi= A bl

worin .|, eine Menge der Michtigkeit a; ist. Wiederum ist die Wahl
dieser Mengen gleichgiilug.
Insbesondere ist ab =Dba die Michtigkeit jedes Produkts! .1 B

oder der Menge der geordneten Paare (. b
J
Die Summe Z'q; geht, wenn alle a,=a, in das Produkt ai iber

{i die Michtigkeit von J).

Wir begniigen uns, beziiglich dieser Tatsachen sowie beziiglich
des kommutativen, assoziativen und distributiven Gesetzes (zwischen
Summe und Produkt] an die entsprechenden Formeln in Kap. II,
§ 3 zu erinnern.

Als Potenz o definieren wir die Michtigkeit von .47, wenn .1, .J
von der Michtigkeit a,i sind — wobei die Wahl dieser Mengen
wieder gleichgiiltig ist.

J
Das Produkt {ia; geht, wenn alle a;=aq, in die Potenz a' iiber.

Aus dem mehrfach zitierten Kap. 1I, § 5 entnehmen wir die
Potenzgesetze:

abi.qbe ... = qbitbato
(ab)c= abc’
a5 5 08 voe s = {01 0y )P

Beispiele.
28, =N, + 8, =X,
3N, =X, + 8 + 8 =8,
nNy = Ry Ry Xy =X,
Die Verwandlung einer Doppelfolge in eine einfache gibt
N, N, =R+ R+ R =N,
also
X,2= X N, =X,
ebenso
NP=R 8 ¥ =R,
R, =R, R, LRy =N
Durchlauft 7 die natiirlichen Zahlen, so ist
PBa,=a,a,0,...

! mit beliebigem, aus zwei Elementen bestehenden Argument.
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die Michtigkeit der Menge aller Elementenkomplexe oder Folgen
(@, @y, 05, ...), WO jedes o, eine Menge 4, der Michtigkeit a, durch-
lauft; sind alle diese Michtigkeiten gleich (a1, =a), so entsteht die
Potenz

Ra=aaa...=a%,.

Z. B. ist 2% die Machtigkeit der Menge aller Folgen, die aus zwei
Elementen, etwa den Ziffern 0, 1 gebildet sind; 10™% die der Menge
aller Folgen, die aus 10 Elementen, etwa den Ziffern 0, 1, ..., 9
gebildet sind, oder, wenn man jeder solchen Folge (q,,4,,a,,...) den

Dezimalbruch ag

0,a,0y0,... = %—1—1%‘; W+

zuordnet, so ist 10% die Machtigkeit der Menge dieser Dezimal-
briiche, wobei zwei Dezimalbriiche auch dann noch als verschieden
anzusehen sind, wenn sie dieselbe reelle Zahl darstellen (z. B. 0,4999...
und 0,5000...).

Die Michtigkeit der Menge aller Folgen natiirlicher Zahlen ist
LR N .
Hat 4 die Michtigkeit a, so hat die Menge aller Teilmengen
von 4 die Machtigkeit 2¢ (Kap. II, § 2, Schluf).

§ 4. Ungleichungen zwischen Méchtigkeiten.

Unsere Kenntnisse in bezug auf die Vergleichung von Kardinal-
zahlen sind noch sehr gering; wir stellen hier die beziiglichen Sitze
zusammen,

Zunachst folgt aus der Definition von Summe und Produkt un-
mittelbar, daB bei gleichem Argument

X '
ﬁaiéé’hi,
i i

S S\
Po, = o,
K 1

ist, falls, fir jedes 4, o,=b, ist. Selbst wenn, fir jedes ¢, a,< b, ist,

darf in diesen Formeln das Gleichheitszeichen nicht ausgeschlossen

werden,® wie fir die Summen das Beispiel (i=1,2,3,...)
Sl=32=n

lehrt; wir werden nachher sehen, daB auch ®,2=9P,38 ist (§5, (1).
Insbesondere ist a=a+4+0=a-b,
a=a.l =ab fir b>0.
Ein Produkt verschwindet nur, wenn einer seiner Faktoren
verschwindet. Denn der Mengenkomplex (4,, 4,,...) enthilt, wenn
alle 4,>0, mindestens einen Elementenkomplex (a,, ay,...).

* Vgl. dagegen den Satz IV,
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Mit Hilfe des assoziativen Gesetzes kann man auch Summen
und Produkte verschiedener Argumente vergleichen, Z. B. ist

o o i
;=""+"” Z%a

o
NG

' = . 7 it
‘B n‘. = ‘l n...‘l_§ o, = Ya,,
] i 1

letzteres nur, falls, fiir jedes Klement ¢ von Jy 0,> 0.
Fur Potenzen folgt daraus:
at = (a4 b0, ai==Saitt,
Weiter beweisen wir jetzt folgende Siitze:
I. Jede unendliche Miichtigkeit ist =N,: d. h. jede un-
endliche Menge enthilt eine abzihlbare Teilmenge.
Denn die unendliche Menge _{ enthiilt mindestens ein Element q, ;

die Menge 4 =.4—{qa,| ist noch unendlich und enthilt wieder ein
Element a,, das von a, verschieden ist; die Menge
A=A —la}=a—{a,a,}

enthilt wieder ein von a,, a, verschiedenes Element a3 usw. Da

fir jede natiirliche Zahl n die Menge d,=.1—1a . a,} noch
unendlich ist und em weiteres Element a, entbalt, “so enthilt .t
die Menge |a,,a,,...!, die mit der Menge {1, 2,...} der natiirlichen

Zahlen #quivalent 1~t1
Mit Riicksicht auf I kann &, als kleinste unendliche Machtig-
keit bezeichnet werden; man nennt es auch die erste Michtigkeit.
Jede unendliche Teilmenge einer abzdhlbaren Menge (z. B. die
Menge der Primzahlen) ist abzahlbar. Denn ihre Michtigkeit ist
==, nach I aber auch =X, also nach dem Aquivalenzsatz =R,.
Jede unendliche Menge 4 kann nach dem Obigen in der Gestalt
A=B+C
dargestellt werden, wo C=/{¢,c,,...} eine abzihlbare Menge ist.
Oder jede unendliche Michtigkeit a kann in der Form
a=b+4 N,
dargestellt werden. Es folgt daraus fiir jede natiirliche Zahl »
a4n=0b4+8)+n=0+84n)=04R8 =q,
ebenso
AN =048 +R8 =0+ +R)=048 =q;
jede unendliche Kardinalzahl bleibt also bei Hinzufiigung einer end-
lichen oder von X, ungeindert.

! Hierzu ist der spitere Beweis (Kap. V) zu vergleichen, daB jede Menge
wohlgeordnet werden kann.
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Jede unendliche Menge ist einer echten Teilmenge
dquivalent. Z. B. ist ja bei der obigen Zerlegung
A=B+{e},0,Cq...}
~ B+ {ey, 0504}
~ B+ {ey, 6 gy e}
und dergl. Umgekehrt ist eine Menge, die einer echten Teilmenge
dquivalent ist, notwendig unendlich, d. h. nicht endlich. Nach dem
Vorgang von R. Dedekind wird die Aquivalenz mit einer echten
Teilmenge bisweilen als Definition der unendlichen Mengen gewshlt.
Entfernt man von einer unendlichen Menge 4 endlich viele
Elemente, so bleibt eine mit 4 #quivalente Menge. Denn ist
a=b+mn,
50 ist mit a auch b unendlich, also nach dem vorigen
b=b+n=a.

Entfernt man von einer unabzihlbaren® Menge A eine ab-
zihlbare Menge, so bleibt eine mit 4 #quivalente Menge. Denn ist
a=b-4N,
so ist unter den gemachten Voraussetzungen b unendlich, also

b=b4N,=a.

II. Es ist stets 2¢ >q, d. h. die Menge der Teilmengen
einer Menge 4 ist von groBerer Machtigkeit als 4 selbst.

Bezeichnet % das System der Teilmengen von 4, so ist zunsichst
A einem Teilsystem von ¥ #quivalent, denn jedem Klement o ent-
spricht umkehrbar eindeutig die aus diesem einen Element o be-
stehende Teilmenge {a]. Jedenfalls ist also a=2¢.

Da8§ aber nicht a =29 sein kann (also a < 2¢ sein muB), zeigen
wir so: ist U ein mit 4 Hquivalentes System von Teilmengen
A=A A'~4), so kann U’ nicht mit dem ganzen System U iden-
tisch sein. In der Tat, es entspreche umkehrbar eindeutig jedem

Element o eine Teilmenge 4,, und die letzteren bilden also das
System 2. Die Menge

B=4—39((a}, 4)

ist dann eine Teilmenge von A und besteht aus denjenigen Ele-
menten o, die nicht Elemente der zugehorigen Menge A, sind;
d. h. gehort a zu A, so gehort es nicht zu B, und gehdrt a nicht
zu A, so gehort es zu B. Infolgedessen ist B von jedem A, ver-
schieden und gehdrt dem System U’ nicht an.

Hiermit erkennen wir, daB nicht etwa alle unendlichen Mengen

' Darunter verstehen wir eine unendlich e, nicht abzéhlbare Menge.
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von gleicher Michtigkeit sind; das Unendliche ist nicht schlechthin
die inditterente Negation des Endlichen, sondern wie dieses der Ab-
stufung fihig.  Wir erhalten aus einer unendlichen Michtigkeit a
2. B. N der Reihe nach hohere, indem wir bilden

i, =2" %40,

ng —_— 6)a,> 01 ,

og==2%>qa, usw.

Ubrigens gilt der Satz auch fir endliche Kardinalzahlen, z. B.

1=2">0,
2=231%1,
d=28%2,
8§ =23>3 usw

I Istfo,a,... ein Komplex von Kardinalzahlen, worin
zu jeder Kardinalzahl o, eine groBere a,>a;, vorhanden ist,
s0 ist die Yumme

oy, §
groBer als jede Zahl des Komplexes.

In der Tat ist ja

o, =0, >0,
i

Das gleiche gilt von einer Menge von Kardinalzahlen; eine
solche Menge umfaBt also niemals alle Kardinalzahlen, und die
Gesamtheit aller Kardinalzahlen kann nicht als Menge angesehen
werden vgl. Kap. I, § 1.

Danach kommt der ProzeB des Aufsteigens zu immer hdheren
Michtigkeiten nie zum AbschluB. Haben wir z. B. aus einer Michtig-
keit a nach der vorhin angegebenen Methode die Folge aufsteigender
Machtigkeiten

A< 0y < 0y L vee
gebildet, so ist

b=a+4o0, 40,4 ...
eine Michtigkeit iiber allen a,, mit der nun wieder 2° >0 usf. ge-
bildet werden kann.

IV. (Satz von J. Kénig) Sind (o,0,,..., @;,...) und
(6,,8,,...,0;,...) zwei Zahlenkomplexe desselben Arguments
und ist, fiir jedes 4, a,<b;, 8o ist

o, < B,

Beweis. Die Summe ist die M#chtigkeit einer Menge
S= A.-lxqi:- ;11“{— 4[_{ + o + Ai + seny
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wo die 4, paarweise fremde Mengen der Michtigkeit o, sind, das
Produkt die Michtigkeit einer Menge
P=%$B,=DB,B,... B,...,

wo die B, Mengen der Michtigkeit b; sind. 4, ist hierbei einer
Teilmenge von B, Aquivalent, und wegen der Hrsetzbarkeit der 4,
oder B, durch #quivalente Mengen konnen wir 4, < B,
B= 4+ G
annehmen, wo C,= 0, weil sonst a,= b, sein wiirde.
Die Elemente von P sind die verschiedenen Elementkomplexe

p=(b,by,.e0,0;,..),
wo b, die Menge B, zu durchlaufen hat.
Zunichst ist nun S einer Teilmenge von P #quivalent, also

20, = Pb,.

Dann versteht man unter ¢, ein bestimmtes, festes Element von C,
wihrend o, die simtlichen Elemente von 4; durchlaufen soll, so
bilden die Komplexe

(8B 5 By 5 Cqipees vy Cpyion o)

(€1 @gyCyyensCyy-.)

(120 oy Bigy wwwy g )

Mengen, die resp. mit 4;, 4,, ..., 4,,... &quivalent und paarweise
fremd sind, da ja z. B. wegen a,%¢,, @, c, kein Komplex der
ersten Zeile mit einem der zweiten Zeile iibereinstimmen kann.
Die Menge aller dieser Komplexe ist also eine mit

A+ Ayt F A =8
dquivalente Teilmenge von P.
DaB andererseits nicht S~ P sein kann, zeigen wir wieder so:
Q sel eine mit S #Hquivalente Teilmenge von P (Q<P,Q~ ),
dann kann Q nicht mit der ganzen Menge P identisch sein. Ver-
mdge der umkehrbar eindeutigen Beziehung zwischen S und Q ent-
spricht jedem 4; eine #quivalente Teilmenge @, von @, und es ist

Q=+ Q+ .o+ @+ .o
 Es sei p=(b,5,,...,b;,...) ein zu @, gehoriger Komplex, und
wir fassen insbesondere das dem Index 3 entsprechende Element
ins Auge. Wegen A,~ Q, entspricht jedem Element a, von A, ein
solches Element 4,, jedem Element a/ von 4, wieder ein Element b/,
das von b, nicht notwendig verschieden ist. Diese samtlichen Ele-
mente b; bilden also, wenn p die Menge Q; durchlauft, eine Menge D,
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= B), deren Elemente eindeutig, nicht notwendig umkehrbar ein-
deutw den Elementen o, entsprechen, und deren Michtigkeit also
>=le. Setit man also Jetzt
B=D,+E,

so ist F,=0, da sonst b,=o, wire. Wihlt man nun endlich aus
Jeder Menge E. beliebig ein Element ¢, so ist
-
ein Elementenkomplex, der nu,ht zu Q, gehort, da ein zu Q; ge-
hériger Komplex von der Form

Bysbyyeneadyy.0))
und d;%=e; ist. Da dies fiir jedes / gilt, so gehort jemer Komplex
auch nicht zu Q= 2'Q,, und Q ist demnach nicht mit P identisch.

1 rn O

Man kann den Satz II als Spezialfall dieses Satzes IV auf-
rassen. In der Tat ist ja

b

4

G =29

5 [/4"'

1<

2

]

z. B.
N=14+14+1+..<2.2.2... =2%.

Eine andere Anwendung bezieht sich auf die Summe
a=a,+0,+... und das Produkt b=a, q,... einer aufsteigenden
Fo]ge von \Idchtlgkelten, wo

0o, <y anes
Man hat hier
an< an+l < a,
also
a0+ 0,4 ... <a,0,0,...=1.a,0,0,,
=0,0,0,...50a040...
d. h.
a< b=a%,
Die Summe ist also kleiner als das Produkt, dieses hochstens gleich
der X ten Potenz der Summe.

§ 5. Die Michtigkeiten X,, 2%, 22%,

Von diesen wichtigsten Michtigkeiten sind noch einige Worte
zu sagen, wobei sich, da wir sie bereits als Beispiele zu allgemeinen
Tatsachen zu verwenden hatten, einige Wiederholungen nicht ver-
meiden lassen.

Die erste Méachtigkeit %, die der abzéhlbaren Mengen,
kommt allen Mengen zu, die sich als Folgen darstellen lassen, so
auch der Summe von zwei, drei oder n Folgen, einer Folge von Folgen
oder Doppelfolge oder dem Produkt von zwei Folgen, dem Produkt
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von drei oder » Folgen. Wir zitieren noch einige Beispiele auBer
den genannten.

Die Menge der ganzen Zahlen

ey —3, —2, —1, 0,1, 2, 3,...
ist abzahlbar, da sie sich in Gestalt der Folge
0,1, —1,2, —2,3, —3,...
bringen laBt. Oder auch: sie setzt sich aus der Menge der nega-
tiven ganzen Zahlen (die der Menge der positiven #aquivalent ist),
der Zahl 0 und der der positiven ganzen Zahlen zusammen, hat
also die Michtigkeit
R, 4148, =N,

Die Menge der rationalen Zahlen ist abzihlbar. Betrachten
wir etwa die positiven rationalen Zahlen p/q(p, ¢ natiirliche Zahlen
ohne gemeinsamen Teiler); sie lassen sich in Gestalt einer Folge
schreiben, indem man etwa zunichst nach der Summe von Zihler
und Nenner, sodann nach dem Zihler ordunet, d. h. p/g vor p/¢
setzt, wenn entweder p+q<p'+¢ oder p+q=p"+¢, p<p. So
entsteht die Folge

1 1
'i’ E’
Wir konnen auch sagen: lassen wir jeder rationalen Zahl plg
das geordnete Zahlenpaar (p,q) entsprechen, so erhalten wir eine
unendliche Menge von Zahlenpaaren (nicht alle, weil ja p und ¢
teilerfremd sein sollen). Da die Menge aller Paare die Michtigkeit
8, N, =X, hat, so hat jede unendliche Teilmenge von ihr ebenfalls
die Méachtigkeit N,.

Die Menge aller rationalen Zahlen besteht aus den positiven,
den negativen und der Zahl 0, hat also wieder die Machtigkeit N,

Auch die Menge aller rationalen Zahlen r eines Intervalls
(e =r =0, fiir a < b) ist abzihlbar, da sie unendlich ist. Wir bringen
z. B. die rationalen Zahlen zwischen 0 und 1 noch auf eine zweite
Art in eine Folge, indem wir erst nach den Nennern, sodann nach
den Zahlern ordnen:

01 11 2 138 1 2 8 4

=] w
il 0

(S

4
IJ

wl| o
Dol o

9 9 9 3 goeese

N

1
757

i ]

X

Die Aquivalenz der Menge der ganzen Zahlen mit der doch viel
umfassenderen der rationalen Zahlen gehort mit zu den Tatsachen
der Mengenlehre, die bei erster Bekanntschaft den Eindruck des
Erstaunlichen, ja Paradoxen hervorrufen: namentlich wenn man das
geometrische Bild (die Zuordnung zwischen Zahlen und Punkten
einer geraden Linie) vor Augen hat und sich einerseits die in end-
lichen Abstinden isoliert liegenden ,ganzzahligen“ Punkte, anderer-
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seits die tber die ganze Linie wie ein Staub von mehr als mikro-
skopischer Feinheit verteilten . rationalen Punkte vergegenwiirtigt.

Die Menge der algebraischen Zahlen ist abziihlbar, die ibrer-
seits wieder unendlich umiassender ist als die der rationalen Zahlen.
Die ireelle oder komplexe algebraische Zahl » geniige der Gileichung
nten Grades
3 e et e, 2o =0,
wo n eine natiirliche Zahl und r, »,, ..., , rationale Zablen sind.
Sie  heiBt eine algebraische Zahl nten Grades, wenn sie einer
Gleiuhung nten und nicht niedrigeren Grades geniigt; es kann
nur eine solche Gleichung niedrigsten Grades von der obigen
Form geben. und diese Gleichung ist irreduzibel, d.h. ihre linke
Seite nicht in ein Produkt gleichgeformter Ausdrucke niedrigeren
Grades zerlegbar. Beschriinken wir uns also auf irreduzible Glei-
chungen, so gehort zu jeder algebraischen Zahl z eine einzige
(zleichung {« und zu jeder Gleichung («) gehdren = algebraische
Zahlen, ihre n verschiedenen Wurzeln. Ordnen wir nun der Gleichung
) den Komplex rationaler Zablen (r,7,....,7) zu. Ks gibt im
ganzen N -= N, solcher Komplexe, d%runter unendlich viele, also
wieder N, die 1rreduszlen Gleichungen entsprechen; d. h. es gibt
N, irreduzible Gleichungen nten Grades und »-N =X, algebraische
Zszhlen nten Grades, also endlich

IR, =N, R F R F =N,
algebraische Zahlen iiberhaupt. Die rationalen Zahlen sind die
algebraischen Zahlen ersten Grades.

Die Menge aller endlichen Komplexe, die aus den Ele-
menten einer endlichen oder abzihlbaren Menge . gebildet werden
konnen, ist abzidhlbar. Denn die Michtigkeit der Menge der n-glie-
drigen Komplexe (a,,a,,...,a,) ist a*, wenn a die Michtigkeit von 4,
also eine natiirliche Zahl oder N, ist, und die der Menge aller
Komyplexe

Zat= R
Man sieht, wie man dies auf die vorigen Beispiele anwenden kann;
wenn man z. B. die » Wurzeln der irreduziblen Gleichung («) irgend-
wie numeriert, so kann man ihrer kten Wurzel den (n--1) gliedrigen
Komplex ‘r,r,,...,7,,k) zuordnen. Auch auf auBermathematische
Dinge ist diese Betrachtung hiufig iibertragen worden. Aus einem
»Alphabet, d. h. einer endlichen Menge von ,,Buchstaben®, kann man
eine abzidhlbare Menge endlicher Buchstabenkomplexe, d. h. ,Worte®
bilden, unter denen sich natiirlich auch sinnlose wie abracadabra
befinden. Nimmt man zu den Buchstaben weitere Elemente wie
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Interpunktionszeichen, Druckspatien, Ziffern, Noten usw. hinzu, so
sieht man, daB auch die Menge aller Biicher, Kataloge, Symphonien,
Opern abzéhlbar ist und abzihlbar bleiben wiirde, wenn man selbst
abzahlbar viele Zeichen (aber fiir jeden Komplex nur endlich viele)
verwenden wollte. Beschrinkt man dagegen, bei endlicher Zeichen-
zahl, die Komplexe auf eine Maximalzahl von Elementen, indem man
etwa Worte von mehr als hundert Buchstaben und Biicher von mehr
als einer Million Worten fiir unstatthaft erklirt, so werden diese
Mengen endlich, und wenn man mit Giordano Bruno eine unend-
liche Menge von Weltkdrpern annimmt, mit sprechenden, schreibenden
und musizierenden Bewohnern, so folgt mit mathematischer GewiB-
heit, daB auf unendlich vielen dieser Weltkorper dieselbe Oper mit
demselben ILibretto, denselben Namen des Komponisten, des Text-
dichters, der Orchestermitglieder und Sanger aufgefithrt werden muf.

Die Méachtigkeit des Kontinuums. Wir nannten ® die
Miichtigkeit der Menge aller reellen Zahlen oder aller Punkte einer
Geraden.! Nun wird z. B. durch eine Funktion wie y=tgz, wo

das Intervall — % <z< %’ y alle reellen Zahlen durchliuft, die

ganze Gerade auf eine endliche Strecke (ohne Endpunkte) umkehrbar
eindeutig abgebildet, und eine leichte Modifikation zeigt, daB die
Lénge dieser Strecke keine Rolle spielt. Jede noch so kleine Strecke
ist also, als Punktmenge, ebenfalls von der Michtigkeit ¥, und jede
Punktmenge auf der geraden Linie (lineare Punktmenge), die eine
Strecke enthilt, hat eine M#chtigkeit, die zugleich =X und =\,
also = ¥ ist.

Bildet man die Summe einer endlichen Menge oder Folge®
paarweiser fremder Strecken, so erhilt man demgemiB

2N =N+ N =N,
AR =N+4N-+.. LR=N,
N N=N+R+N+f.. =N,
Wir hatten gesehen, daB die Menge der Dezimalbriiche
0,a a,a,...
die Méchtigkeit 10% hat. Nun entspricht jedem solchen Dezimal-
bruch eine reelle Zahl 2 des Intervalls 0=s=1, umgekehrt jeder

) Wir diirfen jetzt wohl, an die Gewohnheiten der analytischen Geometrie
anknfipfend, reelle Zahlen x und Punkte einer Geraden, ebenso geordnete
Zahlenpaare (,y) und Punkte einer Ebene usw. als Synonyma behandeln, ob-

;lvoh; lets sich strenggenommen nicht um Identitéit, sondern nur um Aquivalenz
andelt.

9

z B. aller Strecken n—1<a=n (n=1, 2, 3, ...), die zusammen die
Halbgerade # > 0 ergeben.
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solchen reellen Zahl ein Dezimalbruch oder zwei (z. B. 1) = (,4999 ...

oder =0,5000.... Tst N die Michtigkeit der Menge derjenigen
reellen Zahlen, denen zwei Dezimalbriiche entsprechen (iibrigens ist
N =2N.), so ist also
10% =N + N

und dies ist einerseits =N, andererseits = N4 N =N, also

10% = N,
Da die Tatsache. daB wir zehn Finger haben, offenbar auf die
Mengenlehre ohne EinfluB ist. so konnen wir statt dekadischer
Briiche auch dyadische, triadische usw. zur Darstellung der reellen
Zahlen verwenden und erhalten also

N N=2N =38 = o= (n+ 1\

fiir jede natiirliche Zahl n wiithrend 1% =1 ist)

Divse Formel (1), die einen merkwiirdigen Zusammenhang
zwischen N, und N, zwischen der ersten Michtigkeit und der des
Kontinuums enthiillt, ist fir die Mengenlehre fundamental und ver-
dient eingehende Betrachtung.

Wir wollen die Darstellung der reellen Zahlen durch dyadische
Briiche, die der Formel X = 2% entspricht, noch in eine etwas andere
Form bringen. Ein dyadischer Bruch

:r:=—d_~)l +iil—;—d—;+..., d;=0 oder 1
stellt eine reelle Zahl  dar (0 = z = 1); umgekehrt gehort zu jeder
solchen Zahl z ein dyadischer Bruch oder zwei, z. B.
1 1,0,0,0 0,1 ,1 , 1
PR R S T e S RS TR
genan wie das bei den dekadischen Briichen der Fall war. Um
diese Zweideutigkeit zu beseitigen, vereinbaren wir, nur solche
dyadische Briiche zuzulassen, die unendlich viele Einsen ent-
halten; wonach wir uns also in der letzten Formel fiir die zweite
Darstellung zu entscheiden haben. Mit dieser Verabredung liefert
jetzt jeder dyadische Bruch eine reelle Zahl x des Intervalls
0<r=1
und umgekehrt jede solche Zahl z einen dyadischen Bruch.
Schreiben wir dann in der Formel

d
=222

nur die Glieder hin, wo 4 =1, und lassen die iibrigen mit d,=0
weg, 80 erhalten wir

4 (e

ot
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wobel p, < p, < py < ... eine Folge wachsender natiirlicher Zahlen
bedeuten. Endlich formen wir, indem wir

@ =Py G=Py— Py G3=DP3 Py
setzen; dies in ’

9 o (%)al n (%)aﬁ—az n (%>a1+a2+as .

um, wobei die a,a,,a,,... eine Folge natiirlicher Zahlen bilden. Da
wir von dieser Darstellung 6fter Gebrauch zu machen haben, wollen
wir sie etwas kiirzer mit
(2) z=[ay, a5, a, ...]
bezeichnen. Jetzt entspricht also jeder reellen Zahl z zwischen 0
(exkl) und 1 (inkl) umkehrbar eindeutig eine Folge natiirlicher
Zahlen a,, a,, a,, ..., und auf Grund der bekannten Machtigkeit der
Menge dieser Folgen erhalten wir die Gleichung
8= 8%,
Zunichst folgt nun aus (1) nach dem Satze § 4, II

R=2%>N8,
das Kontinuum (die Menge der reellen Zahlen) ist nicht
abzihlbar. Die reellen Zahlen lassen sich also nicht in eine Folge
bringen. Um uns diesen wichtigen Sachverhalt noch einmal klar
zu machen, wobei wir natiirlich nur den Grundgedanken des Be-
weises von § 4, IT variieren, zeigen wir, daB es zu jeder Folge
reeller Zahlen noch eine weitere, von allen verschiedene reelle Zahl
gibt. Sei, etwa in Dezimalbruchform,

0=0,a a,0a,...

b=0, b, b,bg...

e=0,¢¢,05..

eine Folge reeller Zahlen des Intervalls 0, 1. Wir konnen dann

ohne weiteres einen von allen diesen verschiedenen Dezimalbruch
_ x=0, z,%,...

angeben, indem wir nur einfach

@ ays @y F by, B0
wihlen, und konnen durch Vermeidung der Ziffern 0 und 9 nebenbei
dafiir sorgen, daB auch dem Werte nach « von a, b, ¢, ... verschieden
ausfallt.

Nach den Bemerkungen im AnschluB an & 4, T bleibt, wenn
man von den reellen Zahlen endlich oder abzahlbar viele ent-
fernt, immer noch eine Menge der Mchtigkeit ¥ zuriick. Ent-
fe.rnt man die abzihlbare Menge der rationalen Zahlen, so bleibt
die Menge der irrationalen, entfernt man die abzihlbare Menge
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der (reellen’ algebraischen Zahlen, so bleibt die Menge der tran-
szendenten Zahlen: beide Mengen haben die Miichtigkeit N, und
es gibt also, sozusagen, unendlich viel mehr irrationale als rationale,
unendlich viel mehr transzendente als algebraische Zahlen.

Wir kionnen auch ecine eintache Zuordnung zwischen der Menge
aller reellen Zahlen . des Intervalls 0 <=1 und der Mcnge aller
irrationalen Zahlen y desselben Intervalls 0 < y < 1 angeben, indem
wir nidmlich der Folge natiirlicher Zahlen 14, q,,q,,...) einerseits
nach (2! die Zahl r, andererscits den Kettenbruch

1
Y=

al+

zuordnen.

Wir sahen, daB N> N . Schon vor vielen Jahren hat G. Cantor
die Vermutung ausgesprochen, daB N die auf N, nichstfolgende
Méachtigkeit sei, d. h. daB jede unabzihlbare Menge eine Michtig-
keit =N habe. Wir werden spiter eine solche auf X, unmittelbar
folgende Miichtigkeit, die zweite Machtigkeit N, auf anderem
Wege kennen lernen. Fir diese wissen wir dann, daB N
die Cantorsche Vermutung lautet also, daB N =¥. Der Beweis
oder die Widerlegung dieser Vermutung. das Kontinuumproblem,
hat bis jetzt allen Bemiihungen widerstanden.

Da sich die Punkte der Ebene umkehrbar eindeutig den ge-
ordneten Paaren (z, y) reeller Zahlen zuordnen lassen, so hat ihre
Menge die Michiigkeit XX =x* In dhnlicher elementarer Weise,
wie man die Gerade auf eine Strecke (ohne Endpunkte) eineindeutig
abbilden konnte, kann man auch die Ebene auf ein Quadrat, ein
Rechteck, einen Kreis 'd. h. auf das Innere dieser Flichen) abbilden,
und erkennt somit, daB jede ebene Punktmenge, die ein Quadrat
enthilt, jede zweidimensionale Punktmenge (wie wir der Kiirze
halber sagen wollen, vorbehaltlich spéterer eingehender Diskussion
des Begriffs Dimension) dieselbe Michtigkeit 8% hat.. Nun ist aber
nach (1) und den Potenzgesetzen

NZ = NN = 2%, 2% = 2R TN — 9N — N,

die Ebene hat also nur dieselbe Machtigkeit wie die Ge-
rade, das Quadrat dieselbe wie die Strecke, eine zweidimensionale
Punktmenge dieselbe wie eine eindimensionale. Diese ebenfalls
hochst paradoxe Entdeckung G. Cantors, die den Dimensionenbegriff
vollkommen umzustoBen und den Unterschied zwischen Linien und

Flachen aufzuheben scheint, wollen wir uns auch noch einmal direkt

Hausdorff, Mengenlehre. 5
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klar machen, wobei wir ja weiter nichts tun, als die obige abstrakte
Formel in die entsprechenden Verkniipfungen zwischen Mengen
zuriickiibersetzen.
Benutzen wir die Darstellung (2), so konnen wir einem ge-

ordneten Paar p = (z,y) von zwei reellen Zahlen

@ =[0,,0, 0, ...]

Y= [bv ()
unmittelbar éine dritte Zahl

¢ =Ty, byy Gyy by gy g yees]

zuordnen, die hierdurch (wegen der Eindeutigkeit der Darstellung (2),
d. h. der umkehrbar eindeutigen Beziehung zwischen z und der
Zahlenfolge a,,a,,...) eine eindeutige Funktion

t=F(p)=[y)
von p oder z,y wird. Ist nmgekehrt

t=e130y505905y::]
gegeben, so erhilt man daraus
= [01,03,053 i
Y= 1[69,04555°]
und es werden z, y, p eindeutige Funktionen von i:
p=0W, z=q¢@), y=y0-

Damit ist also eine umkehrbar eindeutige Beziehung zwischen der
Strecke

0<t=1

und dem (halbberandeten) Quadrat

<=1, 0<y=1
hergestellt. Der Ubergang zwischen z, 5 und ¢ ist ja nichts anderes
als der zwischen einem Paar von Folgen und einer einfachen Folge,
al'so die konkrete Deutung der Formel 8, + N, =N, auf der eben
die Gleichung X2 =X beruhte. Die hier auftretenden ,Funktionen®
haben allerdings duBerst geringe Ahnlichkeit mit denen, die der
Leser aus den Elementen der Analysis kennt und die ja auch als
Punktmenge
. r=g@), y=v() .
eme ,,Kurve®, nicht wie hier eine Fliche liefern wiirden; von Stetig-
keit, geschweige Differenzierbarkeit ist keine Rede, und bei dem
Versuche, sich ihren Verlauf vorzustellen, versagt die Anschauung.

Wir werden in der Lehre von den Funktionen auf diese Dinge
zuriickzukommen haben,
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Dat auch der Raum oder die Menge der Zahlenkomplexe (r, y, ),
allgemein der n-dimensionale Raum oder die Menge der Komplexe
{#,+ Xy +oo v, reeller Zahlen nur die Michtigkeit X hat, ist ja nun
gemiB der Formel

Ni=NN.,..N=N
nichts Neues. Aber sogar die Menge der Folgen reeller Zahlen
L, By Tggrer o)
oder, wenn man so sagen will, der Punkte des ¥ -dimensionalen
Rauries hat keine hohere Miichtigkeit, denn es ist ja
NS = 2% )% 0NN 9N,

Wollen wir auch dies durch eine umkehrbar eindeutige Zuordnung
zwischen der Menge jener Folgen wund der JMenge der reellen
Zahlen ¢ verifizieren, so nehmen wir wieder, unter Beschriinkung auf

die Intervalle
O<r, =1, 0<i=1,

die Darstellung :2' zu Hilfe. Aus
z = [ayy, a5, 8,5, ...]
Ty = [y 5 Byyy Bogs 2]

xy =y Gyoy Ayg, -]

erhalten wir dann nach dem fritheren Diagonalverfahren (S. 18),
das eine Doppelfolge in eine einfache verwandelt:
t=[ay,a,, a5 45 @, g,
= flzs Ty, By s er)
als eindeutige Funktion der Folge (z,, z,, z,,..., und umgekehrt aus
T2 [T T, |
% =65 5G4+ wer ] =ty (1)
7y = [35 650 Ggs ] =42 ()
@y = [0 Cy5 C13,+-] = 5(0)

als eindeutige Funktionen von 7.

Bilden a;, a,, a,... eine Folge von Méchtigkeiten, die zwischen
2 und N liegen 2 =a =N), so0 ist

Pa,=a,a,0;...=X;
denn dieses Produkt ist zugleich = 2% =% und =NX%=N8. Die
Formel gilt auch noch, wenn unendlich viele a, zwischen 2 und ¥
liegen und die iibrigen =1 sind. Z. B. ist
1.2.3.4... =X,
5%



68 Kap. 11I. Kardinalzahlen oder Méichtigkeiten.

Wir konstatieren noch, daB X sicher nicht die Summe einer auf.
steigenden Folge von Machtigkeiten sein kann, denn fir eine solche
Summe a gilt nach § 4, IV a < o™, withrend & = 8% igt,

Die Machtigkeit 2%. Sie ist wieder >®. Nach der De.
finition ist sie die Méachtigkeit der Menge aller eindeutigen Funk-
tionen f(r) einer reellen Variablen z, wenn diese Funktion zwei
Werte, z. B. 1 und 2, annehmen kann. Sie ist auch die Machtig-
keit des Systems aller Teilmengen einer Meuge von der Michtig-
keit 8, z. B. des Systems aller linearen oder ebenen oder riumlichen
Punktmengen.

Die Menge aller reellen Funktionen einer reellen Variablen,
wo also f(z) alle reellen Zahlen als Werte annehmen kann, hat
auch nur die Michtigkeit

NN (QNO)N — ONgX _ oN

Auch die Menge von Funktionensystemen

Yy =[5 Ty ooes 2,)
Yo = Io (@), Tyy ovny T,)

yn:f,.(wl) Ty eony mm>
hat nur diese Michtigkeit. Denn man fasse die Komplexe

a;:(xl, Lyy wees xm)’ .l/:(?/l: Yas ooy yn>
als Punkte eines m- resp. n-dimensionalen Raumes auf; die Menge
der Funktionen y = f(z) hat die Michtigkeit 8% = 2%. Dasselbe gilt
auch noch fiir abzihlbar viele reelle Funktionen abzihlbar vieler
reeller Variabler.

Spezielle Funktionenklassen konnen natiirlich geringere Michtig-
keit haben. So hat, wie wir hier vorwegnehmen, die Menge der
stetigen Funktionen f (r) nur die Machtigkeit X. Denn eine stetige
Funktion ist durch ihre Werte f(r) an den rationalen Stellen b.e-
stimmt. Da die Menge aller reellen Funktionen f(r) (auch die ml?-
gerechnet, die keine stetige Funktion f(z) liefern) die Michtigkeit
¥% = X hat, so hat die Menge aller stetigen Funktionen eine Méchtig-
keit = N, andererseits auch =N, da schon die stetigen Funktionen
f() = constans eine Menge von der Michtigkeit & bilden, also
schlieflich die Machtigkeit N.

_ Wir schlieBen dies Kapitel mit einer Formelzusammenstellung,
in der man alle Summen a+ 6, Produkte ab und Potenzen a® bei-
sammen hat, die sich aus einer natiirlichen Zahl n, aus N, und ¥

bilden lassen, mit Ausnahme der Kombinationen aus zwei natiir-
lichen Zahlen. :
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vet) lx“:lxr:l,

5 ;
o o Ry Ry o NT AN NS RN =N
DN N Moo= b N NN

N, N =N NN

o
N SN N NN,
Il TE S L i o

Soweit diese Formeln noch nicht aufgetreten sind, sind sie mit
Anwendung des Aquivalenzsatzes leicht zu beweisen.

Viertes Kapitel.

Geordnete Mengen. Ordnungstypen.

§ 1. Ordnung.

Unser Ziel, auch unendliche Mengen zu z#hlen, haben wir
bisher nur sehr unvollkommen erreicht. Wir haben zwar jeder
Menge eine Michtigkeit oder Kardinalzahl zugewiesen, aber sind
noch nicht sicher, daB zwei verschiedene Michtigkeiten stets mit-
einander vergleichbar sind, daB die eine die grioBere und die andere
die kleinere ist. Ferner ist das Zihlen einer endlichen Menge noch
mehr als die bloBe Feststellung des Endresultats, daf diese Menge
aus so und so vielen Dingen bestehe: wihrend des Zahlaktes ordnen
wir ja den Elementen selbst Zahlzeichen oder Zahlworte zu. Hieran
Lniipft sich die doppelte Bedeutung der Zahl als Ordinalzahl
oder Nummer eines Elements und als Kardinalzahl oder Ele-
mentenvorrat einer Menge; wihrend wir zahlen 1, 2, 3, 4, 5, be-
nennen wir die einzelnen Gegenstinde, um dann im Krgebnis zu
konstatieren, daB die Menge aus 5 Gegenstdnden besteht. In beiden
Beziehungen fehlt uns fiir die unendlichen Mengen noch ein Instru-
ment, wie es fiir die endlichen die natiirliche Zahlenreihe ist:
ein System von Zeichen in festgelegter Reihenfolge, Zeichen, mit
denen wir die Elemente einer Menge benennen und deren Anord-
nung nicht nur in einer Menge das frithere Klement von dem
spiteren, sondern auch bei verschiedenen Mengen die kleinere von
der groferen zu unterscheiden gestattet.

Wir werden bei dem Versuch, diese Bemerkungen iiber den
ZshlprozeB fir unendliche Mengen zu verwerten, schrittweise vor-
gehen miissen und in erster Linie konstatieren, daB Zahlen ein
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Ordnen ist, ein Vorgang, durch den von zwei verschiedenen Elementen
das eine vor das andere, dieses hinter jenes gereiht wird.

Dieser ProzeB der Ordnung 1aBt sich nun unmittelbar auf be-
liebige Mengen iibertragen. Wir ordnen eine Menge, indem wir
eine Vorschrift geben, nach der von zwei verschiedenen ihrer Ele-
mente, ¢ und b, das eine als das frithere, das andere als das spitere
charakterisiert wird. Soll « das frithere, b das spitere sein, so
schreiben wir

a<b oder b>a;
wir lesen dies ,a vor 5% ,,b nach a* finden es aber entbehrlich,
hierfiir andere Zeichen als die gewthnlichen fiir kleiner und groBer
zu benutzen. Ist umgekehrt & das frithere, o das spitere Element,
so ist zu schreiben

b<a oder a>b.
Hierbei ist aber noch eine wichtige Bestimmung zu beachten: wenn
a vor b und & vor ¢ steht, so soll auch & vor ¢ stehen, also

aus a<b,b< ¢ folgt a<e.

Das Zeichen < (und ebenso >) soll, wie man sagt, das transitive
Gesetz befolgen.

Wie kann man eine solche ordnende Vorschrift geben? Nun,
die Sache ist uns gar nichts Neues, sondern subsumiert sich unter
unseren allgemeinen Funktionenbegriff. Wir haben auf der einen
Seite die Menge der geordneten Paare

p=(a,b),
die aus zwei verschiedenen Elementen (s 3= ) einer Menge gebildet
sind und wobei also p von dem umgekehrten Paar
p*=b,a)
verschieden ist; auf der anderen Seite haben wir eine Menge, aus
zwei Elementen bestehend, die diesmal nur in anscheinend sonder-
barer Weise mit < und > bezeichnet sind. Nun bilden wir eine
eindeutige Funktion f(p), die einen der , Werte“ < oder > haben
soll, nur daB wir kiirzer
statt f(p)=< : a<b,
statt f(p)=> : a>"D
schreiben, und daf f(p) nicht vollig willkiirlich ist, sondern f(p*) immer
den anderen Wert als /() haben soll, also 7 (p*) = f(p), und iiberdies
das transitive Gesetz gelten soll: wenn p=(a,b), g=(b,0), r=1(a,0)
und £(p)={(g), so ist auch f(p)=f(r).
‘ Noch 1tibersichtlicher wird dies, wenn wir uns erinnern, dab
eine zweiwertige Funktion eine Zerlegung des Arguments in zwei
komplementiire Teilmengen bestimmt und umgekehrt. Wir haben
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dann einfach folgendvs: es sei eine Menge P geordneter Paare und
ihr Komplement P* gegeben, derart. dall P P* die Menge aller
geordneten Paare (aus verschiedenen Klementen der Menge .1) ist.
Diese Mengen sollen folgenden speziellen Charakter haben:

¢« von zwel inversen Paaren p, p* gehirt das eine zu I’ und
das andere zu 1%,

3 gehdrt p=1a,b und g=1b,¢) zu P, so auch r==(a,c).

Driickt man dann die Tatsache, daB p =a,b zu P resp. zu I’
gehdrt, durch

a<b resp. a>b

aus. so bestimmt P eine Ordnung der Menge .1, wie umgekehrt jede
Ordnung die Menge P derjenigen Paare (a,b), fiir die a<b ist,
damit auch die andere Menge P* bestimmt und die Eigenschaften
‘ez, 13) realisiert. P heiBe die ordnende Paarmenge fir die ge-
ordnete Menge {. Um ein ganz einfaches Beispiel zu geben: wenn
wir aus den Paaren der Menge {a, b, ¢} die folgenden Mengen bilden

P:wa,b, b, e, a0
P*: (b, ay, o, by, (e, a),

50 ist unseren Forderungen (¢, 3 geniigt und die Ordnung e <b<e¢
definiert.

Wir bezeichnen in diesem und den beiden folgenden Kapiteln
geordnete Mengen mit groBen lateinischen Buchstaben; unter der
Gleichung 4 = .{" verstehen wir dann nicht bloB, wie frither, dafB
beide Mengen dieselben KElemente haben, sondern auch dieselbe
Ordnung, d. h. daB die ordnenden Paarmengen P, P’ identisch sind.

Wie man sieht, erfillt die Menge P* genau dieselben Be-
dingungen wie P. Nimmt man sie statt P als ordnende Paarmenge,
so erhialt man die zu . invers geordnete Menge A*; ist nimlich
in 4 a<b, so ist in .1 a>b.

Die Ordnung einer Menge hat mit Zeit, GroBe usw. nichts zu
schaffen, wenn wir auch die zeitlich oder rdumlich klingenden Pri-
positionen ,vor* und ,nach® verwenden, sondern kann willkiirlich
festgesetzt werden. Auch Mengen, die wir uns gewdhnlich in einer
festen, ,,natiirlichen Ordnung denken, k6nnen nach Belieben um-
geordnet werden. Wir geben einige Beispiele fiir Ordnung der
Menge der natiirlichen Zahlen, wobei wir der Kiirze wegen (wie
wir dies oOfter tun werden) die Ordnung nur durch die Reihenfolge
des Schreibens andeuten, so daB, fiir e < b, o links von & steht;
die beigesetzten Zeichen w usw. werden spiter ihre KErkldrung

finden:
) 1234

lo*y « - 4321
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@+w) 18357 ...24638 .
@409 1857 -+ =-.-8642

(@*+ o ) . 86421357 .

(ww) 124...858 . -6913............

Zuerst stehen die Zahlen in ,natiirlicher Ordnung, dann umgekehrt;
in der dritten Zeile die ungeraden vor den geraden, beide in natiir-
licher Ordnung; in der vierten und fiinften stehen die ungeraden
Zahlen in natiirlicher, die geraden in umgekehrter Ordnung, das
eine Mal die ungeraden vor den geraden, das andere Mal umgekehrt.
Die letzte Zeile ist entstanden, indem man die Zahlenfolge nach
bekanntem Diagonalverfahren in eine Doppelfolge

1 2 4 711 . ..

3 5 812
6 9 13
10 14

15

bringt und die Klemente einer Zeile von links nach rechts, die
ganzen Zeilen von oben nach unten ordnet.!

Wir wollen noch auf eine dritte, formal wieder etwas andere
Definition der Ordnung verweisen. Die Menge P der Paare be-
stimmt (Kap. IT, § 4) die Menge F(a) derjenigen Elemente 5, die als
zweite Klemente mit dem ersten Element o verbunden auftreten;
oder die Menge I'(a) derjenigen Elemente von 4, die >a. Um-
gekehrt ist durch Zuordnung einer Teilmenge F(a) von 4 zu jedem
Element o unter geeigneten Bedingungen eine Ordnung definiert, und
zwar geniigt es folgende Vorschrift zu geben:

Wenn b Element von F(g) ist, so ist F(b) echte Teilmenge von F{a);
fir a0 ist entweder b Element von F(a) oder o Element von F(3).

Driicken wir dann die Tatsache, daB » Element von F(a) ist,
durch @ < b aus, so folgt: fiir a = b ist entweder a < b und F(b) < F(a),
oder b < a und F(a) < F(b), also beide Falle schlieBen einander aus.
Fir a< b, b< ¢ ist ¢ Element von P(b) < F(a), also auch ¢ Element
von F(a) und daher a<¢. Das System der Mengen F(a) definiert
also eine Ordnung der Menge A.

Zwei geordnete Mengen 4, B heiBen gleichgeordnet oder
dhnlich, in Zeichen

A~B oder B~ A,

! Ebenso kénnte man z. B. die reellen Zahlen statt in natiirlicher Reihen-
folge auch so ordnen, dal jede rationale Zahl vor jeder irrationalen steht,
wihrend die rationalen unter sich und die irrationalen unter sich in natiir-
licher Ordnung stehen.
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wenn es eine umkehrbar eindeutige Beziehung b = /a), a=q(b)
zwischen ihnen gibt, bei der die Ordnung entsprechender Elemente
dieselbe, d. h. mit a <a' zugleich a1 < f(a) ist.
Z. B. sind die beiden in natiirlicher Ordnung genommenen
Zahlenfolgen
1234... und 23 45.

ihnlich, da man jeder Zahl a der ersten die Zahl b=a+ 1 =Ff(0)
der zweiten zuordnen kann.

Ist U1~B, B~ (, so ist auch .{=~C.

Das den #hnlichen Mengen Gemeinsame bezeichnen wir als
Ordnungstypus. wie wir das den Hquivalenten Mengen Gemein-
same als Michtigkeit bezeichneten. Wir ordnen nimlich jeder
Menge 4 ein Zeichen e« zu, derart, daB #hnlichen Mengen und nur
solchen dasselbe Zeichen entspricht, daB also mit .l~ B zugleich
« = 7 und umgekehrt mit ¢ = 3 zugleich .{ ~ B ist. Dieses Zeichen «
heiBt'der Ordoungstypus (oder Typus) der Menge ..

Ahnlichkeit bedingt Aquivalenz, aber nicht umgekehrt: aus
4>~ B folgt 4 ~ B, aus = folgt a=0b. Wir diirfen daher auch
sagen, ein Typus ¢ habe die Miachtigkeit a.

Hat 4 den Typus «, so soll die invers geordnete Menge A*
den Typus «* haben.

Eine endliche Menge aus » Elementen »>1) kann zwar auf
verschiedene Weise geordnet werden, indessen sind die séamtlichen
so entstehenden geordneten Mengen einander #hnlich. Bei jeder
Anordnung muB es nimlich ein erstes Element geben, das vor
allen anderen steht; denn in einer Menge ohne erstes Element gibt
es zu jedem Element ein fritheres, also enthilt die Menge eine ab-
steigende Folge a, >a, >a,> ... und ist demnach unendlich. Es
gibt also in einer endlichen geordneten Menge .1 ein erstes Ele-
ment a,, in 4 —fa,} wieder ein erstes @, usw., d. h. .1 erscheint in
der Anordnung g, <a,<..<a, und ist mit der in natiirlicher
Reihenfolge genommenen Menge der natiirlichen Zahlen 1,2, ..., %
ahnlich. Wir bezeichnen den Typus dieser Zahlenmenge mit n, so
daf jede geordnete Menge aus » Elementen den Typus n hat. Dal
wir hier Kardinalzahl und Ordnungstypus gleich bezeichnen, ist
unbedenklich.! — Eine Menge aus einem einzigen Element, die also,

1 Treten in einer Gleichung unendliche Mengen auf, bei denen ja zwischen
Michtigkeit und Typus unterschieden wird, so sieht man ibr eben dadurch
an, ob sie als Gleichung zwischen Typen oder Michtigkeiten gemeint ist, . B.

141414 =0, 1+14+14...=R,.
Treten nur endliche Mengen auf, go ist es gleichgiiltig, ob man die Zahlen als
Typen oder Michtigkeiten auffaBt.
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wie man es nun auffassen will, wegen Mangels an Paaren nicht ge-
ordnet werden kann oder eo ipso schon geordnet ist, erhalte den
Typus 1, die Nullmenge den Typus 0.

Den Typus der natiirlichen Zahlenmenge in natirlicher Ordnung
bezeichnen wir mit @, in umgekehrter Ordnung also mit w*

Im Gegensatz zu den endlichen Mengen kann jede unendliche
Menge zu mehreren (unendlich vielen) Mengen von verschiedenen
Typen geordnet werden. Die natiirliche Zahlenreihe 148t z. B. auBer
den schon oben angefiihrten folgende Anordnungen zu, denen wir
wieder nachher zu erklirende Typenzeichen beisetzen:

(w) 1234.

@+1) 28345 1
@+2) 3456 12
@+3) 4567 123

Bei der ersten Anordnung gibt es kein Flement, dem nicht un-
endlich viele nachfolgen, bei der zweiten gibt es ein solches (1), bei
der dritten zwei (1, 2), bei der vierten drei (1, 2, 3) usw.; diese
Typen sind also alle verschieden. Fir eine allgemeine unendliche
Menge kann man eine #hnliche Betrachtung anstellen.

§ 2. Verkniipfungen geordneter Mengen.

Die geordnete Menge 4 prigt auch allen ihren Teilmengen _{'
eine bestimmte Ordnung auf, diejenige nimlich, die die Elemente
von . als Elemente von 4 haben, oder die man erh#lt, wenn man
aus der ordnenden Paarmenge P die Menge P’ derjenigen Paare
aussondert, die nur aus Elementen von A" bestehen. In diesem Sinne
kann man auch von der geordneten Summe und dem geordneten
Durchschnitt

S=8(d;, 4y, sy D=D(dy; y;+e)
geordneter Mengen 4, sprechen, wenn nimlich alle diese Mengen
Teilmengen einer geordneten Menge A sind.

Eine unendliche Menge kann mit einer echten Teilmenge nicht
nur Aquivalent, sondern auch #ahnlich sein. Z. B. ist die Zahlen-
reihe 1 2 8 4 ... in natiirlicher Ordnung mit der Menge der Qua-
dratzahlen 1 4 9 16 ... dhnlich. Die Menge aller reellen Zahlen
in patiirlicher Ordnung ist der Menge der positiven Zahlen oder der
Menge der reellen Zahlen eines Intervalls ohne Endpunkte @hulich,
wie die Funktionen

y=logz (z>0)

y=tex (-——75 i
lehren. y=re g << 2)
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Haben wir dagegen zwei geordmete Mengen ., B, die mnoch
nicht als Tellmen"en einer umfassenden geordnceten Mentre erkannt
sind, so ist eine Definition der geordneten Mengen

S 4,8 und D=2.4, B
im allgemeinen unmdoglich. Nur wenn die Anordnung, die D als
Teilmenge von .{ emptiingt, mit der von B empfangenen iiberein-
stimmt, ist D dadurch als geordnete Menge eindeutig definiert; und
nur in diesem Falle kann man auch &, im allgemeinen aber auf
verschiedene Arten, so ordnen, daB .4 und B alq Teilmengen von N
eben die Ordnung empfangen, die sie schon hatten.

Wir wollen uns auf den Fall D=0 beschrinken und unter
den dann noch mdglichen Ordnungen von S eine bestimmte aus-
zeichnen.

Unter der Summe .{-- B zweier geordneter, fremder Mengen
versteht man die Summe der beiden Mengen .{, B in derjenigen
Ordoung, die man erhilt, wenn man jedes Element a vor jedes
Element & setzt, aber die Ordnung der LKlemente a unter sich und
die der Elemente & unter sich bestehen liBt.

Anders ausgedriickt: man vereinigt die ordnenden PPaarmengen
von .1 und B und fiigt noch die Menge der Paare (g, b) hinzu. Man
sieht unmittelbar: wenn.{~ .{, B~ B’, und wenn .{ mit B, .{’ mit B’
fremd ist, so ist

AL B~ '+ B\
Dies berechtigt, die Summe ¢ zweier Typen als Typus der
Summe A -+ B zu definieren, wenn .1, B zwei fremde Mengen vom
Typus ¢, 7 sind.

Hier gilt das kommutative Gesetz nicht mehr; die ge-
ordneten Mengen B -+ .1 und .{ - Isind, obwohl als Mengen schlechthin
aus denselben Elementen zusammengesetzt, verschieden und im all-
gemeinen auch nicht dhnlich '+« = ¢4 ).

Wir schlieBen sofort die Definition einer Summe mit beliebigem
Argument an. Den Elementen ¢ einer geordneten Menge J weisen
wir paarweise fremde, geordnete Mengen .I, zu und verstehen

dann unter der Summe
J

AS: Zzli

die Summe der Mengen .I, in folgender Anordnung: zwei Klemente
von i, behalten in S die Ordnun die sie in 4, hatten; hingegen
ist fir ein Element a, von 4, und ein Element a, von 4, (¢ F k)

0,=ua, in S, je nachdem i=k in J.
Die ordnende Paarmenge von S entsteht also durch Vereinigung
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aller ordnenden Paarmengen der A, und Hinzufiigung der Paare
(a,, @) fir i< k.
Hier gilt wieder das assoziative Gresetz, nidmlich fir

»
J=2J,
ist
J M Jn
4= 4,

In der Tat, bezeichnen wir die linke und rechte Seite der letzten
Formel mit L und R, so ist die Identitit der Elemente beider
Mengen schon bekannt. Um die Identitit der Ordnung einzusehen,
unterscheiden wir fiir zwei verschiedene Elemente a, b folgende Fille:

(1) Sie gehoren derselben Menge 4, an: ihre Ordnung ist dann
in L und R dieselbe wie in 4,.

(2) Sie gehoren verschiedenen Mengen 4, an, o zu 4; und b
zu 4,. Die Ordnung von a,b in L ist dieselbe wie die von ¢,k
in J. Dieser Fall spaltet sich in zwei Unterfille:

(21) Die Indices 4, & gehoren derselben Menge J an. Die Ord-
nung von a, b ist in R dieselbe wie die von ¢, % in J, und diese
ist auch die Ordnung von 4, k& in J. :

(22) Die Indices 4, & gehéren verschiedenen Mengen J, an,
¢zu J, und k¥ zu J,. Die Ordnung von a, b in R ist dieselbe Wie
die von m, n in M, also dieselbe wie die Ordnung von 3, &k in J.

Spezielle Falle des assoziativen Gesetzes sind

A4 (B+ C)=(4d+B)+ =4+ B+ C.

Ein kommutatives Gesetz gilt nicht; schon wenn wir die Zu-

ordnung der 4; zu den ¢ beibehalten und nur aus J eine andere

Menge J' mit denselben Elementen in anderer Ordnung bilden, sind
die geordneten Mengen

7 T
24, und X4,

verschieflen und im allgemeinen unihnlich. Nur die Ersetzung von J
durch eine ahnliche Menge K ist statthaft: bezeichnet = (k) eine
ur.nkehrbar eindeutige, &hnliche Abbildung von J auf K, und ordnen
wir dem Element % die Menge B,= 4,4 2u, so ist

K J

2 B,=24.
Ferner geht die Summe ’ 1

J
= 4,
i

bei Ersetzung der 4; durch #hnliche, wieder paarweise fremde
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Mengen in eine &hnliche Summe iiber; dies berechtigt, als Typen-
summe

¢

J
3
den Trpus der Mengensumme
J
LA
v

zu definieren, wo die 4; paarweise fremde Mengen vom Typus ¢, sind.
Wenn wir in

J

4

b
einize Indices hervorheben und demgemiB die Summe unter Ver-
wendung von Pluszeichen schreiben wollen, so soll fiir die Reihen-
folge der Indices in J wie die der Summanden die Schreibweise
von links nach rechts maBgebend sein; wir wiirden also, um aus-
zudriicken, daB i < k <, schreiben:

— ; . !
J= :...:Z,..., ].,...,Z,..._(,
T

A=t Lt A

Die Punkte deuten die eventuelle Anwesenheit weiterer Elemente
vor i, zwischen ¢ und % usw. an; das Fehlen solcher Punkte wiirde
also bezeichnen, daB etwa ¢ das erste, & das auf ¢ unmittelbar
folgende Element von J ist usw.

Beispiele. o war der Typus der natiirlichen Zahlenmenge in
natiirlicher Ordnung. Setzen wir dieser ein Element 0 voran, so
eutsteht der Typus 1+ der Menge {0, 1, 2, ..}, die aber der
natiirlichen Zahlenreihe dhnlich ist. Also haben wir

l+to=w
und ebenso, etwa nach dem assoziativen Gesetz,

2qro=I1l+l+to=1+14+aw=14+0w=un,

n+w=w.
Setzen wir dagegen der Zahlenreihe ein Element nach, so entsteht
der Typus w+ 1 der Menge {1, 2, 3, ..., 0}, die ein letztes Klement
hat und der Zahlenreihe demnach nicht #hnlich ist, also ist w414
und

w+1+14+w,

was die Ungiiltigkeit des kommutativen Gesetzes beleuchtet. Die ge-
ordneten Mengen auf S. 74 von den Typen w, 0 +1,w0+2, 0+ 3, ...
sind samtlich verschieden. Auf S. 71, 72 haben wir Mengen der
Typen o, v, o+ 0, v+ o* o*+ o angegeben, die, wie man sich
leicht klar macht, ebenfalls untereinander und von den Typen w4 n
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verschieden sind. @*+ w ist der Typus der Reihe der ganzen
Zahlen

ey —38,-2,—-1,0,1,2,3, ..
in natiirlicher Ordnung.

Ordnen wir jeder natiirlichen Zahl ¢ eine natiirliche Zahl ¢, zu,

80 ist

2=+, Fogt . =w;
denn wir konnen als Mengen A4, die folgenden Mengen natiirlicher
Zahlen wahlen:

b

3 =1 g eyl
Ay =let, + 1,00, ¢, + oy}
Ay =1, ey +1,... 0+ e, + o

wonach X . einfach die natiirliche Zahlenreihe wird. Z. B. ist

’ 1 1415 0 —a,
24242 4...=0,
1424+34+...=aw.

Produkte endlich vieler Faktoren. Als das Produkt
zweier Mengen 4, B hatten wir im wesentlichen! die Menge der
geordneten Paare (a, b) definiert, wo o die Menge 4, b die Menge B
durchlauft. Um im Falle geordneter Mengen auch das Produkt zu
ordnen, bietet sich ein Verfahren dar, das man mit gliicklichem
Ausdruck die lexikographische Anordnung genannt hat. Die
Reihenfolge der Worte in einem Lexikon ist ja die, daB man die
Worte zuniichst nach der alphabetischen Reihenfolge der ersten
Buchstaben ordnet, bei Ubereinstimmung dieser nach der Reihen-
folge der zweiten Buchstaben, bei Gleichheit auch dieser nach der
Reihenfolge der dritten Buchstaben usw. Ubertragen wir dies auf
unsere Paare (a, &), worin o das erste, b das zweite Element ist, so
werden wir also definieren:

(@, ) < (@, D),
wenn entweder

a<a in 4
oder

a=d, b< b in B.
Das so geordnete Produkt bezeichnen wir mit BA; es ist von der
Menge 4B der lexikographisch geordneten Paare (b, a) zu unter-
scheiden, mit der es #quivalent, aber im allgemeinen nicht #hnlich

! Eigentlich war eine Zuordnung zu einem zweigliedrigen Argument,

etwa {1, 2{, zu verabreden: wir dachten uns diese durch geordnete Schreib-
weise ausgedriickt.
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ist.!  Auch bei der Multiplikation geordneter Mengen gilt also kein
kommutatives Gesetz. Frsetzen wir .{, B durch ihnliche Mengen
1. B, so geht auch das Produkt B.l in ein ihnliches B’.1' iber.
Dies berechtigt, als Produkt Fe zweier Typen den Typus des Pro-
dukts B4 zu definieren, wenn _{, B irgend zwei Mengen von den
Tspen ¢, 7 sind.

Ist P irgend eine Menge geordneter Paare (a, b), wobei o eine
Menge { und, bei festem -, b eine Menge B, durchliuft, so konnen
wir, falls 4 und jedes B, geordnet ist, auch die Menge P lexiko-
graphisch ordnen.* Ist P, die Menge der Paare mit festem a, so
15t offenbar

P=XpP, P~D.
a
Wenn alle B, = B sind, so ist P= B.{; bezeichnet man die Typen
von 4, B mit ¢, J, so ist also

de=der

i~ l{}_

die Summe gleicher Summanden ;7. iiber ein Argument vom Typus e,
gibt das Produkt je. Diese Beziehung zwischen Summe und Pro-
dukt ist niitzlich, um sich die Bedeutung der Reilienfolge der Fak-
toren in einem Produkt einzupriigen: fe wird erhalten, indem man
fir jedes Element von . eine Menge vom Typus £ setzt, 7 in «
einsetzt®.

Aus dem assoziativen Summengesetz folgt fiir die oben erklirte
Menge P:

1 I 4 J
2P ==22P, falls A=2'4,
- ,

a /)
i

und insbesondere fiir Gleichheit aller B, = B:
J
B.l=XBd,

oder

! Die Reihenfolge der Faktoren ist natiirlich konventionell; G. Cantor
gelbzt hat die Bezeichnungsweise gewechselt und wir baben uns hier an seine
zweite, auch sonst ziemlich allgemein akzeptierte Schreibart angeschlossen. Es
wiire iibrigens auch moglich, A B als geordnete Menge der Paare (2, b) zu de-
finieren, die aber dann ,antilexikographisch® nicht nach dem ersten, sondern nach
dem letzten differierenden Element zu ordnen wiire, d. h. so, dab (a, d) < (d/, "),
wenn entweder b<?4 oder b=10¥, a<a’. Dicse Modifikation wire fiir die
spitere Ausdehnung des Produktbegriffs weniger zweckmibig.

* Die verschiedenen B, brauchen nicht einer und derselben geordneten
Menge anzugehiren.
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Ein Produkt, dessen letzter (zweiter) Faktor eine Summe ist, kann
also in eine Summe von Produkten aufgelost werden: das ist der
Teil des distributiven Gesetzes zwischen Summe und Produkt,
der bei geordneten Mengen bestehen bleibt. Insbesondere ist

B(4, + 4,) = BA, + BA,.

Die Mengen (B, + B,)A und B, A+ B, A sind dagegen zwar als un-
geordnete Mengen identisch, aber als geordnete verschieden und im
allgemeinen unihnlich (hierzu wie zur Ungiiltigkeit des kommutativen
Gesetzes vgl. die spiteren Beispiele).

Analog definieren wir das Produkt aus einer endlichen Faktoren-
zahl.! Wir ordnen den Zahlen 1, 2, ..., m die Mengen 4, 4,, ..., 4,
zu, bilden also einen Mengenkomplex (4,, 4,, ..., 4,) und ordnen
die Menge der zugehdrigen Elementenkomplexe (a,; a,, ..., ¢,) lexiko-
graphisch, nimlich ‘

(B Oy wres &)y By vy By
wenn entweder
a, < b, in A4,
oder
@, =b,, a,<by in 4,,
oder
a,=by, a,=0b,, a,<by in 43 usw.
Auch der Ausdruck: Ordnung nach den ersten differierenden Ele-
menten oder nach ersten Differenzen ist geeignet, das Wesen
dieser Anordnung zu bezeichnen.
Das in dieser Weise geordnete Produkt P 4, bezeichnen wir mit

A A, e Ay A,

“mTm—1
und seinen Typus, der nur von den Typen e, der Mengen 4 ab-
héngt, mit

O G 1 er Gy s
Das kommutative Gesetz gilt nicht, wohl aber das assoziative,
von dem wir uns auf einen Spezialfall beschranken konnen, aus dem
die allgemeine Formel, da es sich nur um endliche Faktorenzahl

handelt, abgeleitet werden kann. Es ist nimlich
(CB)A~ C(BA)~ CBA

YBe=yBe)=ypa;
denn der Komplex (g, 3, ¢), das geordnete Paar (p,c)= ((, ), ¢), dessen
erstes Element selbst ein geordnetes Paar p=(a,b) ist, und das

und demnach

! Selb?ty wenn es sich um eine Folge von Mengen handelt, wire das
?e’“kogl‘aph.lsche Verfahren noch anwendbar. Wir verschieben diesen Fall
indessen bis zur Entwicklung des allgemeinen Produktbegriffs (Kap. VI, § 8).
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geordnete Paar (@, )= (a, {, o) entsprechen einander umkehrbar ein-
deutig. und die lexikographische Anordnung ist in allen drei Fillen
diesclbe, wemn o, b, ¢, p, ¢ resp. die Mengen .1, B, . B, (B
durchlaufen.

Das distributive Gesctz gestattet wiederum nur die Auflésung
des letzten Faktors. z. B,

J J
CB X il = 281,

i
Wir tigen noch die leicht einzusehenden Formeln fir Umkehrung
einer Summe oder eines Produkts hinzu. Ks ist

J ‘ J*
S ¥ = TN,
z. B.
(A e = A, A
und

(BA¥ = B*A¥,
(CBA)F = C*B*.1" usw.

Bei der Summe sind also nicht nur die Summanden, sondern auch
das Argument, . h. die Reihenfolge der Summanden umzukehren;
beim Produkt sind nur die Faktoren, nicht ihre Reihenfolge um-
zukehren.

Auf Grund der Definitionen, die fir Summe und Produkt von
Michtigkeiten einerseits, von Ordnungstypen andererseits gegeben
worden sind, hat der Typus ¢, die Michtigkeit ~'a;, wenn q,

die Miuchtigkeit des Typus ¢, ist, und das Produkt fe die
Michtigkeit ba=ab, wenn a, b die Michtigkeiten der Typen «, 3
sind.

Eine Definition des geordneten Produkts im Falle eines all-
gemeinen Arguments konnen wir erst spiter geben, ebenso auch die
Definition einer Potenz mit beliebiger geordneter Basis und ge-
ordnetem Exponenten. Indessen hat es natiirlich kein Bedenken,
schon jetzt ¢ = &% www=c® usw. zu schreiben.

Beispiele. Es ist

20=24+24+2+4..=0m,

w2 =w-+w.
Ist namlich 4 =1, 2, 3, ... die natiirliche Zahlenreihe vom Typus w,
B =1, 2} eine Menge von zwei Elementen, also vom Typus 2, so
ist fe=2w der Typus der lexikographisch geordneten Menge von
Paaren (a, ), hingegen ¢ =w2 der Typus der lexikographisch ge-

Hausdor{f, Mengenlehre. 6
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ordneten Menge von Paaren (b, a). Die erste Menge B4 besteht aus
den Paaren
(1,1) (1,2) (2,1) 2,2) 3,1) (3,2) ...

in der hier angegebenen Reihenfolge (von links nach rechts), die
zweite Menge 4B aus den Paaren '

(1,1 (1,2 1,8) ... 2,1) (2,2) (2,3) ....
Die erste Menge ist der natiirlichen Zahlenreihe &hnlich, die zweite
nicht, also ist

20 F w2

(Ungiiltigkeit des kommutativen Gesetzes). KEben daraus folgt auch

A+Vho=20=0Ffoto=1lvo+lo,
ein Beispiel fiir die Ungiiltigkeit des distributiven Gesetzes beziglich
des ersten Faktors.

Ebenso ist fiir jede natiirliche Zahl »
nw=n-+n-+n4..=0,
on=0-+w-+..+ o,

und die Typen wn sind allesamt verschieden, da eine Menge vom
Typus wn genau n Elemente ohne unmittelbaren Vorgénger
(§ 8) besitzt.
Der Typus
=wo=0+0-+ot..
ist der der lexikographisch geordneten Paarmenge
(1,1) (1,2) (1,8) ... 2,1)(2,2) ©,8)... 3,1) (3,2) (3,3) - -v)
also einer Folge (vom Typus w) von Folgen des Typus w. Eine Menge
dieses Typus ist auch die letzte in der Zusammenstellung S. 72.
Weiter ist z. B.
w+ol=0l14+0)=ve=awn?
wahrend
0’ + o=o0w+1)
ein neuer Typus ist.
Nach dem assoziativen Summengesetz ist
(0 + w)o = (0 + ©) + (0 + o)+ (@4 o)+ ...
=0+oto+tot. =o?
oder nach dem assoziativen Produktgesetz
@+ 0)o=(w2)o=020)=00 = w.
Hingegen ist
) O+ 0)=002=wn22 =4+ o’
ein neuer Typus.

Wir haben hier mehrfach die Verschiedenheit von Typen behauptet,

ohne sie ausfithrlich zu begrinden, was gelegentlich bei der Theorie



§3. Die Strecken ciner geordneten Menge. 83

der Ordnungszahlen (Kap. Vi nachgeholt werden wird. Die bisherigen
Fille subsumieren sich groftenteils unter den allgemeineren, daB
zwei Polynome der Form
wia, -+ w*ta, + L+ wla,_, +wa,_ +a,
worin der .Grad" » eine natmhche Zah] die ,Koeffizienten“ ¢, ... q,
ganse Zahlen =0 und a, >0 ist, nur dann gleich sind, wenn der
arad und die hoetﬁzlenten beiderseits tibereinstimmen.
Kehrt man die Menge {1,2,3,.... 0} um, so entsteht !0,...,3.2,1/,
.80 18t
w+1F=140"=1*4+ ",
nicht etwa = w* 4 1, welches =1 + w1 = 0* ist.
Ebenso ist
{0+ 0 =0 + 0¥,
atso
(02) = w2 = ©*27%,
nicht etwa =2 0* =20 = o*.
Die Umkehrung von
wo=0+o+u+...

0w =.,..+ 0"+ 0"+ o".

§ 3. Die Strecken einer geordneten Menge.

Jedes Element a der geordneten Menge { bestimmt die Menge .12
der ihm vorhergehenden und die Menge .1, der ihm folgenden Ele-
mente, wobei im Sinne geordneter Addition

A=A+ laj+ A,

ist; wir nennen 4% die zu o gehdrige Anfangsstrecke und A, die
Endstrecke. Wenn 42= 0 ist, so ist a das erste Element (Anfangs-
element: von .{ und umgekehrt: natiirlich braucht .t kein erstes
Element zu haben. Entsprechendes gilt von 4, und dem etwaigen
letzten Element. Das erste oder letzte Element bezeichnen wir als
ein Randelement: 4 kann zwei Randelemente oder eins oder keins
haben. KEine nichtverschwindende Menge ohne Randelemente heifie
offen; eine offene Menge ist jedenfalls unendlich.

Zwei Elemente a < b von .1 bestimmen die Menge

A2 =24, 4%
der Elemente, die gleichzeitig >« und < b oder zwischen o und b
liegen; wir nennen sie die zu a,b gehorige Mittelstrecke. Hs ist

A= o+ fa}+ A+ b} + .,
Ist 42 =0, so daB also kein Element zwischen o und 5 liegt, so

heifen diese Elemente benachbart (konsekutiv), ¢ der unmittel-
6*
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bare Vorginger von b, b der unmittelbare Nachfolger von a.
Mengen ohne benachbarte Elemente (die Nullmenge und Mengen
aus einem Element ausgeschlossen) heiflen dicht; eine dichte Menge
ist jedenfalls unendlich. Zwischen zwei Elementen einer dichten
Menge liegen unendlich viele weitere Elemente.

Die Mengen der reellen oder rationalen oder irrationalen Zahlen
in natiirlicher Ordnung sind dicht.

Anfangs-, End- und Mittelstrecken heifien zusammen Strecken.
Wir rechnen ihnen also die bestimmenden Elemente nicht zu; soll
dies geschehen, so werden wir gelegentlich von Intervallen

sprechen,
Wir geben die Anfangs- und Endstrecken einer Summe und

eines Produkts an. Ist
J
A=_Z'Ai,

a, ein Element von .;, und gelten die Zerlegungen
4;= B+ aj+ C,
J=FK+{i}+ L,
(also K die zu ¢ gehorige Anfangsstrecke von J, B, die zu a, gehorige

Anfangsstrecke von .{;, ebenso L und C, die beziiglichen Endstrecken),
so ist nach dem assoziativen Gesetz

K L
A=A+ B +{a)+ C+ S 4,
k 1

also
K

L
S4.4+B, C+34,
i I

die durch o; bestimmte Anfangs- resp. Endstrecke von A.

Fir ein Produkt
A=A A, _ .. 4,4,

m-m—1"

d. b. die lexikographisch geordnete Menge der Elementkomplexe
=y Byy ey @y 1,
bestimmt sich die durch o bewirkte Zerlegung 4 = B {a}+ C aus
den Zerlegungen
4, =B, +1{a}+ C, G=1,2,...,m)
auf folgende Art, die wir der einfachen Schreibweise wegen an einem
Produkt von drei Faktoren illustrieren. Zunichst ist nach dem
distributiven Gesetz
Agidyd; = A Ay B, + A, A, fa ) + A, 4, C, .
In der mittleren Menge kann man, da der letzte Faktor aus einem
Element Desteht, die zugehsrigen Komplexe also ein festes An-
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1'§ng§e]ement a, haben, ersichtlich auf den vorletzten Faktor das
distributive Gesetz anwenden und erhilt
Ay dyiand = g Bylay) + dglagliagd i -l Gl
ebenso
Agtyiiay i = Byla,hagi - lagliaia ) 4+ Cylatia )
Die mittlere Menge der letzten Formel besteht nunmehr aus dem
einen Komplex a=(a,,a,,a,): dieser bestimmt also in .{ die An-
fangsstrecke
B= A4y + 44 B,la,} + B, la,l{a,}
und die Endstrecke
C= Cylayiiay{ + A3 Cyla} + . Iy o, €
Die entsprechende Typenzerlegung ist:
o=y, ,
¢=f+1+y, a=F+1+;"
g =dyeyfy + g3, +
T=ls gy, e,
Es ist leicht, diese Formeln auch unmittelbar aus der lexiko-
graphischen Ordnung zu gewinnen.

§ 4. Die Stiicke einer geordneten Menge.

Ist 2 ein Element, Jf eine nichtverschwindende Teilmenge von .,

so driicken wir durch
a< ) oder 1M>a

aus, daB ¢ jedem Element m von J/ vorangeht; analog ist « >/
oder M < a zu erkliren. Fiir zwei nichtverschwindende Teilmengen

. N bedeute
<N oder N>M,

dab jedes Element m jedem Element » vorangeht.!
Eine nichtverschwindende Teilmenge 1/ von A bestimmt drei
weitere Teilmengen von .{:

! Damit dies nicht zu Kollisionen mit den bereits definierten Element-
bezichungen « < b fithre, wollen wir voraussetzen, dal kein Element von 4
zugleich Teilmenge von 4 sei, oder wenigstens, daB von zwei verschiedenen
Elementen von 4 nie zugleich das eine eine Menge und das andere ein Element
dieser Menge sei. Sollte dann 7 zugleich Element und nichtverschwindende Teil-
menge I von A sein, so ist m = M ={m}, und die Relationen a<m und o< M
widersprechen einander nicht. Dem Leser wird die gemachte Voraussetzung
so selbstverstindlich erscheinen, daB er schon ihre Erwihnung fiir iiberfliissig
hilt (vgl. S. 43 Anm.); der Verzicht auf sie wiirde im folgenden eine umstiind-
lichere und weniger suggestive Bezeichnungsweise bedingen.
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AY = Menge der Elemente z < M,
Ay = Menge der Elemente z > M,
|M| = Menge der iibrigen Klemente y.

Zu den y gehoren die Elemente von M selbst, es ist also |}] von Null
verschieden, wogegen eine der ersten beiden Mengen oder beide
auch verschwinden kénnen. Soweit diese Klemente vorhanden sind,
ist stets z <y < %, und es gilt also die Summenformel
A= A"+ | M|+ Ay,

analog der Zerlegung von A durch ein Element.

Ist z. B. 4 die Menge der reellen Zahlen in natiirlicher Ord-
nung, M die Menge der rationalen Zahlen >0 und <1, so ist

A¥ die Menge der reellen Zahlen =0,
Ay die Menge der reellen Zahlen =1,
13| die Menge der reellen Zahlen >0 und < 1.

Wenn 4% =0, wenn es also kein Element o < M gibt, so kinnte
man J (analog zu einem Anfangselement) eine Anfangsmenge von 4
nennen; wir wollen lieber sagen: 4 ist mit M koinitial. Wenn
Ay =0, wenn es also kein Element % > I/ gibt, so sagen wir: 4 ist
mit M konfinall Z.B. ist die Menge der reellen Zahlen mit der
Menge der natiirlichen Zahlen konfinal, weil keine reelle Zahl gréfer
ist als simtliche natiirliche Zahlen, und mit der Menge der ganzen
Zahlen sowohl koinitial als konfinal. Alles, was von der einen der
beiden Relationen koinitial und konfinal gesagt ist, ist mit den ent-
sprechenden Vertauschungen (z. B. der Zeichen =) auch auf die
andere zu iibertragen.

Wir konnen dem Leser den Beweis der Transitivitdt dieser
Relationen iiberlassen:

I Ist 4 mit B, B mit C koinitial, so ist auch 4 mit ¢
koinitial.

II. Ist A=2B=C und 4 mit C koinitial, so ist auch
A mit B und B mit O koinitial

Wenn M kein letztes, aber 4 ein erstes Element # hat (s also
das erste Hlement > i/ ist), so schreibt man

%z =lim sup M

! Wir haben also, was der Leser beachten mdge, hiermit einseitige Re-
lationen einer Menge zu einer nicht verschwindenden Teilmenge definiert; der
Ausdruck ,4 ist mit M koinitial oder konfinal® setzt stillschweigend A2 M >0
voraus. Natiirlich kénnte man auch eine symmetrische Definition geben: die
beiden nichtverschwindenden Teilmengen M, N heiBen koinitial, wenn 42 = 4%,
Obwohl dies den Sprachgebrauch weniger beengen wiirde, haben wir es vorteil-
hafter gefunden, bei der Definition des Textes zu bleiben.
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und nennt : einen oberen Limes; v ist zugleich oberer Limes der
Anfangsstrecke 1> und aller Mengen, mit denen diese konfinal ist.
Entsprechend ist ein unterer Limes

£ = lim int I/
dadurch definiert, daB _(¥ ein letztes Element » und J/ kein erstes
Element hat. Die Elemente von .{ zerfallen hiernach in vier Arten:
sie sind entweder nur obere Limites oder nur untere oder beides
oder keins von beiden. Z. B. ist in der Menge der reellen oder
rationalen Zahlen jedes Element beiderseitiger Limes; in der Menge

0 1 2 3 1
7{-“2'-3’?,...,

ist nur 1 oberer Limes.
Zwei nichtverschwindende Teilmengen 1/, N von .I, fir die
M < N, bestimmen die Menge
A =D Ly, AV
aller Elemente. die zugleich > I/ und < X, also zwischen J/ und N
liegen. Offenbar gilt die Summenformel

A= dA¥ 4 I 4 A+ N Ay
analog der Zerlegung von . durch zwei Klemente; zugleich ist

AN = P -y,

dyp= AN + 1N + Ay
Wenn .43 =0, also zwischen 3/ und N kein Element liegt, so heilen
diese beide Teilmengen benachbart; z B. sind in der Menge der
reellen Zahlen die Menge der rationalen Zahlen < 0 und die Menge
der rationalen Zahlen = 0 benachbart. Fiir benachbarte Teilmengen
M < N ist
A=Y+ Ly

Unter einem Stiick einer geordneten Menge A verstehen wir
eine Teilmenge J/, die zugleich mit zwei Elementen jedes zwischen
ihnen liegende Element enthilt (wenn also o< b zu M gehoren, soll
Al = I sein. Wir rechnen zu den Stiicken auch die Nullmenge
und die aus einem einzigen Element bestehenden Teilmengen.

Ist 3/ ein nichtverschwindendes Stiick, so muf jedes Element
von .{ — J[ entweder < ) oder > 1/ sein, wie unmittelbar aus der
Definition folgt. Demnach ist

A= 1 M4 Ay,
die frither definierte Menge /' ist hier mit M identisch. Zu jedem

Stiick )/ ist also eine Summendarstellung 4= P+ M4 Q }nﬁgliqh
(auch fiir /=0, wo diese Darstellung allerdings nicht eindeutig
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bestimmt ist); umgekehrt ist evident, daB bei dieser wie bei jeder
Summendarstellung 4'= 3 4; jeder Summand ein Stiick ist.

Der Durchschnitt beliebig vieler Stiicke ist wieder ein Stiick.
Die Summe zweier fremder Stiicke, deren keins Null ist, ist nur
dann ein Stiick, wenn die beiden Summanden benachbart sind; die
Summe zweier Stiicke mit gemeinsamen KElementen ist immer ein
Stiick. Die Summe beliebig vieler Stiicke, die paarweise mindestens
ein Element gemein haben, ist jedenfalls ein Stiick.

Anfangsstiick von 4 nennen wir eine Teilmenge M, die zu
jedem Klement gleichzeitig jedes frithere Element enthilt (wenn a
zu M gehdrt, soll 49 < M sein); entsprechend ist ein Endstiick zu
erkliren. Die Nullmenge betrachten wir sowohl als Anfangs- wie
als Endstiick. Fir ein nichtverschwindendes Anfangsstiick resp. End-
stiick gilt

A=DM-+ Ay resp, A= A¥-+ M,

d. h. eine Summendarstellung 4 = M+ Q resp. 4= P+ M (auch fiir
M=0 gilt das gleiche); umgekehrt ist der erste resp. letzte Sum-
mand einer Summe 4 ein Anfangsstiick resp. Endstiick von 4.

Anfangs- und Endstiicke sind spezielle Fille von Stiicken;
Strecken sind spezielle Fille von Stiicken, insbesondere Anfangs-
strecken von Anfangsstiicken, Endstrecken von Endstiicken. Summe
und Durchschnitt beliebig vieler Anfangsstiicke (Endstiicke) ist wieder
ein solches. Von zwei verschiedenen Anfangsstiicken (Endstiicken)
ist das eine eine Teilmenge des anderen.

Die oben definierten Mengen A¥, Ay, |M|, AY sind simtlich
Stiicke von .{. Die Menge |J| ist das Stiick, das mit M zugleich
koinitial und konfinal ist; A® |M| ist das Anfangsstiick, das mit
M konfinal ist, |1/| 4+ 4, das mit M koinitiale Endstiick. Bei be-
nachbarten Mengen M < N ist A¥ mit M konfinal, 4, mit N koinitial.

Wir geben wieder die Anfangs- und Endstiicke einer Summe
und eines Produkts, d. h. die Zerlegungen

A=B+0C

an (B und O seien von Null verschieden) Der Kiirze halber be-

merken wir voraus: fir eine nichtverschwindende Teilmenge A’
von 4 ist

A'= DA, B)+ DL, O) =B + s

sind B, 0" beide von Null verschieden, so sagen wir, daB 4" zerlegt
wird, andernfalls, daB 4’ unzerlegt bleibt. Ist nun

J
A=24,

wobei wir zur Vermeidung nutzloser Weitliufigkeiten alle Sum-
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manden =0 annehmen, so bleibt entweder jeder Summand un-
zeriegt und dann ist
J=EK4+L,

o

B=2X., C=
k

s

()

oder ein Summand .{, wnd nur einer w1rd zerlegt, und dann ist
Je K44+ L, 4,=DB+C,
K L
N ¢ R i
B=>U+B, =G+,
k {
Fir ein Produkt, bei dem wir uns wieder auf drei Faktoren
A=;.1,.

heschriinken wollen, ist zu unterachelden entweder bleibt die
Menge der Komplexe :a,.a,,a; mit festem a, stets unzerlegt, oder
eine dieser Mengen mxd zerlegt, aber die Menge der Komplexe mit
testem a; und a, bleibt stets unzerlegt, oder auch eine von diesen
Mengen wird zerlegt. .Je nachdem haben wir:
entweder 4, =B, +C,
B= 1,4,B,. C=.d,.1,0C;

oder

4, =B -+, 4,=B,+0,

B=dA;.1,B + ,Blay, C=_1,C,'a}+ 1,1, (:
oder
Ay =B, ~laj+C, 1,=B,+lai+C,, A, =B+ C,.
B=A4;.1,B + 4, B,a,| + By a,lla,,
C= C3,a,‘,ay+ Ay Cila == 2l 4, €

Wir schlieBen hier noch die Definition der relativen Dichtigkeit
an. Die Beziehungen koinitial und konfinal kénnen wir auch so
definieren: die (nichtverschwindende) Menge A ist mit )/ koinitial,
wenn es zu jedem KElement o von .| ein Itlement m von 3/ derart
gibt, daB m = «, oder wenn jedes Anfangsintervall A% !4} min-
destens ein Iclement von J/ enth#lt. A ist mit J/ konfinal, wenn
es zu jedem o ein m =g« gibt, oder wenn jedes Kndintervall
jai 4+ 4, mindestens ein Element von J/ enthilt. Nach dieser Ana-
logie definieren wir (allerdings mit verindertem sprachlichem Aus-
druck) fiir eine aus mindestens zwel Klementen bestehende Menge .{:
die Menge M= .1 heibt in .1 dicht, wenn es zu jedem Klement-
paar ¢~ b von A ein Elementpaar m <= von ) derart gibt, daB
a=m<n=>b, oder wenn jedes Mittelintervall laj+ .1’ + {3} min-
destens zwei Elemente von M enthalt. Hier gelten wiederum die
Transitivititssitze:
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III. Ist ¢ in B, B in 4 dicht, so ist auch Cin 4 dicht.

IV. Ist {=B=0C und C in 4 dicht, so ist auch C in B
und B in 4 dicht.

Fiir eine (absolut) dichte Menge 4 konnen wir einfacher sagen:
M ist in A dicht, wenn zwischen zwei Elementen von 4 stets ein
Element von M liegt. Z. B. ist die Menge der rationalen Zahlen
in der Menge der reellen Zahlen dicht.

§ 5. Stetigkeit.

Eine Zerlegung in zwei nichtverschwindende Stiicke
A=P+Q
moge ein Sprung heillen, wenn P ein letztes Element und @ ein
erstes hat; ein Schnitt, wenn P ein letztes und Q kein erstes,
oder umgekehrt P kein letztes und @ ein erstes Element hat; eine
Liicke, wenn weder P ein letztes noch @ ein erstes HElement hat.

Von zwei benachbarten Teilmengen M < N sagen wir, daB sie

die Zerlegung

A=AY+ Ay= P+ Q

bestimmen (P das mit M/ konfinale Anfangsstiick, @ das mit N
koinitiale Endstiick). Sie bestimmen einen Sprung, wenn M ein letztes
Element 7 und N ein erstes = hat, wobei m, » benachbarte Ele-
mente sind; einen Schnitt, wenn M ein letztes Element m = lim inf N
und N kein erstes, oder M kein letztes und N ein erstes Element
n=1lim sup M hat; eine Liicke, wenn weder M ein letztes noch N
ein erstes Hlement hat.

Eine dichte Menge war eine Menge ohne benachbarte Ele-
mente, d. h. ohne Spriinge. Ihre Zerlegungen sind also Schnitte
oder Liicken, Die Menge der rationalen Zahlen z. B. ist dicht; ihre
Schnitte sind, wenn r eine rationale Zahl ist,

P=4Ar+1ir}, Q=4,
und

P=4r, Q=i+ 4,.
Sie hat aber auch Liicken; ist namlich ¢ eine irrationale Zahl und
P die Menge der rationalen Zahlen <34, @ die der rationalen
Zahlen >i, so liefert P4 Q eine Liicke. Ahnliches gilt von der
Menge der irrationalen Zahlen.

Eine Menge (die Nullmenge und die aus einem KElement be-
stehenden Mengen ausgeschlossen), die weder Spriinge noch Liicken
hat, bei der also jede Zerlegung ein Schuitt ist, heift (im Dede-
kindschen Sinne) stetig; eine stetige Menge ist also dicht und
lickenlos. Die Menge aller reellen Zahlen ist stetig!; durch Kin-

! Daher die Namen Zahlenkontinuum, Michtigkeit des Kontinuums.
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fuhrung der irrationalen Zahlen in der Dedekindschen Art sind
" eben die Liicken der Menge der rationalen Zahlen ausgefiillt.
Dieses Verfahren liBt sich in folgender Weise auf eine beliebige
dichte Menge tibertragen,

Von zwei verschiedenen Anfangsstiicken einer Menge .{ ist, wie
wir schon bemerkten, das eine eine (echter Teilmenge des anderen;
hierdurch erscheinen diese Anfangsstiicke selbst geordnet, indem wir
von :welen dasjenige als das ,frithere* definieren, das Teilmenge
des anderem ist. Die so geordnete Menge der Anfangsstiicke hat
aber stets benachbarte Elemente, néimlich .(¢ und .¢4 3/, d. L
Anfangsstrecke und Anfangsintervall von 4, die zu einem Element
gehoren.

Nehmen wir jetzt 4 als offene, dichte Menge an und be-
schriinken uns auf diejenigen Anfangsstiicke P, die von 0 und _I
verschieden sind und kein letztes l}lement haben; diese P
bilden eine geordnete Menge R, von der wir zeigen wollen, daB sie
offen, dicht und stetig ist, und daB sie eine in ¥ dichte, mit 4
ihnliche Teilmenge A enthilt. In der Tat: jedem P entspricht ein
von 0 und 4 verschiedenes Endstiick Q (.1 = P~ ¢); dieses hat ent-
weder ein erstes Element g, in welchem Falle P= .1* eine Anfangs-
strecke und P+ Q ein Schnitt ist, oder es hat kein erstes Element
unl P4 © ist eine Liicke. Die schnittbestimmenden P, die Anfangs-
strecken, entsprechen vermdge P = .1 umkehrbar eindeutig den
Elementen ¢ von .1 und haben dieselbe Ordnung, bilden also eine
mit 4 abnliche Menge % = R; die liickenbestimmenden P bilden das
Komplement B ="11—9%A. Ist nun P eins unserer Anfangsstiicke,
p ein Element von P, so ist 47 < P, woraus folgt, daB P kein erstes
Element hat rund mit % koinitial ist); ist ferner ¢ ein Element von
Q= 14— P und zwar nicht etwa das erste (Q hat immer unendlich
viele Elemente, da . offen ist., so ist P< .19, also hat P kein letztes
Element (und ist mit % konfinal. % ist also eine offene Menge.
Ist P, =P, und p ein Element von P, — P, aber nicht das erste,
30 1st P, = 47 = P,; dies besagt, daB g dicht und ¥ in B d1cht

ist. Endhch sei
"B = SB] -+ S‘BZ

eine Zerlegung von P in zwei nichtverschwindende Stiicke, fiir deren
Elemente also durchweg P, = P, gilt. Die Summe P aller Mengen P,
ist wieder ein Anfangsstiick von .1, und zwar wie diese von O und 4
verschieden und ohne letztes Element; P ist also Element von P.
Dabei ist, wie unmittelbar ersichtlich, P, < P< P,; P ist also, wenn
es ein P, ist, das letzte, und wenn es ein P, ist, das erste. Die
Zerlegung B =P, +PB, ist demnach Jedenfalls keine Liicke; die
Menge P ist dicht und liickenlos, also stetig.
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Wir konnen diesem Verfahren, freilich mit Preisgabe der ein-
deutigen Bestimmtheit, eine etwas anschaulichere Fassung geben:
wir verschaffen uns eine zu 4 fremde Menge B, die mit der Menge B
der liickenbestimmenden Anfangsstiicke P Aquivalent ist, und iber-
tragen die Ordnung von P == U+ B! auf die aquivalente Menge 4 + B,
wobei die eineindeutige Beziehung zwischen 4 und ¥ durch die Zu-
sammengehorigkeit von ¢ und A* gegeben ist. Die Menge 4+ B
entsteht dann aus 4 durch Ausfilllung der Liicken, d. h. indem
man in jede Liicke P+ @ ein Element b einschiebt (P<b< @),
wodurch die 5 gegeniiber den o und auch untereinander geordnet
werden.

Ist 4 die Menge der rationalen Zahlen, so ist B die der irra-
tionalen, 4+ B die der reellen Zahlen. Was die Elemente & eigent-
lich ,sind*, bleibt dabei freilich unentschieden, ist aber auch gleich-
giiltig, da es nur auf ihre Ordnung zu den ¢ und untereinander
(und auf ihre Rechengesetze) ankommt; iibrigens kann man auch
die Anfangsstiicke P selber ,reelle Zahlen“ nennen, die schnitt-
bestimmenden rationale reelle Zahlen, die liickenbestimmenden irra-
tionale reelle Zahlen, und dann, auf die Gefahr einer Verwechselung
zwischen ¢ und 4* hin, die Weglassung des Beiworts ,reell® ver-
abreden.

§ 6. Dichte, stetige, zerstreute Mengen.

Wir wollen zunfichst die Bedingungen aufsuchen, unter denen
eine Summe
7
A =2 A
12
dicht ist. Um wieder triviale Weitldufigkeiten zu vermeiden, nehmen
wir die Summanden 4, simtlich als von Null verschieden an.

Zuntchst darf kein Summand Nachbarelemente enthalten; jedes
A, mub also entweder dicht sein oder aus einem einzigen Element
bestehen.

Enthilt ferner das Argument zwei benachbarte Elemente ¢ <,
so darf nicht gleichzeitig 4, ein letztes und 4, ein erstes Element
haben.

Diese Bedingungen sind auch hinreichend. Die erste sichert
die Existenz eines Elementes zwischen ¢ und b, wenn a, b derselben
Menge 4; angehoren; die zweite, wenn @ und b verschiedenen Mengen
A;y 4, angehbren. Beide Bedingungen sind u. a. erfiillt, wenn alle
A; und J dicht sind, oder, bei beliebigem J, wenn alle ., dicht

! Die Summen sind hier nur im Sinne der Addition ungeordneter Mengen
zu verstehen; die Elemente von % und B liegen ja durcheinander.
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sind und kein letztes Klement haben (gleichvicl ob sie ein erstes
haben oder unicht!, oder wenn sie dicht sind und kein erstes Ele-
ment haben. Also: Eine Summe dichter Mengen iiber ein
dichtes Argument ist selbst eine dichte Menge; eine Summe
dichter Mengen, die kein letztes (erstes) Klement haben,
st eine dichte Menge.

LaBt man die Summanden &hnlich werden, so folgt, daB ein
«von Null verschiedenes' Produkt B.{ dicht ist, wenn beide Faktoren
dicht sind, oder wenn der erste Faktor B dicht ist und kein letztes
erstes Element hat. Die Ubertragung auf ein Produkt von beliebig
vielen Faktoren liegt auf der Hand.

Beispiele. Man bezeichnet den Typus der (natiirlich geord-
neten) Menge der rationalen Zahlen mit 7, der reellen Zahlen
mit 2. Beide sind offen und dicht, % auch stetig. Kinfache lineare
und projektive Transformationen zeigen, daB diese Typen umkehrbar
stad 1" =9, =174 daB 2 auch der Typus einer Strecke reeller
Zahlen ist der Menge der Zahlen z< a, z>a, a< < by, 5 der
Trpus einer Strecke rationaler Zahlen (z < a usw. fiir rationale z,a,b).
144 und A+ 1 sind die Typen einseitig offener Intervalle,

G=1+21+1
der Typus eines Intervalls mit Endpunkten ww==r=p fir a <.

Durch Aneinanderreihen von Strecken resp. Intervallen erhilt man
Formeln wie diese
=i 147,
1+7=14+24+14+2=1+202=114 1l
=14+24+1424+147+...=(1+ Lo,
Atl=ud+12=d—-1n=0A+1o*,
=i+ Do =(1- Lao*
and dieselben fiir .

Dagegen sind die Typen 247 = 12, An, .o untereinander und
von % verschieden, da sie eine resp. »— 1 resp. unendlich viele
Liicken haben. Alle diese Typen sind nach unseren allgemeinen
Bemerkungen dicht, ebenso A7, (14 24y, (L4 1)y, G4, 4% 9? usw.
Hingegen sind 2., $2=14+7+2+A-+1 u dgl. undicht.

Wir fragen zweitens, wann eine Summe

J

A= .24' "Ii

mit nichtverschwindenden Summanden stetig ist. Nach de.n For-‘
meln in § 4 gibt es zwei Arten von Zerlegungen .| = B+ C in zwel
nichtverschwindende Stiicke. Bei den Zerlegungen der Form
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J=K+{is+L, 4, =B+0C,
L

K
B=234,+B, C=0C+ 24,
k l

wo B,, C, von Null verschieden sind, muB, damit B+ C ein Schnitt
in .{ sei, B,+ C, ein Schnitt in 4, sein. Also muB jeder Sum-
mand entweder stetig sein oder aus einem einzigen Ele-
ment bestehen.

Bei den Zerlegungen
X

K L
B=34, C=234,
k 1

(K,L = 0) sind folgende Fille zu unterscheiden:

(¢) K hat kein letztes, L kein erstes Element. Dann wiirde
auch B kein letztes, O kein erstes Klement haben. Dieser Fall ist
also auszuschlieBen: das Argument muB liickenfrei sein.

(f) K hat ein letztes Element k,, L kein erstes. Da dann
auch ¢ kein erstes Element hat, muB B ein letztes, d. h. 4; ein
letztes Element haben.

(y) K hat kein letztes Element, L ein erstes J,. Hier muB
Ay, ein erstes Element haben.

(0) K hat ein letates Element %k,, L ein erstes /,, Dann muB
Ay, ein letztes und A4, kein erstes, oder A;, kein letztes und 4, ein
erstes Element haben.

Diese notwendigen und hinreichenden Bedingungen sind etwas
verwickelt. Kinfache, hinreichende Bedingungen erhalten wir, wenn
wir den Fall (J) ausschlieBen: dann ist J stetig (von dem trivialen
Fall abgesehen, daf J nur ein Element hat), und da jedes Element i
von J die Rolle von %, oder /, itbernehmen kann, muB 4, ein erstes
und ein letztes Element haben. Also:

Eine Summe iiber ein stetiges Argument ist stetig,
wenn jeder Summand entweder aus einem Element besteht
oder eine stetige Menge mit zwei Randelementen ist.

Lassen wir alle Summanden #hnlich werden, so ergibt sich:
ein Produkt B4 ist stetig, wenn 4 und B stetig sind und B ein
erstes und ein letztes Element hat.

Z. B. ist der Typus =14+1+1 stetig, also auch A, ferner
9?2, und da dieser wieder ein erstes und letztes Element hat, auch
#*. 9 =% und allgemein 9 fiir jede natiirliche Zahl n.

Dagegen ist A+A=12 unstetig, denn eben diese Zerlegung
244 bestimmt eine Liicke; es ist der Typus der reellen Zahlen-
menge nach Weglassung einer Zahl, z. B. der negativen und posi-
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tiven Zahlen ohne Null. Auch 2* ist unstetig, denn da dies ein

offener Typus ist, so bestimmt die Zerlegung
M=JA4+14+1=24+R+21%

eine Liicke. Auch 2A* ist ein unstetiger Typus.

Wir nennen eine Menge zerstreut, wenn sie keine dichte
Teilmenge enthilt. Inshesondere sind die endlichen Mengen (zu
denen wir auch die Nullmenge rechnen) zerstreut. Jede Teilmenge
einer zerstreuten Menge ist selbst zerstreut.

Fragen wir wieder, unter welchen Bedingungen eine Summe

J
A ¥ §
1
mit nichtverschwindenden Summanden zerstreut ist. Die Sum-
manden miissen, als Teilmengen von ., zerstreut sein; desgleichen
das Argument, denn .1 enthdlt eine mit J dhnliche Teilmenge, be-
stchend aus je einem Element aller Mengen 1.

Umgekebrt ist dies auch hinreichend: eine Summe zer-
streuter Mengen iiber ein zerstreutes Argument ist selbst
eine zerstreute Menge. Bei dem Beweis dieser Behauptung
konnen wir die Annahme A4, =0 fallen lassen. Soll B eine dichte
Teilmenge von

J
d=24
szin, wo J und die 4, zerstreut si'nd, so schreiben wir
B,=2i.1,B), B= _ZJ'B'.
und indem wir nur diejenigen Indices beilbehalten, wo B, = 0:
B= ka.

Nach unpseren anfinglichen Bedingungen fiir die Dichtigkeit einer
Summe miissen die B, dicht sein oder nur ein Element enthalten.
Da sie als Teilmengen von .4, nicht dicht sein kinnen, so miissen
sie aus einem KElement bestehen:

N
B=2b{~K.
L

B kann also nicht dicht sein, da K nicht dicht ist, als Teilmenge
von J. Damit ist die Behauptung bewiesen.

Wir konnen hiermit einen fiir den Aufbau geordneter Mengen
wichtigen Satz beweisen, nimlich:

Jede geordnete Menge ist entweder zerstreut oder die
Summe zerstreuter Mengen iiber ein dichtes Argument.
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A sei eine beliebige geordnete Menge. Wir wollen einmal vor-
iibergehend ein Element o mit b kongruent nennen (¢ =17), wenn
entweder b=a
oder, fiir b>a, die Mittelstrecke A, zerstreut ist
oder, fiir b < a, die Mittelstrecke 4; zerstreut ist.!

Zunachst folgt aus a=1b auch b =a.

Ist ferner a =54, b=c, 80 ist auch e =¢. Um das zu zeigen,
konnen wir alle drei Elemente als verschieden annehmen, ferner
a < ¢ (indem wir andernfalls alle drei Kongruenzen umdrehen); fiir &
sind dann die drei Lagen

b<a<e, aLlb<le, ale<b
moglich. Im ersten und dritten Fall schlieBen wir, dafl 4 als Teil-

menge von A4S rvesp. A zerstreut ist. Im zweiten Fall ist die
Summeneigenschaft zu benutzen und zu schlieBen, daB

AS = AL+ (b} + 4
als Summe dreier zerstreuter Mengen wieder zerstreut ist.

Wir vereinigen jetzt alle mit einem gegebenen KElement a kon-
gruenten Elemente zu einer Menge 4(a), die jedenfalls das Kle-
ment a selbst enthalt. Ist & irgend ein von  verschiedenes Element
von (@), so ist A(b)= A(a), denn es ist a=b, und alle mit » kon-
gruenten Klemente sind auch mit o kongruent und umgekehrt. Zwei
solche Mengen, die ein Element gemein haben, sind also identisch.

Jede Menge A(a) ist selbst eine zerstreute Menge. Denn ent-
hielte sie eine dichte Teilmenge B, und sind b < ¢ zwei Elemente
von B, so wire auch B; dicht, wihrend dies doch eine Teilmenge
der zerstreuten Menge 4; ist.

Endlich ist A(a) ein Stiick von 4. Denn sind b < ¢ zwei ihrer
Elemente, d ein KElement zwischen beiden, so ist 47 als Teilmenge
von Aj zerstreut, also d=0b=a; d gehdrt zu A(a).

Zwei verschiedene Mengen A(a), A(b) haben, wie oben bemerkt,
kein Element gemein; ist a< b, so gehen alle Elemente von "A(a)
allen von A(p) voran (4(a) < A(b)). Nehmen wir aus jeder Menge A(z)

je ein Element heraus, so bilden diese eine Teilmenge J von .,
und es ist

J
A= 40).

Entweder besteht nun J aus einem einzigen Element, dann ist 4
selbst zerstreut. Wenn nicht, so kann J keine Nachbarelemente ¢ < &

! Inshesondere diirfen diese Mittelstrecken auch Null sein.
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enthalten: soust wiire niimlich (i) .1(k) zerstrent, also auch (%,
folglich .=k, withrend doch 4, k inkongruent vorausgesetzt waren.
In diesem Full ist also J dicht, . cine Summe zerstreuter Mengen

mit dichtem Argument,

§ 7. Abziihlbare Typen.

Die Menge der Typen einer bestimmten Michtigkeit a nennen
wir eine Typenklasse und bezeichnen sie mit T(a). Die Typen-
kiassen endlicher Miichtizkeit bestehen aus nur einem Typus: T\0)
aus dem Typus 0, T{n) aus dem Typus n. Von der Klasse 7(N,)
der abzahlbaren Typen kennen wir schon viele verschiedene Ver-
treter; wir zeigen jetzt, daB sic unendlich viele Typen enthiilt und
zwar, daB sie von der Miichtigkeit des Kontinuums ist.

Zundchst ist jede Typenklasse Tia) von der Michtigkeit = 209,
Betrachten wir nimlich der Reihe nach die Mengen mit folgenden
Elementen:

ieer die verschiedenen Tvpen der Michtigkeit a;

(3) die im Typus verschiedenen Ordnungen einer Menge .1 von
der Machtigkeit a;

(7) alle Ordnungen der Menge .{;

(0) alle Paarmengen :§ 1) P, die eine Ordnung von .1 hervor-
rufen;

&) alle Paarmengen P aus geordneten Paaren (a,b) mit ad=b;

12y alle Paarmengen P aus geordneten Paaren (a,b).

Hier ist e~f=y~d=e=, und ( ist das System der Teil-
mengen der Menge aller geordneten Paare. Diese Menge aller
Paare hat die Michtigkeit aa=a?, die Menge { also die Michtig-
keit 2°¢, und unsere gesuchte Menge eine Machtigkeit = 204,

Die Klasse T(®,) hat demnach eine Miachtigkeit

= BBy Bl =
Wir zeigen, daB sie auch eine Michtigkeit = X hat, also genau X.
Zu diesem Zweck betrachten wir etwa, wenn a=(q,,q,....) eine

Folge natiirlicher Zahlen ist, den Typus
o=Slo+n=a+1+a+ntat+it..
der Menge '
A=1{1,2,...,0)+ B +lo,+1,...,0, +a,i+ B, +
o, +a,+ 1,0 +a, +a}+ I+,
wobei alle R, der Menge der rationalen Zahlen #hnlich und unter-

einander sowie mit der Menge J der natiirlichen Zahlen fremd sein
sollen. 4 ist also eine bestimmte Anordnung der aus J und

R=R +R,+ R, +...

Hausdorff, Mengenlehre.
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gebildeten Surome J-4- R {aber nicht in der Ordnung J+ R oder
B4

Wir behaupten, daB die Zahlenfolgen ¢ und diese Mengen _{
oder ihre Typen ¢ einander umkehrbar eindeutig entsprechen, d. h.
dab zwei verschiedenen Zahlenfolgen auch verschiedene Typen ent-
sprechen, oder daB 4 mit

B={1,2,..,0 4+ B +1b, + 1,6 +b}+ R +...

nur dann #hnlich sein kann, wenn o, =0, a,=0,, a;=10,,....
Nehmen wir also die beiden geordneten Mengen 4 und B, die ja
aus denselben Elementen bestehen, #hnlich an. Die Elemente von
R haben sowohl in A4 als auch in B kein henachbartes Klement,
withrend die Elemente von J in beiden geordneten Mengen min-
destens ein benachbartes Element haben. Die Abbildung b =f(0)
kann also nur so geschehen, daB die Mengen R, J einzeln auf sich
gelber abgebildet werden, d. h. f(r) ein » und f(¢) ein ¢ ist. Auf
Grund der Ahnlichkeit ist die letzte Beziehung nur so moglich, daB

=1, (D=2, .., fl) =1, ..

Andererseits miissen die Elemente von J, die in 4 keinen un-
mittelbaren Nachfolger haben, auf ebensolche in B abgebildet werden.
Diese Klemente sind, der Reihe nach,

in A: a0 +a,,0, +a,+ag,...,
in B by,b, + by, b, + by by, e

b, =f(“1)=“u
b, 4+ b, = fla, + a,) = a; +a,, b, =a,

ist.

Also folgt:

usw.
Hiernach enthilt, da die Typen « abzihlbar sind, T(X,) eine
mit der Menge aller Folgen natiirlicher Zahlen #quivalente Teil-

menge; demnach ist die Machtigkeit dieser Typenklasse = N,M =¥
und mithin genau = X,

Natiirlich kénnte man statt der obigen Typen o andere wihlen;
wir laden den Leser ein, es z B. mit
240" to)=a + 0"+ 0 +a,+ 0" +o+..
zu versuchen.
Abzihlbare dichte Typen. Wir kennen deren vier, nimlich
7, Ld+n, n+1, 14941,
und es ist nun eine sehr bemerkenswerte Tatsache (zu der fiir

hﬁ}le?e Machtigkeiten kein Analogon oder nur ein sehr beschriinktes
existiert), daB es weitere abzihlbare dichte Typen nicht gibt, dab
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insbesondere jeder offene abzithlbare dichte Typus =5 ist. Wir
bewelsen niimlich die beiden Niitze:

1. Eine offene dichte Menge enthilt zu jeder abzihl-
baren Menge eine fihuliche Teilmenge.

Il. Zwei offene dichte abziithibare Mengen sind @hnlich.

B sei eine offene dichte Menge, .I eine beliebig geordnete
abzihlbare Menge, die wir also in Gestalt einer Folge

A=la,a,,a,,

bringen konnen, wobei die Rangordnung der a; in .{ aber nicht die
der Tndices zu sein braucht.

Dem @, ordnen wir ein beliebiges Element 5 von B zu. Dem
a, miissen wir ein Element b, zuorduen, das <b ist, je nachdem
a, =a, ist; solche Elemente b2 existieren smher, da b weder das
erste noch das letzte Element von B ist, und wir denken uns eins
von ihnen gewihlt. Sodann ist dem a, ein b, zuzuordnen, das zu
by, b, .dieselbe Rangordnung hat wie a, zu g, a,; auch solche b,
existieren sicher, sei es, daB a, zwischen «, und a, liegt oder beiden
vorangeht oder beiden nachfolgt, da ja in B kein Element das erste
oder letzte und keine zwei Elemente benachbart sind.

Man sieht hier schon den Umstand, auf den es ankommt und
der die unbegrenzte F01t=etzung des Verfahrens sichert. Angenommen,
wir hitten bereits zu a, «.....,a, passende Bilder b,,b,,..., b, be-
stimmt. Das nichste Element a,,, liegt entweder zwischen zZweien
der Elemente a, a,,...,a, oder geht allen voraus oder folgt allen
nach: in jedem Fall kann man ein Element 4, ., in entsprechender
Lage zu den b,,b,,...,b, wihlen, da B kein erstes und kein letates
Element und keine benachbarten Elemente hat. Demnach ist es
moglich, jedem Element @, ein passendes b, zuzuordnen; .{ ist mit
einer Teilmenge von B ahunlich (1)

Um weiter II zu beweisen, nehmen wir zwei offene, dichte, ab-
zihlbare Mengen

A=la;, a,,a, .|

BT, Uiy o]

(die Indices der b haben jetzt mcht dieselbe Bedeutung wie soeben)
und wenden das geschilderte Verfahren so an, daB wir abwech-
seind einem g, ein b, und einem b, ein g; zuordnen, dabei aber
durch Vorgehen in der Reihenfolge der Indices dafiir sorgen, daB
von beiden Mengen kein Element iibergangen wird. Wir ordnen
also dem g, =4’ irgend ein Element " zu; sodann sei & unter den
noch freien 5,, d. h. in der Menge B—{}’}, das mit niedrigstem
Index /z. B. wenn b =0, gewahlt war, 4" =0,; in jedem anderen
7*
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Falle v” =5,), und ihm ordnen wir ein o” zu, das zu o dieselbe
Ordnung hat wie &” zu &. Dann sei & unter den noch freien g,
d. h. in der Menge 4 —{d/, o}, das mit niedrigstem Index und 5"
ein passendes Bild dazu, danach wieder 5" das niedrigste noch
unabgebildete », und o”” ein passendes Bild usw. Die Existenz
passender Bilder! ist durch die Offenheit und Dichtigkeit beider
Mengen verbiirgt, und die Wahl der niedrigsten Indices schlieBt
das Ubergehen eines Elements aus; man sieht ja, daB nach den
ersten 27 Schritten die Elemente a,,...,a, und b,...,b, sicher ab-
gebildet sind. Also ist 4 mit B #hnlich, womit IT bewiesen ist.

Da nun jede dichte Menge nach Abtrennung etwaiger Rand-
elemente eine offene dichte Menge iibrig laBt, so gibt es nur die
vier oben aufgefithrten abzihlbaren dichten Typen.

Daraus folgen Formeln wie diese:

n=n+q=22=qn
=n+14+17+...=q0.
Allgemein ist =17, wenn « ein abzihlbarer Typus ist. Denn

alle diese Typen sind nach § 6 dicht, ferner offen und abz#hlbar.
Ebenso ist, wie wir schon wissen,
n=n+1+2,
L n=(+92=(+nn=(1+no;
allgemein ist (1 +7)e =147 oder =7, je nachdem e« ein erstes
Element hat oder nicht.

(1454 1Dn ist nur fir »=1 dicht; (14 %+ 1)e nur, wenn «
dicht ist, und zwar ist dann (1 +7+1)e=«.

Wir werden spiter zu den Sitzen I, II zwar ein Analogon fiir
hohere Méchtigkeiten kennen lernen (Kap. VI, § 8), aber nur unter
Hinzufiigung weiterer Forderungen auber der Dichtigkeit. DaB es
z. B. in der Typenklasse T(N) sicher unendlich viele offene dichte
Typen gibt, lehren schon die Beispiele

My A2 =A42d, AB=AtAdA, ..

von denen der erste Typus keine, der zweite eine, der dritte zwei
Liicken enth#lt usw.

Abzshlbare stetige Typen gibt es iiberhaupt nicht; denn
stetige Typen sind ja dicht, und die vier abzihlbaren dichten Typen
sind unstetig.

Wir konnen sogar noch mehr sagen. Kine offene dichte

* Man kann auch fiir diese noch festsetzen, daB man unter den in Be-
tracht kommenden a;, b; immer das mit niedrigstem Index wéhlen solle, und
dadurch die Abbildung vollkommen fixieren.
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Menge 4 enthilt nach 1 eine Teilmenge 13, die mit der Menge
der rationalen Zahlen &hnlich ist. lst B=P ¢ eine Zerlegung
von B, die eine Liicke definiert. so muB, wenn .I stetig sein soll,
zwischen P und @ mindestens ein Klement von A liegen; denn
wenn P, Q in 4 benachbart wiiren. wiirden sie auch dort eine Liicke
4= A%+ {p bestimmen. _{ enthiilt also eine Teilmenge ¢, die aus
B durch Ausfillung der Liicken entsteht, d. h. mit der Menge der
reellen Zahlen ihnlich ist. Andererseits sieht man noch: wenn I
in { dicht ist, so kann zwischen P und @ auch nur hdchstens
ein Element von . liegen. Das gibt den Satz:

III. Jede stetige Menge enthidlt eine Teilmenge, die
mit der Menge der reellen Zahlen dhnlich ist. Jede offene
stetige Menge, in der eine abzidhlbare Menge dicht ist,
ist mit der Menge der reellen Zahlen &hnlich.

Die Typen $=1+4+141+41 und 9 sind, wie wir sahen (S. 94),
beide stetig, aber verschieden. In ¥ ist nimlich eine abzihlbare
Teilmenge dicht, in &2 gibt es keine solche. Denn &2 ist der
Tvpus der lexikographisch geordneten Menge von reellen Zahlen-
paaren 2, b); eine in dieser Menge dichte Teilmenge muB fiir jedes a
mindestens ein Paar enthalten (sogar eine solche Menge von Paaren,
die in der Menge aller Paare mit diesem bestimmten o dicht ist),
ist also von der Michtigkeit des Kontinuums. Der Beweis, daB alle
Potenzen 9" verschiedene Typen sind, ist nicht ganz so einfach.

Flnftes Kapitel.
Wohlgeordnete Mengen. Ordnungszahlen.

§ 1. Wohlordnung.

Bei dem Versuch (Kap. IV, § 1), die Eigenschaften der natiir-
lichen Zahlenreihe auf unendliche Mengen zu iibertragen, haben wir
zundchst das Moment der Ordnung beriicksichtigt. Die Zahlen-
reihe ist aber eine sehr spezielle geordnete Menge, und ihre Funk-
tion als Instrument zum Z&ihlen kniipft sich gerade an eine solche
spezielle Eigenschaft, daB nimlich, wenn man bis » gezihlt hat,
nunmehr eine nichstfolgende Zahl » -+ 1 an die Reihe kommt. Anders
ausgedriickt: wir haben hier eine geordnete Menge 4 von der Be-
schaffenheit, daB bei jeder Zerlegung 4 =P+ Q das Endstiick Q
(falls es Elemente enthslt) ein erstes Element hat. Diese Eigen-
schaft iibertragen wir auf beliebige Mengen. Kine geordnete Menge 4
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Leife wohlgeordnet und ihr Ordnungstypus eine Ordnungszahl,
wenn jedes von Null verschiedene Endstiick ein erstes
Element hat.

“Wir konnen auch sagen: 4 ist wohlgeordnet, wenn jede
von \Null ‘verschiedene Teilmenge 4’ ein erstes Element
hat. Diese Bedingung ist ja offenbar hinreichend, aber auch not-
wendig; denn (Kap. IV, §4) 4’ bestimmt das mit ihm koinitiale
Endstiick, dessen erstes Element auch das erste Element von 4 ist.
Es ist in der Definition eingeschlossen, daBl auch 4 selbst ein erstes
Element haben muB. Jedes Anfangsstiick der wohlgeordneten
Menge ist, wenn nicht 4 selbst, eine Anfangsstrecke, denn dann
hat 4 — 4" ein erstes Element ¢ und es ist 4'= 4.

Jede endliche Menge ist wohlgeordnet; wir betrachten auch die
Nullmenge als wohlgeordnet. 0,1,2,... sind also Ordnungszahlen.

Die natiirliche Zahlenreihe ist wohlgeordnet, also auch w ist
eine Ordnungszahl. Das Gleiche gilt von w+n, o4 o u dgl,
wihrend die Typen w* #,4 keine Ordnungszahlen sind. In einer
wohlgeordneten Menge gibt es keine Teilmenge vom Typus w* (auch
dies konnte als Definition genommen werden).

Jede Teilmenge einer wohlgeordneten Menge ist wohlgeordnet.

Eine Summe wohlgeordneter Mengen iiber ein wohl-
geordnetes Argument ist wohlgeordnet. Denn ist

J
A=34,,

wo J und die 4, wohlgeordnet sind, so hat 4, falls >0, ein erstes

Element. Ist namlich K die Menge der Indices ¢, fir die 4,>0, so ist
K
A=Z4,;
k
nun hat K ein erstes Element %, (als Teilmenge von J) und 4, ein
erstes Element, das denn auch das erste Element von A4 ist. Jede
Teilmenge A" von A ist wieder eine solche Summe
o b
A4 =ID(4, 4)= 2 4/,
wo Jund die 4(< 4,) wohlgeordnet sind, und hat also, falls =0, ein
erstes Element; demnach ist 4 wohlgeordnet.
LaBt man die Summanden #hnlich werden, so folgt: ein Produkt
wohlgeordneter Mengen ist wohlgeordnet.
Kine Summe von Ordnungszahlen mit wohlgeordnetem Argument
und ein Produkt von Ordnungszahlen ist also wieder eine Ordnungs-
zahl. Beispiele: w4+, o+ 0, on, oo =% o,

2ot = o+ 0?4+ o° 4 ... usw.
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0y

3 2. Die Vergleichbarkeit der Ordnungszahlen.

Jedes Klement « einer von 0 verschiedenen wohlgeordneten

Menge . bestimmt die Aufanusstrecke
R

der Elemente < & und das Endintervall

A= X=loj+4 4,
der Elemente =u; wir nennen hier (im AnschluB an die Cantor-
schen Bezeichnungen) N auch den durch » bestimmten Abschnitt,
A4 —X den durch » bestimmten Rest von 4. Es ist stets 4> X.
Ist » das erste Element von ., so ist N =0, 4 — X = 4.

I. Eine wohlgeordnete Menge ist niemals einem ihrer
Abschnitte dhnlich.

Dieser Sutz ist ein Spezialfall des folgenden:

II. Ist @’=f(a) eine &hnliche Abbildung der wohlgeord-
neten Menge . auf eine ihrer Teilmengen ., so kann kein
Flement auf ein fritheres abgebildet werden, d. h. niemals
fla) < a sein.

Gibe es niamlich solche Elemente, fir die f(a)<a wire, so
wiirde die Menge dieser Elemente, als von 0 verschiedene Teilmenge
von ., ein erstes Element ¢ haben. Danach wire

ad={fla)<a, d<a,
wegen der Ahnlichkeit der Abbildung also

fid) < fla), fla)<a
und im Widerspruch zur Annahme gibe es vor o ein noch fritheres
Element o' von der genannten Eigenschaft.

Aus dem hiermit bewiesenen Satz II folgt I unmittelbar; denn
solite a’=fla) eine #hnliche Abbildung von 4 auf 4'= 4" sein, so
miiBte ja fix) zu .{" gehdren, also f(z) <z sein.

Wir definieren jetzt fiir zwei Ordnungszahlen ¢, die Beziehung
(1 w3 oder f>a
(e« ist kleiner als 2, S ist groBer als «), wenn die Menge 4 vom
Typus « einem Abschnitt der Menge B vom Typus 3 #hnlich ist.
Offenbar kommt es auf die Mengen 4, B selber nicht an: sie konnen
durch 3hnliche ersetzt werden.

Aus v < B, <y folgt « < y; denn ist .1 einem Abschnitt von B,
B einem Abschnitt von C #hnlich, so ist 4 einem Abschnitt eines
Abschnittes von (, also einem Abschnitt von C #hnlich. Das
Zeichen < (und ebenso >>) befolgt das transitive Gesetz.

Aus I folgt nun sofort, daB niemals ¢ < e« ist, d.h. die Re-
lationen ¢ < f und « = schlieBen einander aus. Kbenso schlieBen
einander die Relationen ¢ >f und ¢ =pf aus.
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Ferner schlieBen die Relationen « <8 und « > # einander aus;
denn aus e< 3, f< e« wirde ¢ <e folgen (nach dem transitiven
Gresetz).

Von den drei Relationen zwischen Ordnungszahlen

= j
kann also hochstens eine eintreten. Wir zeigen jetzt, daBl auch eine
davon eintreten muB, daf also zwei Ordnungszahlen stets vergleich-
bar sind.

Wir fithren hier eine im folgenden durchweg festgehaltene Be-
zeichnung ein:

W(e) = Menge der Ordnungszahlen < «.
Zunichst zeigen wir, daB jede wohlgeordnete (von Null verschiedene)
Menge 4 vom Typus ¢ mit W(e) dhnlich ist. Jedem Element g
von A entspricht ein Abschnitt X und eine Ordnungszahl §< e,
wobei, fir x <o/,  ein Element von X’, also X ein Abschnitt von X’
und §< & ist. Andererseits entspricht jeder Ordnungszahl §, die
kleiner als ¢ ist, mindestens ein Abschnitt X von 4, und nach dem
soeben Festgestellten auch nicht mehr als einer. Durch die Zu-
ordnung zwischen z und dem Typus £ des zugehdrigen Abschnitts
wird also die Menge A4 auf die Menge W(«) aller Ordnungszahlen
< ¢ dhnlich abgebildet, d. h. W(e) ist wohlgeordnet und vom Typus e
Zu beachten ist, daB zu W(¢) die Zahl 0, als Typus des zum ersten
Element von 4 gehorigen Abschnitts, mitzurechnen ist. Diese Zu-
ordnung berechtigt uns, die Menge 4 mit Hilfe von Indices in der
Gestalt
A={ay,ay,..,0,...}

zu schreiben, wobei jeder Zahl &(< «) eindeutig umkehrbar ein
Element a, entspricht und die Ordnung der Elemente in 4 mit der
Groflenordnung ihrer Indices identisch ist (o, =¢ fir =)

Fiir eine natiirliche Zahl  ist W(n)={0,1,...,n — 1}, denn dem
pt® Element der Menge 4 (p=1,2,...,n) entspricht als Abschnitt
die Menge der p —1 vorhergehenden Elemente, also die Ordnungs-
zahl p—1. W(n) ist vom Typus n. Ebenso ist

Ww)={0,1,2,...},
denn ist 4 vom Typus w, etwa die natiirliche Zahlenreihe, so ent-
spricht ihrem pt» Element wieder die Ordnungszahl p —1. W{w)ist
vom Typus w.

W(0) ist =0 zu setzen, d. h. die Nullmenge, wahrend (1) die
aus der einen Zahl O bestehende Menge {0} ist.

Mit Hilfe der Mengen W(«) ist nun der Vergleichbarkeitsbeweis
einfach zu fithren. Jeder Abschnitt von /() ist durch ein Element §
von W) bestimmt, besteht also aus allen Zahlen < e, die zugleich
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§ sind, also wegen § <« aus allen Zahlen < §, und ist folglich
wmit "% identisch. Jedes Anfangsstiick von 117(e) ist 1¥(e) selbst
oder ein Abschnitt, d. h. ist ein 1) mit &=« Dies voraus-
geschickt, seien « und B zwei Ordnungszahlen. Der Durchschnitt
D=72 (W, 13) ist ein Anfangsstiick beider Mengen, da zugleich
mit einer Zahl & auch jede Zahl < §& zu D gehort. Demnach ist
D=1 mit 0=«, d=3. Das gibt die vier Fille:

d=e, d=pF:u=4,

0I<u, d=F:a>f,

O=w«, 0L alp,

0<e, 0,3,
Aber der vierte Fall ist ausgeschlossen, weil dann & zugleich zu
M) und 117G), also zu D= 1I"(0) gehdren wiirde, wihrend diese
Menge nur die Zahlen < ¢ umfafit.

Damit ist der Vergleichbarkeitssatz bewiesen:

III. Zwei Ordnungszahlen «,3 sind stets vergleichbar,
d. h. es besteht zwischen ihnen eine und nur eine der drei
Relationen

ald, e=f, «>f.

Ist insbesondere .{1= B, so ist «=f. Dann wire «>#, B also
einem Abschnitt B’ von .{ dhnlich, der durch das Element z be-
stimmt ist, so wiirde bei der #hnlichen Abbildung ¥ = f()) von B
auf B” im Widerspruch zu II f(z)< « sein.

Natiirlich kann 4 < B und dennoch ¢ =/ sein, da 4 keinem
Abschnitt von B #hnlich zu sein braucht. Z. B. haben die unend-
lichen Teilmengen der natiirlichen Zahlenreihe alle den Typus .

IV. Jede Menge von Ordnungszahlen ist, wenn diese
Zahlen der GroBe nach geordnet werden, eine wohlgeord-
nete Menge.

Eine nichtverschwindende Menge 17”7 von Ordnungszahlen hat
ein erstes Element; denn ist « eine zu W gehorige Zahl und noch
nicht die kleinste, so hat D(W, 1/{«)) als von Null verschiedene
Teilmenge der wohlgeordneten Menge W(e) eine kleinste Zahl, und
diese ist die kleinste Zahl von 77. Da von jeder Teilmenge von W
das Gleiche gilt, so ist W wohlgeordnet und kann, falls sie vom
Typus. £ ist, in der Gestalt

(2 W={a0,cz1,..',an,...} (7 < f)
geschrieben werden, wobei die GroBenordnung der Zahlen e, zu-

gleich die ihrer Indices ist.
Zu jeder Ordnungszahl gibt es grofere. Sind 4, C wohlgeordnet
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und fremd, C von Null verschieden, so ist 4 ein Abschnitt von
A+ 0, also
e+y>ea fir y>0;

umgekehrt ist jede Zahl §> ¢ in dieser Form £ = & + y darstellbar,
denn ist 4 einem Abschnitt 4’ von B ahnlich, so ist B=4'+C
Da ¢ mindestens ein Element haben muB, so ist ¢ 4+ 1 die nichst-
grioBere Zahl iber w.

Auch zu jeder Menge 17 von Ordnungszahlen gibt es groBere
Ordnungszahlen.! Fiir die Menge (2) ist z. B.

o= Z(a”—l— 1)
7

eine Zahl >W; denn es ist, fir jedes 7, a=e,+1>¢,. Unter
den Zahlen > W gibt es eine kleinste, denn wenn ¢ noch nicht die
kleinste ist, so hat die Menge der Zahlen von Wi(e), die >W sind,
eine kleinste Zahl, und diese ist die gesuchte. Der Leser wird
iibrigens leicht feststellen konnen, daB die kleinste Zahl o> W der
Typus der Menge ist
W(o)=& W(e,+1).
7

Eine Ordnungszahl 1 >0 ohne unmittelbaren Vorginger nennt
man eine Limeszahl; sie ist der Typus einer nichtverschwindenden
Menge W (i) ohne letztes Element. Die kleinste Limeszahl ist o.
Hat die nichtverschwindende Menge W von Ordnungszahlen kein
letztes Element, so ist die niichstgroBere Zahl eine Limeszahl, die
man mit? '

A=lm W
oder bei der Schreibart (2) auch mit
. W (8
A=lime =lime,
n /]

bezeichnet (wobei auch 8 eine Limeszahl ist). Jede Limeszahl A ist
Limes von W(2) und denjenigen Mengen, mit denen 7(i) konfinal
ist. Z.B. ist & Limes der Menge W (w) aller endlichen Zahlen
0,1,2,...,v,..., aber auch jeder unendlichen Menge von endlichen
Zahlen ey < o <o, < ..., also @ = lim» = lim e,

Zwischen Summe und Limes besteht folgende Beziehung. Ist

Jeder Zahl 5 < £ eine Ordnungszahl d, zugeordnet, so betrachte man
die Summen (¢, = 0)

W ()
«,= ?55’ 2

: Die G.resamtheit aller Ordnungszahlen ist also keine Menge (Kap. I, §,1)'
* Im Smrfe von Kap. IV, § 4 sollte lim sup W geschrieben werden; 1n-
dessen sind bei wohlgeordneten Mengen untere Limites nie vorhanden.
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also
o, =0, ey=0,+9d,, ¢, =0+0 +7,, ...
=210, —}—5 + 04+ =0, +0, 4. T
Allwemem ist dann «; die kleinste Zabl, die =¢, ,, fir jedes 7.
Dab in der Tat «;=¢, 41> 1st evident. und dafl e, die kleinste
dieser Zahlen ist. tolgt aus der in I\ap 1V, § 8 gegebenen Formel
fiir die Abschnitte (Antangsstrecken' einer Summe, wonach jede Zahl
< «, von der Form rz,l+(5 ist \() " ein Abschnitt von ¢ o) also ein
Abschnitt von aq—l—é‘q:a”H und demgemif < e« fir ein be-
stimmtes 7.
st insbesondere jedes d_ > 0. so ist &, < @, fiir £ < #; ist auber-
dem 3 eine Limeszahl, so ist eine Zahl >a auch >, (fiar
jedes 1) und umgekehrt, also ist in diesem Fall
y = lim e

4L

7+1

n?’
die ganze Summe Limes der Menge ihrer ,Partialsummen®. Z. B.
gilt fir 7= die Formel

Oy 4+ 40,4+ .. = lim (5, + &, + ... +0)),

die der Definition der Summe einer konvergenten Reihe in der
Analysis dhnlich ist. Beispielsweise erhiilt man fiir J, = w* (0, =1)
O+ =140=0,
o+ 0, + 0, =0+ 0=0(l+ 0)=w? usw,
l+w4+w+wd+ ... =lime.

Wir stellen hier noch einige fiir die Rechnung mit Ordnungszahlen
wichtige Formeln zusammen.
‘Ai Ungleichungen. Aus «<f folgt:
ptae<p+p,
ct+u=p+up,
pae<up fir u>0,
cin=pu.
Denn wenn « < 3, so ist f=w«+y (y>0) und vice versa, wie wir
schon gesehen haben; folglich
ptf=ptaety>p+ea,
pf=patpy>pe,
letzteres nur, wenn uy >0, also u>0. Zu einer Ungleichung
darf also links ein Summand resp. ein von Null verschiedener Faktor
gesetzt werden. Bei Anbringung eines rechten Summanden oder
Faktors kann auf Grund der Teilmengeneigenschaft nur auf = ge-
schlossen werden, nicht auf < ; als Beispiele dienen
l4+0=24+w, lo=2m.
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Die Umkehrung dieser Aussagen liefert:
Aus p+ae<p+f oder adp<f4+p folgt a<p.

Aus pta=p+p folgt o =g.
Aus pae<uf oder au<fu folgt o< p.
Aus pe=pp und  u>0 folgt «=p.

Aus a+ p=f + u folgt & = f nur fir endliches u (durch wieder-
holten SchluB von & + 1 =4+ 1 auf ¢ = f3); fiir unendliches p=w ist
etp=a+ltpu=c+2+p=... Aus cpu=_pFu folgt «=p nu,
wenn u=v-41 weder 0 noch eine Limeszahl ist; denn nehmen wir
o=p an, so ist evt+ao=Fv+pf=cv+p, also ¢ =4 und dem-
nach ¢=p. Fir p=0 hingegen ist immer oy =Fu und fiir eine
Limeszahl p=wa (vgl. S. 109) ¢p=c2p=adp=....

(B) Subtraktion. Ist >, so kann man, wie wir gesehen
haben, =&+ & setzen, und die Zahl & ist dadurch eindeutig de-
finiert (aus e+ §=ea+ & folgt £ =§'). Diese eindeutige Auflosung
der Gleichung

e+&=p
fir 8>« bezeichnen wir mit
| f=—atp
(nicht § —«), so daf
@+ (= a+f)=F;

wir dehnen dies auch auf den Fall 8=« aus und haben dann §=0
zu setzen. & ist der Typus der Menge W(B)— W(«).
Dagegen hat die Gleichung

1+oe=f
selbst unter der jedenfalls notwendigen Voraussetzung §=« nicht
immer eine Auflésung 7; z. B. ist die Gleichung 5 4- 1 = & unlésbar,
da o der Typus einer Menge ohne letztes Element ist. Wenn sie
auflosbar ist, so folgt aus dem oben Gesagten, daB sie fir end-
liches ¢ eine einzige, fiir unendliches ¢ unendlich viele Losungen
hat, nimlich neben 4 jedenfalls auch 541, #+2,... Falls die
Gleichung losbar ist, so bezeichnen wir ihre kleinste Losung mit

1= —c,
Bt a=p.

Insbesondere ist der unmittelbare Vorginger einer Zahl g, wenn sie
einen hat, mit #— 1, der etwaige unmittelbare Vorginger dieser Zahl
mit §—2 zu bezeichnen usw.

(C) Division. Ist «>0, >0, so ist jede Zahl {<efl in
der Form

s§ daB

{=an+§ E<a, 1<p)
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darstellbar.  Das folgt aus der in Kap. IV, § 8 angegebenen Dar-
stellung fir die Abschnitte (Aufangsstrecken) cines Produkts.
Ist « >0, so ist jede Ordnungszahl ¢ in der Form

2

o c=ant+§ (<)
darstellbar. Denn ist £ irgend eine Zahl >, also { < g =1-f=eapB,
s0 tritt der ebengenannte Fall ein.

Es kommt noch hinzu, dab §,7 durch e, eindeutig bestimmt
sind. Denn wenn

ei+E=wi+§ (<e, E<a),
so muB zuniichst 5 = sein, denn wire etwa 7 < 7/, s0 wire
untéi<ante=a+h=ar=ar+§.
Aus ¢+ E=crn+ & folgt'dann E=§".
Die Formel {3) ist der entsprechenden bei endlichen Zahlen

ganz analog; gewissermaBen ist 5 der Quotient, & der Rest der
Division von £ durch .

Z. B. ist (¢ =2) jede Zahl in einer der beiden Formen
271, 2541 darstellbar, also ,gerade“ oder ,ungerade; oder (¢ = w)
jede Zahl ist in der Form wy+» (r=0,1,2,...) darstellbar, eine
Limeszahl folglich in der Form 1.

Man kann dieses Verfahren fortsetzen und erhilt so eine dem
Euklidischen Algorithmus oder der Kettenbruchentwicklung fir
rationale Zahlen analoge Formelkette. Zwei Zahlen ¢, ¢, (¢, >0)
bestimmen nach dem Obigen zwei Zahlen #,,«, so, daB

oy =y + oy (e > ).

Ist noch ¢, >0, so bestimmen e, e, wieder zwei Zahlen 7,, ¢,
so, daB
o =ty 1, + 0ty (02, > t).

Ist auch noch ¢, >0, so erhilt man wieder
ty =y 7y + 1y (0£3 > €2;) USW.

Wegen e, > «, >, > ... mub der Prozef nach einer endlichen An-
zahl von Schritten zu Ende kommen, da es keine Menge von Ord-
nungszahlen gibt, die den Typus w* hat (jede Menge von Ordnungs-
zahlen ist wohlgeordnet) Ks muB also fiir eine natiirliche Zahl »
sich ergeben

Oy = Uy 3 Uy + &, (g1 >, >0),

an—-l = un M+
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Beispiel: fir ¢y=w3+17, ¢, =02+ 5 findet man:
03—{—7—(002—1—5) l+(w+ 1),
024+5=@+T7)1 +(®+5),

w+T=w+5)-1 +2,
o+5=2-(w+2) +1,
2=1.2,
Wir kommen auf diesen KettenbruchprozeB spiter zuriick
(Kap. VI, § 9) ]
(D) Limesformeln. Ist W={ety, 0050 0,,...} eine der GroBe
nach geordnete Menge von Ordnungszahlen ohne letztes Glied, ihr
Typus £ also eine Limeszahl, so ist

{4) livm (w+e)=p+ li;n o,
(5) li;n pe, = li;n e, (u>0).

Beweis. Es sel «,=Ilim o,, also die erste auf alle Zahlen
von W folgende Zahl. Zunichst ist, wenn &< 7 < f, o, < 0, also
wt+ 645 <p+e,
v, <pe, (fir p>0);
die Zahlen p - e, und, fu1 u>0, die Zahlen pe, bilden also wieder
eine Menge (vom Typus f) von Ordnungszahlen Ferner ist
W+ wlg > u+ wna
die Zahl 7 ist also grofer als alle Zahlen ;4—}-05 Sie ist aber
die kleinste Zahl dieser Higenschaft, denn soll eine %ahl >pte,
sein, fiir jedes 5, also jedenfalls >, 80 kinnen wir sie in der
Form u—l—a annehmen, und dann folgt aus pto>pte, daB
@>e,, also a>(yﬂ, demnach u+ o= p+ «,.
Ebenso ist, fir >0,
By >yu 3

Daf pe, wieder die kleinste Zahl dieser Art ist, folgt so: jede
Zahl ¢ kann nach (3) in der Form

(=patv W<y
angenommen werden. Soll ¢ > «, sein, so folgt
me, <pe+vule+1),
also 41 >, folghch e+ l=cy. Da «, Limeszahl ist, so ist
hier das G‘rlelchheltszelchen ausgeschlossen, also «+1>e,, =w, und
(=pae=pe,

Damit sind die fraglichen Formeln bewiesen.

Die Nachsetzung des Summanden resp. Faktors p in diesen
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Formeln ist schon aus dem Grunde unzulissig, weil die Zahlen
e, +p und ¢« p gar nicht mehr eine wohlgeordnete Menge ohne
letztes Glied zu bilden brauchen,

Beispiele: durchliuft » die endlichen Ordnungszahlen 0, 1,2, ...,
so 1st

lim»r=aw,
also
lIme+r =0+n=wn?,
im(@2+r=w2+ow=unl,
limor=wow=wn* usw.

Wir schlieBen diesen Paragraphen mit einer Darstellung des
Anfangs der Zahlenreihe, d. h. der Menge W(g) fiir hinlinglich
groBes «. Zuniichst kommen die endlichen Zahlen

0,1,2,...
Auf diese folgt, als Typus der Menge dieser Zahlen, die Zahl o,
der dann @+ 1, @ + 2 usw. folgen, also
w,w+1. 0o4+2, ...
Auf diese Zahlen folgt, als Typus der Menge
0, 1,2,..., 0, 04+1, ©4 2, ...},

die aus zwei Folgen bestelt, die Zahl w 4+ ® =w2 und demnach

w2, 024+1, @®2--2, ...
Auf diese wieder folgt, als Typus einer aus drei Folgen bestehenden
Menge, die Zahl »3, also

w3, w3+1, w342, ... usw.

Die Menge aller dieser Folgen. eine Folge von Folgen, hat den
Typus

o+m-to+ .. =00=0n?
und dies ist die erste auf alle Zahlen ww», 4 v, (v,, %, endlich) folgende
Zahl, aber auch die erste auf alle Zahlen ww folgende Zahl.

Der weitere Fortgang in der Reihe der Ordnungszahlen vollzieht
gich immer nach dem Prinzip, daB « der Typus der Menge W («)
aller vorangehenden Zahlen ist. Wir deuten noch die n#ichsten
Schritte an. Auf w? folgen unmittelbar «®4+ 1, w2+ 2, ..., w24+ o usw,,
also die Zahlen

0wy, 1,
in derselben Reihenfolge wie vor w? die Zahlen v, + v,. Die Menge
aller dieser Zahlen und der vorhergehenden besteht jetzt aus zwei
Doppelfolgen vom Typus w? hat also den Typus w?+ w?=w?2. Es
folgen also nunmehr die Zahlen

w22 + wv, +v,,
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dann die Zahlen
0?3 + wv, + v, usw.,
und auf alle bisherigen Zahlen
w?v, + wv, + v, (vy,7,,v, endlich)
folgt als Limes der Typus einer Folge von Doppelfolgen, also
0+l + ot .. =0 =0d,
der Typus einer dreifachen Folge und zugleich, beispielsweise, die
erste auf alle Zahlen w?» folgende Zahl (lim w?y = 0’0 = v’

Den Anfang von W(x) bei hinreichend groBem « machen also

die Polynome in @
o™, + o™ v, 4+ ...+ o, +ov, +,
mit endlichen Koeffizienten »;v,...7,. Die nichste auf alle diese
folgende Zahl, oder der Limes der Menge {w,»? w3, ...} ist in der
bisherigen Form nicht ausdriickbar und verlangt, wenn man nicht
bei einer Darstellung wie
o+ 0?+ o’ + ...

bleiben will, die Einfithrung eines neuen Zeichens. Durch die in § 4
zu besprechende Definition von Produkten und Potenzen kann
diese Einfithrung an eine spitere Stelle verschoben und fiir die jetzt
in Betracht kommende Zahl noch das Zeichen w® verwandt werden.

§ 3. Transfinite Induktion.

Der Leser wird an dieser Stelle gern einen kurzen Blick riick-
wirts tun und der genialen Schépfung G. Cantors, dem System
der Ordnungszahlen, seine Bewunderung nicht versagen. Die letzten
Betrachtungen iiber den Anfang dieses Systems zeigen, daB die
paradox scheinende Idee, iiber die endliche Zahlenreihe hinaus den
ZzhlprozeB fortzusetzen, wirklich ausfithrbar ist, und zwar nicht in
einer nebelhaften Weise mit fragwiirdigen Unendlichkeitssymbolen
wie oo, sondern nach einem prizisen Gesetz, das an jeder Stelle
des Zahlensystems die nunmehr folgende Zahl als Typus der Menge
aller vorangehenden Zahlen eindeutig bestimmt. Fir die wohl-
geordneten Mengen ist damit auch das Postulat erfiillt, daB der
ZshlprozeB nicht nur die ganze Menge, sondern auch ihre Elemente
»zihlen% ihnen namlich bestimmte Zahlzeichen als Nummern oder
Indices zuordnen solle; denn die Elemente einer wohlgeordneten
Menge 4 vom Typus ¢ werden eben durch die Zahlen der Menge W(«)
in diesem Sinne gezihlt, d. h. umkehrbar eindeutig reprisentiert.

~ Die Tragweite dieser Theorie der Ordnungszahlen werden wir
noch an vielen Stellen kennen zu lernen haben. Hier muf zunachst
auf eine weitgehende Analogie mit der Reihe der endlichen Zahlen
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als die wir, der formalen Ubereinstimmung wegen, die der natiir-
lichen Zahlen einschlieBlich 0, also diec Reithe »r=0, 1, 2, ... be-
trachten) hingewiesen werden, uiimlich auf die Anwendbarkeit des
sogenannten vollstiindigen Induktionsschlusses. Der Leser
kennt aus zahliosen Beispielen den Schluf von » auf r41, der
besagt: eine Aussage £} beziiglich der endlichen Zabl » ist fir
Jedes » richtig, falls f(U) richtig ist und falls aus der Richtigkeit
von sy aut die vou f(r-- 1) geschlossen werden kann. Im Gebiete
der endlichen und unendlichen Ordnungszahlen gilt nun ein #hn-
liches SchluBvertahren, nimlich:!?

Eine Aussage fie) beziiglich der Ordnungszahl « ist
fir jedes « richtig, sobald f{0) richtig ist und sobald aus
der Richtigkeit aller /if) fiir §<e« auf die Richtigkeit von
fle) geschlossen werden kann.

In der Tat, wire etwa /i) unrichtig, so ist die Menge der-
jenigen Zahlen von 1i"3 4 1) (d. h. der Zahlen =p), fir die fle)
unrichtig ist, von Null verschieden und hat als Menge von Ordnungs-
zahlen ein erstes Klement «; es wiire also « die kleinste Zahl, fiir
die f(e) unrichtig ist. Hier ist ¢ > 0. da f0) als richtig angenommen
war. Fir alle Zahlen §< e ist fi& richtig, daraus sollte aber
vorausge-etztermaBen die Richtigkeit von f(«) folgen, und die An-
nahme, f(e«) sei unrichtig, ist also zu verwerfen.

Wir werden diesen vollstiindigen InduktionsschluB im Gebiete
der endlichen und unendlichen Ordnungszahlen (transfinite Induktion)
hiufig anzuwenden haben.

Wir kénnen aber nicht nur induktiv schlieBen, sondern auch
induktiv definieren. Bedeutet f(«) jetzt nicht eine Aussage hin-
sichtlich e, sondern ein der Zahl & zugeordnetes Ding, eine Funktion
von « (z. B. kann f(e) wieder eine durch « bestimmte Ordnungszahl
sein, etwa f(«)=«? oder eine durch ¢ bestimmte Menge wie etwa
fla) = W(e) u. dgl), so lautet das induktive Definitionsverfahren:

fle) ist fir jedes « definiert, sobald f(0) definiert ist
und sobald vermége der Definition aller f(§) fiir § <« auch
fle) definiert ist.

Es ist evident, wie man den Wortlaut dieser Sitze abzuéndern
hat, wenn man die Behauptung f(e¢) oder die Funktion f(e) nur
fir die Zahlen «=pf (statt ¢ = 0) beweisen resp. definieren will;
man hat dann f(f), statt f(0), als richtig resp. definiert anzunehmen.

‘Wir wollen von der transfiniten Induktion eine Anwendung

t Eine Aussage (z. B. z+1>0¢) kann sich auf jede Ordnungszahl bezichen,
obwohl die Gesamtheit aller Ordnungszahlen keine widerspruchfreie Menge ist;
dasselbe gilt von einer Funktion von «.

Hausdorff, Mengenlehre. 8
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machen, von der im folgenden mehrfach besondere Fille auftreten
werden. Jeder Ordnungszahl « sei bereits eine zweite Ordnungs-
zahl f(¢r) zugeordnet. Die hiermit definierte Funktion f(¢) heifle eine
Normalfunktion!, wenn sie monoton wachst, d. h.

fla) <f(B) fir e <f,

und wenn sie der Limesbedingung geniigt
| fle) =lim f(§) fir ¢=1lim§,
wobei & die Menge 7(e) oder eine Teilmenge, mit der W(e) konfinal
ist, zu durchlaufen hat. Nach § 2, (A)(D) sind z. B. f(e)=p + & und
fle) = pe (letztere fiir w>0) Normalfunktionen.
Auf Grund der Monotonie ist stets
flo) = @
denn gibe es ein f(¢) < ¢, so wiirde vermdge der Funktion & = f(§)
die Menge W(e + 1) auf eine Teilmenge von 1/(«) &dhnlich abgebildet
werden, im Widerspruch gegen den Satz § 2, 1L
Andererseits folgt aber auf Grund der Limeseigenschaft, daB
nicht durchweg f(e) > & sein kann, sondern dal es Zahlen & geben
muf, und sogar unendlich viele, fiir die f(e)=e«. Wir wollen diese
Zahlen kritische Zahlen fiir die Normalfunktion f(¢) nennen; die-
jenigen, wo f(«) > &, gewohnliche Zahlen. Ist nimlich e, eine ge-
wohnliche Zahl, so bilden wir
= fleg), ey=[fley), 3= [le,), ...
KEs ist dann, weil f(e) monoton wichst und e, eine gewthnliche
Zahl ist:
oy < ¢y, f(“o)<f(“1)y
oy < ety [fleg) < flety),
oy < oy, flety) < fleeg) usw.
Bilden wir jetzt den Limes
¢=lime,=lineg, ),
so folgt auf Grund der Limeseigenschaft der Normalfunktionen
fle)=limfle,) =lime, = .
Demnach ist ¢ eine kritische Zahl, iibrigens die kleinste kritische
Zahl > e,; denn soll B =f(8) und > e, sein, so folgt f(3) > f(e,)
also > e,, dann f(8) > f(e,), also B>, usw, also f=lime,
Dieses Raisonnement zeigt iiberdies, daB es iiber jeder Menge
von kritischen Zahlen eine groBere kritische Zahl gibt; denn ist K

! Man kénnte sie auch eine monotone stetige Funktion nennen, nach
Analogie der Stetigkeitshedingung f(lim «) = lim f(2) fiir reelle Funktionen einer
reellen Variablen,
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eine Menge kritischer Zahlen und e, ecine Zahl, die allen Zahlen
von K folgt, so ist «, entweder selbst kritisch oder, wenn es eine
gewohnliche Zahl ist, so liefert das obige Verfahren eine kritische
Zahl ¢« > «,.
Der Limes einer Menge kritischer Zahlen ist wieder eine kri-
tisehe Zahl; denn ist wg=lime, (1<) und sind die «, kritische
)

Zahlen, so ist
fey) = li,m f‘{rz,’) = li"m @, = tg.

Wir detfinieren nunmehr durch transfinite Induktion eine Funk-
tion x =g «) auf folgende Weise: x, sei die kleinste kritische Zahl
fir die Normalfunktion /¢, und fiir & >0 sei x, die kleinste kri-
usche Zahl, die auf alle kritischen Zahlen x_ (fir § < «) folgt. Jede
kritische Zahl erhilt damit einen Index, namlich den Typus der
Menge aller vorhergehenden kritischen Zahlen. Es ist evident, daB
die Funktion g{«; wieder eine Normalfunktion ist; ihr Wachstum
mit wachsendem Index folgt aus der Definition, und fir «=1lm§
ist x,=limx,, denn die rechte Seite ist eine kritische Zahl und
die kleinste Zahl > z_, also die kleinste kritische Zahl >x.. Also
ist wieder g(¢)=«, es gibt abermals fiir diese Normalfunktion kri-
tische Zahlen «=g/«', und daraus entspringt eine dritte Normal-
fonktion h{c) usw.

Beispiele. Ist p eine feste Ordnungszahl, so ist fle)=p + &
eine Normalfunktion. Nehmen wir x>0 an (fir u =0, f(¢)= « sind
alle Zahlen kritisch), so ist f(0)>0, die Zahl 0 also gewdhnlich.
Die kleinste kritische Zahl ist der Limes von

fO)y=p, [lwy=pn2, f(u2)=p3, ...,
d. h. die Zahl pw; in der Tat ist

flum)=p+nw=punll+o)=po.
Von da an sind alle Zahlen kritisch, wie man leicht sieht, also

2,=9'¢)=pw+ .
Die Funktion f(e¢)= «+ u, p>0 vorausgesetzt, gibt stets f(e)> e,
woraus zu schlieBen ist, daB sie keine Normalfunktion ist. In der
Tat braucht f(e) weder monoton zu wachsen noch ist die Limes-
eigenschaft vorhanden (z. B. fir p=1 ist flw)=w+ 1 nicht der
Limes der Zahlen £(0), (1), (2), ...= 1, 2, 8, ...}
Ist >0, so ist auch f(¢)= pe eine Normalfunktion. Lassen

wir den trivalen Fall p=1 beiseite, wo alle Zahlen kritisch sind,

und nehmen p>1 an, so ist die Zahl 0 kritisch, weil f(0)=0; die
8*
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Zahl 1 ist gewohnlich, weil f(1)= w >1, und die erste kritische
Zahl >1 erhilt man also als Limes! der Folge

L f()=u, flw=p* fp)=p% .
Nennen wir diese erste von O verschiedene kritische Zahl # (also
%,=0, %, = %), so konnen wir alle kritischen Zahlen leicht bestimmen,
Nach § 2 (C) ist jede Zahl ¢ in der Form

v=un+§ €<%
darstellbar. Daraus folgt

fle) = plen + &) = pxn + pé = %0+ pé. ,
Nun ist fiir 0 < £ < » die Zahl & gewdhnlich, also u§>§, folglich

fle)y>un+&=c.
Also kann ¢ nur fiir £ =0 kritisch sein, d. h. die kritischen Zahlen
miissen von der Form x7 sein, welche Bedingung auch. hinreicht,
Also ist
%az g(“) =%,
die kritischen Zahlen sind 0, #, %2, %3, ...

Die Funktion f(e)=eu, p>1, ist keine Normalfunktion, da
fir ¢ >0 stets fle) > e ist.

Die Funktion f(e)= ¢? ist ebenfalls keine, da fiir o> 1 stets
fle) > e ist.

Allgemeinere Normalfunktionen erhalten wir durch Iteration
einer Funktion, die selbst keine Normalfunktion -ist. Sei jedgr
Ordnungszahl e eine zweite Ordnungszahl ¢ (e) > & zugeordnet. Wir
definieren dann durch Induktion die Funktion f(e) folgendermafen:
f(0) sei eine beliebig gegebene Ordnungszahl, und fir «>0
sei f(e) die kleinste Zahl, die = ¢ (f(§)) fir jedes §<e.

Fir ¢ < hat man

% (18) > 1B) = ¢ (fle)) > fler);
f(e) und @ (f(e)) sind also monoton wachsende Funktionen. Danach
ist fiir eine Zahl ¢ -+ 1 mit unmittelbarem Vorginger
fle+1)= 5 (10);

denn fiir §<e+1 (d. h. §= o) ist ¢ (f(g)) = rp(f(a)). Dagegen ist
fiir eine Limeszahl «

fle) = liEm 1) € <e)
f(e) also eine Normalfunktion. Denn nach Definition soll
)= g (§) =&+ 1)> 1)

ot Unter Vorwegnahme der Potenzdefinition des nichsten "Paragraphen
wiirde dieser Limes mit u» zu bezeichnen sein, wonach sich tatsiichlich ergibt.

f('yw) =p-uw = {_41+ru =pu,
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sein, fle) mub also alle /i§) ibertreflen. Umgekehrt, eine Zahl, die
alle 1§ ubertrifft. bertrittt auch alle /i&+1) (da §+1 mit § zu
e gehdrt), ist also sicher = ¢ (/i&. Unter diesen Zahlen ist
lim;\§ die kleinste, also stimmt fue) mit diesem Limes iiberein.

Den Anfang der ficor bilden, wenn wir kiirzer fic) = 3 schreiben,
die Zahlen

D

Jor =g J0 =g @) Fy= g @)
[ w = lim ‘II s .'7)|u+1 = (:7’,(,?.

Wenn die erzeugende Funktion ¢ (¢ die Ungleichung ¢ (¢) >«
nicht durchweg. sondern erst fiir « = «, erfillt, so muB man auch
[0'= ¢, withlen: im ibrigen bleibt alles unverindert.

Wiblen wir z. B. als erzeugende Funktion ¢(e)=:« 4 fiir
>0 und f100 =0, so wird

3,=0, 3,=u, fy=u2. ..., Jo=pw, Jop1=pw+1),..
allgemein /e = pe; Multiplikation ist hier also durch iterierte
Addition gewonnen. Dies zeigt den Weg. Potenzierung durch iterierte
Multiplikation zu definieren.

& 4. Potenzen und Produkte.

Wir haben, fiir den Fall ungeordneter Mengen, Potenzen und
Produkte als Mengen von Elementkomplexen definiert; fiir den Fall
geordneter Mengen beschrinkten wir uns, um diese Mengen von
Elementkomplexen lexikographisch anordnen zu konnen, auf den
Fall von Produkten aus endlich vielen Faktoren. Im niichsten
Kapitel werden wir auch geordnete Produkte unendlich vieler Fak-
toren definieren, als lexikographisch geordnete Teilmengen jener
Komplexmengen (die sich als ganzes im allgemeinen nicht lexiko-
graphisch ordnen lassen). Anscheinend ganz selbstindig und isoliert
steht die in diesem Paragraphen zu gebende Erklarung von Pro-
dukten und Potenzen von Ordnungszahlen; im nichsten Kapitel
werden wir sie aber als Spezialfall in das allgemeine System ein-
reihen. Wir haben diese Bemerkung vorausgeschickt, um den Leser
von vornherein vor einem FehlschluB beziiglich der Michtigkeiten
zu warnen: wahrend npach unseren Definitionen der Typus « 4 f3
die Machtigkeit a 40, der Typus «f die Muchtigkeit ab hat (falls
«, 3 die Michtigkeiten a, b haben), wird die Potenz «f, die wir
jetzt definieren, keineswegs die Michtigkeit a® haben -— was sich
auf dem jetzigen Standpunkt so erkliart, daf wir augenblicklich mit
jenen Komplexmengen iiberhaupt nicht operieren, und im nichsten
Kapitel dahin erkliren wird, daB die Menge vom Typus ¢ nur ein
Teil jener Komplexmenge von der Michtigkeit o ist. Z. B. werden

wir 2% = ¢ haben, wihrend 2% > &/ ist.
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Wir definieren zunichst die Potenz p¢, indem wir sie hei
fester Basis p als Funktion des Exponenten « ansehen, durch In-
duktion, indem wir u* durch die simtlichen uf fiir § < & ausdriicken,
Mit AusschlieBung trivialer Fille nehmen wir die Basis >1 anl
Wir definieren dann p®=1 und, fir ¢ >0, u* als die kleinste
Zahl = uf-u.

Dies ist also (vgl. den Schlufi von § 8) ein Spezialfall der Er-
zeugung einer Normalfunktion f(¢) durch Iteration einer Funktion
@(¢) > . Setzen wir namlich ¢(e) = ep, mit p>1, soist p(¢)>e
wenigstens fiir ¢’ = 1; definieren wir also 7(0) = 1 und f(e) als kleinste
Zahl =f(§)-u, so stimmt f(e) mit dem soeben erklirten p iberein.
Die Potenzierung wird durch iterierte Multiplikation erklart.

Da p* eine Normalfunktion ist, so haben wir
(1) pr L pf fir e < g,

(2) pe=lim pé¢ fir ¢ =lim§,
wobei & die Menge W () oder eine Teilmenge, mit der W() kon-
final ist, zu durchlaufen hat; wir schreiben ausfithrlicher

(3) pep =lim pen fir op=lime,.
n 1
Endlich ist fir eine Zahl mit Vorginger

“ pe = e,

Beispiele. Es ist stets

pl=plp=u, p?=plp=pp, pd=pdp=pepep, o
wovon wir ja schon Gebrauch gemacht haben.

p ist der Limes iiber der Menge dieser Zahlen, z. B.

22 =lim2” = w, ebenso w=238%=4"=..;
0? =limw” = 0 + w2+ wd -+ ...
Weiter ist pe+1=puo.pu, 2. B.
2041 =202 =0.2=0+ 0,
0Tl =@®.0 = w? + 0% + 0° + ...
Es gelten die Potenzregeln
(%) po-ph=peth, (ue)f = pek,
die sich als Spezialfille des assoziativen Gesetzes der Multiplikation

auffassen lassen; da das kommutative Gesetz nicht gilt, so ist die
bei endlichen Zahlen giltige Regel

e v = (uo)*

! 1o wire =1, O« fiir @ >0 jedenfalls =0 zu definieren; beziiglich 0°
scheint jeder der beiden Werte 0 und 1 zuléissig. Diese Definitionen haben

natlirlich nur den Zweck, die unten folgenden Potenzformeln allgemeingiiltig
zu machen,
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hier nicht richtig (z. B. sind schon y*r* = uprr und (ur)®= pvpv
i allgemeinen verschieden),

Wir beweisen die Potenzregeln wieder durch Induktion, indem
wir zeigen, daB sic fir 7> 0 richtig sind, talls sie fir jedes 4 < g
vichtig sind (fir =0 sind sie richtig). Statt dabei auf die all-
gemeine Definition der Potenz zuriickzugreifen, konnen wir auch
die Formeln (2. (3) und 4) benutzen.

Hat 3=, 41 einen unmittelbaren Vorginger y =g —1, so ist

peepf=pt ot = pe o= ot = et bl = et

ULQ}S= u“u):'—l g "x“n};* cut= l‘ay cus = ‘“n;'—}-a o ‘“u(;'+1) — ‘uaﬂ;

bei dem Beweis der zweiten Formel wird schon die erste benutat.

Ist 3 Limeszahl. 7 =1lim 7. so ist

whepf = ptlim pt = lim g p7 = lim pe+n
= #lim(a+r)) = !'I’G-Him,] - ”’a+ﬂ;
und fiir ¢ >0 (die Potenzregeln sind fir ¢« =0 trivial)
(#a)a= hm(‘ua)q —_ 1im,u'”l — p,limcn; —_ ‘ua-limq = ‘Ufﬂﬁ.
Um ein Produkt von Ordnungszahlen zu definieren, denken wir

uns jeder Ordnungszahl « wieder eine Ordnungszahl pu, zugeordunet
und sehen das zu definierende Produkt

Wa
Hu =pop,...u,..

als eine Funktion von ¢ an, welche Zahl wir auch den Exponenten
des Produkts nennen (nicht das Argument). Diese Funktion f(c),
fiir die ersten Zahlen also

)= Uy, f\2) = Uy, f(3)=l’°o.u'1/"‘2;
definieren wir durch Induktion als erste Zahl =f(§)-p, fir alle
§<a. Der Leser wird sich leicht iiberzeugen, daB, analog zu (2)
und (4,

fle+1)=fle u,

und, falls alle Faktoren >1 sind, fiir eine Limeszahl «

fle)= ]i;n &

ist. Das assoziative Gesetz fiir diese Multiplikation zu entwickeln
verzichten wir, da wir es spiter allgemein zu beweisen haben werden
(Kap. VI, § 4).

Beispiele:
2.2.2,.=]lim2" =2v =g,
1.2.3-4 ... = limv! = o,
0w w... =lime” =w?,
GO OO0 ... =0T = 9% =9 oW = (0?)?

0% 0”07, = (@07 = 0% = 0" usw.
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Mit Hilfe der Potenzen einer Basis #>>1 148t sich jede Ordnungs-
zahl in #hnlicher Weise ausdriicken wie etwa bei der iblichen
dezimalen Darstellung jede endliche Zahl durch die Potenzen von 10,
Unter den Potenzen von /3 sei 8¢ die erste, die >{ (solche gibt es,
da f(e)=f* eine Normalfunktion, also f*=e und demnach z. B.
Gt =+ 1>¢ ist). Hierbei kann « keine Limeszahl sein, -sonst
wire fir § < e auch §+1 < ¢, also

fE< fETt = E < po,
£ also eine Zahl zwischen £ und p* (fiir jedes £), wihrend doch
pe=1limp* die erste Zahl nach allen B¢ ist. Also ist, wenn wir
den Fall ¢ =0, {=0 ausschliefen, ¢ eine Zahl mit unmittelbarem
Vorginger. Ersetzen wir sie durch e+ 1, so ist demgemi durch
£{>0 eine Zahl « eindeutig bestimmt derart, daB

ﬂa é §< ﬂa'+1 .
Als Zahl < fe. g 1aBt sich ¢ (§ 2, (0)) in der Gestalt

§=ﬂa7]+§1 ("7<[3’) Cl</9a)
ausdriicken, wobei 5 und { ebenfalls durch { eindeutig bestimmt
sind. Ist £, =0, so ist die Entwicklung beendet; ist £ >0, so be-
stimmt £ wieder drei Zahlen ¢, ,,&, derart, daB

ﬁal § C] & ﬂa,-l—l’

Q = ﬂ“x'/]l I Cz (771 <pB, L< ﬂal);
ist noch £, >0, so erhilt man weiter
ﬂ”2§C2<ﬂ02+1’ .
G =fuen,+8& (< By <) usw.

= > G Z > G Z >

Dabei ist

also
E>4>46> ..,
>0 >0, > ..
und 7,9,,7,,... sind >0. Da es keine Ordnungszahlenmenge vom

Typus w* gibt, so muB das Verfahren nach einer endlichen Reihe
von Schritten zu einem letzten von O verschiedenen

& =B,

fithren, und wir haben damit fir ¢ die Darstellung gewonnen

E= B0+ By -+ oy 4 e+ o

wobei

>0 > > .. > (=0)
und

0<77;771!7721--'77],,'< [3)7
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die Koeftizienten 1 wie die Exponenten « sind durch ¢ eindeutig be-
stimmt. o ist z. B. mit der Basis 3 -2 jede Zahl >0 in der Gestalt

; E_— -t Oq + Qa, SN ‘l(ln,
mit der Basis @ in der Gestalt
o= %Y+ o™ By 0y A e

mit natirlichen Koeffizienten (=1,2,38,...) darstellbar.

Indessen kann der Fall eintreten, daB man bei dieser Dar-
stellang die Zahl I gar nicht durch kleinere Zahlen ausdriicken
kann, sondern daB der erste Exponent wieder £ selbst wird: £ = g¢.
Das geschieht, wenn [ eine kritische Zahl fir die Normal-
funktion f(e)=3* ist (immer 5> 1 vorausgesetzt) Da f(0)=1>0
ist, fiir jedes 8, so ist die Zahl O immer gewdhnlich, und die erste
kritische Zahl ist der Limes der Folge

fO)=1. f() =3, f(3)=F*, [i35)=p7, ...
Fiir 3 =2 ist die erste kritische Zahl demnach o = 2~; ebenso fiir
3=38.4..... Fir 3= ist sie der Limes von

1, o0 w® ;e

und fiir diese Zahl » wiirde # = w* die Darstellung mit der Basis w
sein, wobei also der Exponent wieder » selbst ist.! Diese Zahl
macht als erste nach « die Einfithrung eines neuen Zeichens not-
wendig, wahrend sich alle fritheren mit Hilfe der Verkniipfungs-
gesetze, Potenzierung eingeschlossen, durch  ausdriicken lassen;
wir sahen frither, daB ohne Potenzierung bereits w® ein neues Zeichen
verlangen wiirde. Im iibrigen wissen wir, daB durch Bildung end-
licher Komplexe von Zeichen eines endlichen oder abzihlbaren
Zeichensystems immer nur eine abzihlbare Menge von Dingen be-
zeichnet werden kann, selbst wenn man mehrere Alphabete, Ziffern
auf, itber und unter der Zeile (Exponenten und Indices), Punkte,
Kommata, Klammern, Striche, Spatien usw. als Zeichen zuldBt; hat
man also mit einem gegebenen Zeichensystem alle bezeichenbaren
Ordnungszahlen gebildet, so verlangt die erste nichtbezeichnete, z. B.
groBere Ordnungszahl die Einfithrung eines neuen Zeichens.

Man beachte, daB wir hier nur von endlichen Komplexen der
Zeichen des Systems gesprochen haben. Sobald wir Folgen und
deren Limeselemente, Simmen unendlich vieler Summanden u. dgl.
einfiihren, braucht die Menge der bezeichneten Dinge nicht mehr
abzihlbar zu sein; die Tatsache aber, daB im Fall einer so be-
zeichneten Zahlenmenge die nichstgroBere Ordnungszahl ein neues
Zeichen fordert, bleibt natiirlich bestehen.

! Diese kritischen Zahlen fiir die Normalfunktion f(«) = w2 nennt G. Cantor
Epsilonzahlen.
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§ 5. Alefs und Zahlenklassen.

Unter einer Kardinalzahl wollen wir jetzt, voriibergehend, nur
die Machtigkeit einer wohlgeordneten Menge verstehen.! Zu den
Kardinalzahlen gehiren die natiirlichen Zahlen (und Null) als Machtig-
keiten endlicher Mengen; die Machtigkeiten unendlicher wohlgeord-
neter Mengen werden nach dem ersten Buchstaben des hebriischen
Alphabets als Alefs bezeichnet. Kin solches Alef ist uns bereits
bekanut, nimlich die Michtigkeit N, der Menge der natiirlichen
Zahlen, und wir wissen, daB dies die kleinste unendliche M#chtig-
keit iiberhaupt, um so mehr also das kleinste Alef ist.

Es seien 4, B zwei wohlgeordnete Mengen mit den Typen «,p
und den Michtigkeiten a,b. Auf Grund der Vergleichbarkeit der
Ordnungszahlen sind drei Falle moglich:

entweder ist ¢« =g, 4 mit B shnlich; dann ist auch 4 mit B
aquivalent, also a=75.

oder es ist ¢ <, 4 einem Abschnitt von B #hnlich, also 4
einer Teilmenge von B Aquivalent, folglich a=0.

oder es ist ¢ >3, B einem Abschnitt von 4 ahnlich, B einer
Teilmenge von 4 #quivalent, folglich a==b.

In jedem Falle sind also die beiden Kardinalzahlen o und 6
vergleichbar (Kap. III, § 2). Wir haben ja die Vergleichbarkeit
irgend zweier beliebiger Méachtigkeiten bisher nicht beweisen konnen;
jetzt ist uns der Weg dazu gezeigt: sobald wir (§ 7) bewiesen haben,
daB jede Menge wohlgeordnet werden kann, daB also jede Machtig-
keit eine Kardinalzahl ist, wird diese Liicke ausgefiillt sein.

Die Zusammenstellung:

aus «<f, =4, «>f
folgt a=b, a=0, a=D
liefert umgekehrt:
aus a<b, a>b
folgt w<f, «>p,
wihrend aus a =05 nichts folgt, d. h. in diesem Falle immer noch
jede der drei Relationen « = 8 moglich ist. Z. B. kennen wir be-
reits eine groBe Menge verschiedener Ordnungszahlen
w, o+1, o+2,..., 02, ©3, ..., v ©5..,
die allesamt die gleiche Michtiglkeit N, haben.

Die Menge aller verschiedenen Ordnungszahlen von einer ge-
gebenen Michtigkeit a bezeichnen wir mit Z(a) und nennen sie eine

! Wir haben frither Kardinalzahl und Michtigkeit als Synonyma be-
hande‘lt, und der Unterschied, den wir augenblicklich machen, wird nach dem
Beweis des Wohlordnungssatzes (§ 7) auch wieder verschwinden.
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Zuahlenklasse; es ist dies also eine Teilmenge der Typenklasse T(a),
die ibrerseits alle verschiedenen Ordnungstypen dieser Miichtigkeit a
umfaBt (Kap. IV, § 7). Z. B. gehoren die soeben genannten Ord-
nungszahlen der Zahlenklasse Z N, an, withrend die Typenklasse 7'(X,)
auch noch die Typen nicht wohlgeordneter Mengen, z. B. o* und g
enthilt.  Sollte etwa (was aber nachher ausgeschlossen werden
wird) o keine Kardinalzahl, also die Michtigkeit einer Menge sein,
die auf keine Weise wohlgeordnet werden kann, so wire Z(a) die
Nullmenge.

Jede Menge A von Kardinalzahlen ist, der GrioBe nach
geordnet. eine wohlgeordnete Menge. Denn sind a,b0,... die
Elemente von K, ferner 4, B, ... irgendwelche wohlgeordnete Mengen
dieser Michtigkeiten und ¢, 3,... deren Typen, so folgt aus a =0
auch «=73; die Menge K ist also der Menge der Ordnungsza.hlén
«,f..., ihnlich und nach § 2 wohlgeordnet. Insbesondere gibt es
in K eine kleinste Kardinalzabl.

Zu jeder Kardinalzahl a gibt es eine groBere, insbesondere eine
niachstgroBere. Bei dem Beweis dieser Behauptung diirfen wir nicht
einfach anf das frithere Resultat 20 >a verweisen, solange wir noch
nicht wissen, dabB auch 29 eine Kardinalzahl ist. Wir schlieBen daher
so: es sei B die nichstgroBere Ordnungszahl (S. 106) iiber der Zahlen-
klasse Zia: b sei die Michtigkeit von 4, und « irgend eine Ordnungs-
zahl von der Machtigkeit a. Aus 2>« folgt dann b =qa; da aber
nicht b=a sein kann, weil sonst # noch zu Z(a) gehoren wiirde, so
ist b>a. Damit ist b als eine Kardinalzahl von der gewiinschten
Eigenschaft erwiesen; iiberdies ist es die kleinste. Denn soll ¢ Kar-
dinalzahl einer wohlgeordneten Menge (vom Typus y) und >a sein,
so folgt ; >« fiir jedes ¢, also y = und demnach ¢ =b.

Uber jeder Menge K von Kardinalzahlen gibt es eine groBere,
insbesondere eine nichstgroBere. Wir konnen K, als der GroBe
nach wohlgeordnete Menge vom Typus f3, in der Gestalt

K=la,0,.,0,.4 < f)
schreiben. Gibt es in K eine groBte Kardinalzahl a,_,, so ist die
nichste hierauf folgende Kardinalzahl auch die kleinste Kardinalzahl
iber K. Hat K kein letztes Element und ist ¢, eine Ordnungs-
zahl von der Machtigkeit a , so bilden die Ordnungszahlen ¢, ihrer-
seits eine Menge vom Typus . Der Limes dieser Zahlen sei
uﬂ=li71;nu”
und a, die zugehdrige Machtigkeit. Dann ist, fiir jedes 5 < f3,
U= Uyyrs Gp=0ppn > 0,

also a, wirklich grofer als alle Elemente von K. Zugleich ist a, die
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kleinste Kardinalzahl dieser Art, denn soll o Kardinalzahl einer
wohlgeordneten Menge vom Typus ¢ und a>a, sein fir jedes g,
so ist auch ¢ >« , also ¢ =, und @ =a,. Wir schreiben auch
hier, wie bei den Ordnungszahlen,

a,=lima,.

Wir weisen nunmehr jeder Ordnungszahl ein Alef zu, d. h.
definieren durch transfinite Induktion eine Funktion f(e) =N,
folgendermaBen: N, sei das uns lingst bekannte kleinste Alef, die
Michtigkeit der abzihlbaren Mengen, und, fir ¢ >0, X das kleinste
Alef tiber allen R, (§<e). Jedes Alef erhilt auf diese Weise einen
Index, n#mlich den Typus der Menge aller vorangehenden Alefs.
HEs 1st

R, <N, fir ¢ <
und
8 =lim¥, fir ¢=1m§,

wobei £ die Menge W(x) oder eine Teilmenge, mit der W(e) kon-
final ist, zu durchlaufen hat. Die Funktion X, hat also die beiden
analogen Eigenschaften wie eine Normalfunktion. Auf das erste
Alef &, folgt als nichstgroBeres &, dann als néchstgroBeres &, usw.,
auf alle Alefs mit endlichen Indices als nichstgroferes 8, =limX,
dann N, 1, Nyio, ..., Nyo USW. _

Jede Michtigkeit, die kleiner als eine Kardinalzahl ist, ist
selbst eine Kardinalzahl; denn eine wohlgeordnete Menge erteilt
auch allen ihren Teilmengen eine Wohlordnung. Auf Grund dieser
Bemerkung konnen wir sagen, daB X, nicht nur das auf alle 8
<) néchstfo]gende Alef, sondern eine auf alle N, nichstfolgende
Michtigkeit ist in dem Sinne, daB es keine M#chtigkeit zwischen
allen 8, und 8, gibt; denn eine solche Michtigkeit wire ja wieder
ein Alef Solange wir die Verglewhbarkelt aller Machtigkeiten noch
nicht bewiesen haben, diirfen wir allerdings nicht &, die auf alle ¥,
nichstfolgende Machtigkeit nennen, da es von solchen mehrere, unter—
einander unvergleichbare geben konnte.

Insbesondere ist & w41 €08 auf X unmittelbar folgende Michtig-
keit; im Gegensatz dazu lieB uns d1e frither gefundene Ungleichung
2“>a véllig im Ungewissen, ob zwischen diesen beiden Machtig-
keiten noch eine weitere existiert. Im einfachsten Fall ist die Frage,
ob es eine Machtigkeit zwischen X, und 2% gibt, ja nichts anderes
als das Kontinuumproblem (Kap. IIL, § 5).

Die Zahlenklasse Z(%) der Orduungszahlen von der Machtig-
keit & hat eine kleinste Zahl o ., die wir die Anfangszahl dieser
Zahlenklasse oder die zu N gehorwe Anfangszahl nennen; der
Index ¢ der Anfangszahl w, gibt zugleich den Typus der Menge
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aller vorhergehenden Anfangszallen. Die kleinste unendliche Ord-
nungszahl @ ist die Anfungszahl der Zahlenklasse Z(N,), wire also
auch mit @, zu bezeichnen; dann folgen die Anfangszahlen

Cliy Olyy vony By 4 USW.
Es 1st leicht einzusehen, daB der Limes einer Menge von Anfangs-
zablen wieder eine Anfangszahl, dic Funktion f(«)=w, also eine
Normalfunktion ist. Die Zahlenklasse Z(N,) besteht aus den
Zahlen u, fiir welche

w, =<0, 05

mit Benutzung unserer durchgingigen Bezeichnung W(e) fiir die
Menge der Ordnungszahlen < ¢ haben wir

ZN) =W, ) — W),
woraus umgekehrt im Sinne der Addition geordneter Mengen folgt:
I W(o, )= Ww,) + ZN).
Ferner ist
i ux
2 H\(u)-—IHw0+ > Z(N ),

denn alle Zahlen von 1™ {w, haben eine Machtxgkelt < X, sind also
entweder endlich oder von einer der Michtigkeiten N fur <
Danach ist z. B.

Wim,) = W(wy) + Z(X,),
d. h. W{e,  besteht aus den endlichen Zahlen und den Ordnungs-
zahlen der Michtigkeit N, oder w, ist der Typus, 8, die Michtig-
keit der Menge der Zahlen

0,1,2, .., m,w+1,. ., w2,...,0%..
Das Schema
Endl. Zahlen  Z'N,) ZN) Z(N,) ﬂ&_ﬂ)
@, o, o, oy o, 0,

W)

- Wi,

W(w,)
Ww,)

diirfte die Zusammenfassung der Zahlen zu Zablenklassen und die
im Zahlensystem durch die Anfangszahlen bewirkten Einschnitte
einigermaBen illustrieren.!

1 G. Cantor nennt Z(R,) die zweite, Z(x,) die dritte Zahlenklasse usw.,
indem er alle endlichen Zahlen zur ersten Zahlenklasse rechnet. Nach unserer
Definition bildet jede endliche Zahl » fiir sich eine Zahlenklasse Z(»), und wir
haben der Reihe nach die Klassen Z(0), Z(1), Z(2), ..., Z(%,), Z(&y), ...
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Nach (1) ist Z(%,) ein Rest (vgl. 8.108) von W(w,,,) und hat
den Typus —w,+,,,, ferner eine Michtigkeit =8,  (W(w,) bat
den Typus o, und die Michtigkeit & ). Wir werden sofort zeigen,
daB auch Z(¥) den Typus w,,, und die Machtigkeit 8 ,, bat.

Wir sahen gelegentlich (S. 109), da jede Limeszahl & in der
Form wf darstellbar ist; fir die betreffenden Machtigkeiten folgt
daraus

a=N8,0, Na=8Nb=ND0=gq,
also bleibt die Machtigkeit jeder Limeszahl bei Multiplikation mit ¥,
unge#ndert.

Andererseits ist jede Anfangszahl Limeszahl; denn wire w, =g+1,
so miite 3 von geringerer Machtigkeit als #4-1 sein, wihrend doch
jede unendliche Michtigkeit 6 =041 ist. DemgemsB gilt fiir
jedes Alef

3) No®, =X,
und um so mehr, nach dem Aquivalenzsatz,
' nR =N, n=1,2,8,..)
N, N =N
Nn—i—D:Ra (bé&a)
Aus dieser letzten Formel ist der Schluff zu ziehen:
(4) THY<N, fir N, pIN.

Denn y,y sind Kardinalzahlen, also jedenfalls vergleichbar; sei etwa

t=y. Ist dann p ein Alef =8, (§ < «), so folgt nach der letaten
Formel )

g+t):N5+U=N5<Na;
ist r, also auch y endlich, so ist auch x4 endlich, also
THY<IN, =R,
Zerlegen wir jetzt W(w,) irgendwie in einen Abschnitt und einen
Rest, d. h. setzen wir '

0, =&+7 (n >0)
und entsprechend

Nﬂ =r+9.
Wegen &< w, und wegen des Charakters der Anfangszahlen ist
T<XN,; dann muB aber y=N, sein, da fir y< N, nach (4) auch
T+ <N, wire. Alsoist ¥ =w, und zugleich » = w_, also =0,
d. h. jeder Rest von W(w,) hat ebenfalls! den Typus o,.

! Diese Eigenschaft, ihren Resten gleich zu sein, kommt nicht allein den
Anfangszahlen zu, sondern simtlichen Potenzen der Basis ® und nur diesen.
Den Beweis, auf Grund der S. 120 gezeigten Einschaltung einer Ordnungs-
zahl zwischen zwei Potenzen von ®, wollen wir dem Leser iiberlassen.
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Nach (1" hat also, wie angekiindigt, Z(x = den Typus w_,, und

die Michugkeit N _ ¢ z. B. hat die Menge aller Ordnungszahlen
@, m-+1,..., w2, ... 0%...

von der Michtigkeit 8, den Typus @, und die Michtigkeit ¥,.

Da I3 Teilmenge von 7N ist, welche Typenklasse nach
KRap. IV, § 7 die Michtigkeit des Kontinuums hat, so folgt

a2 %

die Frage. ob hier das (lvichheitszeichen gilt, ist das Kontinuum-
problem.

Aus (2 folgt noch

Wea

{(d o, =m,+ o,
W a
&
e N,o=RN+=N_;.

s

Wir haben bereits in (3) eine Alefgleichung nebst mehreren
Folgerungen kennen gelernt; die wichtigste solche Gleichung
(7: ;\‘0‘3=.a-xa=;\‘“,
welche besagt, daB das Quadrat jedes Alefs ihm selbst gleich
ist, miissen wir jetzt beweisen. Wir bedienen uns wieder der
transfiniten Induktion. Fir « =0 ist die Gleichung (7) richtig; wir
zeigen, daB sie fiir « richtig ist, falls sie fiir alle § < « richtig ist.
Der Beweis ist eine unmittelbare Ubertragung jenes Diagonal-
verfahrens. mit dem wir eine Doppelfolge in eine einfache Folge
verwandelten und damit die Gleichung N N =¥, bewiesen. Wir
betrachten die Menge P aller geordneten Paare (&,7), wo §< 1, < w,;
ordnen wir sie lexikographisch, so ist P= 3P , wenn P, die Menge

der Paare mit festem &, also die Menge der Paare

G5+ & E+2) .. & ). E<n<m,)
bedeutet. Diese Menge ist mit W(w,)— W(§+ 1) ahnlich, d. h. mit
einem Rest von W(w,), hat also den Typus w_; P hat den Typus
~w,=m,0,=on? und die Michtigkeit X 2 Andererseits sei @ die

lc;axikogra.phisch geordnete Menge der umgekehrten Paare (7, §), also
0= Z'Qﬂ, wo Q” die Menge der Paare mit festem 5, d. h. der Paare
7

(1, 0) (31, 1) wus (13, &) e E<n)
bedeutet (Q,=0). Diese Menge ist mit 1"(5) #hnlich, also vom
Typus 7, und Q vom Typus =7, welche Summe nach S. 107 der
7

Limes ihrer Partialsummen
Win) Win)
,977:25;27/:7;2

= =
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ist. Nun ist aber #2< w_; denn vom Falle eines endlichen 5 ab-
gesehen, wo diese Ungleichung trivial ist, hat 5 eine M#chtigkeit
N, <N, 72 die Machtlgkelt Nﬂz R <N, weil zum Zwecke der
Induktlon N, gleich seinem Quadrat angenommen war. Also ist
Jedes B,<®,, der Limes dieser Zahlen B, also =w,, Q ist von
einem 'l‘ypus = o, und einer Michtigkeit <N Aber Q ist mit P
aquivalent und von der Miachtigkeit ® 23&1 demnach N 2=
(Q ist also, beildufig, vom Typus ). ‘ ‘

Die hiermit bewiesene Gleichung liefert nach dem assoziativen
Gesetz auch

N =

fir jede natiirliche Zahl n. Bezughch weiterer Potenzen von X,
sind wir noch ohne jede Kenntnis. Nehmen wir z. B. den Expo-
nenten X, so gibt es zweifellos unendlich viele Alefs, fiir die

R N>R,
Ein solches ist schon'X,; ferner N,, denn nach (6) ist
N, =Ry + 8 8, + R+ ...

und fiir die Summe
a=0,+ 0, +a;+ ...
einer aufsteigenden Folge von Machtigkeiten haben wir S. 59 gesehen,
daB a < a™. Das Gleiche gilt, wie unmittelbar einleuchtet, fiir jedes
Alef, das der Limes oder die Summe einer aufsteigenden Folge von
Alefs (d. b. einer Alefmenge vom Typus w) ist. Andererseits gibt es
auch unendlich viele Machtigkeiten, fiir die o =gq; eine solche ist
z. B. die Michtigkeit des Kontinuums a = 2% und allgemein jede Potenz
a="5%, Lassen wir also vorwegnehmend auch diese Michtigkeiten
als Alefs gelten, so gibt es auch unendlich viele Alefs, fiir die
N Noo=N,
Die Frage, ob ¥, zur einen oder anderen Kategorie gehort, ob also

XN >N oder NM=N,

ist wieder das Kontinuumproblem, denn wegen X, = 2% ist
2N0§ NINO = (QNO)NO — 21\'0’

also N ™ die Michtigkeit des Kontinuums.

Aus der Formel (7) erfahren wir auch niheres iiber den Um-
fang der Zahlenklassen Z(X ) oder der Mengen W(w,,,). Wir kinnen
den Satz aussprechen:

I. Eine Summe von Ordnunngahlen < w,,, iber ein
Argument < o - ist selbst noch <@,
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Sei 3 < w,,, und jeder Zahl y < @ eine Ordnungszahl p, <@, 4y
uweoninet Die Summe p=2p mit dem Awumont i @) ist

daunn, wie behauptet wird, auch qnovh <wgpy- Wenn m, m, b die
Miichtigkeiten von u. u,, 3 sind, so ist b<N ., also b _;N und
ebenso m, =N_.  Demnach ist
m=Tm =N =N 0=N =N <N
" "
also wirklich p < o, ,

Eine unmittelbare Kolge davon ist:

IL Ist B eine Menge, vom Typus f<w,,,, von Ord-
nungszahlen <o, ,, so ist die ndchstgriBere Zahl iiber W
immer noch <w_,,.

Denn ist W= {u,. p,, .. ..}, so ist die nachstgroBere Zahl
iiber 77~ hochstens gleich V\‘u +])<(u da ja neben w, auch
, +1 kleiner als o oy, 195

Wir konnen auch sagen: unter den angegebenen Voraussetzungen
st W{w,,,) mit seiner Teilmenge 1V niemals konfinal.

Z. B. enthilt die Menge W(w,) mit jeder Zahl up auch die
nichstgrobere p + 1. und mit jeder Zahlenmenge {u,, p,, py, .}
vom Typus @ auch ihren Limes y, =1limp ; dasselbe gilt auch von
der Zahlenklasse Z . Die Menge 1I'(w,) oder die Zahlenklasse Z(X,)
hat dieselben Eigenschaften, enthilt aber auBerdem mit jeder Zahlen-
menge vom Typus w, auch noch deren Limes; usw.

Anders als die Mengen Wiw,,,) konnen sxch die Mengen 1 (w x
verhalten. Z. B. enthilt die Menge W(w,) die Zahlen w,,w,, w,,..
die eine Menge vom Typus  bilden, nicht aber deren Limes De-
Die Anfangszahl w,, ist ,singuliare (§ 6).

a+1?

a+1?

§ 6. Die Anfangszahlen.

Wir beweisen zunichst den wichtigen Satz:

I. Jede geordnete Menge von der Michtigkeit & ist
mit einer wohlgeordneten Teilmenge vom Typus = w,
konfinall

Bevor wir den Satz beweisen, einige Beispiele:

Hat die Menge ein letztes Element, so ist sie mit der aus
diesem letzten Element bestehenden Teilmenge konfinal; die Menge
ist mit 1 konfinal. Die Menge der rationalen Zahlen, von der

1 Wir wollen auch sagen: die Menge 4 ist mit dem Typus § konfinal,
wenn A mit einer Menge vom Typus # konfinal ist; der Typus « ist mit dem
Typus ¢ konfinal, wenn eine (also jede) Menge vom Typus « mit einer Menge
vom Typus § konfinal ist.

Hausdorff, Mengenlehre, 9
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Méachtigkeit &,, ist mit der Menge der natiirlichen Zahlen, der
Typus 7 also mit o = o, konfinal. Die Menge der reellen Zahlen,
deren Michtigkeit (unter Vorwegnahme des Wohlordnungssatzes) ein
unbekanntes ¥ >, ist, ist ebenfalls mit der Menge der natiirlichen
Zahlen vom Typus o < w, konfinal. Die Menge W(w,), von der
Méchtigkeit 8,,, ist mit der Teilmenge der Anfangszahlen (o, @,, ,, ...)
vom Typus » < o, konfinal.

Unsere geordnete Menge 4, von der Miachtigkeit X , also mit
W(w,) dquivalent, 148t sich in der Form

A=lag,a,...;0,.. E<w)

schreiben, wobei die Ordnung der Elemente in A4 nicht notwendig
mit der GréBenordnung der Indices ibereinstimmt. Ks kann also,
fir & <9, o, =a, sein. Ist speziell a.<a,, und ist dies, bei einem
bestimmten 7, fiir alle £ < 7 der Fal] 80 nennen wir fir den Augen-
blick a, ein ausgezeichnetes Element; ein ausgezeichnetes Element
ist also ein solches, das in A4 nach allen Elementen mit kleinerem
Index steht. Das Element o, rechnen wir ebenfalls zu den aus-
gezeichneten Elementen. Sei nun B die Menge der ausgezeichneten
Elemente. Diese Elemente haben die Ordnung ihrer Indices; B ist
also wohlgeordnet und von einem Typus =@&,. Wir behaupten,
daB 4 mit B konfinal ist, d.h. daB kein Element von 4 auf alle
Elemente von B folgt. Gibe es nimlich solche, so sei unter ihnen
a, das mit kleinstem Index. Fiir &< 5 ist dann stets <a,, dem
wWhre a >a, fir irgend ein &, so wiirde schon a, auf aﬁe Elemente
von B folgen Daraus ergibt sich aber der Wlderspruch daB o,
ein ausgezeichnetes Element ist, wahrend es doch auf alle Elemente
von B folgen, also nicht zu B gehﬁren‘ sollte. Hiermit ist der Satz I
bewiesen.

Eine Ordnungszahl >0, die mit einer kleineren konfinal ist,
nennen wir singulér; eine solche, die mit keiner kleineren konfinal
ist, regulir,

Jede endliche Zahl >0, wie iberhaupt jeder Typus einer
Menge mit letztem Element, ist mit 1 konfinal, und 1 ist also die
einzige endliche regulire Zahl.

Jede unendliche regulire Ordnungszahl ist eine An-
fangszahl. Denn ist  von der Michtigkeit X, und > w,, so ist ¢
nach dem Satze I mit einer Zahl = w, < « konfinal, also singulir.
Unter den Zahlen von Z(x ) kann also hochstens die Anfangszahl @,
regulir sein.

DaB umgekehrt nicht jede Anfangszahl regulir ist, haben wir

an .o, gesehen, welche Zahl mit » konfinal, also smgular ist. In-
dessen gilt:
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Jede Anfangszahl, deren Index keine Limeszahl ist,
ist regulir. DaB ®, = o mit keiner kleineren, also endlichen Zahl
konfinal sein kann, ist ja evident, da 17{w) kein letztes Klement
bat.  Andererseits besagt der Satz § 5, II, daB W(w,,,) mit keiner
Teilmenge 11" von kleinerem Typus, also @, ,, mit kemer kleineren
Ordnungszahl konfinal ist: w_,, ist regulir.

Beziiglich der Anfangszahlen mit Limesindex ist daran zu
erinnern, daB o, eine Normalfunktion ist (S. 125); fiir eine Limes-
zahl ¢=lim § ist also w,=lim @, und 1{(w) mit der Menge
Ygy @yy eeey 0, ..t vom Typus e konfinal. Jede Anfangszahl w,
mit Limesindex ist mit ihrem Index « konfinal. Demnach
ist sie singulir, falls @, > «, und konnte nur regulir sein, wenn
w,=¢«, d. h. wenn « eine kritische Zahl fiir die Normalfunktion w_
ist. Die erste dieser kritischen Zahlen ist nach § 3 der Limes der
Zahlen

+1

”
==y, 0=y, O =0, .,

da 0 keine kritische Zahl (o, >0) ist, und diese Zahl x =, ist,
obwohl von einer unvorstellbar groBen Michtigkeit, doch noch
singuliir, da sie als Limes einer Folge mit « konfinal ist. Wenn
es also regulire Anfangszahlen mit Limesindex gibt (und es ist
bisher nicht gelungen, in dieser Annahme einen Widerspruch zu
entdecken), so ist die kleinste unter ihnen von einer so exorbitanten
GroBe, daB sie fir die iiblichen Zwecke der Mengenlehre kaum
jemals in Betracht kommen wird.

Unter den Ordnungszahlen, mit denen eine geordnete Menge 4
konfinal ist!, ist eine die kleinste; diese muB reguldr sein, denn
wire sie mit einer kleineren Zahl konfinal, so wire 4 auch mit
dieser konfinal (Kap. IV, § 4,I). .1 ist also mit einer reguldren
Zahl konfinal; falls ohne letztes Element, mit einer reguliren
Anfangszahl.

Andererseits kann .| nicht zugleich mit zwei verschiedenen
reguliren Zahlen konfinal sein. Ist namlich A4 zugleich mit der
Anfangszahl , und mit # <, konfinal, so ist, wie wir sofort zeigen -
werden, o, mit # konfinal; dann kann 4 aber nicht zugleich mit
einer regujiiren Anfangszahl o, und einer kleineren Zahl f, also
nicht zugleich mit zwei reguliren Zahlen konfinal sein. Um die
ausgesprochene Behauptung zu beweisen, nehmen wir an, daB 4
mit einer Teilmenge B vom Typus # und mit einer Teilmenge C

! Vorldufig, vor dem Beweis des Wohlordnungssatzes, wire noch die
Moglichkeit zuzulassen, daB es solche Ordnungszahlen nicht gibt. Fiir jede
Menge, die wohlgeordnet werden kann, ist die Existenz solcher Zahlen durch
den Satz I gesichert.

9*
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vom Typus o, konfinal ist. Die Summe S = &(B, C) ist dann eben-
falls mit B und C kontinal; sie ist offenbar wohlgeordnet und von
einem Typus =0, Ks ist aber leicht zu sehen, daB S wie ¢ vom
Typus o, ist. Se1 S’ der durch ein Element s bestimmte Abschnitt
von § und

B'=®(B,8), ¢'=(C,5), =8B, ).
'Da S mit B konfinal ist, so gibt es Elemente 5=s; ist b das erste
dieser Elemente, so ist B’ der durch & bestimmte Abschnitt von B.
Also sind B’ und ¢’ Abschnitte von B und C, ihre Typen kleiner
als f und o, oder beide kleiner als w, ihre Michtigkeiten <N,
~die Summe ihrer Machtigkeiten nach § 5, (4) also wieder <N
Demnach hat auch jeder Abschnitt von S eine Macht1gke1t <R und
der Typus von S kann nicht >, sein, ist also =o, Da § mlt B
konfinal ist, so ist w, mit § konfinal, w. z. b. w.

Wir haben damit den Satz gewonnen:

II. Jede geordnete Menge (die wohlgeordnet werden kann)
ist mit einer und nur einer reguliren Ordnungszahl kon-
final; falls sie kein letztes Element hat, mit einer und
nur einer reguldren Anfangszahl

Dieser Satz ist fiir die Analysis geordneter Mengen von grofer
Tragweite. Speziell auf wohlgeordnete Mengen angewandt, ordnet
er jeder von O verschiedenen Ordnungszahl ¢ diejenige regulire
Zahl = ¢ zu, mit der « konfinal ist. Ist ¢ mit 1 konfinal, so hat
W(e) ein letztes Element oder ¢ einen unmittelbaren Vorginger e—1.
Ist ¢ mit der reguliren Anfangszahl w, konfinal, so ist W(¢) mit
einer Teilmenge vom Typus o, konfinal; e« ist also der Limes
‘einer Menge vom Typus w, oder kiirzer ein w,-Limes, eine
w.,~Zahl. Jede Zahl der Zahlenklasse Z(® ) ist entweder mit 1
oder mit einer reguliren Anfangszahl = w, konfinal. So sind
z. B. die Zahlen von Z(%)) entweder Zahlen mit unmittelbarem
‘Vorgéinger oder w-Zahlen, die Zahlen von Z(X,) entweder Zahlen
mit unmittelbarem Vorginger oder w-Zahlen oder o,-Zahlen usw,
womit die Bemerkungen iber den Umfang der Zahlenklassen
am Schlusse von § 5 zu vergleichen sind. Den dortigen Sitzen
I, II entsprechen hier, fiir beliebige regulire Anfangszahlen, die
folgenden:

IIL Ist w, eine regulare Anfangszahl und W eine Menge,
vom Typus f#<w, von Ordnungszahlen <w, so ist die
nachstgroBere Zahl iber W immer noch <L o,

Dies ist ja nur eine Umschreibung der Tatsache, daB Wiw,)
nicht mit W, w, nicht mit g konfinal ist.

1V. Eine Summe von Ordnungszahlen < w, iiber ein
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Argument <o, ist selbst noch <w,, wenn m_  eine regulire
Antfangszahl ist.

Denn ist 3 < @, und jeder Zahl 5 < 3 eine Ordnungszahl p, <o,
zugeordnet (diese brauchen nicht die Rangordnung 1hrer Indices zu
haben, auch nicht paarweise verschieden zu sein), so ist die Menge 1V
der verschiedenen u, , der GroBe nach geordnet, von einem Typus 3,
der hochstens dieselbe Michtigkeit b wie 3 hat, also f'<w,. Die
nachstgroBere Zahl u iiber 1™ ist pach III immer noch <, und
hat eine Michtigkeit m <N . Danach ist Sp,=2p=ypp; die

Michtigkeit mb dieses Produkts ist (von de”m triviZ.len Fall der
Endlichkeit beider Faktoren abgesehen) entweder = m?= m<N,
oder =b*=b< N . Also ist u3 < w, und erst recht 2p, <o, '
Der Satz IV gilt aber auch nur fiir regulire Anfangszahlen,
von einem trivialen Ausnahmefall abgesehen; d. h. wenn & >2 und
jede Summe von Zahlen < ¢ iiber ein Argument < & selber <«
ist, so ist « eine regulire Anfangszahl.! Hat ndmlich & einen un-
mittelbaren Vorginger « — 1, so ist eine der moglichen Summen

(@—+@—)>e—1)+1=c.

Ist « Limeszahl und mit 7 < « konfinal, so ist H7(¢) mit einer Teil-
menge 17 vom Typus # konfinal, und die Summe aller Zahlen von ¥
ist groBer als jede Zahl von 117, also =lim 11"=«.

§ 7. Der Wohlordnungssatz.

Jede Menge kann wohlgeordnet werden.

G. Cantor hat diesen Satz als ,Denkgesetz ausgesprochen,
aber erst E. Zermelo hat zwei strenge Beweise gegeben.

Man pflegte sich frither den Satz etwa so plausibel zu machen.
Aus der unendlichen Menge 4 greife man Willkiirlich ein Element
heraus, das man mit g, bezeichne, dann aus 4 —fa} ein Element o,
aus 4 —!a,,a,} ein weiteres Element a, usf. Dles ist fiir jede end-
liche Zahl moglich. Wenn die Menge loy,a,,a,,..., noch nicht die
ganze Menge .{ ist, so laBt sich aus 4 —{a;,0,,4,,...} ein weiteres
Element o, auswihlen, wenn damit 4 noch nicht erschopft ist, ein
Element a,,; usw. Dies Verfahren mufl einmal ein Ende nehmen,
denn iber der Menge W der Ordnungszahlen, denen man Elemente
von A zuordnen kann, gibt es grofere Zahlen, und diesen kann
man also keine Elemente von 4 mehr zuordnen. Man kann nun

! Fiir « =2 ist das Argument vom Typus 1 und die beiden méglichen
Summen 0 und 1 sind tatsichlich <2. Fir o =0 oder 1 hat der Satz itber-
haupt keinen Sinn.
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leicht zeigen (s. u.), daB dann auch alle Elemente von 4 verbraucht
sind, also 4 mit W #quivalent ist.

Wir konnen die meisten Bedenken, die gegen dieses Raisonne- .
ment vorgebracht worden sind, nicht teilen. Indessen bedarf die
eben genannte Menge 77 jedenfalls einer vorsichtigeren Definition:
da man von der Menge aller Ordnungszahlen nicht sprechen darf,
go darf man auch nicht ohne weiteres voraussetzen, daB alle Ord-
nungszahlen, welche eine bestimmte Higenschaft haben, eine Menge
bilden. Ferner hat das Verfahren in der oben angegebenen Form
einen unerwiinschten Anschein von zeitlichem Ablauf, von dem
man natiirlich abstrahieren muf; in praxi wire es ja fiir das mensch-
liche Denken unmoglich, das Element a, erst dann auszuwihlen,
nachdem man schon unendlich viele Elemente a,,a, a,,... aus-
gewdhlt und an diese Sukzession von Wahl- oder Denkakten, deren
jeder eine Minimalzeit erfordert, unendlich lange Zeit verschwendet
hatte. An solche praktischen, psychologischen Bedingungen darf
man sich nicht klammern: das Element a, ist im Sinne der trans-
finiten Induktion durch die Menge W, = {ao, ,, @y, ...} der vorher-
gehenden Elemente bestimmt, als 1rgend ein Element von 4—W,,
und jeden einzelnen Bes’mmmungsakt wie deren Reihenfolge parallel
der Reihenfolge der Ordnungszahlen hat man sich ginzlich zeitlos
zu denken. Zur Unterstiitzung dieser zeitlosen Auffassung hat
E. Zermelo den gliicklichen Gedanken gehabt, von vornherein aus
jeder von Null verschiedenen Teilmenge A4’ von A eins ihrer
Elemente '

@ = )
auszuwéhlen, so daB man also, sozusagen, mit dieser Auswahl nicht
wartet, ob und bis die Menge 4’ einmal an die Reihe kommt, son-
dern fiir jede Menge, ob sie daran kommt oder nicht, das aus ibr
zu wihlende Element prae limine bereit hat. Das System sukzes-
siver Wahlakte ist damit durch ein, in der Praxis des Denkens
natiirlich ebenso unausfithrbares System simultaner Wahlakte ersetat.

Hiernach gestaltet sich der Beweis des Wohlordnungssatzes
folgendermafBen. Jeder von Null verschiedenen Teilmenge A’ von 4
wird ein zu ihr gehériges Element o'= f(4') eindeutig zugeordnet;
wir nennen dies das ausgezeichnete Element von 4. Auch die
Menge 4 selbst hat ein ausgezeichnetes Element f(4).

Ferner sei Z die Menge aller Typen® wohlordnungsfahiger Teil-
mengen von 4 und ¢ die kleinste nicht zu Z gehorige Zahl, Ist 7
eine Zahl von Z und £ < 7, so ist offenbar auch & eine Zahl von Z;

! Gegen diese Menge ist nichts einzuwenden; sie ist die Summe aller
Zahlenklassen Z(y) fiir y <a, wenn a die Machtlgkelt von A ist.
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umgekehrt ist also jede Zahl >{ ebenfalls nicht zu % gehorig,
withrend jede Zahl < I nach Definition zu Z gehirt. DemgemiB
ist Z=1. Da die Menge . selbstverstindlich = 0 angenommen
wird, also Teilmengen vom Typus 1 hat, so ist J= 2 (fir unend-
liches 4 ist leicht einzusehen, daB o Limeszahl ist).

Wir ordnen nun allen Elementen « von Z oder einem Teil
davon Elemente a_ von .{ in folgender, durch transfinite Induktion
bestimmter Weise zu:

Der Zahl 0 entspreche das Element a,= f(4).

Ist >0, ist jeder Zahl & <« ein Element a, zugeordnet und
ist die Menge 117 dieser Elemente nicht mit 4 identisch, so sei

a,=fil—11)=f1,),

wobei 4 =117 4 o gesetzt ist. Ist hingegen 17" =.4 oder ist einer
Zahl £ kein Element von .4 zugeordnet, so werde auch der Zahl
kein hlement von A zugeordnet.!

Hiermit ist fiir jede Zahl « von Z entschieden, ob ihr ein
Element von 4 entspricht oder nicht, und im ersten Falle ist dieses
Element a_ eindeutig bestimmt. Aus unseren Vorschriften geht ferner
hervor, daB, wenn der Zahl « ein Element o, entspricht, auch jeder
kleineren Zahl § ein Element @, entspricht und dab a,Fa, ist, da
jaa zu W, und a, zum Komplement A— 1, gehort.

Sei jetzt 11" die Menge derjenigen Za.hlen von Z, denen Ele-
mente von 4 entsprechen, und ¢ die kleinste nicht zu J° gehorige
Zahl. Es ist also W= Z und ¢=¢{. Jede Zahl >« gehort dann
ebenfalls nicht zu IV, woraus analog wie bei Z hervorgeht, daf
W= 1Te). Jeder Zahl &< « entspricht ein Element a, und fir
f<y<e ist a.fa. Gibt man den Elementen a, die Ordnung
ihrer Indices, so wird W,={a,,q, ey @y eef €IDE Wohlgeordnete Teil-
menge von A vom Typus e; da w1r angenommen hatten, daBl £ nicht
mehr Typus einer wohlgeordneten Teilmenge von 4 ist, so muB
« < Z sein. Ferner ist dann W, =4, denn fiir 1V, < 4 wiirde auch
noch der Zahl ¢ das Element a,= f(4— W) zuzuordnen sein. Hier-
durch ist also 4 als wohlgeordnete Menge vom Typus « dargestellt,
w. z. b. w.

Der erste Beweis von Zermelo verliuft in der Hauptsache
shnlich wie der soeben vorgetragene, vermeidet indessen die anfing-
liche Einfithrung der Menge Z und die Definition von'a, durch

! Wenn man will, kann man ein von allen Elementen von 4 verschie-
denes Element b hinzunehmen und in dem Falle, daB der Zahl & kein Element
von A entspricht, @,=0 setzen, womit die Funktion a, fiir alle Zahlen «
von Z definiert ist.
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transfinite Induktion. Hier wird so geschlossen: es gibt jedenfalls
wohlgeordnete Teilmengen von A4

}Va={ﬂlo,al;--';a57"'} (§<IZ)

von der Art, daB a,=f(4— W), insbesondere o,=f(4); die Summe
aller dieser T, ist wieder eine solche Menge und mit 4 identisch.
Wir begniigen uns mit dieser Charakteristik, wollen uns aber nicht
versagen, den zweiten Zermeloschen Beweis hier zu reproduzieren,
weil er den groBen Vorzug hat, von der Theorie der Ordnungs-
zahlen iiberhaupt nichts vorauszusetzen. Zum besseren Verstindnis
schicken wir voraus, daB er die Menge in einer #hnlichen Weise,
wie sie Kap. IV, § 1 erwiahnt wurde, durch Aufstellung des Systems
ihrer Reste oder Endstiicke ordnet.

I Aus jeder von O verschiedenen Teilmenge 4 von M wird ein
Element o =f(4), das ausgezeichnete HElement von 4, gewihlt.
Die Menge

A=A —{f(4)},
die nach Weglassung des ausgezeichneten KElements aus 4 iibrig
bleibt, nennen wir den Nachfolger von 4.

II. Ein System & von Teilmengen von M heiBt eine Kette, wenn

1. M selbst zu & gehort,

2. der Nachfolger 4’ einer zu & gehorigen Menge A wieder
zu & gehort,

3. der Durchschnitt beliebig vieler Mengen von & wieder zu &
gehort.

Es gibt gewil Ketten, z. B. ist das System aller Teilmengen
von M eine solche.

Der Durchschnitt beliebig vieler Ketten ist offenbar selbst eine
Kette. Der Durchschnitt aller Ketten heiBe die kleinste Kette &
Wenn also von einem Teilsystem § <& sich herausstellt, daB es
eine Kette ist, so muB @ = Q sein.

III. Ein Element 4 von & heiBe ein normales Element, wenn
es alle sonstigen Elemente B von § entweder als Teilmengen ent-
hilt oder als Teilmenge in ihnen enthalten ist, wenn also entweder
A>B oder 4<B. Es gibt gewiB normale Elemente, z. B. M
Unterscheiden wir in bezug auf ein normales Element 4 die iibrigen
Elemente von Q als die Elemente U= 4 und 7V < 4.

IV. Der Nachfolger U’ jedes Elements U ist = 4.

Sonst miiite namlich U’ < 4 sein (da U’ Element von &, also
Z 4 ist), und aus U> 4> U’ wirde folgen, daB U— U’ aus min-
destens zwei Elementen bestiinde, wihrend diese Menge doch nur
aus dem einen Element f(U/) besteht.
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V. Diejenigen Elemente von x, die = .4, und diejenigen, die
< 4, bilden zusammen eine Kette &'

Die Behauptung setzt .£=0 voraus. Unser System &’ besteht
aus den Elementen /7, aus . und aus denjenigen Klementen 17
unter den T, die = .. KEs ist zu zeigen, daB &’ eine Kette ist,
also die Eigenschatten in II hat.

1. M ist =2 4, also ein U7 oder _{.

2. L i1t = .4 nach IV, also ein U7 oder ..

A" ist ein 17
W= W< A ist ein 11"

3. Der Durchschnitt beliebig vieler Elemente von &’ ist, sobald
unter ihnen ein 7~ vorkommt, selbst ein 1i, sonst ein U oder A.

Damit ist die Behauptung bewiesen. Da nun ' <&, so ist
w=un. d h

VI. Ist 4 ein normales Element =0, so sind alle Elemente
von & entweder = 4 oder = .4, also 2 .. Der Nachfolger eines
normalen Elements ist wieder normal.

VIL. Der Durchschnitt beliebig vieler normaler Elemente ist
wieder normal.

Es sei D=72(d,,.1,,.... = D.I; der Durchschnitt einer beliebigen

Menge von normalen Elementen, B ein beliebiges Element von &.
Fiir jedes 7 ist BEA.'- Entweder ist, fir mindestens ein ¢, B= 4,,
dann ist auch B=D. Oder es ist, fir jedes 7, B< .4, dann ist
auch B< D. Also ist D normal.

Aus VI, VII und der Tatsache, daB M normal ist, folgt, dabB
alle normalen Elemente von § wieder eine Kette &'< & bilden;
abermals ist also &'= &, mit anderen Worten:

VIII. Alle Elemente von § sind normal; fiir zwei Elemente
4. B von R ist also stets eine der Relationen .1 S B erfiillt.

Hierdurch wird & geordnet; wir wollen von zwei verschiedenen
Elementen dasjenige als das spitere definieren, das als Teilinenge
im andern enthalten ist, also 4 =B fiir 42 B. Die umfassendste
Menge 3f ist also das erste Element von §.

IX. Diese Ordnung ist eine Wohlordnung. Wir haben zu be-
weisen, daB jedes Endstiick von &, wenn es iiberhaupt Elemente
hat, ein erstes Element hat. Sei § =01+ B; U und V bezeichnen
Elemente von U und B, und es sei U< V, also U= V. Nach An-
nahme gibt es wirklich Elemente ¥ und ebenso konnen wir die
Existenz von Elementen U voraussetzen, da sonst M das erste Ele-
ment von B=& wire. Ks sei D der Durchschnitt aller U, also
D=7 fiir jedes V. Ist D selbst ein ¥, so ist es das erste V. Ist
D ein T, also noch D>V, so ist D das letzte U. Dann ist der
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Nachfolger D" ein 7, und zwar das erste, denn gibe es ein fritheres
V=1, so wirde aus D>V>D" folgen, daB D— D' aus mindestens
zwei Elementen bestiinde, wihrend diese Menge ja nur das eine
Element f(D) hat. Also hat B ein erstes Klement (D oder D).

X. Es besteht eine umkehrbar eindeutige Beziehung zwischen
den Elementen von M und den von O verschiedenen Elementen
yon @, so daB durch die Wohlordnung von & auch M wohl-
geordnet wird.

Jedes Element 4 = 0 von § bestimmt sein ausgezeichnetes Element
a=f(4). Fir A= B ist o35, denn ist etwa 4> B, so ist B 4
und b gehort zu 4', o hingegen nicht. Einem Klement o von M
kann also hochstens ein Element 4 von § derart entsprechen, daf
a=f(4). Umgekehrt aber entspricht jedem a wirklich ein solches 4,
Ist namlich 4 = F(a) der Durchschnitt aller Mengen von &, die das
Element o enthalten (zu denen z. B. M gehort), so muB a = f(4) sein,
da sonst 4’'< A ware und doch noch a enthalten wiirde. Die Re-
lationen a = f(4), A= F(a) ordnen also jedem a umkehrbar eindeutig
ein Element 4 >0 von & zu.

Definieren wir also a < b fiir 4> B (4= F(a), B= F()), so wird
hierdurch die Menge M wohlgeordnet. Fir a<b ist b Element
von B, also auch von 4. Ist umgekehrt a<=5 und & Element von 4,
so ist 4 = B (denn fir 4 = B wire 4= B, b nicht Element von 4)
und a<b. Die Menge A= Fl(a) stellt sich also, nach geschehener
‘Wohlordnung von M, als Menge der Klemente = a heraus, d. h. als
der zu a gehorige Rest, und umgekehrt ihr ausgezeichnetes Klement
a=f(4) als das erste Klement von 4.

Um MiBverstindnisse zu vermeiden, ist darauf aufmerksam zu
machen, daB fir eine beliebige, nicht zu & gehorige Teilmenge 4
von M ihr ausgezeichnetes Element o — f(4) nach der Wohlordnung
nicht das erste Element von 4 zu sein braucht.

Mit dem Wohlordnungssatze ist nun endlich die erwiinschte
Einfachheit im Aufbau der Mengenlehre erreicht. Alle unendlichen
Michtigkeiten sind jetzt als Alefs und alle Machtigkeiten als paar-
weise vergleichbar erkannt; N ist die (nicht mehr bloB: eine) auf
¥ nachstfolgende Machtigkeit, z. B. 8, die zweite unendliche Michtig-
keit. Die wirkliche Ausfihrung einer Wohlordnung mit Hilfe eines
wirklich angegebenen Systems ausgezeichneter Elemente a = f(4) ent-
zieht sich allerdings moch vollstindig unserer Fahigkeit; man iber-
lege sich z. B. im einfachsten Fall, dem der Wohlordnung des
Kontinuums (der Menge der reellen Zahlen), durch welches allge-
meine Gesetz man aus jeder Menge reeller Zahlen ein Klement
herausgreifen solle. Infolgedessen darf man sich nicht wundern,
daB wir von dem Ziel, das Kontinuum wirklich wohlzuordnen und
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seiner Miichtigkeit ihren richtigen Platz unter den Alefs anzuweisen,
anscheinend noch sehr weit entternt sind (vgl. Kap. N, § 4).

Ein Beispiel, das wir dem Leser zur Ubung vorschlagen: aus
jeder Menge natiirlicher Zahlen werde als ausgezeichnetes Element
die Zahl gewihlt, die die wenigsten Primfaktoren hat und unter
denen mit gleicher Anzahl der Primfaktoren die kleinste ist. Die
Menge der natiirlichen Zahlen wird hierdurch nach dem Typus «?
wohlgeordnet.

Sechstes Kapitel.

Beziehungen zwischen geordneten und wohlgeordneten
Mengen.

§ 1. Teilweise geordnete Mengen.

Nehmen wir an, zwischen je zwei verschiedenen Elementen a,b
einer Menge { bestehe jetzt nicht mehr, wie bei geordneten Mengen,
eine und nur eine von zwei Beziehungen (2 <0, a>10), sondern
eine und nur eine von drei Beziehungen

a<lb, a>b, alb,
die wir lesen wollen: a vor b, a nach b, a unvergleichbar mit b.
Von den beiden ersten setzen wir dieselben Eigenschaften wie im

Falle geordneter Mengen voraus, was fiir die dritte Beziehung not-
wendig ihre Symmetrie zur Folge hat, d. h.

aus a<b, a>b, alb folgt resp. b>a, b<a, b|a;
aus a<b, b<c folgt a<ec (transitives Gesetz).

Eine solche Menge heifle eine teilweise geordnete Menge; die
geordneten Mengen sind Spezialfille der teilweise geordneten, ném-
lich wenn Paare unvergleichbarer Elemente nicht existieren (wozu
auch der Fall zu rechnen ist, daB die Menge nur ein Element hat).
Wir konnen auch die partielle Ordnung durch Paarmengen defi-
nieren, indem wir die Menge aller geordneten Paare p=(a,b) von
verschiedenen Klementen in drei Bestandteile P, P*, Q spalten mit
den Vorschriften:

Von zwei inversen Paaren (z,d) und (b, a) gehort entweder das
eine zu P und das andere zu P* oder beide gehdren zu Q; ge-
horen die Paare (a,b) und (b,¢) zu P, so gehort auch (a,c) zu P.
Bezeichnet man dann die Zugehorigkeit eines Paares (a, d) zu
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P, P*, Q resp. durch @ < b, a > b, a||b, so sind die obigen Bedingungen
erfillt.

~ Kine teilweise geordnete Menge A4 hat (vollstindig) geordnete
Teilmengen, z. B. mindestens die aus einem Element hestehenden,
Kine geordnete Teilmenge, die in keiner andern geordneten Teil-
menge als echte Teilmenge enthalten ist, also nicht durch Hinzu-
nahme anderer Elemente zu einer geordneten Teilmenge erweitert
werden kann, nennen wir eine grioBte geordnete Teilmenge Die
Existenz solcher werden wir zu beweisen haben.

Jede nicht verschwindende Teilmenge B von A bestimmt auch
hier die Menge 4% der Elémente < B (die allen Klementen von B
vorangehen) und die Menge 4, der Elemente > B. Ist 4Z=0 resp.
Ap=0, so nennen wir wieder 4 mit B koinitial resp. konfinal,
wobei allerdings von den Sitzen I, II in Kap. IV, §4 nur der
zweite unbeschrinkte Giiltigkeit behalt; der erste 148t sich so
modifizieren:

I Ist B eine geordnete Teilmenge von 4 und 4 mit B,
B mit C koinitial, so ist auch 4 mit C koinitial

Denn zu jedem Element » gibt es ein Element ¢ =D (wire B
nicht geordnet, so wiirden wir nur schlieBen diirfen, daB es ein ¢
gibt, das =0 oder <5 oder ||b ist); wire also a<c¢ fir jedes ¢,
80 wire auch o< b fir jedes 4.

Ist B eine grofte geordnete Teilmenge von 4, so ist 4 mit B
sowohl koinitial als konfinal.

Um nun die Existenz grofter geordneter Teilmengen von 4 2t
beweisen, nehmen wir den Wohlordnungssatz zu Hilfe, dessen Ver-
fabren wir hier folgendermaBen spezialisieren (Kap.V, § 7): als aus-
gezeichnetes Element o'=f(4’) einer von Null verschiedenen Tel!-
menge A" von A wihlen wir, wenn mbglich, ein solches, das mit
allen Elementen von B'= 4 — 4’ vergleichbar ist (/=0 in der
zugrunde liegenden partiellen Ordoung von 4); ist kein solches
Element o’ vorhanden, so wihlen wir irgend ein anderes. Durch
diese Wahl der ausgezeichneten Elemente wird eine Wohlordnung

bestimmt, bei der A=l 0 e ]
a, = f(4),
a, = f(4,)=f(4 —B),
Ba:{ao,...,a&_,...} E<e).

Wenn nun 4 nicht selber eine vollstindig geordnete Menge ist, 80
muf es ein erstes Element a, geben, das nicht mit allen fritheren
vergleichbar ist (%H“; fir mindestens ein &< o). Dagegen ist, fiir
§<n<e, a, mit g_ vergleichbar, die Menge B, also eine geordnete
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Teilmenge von A4 und zwar eine groBte geordnete Teilmenge, denn
wire B erweiterungsfihig, giibe es also in .4 = _.{— B, Elemente,
die mit allen Elementen von B_ vergleichbar sind, so wire nach
unserer Vorschrift o  ein solches Element.

Wir haben damit fiir eine teilweise geordnete Menge .1 die
Existenz gréBter geordneter Teilmengen B bewiesen; natiirlich kann
es deren verschiedene geben.! Es ist ferner evident, daB es zu einer
gegebenen geordneten Teilmenge C von .4 auch mindestens eine
groBte geordnete Teilmenge I3 von . gibt, die ihrerseits C als Teil-
menge enthdlt: um zu einer solchen zu gelangen, gebe man be-
ziiglich der ausgezeichneten Klemente auBer der obigen noch die
weitere Vorschrift, daB sie. wenn méglich, der Menge C angehoren
sollen.

Ist B eine grioBte geordnete Teilmenge von 4 und B mit C
konfinal, so ist auch 4 mit C konfinal (Satz D). Wir wissen aus
Kap. V, § 6,11, daB B mit gewissen Ordnungszahlen, darunter mit
einer reguliren Zahl, konfinal ist; auch eine teilweise geordnete
Menge ist also mit Ordnungszahlen, insbesondere mit reguliren
Zahlen konfinal, sie kann aber, im Gegensatz zu einer vollstindig
geordneten Menge, mit verschiedenen reguliren Zahlen konfinal sein.?

Um eine Anwendung dieser Betrachtungen zu geben, der spiter
noch andere folgen sollen, nehmen wir eine geordnete Menge I/
von mindestens zwei Elementen und deren Elementpaare p = (a,b)
fir a<b. Die Menge P dieser Paare ordnen wir teilweise, indem
wir folgende Vorschrift geben: es sei p <p’, wenn

ald<b<h,

also wenn o’ und & zwischen a und b liegen; p >p’, wenn p'<p;
in jedem andern Falle p|p” (falls », p" verschieden sind, d. h. nicht
gleichzeitig a=a/, b=1V" ist) Ist Q eine geordnete Teilmenge von P,
vom Typus ¢, so sieht man unmittelbar, daB die linken Elemente o
der Paare p={(a,b) der Menge ) eine Teilmenge 4 von M vom
Typus ¢, die rechten Elemente & eine Teilmenge B vom inversen
Typus ¢* bilden, wihrend zugleich 4 < B, jedes Element von A4
jedem Element von B vorangeht. Ist speziell P mit @ konfinal, so

! Wenn die Vergleichbarkeit transitiv ist, d. h. zwei mit einem dritten
vergleichbare Elemente auch untereinander vergleichbar sind, so zerfillt 4 in
paarweise fremde Summanden, deren jeder eine griBte geordnete Teilmenge ist.

*Ist z. B. A=B+ (U, B eine geordnete Menge vom Typus w, C eine
geordnete Menge vom Typus oy, und 146t man diesen Mengen in 4 ihre Ord-
nung, wihrend man jedes Element 6 mit jedem Element ¢ unvergleichbar an-
nimmt, so ist A sowohl mit B als mit C, daher sowohl mit @ als auch mit
o, konfinal.
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heiBt das so viel, wie daB es zwischen allen Elementen ¢ und allen
‘Flementen » hochstens ein Element von M gibt; denn aus zwei
solchen lieBe sich ein Paar bilden, das auf alle Paare von Q folgt.
Dabei kann man, wie oben gezeigt, @ als wohlgeordnet und ins-
besondere ¢ als regulire Zahl annehmen, also ¢ =1 oder ¢ =ow,,
wo @, eine regulire Anfangszahl =w, und N, die Michtigkeit
von M (also, wegen N >=NX , auch von P)ist. Fir =1 existiert
also ein Paar von Elementen in M, zwischen denen ein oder kein
weiteres Element liegt, d. h. es existieren benachbarte Elemente.
Fir ¢ =w, sind die Mengen 4 <B, von den Typen w, und of
entweder benachbart und bestimmen also eine Lﬁcke, die wir kon-
form mit einem spiteren Sprachgebrauch (§ 2) eine w o *-Liicke
nennen und als eine. symmetrische Liicke bezeichnen, zum Unter-
schied von o w, *-Liicken mit o 4w, . Oder zwischen 4 und B
liegt ein einziges Element

¢=1lim sup 4 = lim inf B,

das analog ein w,o.*-Limes oder w o,*-Element oder ein symme-
trischer Limes zu nennen ist. Da P mit verschiedenen reguliren
Zahlen konfinal sein kann, so konnen bei derselben Menge M ver-
schiedene dieser Fille gleichzeitig auftreten, Jedenfalls gilt, wenn

wir die endlichen Mengen beiseite lassen, der Satz:

II. In jeder geordneten Menge von der Miachtigkeit N,
gibt es benachbarte Elemente oder symmetrische Liicken
(.0, -Lucken) oder symmetrische Limites (o, m,"-Elemente)
Wwo @, eine regulire Anfangszahl =, ist.

In einer dichten Menge gibt es symmetnsche Liicken oder
Limites, in einer stetigen symmetrische Limites. Z.B. ist in der
Menge der reellen Zahlen, in natiirlicher Ordnung, jedes Element
ww*-Element; in der Menge der rationalen Zahlen gibt es, auBer
den ww*-Elementen, auch ow*-Liicken. In einer wohlgeordneten
Menge gibt es keine Teilmengen vom Typus w.* also von den chen
genannten drei Dingen nur benachbarte Elemente.

§ 2. Element- und Liickencharaktere.

Nach Kap. V, § 6 ist jede geordnete Menge M mit einer und
nur einer reguliren Zahl o konfinal; o ist entweder 1 (wenn die
Menge ein letztes Element hat) oder eine regulire Anfangszahl @,
Die invers geordnete Menge M* ist ebenfalls mit einer und nur
einer reguliren Zahl ¢ (¢ =1 oder ¢ = ) konfinal, d. h. M selbst
ist mit dem inversen Typus o* koinitial. Die beiden reguliren
Zahlen 9,0 sind durch J/ eindeutig bestimmt.
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Diese Bemerkung kann zu speziellerer Analyse geordueter
Mengen nutzbar gemacht werden. Zerlegen wir die geordnete Menge .1
irgendwie in zwei von O verschiedene Stiicke

A= I)’*' O)
so 1st P mit einer reguliren Zahl o konfinal, © mit dem inversen
Typus ¢* einer reguliren Zahl ¢ koinitial; wir nennen dann das
Tyvpenpaar ,¢.¢*) den Charakter dieser Zerlegung .= "+ Q.
Z. B. hat die Zerlegung der natiirlich geordneten Menge der reellen
Zahlen

P = Menge der Zahlen =0, @ = Menge der Zahlen > 0

den Charakter ‘1, ™, da P ein letztes Element hat und Q mit o*
(z. B. mit der Menge der reellen Zahlen 1>} >4>..) koinitial
ist. Die Zerlegung

P = Menge der Zablen < 0, Q = Menge der Zahlen =0
hat den Charakter (m, 1\

Hat die Zerlegung P+ Q den Charakter (o.0%), so ist P mit
einer Menge P’ vom Typus ¢ konfinal, ¢ mit einer Menge Q' vom
Typus o* koinitial; die Mengen I”’< Q" sind dann benachbart.

Sind umgekehrt P’< Q' benachbarte Teilmengen, so bestimmen
sie nach Kap. IV, § 4+ eine Zerlegung 4= P+ @, worin P mit P’
konfinal, Q mit Q" koinitial ist. Hat diese Zerlegung den Charakter
(0.6%), so ist auch P’ mit p konfinal, @’ mit ¢* koinitial.

Ein Sprung ist vom Charakter (1, 1), cin Schnitt vom
Charakter (w_, 1) oder (1, ®,"), eine Liicke vom Charakter (o, o *.

In a.nalover Weise konnen wir den Elementen der Menge .1
Charaktere bellegen Ist a ein Element von .1, aber weder das
erste noch das letzte, so betrachten wir die Zerlegung

A=P+faj-+0Q,
wobei P die duorch o bestimmte Anfangsstrecke, @ die Endstrecke
und beide Mengen von Null verschieden sind. Ist dann P mit o
konfinal, Q mit ¢* koinitial (0, s regulire Zahlen), so sagen wir, das
Element 2 sei vom Charakter (o, 0%,

Ein Element mit unmittelbarem Vorginger und Nachfolger ist
vom Charakter (1,1). Ein Element, das nur oberer Limes ist, ist
vom Charakter (co 1), ein Element, das nur unterer Limes ist, vom
Charakter (1,0,* ’ Ein Element, das beides ist, ist vom Charakter
(fu 7 )

’ AZnalog wie oben konnen wir an Stelle von P, () die Mengen /', ()
setzen, wenn P mit P’ konfinal, Q@ mit Q' koinitial ist.

Die Ausdriicke »o*-Zerlegung, o s*-Element, o, o, *-Liicke, W o,"
Limes sind wohl unmittelbar verstindlich. ’
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Fir ¢9=oc sprechen wir von symmetrischen Zerlegungen,
Elementen usw. Eine symmetrische Zerlegung ist entweder ein Sprung
oder eine symmetrische Liicke vom Charakter (w,,®,"), ein symme-
trisches Element hat entweder zwei Nachbarn oder ist ein symme-
trischer Limes vom Charakter (o, o).

Ist die Anfangsstrecke P von a mit o, konfinal, gleichviel wie
sich Q verhilt (das auch O sein kann?'), so nennen wir, wie friiher, o
einen o -Limes oder ein w _-Klement; ist @ wmit mn* koinitial, einen
» *-Limes oder ein w *-Element.

Sei 4 eine offene dichte Menge. Jedes Element hat dann
einen Charakter (w,, »,*), und unter den Zerlegungen ziehen wir nur
die Liicken in Betracht. Wir haben dann also nur Charaktere aus
reguliren Anfangszahlen - gebildet zu beriicksichtigen und schreiben
dafiir etwas bequemer

Csy = (0 con*).
Die Menge der Klementcharaktere nennen wir U, die Menge der
Liickencharaktere (die im Fall einer stetigen Menge Null ist) 7;
das Mengenpaar (U, V) bezeichnen wir als Spezies und die Summe
beider Mengen

wW=&(U,V)
als Geschlecht der Menge 4. Hiermit ist also eine Einteilung
der offenen dichten Mengen nach dem Geschlecht und eine weitere
Unterteilung nach der Spezies gegeben.

Fiir die Menge der reellen Zahlen z. B. ist, da jedes Klement
vom Charakter (w, »")=e¢,, ist und Liicken nicht existieren,

U=fe o}, V=0, T={g}
Fir die Menge der rationalen Zahlen ist

U=loyo}, V=100o}» W=10};
beide Mengen haben also dasselbe Geschlecht, aber verschiedene
Spezies. Die Menge der irrationalen Zahlen hat dieselbe Spezies
wie die der rationalen Zahlen.

Wir stellen noch einige Typen mit den zugehdrigen Mengen
U, V, W zusammen (7 Typus der Menge der rationalen Zahlen), indem
wir die Verifikation dem Leser iiberlassen:

7o, + o) U={e,}, V'=1ty41611}s W ={ey0, 11}

N+ 1450, U={ey0,011}s V= o0ts W=1{650,611}-
no,: U={e,o}, V={eyq110}s = {ey05 €10}
%, ,
o, +14+nm,% U={cy,, 06}, V= {005 Co1€ o} I'I'={‘3007‘301"310’022}'

' Wollten wir bei den Charakteren auch die bisher ausgeschlossenen
Fille P=0, ¢ =0 beriicksichtigen, so wiire dann ¢ =0, 0 =0 zu setzen; wir
sehen licber davon ab, erteilen also dem etwaigen Anfangs- oder Endelement
der Menge keinen Charakter.
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Die Charakterenmengen U, 1, W sind nun nicht ganz beliebige
Mengen, sondern miissen gewissen Bedingungen geniigen. Z. B. kann W
nicht etwa aus dem einen Element ¢, bestehen. Hs gibe dann
namlich, je nachdem ¢, Liicken- oder Klementcharakter ist, eine
der beiden Zerlegungen

4 -P+Q, d=P+{a}j+Q,
wo P mit o, konfinal und Q mit w,* koinitial ist. Ist P mit der
Menge

[

Wor @y ovees Aoy oony
vom Typus @, kontinal, so ist deren Abschnitt
1, a !

Mol sas
vom Typus @ eine Teilmenge von .{, auf deren Elemente sicher
noch weitere z. B. a,) folgen, und die also, je nachdem ein erstes
oder kein erstes Element darauf folgt, zu einem Element oder einer
Liicke vom Charakter (o, ® . =¢,, fihren miBte. Das gleiche gilt
von Q, und 7 kann also nicht den Charakter ¢, enthalten, ohne
auch mindestens einen Charakter ¢,, und einen Charakter ¢, zu
enthalten.

Allgemein sieht man auf die gleiche Weise: kommt in 17 ein
Charakter ¢, g YOI, und ist @, irgend eine regulire Anfangszahl
<@, so mub 17" mlndestens einen Charakter ¢, - enthalten; ist @,
eine regulire Anfangszahl <L g, 80 muB JI° mindestens emen
Charakter ¢, enthalten.

Ist umgekehrt m, die kleinste regulire Anfangszahl, fiir die
kein Charakter ¢ , in W vorkommt (wihrend fir jede regulire An-
fangszahl ©_< , ein Charakter ¢, vorhanden ist) so kommt auch
fiir groBere revulare Anfangszahlen kein entsprechender Charakter
in 71" vor, und das gleiche gilt fiir die kleinste regulire Anfangs-
zahl @,, zu der kein Charakter ¢,, in 7 vorkommt. Bildet man
fiir alle reguldren Anfangszahlen o < w,, v, < o, die Charaktere c_,
und ordnet sie in ein Tableau

Cpo Cij <4é O

00 C1 *** Yoy '
g €1y + Gy -
Crg Coq wvv gy oo

so muB W aus jeder Zeile und Spalte dieses Tableaus mindestens

ein Element enthalten.
AuBerdem aber verlangt der Satz § 1, II die Existenz symme-
trischer Charaktere; W muB also auch aus der ,Hauptdiagonale“
c

00 Gpq wee 655 aie

des Tableaus mindestens ein Element enthalten.

Hausdorf{f, Mengenlehre, 10
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Es laBt sich zeigen, daB diese Bedingungen fir W nicht nur
notwendig, sondern auch hinreichend sind; d. h. wenn W aus jeder
Zeile, aus jeder Spalte und aus der Hauptdiagonale des obigen
Tableaus mindestens ein Klement enthalt und U, 7 zwel Mengan
sind, deren Summe & (U, V)= W und von denen natiirlich U von (
verschieden ist, so gibt es sicher offene dichte Mengen von der
Spezies (U, V) und dem Geschlecht W. Wir verzichten darauf, den
ziemlich komplizierten Beweis zu geben, und werden uns spiter
mit der Konstruktion einiger besonders interessanter Mengen, augen-
blicklich mit einer Abzahlung begniigen.

Fiir ein Geschlecht W mit w Charakteren® existieren 3v—1
Spezies. Denn setzt man

@(U, V)= I'Vo’
U= W,+ W;, V= Wy+ Wy,
W= Wy+ W, + W,

so ist die Menge aller Zerlegungen W= W,+ W, + W,, bis auf diF
eine W=0-0-1 W, der Menge aller zuliissigen Paare (U, V) hqui-
valent; die Menge aller Zerlegungen einschlieBlich der ausgeschiedenen
hat aber die Machtigkeit 3. '

Bei gegebenen Zahlen e, mit den Michtigkeiten a,b hat die
Menge der Spezies eine Michtigkeit

s(e, fy= 380 —1.

Denn das ganze obige Tableau, mit ab Charakteren?, ist.Jeden-
falls eins der zulissigen Geschlechter. Ist also auch nur eme der
Zahlen e, unendlich, so ist die Menge der Spezies mindestens von
der Michtigkeit des Kontinuums.

Die Menge der Geschlechter hat eine Machtigkeit

gle,f)= 9a—1)(6-1),

Denn die erste Zeile und Spalte des Tableaus plus einer belieblgen
Teilmenge des iibrig bleibenden Tableaus ist ebenfalls ein zulissiges
Geschlecht. Ist von den Zahlen e,/ die eine unendlich, die andere
>1, so ist also auch die Menge der Geschlechter mindestens VoL
der Michtigkeit des Kontinuums. Ist ¢ =1 oder =1, 80 besteht
das Tableau aus nur einer Zeile oder Spalte und es gibt nur e
Geschlecht.

1 D. h. W hat als Charakterenmenge die Michtigkeit w, die endlich oder
ein Alef sein kann. Die im folgenden auftretende Bezeichnung a —1 be(.lm'f
wohl keiner Erkisirung, obwohl wir Subtraktion von Michtigkeiten sonst nicht
definiert haben.

* Es gibt ebenso viele Anfangszahlen wie regulire Anfangszahlen <0y
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To den niedrigsten Fillen gibt es folgende Geschlechter:

e=1.3=1. W=l mit 3'— 1 =2 Spezies
=1, 3=2, W= legs €0y} y 32—1=8
a=2,3=1. W=ie g, W 32—-1=8
=2, d=22, W=l , 3'=1=8
We=te o 1itoh w 33-1=26 ,,
W= {tg01612¢ 4} o 33—1=26 ..
W =1y 01, 05011} . $—1=26 |,
W=le,,50 506 1} . 3%3—1=26 .
W={6,1CoysC0 0961 = B¥—=1=80

Also entsprechen diesen 4 Fillen
gle,3j=1, 1, 1, 6 Geschlechter
mit sl¢,3)=2, 8, 8. 192 Spezies.

Von Mengen, deren Element- und Liickencharaktere sich aus o
.und ®,, den beiden niedrigsten Anfangszahlen, zusammensetzen, gibt
es also bereits 9 Geschlechter mit 210 Spezies, und diese Zahlen
wachsen bei Zulassung hoherer Charaktere duBerst rasch.

Es ist noch folgendes zu heachten. Haben die Zahlen «,f die
bisherige Bedeutung, so kann die Menge .f mit keiner Ordnungs-
zahl > w_ konfinal sein, da sie sonst eine Teilmenge vom Typus w,
mit noch weiteren darauf folgenden Elementen enthielte, welche
Teilmenge einen Element- oder Liickencharakter ¢, bedingen wiirde.
4 ist also mit einer reguliren Anfangszahl = _ konfinal und mit
dem Inversen einer reguliren Anfangszahl =, koinitial, wobei
indessen das Gleichheitszeichen nicht auszuschlieBen ist; z. B. ist
der Typus nw, (7 Typus der Menge der rationalen Zahlen) vom
Geschlecht W =/{c,,}, aber mit w, konfinal.

§ 3. Allgemeine Produkte und Potenzen.

Die Theorie der wohlgeordneten Mengen setzt uns nun auch
in den Stand, die hisher auf eine endliche Zahl von Faktoren be-
schrinkte Produktbildung geordneter Mengen zu verallgemeinern.
Dies ist ebenso im Interesse der Systematik wiinschenswert, wie es
als Mittel zur Konstruktion von Ordnungstypen unentbehrlich ist.

Wie in Kap.II, § 2, wo es sich um ungeordnete Mengen handelte,
weisen wir jedem Element 7 (Index) einer von Null verschiedenen
geordneten Menge J, des Arguments

T=fuery iy veey By veny by o (< k<)
10*
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eine von Null verschiedene geordnete Menge A; zu und erhalten damit
einen Mengenkomplex

(covs Ayp oony Ayy eeey 4y 00,

Weisen wir jedem Index i ein zu 4; gehbriges Element a, zu, so
erhalten wir einen dem obigen Mengenkomplex angehdrigen Ele-
mentenkomplex

= (eany Gy oeny By ooy Gy 00),

Die Menge 4 dieser Elementenkomplexe, die allerdings zungchst
ungeordnet ist, war als das Produkt

J
A= 4,

der Mengen A, definiert worden.

Wir erinnern nochmals an die lexikographische Ordnung
die wir im Falle eines endlichen J dem Produkt geben konnten.
Bezeichnen wir die Elemente von J mit 1,2, ..., m, so hatten wir
zwischen zwei verschiedenen Elementenkomplexen

a=(a, 0y, ...,q,) und b=, b,, .., 0),
wo o, und b, Elemente von 4; sind, die Ordnung a=sb festgesetat,
wenn
entweder o =b,,
oder a, =b,, a,=b,,
oder a, =b, a,="0,, a, =10, usw.

Mit andern Worten: ist ¢ der erste Index, fiir den a,5=b, (wihrend
also, fir <4, a,=0, ist), so soll a=b sein, je nachdem (in 4)
a;=b,; ist; wir geben den Elementkomplexen die Ordnung ibrer
ersten verschiedenen Elemente, wir ordnen sie ,nach ersten Diffe-
renzen.‘

Es ist vielleicht zweckmiBig, darauf aufmerksam zu machen,
daB es hierbei durchaus nicht darauf ankommt, ob zwei zu ver-
schiedenen Indices gehorige Mengen 4, 4, gemeinsame Hlemente
haben oder nicht, und ob zwischen den Elementen a,, a, eine Ord-
nung besteht oder nicht; nur die Ordnung von Elementen a,, b, der-
selben Menge 4, ist auf die lexikographische Ordnung der Elementen-
komplexe von EinfluB. Auch im folgenden gilt dasselbe.

Diese lexikographische Ordnung laBt sich nun zwar auf den
allgemeinen Fall iibertragen, aber — die Menge 4 der Elementen-
komplexe wird dadurch im allgemeinen nur zu einer teilweise
geordneten Menge (§ 1). Wenn zwei verschiedene Elementkomplexe
eine erste Differenzstelle haben, d. h. wenn ein ,kritischer# Index’
existiert, fiir den o, b;, withrend, fir 2 <4, a, =15, ist, so konnen
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wir ¢ =b definieren, je nachdem o,=1b,. KEs ist evident, daB aus
a < b zugleich b>a folgt. Auch das transitive Gesetz

aus a<b, b<e folgt a<e
1st sofort zu beweisen. Ist nimlich
a,<b, a, =10, fir 2 <4,
b<ey by=¢, fur k<!,

fir i=06 a,<b, b,=c, also a, <,

a,=b,, b,=c,. also a,=¢, fir h<;
fir i=1l: q=b, b,<c. also g, <e,

a,=b, b =c, also a,=¢, fir <L

In jedem Fall ist also a< ¢, und der kritische Index fiir a,c ist
der frithere von den beiden kritischen Indices fir @,b und b,e¢,
falls diese verschieden sind; andernfalls mit ihnen identisch.

Wenn aber die Menge der Indices, fir die a,# 5, kein erstes
Element hat, so hitten wir a und & lexikographisch unvergleichbar
(all6) zu nennen, und die Menge der Elementenkomplexe wird also
im allgemeinen nur teilweise geordnet.

Wir wollen diese teilweise geordnete Menge wie frither die
ungeordnete mit

J
A=

bezeichnen. Hier ist aber hinsichtlich der Reihenfolge der Fak-
toren eine zwar unbequeme, doch unvermeidliche Verabredung zu
treffen. Wir sahen, daB im Falle eines endlichen

Jo=ill, 8, o, )
das lexikographisch geordnete Produkt nicht mit 4, 4, ... 4,,, sondern mit
i senidy

bezeichnet werden muB, wenn wir die iibliche Schreibweise von
Produkten respektieren und doch die lexikographische Ordnung nicht
durch die antilexikographische, nach letzten Differenzen, ersetzen
wollen (diese hitte den groBen Nachteil, daB wir im folgenden statt
von wohlgeordneten Mengen von deren Inversionen zu sprechen
hitten). DemgemiB miissen wir uns auch jetzt bei expliziter Schreib-
weise die Reihenfolge der Faktoren im Produkt umgekehrt wie die
Reihenfolge der Indices im Argument denken; wenn wir also, wie
oben, einige Indices ersichtlich machen (¢ < k< 1), so ist

(3

J
A=PB A= oo dyntynn Ay
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zu setzen. Ist z, B. J wohlgeordnet, vom Typus ¢, und speziell
J=W=1{0,1,..,9,..} (n <),

W)
BA, =, 4,
7

so ist

Unm diese Unbequemlichkeit einigermaBen zu mildern, fiihren wir
neben dem Argument J das inverse Argument oder den Exponenten

B= T ={ey Ly ey By vy 1, o0

ein und bezeichnen das Produkt, indem wir neben dem Zeichen P
noch I7 verwenden, mit

J E
B4, =114,

so daB die Reihenfolge der Faktoren dieselbe ist wie die der Indices
im Exponenten.

Sind alle Faktoren gleich (4,= M), so bezeichnen wir dem-
entsprechend die entstehende Potenz mit

M7* = ME,

Es hindert uns nichts, auch bei teilweise geordneten Mengen in
derselben Weise wie bei geordneten Ahnlichkeit zu definieren und
von ihren Typen zu sprechen, wie wir voritbergehend tun wollen,
Man sieht, dal bei Ersetzung der Faktoren durch &hnliche Mengen
das Produkt in ein #hnliches iibergeht, sein Typus also nur von
den Typen «; der 4, abhingt; demgemif bezeichnen wir den Typus

des Produkts mit

J E
a:ﬂpai:ﬂui: "'wl"'ak”'“i"'
1 2

Auch die Ersetzung des Arguments durch eine #hnliche Menge in
dem 8. 76 prazisierten Sinne #ndert den Typus des Produkts nicht.
Der Typus der Potenz hingt demgem#B nur vom Typus p der
Basis M und vom Typus : des Arguments J oder vom Typus &=/
des Exponenten Z ab und ist mit

[ut* = uf
zu bezeichnen.

Fragen wir zunichst, wann diese Typen wirklich Ordnungs-
typen, Typen vollstindig geordneter Mengen sind. Wenn alle 4
aus mindestens zwei Elementen bestehen, so kann man zu jeder
nicht verschwindenden Teilmenge K von J zwei Elementenkomplexea,?
angeben, die sich an den Indices von K und sonst nirgends unter
scheiden (d. b, K ist die Menge der ¢, fiir die a,55). Wenn also a,b
stets lexikographisch vergleichbar sein sollen, so muB jedes K eil
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erstes Klement haben, d. h. das Argument J wohlgeordnet sein?,
was umgekehrt auch hinreicht. Im Falle wohlgeordneten Arguments
liBt sich also das ganze Produkt und die ganze Potenz lexiko-
graphisch ordnen, und die gepannten Typen sind Ordnungstypen,
die auch die entsprechende Miichtigkeit (bei der auf die Ordnung
der Faktoren nichts ankommt)

a

i i P

J

DN — —

Po,= .00 000=.000,000 e
T

resp. m*=m* haben. Wir nennen sie Vollprodukte und Voll-
potenzen; sie sind. wie schon durch die Bezeichnungsweise an-
gedeutet wird, nicht mit denen in Kap. V, § 4 definierten zu ver-
wechseln; diese letzteren haben, wie sich zeigen wird, gerade um-
gekehrt einen wohlgeordneten Exponenten, wihrend wir jetzt ein
wohlgeordnetes Argument voraussetzen.

Beispiele. Die Potenz w®® mit der Basis @ und dem Argu-
ment o ist der Typus der Menge der Elementkomplexe

a=(a,.a,a, ...

in lexikographischer Ordnung, wo jedes a_  die Menge der natiir-
lichen Zahlen durchliuft. Ordnen wir in derselben Weise wie
Kap. ITI, § 5 diesem Elementenkomplex oder dieser Folge natiirlicher
Zahlen die reelle Zahl

s (é—)ao_}_ (_é_)ao+a1+ (; )ao+a,+a_,+

zu, wobei 0 <2 =1 und umgekehrt jeder solchen Zahl z eindeutig
eine Zahlenfolge a entspricht, so erkennt man leicht, daB die lexiko-
graphische Ordnung der e die umgekehrte ist wie die natiirliche
Ordnung der z (fiir 1 <b ist z>y). Da die Menge der Zahlen =
in natiirlicher Ordnung den Typus 2-4+1 hat (4 der Typus der
Menge der reellen Zahlen oder einer offenen Zahlenstrecke), so ist

ot = (1 =1 4 ¥ =141

Das Produkt
Wiw) U, =0, =, = ... =0
et wot o =Pa, (e = oty =ty -
" O = Uy =t = ... = )

ist der Typus der lexikographisch geordneten Menge der Elementen-

komplexe
a=(ay, — Qyy Gy, — Bgy..s),

wo die o wiederum natiirliche Zahlen in natiirlicher Ordnung sind.

Wir ordnen der Zahlenfolge o jetzt eindeutig den Kettenbruch

z=a,4+1:a,+1:a,+ 10,4 ...

! Wenn auch Faktoren mit nur einem Element vorkommen, so miissen
die Indices der iibrigen eine wohlgeordnete Teilmenge von J bilden. Der Fall,
daB ein Faktor und damit das Produkt verschwindet, bleibt natiirlich aus-
geschlossen.
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zu, der eine irrationale Zahl »>1 darstellt; umgekehrt 148t sich
jede irrationale Zahl z>1 auf eine und nur eine Weise in einen
solchen Kettenbruch entwickeln und bestimmt daher eindeutig eine
Zahlenfolge . Die lexikographische Ordnung der o ist dieselbe
wie die natiirliche Ordnung der # (fiir a <b ist z<4). Das obige
Produkt ist daher der Typus der Menge der irrationalen Zahlen >1
oder auch aller irrationalen Zahlen.

Schon diese Beispiele zeigen, wie sich der Kreis der in Produkt-
oder Potenzform darstellbaren Typen auf unserem jetzigen Stand-
punkt erweitert.

Gehen wir nun zu dem allgemeinen Fall iiber, dal das Produkt
nur teilweise geordnet ist. Es liegt nahe, dann die grofiten g_gord-
neten Teilmengen (§ 1) in Betracht zu ziehen; indessen gibt es
deren mehrere, im allgemeinen unendlich viele, und wir werden uns
zwar nicht bei der lexikographischen, aber bei einer verwan_dten
Anordnung davon iiberzeugen, wie wenig allgemeines man von diesen
Teilmengen aussagen kann (§ 10). Es empfiehlt sich daher, spezielle
geordnete Teilmengen von gréBerer Bestimmtheit aus der Gesamt-
menge 4 auszusondern und als Produkte zu definieren. DaB man
auf diese Weise bei gegebenem Argument und gegeben.en Faktoren
mehrere, von noch weiteren Zusatzbestimmungen abh‘agglge Produkte
erhalt, ist bei der lexikographischen Ordnung und ihren Abarten
unvermeidlich, und an deren Stelle etwas Besseres zu setz.en, 18t
noch nicht gelungen. Auf der andern Seite kann man in der
Mehrdeutigkeit der Produktbildung sogar einen Vorzug seh_en, da
sie den Kreis der in Produktform darstellbaren Typen erweitert.

Schicken wir voraus: fiir zwei Elementkomplexe a,b sei J,, die
Menge derjenigen Indices ¢, wo a,4b;, und K, =J—J,; das Kon-
plement, also die Menge derjenigen i, wo a;=b5,. Da aus a;=by
b, = ¢, auch a,=g¢, folgt, so ist

@ (Ka.b’ I(bc) g Kac’

also umgekehrt
& (Jonr Js) 27,

Zwei Elementkomplexe @, sind nun lexikographisch vergleichbar
(@=1b), wenn J,,, falls von O verschieden, ein erstes Klement hat,
und diese Bedingung ist reichlich erfiillt, wenn wir sogar Jab. als
wohlgeordnet annehmen. Nennen wir in diesem Fall die beiden
Elementenkomplexe ¢ und b kongruent und schreiben

a=0b, b=a;

zwei Elementkomplexe sind also kongruent, wenn sie sich nur an
einer wohlgeordneten Menge von Indices unterscheiden.
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Hier gilt nun das transitive Gesetz, das fiir die lexiko-
graphische Vergleichbarkeit schlechthin nicht gilt!:

aus a=b, b=c folgt a=c.

Denn sind J,,, J, wohlgeordnete Teilmengen von J, so ist es auch
ihre Summe und deren Teilmenge J,__.

Sammeln wir also alle mit einem gegebenen Elementenkomplex «
kongruenten zu einer Menge, die wir (.1,a) nennen wollen, so sind
alle Komplexe dieser Menge untereinander kongruent; fir a=b ist
‘1,a)=(d,b), und zwei verschiedene Mengen (.i,q), (4,5) haben kein
Element gemein, so daB die ganze Menge 4 in eine Summe solcher
Bestandteile (4, a) zerfallt.

Da alle Komplexe der Menge (.1, ) paarweise vergleichbar sind,
so ist sie eine geordnete Teilmenge von A; iiberdies ist sie eine
groBte geordnete Teilmenge. Um dies zu zeigen, bemerken wir
voraus, daB jede geordnete Menge J/ in zwei Komplemente P, Q
zerlegt werden kann, wo P wohlgeordnet und Q ohne erstes Element
ist (die Maglichkeiten P=0 und Q=0 sind mit zu rechnen). Zu
einer solchen Zerlegung gelangt man z. B, indem man Q als Summe
aller Teilmengen (=0) ohne erstes Klement definiert; dann hat
offenbar Q selber kein erstes Element und P= ) — Q kann keine
von 0 verschiedene Teilmenge ohne erstes Element mehr haben. ist
also wohlgeordnet.

Ist hiernach z ein nicht mit ¢ kongruenter Elementenkomplex,
so zerlegen wir die nicht wohlgeordnete Menge J, _ in der angegebenen
Weise in P und @, wobei Q@ von O verschieden ausfallt. Wir
definieren dann einen Elementenkomplex » dadurch, daB fir die
zu P gehbrigen Indices b, =z, sonst iiberall b,=a, sein soll. Dann
ist, wie leicht zu sehen,

Ju="Py J.= 0,

also b=ua und b|jz, so daB z mit mindestens einem Komplex von
(4. a) unvergleichbar, diese geordnete Menge also nicht erweiterungs-
fahig ist.

Eine solche griBte geordnete Teilmenge (4,a) nennen wir nun
auch ein Produkt und zwar ein Maximalprodukt; wir sagen, daf§
dies Produkt zum Hauptkomplex o gehort, dessen Elemente g,
wir die Hauptelemente der zugehdrigen Mengen 4, nennen. Jeder
Wahl der Hauptelemente oder des Hauptkomplexes entspricht ein
bestimmtes Maximalprodukt, wihrend umgekehrt jeder zu (4,q) ge-
horige Komplex als Hauptkomplex angesehen werden kann. Zur

» Es kann z. B. a<b, b>c und al ¢ sein.
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ausfithrlicheren Bezeichnung empfiehly eg gich, entweder nach dem
Schema (4, a) der ausfihrlich geschriebenen Menge 4 den Haupt.
komplex ¢ oder auch den einzelnen Faktoren 4, ihre Haupt.
elemente o, belzufugen also zu schreiben

(4,a0)= (SF Ay, )= S].S(Ai’ @)
=(...Ak...A....,a) S T O 7 N )

13

wobei noch II fiir 2]3 geschrieben werden kann.

Von Max1malp0tenzen wollen wir in dem allgemeinen Fall
(4, = M)

(M7, @)=

sﬁ\

(_7![ )

wws Gy G nin (M5 ) o,
nicht sprechen, da diese Men_gen nur beschrinkten Potenzcharakter
haben wiirden, sondern nur dann, wenn auch fiir alle Indices d?.ﬂ
Hauptelement dasselbe Element der Basis ist (¢, =m), also ein
spezieller, , konstanter* Hauptkomplex
=y My vovy My 000)
vorliegt, und in diesem Fall die Potenz auch mit
(M, my™* = (M, m)®

bezeichnen. , _

Um auch eine geeignete Bezeichnung fiir die Typen dieser
Mengen zu finden, beachte man, daB das Produkt (4,a) in ein ho-
liches iibergeht, wenn man die Faktoren 4, durch &hnliche Mengen 4;
und dementsprechend den Elementenkomplex @ durch den Elementen-
komplex o ersetzt, dessen Elemente o, die Bilder der Elemente g,
bei der ahnhchen Abbildung von 4; auf 4, sind. Daraus folgt,
daB der Typus von (4,a) nur von den durch die Zerlegung der
Mengen

=B,+{a}+ G,
bewirkten Typenzerlegungen
@=pF+ 147

(B; der Typus der durch a, bestimmten Anfangsstrecke B, 7 der
der Endstrecke C) oder von dem Komplex dieser samthchen Zer-
legungen abhingt. D1eq fithrt darauf, den Produkttypus mit

¥W+1+% ﬂ+1+ﬂ

Bt 1 +7) B+ 147 (B 147
und den Typus de1 Potenz mit
(@+1+0)"=(n+ 14 o)
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zu bezeichnen. wo p= 7 -14¢ die durch das Hauptelement e
bewirkte Zerlegung des Typus von M= P’ \m}+ £ ist. Eventuellen
Zweideutigkeiten muB man hier durch Klammersetzung vorbeugen,
z. B. sind die beiden Zerlegungen

oF+2tFo'=w+14+1+0N=(@1 D4+14+0
zu unterscheiden.

Das wichtigste Beispiel fir die Maximalprodukte liefert der
Fall, daB der Exponent E=J* wohlgeordnet ist. Hier ist die
Menge J,, fiir zwei kongruente Elementenkomplexe wohlgeordnet, die
inverse Menge JJ3 aber auch: folglich ist sie endlich. Betrachten
wir z. B. den Typus 7141+ g)». Hier ist E vom Typus @ und
kann speziell als

Tw)={0, 1,2, ...,

also

J={....2,1, 0}
cewithlt werden, und wir haben unter den lexikographisch geord-
neten Klementenkomplexen

(.... Ly Ly .’I‘U)
diejenigen zusammen zu stellen, die sich von

(cory 2y 02,y )

nur an einer endlichen Anzahl von Stellen unterscheiden. Wieder
sei M= P+ {m}+ R und mit ., y,, x, bezeichnen wir beliebige Ele-
mente von 1f, P, R. Unsere Potenzmenge zerfillt dann (vgl. die
allgemeinen Betrachtungen in § b) in Stiicke, von denen wir Reprisen-
tanten angeben:

53 Byl

(eoms Wy Wlow By &

(oeey my m, Yoy Xyy Z(l);
(cony w2y my m, oy, ),
(cory 210y 11y, my m, y,),
(cecy my, m, m, m, m),
(verey 12, 2, M, M, %),
(coey M2y M1, My Ry, Ty),
(vony my My %y, Ty, ),

ey Uy Bgy Ty, Ty, Ty),

An den durch Punkte bezeichneten Stellen der Komplexe stehen
Hauptelemente m; jeder Komplex geht den Komplexen der folgen-
den Zeilen voraus, und die Komplexe jeder Zeile (wenn z,,y,,, die
Mengen )/, P, R durchlaufen) sind natiirlich lexikographisch zu ordnen.
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g;ez]rb:l ];nt.s‘ze}ile.an Mengen, die mit endlichen Produkten &hnlich
Men’ e.d. 118{ ie Menge der Komplexe der ersten Zeile mit der
o 1g g er Komplexe (y,, z,, 2,, %) oder mit dem Produkt 3. 3.} P
dhnlich und hat den Typus p®m. So erhalten wir die Formel

m+1top=..+u@ntp’ntpntn
_ Fl4totpotpto+pfot ...
Ist -nlzsbesondere n=0, also das Hauptelement das erste der Basis
80 is ,
O+14or=140+pno+plo+ulo+ ...
Ist, noch spezieller, p =1+ ¢ eine Ordnungszahl, so ist auch diese

Potenz eine Ordnungszahl und zwar, fir uw>1 (¢ >0), der Limes
(vgl. 8. 107) der Zahlen

17

1+ o=,

140+ po=p+po=p

| 140+ po+plo=p+p’o=p’ usw,

also das Cantorsche u~ (Kap.V, §4). Wir werden nachher (§ 6)
allgemein beweisen, daf die Maximalpotenzen mit wohlgeordnetem
Exponenten, wohlgeordneter Basis und deren erstem Element als
Hauptelement nichts anderes als die damals definierten Cantor-
schen Potenzen sind, und das Analoge fiir Produkte.

Wir konnten uns mit den erhaltenen Maximalprodukten, deren
Bildungsweise man als durchaus einfach und natiirlich anerkennen
wird, begniigen; aber es empfiehlt sich, noch weiter zu gehen und
gewisse Teilmengen der (4,a) als Partialprodukte zu definieren,
die dann im allgemeinen nicht mehr groBte geordnete Teilmengen
der Gesamtmenge A sein werden. Hierzu leitet uns gerade dafs
letzte Beispiel, wo sich die J,; als endlich herausstellten. Wir
konnen ja jetzt einfach verlangen, daB die J,, endlich sein sollen,
also die Kongruenzforderung verschiirfen; wenn wir diese neue
Forderung durch die Schreibweise

a=Db (@)
andeuten, so ist wieder das transitive Gesetz giltig, weil aus der

Endlichkeit von J,, und J;, sich auch die von J,, < &y o &

gibt. Diese Bemerkung fithrt auf den allgemeinen Ansatz, fiir eine

Ordnungszahl w
a=b . (W

zu definieren?, wenn die Menge J,, der In('hces,
unterscheiden, wohlgeordnet und von einem

wo sich a unfib
Typus < p ist.

1 gesprochen: o kongruent & fiir p.
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Indessen ist hier, wenn das transitive Gesetz gelten soll, nicht jede
Wabl von u zulissig; welche p zuliissig sind, hiingt auch noch vom
Typus Jdes Arguments ./ ab. Allgemein und unabhingig von J sind
u. a. die Anfangszahlen zulissig; denn sind J/,, und J,, von einem
Typus < m, also von einer Miichtigkeit < X, so trifft dasselbe fiir
ihre Summe und fir J,, zu. Um aber spiter den Beweis des
associativen Gesetzes zu sichern, beschrinken wir uns noch weiter
auf regulire Anfangszahlen ®,. Sammeln wir alle mit einem
gegebenen Elementkomplex a fu1 w, kongruenten Komplexe, die
also auch untereinander fir o, kongruent sind, so erhalten wir eine
geordnete Teilmenge (., a), von g, die wir ein Partialprodukt mit
dem Hauptkomplex a vom Grade & nennen; wir hingen die
Gradzahl § auch an die obigen ausfiithrlichen Bezeich-
nungen von («,a) rechts unten an. Fir §<# ist (4,a), Teil-
menge von (d,a) . Der kleinste Grad 0 entspricht der Forderung
endlicher Mengen J,,- Bei hinlanglich groBem & geht das Partial-
produkt in das Maxxmalprodukt mit demselben Hauptkomplex iiber;
ist nAmlich J von der Machtlgken N, so ist jede wohlgeordnete
Teilmenge von J von einem 'lypus <@gy, und (4,a),,, =(4,a);
indessen kann dies schon fiir einen fritheren Grad emtreten Bei
wohlgeordnetem Kxponenten ist schon (4,a), =(4,a). Endlich ist
hervorzuheben, daB bei wohlgeordnetem Argument zwar nur ein
einziges Maximalprodukt (4,a)= .1 existiert, das gleich dem Voll-
produkt ist, wohl aber auch hier verschiedene Partialprodukte niederer
Grade existieren konnen.

Als Beispiel betrachten wir die Potenz
O-+1-+1)7
mit einer Basis aus zwei Elementen (die wir 0,1 nennen), von denen
das erste das Hauptelement ist, mit wohlgeordnetem Argument vom

Typus & und vom Grade 0. Man erhalt diesen Typus, indem man
unter den Elementkomplexen

o=(ay, 0y, @y, ...) [(2;=0 oder 1)

diejenigen nimmt, die nur endlich viele Einsen enthalten. Indem
man dieser Zahlenfolge den dyadischen Bruch

+

zuordnet, der eine dyadisch ratlonale Zahl =0 und < 1 darstellt,
und beachtet, daB umgekehrt jedem solchen z eindeutig ein a ent-
spricht, daB ferner die natiirliche Ordnung der z mit der lexiko-
graphischen der « fiibereinstimmt, findet man

O+14+ 1) =147,

aQ

~a0+a,‘
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denn die Menge der  ist abzéhlbar, dicht und hat ein erstes, aber
kein letztes Element (Kap. IV, § 7).

Die nichste Partialpotenz ist die Vollpotenz
0+ 14 1)o* =20%,
denn jede Teilmenge von J ist vom Typus =w < w,; diese Potens
ist der Typus der lexikographisch geordneten Menge aller 4. Hier
entspricht jedem o als dyadischer Bruch. eine reelle Zahlz (0 =z=1);
umgekehrt entsprechen den dyadisch rationalen Zahlen # zwischen 0

und 1 (beide exklusive) zwei benachbarte Elementkomplexe, z. B. der
Zahl 1 die beiden Komplexe

©0,1,1,1,..) und (1,0,0,0,..),

den dyadisch irrationalen Zahlen zwischen 0,1 und den beiden
Zahlen 0, 1 selbst nur ein a. Die Potenz 2¢* ist also der Typus
einer Menge, die man aus der Menge der reellen Zahlen 0=z=1
erhilt, wenn man jede der Zahlen

i 1 3 1 3 5 7
5 W T LI

27 4’ 4’ 8 8 8" 8
durch ein Paar benachbarter Elemente ersetzt denkt.

§ 4. Das assoziative Gesetz.

Es ist jetzt die naheliegende Frage zu beantworten, mit welchem
Rechte wir die verschiedenen in § 3 definierten Mengen Produkte
und Potenzen nennen. In erster Linie handelt es sich um den
Nachweis des assoziativen Gesetzes, nimlich darum, dal man, ohne
den Typus eines Produkts zu #ndern, das Argument in Stiicke zer-
legen, die Faktoren dieser Stiicke zu Zwischenprodukten zusammen-
fassen und aus diesen wieder ein neues Produkt zusammensetzen
kann — allerdings mit bestimmten Vorschriften beziiglich der Haupt-

elemente der Zwischenprodukte und unter Voraussetzung gleichen
Grades aller Produkte.

Zerlegen wir das Argument J in eine Summe

)
I=37

k
mit dem zweiten Argument K und lauter von Null verschiedenen
paarweise fremden Summanden. Jeder Elementenkomplex mit den
Elementen a; bestimmt dann, wenn wir nur die Indices ¢ betrachten,
die zu J,, gehbren, einen Teilkomplex &,, und die Zuordnung dieser b,
zu den Indices  liefert einen mneuen Komplex b5, der sich von @
eben nur durch die Zusammenfassung der Elemente in Zwischen-
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komplexe uunterscheidet.! LiBt man die e, die Mengen .f, durch-

J 4
laufen, so durchliuft ¢ das Produkt P .1, b, das Produkt ~4§,»| . b das
Produkt dieser Produkte ‘ '

Ky
ki
T . . J . . .
dessen Aquivalenz mit ¥ 4, wir bereits als das assoziative Gesetz

fir ungeordnete Produkte kenuen.

Es seien jetzt a und x zwei Komplexe, b und y die ihnen ent-
sprechenden neuen Komplexe; ./° die Menge der Indices 4, fiir die
a;+x,. Wir haben dann

J=XJ, J=2U T,
und J;' ist die Menge der zu J, gehdrigen Indices i, wo a,Fz;, an
denen sich also die Komplexe &, und y, unterscheiden. Ist J,'=0,
80 ist b=y, und umgekehrt. Die Menge K’ der zweiten Indices k,
wo J,'>0, ist also die Menge der Stellen k, wo b,Fy,, und es ist

o
J= =] .
k
Aus dieser Darstellung erkennen wir sofort:

Ist J° wohlgeordnet und von einem Typus < w, (w, eine regu-
lare Anfangszahl), so sind auch die .J; und K’ wohlgeordnet und
< @, Umgekehrt: sind alle J' und A" wohlgeordnet und < w_, 80
ist auch 7 wohlgeordnet und < @, Diese Umkehrung folgt aus
dem Satze Kap. V, & 6, IV, dessen Diskussion nun auch verstindlich
macht, warum wir uns auf regulire Anfangszahlen w, beschrinken
mubBten, ’

Lassen wir z jetzt also nur die Menge

J J
(1) ‘5 (Ai’ ai);: = ("B AH a‘)g

der fiir »_ mit ¢ kongruenten Komplexe durchlaufen, so durch-
liaft y, nur die Menge

./’,; ']h
2) Bk=g‘]'sl"li;ai);_-:(qs‘lnbk\/s
der fiir »_ mit 5, kongruenten Teilkomplexe, und y nur die Menge
K K
(3 S’F (Bk7 bk)s = (SIB B, b)5

! Vgl. die entsprechenden Bemerkungen beim Beweis des assoziativen
Gesetzes fiir ungeordnete Produkte in Kap. II, § 3 (S. 39).
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der fiir o, mit b kongruenten Komplexe. Die beiden Produkte (n
und (3) sind also #quivalent und iberdies Zhnlich, da die lexiko.
graphische Ordnung der z, wie unmittelbar aus der obigen Formel
fiir J zu schlieBen ist, dieselbe ist wie die lexikographische Ord-
nung der y, falls auch die y, lexikographisch geordnet werden.

Das ist das allgemeine assoziative Gesetz, dem also als nihere
Bestimmung des urspriinglich angegebenen Wortlauts hinzuzufiigen
ist, daB die Hauptkomplexe b, der Zwischenprodukte B, bei dem
zweiten Produkt als Hauptelemente b, der Faktoren B, figurieren,
und daB alle Produkte von gleichem Grade zu wihlen sind.

Wir notieren einige Spezialfille. Besteht K nur aus zwei Ele-
menten 1, 2, so ist das zweite Produkt das Vollprodukt B,B,, also
fir J=J +J,

gy Jy

{B(Ai: ai);: = SB (45 a’i)g ‘B (4;, a/;)

Wenn J ein erstes Element hat, so kann man hiernach den letzten
Faktor des Produkts abtrennen und findet auch fiir allgemeine Pro-
dukte das distributive Gesetz bestitigt (Kap. IV, § 2).

Setzt man alle 4,=M, a;=m, so daB es sich um Potenzen
der Basis M mit dem Hauptelement m handelt, und- fithrt die Ex-

ponenten ein
F=K* E,=J}

E=J*=(§J)*=§E
% ¥ 3 *

so wird
(4) (M, m)f ~ II (Byy by
B, = (M, m);.-k .
Speziell fir J=J,+J,, B=FH,+ E,
(5) (B, m)E = (M, m)* - (M, m)g*,

so daB also, ohne Anderung des Typus, Potenzen multipliziert
werden, indem man die Exponenten (oder die Argumente, diese
aber in umgekehrter Reihenfolge) addiert.
Setzt man in (4) alle J, oder E, a4hnlich voraus,
J,~H, B,~D, D= H*
so wird
B,~ (M, m)P = N,

wobei der Hauptkomplex b, dem Hauptkomplex » dieser Potenz N
entspricht, der aus lauter Hauptelementen m besteht. Demgema wird

H(BL’ bk)t s (Y ”)s;
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&
und da E=2XF ~ DF wird, so folgt schlieBlich
(6) My D E =~ Nl N =, m)?.
Eine Potenz wird also potenziert, indem man die Kxponenten (oder
Argumente’ multipliziert; wobei aber die Wahl des Hauptelementes
von 1\ :u beachten ist.

Wir haben damit die Analoga zu den Potenzformeln in Kap. II,
§ 3 entwickelt; eine der Formel (10) entsprechende kommutative
Formel kann selbstverstiindlich nicht gelten.

§ 5. Beliebige Komplexmengen.

Um mit Hilfe unserer Produkte (und Potenzen) Mengen vor-
geschriebener Art zu bilden, miissen wir diese Produkte noch ein-
gehender untersuchen. namentlich feststellen, mit welchen Mengen
sie konfinal und koinitial und welches die Charaktere ihrer Zer-
legungen sind § 2. Diese Untersuchung wird allgemeiner und zu-
gleich einfacher, weun wir eine ganz beliebige lexikographisch
geordnete Menge 4 von Komplexen

B =lveny Lsyiean)
mit dem Argument J betrachten, wo x; die Menge A, durchliuft,

J
also eine beliebige geordnete Teilmenge des ganzen Produkts ¥ .1,

Fiir zwei verschiedene Komplexe z, ¥y von 4 wird also nur die
lexikographische Vergleichbarkeit vorausgesetst: d. h. die Menge der
Stellen, wo z;%=y,, hat ein erstes Element ¢ und es ist

z=g, fir h<i, #Fy,

z=y fir »=y,.
Wir nennen diese erste Differenzstelle wieder den kritischen Index
zwischen z und y und bezeichnen ihn mit

i=fzy fir z<y.

Wir hatten festgestellt, dab fir <y <=

fle,x) = [z, y), flz,2)=ly,%)
izt und in mindestens einer dieser Formeln das Gleichheitszeichen gilt.

Damit ist zunichst die durch ein bestimmtes Element 2z von A

bewirkte Zerlegung
(1) A=Y+ {z(+Z
leicht darzustellen. Die zu Y gehorigen Komplexe y (y < z) scheiden

sich nach dem kritischen Index = f(y,z), und es sei Y'" die Menge
der y, fiir die fly,z)=¢, natiirlich Y@ = 0, wenn es kein solches

gibt. Da dann aus y =y  immer f(y, )= f(y,x), aus fly,z)> [y, z)
11

Hausdorff, Mengenlchre,
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also y >y folgt, so ist ¥ die Summe der Mengen Y® in der Reihen-
folge ihrer Indices. Fiir die » gilt Analoges, aber mit Zeichen.
umkehr; 7 ist also die Summe der Z® in umgekehrter Reihenfolge
ihrer Indices oder in der Reihenfolge, welche die Indices in dem
Exponenten J*= K haben. Danach ist

J J¥
2) Y=37Y0, Z=32%,

Dieselben Formeln gelten, wenn « ein nicht zu 4 gehériger,
aber mit allen Komplexen von A4 lexikographisch vergleichbarer
Komplex ist, wobei nur an Stelle von (1) die Formel

3) : A=Y+ 7

tritt; YV ist die Menge der zu A4 gehorigen Komplexe y, fir die
y <z, YO derer, fiur die f(y,»)=4, und entsprechend sind 7, 70
erklart.

Nach diesen Vorbemerkungen miissen wir die allgemeinste Form
der Zerlegungen (3) von 4 in zwei Stiicke feststellen, die wir beide
von Null verschieden annehmen. Wir verabreden folgende Be-
zeichnung: ist @ eine nichtverschwindende Teilmenge von J, so sei

LG = (c0ny Tyy 102

ein Komplex, der nur den Indices g von G Elemente z, von 4

G
zuordnet, zg also ein Element des Produkts B4, Fir G<Jist

g
zg nur ein Teilkomplex, der im allgemeinen in verschiedenen
Weisen zu einem vollen Komplex z erginzt werden kann (fir
G =4J ist zg =a schon ein voller Komplex). Die Menge der Kom-
plexe von 4, die an den Stellen g die vorgeschriebenen Elemente 2,
tragen (also der Komplexe w, fir die wg = 24), bezeichnen Wwir
mit [zg].

Speziell verstehen wir jetzt unter G ein Anfangsstiick von /.
Es ist evident, daB fir zwei Komplexe u < » von 4 auch die An-
fangskomplexe ug, vz lexikographisch vergleichbar sind und
ug =vg ist. Diese Anfangskomplexe von 4, Y, Z bilden also wieder
lexikographisch geordnete Komplexmengen dg, Y4, Zg, wobei yg = %o
Bs konnen also die Mengen Y, Z; hochstens ein Element gemein
haben; haben sie eins gemein, so bezeichnen wir es mit zg und
nennen G etwa fiir den Augenblick ein ausgezeichnetes Ar-
fangsstiick. Dann ist natiirlich z; das letzte y, und das erste %
Ya =g =xg. Der Leser mache sich diese Verhiltnisse an der
Zerlegung eines Lexikons in zwei Bénde klar, wo man nach den
gemeinsamen Anfangsbuchstaben der letzten Worte des ersten Bandes
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und der ersten Worte des zweiten Bandes zu fragen hat, um die
Trennungsstelle beider Binde zu fixieren.

Ist F ein nichtverschwindendes Anfangsstick < G und @ ein
ausgezeichnetes Anfangsstiick, so ist auch F eins, und zwar ist der
Aunfangskomplex oy der Anfang von ;.

Bilden wir jetzt die Menge H aller Elemente von ./, die in
mindestens einem ausgezeichneten Anfangsstiick vorkommen, oder
die Summe aller ausgezeichneten Anfangsstiicke. Wir machen zu-
niichst die allgemeinere Annahme H= 0, setzen also die Existenz
ausgezeichneter Anfangsstiicke G voraus. Als Summe von Anfangs-
stiicken ist H wieder ein Aunfangsstiick. Jedem Index 2 von H ist,
da er zu einem G gehort, ein Element z, (das fiir alle solche G
dasselbe ist: zugeordnet, nimlich das entsprechende Element von ;.
Der Komplex

T = Lony @y ves)

dieser Elemente ist wieder mit allen entsprechenden Anfangskom-
plexen yyg, zgz lexikographisch vergleichbar und

Yu =T =iy
Denn wenn etwa nicht yyz = .y, also an irgend einer Stelle y, 4=,
ist, und G ein den Index h enthaltendes ausgezeichnetes Antangs-
stiick ist, so ist yg 4@, also ys < x6; die erste Differenzstelle der
beiden letzten Komplexe ist auch die erste Differenzstelle zwischen
yg und zg, und zugleich yyz < zy.

Wir erhalten jetzt folgende Darstellung: die Komplexe y scheiden
sich zunichst nach dem kritischen Index f(yy,»;. und es sei Y®
die Menge derer, fir die f(yg,zz) =h; dazu kommt noch eventuell,
und zwar allen andern folgend, die Menge Y derjenigen, fir die
yp=uxg. Analoges gilt fir Z. So wird

Pl . H*
(4) Y=YNW4 Y, Z=2+2270,
h I
Setzen wir noch
’5/ A. = Y’"}- Z = [.’,E]{],
das ist die Menge der mit zy beginnenden Komplexe von A.
Anscheinend ist hiermit nichts gewonnen, sondern nur die Zer-
legung (3) auf (5) zuriickgefiihrt; indessen ist leicht zu sehen, daB
diese letzte einen ganz einfachen Charakter hat. Wir unterscheiden,
ob eine der Mengen Y, Z verschwindet oder nicht.
Wenn eine der genannten Mengen verschwindet, so kann sein
11%
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oder 4 von Null verschieden und

() Y=0,Z=4
oder -
(8) Y=4, Z=0.

Hierzu bemerken wir: wenn ¥ =0 ((8) oder (7)), so ist
bég ,
Y=70— 3y,
h I

wenn H, die Menge der % bedeutet, denen nichtverschwindende Y®
entsprechen, also die Menge der wirklich vorhandenen Indices
flym, xg). Bs ist leicht zu sehen, da dann H mit H, konfinal ist
und beide Mengen kein letztes Element haben. Denn fiir jedes &
gibt es ein ausgezeichnetes Anfangsstiick G, dem es angehirt und
dazu ein y mit yg=x¢; da aber ygp<azy (nicht =zp), so ist
flym, ©m) > h, es gibt also zu jedem % ein A, >%. Kine entsprechende
Bemerkung ist iiber Z zu machen, falls Z verschwindet.

Seien nun Y und Z beide von Null verschieden, so daB A4 von
der Zerlegung mit betroffen wird. Sind %, » zwei zugehorige Kom-
plexe, fir die also yg=xg=xy, so ist der kritische Index f(y, )
ein KElement %k des Endstiicks K =J— H (J= H- K); es muB dann
aber % das erste Element von K sein, da andernfalls sich noch
weitere gemeinsame Anfangselemente ergiben und J* > H noch ein
ausgezeichnetes Anfangsstiick wire. Dieser Fall bedingt also, daf
K ein erstes Element % hat und fir die Komplexe von Y und %
fly, x)=1Fk, also

Y=o, @psenyYppons) WA 2= (cr, Tpyne, Fpyans)
mit y, <, ist. Wenn wir, fir ein beliebiges Element @, You A,
die Menge der mit
(coos @y ey @) = (2, 2,)
beginnenden Komplexe von 4 oder A wieder durch EinschlieBung
in eckige Klammern bezeichnen, so ist also

_ ¥ _ 4
9) Y= 2ag, ak]: ZZZ[wH: a%];
wobei * uk
(10) 4,=7Y,+ 3,

eine Zerlegung des Produktfaktors 4, in zwei von 0 verschiedene
Stiicke ist (die wegen der Moglichkeit des Verschwindens einiger
Summanden in (9) im allgemeinen noch auf verschiedene Weise 50
gewihlt werden konnen, daB alle wirklich vorkommenden y, zu ¥, und
alle wirklich vorkommenden #, zu Z, gehdren).
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Hier reiht sich endlich noch der bisher ausgeschlossene Fall
an, daB gar kein ausgezeichnetes Anfangsstiick existiert; man sieht
dann, daB schon fiir das ganze J der zuletst fiir K festgestellte Fall
eintreten, also J ein erstes Klement & besitzen und fiy, %)=k sein
muB, womit wir die Zerlegung

Y. A
X F= \'[ak]' == ‘S[ak]
a .
erhalten. ‘
Wir geben fiir die damit beendigte Diskussion der Zerlegungen
ein Beispiel, wo 4 aus Komplexen u = (u, u, %,,.... %,) mil dem

Argument J= IIlm+1) vom Typus @+ 1 besteht; die Elemente
sind Zahlen in natiirlicher Ordnung. Dann bestehe 1" aus den (von
oben nach unten geordneten) Komplexen

O we uy, e ol w0
do 00 u, uy oo, )
1,0, u, e, w)
1.1, 1,0, oy
wo die mit » bezeichneten Elemente keine Rolle spielen und be-
liebig (auch verschieden) gewihlt werden kionnen, Z aus den Kom-
plexen

(; 15 1525 wsuy 1)
(1, 1, 2, (e wves W
(1.2, u, u, v,
20wy u, uy ..., u).

Hier ist, fiir jede natiirliche Zahl #», G'= W{n) ein ausgezeich-
netes Anfangsstiick mit z5=(1, 1, ..., 1); weiter ist H= W(w) und
92‘-”———“-(1, 1, 1, vty
wobei zugleich der Fall (6) eintritt. Nimmt man in unsere Komplex-
menge noch Komplexe auf, die mit zy beginnen, so konnen diese,
den Fillen (7), (8), (9) entsprechend, sémtlich zu Z oder simtlich

zu Y gerechnet oder auf beide Mengen verteilt werden.

Eine #hnliche Diskussion haben wir noch fiir die Zerlegungen
A=A+ 0=0-+ .1 anzustellen, zur Beantwortung der Frage, mit
welchen Mengen A konfinal und koinitial ist. Wir beschrinken
uns auf 4= 44 0.

Ist wieder /=0 ein Anfangsstiick von J und betrachten wir
die Menge der Anfangskomplexe y, fir die Komplexe y von 4, so
kann es sein, daB diese (lexikographisch geordnete) Menge ein letztes
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Element g hat; wir nennen dann wieder & ein ausgezeichnetes
Anfangsstiick. Nehmen wir wieder zunichst an, daB es solche G
gebe, so gelangen wir wie vorhin zu ihrer Summe H und einem
Komplex xg derart, daB stets yy = wy, ferner zu der Darstellung
7

(10) A=_I\J,1~L>+ A, A=[ay],

wo A® die Menge der Komplexe y von 4 ist, fiir die f(yy,zu)=nh,
und 4 die Menge derer, die mit z; beginnen (yy=2;. Wir setzen
wieder J= H- K.

Hat A ein letztes Element z, so ist J selbst ein ausgezeichnetes
Anfangsstick, H=J, z;=x, und A besteht aus dem einen Kle-
ment .

Hat A kein letztes Element, so kann 4 Null oder von Null
verschieden sein. Ist =0, so haben wir

Hy"
(11) A=2240 = ’\"A(h),

wo in der letzten Schreibung .die nichtverschwindenden Summanden
hervorgehoben sind, also H, die Menge der wirklich vorhandenen
kritischen Indices f(yu,#y) ist. Genau wie vorhin ergibt sich, daB
H mit H, konfinal und jede dieser Mengen ohne letztes Element
ist. Danach ist, wie wir im Interesse eines nachher auszusprechenden
Satzes hervorheben, in diesem Fall 4 mit einer zu H, = J dhn-
lichen Menge konfinal.?

Ist 4 von Null verschieden (und ohne letztes Element), so ist

sicher K von Null verschieden, da zwei Komplexe von A einen
nicht zu H gehorigen kritischen Index haben. Wir milssen hier
noch unterscheiden, ob K ein erstes Element hat oder nicht.
Hat K ein erstes Element %, so ist wieder, analog zu (9
- ‘47.- ‘41;0
(12) A= ,S['a;“, @) = [y,
l.'k l.lk
und die Menge 4,, der Elemente a,, denen nichtverschwindende
Summanden entsprechen, kann kein letztes Element haben, da sonst
H {k} ein ausgezeichnetes Anfangsstiick wire; .{ ist also jetzt mit
einer zu A, < 4, shnlichen Menge konfinal.
Hat K kein erstes Element, so sei x ein beliebiger Komplex
von A und K, die Menge der kritischen Indices flx,:) fir : > ..

rl{:

7
1 Tine Summe 2 4; mit nichtverschwindenden Summanden ist, wenn J

1
kein letztes Element hat, mit einer zu J iilnlichen Menge konfinal (eine solche
erhiilt man, wenn man aus jedem 4; cin Element auswihlt); andernfalls ist
gie natiirlich mit dem letzten Summanden konfinal.
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Dann ist (wie iibrigens auch im vorigen Falle) K mit K, koinitial;
denn andernfalls hiitte K ein nichtverschwindendes Anfangsstiick L,
in dem kein f(z,s) liegt, es wiirde also #%y,.r=2g4+r und H+ L
ein ausgezeichnetes Anfangsstiick von J sein. Demnach hat K kein
erstes Element, die umgekehrte Menge K;* kein letztes, und aus
der Darstellung (1) mit
(13) - Z= ZYZ(") = E'Z(i)
folgt jetzt, daB A mit einer zu K,* < J* #hnlichen Menge konfinal ist.
SchlieBlich ist wieder in dem bisher beiseite gelassenen Fall,
daB gar kein ausgezeichnetes Anfangsstiick existiert, evident, daf
dann fiir das ganze Argument J einer der zuletzt fiir K festgestellten
Fille eintreten muB; entweder hat also J ein erstes Element % und

es 1ist
A

k
(12) A=2a)

oder J hat kein erstes Element und die Formel (13) tritt in Kraft.
Unsere letzte Diskussion hat also den Satz ergeben:

Eine beliebige lexikographisch geordnete Komplex-
menge mit dem Argument J und den Faktoren 4, (d. h. eine

i
geordnete Teilmenge des Produkts §.4) ist stets mit einer

Menge konfinal, die mit einer Teilmenge entweder des
Arguments J oder des Exponenten J"=FE oder eines Fak-
tors 4, ahnlich ist.

Man kann darin ohne sonstige Anderung das Wort konfinal
durch koinitial ersetzen.

Natiirlich konnen mehrere dieser drei Fille gleichzeitig ein-
treten, z. B. alle drei, wenn A ein letztes Element hat.

Wir geben wieder drei einfache Beispiele, wo 4 vom Typus o
und im Falle (¢) mit dem Argument W(w), im Falle (5) mit dem
Exponenten W(w), im Falle () mit einem Faktor W(w) &hnlich ist.

(

(@) (8) 7)
0,0, 0,0, ..) (.., 0, 0, 0, 0) (1,2, 0, ...
(1, 0, 0,0, ... (.., 0,0,0,1) 7, 2,1, ..)
1,1,0,0,..) (.., 0,0, 1, 0) T, 2, 2, ...)
(1,1,1,0,..) (.., 0, 1, 0, 0) 1, 2,38, ..)
a,1,1,1,..) (.., 1,0, 0,0 (7, 2, 4, ...)

Der Komplex zy ist bei (¢) (1,1, 1,1,..), bei () (7, 2), bei (B) ist
kein ausgezeichnetes Anfangsstiick vorhanden.
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§ 6. Zerlegungen von Produkten.

Die Betrachtungen des vorigen Paragraphen lassen sich nun
leicht auf den Fall anwenden, daB die Menge A ein Produkt

J
A =P, @),

vom Grade & mit dem Hauptkomplex a=(..., a, ...) ist, also aus
nur solchen und allen solchen Komplexen x besteht, die mit g fiir o,
kongruent sind. Alle Mengen, die in den Formeln des §5 auf-
traten, sind von einer der folgenden drei Formen:

(¢) [xg]= Menge der Komplexe von 4 mit gegebenem Anfang
@y = (.., @,,...), Wo H ein nichtverschwindendes Anfangsstiick von J ist.

(8) Y™ = Menge der Komplexe y von 4, fir die yz<zz und
der kritische Index f(yy, zy)="h ist;

() Z® = Menge der Komplexe » von 4, fir die xy >zy und
der kritische Index f(zy, #z)=" ist.

Diese Mengen sind iibrigens wohldefiniert (nur vielleicht Null),
wenn man auch iiber z; gar nichts voraussetzt; um aber zwecklose
Allgemeinheit zu vermeiden, nehmen wir in den Fillen (8) und %
an, daB fir jedes Element % von H mindestens ein Komplex in .
vorhanden sei, der an den Stellen =4 mit z, iibereinstimmt. Be-
zeichnet man die Menge dieser Stellen mit ¢, die der Stellen ¢ > A
mit I, setzt also

(1) J=G+L, G=J'4+1h, L=1J,
so wird also [25] von Null verschieden angenommen.
Alle diese Mengen resp. ihre Typen sind nun einfach anzugeben.

Zur Abkiirzung setzen wir fiir eine nichtverschwindende Teilmenge A
von J

K
2 AE) = R L1 0

das ist also das Produkt nur tiber die Faktoren .4, erstreckt, oder
die Menge der lexikographisch geordneten Teilkomplexe

Up = (g Uy oy
die mit ax fiir m, kongruent sind. Um nicht Ausnahmefille immer
besonders erwithnen zu miissen, definieren wir, fiir K =0, 4(0) als
eine Menge aus einem einzigen Element oder vom Typus 1, iihnlich
wie eine Potenz mit dem Kxponenten 0 gleich 1 gesetzt wird.
(¢) Einen mit 2 beginnenden Komplex in .{ gibt es nur, wenn
oy mit a, fir ., kongruent ist. Also ist

[en]=:0 fiir wyzEay(o),
d. h. sobald die Menge der Diflerenzstellen zwischen wy und ay



§ 6. Zerlegungen von Produkten. 169

nicht wohlgeordunet und < w, ist; sei es nun, dafll sie wohlgeordnet
und =, oder nicht einmal wohlgeordnet ist.

Ist aber zg=ag(w,), so gibt es in 4 Komplexe, die mit xy be-
ginnen, und zwar bilden sie ein Produkt wie 4 selbst, nur daB die
Faktoren 4, durch Mengen {w,} ersetzt sind, die aus je einem festen
Element bestehen. Setzt man

J=H+ K,

so lehrt die Anwendung des assoziativen Gesetzes, daB dies Produkt

K
mit B (4,, a,) dhnlich ist, also

k

[r] ~ A(K) fir zp=az ().

Die zunichst stillschweigend gemachte Voraussetzung K = 0 ist nach
der obigen Verabredung entbehrlich, da fir k=0 (H=J) zg=2
ein voller zu A gehoriger Komplex wird, also beide Seiten der
Formel sich auf Mengen mit einem Klement reduzieren.

() Die Mengen Y® und Z® hingen von den durch die Ele-

mente x, bewirkten Zerlegungen
4, =Y, +{ml+ 2,

ab. Da wir, mit den Bezeichnungen (1), [z¢] >0, also zg=ag (ws)
angenommen haben, so besteht die Menge Y™ aus den Komplexen,
die an den Stellen vor % mit xy iibereinstimmen, an der Stelle %
ein (zu Y, gehoriges) Element y, <, tragen und des weiteren be-
liebig verlaufen, natiirlich unter der Einschrinkung y=a (»,). Die
Menge dieser y bildet wieder ein Produkt wie 4, worin nur 4,
durch Y, und die fritheren Faktoren durch Mengen aus einem
Element ersetzt sind. Nach dem assoziativen Gesetz erhilt man also

YW~ A(L)- Y, = A(J,) ),
wobei der erste Faktor ein Produkt iiber die zu % gehorige End-
strecke J, ist. Der zweite Faktor kann natirlich verschwinden
(wenn z, das erste Element von 4, ist) und damit auch Y® zum
Verschwinden bringen.

(y) Ebenso ist

ZW~ A(L)Z, = A(J,)- Z,,.

Fiir die Typen dieser Mengen sind die entsprechenden kleinen
griechischen Buchstaben zu verwenden. Der Typus des ganzen
Produkts war, wenn wir wie frither die durch die Hauptelemente
bewirkten Zerlegungen mit

4;=B;+af+
bezeichnen, gleich

J
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gesetzt worden; fiir die Teilprodukte ist

K
) e(B)=PB,+1+7,), resp. «0)=1.
Nach den Formeln in § 5 und den
C rmein in un en : tzt
jede Zerlegung jetzt gewonnenen hat nunmehy
e=1+&

in .zwei von Null verschiedene Summanden folgende Form. Ks ent.
spricht ihr ein Anfangsstiick H von J= H + K mit den Zerlegungen

oy = 1
und dann ist AR
H
n:?‘“(‘]h)qlh“*'ﬁ,
_ H*
ZZ@"‘%“(J}JC;‘,
wobei entweder

(a) 7=,=0 fiir wp % an (@),
oder fiir zg=ag (o) einer der folgenden drei Fille eintritt;
(b) 7=0, {=a(K);

(©) 7= a(K), £=0;

(d) q=e@)n, (=c@)§:

Der letzte Fall setzt & als erstes Element von K und eine Zerlegung
=45

in zwei von Null verschiedene Summanden voraus. Endlich kam
hierbei noch H=0 und

n=a(l)n, (=« ) &
sein, mit % als erstem Element von I
Wir hatten bemerkt, daf im Falle 7=0

s H,
7= 72‘“(‘]}1) M, = % e () 1,

(letztere Schreibweise mit nichtverschwindenden Summandgn) i'st,
wobei H mit H, konfinal und ohne letates Element ist; da hierbeiq
mit dem Typus von H, konfinal ist, so sind also, fir 7=0, n}mdiﬂi
mit derselben reguliren Anfangszahl konfinal. Fir =0 sind {*
und H mit derselben reguliren Anfangszahl konfinal. .
Der Fall 7=£=0 setzt 25 ag (@) VOraus. Da a})er fiir jedes
Anfangsintervall G={.., von H noch zg=ae (@,) ist, so mu
die Menge H,, der Stellen, wo =, & 4, wohlgeordnet und VOl(l;
Typus w, sein; denn jeder ihrer Abschnitte ist wohlg(?ordnet uw
< o, si» selbst also wohlgeordnet und =@, in diesem Fall
a1505= o, Uberdies ist, wie leicht einzusehen, H mit I, konfina)
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also H mit @, konfinal, demnach 5 und J* mit @, konfinal, so daB
dieser Fall stets eine Liicke vom (lmnl\tex c.. definiort.
Fir die durch einen vollen Komplex = a(w,) bewirkte Zer-
leguug schreiben wir lieber, wie schon frither,
=+ 14+

=4 J®
N 5 e N b
o=, = Deadl).

Insbesondere bewirkt der Hauptkomplex a die Zerlegung
=731+

J J*
=Jea( 3 +1- _r/(J Vea

die man in gewissem Sinne als eine Rekursionsformel fiir
Produkte ansehen kann, da das ganze Produkt « = «(J) auf Teil-
produkte iiber Endstrecken «(J) zuriickgefiihrt wird; freilich ist
dies cum grano salis zu verstehen, da ja J, sozusagen nicht ein-
racher als .7 selbst ist und z. B. alle ./, mit J &hnlich sein konnen.

Es gibt aber einen wichtigen Fall, in dem die Rekursionsformel
wirklich als solche wirkt, niamlich den Fall eines wohlgeordneten
Exponenten, der seinerseits wieder den Fall der Cantorschen
Produkte (Kap. V, § 4, als Spezialfall einschlieBt. Machen wir
folgende Annahmen:

fA) Der Exponent E=J" ist wohlgeordnet.

Wir kénnen dann den Grad § weglassen, da die Produkte aller
Grade mit dem Maximalprodukt iibereinstimmen. Fiihren wir statt
der Argumente die Exponenten ein, wobei der Endstrecke J; als
inverse Menge die Anfangssirecke oder der Abschnitt E* entspricht,
und das Produktzeichen ‘R durch I7 zu ersetzen ist, so hat man

E* E

3= ‘E H(ﬂk.j‘_ 1+ 7B

E E
y= S G 1 77

/

Sei £ vom Typus % und spezuall1
E=Why=10,1,..,4 .} @<k
EuJig_m1 k"¢ (k<)

Indem wir die Zerlegungen f,+ 1+ 7, als gegeben ansehen, wollen

! Um nicht neue Buchstaben einzufithren, verstehen wir also jetzt unter
k> 7>k Ordnungszahlen.
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wir die auftretenden Produkte in ihrer Abh#ingigkeit yom Exponenten
kurz mit

= T8, 1+ 7= Bt 14 7B A+ 1+ 7)ot 141

das ganze Produkt analog mit (k) bezeichnen. Wir haben also
fB)=8+1+7,

W Wi
ﬂ=2.f(7,)ﬂi, 7:2f(7')7i
oder
f= o+ fOB;+ . + ) +1(0)f
=10y, +V)y+ - O+
(wobei £(0)=1).
(B) Alle Hauptelemente sind die ersten Elemente ihrer Mengen.
Es sind also alle 8,=0 und es handelt sich um die Produkte

1i40)
f@=1]1(0+1+7;‘)=(0+1+70)(0+1+71)---(0+1+"/k)---
Dann ist auch #=0 und
wm
4) fh)=1+270)7;

(C) Alle Faktoren sind wohlgeordnet.

Die e;=1-+7%, sind also Ordnungszahlen. Durch Induktion
folgt aus (4), daB dann auch die Produkte (k) Ordnungszahlen sind.
Ferner ist nach den Betrachtungen S. 107 f(k) die erste Zahl, die =

samtlichen Zahlen
W(i+1) wi

1 S W7= 1+ 207+ 07,
=f@)+1Dy, =106 e,

ist, und dies ist genau die Definition der Cantorschen Produkte
W(h)
IT o= 0t 05 eweymns
Also: die Cantorschen Produkte sind Maximalprodukte
mit wohlgeordnetem Exponenten, wohlgeordneten Fak-
toren und deren ersten Elementen als Hauptelementen
Speziell: die Cantorschen Potenzen sind Maximal-
potenzen mit wohlgeordnetem Exponenten, wohlgeordneter
Basis und deren erstem Element als Hauptelement.

§ 7. Potenzen mit wohlgeordnetem Argument.

Der Fall wohlgeordneten Arguments ist das (Gtegenstiick zum
Fall eines wohlgeordneten Exponenten. Wahrend dieser nur Produkte



3

§ 7. Potenzen mit wohlgeordnctem Arvgument, 178

vom Grade O zuliibt. die gleichzeitig Maximalprodukte sind, bictet
jener wie der allgemeine Fall beliebizen Arguments in den Produkien
verschiedener Grade die schlieBlich bei hinlinglich hohem Grade
Vollprodukte werden. eine reichere Auswahl konstruierbarer Typen;
dementsprechend ist allerdings auch die Diskussion in viele Linzel-
fille ver:weigt. Hier erdfinet sich auch die Moglichkeit, dichte
Mengen aus undichten, ja zerstreuten Kaktoren zu bilden, z. B. aus
endlichen oder aus solchen, dic aus wohlgeordneten Mengen und
deren Umkehrungen zusammengesetzt sind: denn dazu miissen jeden-
falls Argumente ohne letztes Element verwendet werden.! Wir
konnen sogar gewisse Homogenitiitseigenschaften erzielen, wie
wir sie an der Menge der reellen oder rationalen Zahlen beob-
achten und von dort auf den Raum der Geometrie iibertragen,
Eigenschaften, die anssagen, daB diese Gebilde gewisse Trans-
formationen gestatten. Fir allgemeine geordnete Mengen, deren
Elemente nicht wie Zahlen solchen Verkniipfungen wie Addition usw.
unterworfen werden kounen, miissen wir erst einmal sagen, was wir
unter homogen verstehen wollen. Wir nennen eine von Null ver-
schiedene Menge homogen. wenn sie mit allen ihren Strecken
ahnlich ist. Offenbar geniigt dazu die Bedingung, daB sie mit
allen ihren Anfangs- und Endstrecken ahbnlich ist; denn dann ist
sie auch mit allen Endstrecken von Anfangsstrecken (oder umgekehrt),
d. h. mit allen Mittelstrecken #hnlich. Die Typen 7 und i (der
Mence der rationalen und reellen Zahlen) sind die einfachsten Bei-
spiele homogener Typen. KEs versteht sich von selbst, daB eine
homogene Menge weder ein erstes noch letztes Element noch be-
nachbarte Elemente hat, also offen und dicht ist. Allgemeiner wollen
wir noch eine Menge aus mehr als zwei Elementen isomer nennen,
wenn alle ihre JMittelstrecken dhnlich sind. Eine isomere
Menge ist dicht, braucht aber nicht offen zu sein. Jede Mittel-
strecke einer isomeren Menge ist homogen. Isomere Typen sind
z.B. 147, 1+9+1, goy, (1 + 7w, v dgl
Wir wollen unsere Betrachtung nur unter verschiedenen speziali-
sierenden Voraussetzungen durchfithren. Zunichst beschrinken wir
uns auf Potenzen
A=0Lmil
der Typus p der Basis )/ erfahre durch irgend ein Element die

Zerlegung
7 =7+ 1+?)

! Hat das Argument ein letztes Element /, so ist das Produkt 4 nach
dem assoziativen Gesetz mit 4,- A’ éihnlich, wo 4, der dem Index [ entsprechende
Faktor ist, hat also Stiicke, die mit 4, #hnlich sind, und kann, falls 4, nicht
aus einem Element besteht, nur dicht sein, wenn 4, dicht ist.
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insbhesondere durch das Hauptelement m wund durch irgend ein
Element n==m die Zerlegungen

pu=m,+ 140, p=m+1+0,.

Das Argument J nehmen wir vom Typus einer reguliren Anfangs.
zahl »_ an und zwar direkt

T=W(w)={0,1,..,1,..} (i< ),
so daB die Potenz vom Typus ist
«=(m,+14+p,)2".

Wenn dabei w, < o, wire, so wirde es sich um eine Vollpotenz
handeln, die weniger Interesse bietet; wir setzen daher o =ua,
voraus.

Da jedes Endstiick K von J, falls es nicht verschwindet, wieder
vom Typus w, ist!, so ist fiir ein solches &(K)= e, insbesondere fiir

jede Endstrecke «(J)=e«. Fir die durch einen Komplex z von 4
bewirkte Zerlegung erhalten wir also

e=q+1+¢,
J J J¥ J*
(1) 77:2“%‘:“2_'77# §=Za£i=a;'§i’

wobei w=17,+ 1+, die durch ; bewirkte Zerlegung ist. Insbeson-
dere bewirkt der Hauptkomplex o = (m,m,...) die Zerlegung

(n=mn, =0,
(2) e=0am,0, +1+wo, 0

S

o ?
die hier allerdings keine ,Rekursionsformel* mehr ist (vgl. S, 171)

Unter den sonstigen Zerlegungen betrachten wir zun#chst solche
durch einen Teilkomplex

Tr=(n,n,...),
wo H= W(w,) und alle z, =n=m sind. Da zy mit ag=(m,m,..)
nicht fiir w, kongruent ist, also kein mit zz beginnender Komplex
in 4 existiert, wihrend fiir jedes Anfangsintervall G = W(k -+ 1) noch
Zg=0¢ (»,) ist, so bestimmt xy die Zerlegung analog zu (2)
{3) «=an,0. +0o,0k
Hieraus folgt z. B. )
en,+e=cm,(l+o)+ep,0=a,

dasselbe gilt aber nach (2) auch von m,. So erhalt man fir jedes '
n und ebenso jedes g

(4) e(n+1)=c(l +9)=c.

' Wir erwihnten schon . 126, daB diese Eigenschaft nicht allein den
Anfangszahlen zukommt.
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Uberdies ist nach dem assoziativen Gesetz « — ey st v der Typus
irgend einer Mittelstrecke M. also u = T, +1+r4 140, so folgt
daraus noch

n e¢(l+r4+l)=¢

e bleibt also nach (4) und 3 bei \Iultxphkatlon mit jedem geschlossenen
Intervall der Basis \uecke plus Eundpunkten) unverindert.

Ist 7 vom Null verschleden so kann man setzen 1 =x"+14
und findet

cr=cva@ +Dtar =+ er
oder fiir eine beliebige Mittelstrecke »
ex=cl+r+1)+er=cl+ 4.
Es ist also, wenn r eine beliebige Mittelstrecke, 7 eine nichtver-

schwindende Anfangsstrecke, ¢ eine nichtverschwindende Endstrecke
bedeutet,

5 «r-=el+r4a. co=clo+r41).
Ist ferner w_ eine regulire Anfangszahl < w,, so folgt aus (3)
dhnlich wie soehen, wegen @ + o =,

e, m +a=ax,m, + “’s) 4«0, 1-/;_'*‘ =u.
Wir schlieBen daraus, daB von den niedrigsten Fillen = w, und
®,= o, abgesehen, ¢ sicher nicht homogen sein kann, wenn m das
erste Element der Basis Jf ist. Denn dann ist der Hauptkomplex «
das erste Element der Potenz A (1, =0, ¢=1+wco,©* und die
eben gefundene Zerlegung

“ = a‘—[n—[’,! —_r. 1 + a('ll( ”)ﬂ )

zeigt, daB es Elemente von .{ gibt, deren Anfangsstrecke mit o,
konfinal i:t!, also m_-Elemente fiir jedes regulire w <, Das
widerstreitet fur o, > m, der Homogenitit, die doch glelche Charaktere
aller Elemente fordert (Nur in den F allen w,=wy,w, ist auch m
als erstes oder letztes Element der Basis brauchbar, und man kann
mit Hilfe unserer Potenzen oder ihrer Mittelstrecken homogene Typen
konstruieren, deren Elemente einen der Charaktere c,;, ¢,;, ¢4, ¢,
haben, wie ich andernorts ausgefithrt habe.)

Wir nehmen also jetzt weiter an, daB m weder das erste
noch das letzte Element der Basis sei. In (1)sind nun, weil
z= a'm,, sein muB, alle z,=m, 7, =x,, =0, bis auf eine Menge
von Stell en, die vom Typus <. <u 1st inshesondere sind auch
bis auf eine solche Ausnahmemenge 7;, & von Null verschieden und
daher 7 mit o, konfinal, { mit o * koinitial. Jedes Element

1 Man wende die Anmerkung S. 166 auf ein Produkt an. Hier ist n, ja
sicher von 0 verschieden.
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unserer Menge 4 hat also denselben symmetrischen
Charakter ¢, .

Sodann ergibt sich jetzt durch folgende Schliisse die Isomerie
von A. In (1) bilden. die nichtverschwindenden 7, eine Menge vom
Typus w, und wir kénnen daher, mit Ersetzung des Argumentes
durch ein &hnliches, s@imtliche %, von Null verschieden annehmen,
Dann ist nach (6), wenn v eine beliebige, festgewiihlte Mittelstrecke
von u bedeutet (man kann z. B. ».=0 setzen, wenn die Basis be-
nachbarte Elemente hat)

e, =c(l +v+7,).
J
Der Anfang der Summe ¢y, ist demnach, weil ¢(y,+1)=¢,

Wi(w)
2o =altv+g+1+v+g+14+v494..)
=¢l4+rv+14+v4+14v+4..)
=l +v)o
und die ganze Summe, die ja nach dem assoziativen Gesetz in

lauter solche Teilsummen mit den Argumenten W(iEw + w)— W)
zerlegt werden kann, ergibt sich so gleich ¢(1+ v)ww, oder

J
2_"””71' =a(l + 7)o,

(was auch fir w_ = e richtig bleibt) Man sieht, daB hier die 7,
eliminiert sind und daB alle Anfangsstrecken und Endstrecken von
« die gleichen Typen
(M) f=e(l+ro, y=cv+ o,
haben. Danach sind auch die Mittelstrecken als Endstrecken von
Anfangsstrecken (oder umgekehrt) leicht darzustellen. Eine End-
strecke des Produkts ez’ ¢.” hat den allgemeinen Typus y + ¢y + ea'y”,
wo 7,v,7” Endstrecken von «, ¢, e sind.! Wendet man dies auf f
an, dessen Faktoren ¢, 1+ », o, die Endstrecken y, +, w, haben, so
ergibt sich als Typus der Mittelstrecken von A4
7+ v+ el + 9o,

=7+er+p

=7tea+ )+ av +e(l42)+p

=y+oev+14+v+142)+p

=y7+telv+l1+o)+8

=y+teav+f,

womit also auch das variable »" noch eliminiert ist. ¢ ist also ein

! Vgl. Kap. IV, § 8; natiirlich sind das Spezialfille der in diesem Kapitel,
§ 6 gegebenen Formeln.
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isomerer, sein Mittelstreckentypus ;4 «r -+ 3 ein homogener Typus,
der mit @, konfinal, mit v * koinitial ist und lauter ¢ -Klemente hat.

Auf Homogeneitiit von e selbst ist im alleemeinen nicht zu
rechnen. Wenn die Basis kein letztes Element hat, so ist o = e
mit u konfinal oder mit der reguliren Anfangszahl konfinal, mit
der u konfinal ist; hat sie ein letztes Klement n 3= . so ist nach (3)
¢=w«x,0, mit o, konfinal. Ebenso ist « entweder mit n oder mit
@ koinitial. Zur Homogeneitiit von ¢« ist erforderlich, daB es mit
¢_ konfinal und mit @ * koinitial ist,

Wenn die Basis ein erstes und letztes Element hat (die beide
vom Hauptelement verschieden sind). so kann man unter dem » der
letzten Formeln insbesondere die von diesen beiden eingeschlossene
Mittelstrecke verstehen, also u=1+41r+1 setzen. Aus (8) erhilt
man, wenn man » wit dem letzten oder ersten Klement identifiziert,

e¢=cl+1o, =cr+ Do’
Ist dann insbesondere noch w,=w_, so wird nach (7) «=pg=7,
also « homogen. ’

Bleiben wir bei dem isomeren ¢, das mit w; konfinal und mit o,*
koinitial sei, wo die reguliren Anfangszahlen w;, w, wie oben zu
bestimmen sind. Wir miissen noch die Liickencharaktere von «
ermitteln. Alle Zerlegungen

«=1+C
in zwei nichtverschwindende Summanden sind nach 8. 170 von

der Form
E*
. . = o N’ "
2/ TS T J=l 2 Uy
h

=

=t/

wobel einer der vier Fille moglich ist:

a 5=0, Bl

b 7=0, =« oder 1;

‘c) 7=« oderl, Z=0;

@ =i, L=ul, (1 + &= @)-

Der Fall (a) gibt, wie wir sahen, eine ¢, ,-Liicke (S.171 oben).

Der Fall (b, gibt fir H=.J, {=1 die Zerlegung durch ein
Element, die wir jetzt beiseite lassen. Fiir H< J, { =« ist H mit
einer reguliren Anfangszahl o, < o, konfinal und mit derselben ist 7
konfinal. Da ¢ dapn mit ¢ und mit w,* koinitial ist, so gibt dies
eine ¢_,-Liicke (z < o).

Der Fall (c) gibt ebenso eine ¢, -Liicke.

Dab diese Liicken, die auftreten konnen, auch wirklich auf-

treten, wird z. B. durch die Formeln
a:[/,,77,(;/,__—}-(/,y“o;__*zanmcoz_*_a___-,,,_*_(,’()mw:

Hausdorff, Mengenlehre. 12
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angezeigt (die beiden letzten aus (2) folgend). Die erste gibt aller-
dings nur eine o ,-Liicke, wenn =, und o, von O verschieden sind,
und versagt also in dem einen Fall, daB die Basis aus nur drei
Elementen besteht, mit dem mittleren als Hauptelement. Man kann
aber statt des Komplexes

97112(”: n, .., H= W(m5)7

der zu jener Formel (3) gefiihrt hat, etwa
T = (1M, My My Ny vy My My ..

wihlen, indem man also z,,=m, x,,,, =n setzt (vgl. S. 109), und
erhilt dann

0= O!(?Zm + nn) COE—I— a((}n —I_ ()m) 0]5*
mit sicher von O verschiedenen Gliedern.

Der Fall (d) endlich gibt noch weitere Liicken. 7, kann ein
letztes Element haben oder mit einer reguliren Anfangszahl o,
konfinal sein, {, ein erstes Element haben oder mit  * koinitial
sein. Man sieht unmittelbar, daB den Charakteren

(1, 1), (a’q,’ 1, (1, m'qj*)7 (wqﬂ wq;)
der Zerlegung u =7, + ¢, die Charaktere
(05 %), (0, 0%, {0 cuw*), (@, o)w*)

der Zerlegung ¢ = 5 -+ £ entsprechen, also Liiicken mit den Charakteren
C5er Cper Ogopr Cype 1ies gibt die Moglichkeit, beliebig vorgeschriebene
Liicken in die Potenz hineinzubringen dadurch, daf man sie der
Basis einpflanzt, was z. B. durch Aufnahme eines Summanden @, +o,*
geschehen kann.

- Fassen wir die erhaltenen Resultate zusammen. Die Potenz
mit der Basis p

a:(n—{—l—l—g)g’ﬂ*, p=m+4+1+40,

worin m, ¢ von Null verschieden und w,Zo, (beides regulire An-
fangszahlen) angenommen ist, ist isomer mit ¢, -Elementen. Sie
ist mit w; konfinal und mit o koinitial; hierbei ist w;=w,, wenn
die Basis u ein letztes Element hat, andernfalls diejenige regulire
Anfangszahl, mit der p konfinal ist; ebenso w,=,, Wenn g ein
erstes Element hat, andernfalls diejenige regulire Anfangszahl, mit
der u* konfinal ist. Die Potenz ¢ enthilt sicher Liicken mit den
Charakteren Ceer Oper C5py WeND  eine beliebige regulire Anfangs-
zahl <w_ist; auBerdem Liicken mit den Charakteren Cse1 Coper Csapr Bt
wenn die Basis resp. benachbarte Elemente, o -Elementg, w}- le-
mente, ¢ (W-Lﬁcken besitzt. ’ ’

Der denkbar einfachste Fall ist nun wohl der, daf die Basis
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nicht mehr als dic notwendige Anzahl von drei Elementen hat und
dab @, =w_. Wir erhalten so die Potenz

e=(1-+1+41)

Hier ist 0, =w;=wm,=w « wird jetzt, wie wir sahen, homogen
mit lauter ¢, -EKlementen. Die Lickencharaktere sind ¢, ¢, c.,
fir jedes regulire @, < w.: alle andern Moglichkeiten fallen fort.
Wir wollen diesen Typus den der reguliren Anfangszahl w, ent-
sprechenden homogenen Normaltypus nennen und mit

2 n,={l+ 141

bezeichnen. Man erhiilt ihn. indem man aus drei Elementen I < m < n
diejenigen Elementkomplexe

F=(F,, dyy = =vy Logrsms) (<m
mit dem Argument }i" ) bildet, wo von einem Index an schlieBlich
durchweg r,= m. und diese Komplexe lexikographisch ordnet.

Die Machtigkeit dieser Normaltypen ist nicht schwer zu be-
stimmen (iihnliche Betrachtungen sind ibrigens auch im allgemeinen
Falle anwendbar'. Es sei . eine Ordnungszahl < . und Y ihre
Michtigkeit oder die der Menge T 'A. Bilden wir alle Komplexe,
fiir die

z, =1 oder n fir g<hk, »,=m fur i=h,
so gehoren diese alle unserer Potenz an; ihre Menge hat die
Michtigkeit 26 und zwei solche Mengen, zu verschiedenen . gehorig,
sind fremd. Demnach gilt, die Summe iiber 17(m ) erstreckt, fiir
die Maichtigkeit y, von 7, jedenfalls ’
) ERE=or1)
N h
Andererseits, bilden wir die Komplexe mit
z, =1 m,n fir g<h, z,=m fir i=h,
so hat deren Menge die Michtigkeit 3%, und die Summe aller dieser
Mengen, die aber nicht mehr paarweise fremd sind, gibt alle Kom-
plexe der Potenz. Demnach ist
y, = 30,
’ h
Fir £=0 ist
go =142+ 224254 ... =R,
go=148+3243%4 ... =N
also y,=n,. Da 7, hiernach ein abziahlbarer, dichter, offener Typus
ist, so ist 7, mit dem Typus 7 der Menge der rationalen Zahlen
identisch.
Fiir unendliches § ist
25 — 2R 9 — (2%} = (3% = 8N = 39,
12%
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und da, wie wir soeben sahen, auch die iiber endliche § erstreckten
Summen 2’29, 8% ibereinstimmen, so ist stets

(9) =220 (<o)
N I3

Wir driicken fiir den Fall, dab w, >, keine Limeszahl als Index
hat!, y, noch etwas einfacher aus. Schreiben wir dann &4 1 fir §
s0 ist

Doy =220 (h< o, 4)

Beachten wir nur das eine Glied h=w,, so ist

&
1)“122 £,

Andererseits ist, fiir jedes 2 <w,,,, J<¥,,;, also =X, demnach
oy = Z =B, 2%,
h

s

g1’

cpps SO st
£

‘ — ON: ONR. __ 9N,
1)“1___2 g 28 = 28+,

Da weiter 2% >N, also =N

also
(10) Doy = 2%
Wir haben also die Normaltypen
Ny Mps NMgs vovs Ugaps oo
mit den Michtigkeiten

N 21\‘&)

N N
S, 2%, 9% oRe

§ 8. Normaltypen.

Wir haben uns noch klar zu machen, inwiefern die Normal-
typen als natiirliche Ubertragung des Typus # (der Menge der
rationalen Zahlen) auf hohere Machtigkeit anzusehen sind. Es gelten
nimlich von ihnen Sitze analog denmen in Kap.IV, § 7, insbesondere
ein Satz, der aussagt, daB unter gewissen Bedingungen eine Menge
sicher vom Normaltypus ist.

Wir verallgemeinern oder verschiirfen zunichst den Begriff der
offenen dichten Menge in geeigneter Weise. DaB eine solche
kein letztes und kein erstes Element und keine benachbarten Ele-
mente hat, kénnen wir auch so ausdriicken: sie ist mit keiner
endlichen Teilmenge konfinal oder koinitial und hat kein Paar
benachbarter endlicher Teilmengen. Ist nun N, irgend ein (nicht
notwendig regulires, d. h. zu einer reguliren Anfangszahl o, ge-
horiges) Alef, so konnen wir die Forderung stellen, daB eine Menge
mit keiner Teilmenge von einer Machtigkeit <N, konfinal

! Uber etwaige regulire Anfangszahlen mit Limesindex vgl. S. 131,
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oder koinitial sein und kein Paar benachbarter Teil-
mengen, die beide <N, sind, enthalten soll: eine solche
Menge heiBe eine ;-Menge. Die oflfenen dichten Mengen sind
hiernach als 1 -\Ienwvn oder ;-Mengen zu bezeichnen. Wie man
sieht. stellt unsere Forderung eine mit wachsendem £ zunehmende
Verschirfung vor: eine n-Menge ist zugleich 5-Menge fir jedes
r < £z B. ist eine r,-Menge eine spezielle rzl-Menge und diese
wieder eine spezielle -\Ienge Es folgt iibrigens aus der Definition,
daB fir ein sinzulires N_ eine ;-Menge zuglexch eine 7, ,-Menge
ist; denn eine Menge, mit der sie konfinal ist, kann dann auch
nicht von der \lachngkelt N, sein, da diese dann wieder mit einer
wohlgeordneten Menge = o, also wegen des singuliren Charakters
von @, mit einer Menge < @, und demmnach < N_ konfinal wire
und ebenso fir koinitiale und benachbarte Teilmengen). Wir be-
schrinken uns demgem#B wieder auf regulires N

Bei allen Zerlegungen einer 7;_-Menge muB von den beiden
reguliren Zablen o, ¢, die ihren Charakter o, ¢*) bilden, mindestens
eine von der Michtigkeit = N_ sein. Da ein Elementcbara,kter c,
zwei Zerlegungen mit den Charakteren (w_, 1) und (1, ©,%) bedmgt
sc miissen beide Indices /¢ und B) = £ sein; bei einem Liicken-
charakter ¢,, muB mindestens einer der Indlces (7 oder §) =§& sein.
Sind umgefiehrt diese Bedingungen erfiillt, so ist vielleicht nicht
die Menge selbst ‘da ja noch die Konﬁnahtats und Koinitialitéits-
bedingung zu erfilllen bleibt), sicher aber jede ihrer Mittelstrecken
eine 7 _-Menge.

Bei dem am Schlusse von § 7 konstruierten Normaltypus 7, ist
jeder Elementcharakter c_., die Liickencharaktere sind

Gy s ’“',:0*615' Ceyy vnny Cosr Cagyones Oy (T < &

danach ist s, ein 5_-Trpus.

Es gelte’n nun ,folgende beiden Sitze, die mit denen in Kap. IV,
& 7 zu vergleichen sind:

I Eine 7-Menge enthilt zu jeder Menge von der
Machtigkeit X eine dhnliche Teilmenge.

II. Zwei 7;::}1engen von der Miachtigkeit X_ sind dhnlich.

Bevor wir sie beweisen, bemerken wir dazu: es ist natiirlich
evident, daB eine 7.-Menge mindestens von der Michtigkeit X, sein
mubB. Ob es 7.-Mengen von der niedrigsten” Michtigkeit N, " gibt,
ist fir £ >0 noch vollkommen unbekannt (einen 7,- Typus von der
Machtigkeit &, gibt es, nimlich 7o =1); der Satz II sagt nur, daB,
wenn es welche gibt, sie alle einen und denselben Typus haben
miissen. Ks wird sich dann weiter herausstellen, daf dieser Typus
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der Normaltypus 7, sein muB; da nun 5, die Machtigkeit 2%: hat,
so gibt es 7, _H-Mengen von der Michtigkeit ¥, dann und nur
dann, wenn 2‘*5_N5 41+ Diese Gleichung ist aber durchaus pro-
blematisch, ihr niedrigster Fall 2% =&, ist die Cantorsche Kon-
tinuumhypothese.

Zu I ist noch zu bemerken: dalbl tiberhaupt eine Menge existiert,
die Teilmengen aller Typen von der Michtigkeit X, enthalt, ist an
sich nichts Wunderbares, da man zu diesem Zweck ja nur die
Summe aller Typen der Typenklasse T(®,) zu bilden braucht. Wichtig
ist nur, daB man schon mit einer 7,.- Menge, z. B. mit dem Normal-
typus 7, und dessen Michtigkeit ausreicht (jene Summe wiirde, wie
wir beﬂauﬁg ohne Beweis bemerken, die M#chtigkeit 2%: von Nesr
haben), und ferner, wenn man sich der Definition von 7, erinnert,
daB man jede geordnete Menge als lexikographisch ge-
ordnete Menge von Komplexen mit wohlgeordnetem Argu-
ment und wohlgeordneten Faktoren darstellen kann (sogar
schon als Teilmenge einer Potenz mit der Basis 3 und einer regu-
liren Anfangszahl als Argument).

Der Beweis der Satze I und II verliuft dem in Kap. 1V, §7
so vollig analog, daB wir uns kurz fassen konnen. A sei eine be-
liebig geordnete Menge von der Michtigkeit X, also von der Ord-
nung abgesehen in der Form

A={ay, ajy oy a5 (e<®,)

darstellbar, und B eine 7 Menge Wir ordnen dem a, ein beliebiges
Element b, von B zu und zelgen induktiv, daB man unter Erhaltung
der Ordnung jedem a, ein b, zuordnen kamn, wenn dies fir alle
Zahlen < e bereits geschehen ‘Die Menge A, = {8y, ;... @, -} A< €)
wird durch das Element a, in zwei Stiicke 4,=A4, +A " gerlegt;
4, ist die Menge der Elemente von 4,, die vor a, hegen, A" die
Menge derer, die nach a, folgen. Eins dleser Stiicke kann 0 sein.
Das Bild B, zerfallt entsprechend in B/+ B,", und das Bild b, des
Elementes a, ist so zu wihlen, daB es zwischen B/ und B fallt
eventuell der ganzen Menge B, vorangeht oder nachfolgt Ein
gsolches Element ist aber stets in B vorhanden, da die Mengen
B, B/, B,” von einer Michtigkeit <N, sind, also B mit B, weder
konfinal noch koinitial ist und B/, B, auch nicht benachbart sind.
Damit ist I bewiesen.
Sind ferner
A = fl s Wy 5w v By 5 ) (<o)

B={by byy ey by ] (B )
zwei 7,-Mengen von der Michtigkeit 8., so wenden wir wieder
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alternierende Abbildung an. Wir ordnen jeder Ordnungszahl y <,
ein Paar ar, » zu, das wir induktiv durch die Mengen
dr=ztat ol L ety L]

L
o= b, ..,

L

der bereits gepaarten Elemente so definieren: v sei in der Menge
A4 — £r das Element ¢, mit niedrigstem Index und 27 ein Element,
das zu den Elementen von B%r dieselbe Ordnung hat wie a7 zu
den Elementen von .{°*; umgekehrt sei ?7+! in der Menge B—B?rtt
das Element b, mit niedrigstem Index und a?7+! ein wie soeban
deriniertes passendes Bild. (Den Anfang macht a°=a, und ein be-
liebiges Element 5°.- Die Existenz solcher Bilder ist gesichert,
weil { und B 5_-Mengen sind, und die Definition von a?7 und 127+1
schlieBt das Ubergehen eines Elementes aus; man kann beiliufig
leicht zeigen, daB a_ in 42¢+! und b, in B*/+2 vorkommen muB. Also
wird 4 auf B dhnlich abgebildet und II ist bewiesen.

Man kann noch dle Abbildung (bei gegebener Wohlordnung
von 4 und B in der obigen Gestalt' dadurch vollkommen willkiirfrei
machen. daB man auch fir die Bilder #2r, a?7+! die verfiigbaren
Elemente mit kleinstem Index wihlt; das gleiche ist beim Beweise
des Satzes I durch eine priliminarische Wohlordnung von B zu
erreichen.

Weiter gilt noch der Satz:

III. Jede 5 -Menge enthilt eine Teilmenge vom Normal-
typus 7.

Dies ist fir £ =0 ecine blofe Folge von I, da 7, abzihlbar

. fiir £>0, wo wir nicht wissen, ob 7_ die Machtlgkelt 8, hat,
ist es eine wesentliche Erginzung, auf Grund deren wir sofort be-
haupten konnen: der Normaltypus 7, hat als 7.-Typus die kleinste
denkbare Michtigkeit, und wenn es einen 7, -Typus der Machtig-
keit 8_, also nach I nur einen einzigen, gibt, so ist dies notwendig
der Yérmaltypus 7.

A sei eine Menge vom Normaltypus 7, und B eine 7 -Menge.
Wir erinnern uns der Darstellung von 4 ‘§ 7, als Menge der Komplexe
5w e < o)
mit dem Argument W(w), wobei jedes z, eins von drei Elementen
l<m<n und von einem gewissen Index an durchweg z,=m ist.
Die kleinste Ordnungszahl ¢, die die Eigenschaft hat, daf, fiir f=e,

=m ist, werde mit « = ¢ (z) bezeichnet, und die Menge derjenigen
]{omplexe von .1, fir die ¢ (r}=«, mit 4 ; dann ist

11=2/1”—;10+Al -+ ...+/]“+-.. (6{<fl)s),

A<y

%= ’o’ Tygoeny &

welche Formel im Sinne der Addition ungeordneter Mengen zu ver-
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stehen ist. Die Menge 4, besteht aus dem einen Komplex (m,m,m,...)
die Menge 4, aus den beiden (1, m, my ...) und (n, m, m, ...),’die’
Menge 4, aus den sechs Komplexen, die mit U, in, ml, mn, nl, nn
beginnen usw. Die Menge

AP =yt A 4+ A,

besteht dann aus allen Komplexen, fir die o, — m fir § = ¢, wihrend
die den Indices vor ¢ entsprechenden Elemente alle drei Werte
I, m, n durchlaufen konnen; die auf das Argument W (¢) beschrinkten
Anfangskomplexe dieser Komplexe durchlaufen also die Vollpotenz
mit der Basis {I, m, n} und dem Argument W(e), und es ist dem-
nach 4* vom Typus 3¢ (fir ¢ =0 vom Typus 1). Auf Grund des
Satzes in § 5 (8. 167) schlieBen wir daraus sofort, daf jede (nicht-
verschwindende) Teilmenge von 4% mit einer Menge von der Michtig-
keit < 8, konfinal und mit einer ebensolchen koinitial ist. Denn
sie ist mit einer Menge konfinal, die mit einer Teilmenge eines Fak-
tors oder des Arguments oder des Exponenten #hnlich ist; die Fak-
toren sind vom Typus 8, der Exponent vom Typus o*, und deren
Teilmengen (= 0) haben stets ein letztes Element. Unsere Menge
ist also entweder mit 1 oder mit einer Ordnungszahl =a<o,
konfinal, und damit ist die Behauptung bewiesen.

Nunmehr ist der Beweis von III genau wie der von I zu
fihren. Wir denken uns die einzelnen Mengen 4, wohlgeordnet
und damit auch eine Wohlordnung der Menge

A= Ag4 A+ oo+ A 4 oo

herbeigefiihrt, in der die Summanden in der Reihenfolge ihrer Indices
stehen. Wir zeigen induktiv, daB man unter Erhaltung der Rang-
ordnung jedem Komplex # von 4 ein Element von B zuordnen kanmn,
wenn dies fiir die (in der Wohlordnung) vorangehenden Komplexq
bereits geschehen ist.! Deren Menge 4 (r) wird durch & in zwel
Summanden 4’ (x)+ 4" (z) zerlegt (mit Riicksicht auf die Rangordnung
in der geordneten Menge A4), deren einer auch verschwinden kann,
und wenn B(x), B'(z), B”(x) die entsprechenden Bilder sind, so hat
man als Bild von 2 ein Element von B zu suchen, das zwischen
B'(#) und B”(z) liegt, resp. im Falle des Verschwindens eines der
Summanden ein Element vor oder nach B(z). Die Existenz solcher
Elemente ist aber sicher. Denn gehort » etwa dem Summanden
4, an, so sind B(z), B (z), B” (z) Bilder gewisser Teilmengen von 47,
also im Fall des Nichtverschwindens mit Mengen < N, konfinal und
koinitial, so daB B als 5 -Menge mit B(z) weder konfinal noch koinitial

! Den Anfang macht der eine Komplex von 4,, dem ein belichiges Ele-
ment von B zuzuordnen ist.



§ 9. Rationale Orduungszahlen. 185

ist und die Mengen B'(2), B”2) auch nicht benachbart sein konnen.
4 liBt sich also auf eine Teilmenge von 2 @hnlich abbilden.

Die Betrachtungen dieses Paragraphen zeigen, daB wirklich die
Normaltypen fiir hohere M:ichtigkeiten genau dieselbe Rolle spielen
wie der Typus 5 der Menge der rationalen Zahlen fir die Michtig-
keit N,, soweit man bei den ungeltsten Miichtigkeitsproblemen eine
solche Ubertragung iberhaupt wagen kann.

§ 9. Rationale Ordnungszahlen.

Anhangsweise wollen wir noch eine vollkommen andersgeartete
Verallgemeinerung der Menge der positiven rationalen Zahlen auf
hohere Michtigkeit zur Sprache bringen. Verstehen wir unter e, 8
zwel Ordnungszahlen >0, so liegt es nahe, daraus ein geordnetes
Paar ¢ {3 zu bilden., worin « der Zahler, § der Nenner heien
moge, und diesen Paaren in ihnlicher Weise wie den Paaren natiir-
licher Zahlen durch geeignete Definitionen von Gleichheit und Ver-
schiedenheit, GroBenordnung und Verkniipfungen (Addition usw.) den
Charakter von gebrochenen oder rationalen Ordnungszahlen aufzu-
prigen, unter denen die Cantorschen Ordnungszahlen als ganze
rationale Ordnungszahlen mit dem Nenner 1 einen Spezialfall bilden.
Nun hat die Definition geeigneter Verkniipfungen allerdings ihre
Schwierigkeiten, aber Gleichheit, Verschiedenheit und Rangordnung
lassen sich zwanglos erkliren, wenn man sich des Euklidischen
Algorithmus fiir Ordnungszahlen (Kap. V, § 2) oder der Ketten-
bruchentwicklung erinnert. Beschrinken wir uns auf Paare, wo der
Zahler groBer ist als der Nenner, und schreiben dafir «|ey (& > «,).
Die Zahlen «, ¢, bestimmen eindeutig das Formelsystem

J =k + ¢

oy =, &, + oy

(1,
o o=y 5+,
e, =, 5,
worin m eine natiirliche Zahl,
(2 > >u, > >, >, =1,
(3 glvrt:v":.gm——] =1, §m>1'

D. h. sie bestimmen den ,Quotienten® & und den ,Rest ¢, der
»Division von ¢ durch ¢ %; dann den Quotienten &, und de1.1 Rest «,
der Dirvision von e, durch ¢, usf. bis zum letaten nicht ver-
schwindenden Rest ¢, fiir den die letste Division von «,_, durch e,
,aufgeht?. Sie bestimmen also den Komplex der Quotienten

(4) g‘—:(gl’gz""’gm)’
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dessen Elemente Ordnungszahlen =1, die letzte £, >1, sind, und
wir werden in erster Linie zwei Zahlenpaare ¢le, und BB, als
gleich definieren, wenn sie denselben Quotientenkomplex bestimmen.?
Man sieht nun, daB zu jedem Komplex £ mit den Bedingungen (3)
verschiedene Paare e|e;; gehoren. Multipliziert man z B. die Glei-
chungen (1) links mit einer beliebigen Ordnungszahl u>0, so ist
pe=ple, § + o) =pey-§ +pe,
und we > pey > pe,, woraus sich durch Fortsetzung ergibt, daB das
Paar pet|pe;, denselben Komplex & hat wie das Paar ¢|e; und thm
also gleichzusetzen ist; man darf Zihler und Nenner links mit der-
selben Zahl multiplizieren, den ,Bruch erweitern®. Andererseits sieht
man durch Riickwirtslesen von (1), daB durch Angabe des Quotienten-
komplexes & und des letzten Restes ¢, die Zahlen ¢,_,,..., &, 01,
bestimmt sind.?2 Gleiche Zahlenpaare, d. h. solche mit gleichem §,
konnen sich also nur durch das zugehiorige ¢, unterscheiden. Unter
ihnen heben wir das der Annahme ¢, =1 entsprechende reduzierte
Paar ¢|p, hervor, das also durch die Gleichungen

0=0& +0,

O = ()252 —+ 03

()
Qm—-—z = Qm—l gm——l + 1
Qm-—l = Lsm
definiert ist; man sieht dann, daB o=« 0, ¢ =«,0, ist. Zablen-
paare sind also gleich, wenn sie zu demselben reduzierten Paar ge-
horen, und entstehen aus diesem durch Erweiterung. _
Die Analogie mit den natiirlichen Rationalzahlen geht aber
noch weiter und erlaubt auch eine GroBenordnung verschiedener

Zahlenpaare zu definieren. Denken wir daran: bei einer gewohn-
lichen Kettenbruchentwicklung

1 1
w=st

1
§2+ §3+“__

bewirkt eine VergroBerung des ersten Quotienten &, eine Vergrobe-
rung des Bruches; eine VergroBerung des zweiten Quotienten &, be-
wirkt, bei unverindertem &, eine Verkleinerung des Bruches bis zu
dem fiir lim &, = oo eintretenden Grenzwert &, ; eine VergroBerung des
dritten Quotienten, ohne Anderung der beiden ersten, bewirkt wieder

' Zwei Komplexe &=(&,&,...,&,) und 7= (1, 7, ..., 7,) sind natiilich
dann und nur dann gleich, wenn 7 =7 und E =5 5 1 5 vup E™ T

. * Der letzte Rest w,, ist, wie sich der Leser klar machen moge, der
»8r6Bte gemeinsame linke Teiler von « und oy,
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eine VergrbBerung des Bruches bis zu dem fir lim & = oo ein-
. 1 s
tretenden Grenzwerth & 4+ -0 usw, Wir werden danach zwei ver-
>3
schiedene Komplexe &, 5 in der folgenden Weise ovduen. Verstehen
wir unter > ein Element 1z B. eine Ordnungszahl), das allen in £

und ; auftretenden Ordnungs-ahlen nachfolgt, so ergiinzen wir
zunichst

s

ceny

R S m 16

b = By« x oyt 575 Ly Bamms 5 U i B, OO )

V= &8 o
)= Sp S £, 00,00, 00,0

zu Komplexen mit der Menge aller natiirlichen Zahlen als Argument
und definieren dann £ <. wenn

entweder

Tre

N

7;1

1

oder

Hre
|

e
\Y

T Uy Ui

o = Tyy g < 7y USW,

oder

e

i = Uy g

DaB aus $< 5, 5 < Z stets £« 7 folgt, ist leicht zu beweisen. Da-
nach haben z. B. die folgenden Komplexe die Rangordnung, in der
sie geschrieben sind:

(2 2w 2,8 (2,2)12,1,202,1,3) 2,1, (8) ...

Irgend eine Menge von Komplexen £ wird durch diese Festsetzungen
zu einer geordneten Menge. Natiirlich ist dies ein Spezialfall von
lexikographischer Ordnung, woran durch den Umstand nichts ge-
indert wird, daB £ und 7, bei erster Differenzstelle =, fiir gerades »
die umgekehrte Ordnung wie & und ;, haben. Ist /I"die Menge der
in allen Komplexen & auftretenden Elemente &, &, ..., das Ele-
ment - mitgerechnet, so ist unsere Komplexmenge Teilmenge des
(iber die Menge der natiirlichen Zahlen als Argument erstreckten)

Vollprodukts

]

A

A= Ay Ay 4,1,

wobel
L= dy= = W, dy=Ad,=...= W¥,

sogar spezieller des Produkts vom Grade O
J
‘]_5’/11., o

mit dem Hauptelement o fir jeden Faktor. Sie umfaBt aber nie-
mals alle Komplexe dieses Produkts, sondern nur solche, wo zuerst
Nebenelemente £,&,....,&, (deren letstes iiberdies >1) stehen und
dann das Hauptelement o~ ununterbrochen auftritt, wihrend das
Produkt auch Komplexe wie (-, 2,97, 00,..) enthilt, in denen auf
ein Hauptelement noch Nebenelemente folgen.
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Bilden wir speziell, fir eine regulire Anfangszahl w,, alle
mit 1 =e <e<ao, oder alle Komplexe (4), die
mit Beachtung der Unglelchungen (8) aus Zahlen von W(w ) gebildet
sind, so ist deren geordnete Menge 4 als Verallgememerung der
Menge der rationalen Zahlen > 1 anzusehen. Wir konnen die
Haupteigenschaften von 4 leicht feststellen.

Es gibt keinen Komplex, der alle Komplexe

@ @) . @ .. (<o)
iibertrife; A ist also mit der Menge dieser Komplexe oder mit o,
konfinal. Ebenso ist 4 mit der Menge der Komplexe
(1,2) (1,8) ... 1L,e) ...

oder mit @ * koinitial.

Jedes Element & ist w_-Element oder  *-Element. Denn
E=(&,&,...,&,) ist jedenfalls Limes der Menge der Komplexe

€2 &3 &)
wobei (§,¢) fur (&, &,, ..., £,, ) gesetzt ist. Diese Menge ist fiir
gerades m vom Typus o, und hat & zum oberen Limes, fiir un-
gerades m ist sie vom lypus ®,* und hat § zum unteren Limes.
Ist &, keine Limeszahl, also mit unmittelbarem Vorginger
&.—1=1 versehen, so setze man

5/:@1? §2, we vy §m_17 Sm_' 1)1
welches iibrigens moglicherweise (fiir & = 2) kein Komplex unserer
Menge ist, und betrachte die Menge der Komplexe
€,1,2) ¢,1,8)..¢& 1, 0.
die fir gerades m vom Typus o * fiir ungerades m vom Typus w,
ist und beide Male & zum (unteren resp. oberen) Limes hat. Die
Komplexe &, wo & keine Limeszahl ist, sind also Klemente vom
Charakter ¢, .
Ist &, Limeszahl und mit der reguliren Anfangszahl o <o,
konfinal, so setze man
”_(§‘1’ 52’ ey m—l)

und betrachte die Menge der Komplexe

€52 (£,8) ... &"6) . (B <&
die fiir gerades m vom Typus & * fur ungerades vom Typus &, 1
und wieder § zum Limes hat.l Ist also & Limeszahl und mlt o,

konfinal, so hat £ fir gerades m den Charakter ¢, fur ungerades
den Charakter B,

Die Elementcharaktere von A sind also
00610'051 * taaar"‘cna (7.'<O')

! Fir m =1 ist natiirlich die Menge der Komplexe (2) (8) ... (H) ... zu
nehmen.

Cy, G
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dieselben, die nach 8. 181 als Liickencharaktere in dem Normal-
tpus ¢, auftreten,

Die Liicken von o sind simtlich vom Charakter Cyoy Wie man
durch eine Anweundung der allgemeinen Zerlegungsformeln von §5
erkennt, die wir dem Leser tiberlassen wollen.

Man kann den Charakter cines Zahlenpaars « ¢z, auch aus der
reduzierten Darstellung erkennen. Nach (1) ist ¢ mit y, ¢, Mit ¢z, usw.
konfinal, ebenso ¢ mit «y, «g mit ¢ usw. Bei geradem m ist
also ¢ mit ¢, @ mit ¢, konfinal, bei ungeradem ¢ mit &, 4
und ¢ mit «,. In der reduzierten Darstellung ist =l _ =,
also eine der beiden Zahlen (. ¢, mit 1 und die andere mit §,
konfinal. Demnach folgt: ist in der reduzierten Darstellung weder
Zahler noch Nenner eine Limeszahl, so hat das Paar den Charakter C,.;
ist der Zahler eine Limeszahl (mit o < @  konfinal), so hat das
Paar den Charakter ¢ : ist der Nenner eine, so hat das Paar den
Charakter ¢_.. Z. B. haben fiir 6= 1 die Paare 3|2, |1, w + llw
die Charaktere & 13 851w O

Die Menge 4 ist nicht homogen, da sie verschiedene Klement-
charaktere besitzt: nichtsdestoweniger hat sie einige der Homogenitit
dhnliche Eigenschaften, z. B. daB der Typus einer Mittelstrecke nur
von den Charakteren der einschlieBenden Elemente abhingt; wir
verzichten darauf einzugehen.

Es ist evident, wie man den Paaren ¢ £ mit « > links noch
die Paare ¢ ¢=1 1 und die Paare « £ mit « < 3 anzureihen hat,
um die Menge 4 zu einem Analogon der Menge aller positiven
Rationalzahlen zu vervollstindigen.

§ 10. Initiale und finale Ordnung.

Die lexikographische Ordnung, an die wir uns bisher ausschlief-
lich gehalten haben, entbehrt trotz ihrer natiirlichen Einfachheit
nicht einer gewissen Willkiir und 148t sich durch andere Ordnungs-
prinzipien ersetzen. So kénnte man, um Komplexe a=(..., a, .:.)
mit dem Argument J zu ordnen, folgendes verabreden: wenn J ein
nichtverschwindendes Anfangsstiick I/ hat, fir dessen Elemente %

stets a,=1",, aber nicht stets a,=15,
ist, so soll a< b gelten, und a>5 soll mit b < a gleichbedeatend
sein. Man iiberzeugt sich sofort, daB diese initiale Ordnu.ng
das transitive Gesetz befolgt und die lexikographische als Spezu.a,l-
fall enthilt; aber auch sie vermag eine beliebige Komplexmenge im

allgemeinen nur teilweise zu ordnen. o
Eine Modifikation hiervon, die wir auch noch als initiale Ord-

nung bezeichnen wollen, die aher nicht mehr als Verallgemeinerung
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der lexikographischen Ordnung angesehen werden kann, besteht
darin, daB wir in der obigen Forderung das Zeichen = zu < ver-
schiarfen. Wenn also ein von Null verschiedenes Anfangsstiick H
des Arguments existiert, wo durchweg

04, < by
80 soll @ < b sein.

Es bleibt uns dabei unbenommen, den Fall, daB weder a < b,
noch @>>b ist, noch in anderer Weise zu zerlegen, als wir dies
bisher getan haben (in ¢ =05 und «|| b, § 1). Fiir Anwendungszwecke
empfiehlt es sich, den Fall auszuzeichnen, daB in einem nicht-
verschwindenden Anfangsstiick H von J durchweg

== bh
ist. Wir wollen in diesem Fall, statt ein neues Zeichen einzufiihren,
geradezu o = b definieren, womit wir also (nur in diesem Paragraphen)
dem Gleichheitszeichen zwischen Komplexen einen neuen, erweiterten
Sinn beilegen. Die Berechtigung hierzu liegt in der Giltigkeit ge-
wisser formaler Gesetze, die wir nun einmal vom Gleichheitszeichen
unter allen Umstinden verlangen, und die wir sofort aufstellen werden.
Zuvor verabreden wir noch fiir den vierten Fall, dal weder o <,
noch a=>, noch a>b, das frithere, jetzt in engerem Sinne zu ver-
stehende Zeichen |5, und nennen dann ‘@ mit b unvergleichbar,
in den drei ersten Fillen o mit & vergleichbar. Wir definieren also

a<b, wenn in H a,<b,,

Q I a=0b, wenn in H a,=1b,,
a>b, wenn in H a, >b,
[ a||b in jedem andern Fall.

Dabei ist unter I ein nichtverschwindendes Anfangsstiick von J ver-
standen.

Die formalen Gesetze dieser vier Zeichen (von denen ¢ ein
beliebiges bedeute) sind:

) a=a.
(3) Aus a<b,a=b, a>b, allb
folgt b>a, b=0a, b<a, b a.
( Aus a=10, boe folgt age,

@) w apb, b=c¢ ’ age,
no a<lb, ble o,  a<ec,
l w a>b,b>c¢ a>c.

Aus ihpen, deren leichten Beweis wir dem Leser iiberlassen, geht
auch die Zuléssigkeit des Gleichheitszeichens hervor.
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Statt von der lexikographischen Ordnung (nach ersten Diffe-
renzen) hiitten wir nun auch von der antilexikographischen nach
letzten Difterenzen auvsgehen und diese zu entsprechenden finalen
Ordnungen verallgemeinern oder modifizieren konnen; offenbar
andert sich dadurch an allem Bisherigen nichts weiter, als daB wir
unter H ein nichtverschwindendes Endstiick des Arguments J zu
verstehen haben.  Fir Anwendungen ziehen wir das Schema der
finalen Ordnung vor. wie es durch die Definitionen (1) erklict ist
(=0 ein Endstiick von .J)

F
Ein Produkt ¥ 4, wird hierdurch wieder zu einer im allgemeinen

nur teilweise veordneten Menge. Eine geordncte Teilmenge ist
dadarch definiert, daB fiir je zwei verschiedene (d. h. nicht identische,
also nicht im fritheren, engeren Sinne gleiche) Komplexe a, b von
ihr eine der Relationen @ =15 bestehen soll; sie darf also auch von
jeder Klasse gleicher Komplexe hochstens ein Klement enthalten,
urd sie darf keine unvergleichbaren Elemente enthalten. Der Be-
arifi einer groBten geordneten Teilmenge ist wie in § 1 zu er-
kliren. und man hitte eine Reihe Probleme vor sich wie bei der
lexikographischen Ordnung, nimlich besonders interessante geordnete
Teilmengen und eventuell grioBte geordnete Teilmengen auf ihren
Tyvpus zu untersuchien.

Wir begniigen uns mit einem einzigen sehr speziellen Beispiel,
weil es das Modell abgibt fiir eine Anzahl Probleme der Analysis,
die vielfach, aber ohne definitiven Erfolg behandelt worden sind.

Das Argument J sei die Menge der natiirlichen Zahlen, und
unsere Komplexe!

@Ay By oo Ay ene)

i

sollen reelle Zahlen o, zu Elementen haben, also einfach Folgen
reeller Zahlen sein. Bei finaler Ordnung ist also

a<lb, a=b, a>b
zu definieren, wenn schlieBlich (d. h. von einem gewissen Index an)
a, <b, a,=b, a,> b,
ist, und |4 in jedem andern Falle, Die Menge aller reellen Zahlen-
folgen hat, wie wir wissen, die Michtigkeit des Kontinuums XN =R,
Hieraus ergibt sich nun ein sehr einfacher Satz:
I Zu jeder hochstens abzihlbaren Menge von Zahlen-

folgen gibt es eine groBere und eine kleinere Zahlenfolge.
Zu zwei hochstens abzihlbaren Mengen von Zahlenfolgen,

1 =1 bedeute, daf o und b im engeren Sinne gleich sind, also durch-
weg ,=b,.
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falls jede Zahlenfolge der einen jeder Zahlenfolge der
andern vorangeht, gibt es eine zwischen beiden Mengen

liegende Zahlenfolge.
Es sei F=(a,b,c,...) eine Folge von Komplexen oder Zahlen-

folgen.! Wahlen wir dann eine Zahlenfolge z gem#B den Un-
gleichungen

x, > Gy s

Ly > gy by,

Ty > Gy by, €5 USW.

so ist #>a, 2>b, >¢,... Ebenso kann man ein z angeben,
das allen Elementen von # vorangeht.

Ferner seien F und G=(p, q,r,...) zwei solche Folgen, und
jedes Element von F gehe jedem Element von G voran, also

a,b,e, ... <p,q,7, ..
Man kann demgem#B eine Reihe wachsender natiirlicher Zahlen
AL u<Lv<Lw< ... 80 bestimmen, daf
a,<p, fir n=1,
s 0, <Py ¢,  fIr n=p,
Uy byy 0, <Py 4,0 7, fir m=v usw,
Wihlt man dann eine Zahlenfolge z gemifl den Ungleichungen
a, <z, <p, fir A=n<upu,
B, <6 <Y, 10, fir p=n<w,
Oy by €, < Ty < Py @y 7y T ¥ =n <7 usW,

soista<ae<p b<alqgclelr,...odera, b ¢ ... <P, ¢ 7.
z liegt zwischen den Elementen von ¥ und G.

Fiir eine groBte geordnete Menge von Zahlenfolgen folgt
aus I unmittelbar, daB sie mit keiner Menge von der Michtigkeit
=N, konfinal oder koinitial sein kann und daB in ihr zwei Mengen
von der Michtigkeit =X, niemals benachbart sein konnen. Sie
ist also (§ 8) eine #,-Menge, von welchem Begriff wir hier somit
eine wichtige Anwendung erhalten. Da sie eine Menge vom Normal-
typus 7, und der Michtigkeit 2% =N enthilt und ihrerseits in der
Menge aller Zahlenfolgen von der Méchtigkeit X enthalten ist, 8o
ist sie genau von der Michtigkeit des Kontinuums.

Damit ist freilich alles Wesentliche erschopft, was wir iiber
diese Mengen wissen. Wenn das Kontinuum von der zweiten
Michtigkeit N, ist, so sind alle solche Mengen vom Normaltypus .

! Sollte es sich nur um eine endliche Menge handeln, so denke man sich
eine der Zahlenfolgen unendlich oft gesetzt.
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Die noch offene Kontinuumfrage einerseits und dic erhebliche Un-
bestimmtheit in der Konstruktion solcher grioBter geordneter Mengen
andererseits beschriinken unsere Kenntuisse auf dieses Minimum.

Wir haben unser Beispiel absichtlich so formuliert, daB die
Verbindung mit der Theorie der geordneten Mengen gewahrt blieb
und eine allgemeine Untersuchung final geordneter Komplexmengen
nach demselben Verfahren leicht durchgefithrt werden kann. Anderer-
seits, wenn es sich um reelle Komplexe (Nomplexe, deren Elemente
reelle Zahlen sind: handelt, so kann man natiirlich spezielle Eigen-
schaften der reellen Zahlen, z. B. ihre Verkniipfungen durch die
vier Spezies, ins Spiel ziehen und damit den Boden der allgemeinen
Mengenlehre verlassen. Dies tun wir schon, wenn wir an der
Definition der finalen Rangordnung die kleine Umformung anbringen,
daB wir a =b definieren, wenn die Differenzen o, — b, schliefilich
=0 werden; denn von einer Differenz kanu bei Elementen einer
beliebigen georduneten Menge nicht gesprochen werden. Wir tun es
ebenso, wenn wir, unter Beschrinkung auf Folgen positiver Zahlen,
a=b definieren, falls der Quotient a /b, schlieBlich =1 wird. Auf
diesem Standpunkt lassen sich natiirlich noch viele andere Ord-
nungen definieren, von denen wir eine in der Literatur besonders
hiufice hervorheben und durch eingeklammerte Ordnungszeichen an-
deuten wollen: man sagt, unter Beschrinkung auf Folgen positiver
Zahlen, daB

a(<L)b, a(=1b, a(>)b,

wenn
. . a . b
hm%fz(), hmZ—I:{:O, hm;;:O,

, . . by
wihrend man a(]|)b definiert, wenn weder lim Z" noch lim —* existiert.

Sei es, daB man diese ,infinitire“ Ordnung dirckt untersucht, sei
es, daB man sie auf unsere finale Ordnung zuriickfibrt!, erkennt
man leicht, daB sich nichts Wesentliches dndert und insbesondere
der Satz I mit seinen Konsequenzen bestehen bleibt. Der Leser
iibersieht jetzt, daB alle Probleme, die sich auf Graduierung des
schlieBlichen Verlaufs von Zahlenfolgen beziehen, sei es ihres Null-
oder Unendlichwerdens, ihrer Konvergenz oder Divergenz u. dgl.,
in der Hauptsache sich dem Schema unseres obigen Beispiels fiigen,
und daB die eigentiimlichen Schwierigkeiten dieser Probleme auf
der eventuellen Unvergleichbarkeit und unserer geringen Bekannt-
schaft mit der Struktur der groBten geordneten Mengen beruhen.
Genau dasselbe gilt, wenn man die Zahlenfolgen durch Funktionen

1 7. B. bedeutet a(<)b, daB fiir jede natiirliche Zahl die Zahlenfolge

mu==(ma, may, ... final kleiner als die Zahlenfolge b ist.

Hausdorff, Mengenlehre. 13
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einer reellen Variablen ersetzt, und die Untersuchungen iiber Wachs-
tum von Funktionen, Konvergenz und Divergenz uneigentlicher be-
stimmter Integrale usw. zeigen ebenfalls denselben Typus wie unsere
obige Betrachtung iiber finale Ordnung von Zahlenfolgen.

§ 11. Komplexe reeller Zahlen.

Wenn wir Komplexe a=(..., a;,...) mit dem Argument J be-
trachten und voraussetzen, daB die Elemente a, reelle Zahlen
sind, so lassen sich, wie wir in § 10 hervorhoben, die Verkniipfungen
reeller Zahlen auch auf diese Zahlenkomplexe iibertragen, wenigstens
zum Teil. So liegt es nahe, die Summe resp. Differenz zweier
Komplexe als Komplex der Summen resp. Differenzen zu definieren:
0 ‘[a—i—b=(...,ai~{—bi,...,a,c+bk,...)

la—b=(.;a,—b,y...ra,—D,,...).
Das Analoge konnte auch noch fiir das Produkt geschehen, also

b= (s oyl By syl Bpgony

[22 . a; ay,
T = leiey b—i’ -..,I—7h‘,...

indessen nur dann, wenn kein Element 5, Null ist. Die Division
ist damit also nur sehr unvollkommen definiert, denn das Ideal wire
doch, nur einen einzigen Komplex, den Nullkomplex (...,0,...,0,..),
der aus lauter Nullen besteht, als Divisor ausschlieBen zu miissen,
wihrend hier schon alle Komplexe, die auch nur eine Null ent-
halten, auszuschlieBen sind. Aus diesem Grunde und noch anderen
spielt die soeben definierte Multiplikation und Division keine hervor-
ragende Rolle, und man hat sich nach geeigneteren Definitionen
umgesehen. Wir erinnern den Leser hier nur an die Multiplikation
und Division von Zahlenpaaren o = (a,,q,):

ab=(a b, —a,b,, ab,+a,b),

a a b 20y 10— a "

7= (g, Bhml) e 00,0)

die in der Tat nur die Division durch das Nullpaar (0,0) ausschlieBt
und ersichtlich nichts anderes ist, als die Multiplikation und Division
der gewthnlichen komplexen Zahlen a, +4a,: in dieser Weise, als
Paare reeller Zahlen, werden ja die komplexen Zahlen nach dem
Vorgang von R. Hamilton heute in allen Lehrbiichern und Vor-
lesungen definiert. Wir erinnern weiter daran, daf es noch ein
System von reellen Zahlenkomplexen mit vier Elementen, die
Hamiltonschen Quaternionen a = (a,,a,,0,,a,) gibt, zwischen denen
sich ebenfalls eine allerdings nichtkommutative Multiplikation mit

fiir den Quotienten
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entsprechenden Divisionen definieren liBt, mit alleiniger AusschlieBung
der Division durch (0,0,0,0). Nach einem Satze von (3, Frobenius
sind die reellen Zahlen, die gewihnlichen komplexen Zahlen und
die Quaternionen die einzigen Systeme von Zahlenkomplexen mit
endlichem Argument, die nur die Division durch den Nullkomplex
ausschlieBen.! Sieht man von dieser Forderung wieder ab, so gibt
es schon im Falle endlichen Argumentes sehr viele und verschiedene
Arten. Multiplikation und Division (bei nichtkommutativer Multipli-
kation zwei Divisionen) zu definieren. Die Theorie der Systeme
komplexer Zahlen, in der diese Fragen behandelt werden, liegt uns
hier natirlich tern, und darum werden wir auf unserm Standpunkt
darauf verzichten miissen, auch die Multiplikation und Division von
Zablenkomplexen in den Kreis unserer allgemeinen Betrachtung
zu ziehen.

Statt dessen heben wir ein anderes Moment hervor, das der
Ordnung, das wieder in der eben erwiihnten Theorie von geringerer
Bedeutung ist. Wir kehren dabei zur lexikographischen Ord-
nung zuriick. Wenn wir dann eine geordnete Menge von Zahlen-
komplexen mit der durch (1) definierten Addition und Subtraktion
betrachten. den Nullkomplex (..., 0,...,0,...) einfach mit 0 bezeichnen
und einen Komplex a>0 positiv, einen Komplex o< 0 negativ
nennen, so stellt sich schon im Fall von Zahlenpaaren eine KEr-
scheinung ein, die im Gebiete der reellen Zahlen nicht auftritt:
es kann niamlich ein positives Element o nicht nur groBer sein als
ein positives Element 5, sondern auch gréBer als jedes Vielfache
von b, d. h. groBer als b5, b+b-+b,.... Das ist z. B. der Fall
mit ¢=(1,0) und

b=0.1), b4+b=10,2, b+b+b=(0,3), ...

Ein solches System nennt man nichtarchimedisch; indem man
iiblicherweise den Tatbestand, daB ein positives Element nach ge-
niigend haufiger Vervielfachung jedes andere positive Element iiber-
trifft, als das Axiom des Archimedes bezeichnet. Man kann
das obige Verhalten von @ und b auch dadurch charakterisieren, daB
man 2 unendlich groB gegen b, b unendlich klein gegen o nennt.

Man sieht unmittelbar, daB im Falle eines beliebigen Argu-
mentes J von den positiven Komplexen a, b stets « unendlich groB
gegen b wird, sobald der kritische Index (die erste Differenzstelle)
zwischen o und dem Nullkomplex dem kritischen Index zwischen b
und dem Nullkomplex vorangeht. Denn sind 4, & diese kritischen

1 Natiirlich sind hierbei gewisse Bedingungen hinzuzufiigen, denen die

Verkniipfungen unterworfen werden.

13%
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Indices und ¢ < %, so ist a, =0 fiir h <4, ¢,> 0, wahrend die Kom-
plexe b,b-+b,b-+b+10,... an allen Stellen =4 Nullen tragen, also
lexikographisch < @ sind.

Um diese Frage noch etwas eingehender zu behandeln, sehen
wir zunichst von unseren Komplexen ab und definieren ein GréBen-
system als eine geordnete Menge, zwischen deren KElementen
(GroBen) eine folgenden Bedingungen geniigende Addition defi-
niert ist:

Je zwei Elemente «, 8 des Systems bestimmen eindeutig ein
drittes Element ¢+ 3 des Systems. Diese Addition ist kommutativ
und assoziativ:

Bra=a+f, (e+p)+y=a+@+7).

Sie ist eindeutig umkehrbar, also zwei Elemente «, # des Systems
bestimmen eindeutig ein drittes Element 5 — ¢ des Systems, fiir

welches
ot (f—)=p.

Endlich soll aus a<ﬂ stets y+a<y+ [ folgen. Kine solche
Addition heifle kurz eine normale Addition.

Es ist stets ¢« —e=p—p; dieses Element des Systems wird
mit 0 bezeichnet, so daB, fir jedes Element ¢, ¢+ 0= ¢ ist.

Das Element (e -+ ﬂ)—l— y=e+ (@ -+y) wird auch mit ¢+ 34y
bezeichnet, und analog fiir jede endliche Zahl von Summanden.

Man schreibt
le=wu, 2¢=u+«, 3o=a+ae+a, ..;
ferner wird! 0z =0, —¢=0—¢ und fiir jede natiirliche Zahl »
(—nje=—(ne)=0—(nc)
gesetzt, womit me fir jede ganze Zahl m definiert ist. Jede ganz-
zahlige lineare Verbindung m, ¢, + m, e, + ... 4+ m, e, von Elementen
des Systems ist wieder ein Element des Systems.
Aus < 3 folgt

20=u+a<a+fL<p+[F=28,
und ebenso ne < nmf fir jede natirliche Zahl n. Aus ne=nf
folgt also umgekehrt ¢ =p; demnach gibt es zu einem Element y
des Systems hochstens ein Element ¢ derart, daB ne=y. Wenmn
ein solches im System vorhanden ist, so bezeichnen wir es mit

€= %7’ . Wenn nicht, so 148t sich das GroBensystem stets zu einem
solchen erweitern, in dem auch jeder Bruchteil eines jeden Elements

' Hier ist 0 links die Zahl 0, rechts das Element 0 des GroBensystems;
diese Zweideutigkeit ist unschadlich.
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vorkommt. Denn man bilde aus den Elementen des Systems und
den natiirlichen Zahlen die Paare (@, p® und definiere
~ (e, )23, @ fur qe =g,
ferner

W P (= Qe +p3, pe),
so bilden, wie leicht zu sehen, diese Paare wieder ein GroBen-
svstem, in dem zu jedem Element (¢, p) auch der n'® Teil (¢, pn)
vorhanden ist; den Klementen ¢« des alten Systems entsprechen
umkehrbar eindeutig, unter Erhaltung von Addition und Ordnung,
die Paare (e, 1) des neuen. Wir wollen zur Vereinfachung gleich
das urspriingliche System als ein solches mit Teilbarkeit der Ele-

e 1 5 s
mente annehmen. Dann ist fir jedes Element « auch e definiert,

. s % = 7 . -
ebenso fiir jede rationale Zahl r=% mit positivem Nenner

re=mp, J-== —]ll—a.
Jede rationalzahlige lineare Verbindung r, e + r e, + ...+ 7 ¢, von
Elementen des Systems ist wieder ein Element des Systems.

Sind e, 7 zwei positive Elemente (>0, 8> 0), so sind drei
Fille moglich:

Entweder ist, fir jede natiirliche Zahl «, ne < 3. Dann
heiBt ¢ unendlich klein gegen 7, wofiir wir «(<J schreiben; ins-
besondere ist dann auch e« < J.

Oder fir jede natiirliche Zahl » ist ¢>#«3. Dann heiit «
unendlich groB gegen £, geschrieben «:(>)72. Dieser Fall, wo «> 7,
schlieBt den vorigen aus.

Oder drittens, es tritt keiner der beiden ersten Fille ein;
« heiBe endlich gegen 73, geschrieben «(=)3. Es gibt also dann
natiirliche Zahlen p, ¢ derart, daB pe =3 und ¢ =4f, von denen
die eine gleich 1 angenommen werden kann.

Wenn die beiden ersten Fiille niemals eintreten, so ist das
System archimedisch, andernfalls nichtarchimedisch.

Fir Elemente e, 7, die positiv oder negativ (aber nicht Null)
sind, wollen wir «/=)3 definieren, je nachdem fiir ihre Betrige
[¢|(=)|8] ist; unter dem Betrag |c| verstehen wir das positive von
den beiden Elementen + ¢. Das Element 0 konnen wir, wenn wir
wollen, als unendlich klein gegen jedes andere Klement definieren
oder auch von der Vergleichung ausschlieBen.

Die formalen Gesetze dieser Zeichen sind dieselben wie ge-
whhnlich, Aus den transitiven Gesetzen schlieBt man: alle gegen
ein Element ¢+ 0 endlichen Elemente sind auch gegeneinander
endlich; wird ihre Menge als eine GroBenklasse K(«) bezeichnet,
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so haben zwei verschiedene Grdfienklassen kein Element gemein;
ist & unendlich klein gegen (3, so ist jedes Element der Klasse K(x)
unendlich klein gegen jedes Element der Klasse K(8). Sagt man
in diesem Fall, daB die Klasse K(x) der Klasse K(f8) vorangehe oder
dap K(e) die niedere, K(B) die hohere Klasse sei, so bilden die
Klassen eine geordnete Menge, die im Fall eines nichtarchimedischen
Systems aus mindestens zwei Elementen besteht, wihrend ein archi-
medisches nur eine Klasse liefert.! Die Summe aller Klassen ist
die Menge der von O verschiedenen Grofen des Systems.

Priifen wir auf Grund dieser Festsetzungen unsere Komplex-
mengen mit dem Argument J, so zeigt sich unmittelbar, daB wir,
und zwar noch in verschiedener Weise, nichtarchimedische GriBen-
systeme erhalten, deren Klassenmenge mit dem Exponenten F=J*
shnlich ist. Die Ordnung soll, wie gesagt, lexikographisch und
Addition nebst Subtraktion durch (1) definiert sein. Das GroBen-
system, das wir aus Komplexen bilden wollen, muB jedenfalls, wenn
a eins seiner Elemente ist, den Komplex a—a, d. h. den Null-
komplex 0 =¢(...,0,...) enthalten; um dann eine geordnete Menge zu
konstruieren, verfahren wir nach den Prinzipien in § 8 und bilden
zuniichst die Menge 4 aller mit 0 kongruenten Komplexe a, derer
also, fir welche die Menge der Indices, wo o,40, eine wohl-
geordnete Teilmenge von J ist. Das ist also nichts anderes als die

Maximalpotenz
A=(M,0)7

mit der Menge 1 der reellen Zahlen als Basis und der Zahl 0 als
Hauptelement. Da aus a=0, =0 auch a4 b=0 folgt, so ist im
System A eine unseren Forderungen geniigende Addition definiert,
eine normale Addition also, da offenbar mit ¢ < b zugleich e +a <c+b
ist. Ist f(a) der kritische Index zwischen o und dem Nullkomplex
und etwa a>b>>0, so ist f(a) = f(b); wir wiesen bereits darauf hin,
daB fiir f(a) < f(b) gewiB b unendlich klein gegen a ist, wovon offenbar
auch die Umkehrung gilt. Allgemein, fiir zwei von O verschiedene
Komplexe, ist also a(=)b, je nachdem f(a)=f(3); jedem Index i
entspricht also eine GroBenklasse K;, nimlich die Menge aller Kom-
plexe a, fiir die f(a)=4, und diese Klassen haben die umgekehrte
Rangordnung der Indices in J oder dieselbe Rangordnung wie die
Indices in J* = E. Die Klassenmenge ist daher mit £ &hnlich, und
man sieht, daB man nichtarchimedische GréBensysteme mit beliebig
vorgeschriebenem Typus ihrer Klassenmenge bilden kann.

Die Maximalpotenz ist aber nicht das einzige System dieser

! Das Element 0 rechnen wir keiner Klasse zu.
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Art.  Auch Teilpotenzen vom Grade ¢ leisten dasselbe, d. h. die
Menge
o= MY

aller Komplexe a, die fiir die regulire Anfangszahl w_ mit dem
Nullkomplex kongruent sind, ist wieder ein GroBensystem mit einer
Klassenmenge ~ I”. Das beruht darauf, daB ausa= 0(0), b-—0(w,)
wieder a +b=:0 (@) folgt. ) )

Weiter kann auch die Basis noch veriindert werden; es geniigt,
statt der Menge der reellen Zahlen die der rationalen Zahlen oder
der Zahlen r, +r,}2 r,r, beliebige rationale Zahlen) u. dgl. zu
willen,  Das allgemeinste fiir 3/ zuliissige System reeller Zahlen
muB offenbar so beschaffen sein, daB in ihm Addition und Sub-
traktion und, falls wir Teilbarkeit der Komplexe verlangen, auch
die Division durch natiirliche Zahlen ausfithrbar ist. Ist X eine
beliebige Menge reeller Zahlen und verstehen wir unter u.X den
Inbegriff der Zahlen, die als ganzzahlige lineare Verbindungen

m&, +mya, + ...+ mx,
von endlich vielen Zahlen .|, x,,...,z, der Menge X darstellbar sind,
unter ¢ X den Inbegriff der Zahlen, die ebenso als rationalzahlige
lineare Verbindungen

L+ 1%+,
darstellbar sind, so muB demnach M=pull, resp. M=pJ) sein.
Dazu ist notwendig, daB I ein System der Form p X, resp. 0X sei;
dies ist aber auch hinreichend, da puXN == pX und poX =X ist
Es ist also fir U irgend ein Svstem p.X resp. 0.\ zulissig, bei be-
liebiger! Menge X; und schlieBlich kann man auch die Komplex-
elemente a, verschiedene Mengen A, dieser Art durchlaufen lassen,
also von Potenzen zu Produkten iibergehen. Allgemein also ist zu
sagen, daB jene Maximalpotenz 4 =()/,0)¥ (mit der Menge der
reellen Zahlen als Basis und der Zahl 0 als Hauptelement) und
geeignete Teilmengen von ihr GréBensysteme mit einer Klassen-
menge ~ E liefern.

Es ist interessant und wirft ein neues Licht auf unseren Pro-
dukt- und Potenzbegriff, daB umgekehrt, wie H. Hahn bewiesen
hat, die zuletzt genannten GriBensysteme auch die allgemeinsten
ihrer Art sind, oder priziser: man kann jedes GroBensystem
mit einer Klassenmenge ~ // auf eine Teilmenge der
Maximalpotenz (), 0)2 umkehrbar eindeutig unter Erhal-
tung von Rangordnung und Addition abbilden. Wenn also

1 Natiirlich soll X weder die Nullmenge sein noch aus der einzigen
Zahl 0 bestehen.
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ein beliebiges GroBensystem vorliegt, dessen Klassenmenge zu f
ghnlich ist, so kann man seinen GroBen e, @, ... Komplexe g, b, ...
mit dem Argument J= E* zuordnen, die simtlich mit dem Null-
komplex kongruent sind, d. h. nur an einer wohlgeordneten Teil-
menge von J nichtverschwindende Elemente aufweisen, und zwar so,
dab mit ¢=p zugleich a=?s ist und daB der GroBe o +p der
Komplex @ -5 entspricht.

Um dies zu beweisen, nehmen wir wieder das GroBensystem ™
derart an, daB es unbeschrankte Teilung seiner Elemente gestattet
(wenn der Satz fir ein solches gilt, gilt er natiirlich auch fiir jedes
Teilsystem von I7). Ist A eine beliebige Teilmenge von I, so be-
zeichnen wir die Menge der Grofen, die sich als rationalzahlige
lineare Verbindungen

ey Ty T,

von endlich vielen Grofen e, c,,...,«, aus 4 darstellen lassen, mit
04, analog einer vorhin angewandten Bezeichnung. Ist ebenso D
eine beliebige Menge von Komplexen, so bedeute oD die Menge
der Komplexe

7L Ty e 00,

die aus endlich vielen Komplexen a,,4,,...,4, von D mit rationalen
Koeffizienten zusammengesetzt sind. i

Wir nennen die GréBen ¢, €y, ..., 4, abhingig, wenn eine
Relation

oy e, e, =0

zwischen ihnen besteht, deren rationale Koeffizienten (die man hier
auch ganzzahlig annehmen kann) nicht samtlich verschwinden; andern-
falls unabhé,ngig Eine Grofenmenge A< I' heift unabhingig,
wenn je n verschiedene ihrer GroBen unabhingig sind (n=1,2,3,..).
Es ist evident, daB es groBte unabhanglge Tellmengen von I
gibt; der Bewels dafir ist genau ebenso wie der fiir die Ixistenz
grobter geordneter Teilmengen einer teilweise geordneten Menge (§ 1)
zu fihren, nimlich: man wende das Zermelosche Wohlordnungs-
verfahiren in der Weise an, daB als ausgezeichnetes Element von I7,
wenn moglich, ein Element von I'— oI (I =I'—I") gewahlt
wird. Hierdurch wird eine Wohlordnung

L= {tyy €ty cun}

definiert. Da I selbst kein unabhingiges System ist, so gibt es
ein erstes Element ¢, das als rationalzahlige lineare Verbindung

! Natiirlich ist, fiir a=(.., G, ..., a, ...), unter ta der Komplex
(s tag, .o, tay,..) zu verstehen, wobei ¢ irgend eine reelle Zahl sein kann.
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vorangehender Elemente (d. h. solcher mit kleineren Indices) dar-
stebbar 1st. Die Menge dieser vorangehenden klemente

2 J o=l L

st dann unabhiingig; sie ist ferner cine groBte unabhingige Teil-
menge, denn ¢, ist das ausgezeichuete Flement von 7I'— ., sollte
also als Elemeunt von /["— g gewiihlt werden, wenn miglich, d. h.
wenn diese Menge von Null verschieden ist. Da ¢, aber dieser
Menge nicht .sondern der Menge ¢ 1 angehirt, so muB sie 0 sein;
demnach ist "= ¢ I, und jede GroBe des Systems ist also durch
GroBen aus I linear mit rationalen Koeffizienten ausdriickbar. Wir
nennen eine solche groBte unabhingige Teilmenge A eine Basis
von . Es ist klar, daB die Darstellung einer beliebigen Grofle «
durch die GroBen der Basis, abgeseben von Hinzufiigung oder Weg-
lassung von Gliedern mit verschwindenden Koeffizienten. nur auf
eine Weise mdglich ist; d. h. schreibt man

3 o= .

A

wobei aber nur eine endliche Anzahl von Koeffizienten », von 0
verschieden ist, so sind die 7, durch « eindeutig bestimmt, da sich
andernfalls durch Subtraktion eine Abhingigkeit zwischen den GroBen
der Basis ergeben wiirde.

Unser Problem, die GroBenmenge /7 unter Erhaltung von
Addition und Ordnung auf eine Komplexmenge (' abzubilden, ver-
einfacht sich durch Einfiihrung einer Basis 4 wesentlich. Wir
brauchen nur den GroBen der Basis Komplexe zuzuordnen, deren
Meng-

i D=la,,ay,..., 0, E<n

unabhingig ist, und dann der GroBe (3, den Komplex

D a=Jr.a.

& 07

entsprechen zu lassen. Fir ¢=f ist dann auch a=0, unq der
GroBe ¢+ 3 entspricht der Komplex a+ 5. Wenn wir ferner 3edgn
Komplex a2, =0 wihlen, so ist auch a--0. Damit wire als.o l":-:‘l‘n-
deutig umkehrbar und mit Erhaltung der Addition auf emev’lell;
menge C jener Maximalpotenz .1 =/([,0)% abgebildet, falls /=E
das Argument der Komplexe ist. Was die Erbaltung der Ordr}ung,
die Ahnlichkeit der Abbildung betrifft, so ist zu bemerken: zunéchst
geniigt es, daB jeder positiven Grofe ein positiver Komplex, jeder
negativen GroBe ein negativer Komplex entspricht, denn dann folgt
aus ¢—pB=0 auch s —b=0, aus e=[ also a=b. Ist ferner
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in der Darstellung (3) # die groBte Ordnungszahl, der ein nicht-
verschwindender Koeffizient », entspricht, so ist (& < 7)

o = _?'rsa;: —+ 7'77657] = 7‘77(“77 —A/J))7

wobel i Py

g = Tn “
eine aus GroBen der Menge
(6) Aﬂz{“o’“p'“»“y-"} & <)
gebildete rationalzahlige lineare Verbindung, also eine GroBe aus
od, ist. Das Vorzeichen von ¢ ist, je nachdem r, positiv oder
negativ ist, dasselbe oder das entgegengesetzte wie das von ¢, —f.
Da fiir die entsprechenden Komplexe dasselbe gilt, so folgt: um die
Abbildung shnlich zu machen, geniigt es, daf a, — b dasselbe Zeichen
wie ¢, — (3 habe, wo b der der GroBe £ entsprechende Komplex
aus 9D, und
(7 D, ={ay, ay, .0, ...} (& <)

ist, d. h. es geniigt, jeder Grofe ¢, der Basis einen Komplex a,
zuzuordnen, der zu allen Komplexen b der Menge oD, dieselbe
Ordnung hat wie ¢, zu den GroBen § der Menge ¢ 4,. Hs ist also
induktiv zu zeigen, daB eine solche Wahl fiir 4 mdglich ist, wenn
sie fir jedes £ < 7 bereits gegliickt, d. h. die Menge oD, auf 94,
dhnlich abgebildet ist. Die oben noch aufgestellte Bedingung der
Unabhéngigkeit der Menge D ist bei diesem Verfahren von selber
gesichert und braucht also nicht weiter beachtet zu werden.
Dagegen spezialisieren wir die Abbildung noch durch die fol-
gende Vorschrift. Die Klassenmenge des GroBensystems war mit J*
4hnlich angenommen; es entspricht also jedem Index 4 eine GroBen-
klasse K, wobei aber die Klassen die umgekehrte Ordnung wie die
Indices in J haben. Den Klassenindex einer GroBe e¢3=0 des
Systems bezeichnen wir mit f(cz), wobei also ¢ = f(«) besagt, daB ¢ zur
Klasse K, gehort. Hs ist fle) = f(B), je nachdem v(%)ﬂ Anderer-
seits soll, fiir einen Komplex a0, f(a) wie bisher den kritischen
Index von ¢ mit dem Komplex O bedeuten; f(a)=1 besagt also,
daB a, das erste nichtverschwindende Element von ¢ ist. Die Ab-
bildung soll dann die Forderung f(e) = f(a) erfillen, einer GroBe der
Klasse K; soll ein Komplex mit dem kritischen Index ¢ entsprechen;
wir werden sofort zeigen, daB man diese Bedingung erfillen kann.
Beziiglich der Wahl der Basis sind noch mancherlei spezielle
Annahmen gestattet. So konnen wir alle BasisgroBen positiv an-
nehmen; ferner ist, wenn 8 irgend eine GroBe aus o4, bedeutet,
leicht einzusehen, daB auch die GroBen « — 3 eine Basis bilden.
Endlich kann man erreichen, daB A eine vorgegebene unabhingige
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GroBenmenge 4’ als Teilmenge und sogar als Abschnitt enthillt
;indem man, wie in § 1, bei der Wohlordnung vorschreibt, da das
ausgeseichnete Element von 7, wenn mglich, zu .1 gehdren soll).

Wihlt man aus jeder Klasse K ein positives Klement ¢, so
bilden diese offenbar ein unabbingiges! Groflensystem oI5 wir
lassen f mit dem Abschnitt 7 beginnen. Wir ordnen ferner der
GroBe ¢ den Komplex ¢, zu, der an der Stelle i die Zahl Kins
und somst lauter Nullen trigt; die Menge dieser ,Einheits-
komplexe* sei D'. Es ist evident. daB die Menge o4’ auf die
Menge oD” ahnlich abgebildet wird: denn die GroBle

rE gt s,
wo i < k< ...< 1 in J vorausgesetzt sei und die Koeffizienten nicht

verschwinden, gehért zur Klasse K, und hat das Vorzeichen von 7,
dasselbe Vorzeichen hat aber auch der zugeordnete Komplex

- b
re.-tre.+..+ne,

der an den Stellen i, %,...,1 die Elemente r,, 7, ...,r, und sonst
lauter Nullen trigt. Hiermit ist auch erreicht, daB bei der #hn-
lichen Abbildung ffalls sie iberbaupt moglich ist oder soweit sie
mdglich ist) die oben gestellte Forderung fier) = f(a) realisiert wird.
Denn ist «, das wir als positiv voraussetzen diirfen, ein Element
der Klasse K, also «i=)¢. so gibt es zwei positive rationale
Zahlen r, s derart, daB re, < « < sg;; da dann auch re, <a<se; ist,
so ist der kritische Index fia: gleichzeitig = fire)= ( und = f(scp =,
also gleich i.

Nach diesem Anfang der Abbildung gestaltet sich nun der
Induktionsbeweis fiir die Moglichkeit ihrer Fortsetzung? folgender-
maBen. Es sei bereits p4, auf 0D, ahnlich abgebildet, wobei also
jeder GroBe B der ersten Menge ein Komplex b=0 der zweiten
entspricht und fi3) = fif) ist. Wir zeigen, daB man dann auch der
BasisgroBe «_einen Komplex a_=0 zuordnen kann, der zu den Kom-
plexen 4 dieselbe Ordnung hat wie ¢, zu den GrofBen f. Schreiben
wir kurz ¢ fir ¢, und o fir o . Ks sind zwei Fille zu unter-
scheiden:

I Unter den Klassen aller GroBen «— @ (wobei f§ seine
Menge 0d, durchlauft) sei eine niedrigste K.

Es ist also stets «—f(=)s; und, fiir ein bestimmtes Bos

1 Gehdren « und 4 zu einer Klasse, so gehort « +f zur selben"oder zu
einer niederen Klasse; ist hingegen ¢ unendlich klein gegen o, 80 gehort o +
sur selben Klasse wie w«. Ist o(>)B(>)7(>) ., 80 it e +B+ 7+ (=)o
GriBen verschiedener Klassen sind danach stets unabhingig.

* wobei also 7 bereits so groB angenommen wird, daBl 4’ = 4,.
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o —f,(=)¢. Indem wir, nach der obigen Bemerkung, ¢ durch ¢ — 8,
ersetzen, kounen wir erreichen, daB e« selbst von der niedrigsten
Klasse K, also

v—f((=)e (=)
wird; iiberdies setzen wir ¢ positiv voraus. Unter r verstehen wir
eine willkiirliche positive rationale Zahl.

Da infolge des Anfangs unserer Abbildung »¢ ein £, also nie-
mals ¢ =re, ist, so ist « =rs. HEs kann weder stets o <rg, d. b,
«(<)s, noch stets ¢ >re; sein, und wir erhalten also eine Ein-
teilung der » in zwel Klassen derart, daB

we, L o <L Ve

und » <. Es kann kein groBtes » geben, denn fiir dieses « und
jedes » wire

ue, < o0 < (u+7)E,,

0<a—ug<re,
also ¢ —ue(<)e, wihrend doch stets ¢ — F(=)s; sein soll. Ebenso
gibt es keine kleinste Zahl ». Die genannte Einteilung bestimmt
also eine irrationale Zahl ¢ derart, da w < g < v, und nun ordnen
wir der Griobe ¢ den Komplex
a=qe,

zu, der an der Stelle ¢ die Zahl ¢ und sonst lauter Nullen hat,
also mit dem Nullkomplex kongruent ist.

DaB o zu den Komplexen & die richtige Ordnung hat, ist leicht
einzusehen. Sei etwa [ eine GroBe < e«. Fir die oben genannten
Zahlen u kann dann nicht stets ws, < 3 sein, denn aus

ue, < < a<vs
wiirde

Oéu——ﬂ<(0—u)si,
also « —f(<)¢, folgen. Es gibt also sicher eine Zahl u derart,
daB ws;=p. Da die Grofen £, nach Annahme, durch die zu-
gehorigen Komplexe » #hnlich abgebildet werden, so ist we, =0,
auferdem ge, > ue,, also ge, >b oder a >b. Ebenso folgt aus ¢ <f
zugleich a < b.

II. Unter den Klassen der GroBen «—f sei keine
niedrigste.

Oder unter den Klassenindices (¢ — 3) ist kein letzter. Wir
bezeichnen die Menge dieser Klassenindices etwa mit K, mit

K
H=8Jk

k
die Summe der zugehtrigen Anfangsstrecken von J oder die Menge
der Indices /2, zu denen es einen spiteren Klassenindex & = f(ee— ) > b
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cibt,  # ist mit K kontinal, ohne letztes EFlement und ist ein An-
fangsstiick = J. Wir haben hier ein iholiches Raisonnement wie
in §5 fur das gleichbezeichnete Aufangsstiick J1 anzustellen.

Ist npimlich & ein Element von H, 3 cine GroBe, fir die
fie—3>h und b der zugehirige Komplex, so behaupten wir, daB »
an der Stelle & ein nur von dieser. nicht von & abhingiges festes
Element a, triigt. oder daB fir zwei verschiedene solche GriBen
und 3 die zugehirigen Komplexe & und » an der Stelle % iiberein-
stimmen. In der Tat seien fiee — 8) und fie — ) beide > 4. Da die
Summe oder Differenz zweier GroBen nie von hoherer Klasse als beide
GroBen sein kann, so ist fir die GroBe ¢« —f—«— 2 1="—8
mindestens eine der beiden Ungleichungen

[3F—h=fie—3 oder =jfie—p3"
errillt, also sicler j\3'— 3> k. Fiir die zugehorigen Komplexe ist.
da 37— 7 zur Menge o.f wcehirt und also bereits sein richtiges
Bild b'—& erhalten hat, /' —b)=fi3'— ) > h. also wirklich 4 =2b,.
Wir bezeichnen diese nur von . abhiingige reelle Zahl mit a,.

Diese Zahlen a, bilden einen Anfangskomplex ap=t..., g, ...),
der offenbar mit dem entsprechenden Anfange des Nullkomplexes
kongruent ist. Denn ist G={..., .} ein Anfangsintervall von I, so
gibt es eine (sriBe 7 mit fle — 7 >h. und fir den zugehorigen
Komplex & ist demnach

b=a, fir i=h,

also ag=15;. Da nun 5--0 vorausgesctzt war, so ist die Menge
der Stellen in 7, wo 4,40, wohlgeordnet; danach ist auch die
Menge der Stellen in H, wo @, 0, wohlgeordnet, da jeder ihrer
Abschnitte wohlgeordnet ist. FErginzen wir, indem wir fiir die
Stellen von J— H lauter Nullen hinzufiigen, a; zu einem vollen
Komwplex a, so ist dieser mit 0 kongruent; ihn ordnen wir der
GroBe « als Bild zu.

DaB a zu den Komplexen b die richtige Ordnung hat, ergibt
sich folgendermaBen. Da unter den Klassenindices fiz—f) kein
letzter ist, so gehoren sie zu dem Anfangsstick H. Es sei f irgend
eine GroBe (aus od,) und fiz— Ji=h; dann gibt es sicl.aer au(j,h
eine GroBe § mit fiw — §)> k. Hiernach ist « — " unendlich klein
gegen «— 3, und die Differenz

v—pB)—le—F1=p—F
gehort demzufolge derselben Klasse wie ¢— @ an und hat dasselbe
Vorzeichen wie diese GroBe; es ist /(' — f) =k und /=4 fir « = .
Die zu 3, gehorigen Komplexe seien b, Wegen [ie — ') > L ist,
nach der Bestimmung der Zahlen 4,
0,=b, fir i=h.
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Wegen f(b'—b)=f(3"— ) =" ist

b/ =0, fix i <h, b'&b,
also

a,=>b, fur i<k, a,F,

und zwar ist das Vorzeichen von a,— b,=0b,—b, dasselbe wie das
von j'—f (weil die Abbildung der 8 auf die » &hnlich angenommen
war) und also dasselbe wie das von ¢ —f3. Demnach ist lexiko-
graphisch =25, je nachdem «=/.

Damit ist der Beweis des Hahnschen Satzes vollendet.

Zum Schluf kommen wir noch einmal auf die Multiplikation
in GroBensystemen zuriick, auf deren allgemeine Bebandlung wir ja
verzichten wollten; wir mochten nur auf eine spezielle, der Mul-
tiplikation von Potenzreihen nachgebildete Produktdefinition hin-
weisen, die alle gewdhnlichen Multiplikationsgesetze befolgt und auch,
bis auf die Division durch Null, eine eindeutige Umkehrung zulabt.
Legen wir als GroBensystem die Maximalpotenz (M, 0)%, d. h. die
Menge aller aus reellen Zahlen! gebildeten, mit 0 kongruenten Kom-
plexe vom Argument J= E* zugrunde und nehmen jetzt an, dab
das Argument selber ein GroBensystem mit normaler Ad-
dition ist. Wir definieren dann das Produkt ¢=ab zweier Kom-
plexe als denjenigen Komplex, der an der Stelle ! die Zahl

(8) 6= ab, (+k=1

trigt, wo also die Summe itber alle Paare von Indices zu erstrecken
ist, deren Summe 1! ist.

Um die Zulissigkeit dieser Definition zu erweisen, haben wir
zunichst zu zeigen, das jede dieser Summen in Wahrheit nur endlich
viele nichtverschwindende Glieder hat. Zunichst braucht ¢ nur die
wohlgeordnete Menge der Indices zu durchlaufen, wo o, =0, ebenso k
nur die wohlgeordnete Menge der Indices, wo b,==0. Wegen der
Eigenschaften der normalen Addition folgt aber aus

it k=04F, i<

umgekehrt k> %'; die Menge der Indices %, die nichtverschwindende
Ghe:der der Summe liefern, ist also der Menge der entsprechenden
Indices ¢ umgekehrt shnlich, also gleichzeitig wohlgeordnet und
invers wohlgeordnet, d. h. endlich. Damit ist fiir jedes I die reelle
Zahl ¢, definiert.

~ Ferner ist zu zeigen, daB mit o und & auch ¢=0 ist oder daB
die Menge der Stellen 7, wo ¢,#4 0, wohlgeordnet ist. Jedem solchen !

'1 Man .kannte sich wieder auf die Menge der rationalen Zahlen oder
sonstige geeignete Zahlenmengen beschrinken.
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entspricht mindestens ein Paar Indices ¢ und &, tur div i44 -1
und . b, von O verschieden sind.  Gabe es nun eine absteigende
Folge solcher {, also eine Foulge
R A .
wobei die i, und k, je einer woblgeorducten Teilmenge von ./ an-
gehiren, so haben dic Indices / ein Minimum ¢, ferner dic In-
dices . ein Minimum i, die ludices LN ein ﬁ[inimum i usw.,
es gibt also eine Folge wachsender natiitlicher Zahlen derart, daB
Gk ek > ek >0 S s =

Daraus wiirde aber K>k >k >... folgzen im Widerspruch dazu,
daB auch die % einer woh‘geordneteu Menge angehireun.

Wir tberlassen dem Leser den Nachweis, daB diese Multipli-
kation kommutativ, assoziativ und gegeuiiber der Addition distri-
butiv ist.

Ein Produkt, das den Nullkomplex als Faktor cuthiilt, ist selbst
der Nullkomplex. Umgekehrt, wenn @ und b von 0 verschieden
sind, so ist auch e=ab von O verschieden. Kithrt man niimlich die
kritischen Indices (gegeniiber dem Nullkomplex) f(a) =1, und f(b)=k,
ein und setzt Jy=14,+k,, so ist fiir i 4 k =1 < {, mindestens eine der
Ungleichungen ¢ < i, k < k, erfiillt, also entweder a; oder b, Null und
daber anch »,=0. Fir /=1/, hingegen ist ¢, =a b, +0; also ist
¢=0 und zwar fic)=1, oder flab)=[a)-+ ;. Auch hier also, wie
bei der Multiplikation gewghnlicher Zahlen, verschwindet ein Pro-
dukt dann und nur dann, wenn ein Faktor verschwindet. Daher
zieht, unter Beachtung des distributiven Gesetzes. die Gleichung
ab=al’ fir a =0 die Gleichung b=/ nach sich, und die Gleichung
ab=c kann. bei gegebenem a =0 und ¢, hichstens eine Auflosung

b= haben,
a

Die oben erwihnten Einheitskomplexe (S. 203) befolgen die
Regel 6, =, +1» als ob sie Potenzen einer festen Basis mit den
Indices als Exponenten wiren. Der zum Index O (der Null ('iles
GroBensystems .J; gehorige Komplex ¢,, die ,Haupteinheit, spielt
die Rolle der Zahl 1, indem stets ar,—e¢,a=a ist.

Wir haben noch zu zeigen, daB die Gleichung ab=c¢ fiir a0
stets eine (und nur eine, Auflosung b hat. Ist fla)=7, also
a=ae, +... (wobei unter y —... die Summe p+g aus p und einém
Komplex von niederer Klasse, also mit f(g) > f(p), verstanden werden

soll, so multiplizieren wir die Gleichung ab=¢ mit Dl wodurch

sie in eine Gleichung a'b=¢ mit a'=¢;+ ... ﬁbergept. "Die zweite
Gleichung zieht umgekehrt die erste nach sich. Wir kbnnen also
gleich von vornherein f(a)=0 und a=¢,+ ... annehmen.
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Betrachten wir nun ‘die Menge aller Komplexe #, fiir die c—ay
von Null verschieden ist, und die Menge der zugehdrigen Indices
fle —ay) oder Klassen. Wieder ist zu unterscheiden, ob unter
diesen Klassen eine niedrigste ist oder nicht, also unter den Indices
ein groBter oder nicht. Ist eine niedrigste Klasse K, vorhanden
und y ein Komplex, fiir den

fle—ay)=1,

c—ay =zxe-+..,
so folgt aus

a-, = %,6,+ ...,
daB ¢ —a(y + %) von niederer Klasse als ¢; oder aber Null ist. Da
das erste der iither y gemachten Annahme widerspricht, so mufl das
zweite eintreten, also a(y+ ze)=c oder b=y e, die Auflosung
unserer Gleichung.

Ist keine niedrigste unter den genannten Klassen vorhanden,
so ist die Menge K der Indices %= f(c —ay) ohne letztes Element
und es sei wieder H die Menge aller Vorginger von Elementen &
(vgl. 8. 204). Ist » ein Element von H, so gibt es ein y, wofiir
fle—ay)>h, und wieder behaupten wir, daB alle diese y an der
Stelle 7 ein festes Element 5, tragen. Denn sind y und g ver-
schieden und f(¢c — ay) und f(c — ay’) beide >4, dann ist nach genau
demselben SchluB wie oben fiir die Differenz beider Komplexe
f(aly —y) >h, und da die linke Seite = f(a)-- /' —y)=r4—1)
so ist f(y'—vy)>h, Yy =y, Setzen wir diesen gemeinsamen Wert
=b,, so erhalten wir durch Sammlung dieser Elemente und Hinzu-
fiigung von Nullen fiir die Indices von J— H wieder einen Kom-
plex b, dessen Kongruenz mit 0 wie oben zu beweisen ist. Wir
behaupten, daf dieser Komplex & die Gleichung ¢=ab erfillt.
Andernfalls wire némlich b selbst ein y, und f(c—ab)=~% ein Ele-
ment von H. Es gibe dann ein y, fir das flc—ay) >k, und da
¢—ay unendlich klein gegen ¢—ab ist, so wirde die Differenz
beider von derselben Klasse wie ¢—ab sein, d. h. f(a(y—b))=h
und fly—b)=h, also y,=+b,, wihrend doch, nach der Bestimmung
von by, aus flc—ay)>h y,=b, folgen sollte. Man kann das auch
so wenden, daB man zeigt: ¢ — ab miiBte, wenn =0, von kleinerer
Klasse als alle ¢ —ay und doch 5 selbst ein y sein.

Als Beispiel fir GroBensysteme mit Multiplikation empfehlen
wir dem Leser, sich den einfachsten Fall klar zu machen, daB das
Argument J die Menge der ganzen Zahlen ..., —2, —1, 0, 1, 2, ..
1st; unsere Komplexe a=0 haben also die Form

‘ a=(uey 0,0, 0, 0y 05 05, --2) (@, 0)
mit hochstens einer endlichen Zahl von nichtverschwindenden
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Elementen mit negativen Indices, und verhalten sich hinsichtlich
der vier Spezies wie Potenzreihen
a;x' ~3—a..+11'*'*‘+ai+3x‘+’—{—....

Wiahlt man als Argument diec Menge der rationalen oder reellen
Zahlen, so verhalten sich die Komplexe wie Potenzreihen mit ratio-
nalen oder reellen Exponenten, wobei die Glieder mit nichtver-
schwindenden Koeffizienten aber immer, der GroBe der Exponenten
nach geordnet, cine wohlgeordnete Menge bilden (die in diesem
Fall endlich oder abzihlbar ist). Wihlt man als Argument eine
lexikographisch geordnete Mense von Zahlenpaaren, so verhalten
sich die Komplexe wie Potenzreihen zweier Variabler z, y; und so
kann man fortfahren. Nichtarchimedische GroBensysteme dieser Art
gind von G. Veronese, T. Levi-Civita, D. Hilbert u. a. nament-
lich zu Untersuchungen iiber die Grundlagen der Geometrie vielfach
anfgestellt worden.

Siebentes Kapitel.
Punktmengen in allgemeinen Rdumen.

§ 1. Umgebungen.

In der Anwendung auf die Punktmengen des Raumes, in der
Klarung und Verscharfung der geometrischen Grundbegriffe hat die
Mengenlehre ihre schonsten Triumphe gefeiert, die selbst von den-
jenigen zugestanden werden, die sich der abstrakten Mengenlehre
gegeniiber skeptisch verhalten.

Wir haben uns zunichst iiber die Stellung der Punktmengen-
theorie im System der allgemeinen Mengenlehre klar zu werden.
Man kann eine Menge rein als System ihrer Elemente behandeln,
ohne daB Beziehungen zwischen diesen Elementen in Frage komx'nen;
das ist der Standpunkt, den wir in den ersten drei Kapiteln c!leses
Buches eingenommen haben. Zweitens aber kann man Relationen
zwischen den Elementen in Betracht ziehen, und dafiir g}bt die
Theorie der geordneten Mengen, der die drei folgenden Kapitel ge-
widmet waren, ein fundamentales Bei_splel.. Hier hanialte es BIG}.J,
fir je zwei Elemente, um eine der drei Be.zmhungen e=b, und wir
konnten das so auffassen, daB eine Funktion fla; ) der (geqrdneten)
Paare der Menge gegeben sei, eine Funktion, die allerdings nur

drei (bei Beschriankung auf Paare verschiedener Elemente nur zwei)

14
Hausdorff, Mengenlehre.
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Werte annehmen konnte. Bei den teilweise geordneten Mengen
kam noch eine vierte Relation oder ein vierter moglicher Funktions.
wert hinzu. Nun steht einer Verallgemeinerung dieser Vorstellung
nichts im Wege, und wir konnen uns denken, daB eine beliebige
Funktion der Paare einer Menge definiert, d. h. jedem Paar (a,})
von Elementen einer Menge M ein bestimmtes Element n = f(g, )
einer zweiten Menge N zugeordnet sei. In noch weiterer Verallge-
meinerung konnen wir eine Funktion der Elementtripel, Klement-
folgen, Elementkomplexe, Teilmengen u. dgl. von M in Betracht
ziehen. Kine ganz allgemein gehaltene Theorie dieser Art wiirde
natiirlich erhebliche Komplikationen bedingen und wenig positive
Ausbeute liefern. Zu den speziellen Beispielen aber, die ein er-
hohtes Interesse beanspruchen, gehort neben der Theorie der ge-
ordneten Mengen gerade die Liehre von den Punktmengen im Raume,
und zwar ist die grundlegende Beziehung hier wieder eine Funktion
der Elementpaare, namlich die Entfernung zweier Punkte: eine
Funktion, die aber jetzt unendlich vieler Werte fihig ist. So an-
gesehen, subsumiert sich die Theorie der Punktmengen mitsamt der
Theorie der geordneten Mengen unter das allgemeine Schema einer
Lehre von solchen Mengen, in denen binire Relationen, Relationen
zwischen je zwei Elementen der Menge, definiert sind.

Andererseits ist dies nicht die einzig mégliche Auffassung. Auf
Grund des Begriffs Entfernung 148t sich z. B. der Begriff .einer
konvergenten Punktfolge und ihres Limes definieren, und
diesen Begriff kann manwieder, mit Ausschaltung des Begriffs Ent-
fernung, zim Fundament der Punktmengentheorie wihlen. Es wiirde
sich dann formal um eine Menge M handeln, in der eine Funktion
flay, @gs -y @,y ...) der Elementfolgen definiert, nfimlich gewissen
Folgen (den konvergenten) ein Element von M selbst (der Limes)
zugeordnet ist,

Drittens lassen sich auf Grund der Entfernung jedem Punkt
gewisse Teilmengen des Raumes zuordnen, die wir Umgebungen
dieses Punktes nennen; und wieder 14Bt sich dieses System der
Umgebungen zur Grundlage der ganzen Theorie machen, mit Eli-
mination des Begriffs Entfernung. Hier wird also eine Menge M
unter dem Gesichtspunkt einer Zuordnung zwischen Elementen und
Teilmengen betrachtet; wir haben iibrigens gezeigt (Kap. IV, §1)
daB man auch die Ordnung einer Menge durch ein passendes System
von Teilmengen definieren kann.

Eine Theorie der riumlichen Punktmengen wiirde nun, ver-
mége der zahlreichen mitspielenden Eigenschaften des gewdhnlichen
Raumes, natiirlich einen sehr speziellen Charakter tragen, und wenn
man sich von vornherein auf diesen einzigen Fall festlegen wollte,
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so wiirde man fir Punktmengen einer Geraden, einer Ebene, einer
Kugel usw. jedesmal eine neue Theorie zu entwickeln haben. Die
Erfahrung hat gezeigt, da man diesen Pleonasmus vermeiden und
eine allgemeinere Theorie aufstellen kann, die nicht nur die ge-
nannten Kille, sondern auch noch andere Mengen (Riemannsche
Flichen, Riume von endlich und unendlich vielen Dimensionen,
Kurven- und Funktionenmengen u. a.) umfafit. Und zwar ist dieser
Gewinn an Allgemeinheit nicht etwa mit einer erhohten Komplikation,
sondern gerade umgekehrt mit einer erheblichen Vereinfachung ver-
bunden, indem wir, wenigstens fiir die Grundziige der Theorie, nur
von ganz wenigen und einfachen Voraussetzungen (Axiomen) Ge-
brauch zu machen haben. Endlich sichern wir uns auf diesem
logisch-deduktiven Wege vor den Irrtiimern, zu denen die sogenannte
Anschauung uns verleiten mochte; diese angebliche Erkenntnis-
quelle — deren heuristischen Wert natiirlich niemand bestreiten
wird — hat sich gerade in den subtileren Fragen der Mengenlehre
so oft als unzureichend und unzuverlissig erwiesen, daB man ihren
scheinbaren Evidenzen nur nach vorsichtiger Priifung trauen darf.

Welchen der drei oben genannten (rundbegriffe Entfernung,
Limes, Umgebung man zur Basis der Betrachtung wihlen will, ist
bis zu einem gewissen Grade Geschmacksache. Mit Hilfe von Ent-
fernungen kann man, wie gesagt, Umgebungen und Limites definieren,
mit Hilfe von Umgebungen Limites, aber im allgemeinen nicht Ent-
fernungen, mit Hilfe von Limites im allgemeinen weder Umgebungen
noch Entfernungen. Danach scheint die Entfernungstheorie die
speziellste, die Limestheorie die allgemeinste zu sein; auf der andern
Seite bringt der Limesbegriff sofort eine Beziehung zum Abzahlbaren
(zu Elementfolgen) in die Theorie hinein, worauf die Umgebungs-
theorie verzichtet. Wir ziehen aus verschiedenen Griinden vor, die
grundlegenden Betrachtungen dieses Kapitels auf die Umgebungen
zu stiitzen und die beiden andern Begriffe erst spater zur Mit-
wirkung heranzuziehen; um aber dem Leser sogleich ein konkretes
Bild zu erwecken, beginnen wir mit den speziellen Umgebungen, die
durch Entfernungen definiert sind.

Unter einem metrischen Raume verstehen wir eine Menge H,
in der je zwei Elementen (Punkten) z,y eine reelle nichtnegative

Zsahl, ihre Entfernung zy =0 zugeordnet ist; und zwar verlangen
wir iiberdies die Giiltigkeit der folgenden
Entfernungsaxiome:
‘;; (Symmetrieaxiom). Es ist stets yT =1y,
(8) (Koinzidenzaziom). Es ist 2y =0 dannund nur dann, wennz = y.

() (Dreiecksaxiom). Es ist stets zy +yx = ox.
14*
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Speziell bezeichnen wir als euklidischen n-dimensionalen
Zahlenraum E, die Menge der Komplexe reeller Zahlen

:cl=(a:1, By wven B, )y
worin die Entfernung durch
x_y = -V(CEI - yl)2+ (9}2 - yz)2+ + (xn - ?/n)z % 0
definiert ist, und als euklidischen #-dimensionalen Raum

einen metrischen Raum, dessen KElemente &, 7, ... sich den eben
genannten Zahlenkomplexen z, y, ... umkehrbar eindeutig und ent-

fernungstreu (§7 = y) zuordnen lassen. Man nennt dann 2, z,, ..., ,
die rechtwinkligen Koordinaten des Punktes & Der Leser weif
aus den FElementen der analytischen Geometrie, daB eine solche
Abbildung, wenn iiberhaupt, auf unendlich viele Weisen midglich
und wie der Ubergang von einer zur andern (Koordinatentrans-
formation) zu bewerkstelligen ist. Er weiB ferner, daf den niedrigsten
Fallen (n =1, 2, 3) gewisse Objekte der Anschauung (Gerade, Ebene,
Raum) entsprechen, und dafl man den hierdurch vermittelten Par-
allelismus zwischen arithmetischen und geometrischen Tatsachen zu
einer auch mehrdimensionale Riume umfassenden geometrischen
Ausdrucksweise weitergebildet hat. Wir werden uns iibrigens im
Fall euklidischer Riume haufig an das anschauliche Vorbild der
Ebene halten. Die meisten Tatsachen der Punktmengenlehre in
euklidischen R#umen gelten fiir alle Dimensionenzahlen unter-
schiedslos; auf gegenteilige Fille, wo z. B. die eindimensionalen
(linearen) Punktmengen eine Sonderstellung einnehmen, ist ausdriick-
lich hingewiesen.

Denken wir uns fiir einen euklidischen Raum eine bestimmte
Abbildung (Koordinatenwahl) festgehalten, so werden wir von der
iiblichen Freiheit Gebrauch machen, den Punkt & mit seinem Bild-
komplex # oder den euklidischen Raum mit dem Zahlenraum einfach .
zu identifizieren. Gewisse Begriffe, so nach Definition der Begriff
Entfernung und der sogleich einzufithrende Begriff Umgebung, sind
vom Koordinatensystem unabhingig; andere sind es nicht, z. B. die
haufig zu benutzende Scheidung in rationale Punkte, deren simt-
liche Koordinaten rational sind, und irrationale Punkte mit min-
destens einer irrationalen Koordinate. Die Menge der rationalen
Punkte hat die Machtigkeit N» =, ist also abzihlbar.

In einem metrischen Raume B verstehen wir unter einer Um-
gebung U, des Punktes » dic Menge der Punkte y, deren Ent-
fernung von & kleiner als eine bestimmte positive Zahl ¢ ist (zy < o).
Eine solche Umgebung hingt vom Mittelpunkt z und vom
Radius ¢ ab; ein Punkt z hat, wenn man den Radius variiert,
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unendlich viele Umgebungen, die aber als Punktmengen im all-
gemeinen nicht alle verschieden zu sein brauchen. Auf der geraden
Linie E| ist U, eine Strecke (ohne Endpunkte) mit dem Mittel-
punkt « und der Linge 2¢; in der Ebene E, ist U, das Innere
eines Kreises (ohne Peripherie) mit dem Mittelpunkt 2 und dem
Radius ¢; im Raume E, ebenso das Innere einer Kugel, und diesen
Namen iibertriigt man auch auf den Fall eines n-dimensionalen
euklidischen und eines metrischen Raumes.

Diese sphiarischen Umgebungen, wie wir sie nennen wollen,
haben nun eine Reihe von KEigenschaften, von demen wir zunichst
nur ganz wenige brauchen. Dabei #indern wir, wie vorhin angekiin-
digt. unseren Standpunkt dahin, daB wir von den Entfernungen, mit
deren Hilfe wir Umgebungen definiert haben, absehen und die ge-
nannten Kigenschaften demgemiB als Axiome an die Spitze stellen.

Unter einem topologischen?! Raum verstehen wir eine
Menge E, worin den Elementen (Punkten) z gewisse Teilmengen U,
zugeordnet sind, die wir Umgebungen von z nennen, und zwar nach
MaBgabe der folgenden

Umgebungsaxiome:

(A) Jedem Punkt z entspricht mindestens eine Umgebung U, ;
jede Umgebung [, enthidlt den Punkt z.

(B) 8ind U, I, zwei Umgebungen desselben Punktes z, so gibt
es eine Umgebung W, die Teilmenge von beiden ist (W, = D(U,, V).

(C) Liegt der Punkt y in U, so gibt es eine Umgebung U, die
Teilmenge von U, ist (U, = U)).

(D) Fiir zwei verschiedene Punkte z, y gibt es zwei Umgebungen
T,, U, ohne gemeinsamen Punkt (™(T,, U,)=0).

Der Nachweis, daB die sphirischen Umgebungen in einem
metrischen Raume diese Axiome erfiillen, ist sehr einfach; wir wollen
ihn dennoch ausfithren.

(A) Die Menge U, der Punkte y, fiir die zy < ¢, enthilt jeden-
falls den Punkt x#. Sie braucht iibrigens wirklich keinen weiteren
Punkt zu enthalten (z kann ein ,isolierter Punkt® von Z sein, § 3)
und zwei Umgebungen mit verschiedenen Radien brauchen nicht
verschieden zu sein.

(B) Von zwei Umgebungen mit verschiedenen Radien ist die
mit kleinerem Radius Teilmenge der andern. In jedem Falle kann
fir W, eine der beiden Mengen U,, ¥, selbst genommen werden.

1 Der Ausdruck ist in einem verwandten Sinne bereits iiblich; wir wollen
damit andeuten, daB es sich um Dinge handelt, die ohne MaB und Zahl aus-
driickbar sind.
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(C) Hat U, den Radius ¢ und liegt y in U, (xy < o), so wihle
man die positive Zahl 6=¢ —wxy. Die Umgebung U, mit dem
Radius ¢ ist dann in U, enthalten, d. h. aus yx <o folgt 22 <o,
weil nach dem Dreiecksaxiom

en=ay+yr<zy+o=o.
Hierbei ist wesentlich, daB U, durch zy< ¢ (nicht = p), also z. B.
im Fall der euklidischen Ebene als Kreisfliche ohne Peripherie
definiert ist.

(D) Ist z==y, also zy>0, so wihle man die positive Zahl
o=1zy. Die Umgebungen U, U, mit den Radien o haben dann
keinen Punkt gemein, denn fiir einen solchen Punkt x wire

oy =wn+yx <20
im Widerspruch zur Wahl von o.

Damit ist die Behauptung bewiesen und ein metrischer Raum
als spezieller topologischer Raum erkannt. Wir werden uns spiter
mehrfach iiberzeugen, daB die Giiltigkeit der Umgebungsaxiome
keineswegs ein Privileg der sphérischen Umgebungen ist. Hier geniige
ein Beispiel, das zugleich zeigt, wie man die geordneten Mengen
nach demselben Formalismus wie die Punktmengen behandeln kann:
ist B eine geordnete, der Einfachheit wegen offene Menge (d. h. ohne
erstes und letztes Element), so verstehe man unter einer Umgebung
von z jede das Element z enthaltende Mittelstrecke E?, d. h. fiir
a<x<b die Menge der Elemente y, fir die a <y <b. Diese Um-
gebungen erfilllen unsere Axiome, wiahrend sich Entfernungen im
allgemeinen nicht definieren lassen.

In diesem Kapitel setzen wir also nur die Umgebungsaxiome,
d. h. einen topologischen Raum voraus. Die Beispiele allerdings,
mit denen wir die allgemeine Theorie illustrieren und die wir, um
einer Vermischung vorzubeugen, durch kleineren Druck auszeichnen,
sind dem euklidischen Raume resp. der Ebene oder der geraden Linie
entnommen.

§ 2. Innere Punkte und Randpunkte.

Ist jetzt 4 eine Punktmenge, d. h. eine Teilmenge von H, so
nennen wir einen Punkt z einen inneren Punkt von 4, wenn es
eine zu A4 gehorige Umgebung U, gibt. Auf Grund des Umgebungs-
axioms (A) gehort dann z selbst zu 4. Ein Punkt von 4, der kein
innerer Punkt ist, heift ein Randpunkt von 4. Die Menge 4;
der inneren Punkte von 4 wird auch das Innere von 4, die Menge
4, der Randpunkte der Rand von A genannt, und es gilt die Zer-
legung in Inneres und Rand
1) A=A+ 4,
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Beispiele: oA =el die von einem Kreise in der Ebene I ein-
geschlossene Fliiche, die Peripherie mitgerechnet. Dann sind die Peripherie-
punkte Randpunkte, die iibrigen innere Punkte.

L sel die Menge der rationalen Punkte der Ebene E (vgl. 8. 212)
Da jedes U, auch irrationale Punkte enthiilt, so hat 4 gar keine inneren
Punkte; es ist 4,=0, 4 =..

d sel die Halbebene iiber der Abszissenachse (y > 0). Jeder Punkt
ist inmerer Punkt. also .[;=.{. d =0.

Die Beispiele zeigen, daB .{; oder ., auch Null sein kdnnen.
Eine Menge ohne Randpunkte, deren simtliche Punkte also innere
Punkte sind, nennen wir ein Gebiet.! Kin Gebiet .{ ist also durch
4.=0 oder ;= definiert. Umgekehrt heiBe eine Menge ohne
innere Punkte eine Randmenge (4,=0, 4 =.1). Die Nullmenge
rechnen wir sowohl zu den Gebieten wie zu den Randmengen
(A=A, =d=0)

Beispiele. Die obere Halbebene (y > 0) ist ein Gebiet, desgleichen
das Innere eines Kreises, eines Quadrats, einer Ellipse, ohne die Punkte
des Umfanges. Die Peripherie eines Kreises, die Menge der rationalen
Punkte. die Menge der irrationalen Punkte sind Randmengen.

Der ganze Raum F und jede Umgebung U, ist ein Ge-
biet. Das ist unmittelbare Konsequenz der Axiome (A) und (C).

Wenn 4= B, so ist .{,= B,; denn ein innerer Punkt von 4
ist auch innerer Punkt von B (U, < .{< B).2 Wir bezeichnen diese
einfache Eigenschaft, weil wir uns 6fter auf sie berufen miissen, als
Kogredienz (von .1, mit .{); d. h. wenn den Mengen ., B, ... eines
Mengensystems andere Mengen .1, B', ... zugeordnet sind und dabeil
aus 4= B auch A< B’ folgt, so nennen wir 4" mit 4 kogredient.

Jede Teilmenge einer Randmenge ist wieder eine
Randmenge (aus .{ = B, B,=0 folgt .{,=0).

Iteration. Wenn wir die Zerlegung in Inneres und Rand
wiederholen und dies durch doppelte Indices andeuten, so folgt

9 JAii':Ai’ 4;,=0,
() lAri:O’ Arr:Ar
oder in Worten: das Innere einer beliebigen Menge ist ein

! Dies deckt sich nicht mit dem iiblichen durch Weierstrass ein-
gefiibrten Sprachgebrauch, der von einem Gebiet auch noch Zusammenhang
(3 7) fordert. Ein Weierstrasssches Gebiet ist fiir uns ein zusammenhingendes
Gebiet, und unser Gebiet wiirde nach der gebriuchlichen Terminologie im
allgemeinen eine Gebietsmenge oder Summe von Gebieten sein. Der Begriff
einer Menge ohne Randpunkte ist aber so fundamental, daf er entschieden ein
eigenes Substantiv verdient.

? Natiirlich konnen aber auch Randpunkte von 4 innere Punkte von B sein.
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Gebiet, der Rand einer beliebigen Menge ist eine Rand-
menge.

Denn ist  innerer Punkt von 4, so gibt es eine Umgebung
U=U=4; da U ein Gebiet ist, so ist U=U,< 4; (wegen der
Kogredienz), also x innerer Punkt von 4,. Demnach ist 4,= 4,,= 4,,
womit 4,,= 4, folgt. — Ferner folgt aus 4,< 4 wegen der Kogredienz
A, < 4;, andererseits 4,4, also 4,,<D(4,,4,)=0.

Verhalten zu Summe und Durchschnitt. Sind 4, B, ...
die Mengen eines beliebigen, endlichen oder unendlichen Mengen-
komplexes,

8 =84, B,y D=D(4, B+
ihre Summe und ihr Durchschnitt, so folgt aus der Kogredienz un-
mittelbar
3) 5.2 84, B,..), D,=D(4;,B,,...).
Dariiber hinaus gilt fiir zwei (oder endlich viele) Mengen und ihren
Durchschnitt D=9(4, B):

(4) D,=®(4,, B).

In der Tat: ein Punkt z, der zu D(4,, B) gehort, hat eine Um-
gebung U < 4 und eine Umgebung 7V, = B. Nach dem Umgebungs-
axiom (B) gibt es eine Umgebung W, die in D(U,, V), also in D
als Teilmenge enthalten ist, folglich ist z innerer Punkt von D.
Demnach ist D4, B)< D,

und in Verbindung mit der zweiten Formel (8) folgt das Gleich-
heitszeichen.

I. Die Summe beliebig vieler und der Durchschnitt
endlich vieler Gebiete ist wieder ein Gebiet. ‘

Ist nimlich 4,=4, B,=B, ..., so folgt aus der ersten Formel (3)
S,= 8, und da allgemein S,= S, so ist S,=4S, also auch S ein
Gebiet. Aus (4) folgt ferner D,=D, also ist im Falle endlich vieler
Mengen auch D ein Gebiet.

DaB der Durchschnitt beliebig vieler Randmengen wieder eine
Randmenge ist, ist trivial, denn jede Teilmenge einer Randmenge
ist ja schon eine Randmenge.

Neben (3) erhalten wir auch entsprechende Formeln fiir die
Riander, namlich
(5) S,=8(4,,B,,...,), D,29(4,B,..).

Denn: ein Punkt von S, gehort zu S, also zu mindestens einem
Summanden, etwa zu 4; er kann aber nicht zu 4, gehoren, da er
sonst zu S; gehoren wiirde, gehort also zu 4, und zu &(4,, B,,...)
Ferner: ein Punkt von ®(4,,B,,...) gehort zu D, aber nicht zu D,
da er sonst Punkt von 4, und nicht von 4, wiire, also gehort er zu D,.
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Der Durchschnitt aller Umgebungen von z besteht allein aus

dem Punkt x,

(6) = DT,

wie auf Grund des Axioms ()} leicht nachzuweisen ist. Auch ein
geeignetes Teilsystem von solchen Umgebungen (z. B. in einem
metrischen Raume die mit den Radien 1.}, 1, ..) kann dieselbe
Eigenschaft haben,

Nach T ist die Summe beliebig vieler Umgebungen ein Gebiet.

Umgekehrt liBt sich aber auch jedes von Null verschiedene Gebiet
als Summe von Umgebungen darstellen. Ist nimlich G ein solches
Gebiet und sind 7, 77, ... alle in G enthaltenen Umgebungen
(U, G, I, 6. ..), so ist
o G=&(,, 7, ...
In der Tat ist, wenn die Menge rechts mit & bezeichnet wird, zu-
nichst = (7. Andererseits ist aber auch G < S; denn ist z ein
Punkt von G, so gibt es eine Umgebung U, = &, und nach Definition
ist dann T_ = &, z ein Punkt von &. Hiermit ist die obige Gleichung
bewiesen; auch ein geeignetes Teilsystem der in & enthaltenen Um-
gebungen kann dieselbe Eigenschaft haben.

Die Menge der inneren Punkte beliebig vieler Kreise, gleichviel wie
diese Kreise zueinander liegen, ist also ein Gebiet und zwar das all-
gemeinste Gebiet (der Ebene). Nach [ ist, wenn zwei Kreise einander
schneiden, auch das Innere des entstehenden Kreisbogenzweiecks ein Gebiet.

DaB eine der Formel (4) entsprechende Formel fiir S=&(4, B)
nicht gilt, lehrt ein Beispiel wie dieses: zwel mit einer Seite aneinander-
gelegte Quadrate 4, B (die Umfiinge mitgerechnet) bilden ein Rechteck S,
dessen Inneres auBer den inneren Punkten von .1 und B auch noch die
Punkte der gemeinsamen Seite, bis auf deren Endpunkte, enthilt.

Die Formel (6) zeigt, daB der Durchschnitt unendlich vieler, und
zwar schon abziihlbar vieler Gebiete kein Gebiet zu sein braucht.

Die Summe auch nur zweier Randmengen braucht keine Rand-
menge zu sein. Die Menge der rationalen und die der irrationalen
Punkte geben als Summe das Gebiet E.

Wir machen im AnschluB an den Satz I noch eine einfache
Bemerkung, auf die wir im folgenden wiederholt zuriickkommen
werden. Wenn ein System von Mengen M (wie hier das System
der Gebiete) die Eigenschaft hat, daB die Summe beliebig vieler
Mengen des Systems wieder dem System angehort, so laBt sich in
bezug auf eine beliebige Menge 4, die mindestens ein M als Teil-
menge enthilt, die groBte in 4 enthaltene Menge M definieren.
Die Summe aller Mengen M < 4 ist namlich selbst ein M, das Teil-
menge von A ist, und enthilt jedes solche M seinerseits als Teil-
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menge. So wiirde man hier das groBte in 4 enthaltene Gebiet M
definieren konnen, indessen ist dieses nichts neues, sondern einfach
das Innere von 4. Denn aus M< 4, M= M folgt M< A,; anderer-
seits ist 4, selbst ein Gebiet, also M= 4;, und demnach M= 4,.

Wenn andererseits ein System von Mengen M (wie das der
Randmengen) die Eigenschaft hat, daB der Durchschnitt beliebig
vieler Mengen des Systems wieder dem System angehdrt, so 1iBt
sich fiir eine Menge 4, die in mindestens einem M als Teilmenge
enthalten ist, die kleinste, 4 enthaltende Menge M definieren,
Denn der Durchschnitt aller Mengen M = A ist selbst eine solche
und in jeder andern als Teilmenge enthalten. So kann man, wenn
A in einer Randmenge enthalten, also selbst Randmenge ist, die
kleinste Randmenge = 4 definieren, die aber natiirlich 4 selbst ist;
ein weniger triviales Beispiel werden wir in den abgeschlossenen
Mengen (§ 3) kennen lernen. Die Gebiete haben die Durchschnitts-
eigenschaft nicht; der Durchschnitt aller Gebiete = 4 ist (wie aus
dem Axiom (D) leicht folgt) 4 selbst, also im allgemeinen kein
Grebiet.

Ist A eine Punktmenge, B ihr Komplement, also
g E=4 +B
( ) { =AZ+AT+B,+ B,rv
so werden die inneren Punkte von B gelegentlich auch als duBere
Punkte fir 4 oder von A4 bezeichnet. Die Randpunkte von 4 und
von B werden Grenzpunkte von 4 (also auch von B) genannt,
und die Menge dieser Grenzpunkte
) 4,=4,+B,=B,
heifit die Grenze von 4 oder von B. Die Grenze einer Menge ist
also die Summe ihres Randes und des Randes der Komplementir-
menge.! Kin Gebiet z. B. hat keinen (von O verschiedenen) Rand,
wohl aber im allgemeinen eine Grenze, nimlich den Rand des
Komplements.

Beisﬂpiele. Eine Kreisperipherie K zerlegt die Ebene in das Innere J
und das AuBere L (F=J4 K+ L), Ist K= K, + K, irgend eine Zer-
legung von K in zwei fremde Mengen, so sei A4 = .J - K, also B= L+ K,.
Hier ist

4,=J, 4,=K, B=L, B,=K,,
4,=B =K+ K=K,

die Kreisperipherie also die Grenze beider Mengen.

! Der Sprachgebrauch verschiedener Autoren in bezug auf Randpunkte,
Grenzpunkte, Héufungspunkte, Verdichtungspunkte ist leider sehr schwankend.
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A sel die Menge der rationalen, £ die der irrationalen Punkte.

Hier ist
A=B,=A+D=FE,
die Grenze beider Mengen ist die ganze Ebene.

Die Grenze einer Summe oder eines Durchschnitts von
Mengen steht mit den Grenzen der einzelnen Mengen im allgemeinen
in keinem einfachen Zusammenhang. Handelt es sich indessen um
Gebiete (7). Gy, ..., deren Summe und Durchschnitt

(=20 Gy, o's @=3(G, G,,...)
sel (wobel wir im Fall unendlich vieler Gebiete ausdriicklich vor-
aussetzen, daB auch G’ ein Gebiet sei), und werden die Komple-
mente dieser Gebiete mit dem Buchstaben /', die Grenzen mit H
bezeichnet., so ist

F=2F, Fy,..), F'=8,F
und nach der Formel (3
(10) H=2@, I,,..., HsS(H, H, ...).
Eine etwas inhaltreichere Formel fiir A erhilt man im Fall paar-
weise fremder Gebiete

G = G, + Gyt Gyt ...

=0, A = B=0. B =1,

Hier ist

F=F+ G,+ Gy+...,
und die Randpunkte von [, sind, da die Punkte von G&,, G, ...
innere Punkte der rechtsstehenden Menge sind, auch Randpunkte
von F, also H;= H und demnach

11, H= &, H,, ...).

& 3. Die «-, -, 7-Punkte.

.1 sei wieder eine beliebige Punktmenge, und z ein Punkt von E.
Wir definieren:

z heiBt ein ¢-Punkt (Beriithrungspunkt) von 4, wenn
in jeder Umgebung U, mindestens ein Punkt von 4 liegt;

z heiBt ein f-Punkt (Hiufungspunkt) von 4, wenn in
jeder Umgebung U, unendlich viele Punkte von 4 liegen;

z heiBt ein y-Punkt (Verdichtungspunkt) von 4, wenn
in jeder Umgebung U, unabzihlbar unendlich viele Punkte
von 4 liegen.!

! Im Rahmen einer allgemein gehaltenen Theorie sind dies nur die ersten
drei Glieder einer Skala, die der Skala der Alefs entspricht. Man wiirde also
fortfahren konnen: « heiBt ein §-, y-, 6-, ... Punkt von 4, wenn in jeder
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Die Mengen dieser Punkte sollen resp. mit
Ay Ay A,
bezeichnet werden. G. Cantor nennt 4, die Ableitung von 4,
und neuerdmgs hat man 4, als den Kern von 4 bezeichnet, welchen
Ausdruck wir aber in anderem Sinne brauchen werden Die
Menge 4, ist bisher wenig beachtet worden, zum Schaden der
formalen Einfachheit.
Beispiele. Ist 4 die Menge der rationalen Punkte der Ebene E,
so ist
d,=4,=E, 4,=0.
Ist A die Menge der irrationalen Punkte, so ist
Ay=A4y=A4,=E.
Haben J, K, L die Bedeutung wie S. 218, und ist 4 =J4 K, so ist
Ay=A4y=4 =J+ K.
Ist 4 die Menge der ganzzahligen Punkte (Punkte mit ganzzahligen
Koordinaten), so ist
A,=4, 4;=4 =0.
Ist A die Menge der Punkte, deren Koordinaten die Reziproken
ganzer Zahlen sind (also von der Form —?17—2, wo m eine ganze Zahl =0

ist), und bedeutet o den Anfangspunkt des Koordinatensystems, so ist
A,=A+{a}, Aﬂz——{a}, 4,=0.
Jeder Punkt der Menge A4 selbst ist zugleich o-Punkt, da seine
Umgebungen ihn selbst enthalten. Andererseits ist klar, daf ein

B-Punkt zugleich @-Punkt, ein y-Punkt zugleich §-Punkt ist. Dem-
nach haben wir

() 4,24, 4, 24,24,
Genauver haben wir auBer diesen Ungleichungen noch die Gleichung
(2) 4,=S(4, 4.

Nach (1) ist namlich 4,=&(4, 4); wir haben also zu zeigen, daB
umgekehrt auch 4 = @(A 4y daB also ein Punkt z, der weder
zu 4 noch zu 4, gehort a.uch nlcht zu A, gehort. Da der Punkt @
nicht zu 4, gehoren soll, so hat er eine Umgebung U,, die nur
endlich viele Punkte a,, a,, ..., a, von A enthilt (sollte Uo keinen
Punkt von 4 enthalten, so wire die Behauptung schon bewiesen).

Umgebung U, mindestens 8y, 8, Xy, ... Punkte von 4 hegen Im euklidischen
Raume wiirden wir mit der Wahrschemhchke1t zu rechnen haben, daB alle
Mengen A5 und die folgenden Null sind, so daB diese allgemeine Theorie kein
positives Ergebnis vor der speziellen voraus hiitte. Dagegen miifte man z. B.
fir eine Umgebungstheorie der geordneten Mengen (S. 214) auch die Ver-
dmhtungsp\mkte hoherer Ordnung in Betracht ziehen.



§ 3. Die a-, §, y-Punkte. 291

Da z auch kein Punkt von . sein soll, so ist a, +«, und nach dem
Axiom (D) gibt es ecine Umgebung U, von z, die den Punkt o, nicht
enthalt; analog definieren wir 7, .... U,. Nach dem Axiom (B) gibt
es eine Umgebung

US ™ 0 Uy, oy U
dieser Durchschuitt, also auch U, enthilt keinen Punkt von 4, folg-
lich ist # kein «-Punkt von .1, und die Gleichung (2) ist bewiesen.

Setzen wir noch
3 A= (4, dp);
dies ist also die Menge derjenigen Punkte von . selbst, die zugleich
Hiaufungspunkte sind. Die Vergleichung von (2) und (3) lehrt:

A— A= 4,
ist die Menge derjenigen Hiufungspunkte von A, die nicht zu 4
selbst gehdren, und

A—dp=A—4,
ist die Menge derjenigen Punkte von 4, die nicht H#ufungspunkte
sind. Diese Punkte von .{ nennt man isolierte Punkte; nach dem
Beweis der Formel (2) gibt es zu einem isolierten Punkt a eine
Umgebung U, die keinen Punkt von 4 auBer a selbst enthilt,
womit sich der Name erklirt. Bezeichnen wir noch die Menge der
isolierten Punkte! mit 4;, so ist also
(4) A=Ayt A, A=Agt )

Wir gehen nun dazu iiber, spezielle Kategorien von Mengen
nach dem Verhalten von 4 zu 4, zu definieren (zwischen 4 und 4,
besteht ja immer die Relation 4 < 4). Im allgemeinen ist keine
dieser Mengen Teilmenge der andern, d. h. es gibt Hiaufungspunkte,
die nicht zu 4 gehoren, und Punkte von A, die keine Haufungs-
punkte (sondern isolierte Punkte) sind. Die Mengen, wo eine der
drei Relationen 4 S 4, besteht, werden folgendermafien benannt: die
Menge 4 heiBit

abgeschlossen, wenn 4= .4,
insichdicht?, wenn 4= 4,
perfekt, wenn 4= 4,.
Also: die Menge 4 ist abgeschlossen, wenn sie ihre Haufungspunkte

! Der Buchstabe % ist schon fiir innere Punkte vergriffen,

* Wir schreiben dies in einem Wort, um einer Verwechselung vorzubeugen:
gpiter werden wir eine Menge in einer anderen Menge dicht nennen unter
Bedingungen, nach denen jede Menge in sich selber dicht ist. Wenn wir
nicht die Abweichungen vom Cantorschen Sprachgebrauch auf das Mindest-
maB einschrinken wollten, wiirden wir eine insichdichte Menge lieber eine
gehiufte Menge nennen.
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enthilt; insichdicht, wenn jeder ihrer Punkte H#ufungspunkt ist;
perfekt, wenn beides der Fall ist. Diese Ungleichungen lassen sich
gimtlich durch Gleichungen ersetzen.
Ist die Menge abgeschlossen, A= 4, so ist nach (2) 4,=4.
Ist umgekehrt 4 =4, so ist nach (1) 4= 4,.
Ist die Menge insichdicht, AgAﬁ, so ist nach (2) Aa=Aﬁ. Ist
umgekehrt 4,=A4;, 50 ist nach (1) 4= 4,.
Also kénnen diese Mengen auch durch die Gleichungen definiert
werden: A heifit
abgeschlossen, wenn 4 =4,
insichdicht, wenn A, =4,
perfekt, wenn 4 =4, (=4,).

Auch mit Hilfe der in (3) definierten Menge 4, konnen diese
Eigenschaften erklart werden. Fir eine abgeschlossene Menge ist
A, =Ag; fiir eine insichdichte Menge 4, =4, also 4,=0, eine insich-
dichte Menge hat keine isolierten Punkte. Dies gibt den AnlaB,
noch eine vierte spezielle Eigenschaft als Gegenstiick zur Insich-
dichtheit zu definieren: die Menge 4 heiBt isoliert, wenn sie nur
aus isolierten Punkten besteht, also mit der Menge ihrer Haufungs-
punkte keinen Punkt gemein hat (%(A,Aﬂ)=0). Um also dieses
Begriffspaar noch einmal gegeniiber zu stellen, so heifit die Menge 4

insichdicht, wenn 4,=0, 4= 4,,
isoliert, wenn 4,=0, A= 4,

Wir haben wieder ausdriicklich hervorzuheben, daB wir das Ver-
schwinden einer der definierten Mengen nicht ausschliefen. So
nennen wir eine Menge, zu der iiberhaupt keine Hiufungspunkte
existieren (4,=0), inshesondere jede endliche Menge, abgeschlossen
und isoliert. Die Nullmenge wire danach gleichzeitig als ab-
geschlossen, insichdicht, perfekt und isoliert zu bezeichnen; in § 2
erschien sie auch als Gebiet und als Randmenge.!

Beispiele (vgl. S.220). Die Menge der rationalen wie der irra-
tionalen Punkte ist insichdicht, aber nicht abgeschlossen. Die Menge der
ganzzahligen Punkte ist abgeschlossen und isoliert. Die Menge J4 K
(Kreisinneres plus einem Teil der Peripherie K) ist insichdicht, aber fiir
K, < K nicht abgeschlossen; die Menge J-+ K ist auch abgeschlossen,
also perfekt. Ist a ein Punkt auBerhalb des Kreises, so ist die Menge

1' Die Behandlung der Nullmenge ist natiirlich Geschmacksache; wie
man s'lch auch dazu stelle, wird man gelegentliche Schwerfilligkeiten nicht
vern}mden konnen. Dagegen halten wir es unter allen Umstéinden fir unzweck-
miBig, etwa die endlichen Mengen nicht mit zu den abgeschlossenen Mengen
zu rechnen, wie dies mehrfach iiblich ist. ’
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J+ K+ }a} abgeschlossen, aber nicht insichdicht; die Menge ihver iso-
lierten Punkte ist ja|.

Kogredienz. Wenn A< B, so ist auch

A EB, A=, LS8,
wie unmittelbar aus der Definition folgt, und aus der mittleren
Formel und 4= B selbst ergibt sich noch vermbge Durchschnitts-
bildung
A= DB,.

Die Mengen 4, ;. o . ., (icht 1) sind also mit 4 kogredient.
Jede Teilmenge einer isolierten Menge ist wieder isoliert.

Iteration. Wendet man auf die erhaltenen Mengen dieselben
Prozesse noch einmal an und bezeichnet dies durch Doppelindices
@ B. 4, ist die Menge der $-Punkte von 4), so gilt?
(3 Ape=idyy Adg=iAy, 4 ,=A4,
(9> dyp=-dy
Um die Formeln (5 zu beweisen, nehmen wir an, = sel ein «-Punkt
von .[ . resp. ., resp. .. und zeigen, daB » dann auch Punkt
dieser Mengen 1st. Jede Umgebung U, enthiilt mindestens einen
Punkt y von 4., resp. .{;, resp. ., und nach dem Axiom (C) gibt
es eine Umgebung U, = U,. U, enthalt dann mindestens einen, resp.
unendlich viele, resp. unabzihlbar viele Punkte von ., und das
Gleiche gilt also von U, womit z als Punkt von .1,. resp. 4,, resp.
4, erwiesen ist. Daraus folgt

Ay S A, Ag, Sy A, A

und in Verbindung mit der allgemeinen Relation M < M, das Gleich-
heitszeichen. Die Formeln (5) besagen:

Die Mengen 4,, -,, 4, sind stets abgeschlossen.

Tm (53 zu beweisen, neﬁmen wir an, z sei ein #-Punkt von 4,
und U, eine belicbige Umgebung. U, enthilt unendlich viele Punkte
von 4,. Sind diese allesamt Punkte von 4, so enthilt U, unendlich
viele Punkte von 4. Gehort einer von ihnen, y, nicht zu 4, so
gehdrt er nach (2) zu 4,; es gibt dann eine Umgebung U, < U, die
unendlich viele Punkte von 4 enthalt. Auch in diesem, also in
jedem Fall enthalt U, unendlich viele Punkte von 4, z ist ein
p-Punkt von 4. Danach ist Ayp E 4 andererseits wegen der
Kogredienz (weil 4,= 4) auch 4,,= 4,, womit (5) bewiesen ist.

Die Menge 4, ist also die i[enge der Hiufungspunkte nicht
nur von A4, sondern auch von 4,. Ist 4 insichdicht, so ist 4,
perfekt, und umgekehrt.

! Weitere Formeln dieser Art kénnen wir erst im folgenden Kapitel
angeben (8. 270).
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Auch fir die Spaltung in Haufungspunkte und isolierte Punlkte
gelten gewisse Iterationsformeln, némlich

(6) 4;,=0, A=A,
Denn wegen 4, < 4 ist 4, S Ay,

A= D(d;, ;) = D(4;, 45) = 0.
Die Menge 4, der isolierten Punkte einer beliebigen Menge ist also
selbst eine isolierte Menge. Dagegen ist nicht etwa 4;,,=0 und 4,
im allgemeinen keine insichdichte Menge; denn die Punkte von 4,
sind zwar Haufungspunkte von A, brauchen aber keine Hiufungs-
punkte von 4, (Haufungspunkte von Haufungspunkten) zu sein.

Verhalten zu Summe und Durchschnitt. Sind wieder
4, B, ... Mengen eines endlichen oder unendlichen Komplexes und

8=8&(4,B,...), D=D(4,B,...),

so folgt aus der Kogredienz

8,264, B,,...), D,<D4,B,,...)
(0 S;=&(4y, By, ...); Dy = D(dy, By,

8,=€(4, B,,..), D,=D4,B,,...)
Fiir zwei (oder endlich viele) Mengen und ihre Summe S = &(4,B)
gilt aber das Gleichheitszeichen:
(8) S,=&(4,,B,), 8;=86(4,,B,), S,=&(4,B). »
Um die erste dieser (leichungen zu beweisen, haben wir nach (7)
zu zeigen, daB S, < &(4,,B,) ist, oder daB ein Punkt, der weder

zu 4, noch zu B, gehort, auch nicht zu S, gehdrt; und entsprechend
fir die beiden andern Formeln.

Gehdrt « weder zu 4, noch zu B, so gibt es eine Umgebung U,,
die keinen Punkt von A enthilt, und eine Umgebung V,, die
keinen Punkt von B enthélt. Der Durchschnitt ®(T, 7,) enthalt
dann nach dem Axiom (B) wieder eine Umgebung von # als Teil-
menge und diese enthiilt keinen Punkt von S, also gehort z auch
nicht zu S,.

Ersetzt man hierin den Index ¢ durch g, resp. 7, und die ge-
sperrt gedruckten Worte keinen Punkt durch die Worte hchstens
endlich viele Punkte resp. hochstens abzihlbar viele Punkte,
8o hat man den Beweis der beiden andern Formeln.

Aus der Kogredienz von 4, mit 4 folgt noch weiter
9) 8,2 &(4,,B,,...), D,=D(4,,B,,..)
und daraus (analog wie in § 2 die Formel (5) aus (3) folgt)
(10) S;=©(4;,B;,...), D,=2D(4;,B),..)-
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Aus diesen Summen- und Durchschnittsformeln ergeben sich
wieder verschiedene Niitze:

I. Der Durchschnitt beliebig vieler und die Summe
endlich vieler abgeschlossener Mengen ist wieder ab-
zeschlossen.

II. Die Summe beliebig vieler insichdichter Mengen
ist wieder insichdicht.

Beweis von I. Ist dgs ., B, B, ..., so folgt aus (7)

DS DUy, B, .)e D, B, ..)=1D,

also ist auch D abgeschlossen. Fiir zwei Mengen (oder endlich viele)
tolgt aus &
Ny 8, B)S L1, B)= N,

also ist auch ~ abgeschlossen.

Oder: ist .{ = .l. B_= D, ..., so ist nach (7) D < D, anderer-
seits immer D_= [/, also D = D. und nach (8) S = 8.

Beweis von IL Ist 4,2, B,2 1, ..., so ist nach (7)

S 2 (A, By, )2 S, B, )=,

also anch S insichdicht.

Oder: ist .l;=8;=...=0, so ist nach (10) auch §;=0.

Der Durchschnitt beliebig vieler isolierter Mengen ist wieder
isoliert, was aber trivial ist, denn schon jede Teilmenge einer
isolierten Menge ist isoliert.

Die Summe unendlich vieler abgeschlossener Mengen braucht nicht
abgeschlossen zu sein, nicht einmal die Summe abzihlbar vieler. Auf
der geraden Linie ist die Menge der Punkte mit den Abszissen 1. 1. L, ...
nicht abgeschlos<en; aber sie ist die Summe abziihlbar vieler abgeschlossener
Mengen. nidmlich solcher, die aus je einem Punkt bestehen.

Der Durchschnitt auch nur zweler insichdichter Mengen braucht
nicht insichdicht zu sein. Z. B. sind die geraden Linien der Ebene
insichdichte Punktmengen; der Durchschnitt zweier sich schneidender
Geraden besteht nur aus dem Schnittpunkt. ist also keine insichdichte

Menge.
Die Summe auch nur zweier isolierter Mengen braucht nicht isoliert
zu sein. Die lineare Punktmenge, bestehend aus den Punkten 1, %, L. ...,

ist isoliert; die Menge, die aus dem einen Punkt O besteht, ist isoliert;
die Summe heider ist nicht isoliert, da sie den zur Menge gehdrigen
Hiaufungspunkt O hat.

Nach den Sitzen I, JI und mit Riicksicht auf die in § 2 ge-
machten Bemerkungen kann man folgende Mengen definieren:

Die kleinste abgeschlossene Menge = .I. Da 4 stets
Teilmenge einer abgeschlossenen Menge (z. B. E) ist, so existiert

Hausdorff, Mengenlohre, 15



226 Kap. VII. Punktmengen in allgemeinen Riumen.

diese Menge jedenfalls; sie ist aber nichts Neues, sondern mit 4,
identisch. Denn nennt man sie M, so folgt aus M= 4: M= M = 4,;
andererseits, weil 4, selbst abgeschlossen ist, /< 4,, demnach
M=4,

Die groBte insichdichte Teilmenge von 4. Auch diese
existiert stets, da 4 wenigstens die insichdichte Teilmenge O hat.
Sie ist von grofer Wichtigkeit in der Theorie der Punktmengen;
wir nennen sie den Kern von 4 und bezeichnen sie mit 4,. Ihre
Punkte heiBen Kernpunkte, die iibrigen Punkte von 4 separierte
Punkte, deren Menge 4, der separierte Bestandteil von A.
Wir - erhalten damit noch eine Zerlegung auBer den bisherigen:

(11) A=4, +A4,.
Dabei ist der Kern 4, die Summe aller insichdichten Teil-
mengen von 4.

Ist A selbst insichdicht, so ist 4, =4, 4 =0.

Enthalt 4 keine insichdichte Teilmenge (auler 0), so ist 4,=0,
A4,= 4. Eine solche Menge heifit separiert.

Offenbar gelten die Iterationsformeln

(12) { A=Ay, ks 0,
Ask: 0’ Ass:fls'
Denn 4, ist insichdicht, also mit seinem Kern identisch. Anderer-
seits ist 4, insichdicht, also 4,4 4 , nach II eine insichdichte Teil-

menge von 4; da A, aber die groBte solche Teilmenge ist, so muf
A,=0 sein. Ks folgt daraus, daBl der separierte Bestandteil einer
beliebigen Menge stets eine separierte Menge ist.

Zu der Spaltung in Hiufungspunkte und isolierte Punkte ver-
halt sich die jetzt betrachtete folgendermaBen. Jede insichdichte
Teilmenge von 4 ist auch Teilmenge von 4,, denn aus

BS 4, BEB,= 4,
folgt
B<D(4,4)= 4,

Der Kern von 4 ist also auch Kern von 4,, folglich auch von 4,,,
von 4,,, usw.; umgekehrt gehdren zu den separierten Punkten
von 4 nicht nur die isolierten (Menge 4,), sondern auch die iso-
lierten Punkte von 4, (45, von 4, (4y5,;) usw.  Wir haben also,
wenn wir endliche Iterationen dieser Spaltung in Betracht ziehen:

Aké DA, Ay Ay Ay -2
AsgAj_l_Ahj_l—Ahhj—i—Ahhhj_{_"
In Kap. VIII, § 4 werden wir sehen, wie die unendlich fort-
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gesetzte Abspaltung der isolierten Punkte schlieBlich den Kern
itbrig laBt.!
Eine isolierte Menge ist auch separiert, aber nicht umgekehrt.
Beispiel. Auf der Geraden sei o dic Menge der Punkte, deren
. 1 1. N
Abszissen von der Form ] + r sind, p und ¢ natiirliche Zahlen, von
depen wWir p = ¢ voraussetzen konnen. Bezeichnen wir bei festem p die

Menge der Zahlen % «}-% mit . . also

2018t

. g s :
Die Menge .4, hat den Punkt n al~ einzigen Hiufungspunkt; diese

Punkte ~ und der Punkt 0, der ja Hiufungspunkt der Punkte
L
r 2

punkte hat { nicht. Soll nimlich z H#ufungspunkt sein, so darf offen-
bar z nicht negativ sein; 2 = 0 ist H#ufungspunkt; fiir positives x

1
T — =

ist. sind also Hiufungspunkte von .. Weitere Hiufungs-

Y e

konnen wir eine natiirliche Zahl p > ,;’? withlen, so daB %<ax. Wir

setzen dann
B=8'4y, dyeuyd, ) C=6LL,. .1

1 <42 =1t alyaigs o

A=C 0, 0 A, =8By, C).

e

Da nun alle Zahlen der Menge A, hochstens gleich % sind und dasselbe

von den Zahlen der Menge C gilt, so ist z kein Hiiufungspunkt von C
und muf also Punkt der Menge

. (1 1
By = b 5y w5y
sein. die aus den (einzigen) Hinfungspunkten von A, 4,,.... 4, , besteht.
Hiermit ist bewiesen, daB .I aufer den genannten keine Hiufungs-

punkte hat, also
1 1
‘1,3 = {O, 1, 7, ?, ...} .
—+ z—lp zu A gehdren, so ist

4, = {1, —;~, —'_13—. }

und diese Menge ist isoliert, da ihr einziger H#ufungspunkt O nicht zu

1

2p

Da die Punkte % =

! G. Cantor nennt 4, die Kohirenz, 4; die Adhirenz von 4; 4, die
zweite Kohirenz usw., sodal 4, dann die ,letzte Kohdrenz wird.
15*
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ihr gehort. Also ist ,,=0 und 4, =0, die Menge A separiert. Man
sieht hier, wie die Punkte von 4, zwar Hiufungspunkte von 4 sind,
aber in A, zu isolierten Punkten werden.

Der Leser diskutiere die Menge A der Zahlen % + % + 17 (p, ¢, 7

natiirliche Zahlen) und zeige, daB hier erst 4,,,=0 wird; auch diese
Menge ist also separiert.

Wir haben jetzt noch die Verbindung dieses Paragraphen mit
dem vorigen herzustellen. Ist A4 eine beliebige Menge und B ihr
Komplement, also

E=A+B,

so bestehen fiir irgend einen Punkt  von E nur zwei Moglich-
keiten: entweder gibt es eine Umgebung U,, die keinen Punkt von 4
enthilt, oder es gibt keine solche. Im ersten Fall geht')rt diese
Umgebung U, zu B, also ist z innerer Punkt von B; im zweiten
enthilt _]edes U, mindestens einen Punkt von 4, also ist z ein
«-Punkt von 4. Die Mengen 4, und B; sind also Komplemente:
(13) E=A4,4+B,=4,+B,,

das Innere einer Menge und die Menge der Berithrungs-
punkte des Komplements sind Komplemente.

Ist insbesondere 4, = 4, so ist B,=B, d. h. ist 4 abgeschlossen,
so ist B ein Gebiet, und vice versa.

Das Komplement einer abgeschlossenen Menge ist ein
(3ebiet, und das Komplement eines Gebietes ist eine ab-
geschlossene Menge.

Von den Sitzen § 2,1 und § 3, I kann hiernach der eine aus
dem andern vermdge des Prinzips der Dualitit (Kap. I, § 4) ge-
folgert werden. Abgeschlossene Mengen und Gebiete sind die wich-
tigsten und einfachsten Objekte der Theorie der Punktmengen.

Die Menge ¥ und die Nullmenge sind gleichzeitig abgeschlossen
und Gebiete (im euklidischen Raume wird sich zeigen, daB dies die
einzigen abgeschlossenen Gebiete sind).

Vergleichen wir (13) noch mit der Formel

B= A+ d,+ B+ B,= 4+ B+ B,= 4+ 4,+ B,
so folgt
Ad,=A+B, B,=B+4;
die Menge A, — A der nicht zu 4 gehérigen Haufungspunkte von A
ist also mit dem Rand B, des Komplements identisch.

Die Grenze A =4, + B, einer beliebigen Menge ist stets ab-

geschlossen, da ihr Komplement 4,4 B, als Summe zweier Gebiete

ein Gebiet ist. oder auch, weil A,= D(4,, B,) der Durchschnitt ab-
geschlossener Mengen ist.
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Wenn wir die in den beiden vor m"ehe wden Pm*agmphen aus
einer Menge -1 abgeleiteten Mengen A, ‘lr,;i o ilgy A Ay 2 A,
noch einmal iiberblicken, so sehen wir, d: aB .Lllc diese Men%n s1ch
mit Hilfe von Summen-. Durchschnitts- und D]ﬂelenzenblldung (aus
endlich vielen Mengen' auf die drei Agy Ly ol (Menge der Hiu-
fungs-, Verdichtungs-, I\exnpunkte) zurticktiithren lassen. Denn .,
ist die Summe von .t und .{;, .1, der Durchschnitt beider, A das
Komplement .L — .f, und .1 das Komplement .{ — .[; nach’ den
letzten Betrachtungen endlich lassen sich Inneres, Raud und Grenze
durch «-Mengen ausdriicken.

Noch weitergehend konnen wir zeigen, daB sich bei Zulassung
von Summen- und Durchschnittsbildung aus unendlich vielen Mengen
alle unsere Mengen durch «-Mengen ausdriicken lassen. Ks ist
namlich

z ein J-Punkt von . dann und nur dann, wenn er «-Punkt
jeder Teilmenge " ist. die alle Punkte von .1 bis auf endlich viele
enthilt (4 — .1" endlich);

z ein ;-Punkt von . dann und nur dann, wenn er «-Punkt
jeder Teilmenge .1" ist, die alle Punkte von .{ bis auf hochstens
abzihlbar viele enthélt (. — 1" héchstens abzihlbar).

In der Tat ist wegen

(A —dYy=0, (A= 1), =0:

~ 7/ 4 ’ ’ L
A= 4, (1= )y) = A = L,
Al,’,= < ,!7,(;1 — Al'/;y) =‘-1?§ Aﬁg P

Ein Punkt z von ., gehort also allen .I, an; umgekehrt, ist y
kein Haufungspunkt von .1, so hat er eine Umgebung 7, fiir die
24, U) endlich ist, und ist kein «-Punkt von .I'=A4—D(I, 1),
gehort also nicht allen . an. Demnach ist 4, =D.A). - Ebenao
gehort ein Punkt 2 von .1, allen .1 an; ist umgekehrt y kein ;-Punkt
von 4, so gibt es ein Uy mit hichstens abzihlbarem (4. U, und
y ist kein ¢-Punkt von A”-A—-@(l U, gehort also nicht allen
4, an. Folglich ist .4 =D.17; iibrigens "auch A =DAy.

Letaten Endes lassen sich also alle unsere Mengen auf ’\/Iengen
von ¢-Punkten (oder, wenn man will, auf Mengen von inneren
Punkten) zuriickfithren.

§ 4. Divergente, kompakte, konvergente Mengen.

Nach der Definition der - und y-Punkte ist begreiflich, daB
unendliche Mengen ohne Hiufungspunkt (Aﬂ——()) und unabzahlbare
Mengen ohne Verdichtungspunkt (4, = 0) eine besondere Rolle spielen
werden. Von den letsteren wollen wir indessen absehen, da sich
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in den meisten von uns betrachteten Raumen ihre Nichtexistenz
herausstellen wird (Kap, VIII, § 3, I). Kine unendliche Menge
ohne Hiufungspunkt nennen wir divergent;! das ist ein
Spezialfail einer unendlichen isolierten Menge (@(A,A@:O). Im
euklidischen Raume ist z. B. die Menge der ganzzahligen Punkte
divergent; die Menge der Punkte, deren Koordinaten die Reziproken
ganzer Zahlen sind, ist unendlich und isoliert.

Kine Menge ohne divergente Teilmenge nennen wir (nach
M. Fréchet) kompakt; dazu rechnen wir natirlich auch die end-
lichen Mengen inkl. der Nullmenge. Jede unendliche Teilmenge
einer kompakten Menge 4 hat also mindestens einen (nicht not-
wendig zu 4 gehdrigen) Hiufungspunkt. Jede Teilmenge einer kom-
pakten Menge ist kompakt; die Summe endlich vieler kompakter
Mengen ist wieder kompakt.?

Wir schlieBen hieran zwei sehr wichtige Sitze, die sich auf
kompakte abgeschlossene Mengen beziehen.?

I (Durchschnittssatz von Cantor) Eine absteigende Folge
4,2 4, = ... kompakter, abgeschlossener, von Null ver-
schiedener Mengen hat einen von Null verschiedenen
Durchschnitt.

Wir wahlen aus jeder Menge A, einen Punkt o ; die Menge
der verschiedenen unter den Punkten o, By Gyysy -+ (die ja alle
in 4, liegen) sei B, < 4,. Ist B, endlich, so ist fiir unendlich viele
Indices a,=a; der Punkt o gehért dann zu unendlich vielen, folglich
zu allen Mengen 4 , also auch zu ihrem Durchschnitt D — D(A;y gy oee)r
Ist aber B, unendlich, so hat es als Teilmenge der kompakten
Menge 4, mindestens einen Hiufungspunkt a; fiir jedes n ist dann
a auch Haufungspunkt von B, also auch von 4. Wegen der Ab-
geschlossenheit von 4 gehort dann o za 4, selbst, also wieder zu D.

Die Voraussetzung der Kompaktheit ist, wie ibrigens die andern
auch, wesentlich. Auf der geraden Linie ist die Halbgerade 4, be-
stehend aus den Punkten, deren Abszisse z = 1, abgeschlossen, aber nicht

kompakt (beschriinkt). Alle andern Voraussetzungen sind erfiillt, trotzdem
ist D4, 4,,...)=0,

1 Nach diesem Sprachgebrauch ist Divergenz nicht das kontradiktorische
Gegenteil von Konvergenz (s. u.), sondern nur ein spezieller Fall von Nicht-
konvergenz, den viele Autoren als eigentliche Divergenz bezeichnen. Die
Menge der rationalen Punkte z. B. ist weder konvergent noch divergent.

* Im euklidischen Raume, der selbst nicht kompakt ist, wird sich zeigen,
daB kompakte und beschriinkte Mengen identisch sind (Kap. VIII, § 10).

® Diese Mengen nennt M. Fréchet extremal, weil jede in ibhnen de-

ﬁr}ie.rte stetige reelle Funktion beschriinkt ist und Extrema (Maximum und
Minimum) hat (Kap. IX, § 1).
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1L, Sate von Borel). lst cine kompakte abgeschlossene
Menge in der Summe einer Folge von Gebieten enthalten,
s0 ist sie bereits in einer Summe von endlich vielen Ge-
bieten dieser Folge enthalten.

4 sei kompakt, abgeschlossen und

1S S=8(G,, Gy, -..).

Die Behauptung lautet, daB bereits fiir ein gewisses » (und natiirlich
alle folgenden)

_ (£ 5 =86, tiys ooy G
Setzen wir
. ]))d: E l '\'u)’ i/ - |- ])u’
S0 13t
. ME NS BERLE sy 4 B8 0e
terner
: \1 \)v )=E(Gly ('__ J=

daraus durch Schneiden mit .{

EB, B,,...) DI, N =,
also
D Ay, dyy )= A =SB B, ) =0.
Nun ist jedes G, und N, ein Gebiet, I~— S, abgeschlossen,
4= F—X) aboeschlossen und kompakt Wiiren alle 4, >0,

so miiBte nach dem vorigen Satze auch ihr Durchschnitt = 0 sein,
was aber nicht der Fall ist. Folglich mubB es ein n geben, wofiir
4,=0, und dann ist A=5, A=2(d,5). also 4= S,

Von diesem Nuatze gilt eine Art Umkehrung, bei der wir aber
statt von einer Folge zunichst von einem beliebigen System oder
Komplex von Gebieten sprechen miissen; beide Sitze werden im
pichsten Kapitel eine Verschiarfung erfahren.

1L (Umkehrung des Borelschen Satzes) Wenn fiir jedes
System von Gebieten, in deren Summe die Menge .l ent-
halten ist, .{ bereits in einer Summe von endlich vielen
Gebieten dieses Systems enthalten ist, so ist 4 kompakt
und abgeschlossen.

Nehmen wir erstens an, 4 sei nicht kompakt, habe also eine
divergente Teilmenge 5. Zu jedem Punkt o von .| existiert dann,
weil er nicht Haufungspunkt von B ist, eine Umgebung U,, die nur
endlich viele Punkte von B (vielleicht keinen) enthilt. Die Summe
aller dieser Umgebungen (Gebiete) U/, schlieft .1 ein, aber eine
Summe endlich vieler tut es nicht, da sie nur endlich viele Punkte
von B enthdlt. Das ist ein Widerspruch zu der iiber .1 gemachten
Voraussetzung, also mub 4 kompakt sein.

Zweitens sei A nicht abgeschlossen, habe also einen nicht zu 4
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gehorigen Hiufungspunkt z. Fir jeden Punkt o von A existiert
nach dem Umgebungsaxiom (D) eine Umgebung U, und eine zu-
gehorige, von o abhingige Umgebung von z, die keinen Punkt mit
U, gemein hat, so daB also 2 kein «-Punkt von U, ist. Nach
§ 3 (8) ist « auch fir eine Summe endlich vieler U, kein e-Punkt;
eine solche Summe kann also 4 nicht einschlieBen, da x Haufungs-
punkt von A sein sollte. Die Summe aller U, aber schlieBt A ein,
Das ist ein Widerspruch zu der iiber 4 gemachten Voraussetzung,
also ist 4 abgeschlossen.

Wir iibertragen jetzt zwei Hauptbegriffe der elementaren Ana-
lysis in die Theorie der Punktmengen, die Begriffe Limes und
Konvergenz.

Der Punkt 2 heiBt ein Limes der unendlichen Menge 4,
wenn jede Umgebung U, fast alle Punkte (d. h. alle bis auf
hochstens endlich viele) der Menge A enthilt.

Der Begriff Limes ist also eine Verschirfung des Begriffs
Hiufungspunkt; ist # ein Limes von 4, so ist er gewill §-Punkt
von A. Er ist aber sogar der einzige (-Punkt von 4; denn ist
y=42 und wahlt man nach dem Axiom (D) U, und U, fremd, so
enthalt U, fast alle, U also nur endlich viele Punkte (eventuell
keinen) von 4 und y ist kein Hiufungspunkt von 4. Um so mehr
ist z der einzige Limes von 4. Kine Menge 4 hat also entweder
einen einzigen Limes z oder gar keinen; im ersten Fall nennt man
sie konvergent (sie konvergiert nach ) und schreibt

x=lim 4.
Dies zieht die Gleichung z}= A4, nach sich; umgekehrt braucht
eine Menge mit einem elnmgen Haufungspunkt aber nicht konvergent
zu sein (vgl. Satz IV), z. B. auf der geraden Linie die Menge der
Punkte 1, 2, 1, 3, %, .... '

Nach der Definition ist z =1lim 4 auch Limes jeder unendlichen
Teilmenge 4" von A, also Punkt von A, oder 4,. Umgekehrt ist
ein Punkt, der «-Punkt (oder B-Punkt) jeder unendlichen Teil-
menge 4 der unendlichen Menge 4 ist, Limes von 4; denn gibe
es ein U, das nicht fast alle Punkte von A einschlieBt, so ware
A'=A4—3(4,U,) unendlich und hitte 2 nicht zum o-Punkt. Auch
der Limeshegriff 148t sich also anf den Grundbegriff des ¢-Punktes
zuriickfithren (vgl. § 3 am Ende).

Nach dem soeben Bemerkten ist eine konvergente Menge kom-
pakt, denn jede unendliche Teilmenge hat einen Hiufungspunkt.
Umgekehrt ist eine kompakte Menge mit einem einzigen Haufungs-
punkt konvergent. Denn ist 4 kompakt und z ihr einziger Haufungs-
punkt, U, eine Umgebung, so kann A4'=®D(4d, E— U) nur endlich
sein, denn andernfalls hitte 4’ einen Hiufungspunkt y, der von x
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verschieden sein muB, weil .« nicht einmal «-Punkt von .17 ist. 17
enthitlt also fast alle Punkte von .; z=1lim 4. Wir haben also
die Identitit konvergenter Mengen und kompakter Mengen
mit einem einzigen Haufungspunkt oder den [vlgenden Natz
bewiesen:

IV. Eine konvergente Menge .1 ist kompakt und hat
einen einzigen Héutungspunkt r=1lim.[. Kine kompakte
Menge . mit einem einzigen Hiufungspunkt z ist kon-
vergent und es ist z=1im 1.

8 5. Punkt- und Mengenfolgen.

Von einer abziihlbaren Punktmenge zu unterscheiden ist eine

Punktfolge

Woe=logs By vy 0,500y

d. h. ein Punktkomplex mit der Menge der natiirlichen Zahlen als
Argument. Zweil Punkte mit verschiedenen Indices brauchen nicht
verschieden zu sein: die Menge . der verschiedenen Punkte der
Folge % ist endlich oder abzihlbar.

_ Die bisher entwickelten Begriffe gestatten eine unmittelbare
Ubertragung von Mengen auf Folgen. Wir nennen z einen «-Punkt
von ¥, wenn in jeder Umgebung I’ mindestens ein Punkt der Folge
liegt; einen S3-Punkt oder Hiufungspunkt, wenn in jeder Umgebung
U, unendlich viele (d. h. zu unendlich vielen Indices gehorige) Punkte
der Folge liegen.! Die Mengen der «- und f-Punkte seien A, 2;;
offenbar ist

gllazda, 52[/}_2_‘-1/}’

denn ein Hiufungspunkt der Menge ist auch Hiufungspunkt der
Folge, aber nicht umgekehrt. Die aus lauter gleichen Punkten be-
stehende Folge (z, «, a,...) hat den Punkt ¢ zum Hiufungspunkt;
die zugehorige Menge {a{ hat keinen.

x heiBt ein Limes der Folge %, wenn in jeder Umgebung U, fast
alle Punkte der Folge ‘alle Punkte einer Restfolge « ,a, . ;,a,.,,...)
liegen. Eine Folge hat hochstens einen einzigen Limes; wenn sie
einen hat, so heiBt sie konvergent und man schreibt wieder z =1lim U,
in diesem Falle auch z=1lima, oder, wenn ein MiBverstindnis zu
befiirchten ist, genauer z =1lima . Die Folge (a,4,0,...) konvergiert

nach a. Jede Teilfolge einer konvergenten Folge konvergiert nach
demselben Limes. Ist die zu einer konvergenten Folge 2 gehorige
! ‘Wenn wir Punktkomplexe mit beliebigem Argument in derselben Weise

behandeln wollten, so wiren auch y-Punkte in Betracht zu ziehen, die es bei
Folgen nicht gibt.
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Menge 4 unendlich, so ist 4 eine konvergente Menge und lim 4=1lim 9.
Schreibt man umgekehrt eine konvergente abzéhlbare! Menge 4 in
Gestalt einer Folge %, indem man ihre Punkte umkehrbar eindeutig
den natiirlichen Zahlen zuordnet, so ist 2 eine konvergente Folge
und lim A =lim 4. Eine Folge ohne Haufungspunkt heiBt divergent
und eine Folge ohne divergente Teilfolge kompakt. Kompakte Folgen
mit einem einzigen Hiufungspunkt sind konvergent und vice versa.
Fine Menge ist dann und nur dann kompakt, wenn alle aus ihren
Punkten gebildeten Folgen kompakt sind oder mindestens einen
Hiufungspunkt haben.

Um eine Anwendung der letzten Bemerkung zu geben, zeigen
wir, dafl in einem metrischen Raume mit 4 auch A, kompakt
ist. Wihlen wir eine beliebige Folge von Punkten », aus 4, und
bestimmen zu jedem , einen Punkt ¢, aus 4 mit einer Entfernung

%<%. Da A4 kompakt ist, hat die Folge der g, mindestens
einen Hiufungspurkt z; bei vorgegebenem positivem o ist also fiir
unendlich viele Indices za, < o, x-xn<g+%, also immer noch fir
unendlich viele zz,< 20, die Folge der », hat einen Haufungs-
punkt z.

In einem metrischen Raume bedeutet die Relation 2 =lima,,

daB fiir jede positive Zahl o fast alle Entfernungen xa, kleiner

als ¢ sind, oder also, daB im gewohnlichen Sinne der Konvergenz
von Zahlenfolgen

lim aﬁn =0
ist. Ferner folgt fiir einen weiteren Punkt y aus dem Dreiecksaxiom
oy — 7, = ya, = 7y + vy
lim ya, = 2,
und ebenso fiir zwei konvergente Folgen lim a,=x, limb, =y
lima,b, = ay.

_ Betrachten wir jetzt eine Mengenfolge 4,, 4,, ..., 4, ... und
erinnern ?unachst an die Begriffe in Kap. I, § 9, wo nur die An-
gehorigkeit von Elementen zu Mengen in Betracht kam. Wir hatten
dort als unteren Limes
1) L=Liminf 4,
die Menge der Punkte definiert, die fast allen A4, angehdren; als
oberen Limes ‘

(IT) M= Lim sup 4,

! Auf dem bisherigen Standpunkt folgt noch nicht, daB eine konvergente
Menge stets abziihlbar ist (vgl. Kap. VIII, § 2, I).
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die Menge der Punkte, dic unendlich vielen .f, angehdren. Auch
die Darstellung dieser Mengen milssen wir hier noch einmal in
etwas verinderter Gestalt wiederholen,

Es bedeute
P={p,.p,, ...} eine Menge von fast allen natiirlichen Zahlen,
Q=" 4y, ---} eine Menge von unendlich vielen natiirlichen Zahlen,
und wir setzen
P P
-\‘p <., DP=T.IH.
5
& Y
Re=2: , D=3
. n

Dann folgt aus der Definition
(1) L=8Dp, M=8Dy

‘die Summe iiber alle P resp. ) erstreckt). Zwei weitere Formeln
gewinnen wir durch Dualitit, d. h. Ubergang zu den Komplementen.
L ist die Menge der Punkte, die nur endlich vielen Komplementen
E — 4, angehoren, also E— L die Menge derer, die unendlich vielen
E— 4, angehoren, oder

E—Lim inf 4 =Limsup(E—4),
ebenso

E—Limsup 4, = Lim inf (B — 4).

Stellt man diese Mengen pach (1) dar und nimmt wieder die Kom-
plemente, so folgt

=) L=Dxg, U=Dsp

(der Durchschnitt iiber alle Q, resp. P erstreckt). Damals haben
wir nur die erste Formel (1) und die zweite Formel (2) ent-
wickelt, weil diese nur Summe und Durchschnitt abziahlbar vieler
Mengen zu bilden verlangen, wobei es iiberdies geniigt, statt der
simtlichen P nur die Restfolgen 7, n+41, n+2, ... in Betracht
zu ziehen.

Auf unserem jetzigen topologischen Standpunkt ergibt sich nun
ein weiter Spielraum fiir Definitionen neuer Mengen auf Grund der
gegebenen Mengenfolge. So konnte man z. B. die Punkte betrachten,
die ¢-Punkte von fast allen Mengen sind; ihre Menge ist Liminf 4
und nicht identisch mit der Menge der «¢-Punkte von Liminf4,,
also mit L, Ahnliche Begriffsbildungen kann man mit Lim sup
und mit g-Punkten, y-Punkten, inneren Punkten usw. wiederholen.
Unter allen diesen Mengen scheinen folgende vier von besonderer
Bedeutung zu sein.
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z sei ein Punkt, von dem jede Umgebung U, mit fast allen
Mengen A, Punkte gemein hat. Die Menge dieser Punkte

(11D L=Liminf 4,
heiBe der untere abgeschlossene Limes der Mengenfolge.

« sei ein Punkt, von dem jede Umgebung U mit unendlich
vielen Mengen 4, Punkte gemein hat. Die Menge dieser Punkte »
Iv) M=Limsup 4,
heife der obere abgeschlossene Limes der Mengenfolge.

z sei ein Punkt, von dem eine Umgebung U existiert, die fast
allen Mengen A, angehdrt. Die Menge dieser Punkte x
V) L=Liminf 4
heifle das untere Limesgebiet der Mengenfolge.

o sei ein Punkt, von dem eine Umgebung U, existiert, die un-
endlich vielen Mengen 4 angehort. Die Menge dieser Punkte

(VD) M = Lim sup 4,
heifle das obere Limesgebiet der Mengenfolge.

DaB die Mengen (III) und (IV) in der Tat abgeschlossen, die
Mengen (V) und (VI) Gebiete sind, geht sowohl aus einer einfachen
Uberlegung wie aus der nachher folgenden Darstellung hervor.

Wir haben hier also im ganzen sechs Limeshildungen. Aus
den Definitionen ergibt sich unmittelbar, daB

LM, L=M, L< M.

Im Falle der Gleichheit zwischen dem betreffenden unteren und
oberen Limes bezeichnen wir diese Menge als Limes schlechthin, also
L=M=TLim 4,

B =T 1,

L=~ Lim 4,

}“elsp. als Limes, abgeschlos—senen Limes und Limesgebiet der Mengen-
olge.

Ferner ist, ebenfalls in unmittelbarer F olge der Definition,
LsL<I, MsM< N
de'ms Lim(‘asgebiet ist in beiden Fillen die kleinste, der abgeschlossene
Limes die groBte Menge und zwischen beiden liegt der Limes. Mit

Rﬁpksicht darauf, daB die unterstrichenen Mengen Gebiete, die iiber-
strichenen abgeschlossen sind, folgt genauer

L=l sLsL, =L,
MsMsM< M, < M,
ohne daB etwa L =TI, usw. zu sein brauchte.



8 5. Punkt- und Mengenfolgen, 237

Eine Anderung, Weglassung oder Hinzufiigung endlich vieler
Mengen ist auf die Limesmengen ohne EinfluB. Betrachten wir
von der Mengenfolge eine Teilfolge Ao 1,5 .o und bezeichnen deren
sechs Limites durch Anhiingung des Index 1, so folgt unmittelbar

LsL s M= M,

L=L <M<,

LeL s,
woraus hervorgeht, daB die Existenz von Lim, Lim oder Lim fir
die ganze Folge die Ikxistenz desselben Limes fiir die Teilfolge
nach sich zieht.

Die Darstellung der vier neu hinzugekommenen Limites be-
ginnen wir mit den Limesgebieten. Ein Punkt z der Menge L ist
offenbar innerer Punkt eines der Durchschnitte Dp aus fast allen .t 3,
also Punkt von Dp;, und umgekehrt; ebenso ist 3/ die Menge der
inneren Punkte der Durchschnitte Dy aus unendlich vielen .f,.
Demnach ist
G L =&Dp;, M =8Dy;.

Die beiden andern Mengen gewinnen wir wieder durch Komplement-
bildung. Ist z ein Punkt von L, so gehort jede Umgebung U, nur end-
lich vielen Komplementen E— 4, an; ein Punkt y von E— L hat also

eine Umgebung U, die unendlich vielen F'— 4, angehort, d. h. E— 1,
ist das obere Limesgebiet der Mengen E— . . Fir einen Punkt

von M hat jede Umgebung U, Punkte mit unendlich vielen .1 ge-

mein; fir einen Punkt y von E— 1 gibt es also eine Umgebung 7,
die nur mit endlich vielen 4, Punkte gemein hat, also fast allen

E— 4, angehbrt: E— )/ ist das untere Limesgebiet der Mengen
E—_{. Also ist
E—Lim inf .1, = Lim sup (E— .1 ),
E—TLimsup.{, = Lim inf (£ — 4).
Stellen wir die Mengen rechterhand nach (3) dar und nehmen die
Komplemente (wobei nach § 3, auBer den sonstigen Vertauschungen,
die Menge der inneren Punkte durch die Menge der «-Punkte zu
ersetzen ist), so ergibt sich
(4, L=95¢,, M=DSp,.

Aus diesen Darstellungen folgt ein Teil des bereits Gesagten goch
einmal, z. B. daB die Mengen (3) als Summen von Gebieten wieder
Gebiete, die Mengen (4) als Durchschnitte abgeschlossener Mengen

! Dazu geniigt nicht etwa, daB er innerer Punkt fast aller 4, sei.
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wieder abgeschlossen sind usw. Die nach P zu erstreckenden Summen
und Durchschnitte (bei denen man sich wieder auf Restfolgen be-
schrinken kann) umfassen nur abzihlbar viele Mengen, die nach @

hingegen unabzihlbar viele; die Mengen L und M sind also in dieser
Hinsicht einfacher als die beiden andern.

Ebenfalls aus den Formeln (3), (4) oder direkt aus der Definition
folgt, daB die Mengen 4, bei der Bildung der Limesgebiete durch
die groBten darin enthaltenen Gebiete 4, ;, bei der Bildung der
abgeschlossenen Limites durch die kleinsten sie enthaltenden ab-
geschlossenen Mengen 4, ersetzt werden diirfen. Denn fiir

D =D(dy; Ayy o)y A=D(dyy Az 0s)
ist D;= A= D, folglich D, = A, und in (3) bleiben also Dp;, Dg; bei
Ersetzung der 4, durch die 4, unverindert; ferner fiir

§=6(4,, 4,,...), Z=8(d;,, 4yys )
ist S,22=8und §,=%, woraus das Entsprechende fiir (4) folgt.
Bei der Bildung der Limesgebiete kann jede Menge 4 durch eine
Menge mit denselben inneren Punkten, bei der Bildung der ab-
geschlossenen Limites durch eine Menge mit denselben ¢-Punkten
ersetzt werden.

Beispiele.

() Fir die Folge 4, B, 4, B, ... ist stets Sp=&(4, B), Dp=3(4, B)
wihrend Sy=&(4, B) oder 4 oder B und Dy=®(4, B) oder 4
oder B sein kann. Nach (1) ist

L=23(4,B), M=@&(D(4,B),4,B)=6(4,B)
und nach (2)
L=29(€(4,B), 4,B) =D(4,B), M=G8(4,B);
nach (3)
L=23(4, B); = D(4;, B),
M=&(D(4,B), 4,B) =4, B
und nach (4) (304, B, 4, B) o B)
L=29(8(4,B), 4, B,) =D(4,, B,),

Al =&(4,B), = &(4,, B).
b
=D(4;,B), M=8&(4,B),
=D(4,,B), M=&(4,B).
gier ist zwar L=L, M=DM, aber im allgemeinen nur M < M,,
L=L,.
Fir 4= B, wenn also alle Mengen identisch sind, ist
L=M=4, L=M=4, L=0=4,

M
L=9(4,B), M—&(4,B),
L
7
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Wir haben hier die Darstellung nach den Formeln (1)—(4) wus-
fabrlich gegeben: bei den folgenden Beispiclen iiberlassen wir sie,
oder die Herleitung der Limesmengen aus der Definition, dem Leser.

3 Die .l mdgen eine absteigende Folge bilden: 4, = .1, =..
L=M=2_1, 4y, ..)=1,
L=J)= D;,
L=M=2(d,, .1 )2 D,

;" Die d, bilden eine aufsteigende Folge: ., = .,
L=3M=3(1, 4, ..)= 5,

I

W)E S,

() Wenn die 4 paarweise fremd sind, ist jedenfalls
L=1=L=3}=0.

&, 4 =}a,. a,....| sei eine abzihlbare Menge und 4, ={a,} be-

stehe aus dem einen Punkt o,. Dannist J/= -1z, hingegen L=1lim .{
oder =0, je nachdem die Menge | konvergent ist oder nicht. Der
abgeschlossene Limes I = M existiert dann und nur dann, wenn die
Menge 4 konvergent oder divergent ist.

Setzt man dagegen { ={a;, a,, ..., @j, S0 ist L=J=.1, Jede
abgeschlossene Menge, in “der eine abzﬁhlbare Menge dicht ist (§ 8),
kann also als a.bgeschlossener Limes endlicher Mengen dargestellt
werden.

Setzt man drittens .1, ={a , a ), ...}, 80 ist L=1=.1,

Diesen Beispielen al]gememer Art fiigen wir noch einige spe-
zielle hinzu.

2y In der euklidischen Ebene sei .1, die
Gerade x—— dann ist L = J/ die Ordinaten-

achse z = O. Fir die Folge der Geraden
z=1,2,1,8,1,... ist L=0, J die Ordinaten-
achse.

(7) 4, sei die gebrochene Linie ac b, die
die Punkte mit den rechtwinkligen Koordinaten
(—1,0,(0,7) (1, 0) verbindet. L — M besteht aus
den beiden Halbgeraden z= 41, y=0.
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§ 6. Relativbegritfe.

Die Menge A heifie in M abgeschlossen (relativ abgeschlossen),
wenn
&) A=D3(M, F)
der Durchschnitt von M mit einer abgeschlossenen Menge I
ist. Dazu ist die Bedingung
2) A=D(M, 4,
notwendig und hinreichend. Denn aus (1) folgt

A=F, A,=F =TF,
A=D(4, 4)=D(M, F, 4 )=D(M, 4)),
und aus (2) folgt, daB 4 der Durchschnitt von M mit einer ab-
geschlossenen Menge 4, ist.

Die Bedingung (2) ist mit

A=2D(H, 4
gleichwertig, wenn wir 4 als Teilmenge von M voraussetzen, und
besagt: die Teilmenge 4 von M ist in M abgeschlossen dann und nur
dann, wenn A4 alle seine zu M gehorigen Haufungspunkte enthilt,
oder wenn M — 4 keinen Haufungspunkt von 4 enthilt.

Folgende Sitze sind unmittelbar evident:

Die Summe endlich vieler und der Durchschnitt be-
liebig vieler in M abgeschlossener Mengen ist wieder in M
abgeschlossen.

Jede Menge ist in sich selbst abgeschlossen. Ist 4 in B, B
In C abgeschlossen, so auch 4 in C. Ist A=B=(C und 4 in C
abgeschlossen, so auch 4 in B. Ist 4 in B abgeschlossen und B
(absolut, d. h. in E) abgeschlossen, so ist auch 4 abgeschlossen. Ist
A= B und 4 abgeschlossen, so ist auch 4 in B abgeschlossen.

Der Kern jeder beliebigen Menge M ist in M ab-
geschlossen,

Denn ist M=y, + M,, M, der Kern oder die groBte insichdichte
Teilmenge von 131, so kann M — M, = M_ keinen Hiufungspunkt A
von M, enthalten, da sonst M, + {h} insichdicht und = M, wire.

Der Kern einer abgeschlossenen Menge ist demnach selbst ab-
geschlossen und gleichzeitig insichdicht, also:

Der Kern jeder abgeschlossenen Menge ist perfekt.

Die Menge B heiBe ein Relativgebiet von M, wenn
(3) B=9(M, G)
der Durchschnitt von M mit einem Gebiet & ist. Dann ist
F=H— G abgeschlossen, 4— 1/ — p— D(M, F) in M abgeschlossen
und vice versa, d. h. Relativgebiete von M und in M abgeschlossene
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Mengen sind Komplemente voneinander (in 3. Uber Relativgebiete
gelten entsprechende Siitze wie iiber relativ abgeschlossene Mengen,
z. B.:

Der Durchschnitt endlich vieler und die Summe be-
liebig vieler Relativgebiete von ) ist wieder ein Relativ-
gebiet von .

Fir das Relativgebiet (3 gelten auBer den allgemeinen Formeln
838, 7 fur Durchschnitte noch die folgenden:

g B2, 2D, &, B,2d0L,0.

Denn ist 4=72 1/, F) das Lomplement von B in ). wobel also
M=d+4+B, E=F+G,

/i ein Gebiet und I abgeschlossen ist, so ist wegen /'=F, 21,2 I,

A DM, F)=DIL.TF)
und analog:

4, SDMF), 4,sDOLP), 4D, 0.
Daraus folgen die Formeln (4) pach einer schon mehrfach an-
gewandten Qchluﬁweise. namlich: ein Punkt von T()/,, G) ist Punkt
von M = Zi.1,B}, aber nicht Punkt von A_, da er sonst Punkt
von T Jf.,-, 1‘, “wiire. folglich ist er Punkt von B, womit die erste
Formel /4 bewiesen ist.

Ein Relativgebiet von einer insichdichten Menge ist
wieder insichdicht.! Denn aus J/,= ) folgt nach (4) B, = B.

Die Begriffe des Relativgebiets und der relativ abgeschlossenen
Menge sind noch einer etwas systematischeren Auffassung fihig,
indem wir eine ganze Relativtheorie entwickeln, die sich, statt
auf die Menge . auf eine Teilmenge von ihr als zugrunde liegenden
Raum bezieht.

Sobald eine Menge E mit einem System von Teilmengen (Um-
gebungen) U vorliegt, das den vier Umgebungsaxiomen geniigt, so
sind fiir eine beliebige Menge .{< E die entsprechenden Mengen
4, 4, usw, definiert. Ist 4 auBerdem Teilmenge einer anderen
\IPere M, fir deren Puukte y ein System von Umgebungen I mit
den glelchen Axiomen gegeben ist, so erhalten wir ein neues System
von Mengen A ,, A, usw. und eine neue, mit der ersten durchaus
gleichlautende Theorie, in der alle Sitze der urspriinglichen formal
richtig bleiben, aber eine ganz andere Bedeutung erlangen konnen.
Z. B. ist nach wie vor die Summe von Gebieten wieder ein Gebiet,
aber eine Menge kann im ersten System ein Gebiet sein und im

* Im euklidischen Raume sind Gebiete insichdicht; indessen braucht der
Durchschnitt zweier insichdichter Mengen im allgemeinen keine insichdichte
Menge zu sein.

Hausdorf{f, Mengenichre, 16
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zweiten nicht, wenn npimlich 4= 4,4 4,. Solche Uberlegungen
machen sich z. B. notwendig, wenn wir eine ebene Punktmenge
gleichzeitig als raumliche auffassen wollen.

Der wichtigste Fall ist, daB, bei gegebener Menge F und be-
stimmten Umgebungen U, M eine Teilmenge von F ist und die
neuen Umgebungen als die entsprechenden Teilmengen der
alten definiert werden; wir ordnen also jedem Punkte y von M die
Umgebungen
(8) V,=(U,, M)
zu, die evidentermafen die vier Umgebungsaxiome erfiillen. Ist z. B.
E ein metrischer Raum, so ist 7, die Umgebung mit gleichem
Radius ¢ wie U, ndmlich die Menge der Punkte von M/, deren
Entfernung von y kleiner als ¢ ist.

Nachdem hiermit die Umgebungen fixiert sind, hingt alles
weitere nur von der Menge M ab, und jeder solchen (nichtverschwin-
denden) Menge M entspricht eine Relativtheorie, in der M statt B
die Rolle des umfassenden Raumes iibernommen hat. Ist 4 Teil-
menge von J{, so nennen wir also einen Punkt y von M einen
relativen «-, 3-, y-Punkt von 4, wenn jede Relativumgebung %
mindestens einen resp. unendlich viele resp. unabzahlbar viele Punkte
von 4 enthilt, oder wenn immer

DV, 4)=D(U,, M, 4)=D(T,, 4)

von Null verschieden resp. unendlich resp. unabzahlbar ist. Das
besagt, daB y ein (zu M gehdriger) absoluter &-, -, y-Punkt von 4
ist, und fiir die Mengen dieser Punkte ergibt sich also einfach

(6) Ay = D(4,, M), A(ﬂ) = ED(AW M), A(,.) = Q(Ay’ M).

Nennen wir demgemaf A4 relativ abgeschlossen' oder in M ab-
geschlossen, wenn 4= 4 ,, so stimmt dies mit unserer anfinglichen
Definition iiberein.
Die Menge der zu A4 gehorigen relativen Haufungspunkte von
4 ist
Ap =34, A(ﬁ)) =D(4, M, Aﬁ) = D(4, A,g) =4,

also von M unabhiingig und gleich der Menge der zu 4 gehorigen
absoluten Hiufungspunkte von 4; man kann auch sagen, daf 4,
die relative Ableitung von 4 bezogen auf A4 selbst ist. Ebenfalls
von dem umfassenden Raume J/ unabhingig ist demgemiB die
Definition insichdichter Mengen (4= 4,), folglich auch der Kern 4,
und die Mengen 4; und 4.

De.r Punkt y von I heiBt ein relativ innerer Punkt von 4,
wenn eine Umgebung V,= 4 existiert. Die Menge A4, der relativ
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inneren Punkte ergibt sich durch die ins Relative tbertragene

Komplementbildung folgendermaBen. Setzen wir
M=_-+-1 FE=.14+B8B,
also
A= 44+ (E- 2,
S0 IS8T
i dg=U—=B_ - DE— DB, M)= DL, ).
Wegen 4'= .0 ist ;2= D1, M), 1, also im allgemeinen nicht die

Menge der zu ) gehdrigen lbsolut inneren Punkte von .{, sondern
groBer als diese; auch absolute Randpunkte kionnen zu relativ
inneren Punkten werden.

Nennen wir .1 ein Relativgebiet von J/, wenn .1 = 4. also das
Komplement B= 12 , in 1/ abgeschlossen ist, so stimmt dies mit der
zuvor gegebenen K 11\1arung iiberein.

Die Ubertragung der weiteren Begrlﬂe ins Relative iiberlassen
wir dem Leser. Z. B. wird man .{ in ) kompakt nennen, wenn
jede uncndliche Teilmenge von 4 einen Hiufungspunkt in V/ hat
(also kompakt schlechthin = kompakt in E;: eine in I/ abgeschlossene
und in M kompakte Menge ist in sich selbst kompakt (iiber das
Umgekehrte vgl. Kap. VIIL, § 2

Ist speziell = E_ ein eukhdlscher Raum von m Dimensionen,
der in einem euklidischen Raum - — E, von n Dimensionen {(n > )
enthalten ist., und legt man die gewdhnliche Definition von U,
(Inneres einer ~-dimensionalen Kugel vom Radius o) zugrunde, so
erha.lt auch T nach (5) die gewdhnliche Bedeutung (Inneres einer
m-dimensionalen Kugel vom Radius o). Die (absolute) Theorie der
Punktmengen in E_ wird dann, wenn wir diese Punktmengen jetzt
als Punktmengen in E, betrachten, zur Relativtheorie beziiglich £ ;
was wir auf dem m-dimensionalen Standpunkt eine abgeschlossene
Menge oder ein Gebiet nennen, ist auf dem n-dimensionalen eine
in E, abgeschlossene Menge oder ein Relativgebiet von E . Als
Besonderheit kommt hier noch hinzu, daf E_ (in £ ) abgeschlossen
ist, also fiir 4< E, auch 4,< B, und daher nach (6)

Ay =4, A(ﬂ, == Aﬁ, 41(;,, = Ay.

Diese Mengen hingen also im gegenwirtigen Falle von dem
Raume, in dem wir .1 betrachten, nicht ab; eine in /7 abgeschlossene
Menge ist auch absolut (in E) abgeschlossen. Nicht so steht es
mit _{,, dessen Verschiedenheit von .I.=0 im allgemeinen bestehen
bleibt und sich durch die Formel (7) erklirt, und mit der Definition
des Gebietes, die also vom umgebenden Raume abhéngt; eine von 0
verschiedene Teilmenge A4 von E, ist in E, niemals ein Gebiet,
kann aber eins in %, sein (wenn F, — A abgeschlossen ist; B — 4
ist nicht abgeschlossen).

16*
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§ 1. Zusammenhang.

Wir definieren®:

Eine von Null verschiedene Menge 4 heifit zusammen-
hangend, wenn sie sich nicht in zwei fremde, von Null
verschiedene, in 4 abgeschlossene Teilmengen spalten 1iBt.

Um also den Zusammenhang einer Menge 4 zu beweisen, hat
man zu zeigen, dafl bei jeder Zerlegung 4= 4, + 4,, wo 4, und 4,
in 4 abgeschlossen sind, die eine dieser Teilmengen verschwinden muf.

Da 4, als Komplement von 4, ein Relativgebiet ist, ebenso
4, als Komplement. von 4,, so kann man auch sagen: eine Menge
heiBt zusammenhéngend, wenn sie sich nicht in zwei (fremde, von
Null verschiedene) Relativgebiete spalten laBt.

Insbesondere ist eine abgeschlossene Menge zusammenhingend,
wenn sie sich nicht in zwei abgeschlossene Mengen, ein Gebiet,
wenn es sich nicht in zwei Gebiete spalten 1aBt.

Eine Menge, die nur einen Punkt enthalt, sehen wir im Ein-
klang mit der Definition als zusammenhingend an.

Wir leiten einige einfache Sitze ab, die teilweise nur hin-
reichende, nicht notwendige Bedingungen des Zusammenhangs aus-

sprechen. Dabei wird mehrmals von der Bemerkung Gebrauch ge-
macht, daB eine Zerlegung

A=D(d4, F)+D(d, F)= 4, + 4,

in zwei relativ abgeschlossene Mengen auch fiir jede Teilmenge B
von 4 eine entsprechende Zerlegung
B=23(B, 4,)+ D(B, 4,)
=D(B, 1)+ 3B, I,)=B, + B,
in zwei relativ abgeschlossene Mengen hervorruft.

1. Wenn Je zwei Punkte von 4 einer zusammenh#ngen-
den Teilmenge von 4 angehdren, so ist 4 selbst zusammen-
héngend.

. Angenommgn, 4 sei nicht zusammenh#ingend, also 4 =4+ 4,
eine Zerlegung In zwei nichtverschwindende, relativ abgeschlossene
Summail.nden. .Sm'd dann =z, z, zwei beliebige Punkte von 4, 4,,
s0 gehore:n sie emer zusammenhingenden Teilmenge B von 4 an;
andererseits entspricht jener Zerlegung von A eine Zerlegung
B=DB,+B,, wo B, und B, in B abgeschlossen und von Null ver-
schieden sind (weil sie die Punkte z,, =, enthalten). Dies wider-

! Fir den Zusammenhang sind verschiedene Definitionen iiblich; die im

’I_‘ext gegebene deckt sich mit keiner von ihnen, scheint uns aber die natiir-
lichste und allgemeinste zu sein.
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spricht aber dem Zusammenhange von B; also ist die Aunahme,
- sel unzusammenhingend, zu verwerfen.

Wir werden spiiter sehen, daB z B. eine geradlinige Rtrecke zu-
sammenhiingend ist; danach ist jede konvexe Menge .{. . h. eine solche,
in der je zwel Punkte durch eine zu .{ gehdrige Strecke verbunden
werden kdnnen, zusammenhiingend, z. B. die ganze Ebene. das Innere eines
Kreises w. dgl

II. Die Summe zweier zusammenhingender Mengen,
die mindestens einen Punkt gemeinsam haben, ist selbst
zusammenhiingend.

Wir konnen die Mengen in der Form .1+ D, B+ /) annehmen,
wo D ihr von XNull verschiedener Durchschnitt und .1, B, D paar-
weise fremd sind: ihre Summe ist dann

N=_{+B-+D.

Sei 8=~ -, eine Zerlegung in zwei relativ abgeschlossene Mengen,
und 4=+ 4,. B=B,+B,, D=D,+ D, die entsprechenden Zer-
legungen. Dann sind ., -+ 1) und .1,+ D, in .1+ D abgeschlossen,
und weil A+ D=(d4,+ D))+ (4,+ D,) zusammenhingend voraus-
gesetzt war, so muB einer dieser Summanden Null sein, etwa
4,+D;=0, also 4, =D, =0. Wegen D=0 ist dann D,> 0, und
da ebenso eine der Mengen B, + D, B,+ D, verschwinden muf, so
muB B+ D=0, Bj=D,=0 sein. Damit folgt 5 =0, die Zer-
legung von S in zwei relativ abgeschlossene Mengen bedingt also
das Verschwinden der einen: S ist zusammenhingend.

JII. Die Summe beliebig vieler zusammenhingender
Mengen, die paarweise mindestens einen Punkt gemein
haben, ist wieder zusammenh#ingend.

Es sei S=&.1. B, C,...). Zwei Punkte von S gehoren ent-
weder einem Summanden .! an, der eine zusammenhingende Menge
ist, oder sie gehéren zwei Summanden ., B an, deren Summe
€4, B) nach II ebenfalls eine zusammenhingende Menge ist. In
jedem Falle gehoren sie also einer zusammenhingenden Teilmenge
von S an, und nach I ist S selbst zusammenhingend.

Ist insbesondere D= ®(4, B, C,...), der Durchschnitt aller
der zusammenhsingenden Mengen 4, B, C, ..., von Null verschieden,
80 ist S zusammenhingend.

Sei 4 eine beliebige von O verschiedene Menge. Unter einer
Komponente von .! verstehen wir eine groBte zusammen-
hiangende Teilmenge von 4, d. h. eine solche, die in keiner
anderen enthalten ist. Die Existenz solcher ist auf Grund von III
leicht zu folgern. Ist n#mlich p ein Punkt von 4, so gibt es
jedenfalls zusammenhingende Teilmengen, die p enthalten (wenn
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keine andere, so wenigstens die Menge {p{, die aus p allein besteht),
Die Summe aller zusammenhingenden Teilmengen, die p enthalten,
sei P= A(p); dann ist P eine Komponente, denn nach IIT ist P
selbst zusammenhingend, und jede zusammenhéingende Menge = P
enthilt p, ist also ein Summand der Summe P und < P, folglich = P.

Wenn zwei Komponenten P, @ einen Punkt gemein haben, so
sind sie identisch. Denn nach II ist dann auch die Summe (P, Q)
zusammenhingend und = P; sie kann nicht > P sein, weil P sonst
keine groBite zusammenhiingende Menge wire, und demnach ist
(P, Q)=P= (. Ein Punkt von 4 kann also hochstens einer
Komponente angehtren, nach dem vorhin Gesagten gehirt er aber
auch wirklich einer an. Danach zerfallt 4 in Komponenten derart,
dal, wenn man aus jeder Komponente einen Punkt p auswihlt und
diese Punkte die Teilmenge B ={p, ¢, ...} von A bilden,

B
A=2A(p)=A(p)+ A(@)+...= P+ Q+...
P

ist. Die Michtigkeit der Menge B heiBe die Komponentenzahl
von A4; sie ist fiir eine zusammenhingende Menge 1, fiir eine un-
zusammenhéingende Menge > 1, wobei sie endlich oder ein Alef
sein kann. Man beachte wohl, daB die Komponenten auch aus
einzelnen Punkten bestehen komnen; sogar wissen wir bis jetzt nicht,
ob es zusammenhingende Mengen mit mehr als einem Punkt wirk-
lich gibt.

IV. Ist 4 zusammenhingend, so ist auch die Menge 4,
und jede Menge zwischen 4 und 4, zusammenhéngend.

Mit andern Worten: aus einer zusammenhingenden Menge ent-
steht durch Hinzuftigung beliebig vieler Haufungspunkte wieder eine
zusammenhingende Menge.

Sei A= B< 4, und B= A+ H, so dab H aus Haufungspunkten
von A besteht, die nicht zu 4 gehoren. Einer Zerlegung B =B, + B,
in zwei relativ abgeschlossene Mengen entsprechen die Zerlegungen
A= 4+ 4, H=1H + H,. Wegen des Zusammenhanges der Menge 4
muB einer ihrer Summanden Null sein, etwa 4,=0, 4,= 4,

B=H 4 (4+ H,).

Dann muB aber auch H,=0 sein, denn fiir H >0 wire A+ H,
mch.t In B abgeschlossen, weil ein Teil ihrer Haufungspunkte nicht
zu ihr selbst, wohl aber zu B gehoren wiirde. F olglich ist B, =0,
B zusammenhingend.

V. Die Komponenten einer Menge 4 sind in 4 ab-
geschlossen.

Denn ist P eine Komponente von 4, so kann A — Pkeinen Hiufungs-
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punkt & von P enthalten, da sonst P-: thl nach IV zusammenhingend,
P also keine groBte susammenhiingende Teilmenge wire.!

V1. Eine zusammenhiingende Menge, die mehr als einen
Punkt enthiilt, ist insichdicht.

(:leichbedentend damit ist die Behauptung: wenn . einen iso-
lierten Punkt @ und auBerdem noch andere Punkte enthilt, so ist
L unzusammenhiingend. 1st I” eine Umgebung, die keinen Punkt
von .1 auBer a enthilt. so ist

A=2DLLU) DL E=T)="al+ 4,.
Hier ist .1, in . ‘bgeSthonen. weil E — U_ abgeschlossen ist (als
Komplement des (ebietes [7); la] ist als endliche Menge ab-
geschlossen. also auch in 4 abgeschlossen. Beide Mengen sind =0,
also 1st 4 unzusammenhingend. s geht hieraus zugleich hervor,
daB la! fur sich allein eine Komponente von .f ist,

Eine abgeschlossene zusammenhingende Menge, die aus
mehr als einem Punkt bestebt, ist nach VI perfekt. Die Kom-
ponenten einer abgeschlossenen Menge sind nach V abgeschlossen,
also entweder Mengen mit einem einzigen Punkt oder perfekt.

VII. Enthdlt eine zusammenhiingende Menge Punkte
von Komplementirmengen .I, B (E=_.[-/). so enthialt sie
auch einen Punkt der Grenze .{ =05 .

Ist C diese zusammenhingende \Ienge, 0 1st

0=2(C, L +2C, B)
und beide Summanden sind von Null versch1eden. Wire nun
y=9(C, )+ (), B)=0,

al

so waren T(C, ‘—lv_; = (0, 4,) und D(C, B)=2](C, B) Relativgebiete
von C, und C also nlcht zusammenhingend.

>0, .1

In der euklidischen Ebene ist jede zunsammenhingende Menge, die
mehr als einen Punkt enthiilt, von der Michtigkeit
des Kontinuums. Denn wenn ¢ und b zwel ver- G
schiedene Punkte von (' sind, so ziehe man eine Ge-
rade G derart, daB o und b auf verschiedenen Seiten
von (7 liegen; A sei die Halbebene (inklusive (/), in /C-L/ -/‘\/)
der o liegt, B die Halbebene (exklusive &), in der b
Legt. Damn ist = G. B,=0, 4, =1 = (G, und C
mub also & in mmdestens einem Punkte treffen. Da
man eine mit dem Kontinunm #quivalente Menge
paralleler Geraden dieser Art ziehen kann, so enthilt ¢ Fig. 5.
(mindestens und auch héchstens) X = 2% Punkte.
Danach ist Jede endliche oder abzihlbare Menge, die Mengen aus einem

L Dagegen braucht 4 — P in A nicht abgeschlossen zu sein.
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Punkt ausgenommen, gewiB unzusammenhéingend, und die Komponenten
einer solchen Menge bestehen aus ihren einzelnen Punkten. Man sieht,
wie der Beweis von der Ebene auf den #m-dimensionalen Raum E, zu
iibertragen ist; auf der geraden Linie E, enthilt eine zusammenhiingende
Menge zugleich mit zwel Punkten auch jeden zwischenliegenden Punkt.

In einem metrischen Raum enthilt eine zusammenhingende Menge
zugleich mit zwei verschiedenen Punkten a, b fiir jede positive Zahl
Q<E mindestens einen Punkt z mit ﬁ:\o, ist also mindestens von
der Michtigkeit des Kontinuums. Denn andernfalls zerfiele sie in zwei
Relativgebiete, nimlich die Menge ihrer Punkte mit aw < 0 und mit
az > 0.

Es sei 4 eine nichtverschwindende Menge und

A=A+ 4, =B+ B,= C,+C,= ...
moge alle Zerlegungen von 4 in zwei fremde, relativ abgeschlossene
Mengen bedeuten (auch A 4+ 0 mitgerechnet) Ein bestimmter Punkt p
gehore zu 4, B, C,, .... Die Menge
A,=D4y, B}, G, .+.),
die wieder in 4 abgeschlossen ist, ist die Menge aller Punkte, die
bei jeder Zerlegung demselben Summanden wie p angehoren; wir
nennen sie die zu p gehdrige Q,uamkomponente von A! Es ist
unmittelbar ersichtlich, daf, wenn p und p’ stets demselben Sum-
manden angehoren, ebenso p' und p”, auch p und p” es tun, dafl
folglich jeder Punkt von A4 einer und nur einer Quasikomponente
angehért und damit eine bestimmte Zerlegung
A=A+ A+ ..

in Quasikomponenten hervorgerufen wird. Eine zusammenhingende
Teilmenge von 4 gehort bei jeder Zerlegung einem Summanden an,
da sie sonst in zwei relativ abgeschlossene Teilmengen zerspalten
wiirde; insbesondere ist die zu p gehorige Komponente A(p)in der
zu p gehorlgen Quasikomponente 4, enthalten: A(p)< 4. ‘Wohl
aber kénnen mehrere Komponenten sich zu einer Quamkomponente
vereinigen, wie ein Beispiel zeigen wird; die Anzahl der Quasi-
komponenten ist hochstens gleich der Anzahl der Komponenten.
Ist das Komplement 4 — A, einer Quamkomponente in 4 abgeschlossen,
so ist 4, zusammenhangend also eine Komponente; denn wire
A,=B - C eine Zerlegung in zwei nichtverschwindende Summanden,
die in 4,, also auch in 4 abgeschlossen sind, so wiren B und
C+(4—4,) in 4 abgeschlossen, und zwei Punkte von B, C gehorten
zu verschiedenen Quasikomponenten. Insbesondere fallen bei end-

Eine zusammenhingende Menge hat eine einzige Quasikomponente,
sich selbst.
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licher Quasikomponentenzahl (also auch bei endlicher Komponenten-
zahl) die Quasikomponenten mit den Komponenten zusammen. Ge-
horen p,. py. ..., p, 2u paarweise verschiedenen Quasikomponenten,
so ist eine Zerlegung L= ., + s, ...+, in lauter relativ ab-
geschlossene Mengen moglich, wo p, zu .1, ..., p, zun .1, gehort.
Denn dies ist fiir n =2 richtig und iibertriigt sich von » auf »41:
ist p, ein (n 411 Punkt, der etwa zu .1, gehort, und .{=DB + B,
eine Zerlegung, bei der p, zu B, und p, zu B; gehort, so ist
4=24,, B)+ T .{,. B)+ .1,+ ...+ .1, eine entsprechende Zerlegung
fir n 1.

Ein Beispiel. wo Quasikomponenten und Kom-
ponenten nicht identisch sind. ist dieees I’ sel in

der Ebene der durch die Geraden z = 4+ — + —pYy=xn

bestimmte Rechtecksumfang (n = 1. 2, 3. w); ol die
Sumime dieser Rechtecke mebst den beiden Geraden
x=-+1. Die Komponenten von .4 sind die Recht-
ecke und die beiden einzelnen Geraden. DBei einer
Zerlegung =4, + 4, in abgeschlossene Mengen
muf einer der Summanden unendlich viele Recht-
ecke und deren Hiufungspunkte, also beide Geraden
z=+1 enthalten, diese gehdren also einer Quasi-
komponente an.

Fig. 6.

§ 8. Dichtigkeit.

Erinnern wir zunichst an ein spezielles Beispiel. Die Menge
der rationalen Punkte der Ebene E dringt derart in alle Teile
von E ein, daB in jedem noch so kleinen Kreise rationale Punkte
liegen. Ein #hnliches Verhalten zeigt sie auch zur Menge der ir-
rationalen Punkte, mit der sie zwar keinen Punkt gemein hat,
zwischen deren Punkte sie sich aber iiberall derart eindringt, daB
in beliebiger Nahe eines irrationalen Punktes stets rationale Punkte
liegen. Dies Verhalten, das mit dem Worte Dichtigkeit bezeichnet
wird, gibt AnlaB zu folgender allgemeiner Definition:

Die Menge 4 heiBt zu B dicht, wenn in jeder Um-
gebung eines Punktes von B mindestens ein Punkt von .f
liegt.

Dies besagt, daB jeder Punkt von B ein ¢-Punkt von . sein
soll; die Bedingung dafiir, daB 4 zu B dicht sei, ist also
(1) 4,2 B
oder die damit offenbar gleichbedeutende
2] 4,2 B,.
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Wenn 4 dabei Teilmenge von B ist, so sagen wir: 4 ist in B
dicht. Da dann auch 4, < B, so wird die Dichtigkeit von 4 in B
durch die Formeln

A= B, 4,=B,
dargestellt, von denen die zweite
ADC: Ba
fiir sich allein besagt, daB 4 und B zueinander dicht sind.

Ist 4 im Raume F dicht (4,= E), so sagt man wohl schlechthin:
A ist (absolut) dicht, und unterscheidet davon den allgemeinen Fall
als relative Dichtigkeit. )

Man erkennt unmittelbar die Richtigkeit der folgenden S#tze:

Jede Menge ist in sich selbst! und zu jeder Teilmenge, ins-
besondere zur Nullmenge dicht. Ist 4 zu B dicht, so ist auch 4
zu B, dicht; 4 ist in 4, dicht. Ist 4 zu B dicht, so ist jede
Menge = 4 zu jeder Menge < B dicht. Ist 4 zu B, B zu C dicht,
so ist auch 4 zu C dicht (transitives Gesetz).

Ferner gilt fiir beliebig viele Mengen das Summengesetz:

Ist 4, zu B, 4, zu B,usw. dicht, so ist auch 4A=8(4,, 4,,...)
zu B=@&(B,, B,, ...) dicht.

Denn es ist

4,268(4,,, 4,,,...)=2 &(B,, B, ...)=B.

Sind 4 und B zueinander dicht, so wollen wir sie kongruent?
nennen (4= B); diese Relation ist transitiv. Zwei kongruente Mengen
haben dieselben Berithrungs-, Haufungs- und isolierten Punkte; denn
aus 4,=B, folgt 4, ,=B,,, Ay=DBg und 4,— A,=B,—B;, 4,=B;.
Ist die eine Menge insichdicht, so auch die andre. Rine insichdichte
Menge 4 ist also in ciner perfekten Menge (nimlich 4,) dicht, und
umgekehrt ist jede in einer perfekten Menge dichte Menge insichdicht.
In jeder Klasse kongruenter Mengen gibt es eine und nur eine
abgeschlossene Menge (nimlich in der Klasse, zu der 4 gehort, die
Menge 4,); dies ist die groBte Menge der Klasse und alle andern
Mengen sind in ihr dicht. Ist 4, mit B, 4, mit B, usw. kongruent,
8o ist auch 4=8(4, 4,,...) mit B = &(B,, B,, -..) kongruent.

Im Folgenden ist es zweckmiBig, die sonst nicht benutste
Menge '

A=F—4,=(B— 4),

der duBeren Punkte von 4 (der inneren des Komplements) heran-

" yIn sich selbst dicht ist also von ,jinsichdicht“ zu unterscheiden (S.221).
* Das Zeichen = fiir eine symmetrische, transitive Relation ist so bequem,

daB man seine mehrfache Anwendung in verschiedenen Bedeutungen nicht be-
anstanden wird.
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zuziehen; ein solcher Punkt hat eine Umgebung, in der kein Punks
von A4 llegt. . ist zu 1/ dieht., wenn 1/ keinen iuBeren Punkt
vou .J enthilt.

Wir nennen .t zu M undicht, wenn entweder! /=0 oder
fir =0 wenn . zu 3/ nicht dicht ist; im letzteren Fall also,
wenn J/ mindestens einen #uBeren Punkt von .4 enthiilt, Von der
Undichtheit sind zwei Verschirfungen bemerkenswert:

A heiBt zu I nirgendsdicht. wenn 4 zu jedem Relativ-
cebiet von ) undicht (also zu keinem von Null verschiedenen
Relativgebiet von 1/ dicht) ist.

A heiBt zu [ total undicht, wenn 4 zu jeder Teil-
menge von ) undicht (also zu keiner von Null verschiedenen
Teilmenge von 1/ dicht ist.

- ist also zu I/ nirgendsdicht, wenn in jedem von Null ver-
schiedenen Relativgebiet von 1/ ein fuBerer Punkt von .{ liegt, d. h.
wenn T M, 1) in M dicht ist; .{ ist zu J/ total undicht, wenn 1/
nur aus HuBeren Punkten von . besteht oder auBerhalb A liegt
(M= 4.

Zur Nullmenge ist .1 gleichzeitig dicht, undicht, nirgendsdicht,
total undicht.

Hiernach ist das Summengesetz fiir alle vier Relationen un-
mittelbar klar:

Ist 4 zu den simtlichen Mengen 1/, J/, ... dicht, un-
dicht, nirgendsdicht, total undicht, so ist 4 auch zu ihrer
Summe M = (1, ,,...) dicht, undicht, nirgendsdicht, total
undicht.

Das bedarf héchstens fiir die Relation nirgendsdicht einer Er-
lauterung: wenn (J/, 4) in V,, D(V,, 4,) in M, usw. dicht sind,
80 ist ihre Summe (1/, 4) in I/ dicht.

Nach diesem Summengesetz existieren die groBten Teilmengen
von 3/, von denen im Folgenden die Rede ist.

Das Verhalten von _{ zu \/ hingt von den vier Mengen P, Q, ¢, I
ab, die wir der Reihe nach durch die Gleichungen definieren:

3) P="2(1, A)
(4) Q=—P=D( 4,)
() =20 0Q,)
(6) P=M— Q=230 0,)

P und ¢ sind in I/ abgeschlossen, @ und P’ Relativgebiete. Diese
Mengen haben folgende Bedeutung:

1 Diese sprachlich etwas anfechtbare Verabredung, eine Menge zur Nu%l-
menge gleichzeitig dicht und undicht zu nennen, dient der formalen Einfachheit.
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P ist die groBte Teilmenge von I, zu der 4 dicht ist.

Q ist die groBte Teilmenge von M, zu der 4 total un-
dicht ist.

Q ist die groBte Teilmenge von M, zu der A4 nirgends-
dicht ist.

P ist das groBte Relativgebiet von M, zu dem 4
dicht ist.

Die ersten beiden Sitze sind evident, da die betreffenden Teil-
mengen zu 4, resp. 4, gehdren miissen.

Der dritte folgt so: soll 4 zu M, < M nirgendsdicht sein, so
mubB Q =DM, 4,) in M, dicht sein, also

M, = DM, Q) = DM, Q)= @q.
Andererseits wird fir M; = @
Q,=93(0, 4)=3U, Q,, 4)=3(Q, Q)=0

und Q ist in @ dicht, also 4 zu Q' nirgendsdicht.

Der vierte Satz wird folgendermafen bewiesen. Soll P ein
Relativgebiet von M, also & = M/ — B in I abgeschlossen, und iiber-
dies 4 zu P dicht sein, so folgt der Reihe nach

%gP, g.% Q; Qag Qay
D=9, 0)=20Q, PP
andererseits ist P’ selbst ein Relativgebiet und = P (wegen ¢'= (),

also 4 zu P’ dicht.

Ist 4 zu M dicht, so ist

(7) P=M, Q=0, PP=M, ¢=0
-und jede dieser vier Glleichungen zieht die iibrigen nach sich.

Ist 4 zu M nirgendsdicht, so ist
8) P=0, Q=N
und Q in M dicht.

Ist 4 zu I total undicht, so ist
(9) P=0, Q=N
was natiirlich die Gleichungen (8) zur Folge hat.

Die vorstehenden Betrachtungen gewinnen vielleicht etwas an
Anschaulichkeit, wenn man von einer zu 3 dichten resp. total un-
dichten Menge sagt, daB sie M erfiillt resp. leer 148t. Dann ist
P die groBte von 4 erfiillte, Q die groBte von A leer gelassene Teil-
menge von J, P’ das groBte von A erfiillte Relativgebiet von I,
und wenn der von A leer gelassene Bestandteil @ seinerseits die
Menge 1/ erfiillt, so ist 4 zu M nirgendsdicht.

Ist 4 in M abgeschlossen, so ist P— 4, Q= M— 4; also 4 in
M dicht nur dann, wenn es mit / zusammenfallt, und nirgends-
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dicht. wenn sein Komplement Y — 4 in I/ dicht ist. Tst iiberdies
M der Raum E, so wird einfach (E= 4+ B)
P=.l, Q=218, (.)‘:BK, = “‘li'

Eine abgeschlossene Menge ist also (in /) nirgendsdicht dann und
nur dann, wenn sie keine inneren Punkte hat; abgeschlossene
nirgendsdichte Mengen sind identisch mit abgeschlossenen
Randmengen, also mit Gebietsgrenzen. Denn eine abgeschlossene
Randmenge . ist die Grenze des Gebietes E— .{, und die Grenze
eines Gebietes G ist abgeschlossen und der Rand von E— G. Ferner
sind abgeschlossene nirgendsdichte Mengen die Komplemente dichter
Gebiete.

Beispiele. Im euklidischen Raum sind Gebiete insichdichte Mengen,
also das Innere jeder Menge in ihrem Kern enthalten (4, < .I). und eine
separierte abgeschlossene Menge (., = 0) ist also gewiB nirgendsdicht. Aber
auch abgeschlossene Mengen mit nichtverschwindendem Kern, z. B. per-
tekte Mengen. konnen nirgendsdicht sein. Um auf der geraden Iinie
eine solche zu bilden, verstehen wir unter _I eine offene Strecke (a < & < b)
und unter

G=d,+d,+..==4
eine Summe von abzihlbar vielen, paarweise fremden Strecken, also ein
lineares Gebiet, das, weil unzusammenhiingend, sicher nicht mit der ganzen
Geraden identisch ist ‘§ 9). Damit das Komplement /* perfekt werde, ver-
meiden wir bei der sukzessiven Wahl der Strecken i, 4,, ..., daB zwei von

u

ihnen mit einem Endpunkt zusammenstoBen, der ja sonst ein isolierter
Punkt von I sein wiirde; die Figur zeigt den Anfang einer solchen Strecken-
wahl. Um endlich G dicht. also F' nirgendsdicht zu machen, lassen wir
7 etwa die Menge R='r, r,,...; der rationalen Zahlen einschliefen;
wir wihlen alle 4, mit irrationalen Endpunkten, bedecken 7, mit 4,
das erste (mit niedrigstem Index behaftete) von A, nicht eingeschlossene
7, mit 4,, das erste von 4,4 4, nicht eingeschlossene , mit 4, usw.
Hiermit wird R< @. also G auf der geraden Linie dicht. Wir werden
sehen, daB die perfekte Menge /' die Michtigkeit des Kontinuums hat;
Mengen so hoher Michtigkeit kinnen also nirgendsdicht sein. Man kann
sogar, wenn O, die Linge der Strecke 4, bedeutet, die Summe 24,
(das ,.LingenmaB* von () konvergent und beliebig klein machen, was ja
mit der angegebenen Konstruktion vertriglich ist; Gebiete von beliehig
kleinem LangenmaB kénnen die ganze Gerade dicht erfiillen.

Natiirlich kann man diese Konstruktion mannigfach abindern. Ein
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Beispiel (wo allerdings ='0, divergiert) ist das folgende: die Menge F'
bestehe aus den Zahlen, die eine Dez1ma1bruchentw1ck1ung

xl
X =1Ly, By ooo = + 100 + ...

zulassen, in der eine der Ziffern 1—38 mcht vorkommst, etwa die Ziffer 3;
d. h. z, ist eine beliebige ganze Zahl, aber z, (fiir natiirliches ) eine der
Ziffern 0—9 mit AusschluB der 8. Das Komplement G besteht aus den
Strecken, die von den Endpunkten A

%y, 3 und =z, 4

%y Ty 3 und  x,, % 4

Xy, 0 @, 3 und @y, z, 4 usw.

begrenzt sind (wieder mit «, & 8), diese Endpunkte selbst nicht mit-
gezihlt (z. B. gehort der Punkt 0,3 = 0,2999... zu F); G ist also ein
Gebiet und F abgeschlossen, inshesondere perfekt und nirgendsdicht, da
jeder Zahl von I sowohl solche Zahlen, die die Ziffer 8 nicht enthalten,
als auch solche, die sie enthalten, beliebig nahe kommen, jeder Punkf
von I7 also Hiufungspunkt sowohl von F als auch von G ist. I hat
die Méchtigkeit N - 9% = 2% des Kontinuums. Dieselben Betrachtungen
kann man natiirlich fiir andere Zifferdarstellungen veeller Zahlen durch-
filhven; das erste Beispiel dieser Art wurde von G. Cantor gegeben,
nimlich die Menge der Zahlen, in deren triadischer Entwicklung

x=x0—{—% + i‘: + ...
die Ziffer 1 nicht vorkommt.

DaB abgeschlossene nirgendsdichte Mengen der Ebene die Méchtig-
keit des Kontinuums haben konnen, ist trivial, da schon die Gebiets-
grenzen der Elementargeometrie (z B. eine gerade Linie oder Kreisperi-
pherie) solche liefern. Man kann aber auch die vorstehenden Betrach-
tungen auf die Ebene iibertragen, indém man unter den 4, Has Innere
von Quadraten, Rechtecken oder dgl. versteht, und so auch ein die Ebene'
dicht erfiillendes Gebiet von beliebig kleinem Flichenma8 konstruieren.

Wir haben der allgemeinen Theorie noch folgende Sitze hinzu-
zufiigen:

Ist 4 zu B dicht und G ein beliebiges Gebiet, so ist
auch D4, G) zu D(B, @) dicht.

Nach den Formeln § 6, (4) ist namlich
D4, ¢), =2 D(4,, &)= DB, &)
Sind 4, 4, Relativgebiete von M und in M dicht, so
ist auch ihr Durchschnltt D(4,, 4,) in M dicht.

Sel 4, =DM, @), 4,=D(M, G ), und beide in M dicht. Aus
dem vorigen Satze folgt, daB D(4,, G,) in DU, G,) oder D(4,, 4,)
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in d, dicht ist; da auwch 4y in M dicht ist, so ist nach dem
transitiven Gesetz Dy, oA,) in M dicht.

Im allgemeinen ist der Durchschnitt zweiler in M dichter Mengen
keineswegs in 1 dicht, wie die Mengen der rationalen und der
irrationalen Punkte der Ebene lehren.

Sind .l und .f, zu I nirgendsdicht. so ist auch ihre
Summe zu ![ nirgendsdicht.

Bildet man niimlich von .1, A, und .{=&(.(,,.1,) nach den
Formeln 3. 4 die zugehorigen Mengen P, P,, Pund Q, Q,, Q, so
15t wegen —1«=CQ»"1 v #lsy)

P= e\Pp Pg)v = :1“@1.' @)
Nun sind nach Annahme ¢, und ¢, in I/ dicht, beide sind ferner
Relativgebiete; nach dem vorigen Satz ist also auch Q in 1/ dicht,
also .1 zu [ nirgendsdicht.

Die beiden letzten Niitze tibertragen sich unmittelbar von zwei
auf eine endliche Anzahl von Mengen. Fiir abzihlbar viele Mengen
werden sich erst spiiter beschrinkte Analoga dieser Sitze ergeben
(Kap. VIII. § 9

Fir jede Menge .t ist die Menge .{; der isolierten
Punkte in der Menge ., der separierten Punkte dicht.
Erinnern wir uns aus § 3 der Zerlegungen

A=yt = Ayt A,

Um die Behauptung .I, _41 zu beweisen, nehmen wir an,
z sel kein ¢-Punkt von .1; es gebe also eine Umgebung U,, die
keinen isolierten Punkt von .{ enthilt. Die Menge B="2[(, U) ist
dann insichdicht, denn jeder ihrer Punkte ist Hiufungspunkt von .1,
also auch von [;: oder wegen B< .1, und § 6 (4) ist

B,2 T4, L)=2 L\B U)
Demnach gehort B zu ., m ist sicher keln Punkt von .l ; um-
gekehrt muB also ein Punkt von A, ein «-Punkt von ., sein.

Insbesondere ist in einer separierten Menge (4 =.1) eine iso-
lierte Menge dicht. [mgekehrt braucht aber eine Menge .1, in der
eine isolierte Menge dicht ist (welche - .

Menge iibrigens notwendig 4. ist, da

sie dieselben isolierten Punkte wie A

hat), nicht separiert zu sein. Wir konnen

2.B. in der euklidischen Ebene eineiso- . .. ... 1. ... ... ...
Jierte Menge J angeben (etwa die Menge - rriiririsisilaiilal
der Punkte mit den rechtwinkligen Ko-

ordinaten z = ;Z—, Y= 71—, wo m eine ganze Zahl und n =1, 2, 4,8, ...

ist), deren Ableitung .J, die Abszissenachse ist; dann ist J in der
Menge A =J+ J,=J, dicht, wihrend 4,=7J, ist.
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§ 9. Mengen reeller Zahlen.!

Teils als Anwendung des Bisherigen, teils zur Vorbereitung
spaterer Entwicklungen schalten wir am Ende dieses Kapitels einige
Betrachtungen iiber Mengen reeller Zahlen (oder Punktmengen auf
der geraden Linie) ein; auch einige dem Leser bekannte Grund-
begriffe der Analysis bediirfen einer mengentheoretischen Be-
leuchtung. L

Die Entfernung zweier reeller Zahlen ist zy = |z —y|; die damit
definierte (sphérische) Umgebung U, mit dem Radius ¢ ist die Menge
der Zahlen y, fir die z—p<y<z+o. Hiernach sind e-Punkte
oder ¢-Zahlen usw. wie in der allgemeinen Theorie zu definieren.
Eine konvergente Menge ist abzihlbar, denn ist z =1lim 4, so ist die

Menge 4 der Zahlen von 4,. fir die ox = %, endlich, und 4 ist die

Summe &(4,;, 4,,...) mit eventueller Hinzunahme der Zahl z selbst.

Eine Menge 4 reeller Zahlen heiit nach unten beschrankt,
wenn es eine Zahl w gibt, die kleiner ist als alle Zahlen von 4
(v < a); nach oben beschrinkt, wenn es eine Zahl v gibt, die
grofer ist als alle Zahlen von @ (v >a); beschrinkt schlechthin,
wenn beides der Fall ist, also alle Zahlen von A4 zwischen zwei
festen Zahlen liegen (w<a<v). Die endlichen Mengen sind be-
schriankt; auch die Nullmenge rechnen wir dazu.

er werden zeigen, daB sich hier die Begriffe beschrankt
und kompakt decken. Zunichst ist sofort klar, daB eine nicht
beschrinkte Menge divergente Teilmengen enthilt, also nicht kom-
pakt ist; demnach ist eine kompakte Menge beschrankt, Denn
ist 4 etwa nicht nach oben beschrinkt, so 1aBt sich aus 1hr eine
Zahlenfolge herausgreifen gemiB den Unglemhungen

o =a+1, a,=a,+1,

und die Menge {a;, a,, a4, ...] hat offenbar keine Hiufungszahl.
Nachher wird sich herausstellen, daf umgekehrt eine beschrinkte
Menge kompakt ist,

Nach der Dedekindschen Definition der Irrationalzahlen,
woriiber in Kap. IV, § 5 das Notige gesagt ist, ist die natiirlich
geordnete Menge 7 der reellen Zahlen stetig, d. h. wenn sie in
zwei nichtverschwindende Teilmengen 7= U7+ V derart zerlegt wird,
dab jede Zahl w (von U) kleiner als jede Zahl » (von V) ist, so hat
entweder U eine groBte oder 7 eine kleinste Zahl. erd diese
mit z bezeichnet, so kann z selber ein u oder ein » sein, aber fir
jedes positive o ist 2 —p ein w und z+ ¢ ein ». Wir sagen, die

' Vgl. dazu Kap. I, § 11.
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Zerlegung T= 0"+ 1 bestimmt die Zahl », und nennen cine
solche Zerlegung (wo 17, " nicht verschwinden) cine cigentliche Zer-
legung. Den uneigentlichen Zerlegungen 0+ 7, 7'+ 0 ordnet man
die uneigentlichen Zahlen - o, 400 zu: davon sehen wir aber
im folgenden ab.

Wenn in einer Meuge . reeller Zahlen eine kleinste Zahl vor-
handen ist, so nennen wir sie das Minimum von _{ und bezeichnen
sie mit min d{; entsprechend ist max.{ zu erklaren.

Ist nun _{ eine Menge reeller Zahlen, so verstehen wir unter
u.. %, u jede reelle Zahl, die keine, resp. nur endlich viele, resp.
hochstens abzéhlbar viele Zahlen a von . iibertrifft,! und unter
v, 5 r, Jede reelle Zahl, die das Gegenteil tut, die also mindestens
eine, resp. unendlich viele, resp. unabzihlbar viele Zahlen a iiber-
trifft. Wenn es solche Zahlen gibt, ist

u, < Tyy uﬂ < vﬁ, "r < rr
und wir erhalten also drei Zerlegungen
T=U+V,=Us+Vy=U+7V,;

indessen braucht es nicht alle zu geben und die Zerlegungen kionnen
uneigentliche sein. Noweit es eigentliche Zerlegungen sind, be-
zeichnen wir die durch sie bestimmten Zahlen mit & . &, & und
wollen zeigen, daB dies die kleinste «-Zahl, g-Zahl, y-Zahl
oder die kleinste Beriihrungszahl. Hiufungszahl, Verdichtungszahl
von A 1st, also

§=mind, §=mind, &=min.d.

Um kurz zu sein, verstehen wir unter .(z) die Menge der
Zahlen von 4, die kleiner als x sind, unter o eine positive Zahl,
unter J einen der drei Indices «, ;7, y und unter %, eine der drei
Kardinalzahlen

a

k=1, lky=R8,, k=8,

Dann ist £, - o ein v;, & — o ein u;, also A(§;+ o) von der Michtig-
keit =k, /&, — o) von der Machtigkeit <k,, .1(&54- 0)— A(§;— 0)
von der Machtigkeit = k,. Diese Differenz gehort der Umgebung
von & mit dem Radius 2p an. Da o beliebig ist, so enthilt jede
Umgebung von &, mindestens &, Punkte von 4, &, ist ein Pul:lk'ﬁ
von 4,. Andererseits ist £ — 20 kein Punkt von 4;, denn seine
Umgebung mit dem Radius ¢ gehort zu A(§;— o) und enthilt
weniger als &, Punkte von 4. Da also kein Punkt <&, zu 4; ge-
hort, so ist &, = min 4,.

1 b iibertrifft a, heibt: b >a.
Hausdorff, Mengenlehre. 17
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Entsprechende Betrachtungen fiihren zu den drei Zahlen
7, = max 4, 7y = MAax Aﬁ, 7], = Max Ay;
dabei ist (soweit diese Zahlen existieren) offenbar
§u§§ﬁ§§7§”77§nﬁ§"7m
weil ja 4, =2 Ag= Ay und stets min 4 = max 4.

Die Benennungen dieser Zahlen gehen sehr auseinander. s
finden sich fiir &, die Namen untere Schranke von 4 (M. Pasch),
untere Grenze (K. Weierstrass); fir&, untere Grenze(M.Pasch),
untere Unbestimmtheitsgrenze (P.du Bois-Reymond),
unterer Limes (A. Pringsheim) usw., mit den entsprechenden
fiir 7, g Wir schlieBen uns den Bezeichnungen von M. Pasch
an: §, die untere Schranke, &, die untere Grenze von 4.

Es ist noch die Frage, wann diese Zahlen existieren, wann
also, um nur von den & zu sprechen, die obigen Zerlegungen eigent-
liche sind. Die Menge A wird natiirlich von Null verschieden an-
genommen. Zahlen u, existieren dann und nur dann, wenn 4 nach-
unten beschrinkt ist, Zahlen v, existieren stets. Also existiert die
untere Schranke & dann und nur dann, wenn 4 nach unten be-
schrinkt ist; insbesondere hat eine nach unten beschrinkte,
abgeschlossene Menge stets ein Minimum min 4, = min 4.
Zur Existenz der unteren Grenze &, ist notwendig und hinreichend,
daB 4 nach unten beschrinkt und 4, von Null verschieden sei; zur
Existenz von & ist notwendig und hinreichend, daf 4  von Null
verschieden und nach unten beschrinkt sei. KEntsprechende Be-
dingungen (Beschrinktheit nach oben) gelten fiir die 7.

Ist 4 beschriinkt und unendlich, so existieren auBer &, und 7,
auch sicher &, und 7, Denn dann ist jede Zahl &, —g (0> 0)
ein u, u.nd jede Zahl 5,4 ¢ ein vy, also existiert §,, und das
gleiche gilt von n,- Das besagt insbesondere:

(Satz von Bolzano-Weierstrass) Jede beschrinkte un-
endliche Menge reeller Zahlen hat mindestens eine Hiau-
fungszahl. '

Mit andern Worten: jede beschrinkte Menge ist kompakt; be-
schriinkte und kompakte Mengen sind hier identisch.

Konvergente Mengen sind demnach beschrinkte Mengen mit
einer einzigen Hiufungszahl; dazu ist die Existenz und Gleichheit
von §, =7, notwendig und hinreichend. '

Man schreibt auch

§ﬂ = liminf 4, N, = lim sup 4
und im Falle der Gleichheit §g=1,=lim 4.



£ 9. Mengen reeller Zahlen, D54

Es ist evident. wie alle diese Begriffe auf Zahlenfolgen
U =(a, a,. ...) zu lbertragen sind und zu den Zahlen (vgl. § 5)
S.=minA, , =max?,
S = min? = max Y
$;=in Jﬁ, 1,3 = Max JI;
fithren; man schreibt dann auch
f =lminf¥ =liminfe, 7, =limsupA=limsupa ;
” n

zur Konvergenz der Folge ist die Existenz und Gleichheit dieser
beiden Zahlen

-

=15, =lmA=lima,
notwendig und hinreichend.

Den Zusammenhang zwischen diesen Limesbildungen fiir Zahlen-
folgen und denen fir Mengenfolgen haben wir bereits in Kap. I,
$ 11 kennen gelernt, wobei wir dem Leser iiberlassen wollen, die
dort und hier aufgestellten Definitionen fiir Schranken und Grenzen
in Einklang zu bringen.

Wir sind jetzt auch, das erste Mal, in der Lage, zusammen-
hangende Mengen anzugeben, die nicht blof aus einem Punkte
bestehen, namlich:

Ein Intervall reeller Zahlen ist stets zusammen-
hingend.

C sei die Menge der Zahlen r des Intervalls a =z =15 (a< ).
Sei "= P+ Q eine Zerlegung in zwei nichtverschwindende ab-
geschlossene Mengen; a gehore zu P, und ¢ =min Q sei die kleinste
Zshl von Q (die Existenz dieses Minimums wurde oben festgestellt.
Dann ist a< ¢=b5; die Zahlen a =z< g gehéren zu P, und ¢
wire Hiufungszahl von P, also P im Widerspruch zur Voraus-
setzung nicht abgeschlossen. Also ist die angenommene Zerlegung
unmoglich, ¢ zusammenhéingend.

Nach § 7, I ist eine Mcnge C reeller Zahlen zusammenhingend,
wenn zwei verschiedene Punkte @, b von ibhr in einem zu C gehérigen
Intervall liegen, wenn also jede Zahl zwischen & und & ebenfalls
zu C gehort. Diese Bedingung ist aber auch notwendig, denn
wenn z zwischen a und b liegt und nicht zu C' gehort, so zerfillt ¢
in zwei Relativgebiete, namlich die Menge seiner Zahlen <z und
>z. Danach ist eine zusammenhingende Menge C reeller Zahlen
identisch mit einem Stiick (Kap. IV, & 4) der natiirlich geordneten
Zahlenmenge 7, und es gilt im Sione der Addition geordneter Mengen
eine Zerlegung

T=B+ C+ D,
wobei B und D noch Null sein konnen oder nicht. Beachtet man
1%
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iiberdies die Stetigkeit von 7, so sieht man, daB es nur folgende
zusammenhiingende lineare Mengen gibt (geometrisch ausgedriickt):
die ganze Gerade T;
Halbgerade mit oder ohne Endpunkt, d. h. die durch
r=a, z>a, =0, b
definierten Mengen;

Strecken mit beiden, einem oder keinem Endpunkt, d. h. die

fir e < b durch
e=z=0, aLx=0b, a=zx<b, a<z<}b

definierten Mengen;

Mengen, die aus einem einzigen Punkt bestehen.

Zusammenhingende lineare Gebiete sind T selbst, die offenen
Halbgeraden (z>a, < b) und die offenen Strecken (o << b); zu-
sammenhingende abgeschlossene Mengen sind T, die Halbgeraden
mit Endpunkt, die Strecken mit beiden Endpunkten und die ein-
punktigen Mengen.

Weitere Eigenschaften der linearen Punktmengen werden im

folgenden Kapitel bei der Theorie der metrischen, euklidischen
Réume usw. zur Sprache kommen.

Achtes Kapitel.
Punktmengen in speziellen Réumen.

§ 1. Gleichwertige Systeme von Umgebungen.

Wenn in der Menge % nebst den Umgebungen U, noch ein
zwgites System von Umgebungen 7, vorhanden ist, das den vier
Axiomen (A) bis (D) in Kap. VII, § 1 geniigt, so bleiben die Entwick-
lungen des vorigen Kapitels auch fir diese neuen Umgebungen in
Kraft, aber die neuen Mengen A, usw. brauchen mit den alten
{la usw. natiirlich nicht identisch zu sein. Sollte aber, und zwar
fir jede Menge 4, 4, = A, sein, so lehrt die in Kap. VII, § 8 am
nde besprochene Zuriickfihrung aller Begriffe auf den Grund-
begriff des ¢-Punktes, daB dann auch Ap=A4,, 4,=4, Ay =4, uSW-
ist, fiaB also die Resultate des vorigen Ka/i)itelg nicht nur formal
richtig, sondern auch dem Inhalt nach unverindert bleiben. Wir
wollen die beiden Umgebungssysteme in diesem Fall gleichwertig
nennen. Die Bedingung dafir 158t sich leicht in folgende Form
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bringen: die beiden Systeme von Umgebungen (7, 1, sind
cleichwertig dann und nur dann, wenn jedes (7, ein 17, und
jedes 17 ein U7, als Teilmenge enthiilt. In der Tat, wenn es
cu jedem 1 ein U, = 1, gibt, so ist .{ < .A,; denn ist 2 ein
«-Punkt von .(, so enthilt jedes U, also auch jedes I”, mindestens
einen Punkt von .{, und z ist auch («)-Punkt von .{. Gibt es um-
gekehrt zu jedem U, ein V, =7, so ist .4 = .1, und ist beides
der Fall, so ist .{,= .{_,. Die Bedingung ist also hinreichend; dal
sie auch notwendig ist, sieht man folgendermaBen. Gibt es nicht
zu jedem T ein ", < 1, so sel V ein solches I". zu dem es kein
U< Vgibt. Fur jedes [, ist also DT, N+ U, DU, E— I von
Null verschieden; das heiBit aber, daB = ein @-Punkt von F— I ist,
wahrend es kein (¢-Punkt dieser Menge ist. Sobald also unsere
Bedingung nicht erfillt ist, gibt es Mengen, fiir die 4= d_.

Die genannte Forderung, mit den Umgebungsaxiomen fir die 17,
vereinigt. fithrt unmittelbar zu der folgenden notwendigen und hin-
reichenden Gleichwertigkeitsbedingung: die 1, miissen (nach der
alten Definition auf Grund der U) Gebiete sein, die den Punkt =
enthalten, und jedes ), muB ein I, als Teilmenge ent-
halten.

Wir geben einige Beispiele.

(1) Im euklidischen Raume E, sei 17, die Menge der Punkte y,
die fir ein positives o den Ungleichungen

=y <oy jo, =y <oy ooy |2, —y, <0

genfigen, also das Innere eines n-dimensionalen Wiirfels mit dem
Mittelpunkt » und Kanten parallel den Koordinatenachsen. Diese
kubischen Umgebungen sind mit den sphirischen U, gleichwertig;
sie konnen iibrigens wie diese durch Entfernungen definiert werden,
indem man als Entfernung zy das Maximum der » GroBen
#,—y, (i=1.2...., n) festsetzt. Ahnlich verhalten sich ellipsoidische
Umgebungen u. dgl.

(2, In E_sei 17, die Menge der Punkte y, die fiir ein positives ¢
den Bedingungen

B =Yy <Oy By=Yyy oeey B, =Y,

geniigen, also das Ipnere einer zur ersten Koordinatenachse par-
allelen Strecke. Da (fir n>>1) diese 7V, keine Gebiete im Sinne
der gewohnlichen Definition sind, so sind sie mit den sphirischen
Umgebungen U, nicht gleichwertig. In der Tat hat hier z. B. eine
der zweiten Koordinatenachse parallele Gerade 4 keinen Haufungs-
punkt, also A, =0, wahrend 4,=_1 ist.

Von allgemeinerem Charakter und fiir das Folgende sehr wichtig
sind die beiden nichsten Beispiele.
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(3) Ist B ein metrischer Raum, U, eine sphirische Umgehung,
so verstehe man unter V, eine sphirische Umgebung mit rationalem
Radius. In diesem System der 7, das mit dem der U, gleich-
wertig ist, ist die Menge der Umgebungen eines bestimmten Punktes &
héchstens abzdhlbar.

(4) Ist £ ein metrischer Raum, in dem eine abzihlbare
Menge R dicht ist (wie im euklidischen die Menge der rationalen
Punkte), so betrachten wir jetzt nur die Kugeln U mit einem zu R
gehorigen Mittelpunkte » und mit rationalem Radius ¢; als Um-
gebungen V_ eines Punktes z mogen dann alle diejenigen U, be-
zeichnet werden, die den Punkt z enthalten. Wir zeigen, daB diese
V, mit den U, gleichwertig sind. Zunichst ist jedes 7, ein Gebiet,
dag z enthilt. Um sodann zu beweisen, daB jedes U, ein V_ ent-
hilt, verstehen wir unter U, eine Kugel mit dem Mittelpunkt # und
dem Radius §. HEs gibt dann einen Punkt r, fir den zr< 3§ Ist
ferner o eine rationale Zahl derart, daB oc7<g<—%§, und U, die
Kugel mit dem Mittelpunkt » und dem Radius ¢, so enthilt U,
den Punkt o (rz < g) und ist in U/, enthalten, denn aus ry< o folgt

zy=wr+ry< 20§
Dieses U, ist also ein V, < U,.

In diesem Beispiel ist nicht nur, wie im vorigen, bei festem
die Menge aller 7, sondern die Menge aller verschiedenen 7
hochstens abzihlbar; iibrigens ist sie genmau abzshlbar, da nach
Kap. VIL, § 2, (6) ein Raum mit endlich vielen Umgebungen auch
nur endlich viele Punkte hat (und umgekehrt), wihrend hier B2 R
unendlich angenommen ist.

Wir werden uns nun dem gewdhnlichen Raume und den ihm
néchstverwandten Mengen um einen groBen Schritt nihern, wenn wir
im Kinklang mit den letzten Beispielen zu den Voraussetzungen des
vorigen Kapitels die hinzunehmen, daf das System der Umgebungen
Ug4mit einem System von Umgebungen V, gleichwertig sei, das ent-
weder als Ganzes abzshlbar ist (Beispiel (4)) oder wenigstens jedem
einzelnen Punkte hochstens abziihlbar viele Umgebungen zuordnet
(Beispiel (3)). Da wir uns an eine bestimmte Bedeutung der U,
nicht gebunden haben, so konnen wir dem System der U, selbst
die soeben genannten Eigenschaften beilegen. Wir ziehen vor, zu-
nichst die allgemeinere, sodann die speziellere Eigenschaft fiir sich
zu postulieren und ihre Konsequenzen zu entwickeln, also die Be-
ziehungen zum Abzihlbaren, die wir dem Raume aufzuzwingen
im Begriff sind, in zwei Stufen zu trennen. Indem wir im itbrigen

also die Umgebungstheorie (ohne metrische Spezialisierung) noch
festhalten, unterscheiden wir die zwei
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Abzihlbarkeitsaxiome:
K Fur jeden Punkt . ist die Menge seiner verschiedenen Um-
gebungen [7. hochstens abzidhlbar.
B Ihe Menge aller verschiedenen Umgebungen (~ ist abzihlbar.

§ 2. Dax erste Abzithlbarkeitsaxiom.

Die Konsequenzen dieses schwiicheren Axioms betreffen haupt-
siichlich konvergente Mengen und Folgen, die erst jetzt eine wich-
tigere Rolle zu spielen beginnen.

I Jede konvergente Menge ist abzihlbar.

Die Menge der verschiedenen Umgebungen eines Punktes z ist
endlich oder abzihlbar: um beide Fiille im Folgenden nicht immer
unterscheiden 2zu miissen, denken wir uns diese Umgebungen in
Gestalt einer Folge 17,715, ... gebracht, indem wir eventuell eine
von ihnen unendlich oft schreiben. Der Durchschnitt aller dieser

Umgebungen besteht aus r allein (3. 217), es ist also

p— ]
l«"“»\]]) 99 )

E—iri=8E—1,,E=T1,,...).
Schneiden wir dies mit 4 und ist lim .l =z, so kommt linkerhand .1
oder _{ —Jz{, rechterhand die Summe der Durchschnitte 2(.{, B — V),
deren jeder nach der Definition der Konvergenz endlich ist, also
eine hichstens abzihlbare Menge. . ist also hochstens abziahlbar
und als unendliche Menge genau abzihlbar.

Ferner gilt der wichtige Satz von der Trennbarkeit der
Hiufungspunkte:

II. Ist z ein Haufungspunkt von B, so hat B eine nach
r konvergente Teilmenge.d (lim .{=2).

Sind wieder 77, 17,... die Umgebungen von z, so setzen wir

G =DV Ve V) (G2 G, 2..0).
Jedes G ist ein Gebiet und enthdlt z, also auch eine Umgebung
von z und demnach unendlich viele Punkte von B; man wihle unter
diesen einen Punkt 2, so, daB der Reihe nach a, a,, a, ... paar-
weise verschieden sind; .1 sei die Menge dieser Punkte. Jede Um-
gebung von z enthilt fast alle Punkte von .I, denn 17, enthilt
Gpy Opyys By gy - 2180 ist z=1lim .

Ebenso hat eine Folge mit dem Haufungspunkt z eine nach =
konvergente Teilfolge.

Beilaufig folgt daraus, daB es sicher unendliche isolierte Mengen
gibt, falls der ganze Raum FE unendlich ist. Denn entweder (was
nach den bisherigen Voraussetzungen nicht ausgeschlossen wire) ist
E selbst isoliert; oder es sei z ein Punkt von F, und 4 eine wie
soeben konstrulerte nach z konvergente Menge, die den Punkt z
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selbst nicht enthilt. Diese ist isoliert, weil sie ihren einzigen Hiiu-
fungspunkt nicht enthilt.

Aus II folgt auch, daB eine in sich kompakte Menge B
(d. h. von der jede unendliche Teilmenge mindestens einen Haufungs-
punkt in B hat) abgeschlossen ist. Denn ist x ein Haufungs-
punkt von B, A4 eine nach z konvergente Teilmenge, so muf 4
einen Hiufungspunkt in B haben, und da z der einzige Punkt von
4, ist, so gehort x zu B. ~Abgeschlossene kompakte Mengen und
in sich kompakte Mengen sind identisch.

Wir wollen hier einmal ein Gegenbeispiel geben, wonach der Satz IL
ohne das erste Abzihlbarkeitsaxiom nicht zu gelten braucht. F sei ein
euklidischer Raum und U seien die gewdhnlichen sphiirischen Umgebungen:
wir definieren neue Umgebungen V,_, als die Mengen, die aus den U,
durch Weglassung endlich oder abzihlbar vieler Punkte bestehen (aber
den Punkt z enthalten) Auch die V7 erfiillen die Umgebungsaxiome.
Offenbar ist nun ein H&#ufungspunkt auf Grund der neuen Umgebungen
ein Verdichtungspunkt im gewothnlichen Sinne und umgekehrt; in § 8
werden wir sehen, daf eine Menge des euklidischen Raumes entweder
keinen oder unabzihlbar viele Verdichtungspunkte hat; Mengen mit einem
einzigen Héufungspunkt und insbesondere konvergente Mengen existieren
also auf Grund der augenblicklichen Verabredung nicht.

Weiter beweisen wir:

ITI. Die ¢-Punkte einer Menge sind identisch mit den
Limites konvergenter Folgen von Punkten der Menge.

Ist namlich B eine beliebige Menge, 9 eine konvergente Folge
von Punkten aus B, so ist x=1im 9 ein @-Punkt von B, wie un-
mittelbar klar ist. Umgekehrt, ein ¢-Punkt 2 von B ist als Limes
einer solchen Folge U darstellbar. Denn gehort z zu B selbst, so
ist er Limes der Folge (z, x, »,...); gehort « nicht zu B, also zu
By, so gibt es nach II eine nach x konvergente, also nach I ab-
zéhlbare Teilmenge 4 < B, und schreibt man diese als Folge A, so
ist z=1lim 9.

Wir wollen dem Leser iiberlassen, sich klar zu machen, daB
die 3-Punkte von B die Limites konvergenter Folgen von paar-
weise verschiedenen Punkten der Menge B sind.

Auch die abgeschlossenen Limites einer Mengenfolge

(Kap. VII, § 5) kinnen jetzt mit Hilfe konvergenter Folgen erklirt
zerden; nimlich L = Lim inf 4, als Menge aller Punkte lim 8 und
M=Limsup 4, als Menge aller Punkte lim&. Dabei bedeute wie
damals P={p,p,,...} eine Folge aus fast allen, Q= {5 gy -} BiOE
Folge aus unendlich vielen natiirlichen Zahlen,

B=(a,, @) und D=(a_,a
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entsprechende konvergente Punktfolgen, a, cinen Punkt aus .1,.
[n der Tat sieht man unmittelbar, daB fiir »=lim} resp.  =lim O
jede Umgebung von 2 Punkte mit fast allen resp. unendlich vielen
Mengen A gemein hat, daB » also zu L resp. zu il gehort.  Um
auch die U mLehxunv zu bew elsen bezeichnen wir wieder die siimtlichen
Umgebungen von z mit 17, 15.... und fithren dic Gebiete G, ein wie
beim Beweise von II. Geh(irt nun erstens .« zu L. so hat jedes (i
Punkte mit fast allen 4 gemein, d. h. fir n=mn,, wobei wir
< ng< ... annehmen diirfen. Demgemii sei, fir », =n<n
a, ein Punkt von (G _,.1). Von der Folge

m41?

‘ll == (d"l, a"l_H, (1-"‘+2, ...)
enthdlt dann ¥, = G_ alle Punkte a, fir n =n,, also ist 2 =lim §.
Gehort zweitens = zu J/, so enthilt jedes G, Punkte von unendlich

vielen .I,. und wir konnen die Zahlen ¢, < ¢, < g,< ... s0 bestimmen,
daB mindestens einen Punkt a, von d, enthilt. Von der Folge

i .
L=, aqu @pse .

enthilt dann 17 alle Punkte @  fiir n=¢,_, also z=1im Z.

Wenn alle 4, von O verschieden sind, kdnnen wir auch sagen:
L ist die Menge aller Limespunkte und 1/ die Menge aller Haufungs-
punkte von Folgen iz, a,, a,. ...).

Wir haben in diesem Paragraphen die Wichtigkeit der kon-
vergenten Folgen erkannt. Hier vereinigt sich auch unsere Dar-
stellung mit der auf den Limesbegriff (vgl. Kap. VII, § 1) ge
griindeten allgemeinen Mengentheorie von M. Fréchet, der wir
einige Worte zu widmen haben. In dieser Theorie ist anfinglich
weder von Entfernungen noch von Umgebungen die Rede, sondern
die Folgen % =(a,, a,,...) aus Elementen (Punkten) der Menge I
sind die Quelle aller Beziechungen. Es bestehe dann eine Funktion

=f13;, die gewissen (nicht allen) Folgen % Punkte z von K zu-
ordnet. Eine solche Folge, der ein Punkt zugeordnet ist, heifle
konvergent, der zugeordnete Punkt z = f(%) heie der Limes
von U und werde mit
z=lmA=lima,
bezeichnet; und diese Zuordnung erfille die beiden Konvergenz-
axiome:

(%) Eine aus gleichen Punkten bestehende Folge
(0,2, a,..) ist konvergent und hat den Limes a.

(B, Jede Teilfolge (a,, a,,...) einer konvergenten Folge
(@gs Bgs e}y WO 8180 By, 7y oo wachsende natiirliche Zahlen
sind, ist wieder konvergent und hat denselben Limes.
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Wir definieren, indem wir uns iibrigens unserer eigenen Formel-
sprache bedienen, zu einer Menge 4 = E wieder die ¢-, 8-, y-Punkte:

= heiBt ein «-Punkt von 4, wenn er Limes einer konvergenten,
aus Punkten von 4 bestehenden Folge ist.

@ heiBt ein B-Punkt von 4, wenn er o-Punkt jeder Teilmenge 4’
von A ist, die alle Punkte von 4 bis auf endlich viele enthilt
(4 — A endlich).

« heiBt ein y-Punkt von 4, wenn er ¢-Punkt jeder Teilmenge
A" von A ist, die alle Punkte von 4 bis auf hochstens abzihlbar
viele enthdlt (4 — 4” hochstens abzéhlbar).

Unter den Folgen, die nach einem B-Punkt (Haufungspunkt)
z von A konvergieren, miissen sich welche befinden, die unendlich
viele verschiedene Punkte enthalten. Denn gehdrt z nicht zu 4,
so ist @,Fx; es konnen dann nicht unendliche viele @, gleich sein
(@, =a, =...=a), weil sonst nach (), (B) lima, = a2 wire, und
die Folge enthilt also unendlich viele verschiedene o,. Gehort «
aber zu 4, so soll # ja auch «-Punkt von A4 —{z} sein, und
der Schlufl vollendet sich wie soeben. Unter Beachtung von ()
ist also ein Haufungspunkt als z=1limg, mit paarweise ver-
schiedenen a, darstellbar, und umgekehrt ist ein solcher Punkt
stets Haufungspunkt. Ein Hiufungspunkt kann demgemiB als Limes
einer konvergenten, aus paarweise verschiedenen Punkten von 4 be-
stehenden Folge erklart werden (so Fréchet, der den Begriff
«-Punkt nicht benutzt). Die vorstehende Uberlegung enthalt zu-
gleich den Beweis der (leichung

A, =8S(4, 4y).
Ein y-Punkt kann auch als f-Punkt jeder Menge A” (4—4"
hochstens abzihlbar) erkliart werden.

Eine Menge heifit abgeschlossen, wenn 4 = 4, oder 4 = 4, usw.

Wir wollen die weitere Entwicklung dieser Theorie hier nicht
verfolgen. In gewisser Beziehung ist unsere Umgebungstheorie all-
gemeiner als die Lime/stheorie, da wir zun#ichst keine Beziehung
zum Abzihlbaren voraussetzen (die erst durch das Axiom (E) hinein-
kommt); in anderer Hinsicht steht es wieder umgekehrt, da die
Limesaxiome (), (B) noch sehr wenig aussagen und einen grofen
S.pielraum fir weitere Moglichkeiten offen lassen. In dieser Be-
ziechung moge ein erheblicher Unterschied bemerkt werden: auf
Grund der beiden Axiome (), (B) allein braucht eine
Menge A, nicht abgeschlossen zu sein. Dafiir gibt es ein
Interessantes Beispiel, auf das wir spiter noch zuriickkommen werden.

' In Kap. VII, § 3 haben wir zum SchluB die #- und y-Punkte in gleicher
Weise auf die «-Punkte zurlickgefiihrt.
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Als Elemente Punkte) figurieren die reellen Funktionen = ()
ciner reellen Variablen ¢. Die Definition des Limes sei
r=limz,,

wenn fir jedes einzelne ¢ im gewdhnlichen Sinne der Konvergenz
von Zahlenfolgen

z /) =limx ().
Ist nun etwa F die Menge der stetigen Kunktionen f{f), so ist
G =F, die Menge der durch konvergente Folgen stetiger Funktionen
definierten Limites

g(ty=1lim 7, 1)
und H=G_ = F,__ die Menge der durch konvergente Folgen von
Funktionen g(¢} definierten

L(f)=lim g (f).
Die Funktionen g(¢) konnen nun zwar unstetig sein, indessen, wie
wir spater (Kap. IN, ¢ 4) sehen werden. haben sie immer auch Stetig-
keitspunkte. Dagegen kinnen die Funktionen A(f) bereits iiberall
unstetig sein, und daher ist H>= G, also (7 = I nicht abgeschlossen.
Z. B. ist die Funktion

T 1

g = lim -
iiberall Null his auf ¢/0.=1: bringt man dann die rationalen Zahlen
in eine Folge r, r,, ..., so ist die Funktion

gl =9t —r)+glt—r)+... +9(—7)
immer noch dem System G angehorig, dagegen die Funktion
h(ty=limg (£, =gt —r)+ gt —7,)+ ...
an allen rationalen Stellen Eins, an den irrationalen Null, also
iiberall unstetic. Eine andere Darstellung (Dirichlet) derselben
Funktion als Limes von Limites stetiger Funktionen ist
h(t, = lim lim (cos m ! mt)*".

Es ist lehrreich, als Gegenstiick denselben Fall mit anderer
Definition des Limes zu betrachten. Definieren wir, indem wir der
Einfachheit halber nur beschriankte Funktionen z=z(f) zulassen,
als Entfernung xy die obere Schranke! von |x(f) —y(f), so sind die
Entfernungsaxiome (S. 211) erfillt und die damit definierten Um-
gebungen [, erfillen die Umgebungsaxiome. Wenn wir uns dabei
auf rationale ,Radien“ o (in der Bedingung zy < o) beschrinken, so
gilt auch das erste Abzahlbarkeitsaxiom (E) und der Satz IIT, dab

! Vgl. dazu Kap. VII, § 9. Die obere Schranke einer Funktion ist die
obere Schranke der Menge der Funktionswerte.
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die Elemente von 4, die Limites konvergenter Folgen von Elementen
aus A sind. Die Konvergenzbedingung ist jetzt aber eine andere

als soeben: es ist
z=limax,,

wenn in jeder Umgebung zy < o fast alle z, liegen, und dazu ist
notwendig und hinreichend, daf fir jede positive Zahl ¢ von einem
gewissen Index an
|2, () — =) <o

ist fiir alle . Das ist nun mehr als bloBe Konvergenz von z,()
nach z(f) fir jedes einzelne #, namlich gleichmiBige Konvergenz.
Ist jetzt F die Menge der stetigen Funktionen f(f), so ist F, die
Menge der durch gleichmiBig konvergente Folgen stetiger Funktionen
definierten Limesfunktionen, und diese sind bekanntlich wieder stetig
(vgl. auch Kap. IX, § 4); es ist also F,=1F, demgems F, ab-
geschlossen, wie es ja in der Umgebungstheorie sein mub.

§ 3. Das zweite Abziihlbarkeitsaxiom.

Wir priifen jetzt die Tragweite des stéirkeren Axioms (), wo-
nach die Menge aller verschiedenen Umgebungen U nur abzéhlbar
ist. Wir bezeichnen sie demgemif mit U, Uy, ...y Uy eees Nach
wie vor bedeute U, eine Umgebung des Punktes z (es brauchen
nicht alle U, die z enthalten, als Umgebungen von @ definiert zu
sein). Die Menge der verschiedemen U, ist auf Grund von (F)
hochstens abzahlbar, (E) also eine Folge von (F). Wir bemerken,
daB mit Zulassung von (F) der ganze Raum FE als unendliche
Menge angenommen ist.

Zunzchst beginnen die Verdichtungspunkte oder y-Punkte,
die wir bisher nur formal mit beriicksichtigt haben, ohne etwas
Positives iiber sie zu wissen, eine wesentliche Rolle zu spielen.
Wir sehen jetzt: wenn kein Punkt der Menge 4 ein y-Punkt ist
(D(4,4)=0), so 1aBt sich zu jedem Punkt o der Menge 4 eine
Umgebung U, angeben, die hochstens abzihlbar viele Punkte von 4
enthélt. Die Menge aller verschiedenen U, ist hichstens ab-
zihlbar und ihre Summe enthalt also auch nur hochstens abzihlbar
Yiele Punkte von 4. Da aber 4 ganz in dieser Summe enthalten
ist, so ist 4 selber hochstens abzihlbar. Wihrend wir also bisher
nur wuBten, daB fiir ein hochstens abzihlbares 4 die Menge 4,
verschwindet, erhalten wir jetzt die (verschirfte) Umkehrung:

I Wenn ®(4,4)=0, so ist 4 hochstens abzahlbar.

. Eine unabzihlbare Menge hat also sicher, sogar unter ihren
eigenen Punkten, Verdichtungspunkte; als Gegenstiick dazu haben
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wir bewiesen (§ 2, 11, daB es sicher unendliche Mengen mit (.1, 5 =0
gibt,  Ohne das Axtom (K) ist der Satz I nicht richtig, wie das
Beispiel (2) in § 1 zeigt, wo eine ganze Gerade nicht einmal einen
Hiufungspunkt hat: die dort definierten Umgebungen sind mit
keinem abzihlbaren System gleichwertig.
Wir setzen nunmehr
Ae=DhA), A=A 4.

sodaB o, die Menge der zu .| gehdrigen Verdichtungspunkte von .1,
A, die Menge der iibrigen, unverdichteten Punkte von .I ist.
Wir haben jetzt das Verhiltnis der drei Zerlegungen

) A=+, A=D1, 4,
2) A=+ A_,,
3! A=A+ A, d,=D(d,4)

zu betrachten, wo 4, die Menge der zu _{ gehorigen Hiufungs-
punkte, I, die der isolierten Punkte, A, der Kern oder die griBte
insichdichte Tellmenge von 4, A4, die Menge der separierten Punkte
ist (Kap. VII, § 3).

Da die Punkte von .{, keine Verdichtungspunkte von ., also
auch nicht von d, sind, so ist nach I 4, hochstens abzihlbar.
Daraus folgt 4, , =0, also nach (3)

A= S0 A )=,
A, S, =, S 4,
oder { ist insichdicht. Da A, die groBte insichdichte Teilmenge
von {4 und nach fritheren Betrachtungen < .1, war, so folgt
A=l
a]_so h= Tk o
4, sd,=4,
und demgemib sind die letzten dre1 Mengen alle hochstens ab-
zahlbar. Das gibt den Satz:

IL. Die Menge der isolierten, der separierten und der
unverdichteten Punkte einer Menge .! ist hochstens ab-
zihlbar. Die Menge der zu 4 gehdrigen Verdichtungs-
punkte von A4 ist insichdicht, also Teilmenge des Kerns
von A4,

Insbesondere sind isolierte, separierte und unverdichtete Mengen
héchstens abzahlbar. Ist 4 unabzihlbar, so sind auch 4, 4,, 4,
4, A, 4, unabzihlbar. Mengen mit hochstens abzéhlbarer Ab-
leitung sind héchstens abzihlbar; konvergente und divergente Mengen
gind abzghlbar (fir die konvergenten ist uns dies schon bekannt).

Man bemerkt, wie der im vorigen Kapitel herrschende formale
Parallelismus zwischen «-, #- und y-Punkten durch die Abzahlbar-
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keitsaxiome aufgehoben wird. Es gibt im Unabzihlbaren kein Gegen-
stiick zu divergenten und konvergenten Mengen, d. h. es gibt keine
unabzithlbare Menge ohne Verdichtungspunkt oder mit einem ein.
zigen Verdichtungspunkt,

Wir kénnen nun auch die Iterationsformeln § 3, (5) des vorigen
Kapitels vervollstaindigen. Wenn eine Menge in der Menge ihrer Ver-
dichtungspunkte enthalten ist(B < B,), so ist, weil B, abgeschlossen ist,

BrgByygB}'ﬂgBra:Bﬂ
also

By=8, =Bg=h

Nun trifft dies wegen 4, = 4 =4, auf B=4, zu, und da hierfir
B,=4, so haben wir fir jede beliebige Menge 4

A=Ay = A,p=4,,

welche Gleichungen besagen, daf 4, perfekt ist.
Aus der Gleichung
A,=8(4, 4y
folgt noch, indem man die Menge der B- und y-Punkte nimmt, die
schon frither bekannte Gleichung

: Aop=Gdy dyp) =4, (Wegen Ay, S Ay =4y
und die neue

Ay, =&(d,, 4, )=A, (Wegen 4, =A< 4,).

Wir erhalten damit die folgende Zusammenstellung der neun Mengen

Aygeo4,,, in der sich nur 4  und A,,=4,, im allgemeinen nicht
durch Mengen mit einem Index ausdriicken {assen:
Ayg=4dgy Adyg=4;, A4,=4,,
) Apa=dp Agg=dgy, Ap, =4,
; A7“=Ar’ Ayﬁ=‘47' 2 Ayy:Ar .
‘Weitere Wiederholung wiirde, wie man hieraus unmittelbar siebt,
auer den hoheren Ableitungen 4 usw. keine neuen Mengen
liefern. Jede Menge enthilt die darunter und die rechts stehende
als Teilmenge, also

A2 dp2 4y 24, =4, 24,
Weitere Schliisse aus (F) beziehen sich auf Gebiete und ab-
geschlossene Mengen.

III. Eine Menge paarweise fremder Gebiete ist hdoch-
stens abzahlbar.

'Denn sehen wir von dem einen, der Menge eventuell angehorigen
Grebiet Null ab, so kénnen wir jedem G der Menge ein U, = & zu-

ordnen, diese U, sind paarweise verschieden und ihre Menge hoch-
stens abzihlbar.
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Ferner sahen wir in Kap. VII, § 2, (7, daB sich jedes von 0

verschiedene Gebiet als Summe der in ihm enthaltencn Umgebungen
darstellen 1aBt; das gibt hier die Formel

©, G =3(U,, U, «.),

wo die m, n, ... natiirliche Zahlen sind. Diese Darstellung, worin
alle in G enthaltenen Umgebungen aufgenommen sind, ist iibrigens
nicht die einzige. Hiernach entspricht jeder (von O verschiedenen)
Menge natiirlicher Zahlen m, n, ... ein (von 0 verschiedenes) Gebiet,
umgekehrt jedem Gebiet eine oder mehrere Mengen natiirlicher
Zahlen. Die Menge aller Mengen natiirlicher Zahlen hat die Michtig-
keit 2% =N des Kontinuums. und daher gibt es hochstens X ver-
schiedene (vebiete und, als deren Komplemente, hochstens N ver-
schiedene abgeschlossene Mengen. Andererseits gibt es auch min-
destens so viele.! Nei nimlich 4 eine isolierte unendliche Menge;
die Existenz solcher ist durch § 2 gesichert, und nach II ist .
abzihlbar,

_ |
A= yy Oop covy @y ounie

Zu jedem Punkt a, laBt sich eine Umgebung L/, = 17, angeben, die
aufler a, keinen Punkt von 4 enthiilt. Jeder Menge natiirlicher
Zahlen m, n, ... entsprichit dann ein Gebiet

G=E(V,, V,, ...\,

das mit 4 genau die Punkte @, a,, ... gemein hat, und verschie-
denen Zahlenmengen entsprechen verschiedene Gebiete. Also:

IV. Die Menge der verschiedenen Gebiete und der ver-
schiedenen abgeschlossenen Mengen ist von der Machtig-
keit des Kontinuums.

Insbesondere gibt es hichstens & endliche Mengen und hochstens
X Punkte vgl. auch S. 272,

Die Gebiete und abgeschlossenen Mengen bilden im euklidischen
Raume also nur einen kleinen Teil aller Punktmengen iiberhaupt, deren
Menge ja die Machtigkeit 2% > N hat, und man sieht. daB die Forderung
der Abgeschlossenheit oder des Gebietes eine enorme Beschrinkung der
Allgemeinheit einer Menge ist. Die insichdichten Mengen, in gewissem
Sinne das Gegenstiick der abgeschlossenen (man vergleiche die definierenden
Forderungen 1= 4, und 4= Aﬁ), bilden hingegen ein System von der-
selben Michtigkeit 2% wie das System aller Punktmengen; denn heispiels-
weise ist die Menge J? der rationalen Punkte plus einer heliebigen Teil-
menge J* der Menge .J der irrationalen Punkte eine insichdichte Menge,

! Im euklidischen Raume konnten wir uns einfach auf die Menge kon-
zentrischer Kugeln mit beliebigen Radien berufen.
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und die J’ bilden, da J die Michtigkeit N hat, ein System von der
Michtighkeit 2X.

Bs gibt, wie der Leser mit Hilfe der Formel XM — N zeigen moge,
auch nur N abzihlbare und N héchstens abzihlbare Punktmengen, also &
isolierte, separierte, unverdichtete Mengen usw.

Nach Kap. VII, § 2, (6) besteht der Durchschnitt aller Um-
gebungen von z aus dem Punkt  allein, was eine Formel der Gestalt
(6) {e}=3(U,, U, ...)
liefert; dieselben Betrachtungen wie zu (5) zeigen wieder, daB E als
Punktmenge hochstens von der Machtigkeit des Kontinuums ist.
Natiirlich konnen wir hier nicht allgemein behaupten, daB sie genaun
von dieser Michtigkeit sei, da ja jede unendliche Teilmenge von E
auf Grund der Relativtheorie wieder ein Raum mit zweitem Ab-
zéhlbarkeitsaxiom ist.

Ferner gilt der Satz:

V. Die Summe eines beliebigen Systems von Gebieten
kann stets durch eine Summe von hochstens abzihlbar
vielen Gebieten des Systems ersetzt werden.

Den Elementen ¢ einer Menge J seien Gebiete ;= 0 zugeordnet
und S=@&@G,. Stellt man jedes & als Summe von Umgebungen

nach (5) dar, so wird nach dem assoziativen Gesetz und mit Bei-
behaltung nur verschiedener Summanden

8=&(l, U, ) = & Fp Yoy rerls
wo jedes V, in mindestens einem G, enthalten ist. Danach wird

SS8(Gy, G, ..) =66, =8,

also S=€(Gil, @, s ---), wo hochstens abzihlbar viele Summanden
auftreten. i '

Der Borelsche Satz und seine Umkehrung (Kap. VIL, § 4, IT IIT)
konnen hiernach dahin verschirft werden, daf im ersten die Folge
von Gebieten durch ein beliebiges System von Gebieten, im zweiten

umgekehrt das System durch eine Folge ersetzt werden darf. Sie
lauten also dann:

VI (Satz von Borel). Ist eine kompakte abgeschlossene
Menge in der Summe eines beliebigen Systems von Ge-
bieten enthalten, so ist sie bereits in einer Summe von
endlich vielen Gebieten dieses Systems enthalten.

VIL (Umkehrung des Borelschen Satzes). Wenn fiir jede
Folge von Gebieten, in deren Summe die Menge 4 ent-
halten ist, 4 bereits in einer Summe von endlich vielen
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Gebieten dieser Folge enthalten ist, so ist 4 kompakt und
abgeschlossen.

Eine letzte Folgerung aus (F) bezieht sich auf relative Dichtig-
keit (Kap. VII, § 8). Erinnern wir zuvor daran, daf die durch Ent-
fernungen definierten Umgebungen in einem Raume, in dem eine
abzihlbare Menge dicht ist, mit einem abzithlbaren System von
Umgebungen gleichwertig sind (§ 1. Beispiel (4)). Umgekehrt laft
sich, ohne den Begriff Entfernung, aus (F) schlieBen, dafi im Raume
eine abzihlbare Menge dicht ist, oder allgemeiner:

VIII. Fir jede beliebige Menge B gibt es eine zu B
dichte. hochstens abzihlbare Menge ., insbesondere auch
eine solche, die Teilmenge von B (also in B dicht) ist.

Denn sind (von dem trivialen Fall B=0 abgesehen) U, U,,...
die verschiedenen Umgebungen aller Punkte von B und wihlt man
aus ihnen irgendwelche Punkte a_, a,, ..., so ist die Menge 4 der
verschiedenen dieser Punkte hdchstens abzahlbar. Jede Umgebung
eines Punktes von B enthilt einen Punkt von 4, . ist zu B dicht.
Inshesondere konnen die a,, a,, ... als Punkte von B selbst gewahlt
werden. In diesem Falle ist A< B, 4,=B,, 4,=By;. also kann
jede Menge B, d. h. jede abgeschlossene Menge, afs Menge der
«-Punkte einer hochstens abzihlbaren Menge 4, und jede Ableitung
B, als Ableitung einer héchstens abzihlbaren Menge . dargestellt
werden. DaB jede abgeschlossene Menge auch eine Ableitung ist,
kénnen wir nur unter einer weiteren Kinschriinkung beweisen (IX).

Wenn [ auch Punkte von E— B enthilt, so kann a, unter
diesen gewihlt werden. Ks ist sogar im extremen Fall moglich,
A4 zu B dicht und mit B fremd (2(,B)=0) zu wihlen, nimlich
dann und nuor dann, wenn jede Umgebung eines Punktes von B
auch einen Punkt von E— B enthalt, d. h. wenn E— B zu B dicht
oder E— B absolut (in E) dicht ist.

In einem metrischen Raume gestattet der Satz VIII noch
einige Erginzungen.

IX. In einem metrischen Raume E mit abzdhlbarer
dichter Teilmenge ist jede abgeschlossene Menge < E, eine
Ableitung.

Sei zunichst 4 =g, a,, ...| eine abzihlbare Menge = I; wir
ordnen jedem Punkte o, eine sphirische Umgebung 7, mit dem
Radius % zu, und setzen in jedes ¥, eine nach a, konvergente
Menge B,, was ja moglich ist, weil z, Hiufungspunkt von K sein
sol. Fiir die (abzahlbare) Menge B= &(B,,B,,...) gilt dann zu-
néchst B,= A. Andererseits ist aber B, < 4,, oder ein nicht zu 4,
gehoriger Punkt y gehort auch nicht zu B, Demn y hat eine

Hausdorff, Mengenlehre. 18
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Umgebung U, mit dem Radius 29, die keinen Punkt von 4 ent-
halt; fur %—ég hat y von allen Punkten von 7, oder von B, eine

Entfernung > o, y ist also kein Hiufungspunkt von €(B,,B,,,,..),
aber auch keiner von &(B,, B,, ..., B, ;), da diese Menge nur die
Haufungspunkte a;, @y, ..., a,_; hat, also ist y kein Hiufungspunkt
von B. Aus A< B, = 4, folgt durch Bildung der «-Mengen
4,=By,=By; 4, ist die Ableitung von B. Nun kann jede ab-
geschlossene unendliche Menge als 4, mit abzéhlbarem 4 dargestellt
werden; und jede abgeschlossene unendliche Menge < Fj, ist also
als B, darstellbar.

Igst A={a,,a,,...,0,} endlich und B, eine nach o, konvergente
Menge, so ist ohne weiteres A=B, mit B=&(B,,By,..., B,) Der
Satz IX ist damit in allen Fillen bewiesen.

Die Menge B, kann offenbar jeder Menge entnommen werden,
von der a, Haufungspunkt ist. Ist z. B. H Grenze des Gebietes G,
A hdchstens abzéhlbar und in H dicht (4,= H), so ist jeder Punkt g,
Héufungspunkt des Gebietes @; also kann B, und B aus G ge-
nommen werden. Die Grenze des Gebietes G kann also als Ab-
leitung einér Teilmenge B von G dargestellt werden (H =DB,); B ist
eine isolierte Menge, da D(B,B,)=D(B,H)=0. Hiervon wird in
der Funktionentheorie hiufig Gebrauch gemacht, u. a. zum Beweise
des Weierstrass’schen Existenzsatzes, daB es zu einem ebenen
(zusammenhiingenden) Gtebiet G stets eine in ( regulire und iiber
G hinaus nicht fortsetzbare Funktion (eine eindeutige analytische
Funktion mit dem Existenzgebiet G) gibt: man zwingt dieser
Funktion namlich die Punkte von B als Nullstellen auf und erreicht
dadurch, dal die Punkte der Grenze H singulire Stellen werden.

X. In jeder kompakten Menge eines metrischen Raumes
ist eine hochstens abzihlbare Menge dicht.

Ordnen wir jedem Punkt o der kompakten Menge 4 eine Um-
gebung U, mit konstantem Radius ¢ zu, so liegt 4 in einer end-
11.chen Zahl dieser Umgebungen.! Denn andernfalls konnte man
eine Folge von Punkten a, so bestimmen, daB e, nicht in U, liegt,
ag nicht in U und Ua2 usw.; diese Punkte hitten also paalrweise
Abstinde = und ihre Menge hitte -offenbar keinen Hiufungs-
punkt. — DemgemaB bilden die Mittelpunkte dieser endlich vielen
Umgebungen eine endliche Menge A4,< A derart, daB zu jedem
Punkt von 4 ein Punkt von 4, im Abstande < ¢ existiert. Setzt

! Das folgt nicht etwa aus dem Borelschen Satz VI, selbst wenn wir 4

als :‘«ngeschlc').ssen annehmen, denn der Satz X soll natiirlich unabhingig vom
zweiten Abzihlbarkeitsaxiom bewiesen werden.
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man hierin 0=1, }, }, ..., so ist die hdchstens abzihlbare Menge
&4y A Ay, ) A dicht,

Danach ist jede kompakte Menge eines metrischen Raumes
hochstens von der Michtigkeit des Kontinuums (S. 272),

§ 4. Punktmengen und Ordnungszahlen.

Bei G. Cantor spielt in der Lehre von den Punktmengen die
Thecrie der Ordnungszahlen eine wesentliche Rolle, ja sie ist
wohl urspriinglich eben zu* diesem Zweck ausgebildet worden.
E. Lindeldf erkannte, daB der Begriff der Verdichtungspunkte (der
iibrigens schon bei Cantor vorkommt) die Ordnungszahlen aus-
zuschalten gestattet, und dieser Tendenz folgt auch unsere Dar-
stellung, indem sie den Kern 4,, der bei Cantor als Endglied
einer wohlgeordueten Reihe von Mengen erscheint, mit einem Schlage
als groBte insichdichte Teilmenge von 4 definiert. Dennoch werden
die Ordnungszahlen ihren Platz in der Punktmengentheorie be-
haupten. aus historischen und sachlichen Griinden. Sie ermoglichen
eine feinere Analyse der Struktur gegebener Mengen durch Unter-
scheidung von Hiufungspunkten verschieden hoher Ordnung; eine
Analyse. die z. B. bei funktionentheoretischen Untersuchungen wert-
volle Dienste geleistet hat (wie bei den Mittag-Lefflerschen Existenz-
beweisen fiir Funktionen mit vorgeschriebenen singuldren Stellen), frei-
lich aber dem Michtigkeitsproblem der Punktmengen keinen Schritt
niher kommt als die andere, mehr summarische Behandlung des
Unabzahlbaren. Natiirlich beabsichtigen wir nicht, die Theorie der
Punktmengen noch einmal mit Hilfe der Ordnungszahlen aufzubauen,
sondern fiigen die Relation zwischen beiden in unser System ein.
Um uns der Cantorschen Theorie moglichst zu nihern, setzen wir
einen Raum voraus, in dem das zweite Abzahlbarkeitsaxiom (F)
gilt, bemerken aber, daB unsere Betrachtung sich auch ohne diese
Annahme durchfithren lieBe (die niedrigste Michtigkeit X eines
Svstems von Umgebungen, mit dem das urspriinglich gegebene
System der U7, gleichwertig ist, wiirde dann die Rolle spielen, die
in der folgenden Darstellung die Kardinalzahl X, spielt).

Unter der genannten Voraussetzung haben wir folgenden grund-
legenden Satz:

I Eine auf- oder absteigend wohlgeordnete Menge
verschiedener Gebiete oder abgeschlossener Mengen ist
hochstens abzihlbar.

Der Satz enthilt vier Behauptungen.

Erstens sei eine aufsteigend wohlgeordnete Menge von (Gebieten
18%
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gegeben, d. h. den Ordnungszahlen 0,1,..., & ... (§<A), deren Menge
wir wie frither mit W(A) oder kiirzer W bezeichnen, seien Gebiete
Gyi Gys wavs B wen zugeordnet und zwar

G, < a, fir &< 7.

Die Behauptung lautet, daB W hochstens abzahlbar ist (also A< W,
4 eine endliche oder zu Z(X,) gehorige Zahl). Es geniigt offenbar,
den Beweis fir den Fall zu fithren, daB W kein letates Klement
hat (4 Limeszahl).

Stellen wir nach der Formel

G=8U,, U, ..)

jedes Gebiet als Summe der in ihm enthaltenen Umgebungen dar.
Ist G = @, so sind alle Summanden von G auch Summanden von &,
nicht aber umgekehrt; es gibt also mindestens ein U, das in G
enthalten ist, in G aber nicht. Danach ordnen wir jedem Index §
ein U,=7V, zu, das in G, enthalten ist, in G, aber nicht. Fir
£ < sind dann V, und 7, verschieden; demn esist V.= G, , =G, ,
wahrend 7. in G nicht enthalten ist. Da die Menge aller verschie-
denen Umgebungen nach (F) abzihlbar, die Menge der ¥y also hoch-
stens abziihlbar ist, so ist die Menge der G, auch nur hdchstens
abzihlbar.

Handelt es sich zweitens um eine absteigend wohlgeordnete
Menge von Gebieten, also

G¢,> G, fir §<n,

so sei jetzt umgekehrt 7, ein U,, dasin & enthalten ist, in G, , aber
nicht. Fir §< 9 ist Vﬂg G‘ng Gs 419 wahrend 175 in G5'+1 nicht ent-
halten ist, also ¥V, == 7, und weiter wie oben.

Geht man zu den Komplementen iiber, so entspricht einer
auf- oder absteigenden Menge von Gebieten eine ab- oder auf-
steigende Menge von abgeschlossenen Mengen, womit der Satz I
vollstindig bewiesen ist.

Der Satz gilt auch fiir Relativgebiete und relativ abgeschlossene
Teilmengen einer Menge M; denn entwickelt man die Relativtheorie
(Kap. VII, § 6) fir M als umfassenden Raum, so sind die in Frage
kommenden Relativamgebungen die Mengen ®(M, U;), DM, T,), -+
und die verschiedenen unter ihnen bilden ein hdchstens abzahlbares
System. Also:

IL. Eine auf- oder absteigend wohlgeordnete Menge
verschiedener Relativgebiete von M oder verschiedener in
M abgeschlossener Mengen ist -hochstens abzahlbar.

Bezeichnen wir die fraglichen Mengen mit 4, und lassen jetzt
nur die Voraussetzung ihrer Verschiedenheit fallen, ersetzen also die
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Relationen 4 < 4. A= . resp. durch ..., (.21, so folgt,
daB im Falle einer unabzihlbaren Menge 11°(A) von Indices (also
fiir A= w,) hochstens abzihlbar viele .1 von einander verschieden
sein konnen. Es gibt also eine Ordnungszahl 7 < o, derart, daB
A'l="‘1'l+1='"=“1¢="' (;>’l]),

d. h. es wird nach einer hdchstens abzihlbaren Menge von
Schritten eine letzte Menge 4 in dem Sinne erreicht, daB alle
folgenden mit ihr fibereinstimmen.

Hiervon machen wir folgende Anwendung. Vermédge irgend
eines (resetzes sei jeder Menge 1/ eine in 1/ abgeschlossene
Menge ¢ M) zugeordnet. Fiir alle endlichen oder abzihlbaren Ord-
nungszahlen & < @, definieren wir dann durch Induktion eine Menge
4. folgendermaBen:

" 4, sei eine beliebig gegebene Menge 4, und fir
r >0 sei
) ol ’fff ) E<n-

Abnlich wie bei den durch Iteration definierten Normalfunktionen
3. 116; erkennt man sofort: fir £ < # ist

(f(A,]) = A,’ = (P(—A;_-) = AE’
die 4 und ¢ 1) bilden also eine absteigend wohlgeordnete Reihe
von (micht notwendig verschiedenen) Mengen. Daraus folgt, daB
2 Ay =gl
also

A” = 1:"15-&—1 (§ < 7])

und fiir eine Limeszahl 7 auch

) 4,=24,  E<
ist; die ersten dieser Mengen sind

Ay =4, A =q(d), 4y=p(4), ...
A, =D(4y, 4, dyy0)s Appr = @(d,), -

Durch Induktion folgt aus (1), daB alle diese Mengen in 4
abgeschlossen sind; denn ist 4, in 4 abgeschlossen, so ist
¢(4) in A, also auch in 4 abgeschlossen, und 4 , als Durchschnitt
solcher Mengen ebenfalls.

Nach I wird nun eine letzte (kleinste) Menge A, erreicht, mit
der alle folgenden tibereinstimmen, und zwar geschieht dies bereits,
wenn A4, =4, ,,; wir verstehen unter die kleinste Zahl!, fir die

' Wenn 4, =0 und A eine abgeschlossene kompakte Menge ist, so ist 7
keine Limeszahl. Das folgt aus dem Cantorschen Durchschnittssatz (Kap. VII,
£ 4, 1) unter Beriicksichtigung, daB 7 als Limeszahl mit » konfinal wire.
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diese Gleichung besteht, so daB, fir §< 1, A§>A§ +1 ist. Setzen
wir noch

r_f A, ] X (4) R§ = 'AE - 'A§+l = A,,E - (P(‘Ag)l

4, A’ so gilt die Zerlegung

4 iai B A=ZB+4, (<)

1 f j s

-_."_3_£ Denn ein Punkt von A4 gehort entweder zu

4, oder nicht; im letzten Fall sei 4, ((=1)
die Menge mit kleinstem Index, der er nicht
angehort. Dann ist {>0 und nach (3) keine
Limeszahl; setzen wir also {=£&+1 (§<n),
so gehort der fragliche Punkt noch zu 4,
aber nicht mehr zu 4., sondern also zu R

Fig. 9.

Erstes Beispiel: Kohirenzen. Hs sei
(A) @(M) = D(M, M) = I,

die Menge der zu M gehorigen Hiufungspunkte von M; das ist,
da M, abgeschlossen ist, eine in M abgeschlossene Menge, die
G. Cantor die (erste) Koh#renz von M genannt hat. Die Differenz

M — (M) = M, = M,— M,
ist die Menge der isolierten Punkte von M, also hichstens abzahlbar
und iibrigens eine Differenz abgeschlossener Mengen (die Adhérenz

von M). Dieser ProzeB fithrt also, jedesmal durch Abspaltung der
isolierten Punkte, zu den Kohirenzen

A=A, A =4, dy= Ay, dyg=Ayp3 -es

dann zu
A, =D(4, 4, Ay o0, A, =4

und so fort bis zur letzten Kohérenz 4,, die mit 4, ,, =4,
iibereinstimmt, also insichdicht (aber eventuell Null) ist. Diese
letzte Koh#renz ist der Kern von 4, d. h. die grobte insich-
dichte Teilmenge von 4 oder, wie wir sie erklirt hatten, die Summe
aller insichdichten Teilmengen von 4. Denn eine insichdichte Teil-
menge von )/ ist auch Teilmenge von J/,; eine insichdichte Teil-
menge von A gehdrt also, wie sofort folgt, allen Kobh#irenzen an,
und 4, ist demgemifB in 4,, aber 4, als insichdichte Menge auch
in 4, enthalten. In der Zerlegung (5) ist also 4, der Kern, der
andere Bestandteil oder die Summe der Adharenzen

2R5=2A5j=448

der separierte Bestandteil von 4, und wir sehen, wie diese von

wohd *
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uns mit einem Schlage! definierten Mengen auch durch sukzessive
aber ins Unendliche fortgesetzte) Abspaltung der isolierten Punkte
erhalten werden konnen. Aus der letzten Formel schloB auch
G. Cantor, was wir schon anderweitig wissen, daB 4, hochstens
abzihlbar ist, da 4 als Summe von hochstens abzithlbar vielen
isolierten, also hichstens abzithlbaren Mengen R, erscheint.

st die Menge .{ speziell abgeschlossen, so gehen die Ko-
hiirenzen in die Ableitungen

dy==y syl dg= Ay e

iber und man gelangt zu einer letzten Ableitung 4,, die den
(n diesem Kalle pemkten) Kern ., darstellt.

Betrachten wir von einer beheblgen Menge 4 und zugleich
von B= d4_die Kohédrenzen

A=Ay A =y, =y, ey
B,=B, B,=B,, B,=B,,, ...;

die letzteren sind die Ableitungen von B, also wegen By=A, =4,
auch von 4, d.h.

By=4, By=Ady, ....

Die letzte Kohirenz von 4 ist der Kern 4, die letzte Ableitung
von 4 der Kern B, wobei 4, = B,. Das Verschwinden der letzten
Ableitung zieht das der letzten Kohirenz nach sich, aber nicht
umgekehrt.

Ist z. B. (wie S. 255) A eine isolierte ebene Menge, deren Ab-
leitung die Abszissenachse oder sonst eine perfekte Menge ist, so
ist schon die erste Kohirenz 4,=0, wihrend alle Ableitungen
A;=4;,=... von Null verschieden sind.

DaB es wirklich Mengen gibt, deren letzte Kohirenz 4, erst
nach einer unendlichen Reihe von Schritten und sogar mit beliebig
groBem Index 7 (< w,) erreicht wird, lehren die wohlgeordneten
linearen Mengen (Mengen reeller Zahlen). Eine Menge reeller
Zahlen ist, der GroBe nach, eine geordnete Menge; nach Kap. IV,
§ 7, I gibt es in der dichten Menge aller reellen Zahlen abzihlbare
Mengen von beliebigem, inshesondere wohlgeordnetem Typus. Um-
gekehrt ist iibrigens eine wohlgeordnete Menge A = {a,, a,, ...} reeller
Zahlen hochstens abzshlbar, da die zugehorigen Halbgeraden
(¢=a,, z=a,,...) eine absteigende Reihe abgeschlossener Mengen
bilden. Beschrinken wir uns zur Vermeidung von Ausnahmeféillen
auf Mengen A={a, q,, ..., a;} mit letztem Element; 4 ist mit der

' Dafiir haben wir, wie eingangs bemerkt wurde, hier eine feinere Zer-
gliederung der Menge 4 und ihres separierten Bestandteils 4,; man kann die
Mengen nach dem Index 7 der letzten Kohirenz klassifizieren u. dgl.
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Menge W={1, 2, ..., A} &hnlich.! Dann ist A mit der Menge der
in W enthaltenen ILimeszahlen &hnlich. Denn ist & (=a,) eine
Hiufungszahl von 4, und 7 der kleinste Index, fiir den z<gq,
also o, <z =a, fir §<1, 80 muBl 5 Limeszabl und z mit der
kleinsten Zahl wﬂ, die alle a, tibertrifft, identisch sein. Die Menge
der in W enthaltenen Limeszahlen ist nun W, ={wl, w2,..., wp},
wobei p die durch wp=2A<o(u+ 1) bestimmte Zahl ist (Kap. V,
S.109), und 4, ={z,,, Z,,5, .- z,,} ist mit W, oder W'={1, 2, ...,
ahnlich; fir uw=0 verschwinden alle diese Mengen. Umgekehrt
kann man hiernach, bei vorgeschriebenem w, eine mit W’ #hnliche
abgeschlossene lineare Menge A4, konstruieren (indem man z B.
A= mp wahlt); demgem'aﬁ wollen wir sogleich 4 als abgeschlossen
annehmen, und 4,=={g_,,a,,,...,a, L} ist dann die Menge derjenigen a,
deren Inchces L1meszah en sind oder die Menge W, durchlaufen.
Schreibt man dafiir Ag=1{by, by, ... bﬂ}, 80 ist 4, {bml, b an ooy Bl
die Menge derJenlgen b, deren Indwes leeszahlen sind, oder der-
jenigen a, deren Indlces Vielfache von w? sind, d. h. die Menge
W,={w?l, w?2,..., o w}durchlaufen hier ist » durch w?v =A< w¥v+1)
bestlmmt Al]gemeln behaupten wir: die &' Ableitung 4, ist die
Menge derjenigen a, deren Indices Vielfache von o sind,
also die Menge

W.=|0*l, *2, ..., ®*}

durchlaufen, wo w%}, <7L<co5(/15+ ) ist: fir A,=0 verschwinden
W, und 4. Diese Behauptung ist durch Rekursmn leicht zu be-
weisen: ihre Ubertragbarkeit von & auf §+1 llegt auf der Hand,
und fiir eine Limeszahl 5 ist W, = SD , d. h. eine Zahl, die gleich-

zeitig Vielfaches aller w® (fiir ,§<qy) 1st ist auch Vielfaches von 7
(st ¢ = w78+, y < w7, so kann nicht stets y = wf sein; ist also
7 < o fir irgend ein § s0 ist o= wf.9—f+18 4y durch & nur

teilbar fir y =0, d. h. ¢ ist, wenn durch alle w¢, auch durch &7
teilbar).

Danach hat z. B. fir 1= ot die Menge 4, vom Typus 241,
eine &' Ableitung, die sicher nicht verschwmdet andererseits ist
fir 07>} die gte Ableltung Null, und die letzte Ableitung Null
wird also erst fiir einen Index >§ erreicht. Fiir 4 = w? besteht 4.
aus a, allein, und die nichste Ableitung 4,,, ist Null.

Zweites Beispiel: Residuen. Es sei

W)= M,— M

' Fiir . = 0 verstehen wir unter W und 4 die Nullmenge, wie im Folgenden
zu beachten ist.
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die Menge der nicht zu M gehdrigen Huufungspunkte von A/ (der
Rand Jes Komplements I — 1) und

(8) ¢ () =y (w{ID))
die durch zweimalige Anwendung von w entstehende Menge. Wih-
rend v() zu M fremd ist, ist (M) eine in ) abgeschlossene
Menge; denn setzt man

w(M)=N, ¢ V)= 10,

also
M,=M+ N, N,='+X,
so ist N M, also N £ W, folglich /'< M und
= DL N,

Wir bemerken noch, daB wieder wie bei dem vorigen ProzeB
M—q(M)=M,— X,

eine Differenz abgeschlossener Mengen ist, die aber nicht
mehr endlich oder abzihlbar zu sein braucht.

Nach Definition ist w )< My, also ¢(J) = I, und jedenfalls
¢ M,= 1; auch dieser ProzeB befrelt Al also von den isolierten
Punkten. Aber er ist im allgemeinen viel energischer als die Ko-
hirenzbildung, indem er z. B. auch alle inneren Punkte abspaltet.
Denn w(3/) ist in der Grenze J,, (i) in deren Ableitung ent-
halten: da 3/ abgeschlossen ist, so 1st auch g (I} < I, also () = I/,
Eine abgeschlossene Menge oder ein Gebiet wird durch diesen Prozef
sofort auf Null reduziert. Wir wollen ¢(J)/) das (erste) Residuum
von J/ nennen.

Definieren wir, wie oben, von einer beliebigen Menge A4 aus-
gehend die Reihe der Residuen

A=A, A, =1ld), Ay=@l1). ...,

so gelangen wir wieder fiir einen Index , < w, zu einem letzten
Residuum 4, fir welches also 4 = ¢(4,). Diese Menge, die wir
in ihrer Abha.nglgkext von A mit _1 bezeichnen wollen, ist nach
dem Gesagten insichdicht (also AL=‘,) und eine Randmenge.
Wenn sie Null ist, wollen wir 4 reduzibel! nennen. Nach (5)
setzt sich 4 aus 4, und einer Summe von hochstens abzihlbar
vielen Differenzen (R,) abgeschlossener Mengen zusammen; eine
reduzible Menge ist selbst eine solche Summe.

Zu den reduziblen Mengen gehtren die separierten, aber noch
viele andere, so die abgeschlossenen Mengen und die Gebiete.
Allgemein sind alle Mengen, die aus abgeschlossenen Mengen

! G Cantor bezeichnet, in viel engerem Sinne, als ,reduktible Menge
den separierten Bestandteil einer abgeschlossenen Menge.
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durch wiederholte Differenzbildung entstehen, d. h. die
Mengen des kleinsten Korpers itber dem Ring der abgeschlossenen
Mengen (Kap.I, § 7) reduzibel, und zwar wird hier das letzte
Residuum 4 =0 schon nach einer endlichen Zahl von Schritten
erreicht (n < w). In der Tat 148t sich nach der zitierten Stelle eine
solche Menge 4 als Differenzenkette

A=P —P,+P,— P,+...

mit endlicher Gliederzahl » darstellen, wo P, =2P,=...2P, ab-
geschlossene Mengen sind. Schneiden wir mit 4,, so entsteht nach
dem distributiven Gesetz
A=D(4,4)=Q — QG+ Q,— Q,+...,
wobei Q= D(P,, 4,) wieder abgeschlossen ist. Uberdies ist A< P,
4,£ P, also Q=4 , und nach der Bedeutung der Differenzen-
ketten
YA)=Ad,—Ad=0,— Q3+ Qp— .-

eine Differenzenkette von » — 1 Gliedern (oder weniger, falls etwaige
verschwindende weggelassen werden). Der nichste Schritt gibt g(4)
als Differenzenkette von hdchstens » —2 Gliedern, sodaf in der
Reihe der Residuen nach endlicher Zahl von Wiederholungen die
Null auftritt. Umgekehrt, eine reduzible Menge mit endlichem
Index des letzten Residuums ist eine Summe von endlich vielen
Mengen R, also dem genannten Korper angehorig.

Um noch weitere reduzible Mengen festzustellen, bemerken wir:

ist M in 4 abgeschlossen, so ist auch (M) in w(4) und I
in 4, abgeschlossen. Denn es ist

W(M) = M,— M =DM, 4,— 4)

in «p(4) abgeschlossen, weiter wa(M)= (M) in ww(d)= p(4) ab-
geschlossen, also, wie durch Induktion unmittelbar folgt, jedes
Resideum M, in dem entsprechenden Residuum 4, abgeschlossen.
Demnach ist jede in einer reduziblen Menge abgeschlossene
Menge selbst reduzibel. Fir beliebige Teilmengen gilt dies
nicht; sonst wire, da der Raum-E reduzibel ist, iiberhaupt jede
Menge reduzibel, wihrend z. B. die Menge R der rationalen Punkte
des euklidischen Raumes mit ¢(R) und daher mit R, iibereinstimmt.

Ist M in 4 abgeschlossen und M= (M), so ist M =1, in 4
abgeschlossen; demnach ist das letzte Residuum 4, die grobte in
4 abgeschlossene Teilmenge, fir die M= ().
- Ist 44-B=C abgeschlossen und M in 4 abgeschlossen, so
18t o (M)=D(M,, B) in B abgeschlossen. Also ist w(4) in B ab-
geschlpssen, und da @y(4) = wyw(d) = pe(4) = w(4), so ist y(4)
auch in B, und ebenso Y(B,) in 4, abgeschlossen; andererseits aber
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ist auch vy d) in w(B) oder 4, in y(B) abgeschlossen, also
endlich
d=w B, Bi=yld).

Demnach ist das Komplement einer reduziblen Jenge in
einer abgeschlossenen Menge selbst reduzibel. Z. B. sind
die Mengen 4. E— . und (.0 gleichzeitig reduzibel oder nicht.

Wir deuten noch an, wie man das letzte Residuum analog zur
letzten Kohdrenz ohne Ordnungszahlen einfithren kann. Legt man
eine beliebige, aber festgewihlte Menge 4 und ihr Komplement
B=E— 4 zugrunde und definiert die Funktion x(J/) durch

N=DAUL L. (M) =D, ),

so ist y I mit M kogredient (d. h. fiir J/, < I auch y(3f) = »(30),
was far ¢(M) nicht zutrifit., Daraus geht unmittelbar hervor, daB
elne Summe beliebig vieler Mengen J/. fiir die M < y(3), wieder
dieselbe Eigenschaft hat, genau wie sich die Insichdichtheit von
beliebig vielen Mengen auf ihre Summe iibertrigt, und daB man
daraufhin die grdBte Teilmenge 3} von 4 von dieser Eigen-
schaft definieren kann. Das ist aber das letzte Residuum, wie sich
leicht zeigen laBt, wenn man beachtet, daB, fiir jede in 4 ab-
geschlossene Menge 1. y(1f)= @(J!) ist.

Um auch Mengen mit beliebig hohem Index des letzten Re-
siduums zu bilden, verstehen wir unter M eine separierte ab-
geschlossene Menge ‘z. B. eine wohlgeordnete abgeschlossene Menge
reeller Zahlen, S. 2507, unter /. ihre Ableitungen und unter

A== MY A My = M) e (M= M )+
X, =

2541)

3

die Summe ihrer Adh#irenzen gerader Ordnung. Setzen wir
Ad=2U—-B=(3-I)+ .13
da M— M, = 4= und die Menge I/ —J = der isolierten
Punkte von ./ in 3/ dicht ist (S. 235, so 1st auch 4 in M dicht
und 4, =1, folglich
wid)= W —Ad=B= M — 4
Weiter ist M — 1, = A< (M — )+ I, also M, — I, =Bs M, und
auf Grund derselben SchluBweise
WwB) =, —B=4
oder
@ (4) = (3, — L) + (M, — ) + oo
Hieraus folgt durch Induktion, daB das &' Residuum von 4

A,=30,, =M, ) @=E)
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und von Null verschieden ist, sobald die 2&% Adhdrenz von M nicht
verschwindet, was sich ja fiir beliebig grofies & erreichen lief (S.280);
das letzte Residunm 4, ist Null. Weiteres iiber reduzible Mengen
s. Anhang.

Drittes Beispiel: Komponenten. Unter ¢(}) verstehen wir
jetzt, wenn I eine nichtverschwindende, unzusammenhéngende Menge
ist, eine nichtverschwindende in M abgeschlossene . Menge, deren
Komplement M — (M) ebenfalls in 13/ abgeschlossen und von Null
verschieden ist; ist M/ zusammenhiingend oder Null, so sei g(M)=1IL.
Die Reihe

A=A, A =@(4y), d3=@(4)), - ’
fihrt dann zu einer letzten Menge 4, = ¢(4,), die entweder zu-
sammenhingend oder Null ist. Ist sie zusammenhiingend, so ist sie
eine Komponente von 4; denn da eine Komponente von I ent-
weder = (M) oder = M — ¢(M) ist, so muB diejenige Komponente ¢
von A, die mit 4 , also mit simtlichen 4, Punkte gemeinsam hat,
in allen A, enthalten sein, woraus gleichzeitiz 0= A77 und C=2 A,],
also 0= 4, folgt. Der Fall 4, =0 kann (falls 4 nicht verschwindet)
nur fir eine Limeszahl # eintreten und 148t sich durch die Vor-
schrift verhindern, daB jedes 4, einen gegebenen Punkt o von 4
enthalten soll; er tritt sicher, bei beliebiger Wahl unter den mog-
lichen Mengen A, mnicht ein, wenn die Menge 4 abgeschlossen,
kompakt und von Null verschieden ist.

§ b. Mengen mit Raumcharakter.

Bevor wir unsere Betrachtung weiter spezialisieren, ist es viel-
leicht an dieser Stelle angebracht, einige Beispiele von Mengen zu
geben, deren ,Punkte“ und Umgebungen von denen des euklidischen
Raumes bisweilen recht verschieden sind und die trotzdem alle unsere
bisherigen Voraussetzungen oder einen Teil von ihnen erfiillen. Fir
solche Mengen gelten also die entsprechenden Satze unserer bis-
herigen Theorie. Die Deutung dieser Satze bedarf in jedem Einzel-
fall spezieller Untersuchung, auf die wir groBtenteils verziclrten wollen;
man hat z. B. festzustellen, was die Konvergenz einer Folge (lima,=%
oder in einem metrischen Raume lim za, = 0) besagt, unter welchen
Bedingungen eine Menge kompakt ist usw.

I. Teilweise metrische Riume.

Wir wollen E einen teilweise metrischen Raum nennen (in
Analogie zu den teilweise geordneten Mengen), Wenn nur einem Teil
seiner Punktpaare, nicht notwendig allen, Entfernungen zugeordnet sind,
die aber, soweit sie existieren, die Entfernungsaxiome (8.211) erfiillen.
Dem Dreiecksaxiom ist hierbei zweckmiBig folgende Fassung zu
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geben: wenn die Entfernungen .y und yx definiert sind, so
ist auch xx definiert und ==.ry - y:. Auf Grund dieser Fest-
setzung haben zwei Punkte, die von einem dritten eine Entfernung haben,
auch untereinander eine Entfernung; die Menge E(x) der Punkte, die
von r eine Entfernung haben, ist ein metrischer Raum. und ¥ zerfallt
in eine Summe paarweise fremder metrischer Riume E(z) 4+ E(y) + ....
Definieren wir nun wieder eine sphiirische Umgebung U, mit dem
Radius o als Menge der Punkte y mit ay < 0, so sieht man un-
mittelbar, daB auch jetzt die Umgebungsaxiome erfiillt bleiben (bei
(D) 1st, falls =, y eine Entfernung haben, der Beweis wie damals
3. 214; haben &, y keine Entfernung, so ist stets D (U, U) = 0).
Ebenso bleiben die Folgerungen aus dem ersten und, falls in E
eine abzahlbare Menge /! dicht ist, auch aus dem zweiten Abzahl-
barkeitsaxiom richtig. Die Konvergenz einer Punktfolge lima =2

hat jetzt die Bedeutung, daB fir fast alle » die Entfernung za, de-
finiert ist und mit % nach Null konvergiert.

II. Adjunktion uneigentlicher Punkte.

Wir fiigen einem metrischen Raume E mit sphirischen Um-
gebungen [", ein weiteres Element hinzu, das wir mit co bezeichnen,
wodurch die Menge E. = E+{oo} entsteht. In dieser Menge E
sollen die U, nach wie vor die Umgebungen von Punkten z der
Menge E bleiben; unter einer Umgebung U, aber verstehen wir
das AuBere einer Kugel, namlich die Menge der Punkte y mit
@>g ‘wo a ein fester Punkt von E und p eine positive Zahl ist),
nebst dem Punkte -~ selbst. In dieser Weise erginzt ja die Funk-
tionentheorie die gewohnliche Ebene .durch Hinzufiigung des ,un-
endlich fernen Punktes®. Man sicht, da die Umgebungsaxiome und
das erste Abzahlbarkeitsaxiom erfiillt bleiben. Wenn in E eine ab-
zahlbare Menge 12 dicht ist, so sind diese Umgebungen wieder mit
einem System solcher gleichwertig, das auch das zweite Abzihlbar-
keitsaxiom erfiillt, nimlich mit dem System der Umgebungen von
Punkten der Menge R+ {oc; mit rationalen Radien.

III. Nichtarchimedische Entfernungen.

In einer Menge E seien Entfernungen zy deﬁniert., die. aber
nicht mehr reelle Zahlen, sondern Elemente eines nichtarchimedischen
GroBensystems (Kap. VI, § 11) sind, von dem wir voraussetzen wollen,

daB zu jeder GréBe ¢ auch der n'e Teil %u im System vorhanden
sei. Die GroBen zy sollen natiirlich = 0 sein und die Entfernungs-

axiome erfiillen. Aus der groBtenteils wortlichen Wie@erholung
der Uberlegung in Kap. VII, § 1 erkennt man, daf die durch
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zy < o mit positivem o definierten Umgebungen U, wieder di¢ Unm-
gebungsaxiome erfiillen (die Schliisse beruhen darauf, daf es zwischen
zwei Groben o < B des Systems eine dritte, z. B. $(e + ) gibt) Den
einfachsten Fall, den linearen Mengen entsprechend, erhalten wir,
wenn wir unter E das nichtarchimedische GroBensystem selbst ver-
stehen und als Entfernung zy den Betrag |o —y| definieren, wobei
natiirlich |e| diejenige von den beiden Groflen 4 e bedeutet, die
=0 ist. Die Umgebung U, mit dem Radius o besteht dann aus
denjenigen Punkten (GrdBen) y, fir die z —o <y<z+ o ist!

Die Menge der positiven GroBen des Systems ist, da sie nach
Annahme kein kleinstes Element hat, mit dem Inversen einer regu-
liren Anfangszahl w_ koinitial, d. h. es gibt eine Menge positiver
GroBen

00> 01> 0, > >0, >0 (§<0,),

zu denen keine noch kleinere positive GroBe existiert.? Offenbar
gilt das erste Abzihlbarkeitsaxiom dann und nur dann, wenn diese
Anfangszahl o = o ist.

Nehmen wir fiir das GroBensystem Z den einfachsten Fall: es
bestehe aus simtlichen, lexikographisch geordneten Komplexen reeller
Zahlen

T =(Tyy Ty vury Ty o) A< )

mit dem wohlgeordneten Argument W(u), d. h. der Menge der Ord-
nungszahlen < p. Die Ordnungszahl u ist > 1 vorauszusetzen, da
wir fir p=1 auf die Menge der reellen Zahlen zuriickkimen. Je
nachdem u einen Vorginger u— 1 hat oder Limeszahl ist, ist die
Menge der positiven Komplexe mit w* oder p* koinitial; im ersten
Fall niimlich mit der Menge der Komplexe, die an der letzten
Stelle u—1 eine der Zahlen 1 , 3, L, ... und sonst lauter Nullen
haben, im zweiten Fall mit der Menge derer, die nur an einer
einzigen Stelle eine Eins und sonst lauter Nullen haben. Das erste
Abzéhlbarkeitsaxiom gilt also dann und nur dann, wenn p einen
Vorginger hat oder mit w konfinal ist. — Das zweite Abzahlbar-
kgitsaxiom ist keinesfalls giiltig, weil eine in B dichte Menge 4
me.mals abzéihlbar ist. Denn 4 muB, fiir jede reelle Zahl ,, einen
zynschen (@, —1,...) und (z), +1,...) liegenden, also mit z, be-
ginnenden Komplex enthalten und demnach mindestens von der
Méchtigkeit des Kontinuums sein.

! SchlieBlich kann man sich hier von Metrik ganz befreien und in einer
geordneten Menge ' (ohne erstes und letaztes Element) unter den U, die den
Punkt & enthaltenden Mittelstrecken verstehen (S. 214).

) :Apders ausgedriickt: die GroBe 0, und damit jede GroBe des Systemis,
ist @,*-Limes und zugleich o,-Limes. '
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Der Leser diskuticre den Fall ¢ = 2. wo die Komplexe o= (g sy}
. S 1

wieder als Punkte der Kbene gedeutet werden konnen, aber die
Umgebungen eine ganz andere Form als gewdhnlich haben: es sind
Parallelstreifen mit je einer Hilfte der einschlieBenden Geraden
oder Xtrecken parallel der Achse x,=0, je nachdem der ,Radius*
0=19,,0,) positives oder verschwindendes g, (im letzteren Falle
positives o)) hat. Kine Gerade . = const hat keinen Hiufungs-
punkt, wie im Beispiel § 1, (2.,

IV. Der Raum mit unendlich vielen Dimensionen.

Die Elemente der Menge E seien reelle Zahlenfolgen

T =Ty Lgoweny T4 00n)y
fir welche die Summe
R PRl R S R R
konvergiert. Fiir zwei solche Folgen », y setzen wir
fnii.l',‘l_\,=<l‘1—y1)2+{1‘2—3/2)2—{—...—]-(121"-——_l/")z
und im Falle der Konvergenz
f(z,y}:limfn[x,y)=(a;l—yl)2+(x2—y2)2+...
Es ist
Ve =Vh % + V6,9,

wenn die Wurzeln = 0 genommen werden; das ist nichts anderes
als die Dreiecksrelation im euklidischen Raume FE . Insbesondere
ist, wenn wir fiir x die Nullfolge setzen,

Viey) =V o+ + 4ok + Vit '+ o,
und aus der angenommenen Konvergenz der Quadratsummen folgt

Vi@ =Vo + o2+ + Vi + oy
daraus aber die Konvergenz der (aufsteigenden, beschrinkten) Folge
f.lz,y). flz,y) existiert also stets und aus der Dreiecksrelation fiir
den E, folgt durch Grenziibergang

Viwy =YV w2+ Viw».

Definieren wir also die Entfernung durch zy = }/f(z,y), so sind die
Entfernungsaxiome erfiillt, und Z ist ein metrischer Raum, den man
nach Analogie als einen euklidischen Raum mit abzihlbar vielen
Dimensionen bezeichnen kann; er wird auch der Hilbertsche Raum
genannt. Die sphirischen Umgebungen seiner Punkte erfiillen also
die Umgebungsaxiome.

In ihm ist eine abzihlbare Menge dicht, nimlich die Menge I
der Punkte

Pl o Pmvnns P Uyl B, <),
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die rationale und schlieBlich verschwindende Koordinaten haben.!
Denn ist z ein beliebiger Punkt und ¢ eine positive Zahl, so kann
man » so wihlen, daB
xnz-f-l + xn2+2 +...< %‘QZ:

ferner wegen der Dichtigkeit der Menge der rationalen Punkte in
E, die rationalen Zahlen 7, ,, ..., r, so, daB

(@, — )2+ (@, — 7, + oo F (@, — 7, )2 < 0%
Durch Addition folgt dann fiir »=(r,..., 7, 0,0, ...)

f(x’r)< 927 zr < 0,
d. h. in jeder Umgebung U, liegt ein Punkt von R. Als metrischer
Raum mit einer abzihlbaren dichten Teilmenge erfiillt Z also auch
die beiden Abzahlbarkeitsaxiome (nach Ersetzung der spharischen Um-
gebungen durch gleichwertige) und alles Bisherige bleibt in Geltung.
Will man die Beschrinkung auf Folgen mit konvergenter
Quadratsumme vermeiden, so wird man wieder fiir den Fall der
Konvergenz von f(z,y) = (&, — )+ #,—v,)*+... die Entfernung
als @y = )/f(z,y) definieren und gelangt dadurch zu einem teil-
weise metrischen Raum im Sinne von I. Alles bleibt richtig
bis auf die Folgerungen aus dem zweiten Abzahlbarkeitsaxiom, das
hier nicht erfiillt ist.
In anderer Weise, nimlich vermdge der Definition der Ent-
fernung durch die stets konvergente Reihe

o 1 Imn"ynl

vy = ZH 1+ [z, —y,|
hat M. Fréchet alle Folgen zu einem metrischen Raum vereinigt,
in dem wieder die oben definierte abzihlbare Menge R dicht ist.

Eine ebenfalls zulissige Definition der Entfernung fiir z ==y ist der
reziproke Wert % der ersten Differenzstelle beider Zahlenfolgen;

dies kann auf Elementfolgen aus einer beliebigen Menge ausgedehnt
werden.

An Modifikationen und Verallgemeinerungen, die sich hier noch
anschlieBen konnten, herrscht kein Mangel; wir schlagen dem Leser
einige zur Ubung vor:

Zahlenfolgen mit nur endlich vielen von Null verschiedenen
Zahlen oder Punkte des Hilbertschen Raumes mit schlieBlich
verschwindenden Koordinaten.

Zahlenkomplexe © = (z,,,,...,%,,...) vom Typus ®,, unter der
Bedingung, daB hochstens abziahlbar viele Koordinaten von Null ver-
schieden sind und ihre Quadratsumme konvergiert; das Quadrat der

! Die Menge der Folgen rationaler Zahlen, ohne die letzte Bedingung,
ist nicht abz#hlbar, sondern von der Michtigkeit des Kontinuums (X,No= X).
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Entfernung sei wieder durch (@)= Yol + (@, — )P+ o - [, — 7 e
definiert. In diesem ,euklidischen Raum von N, Dimensionen® ist
keine abzithlbare Menge, wohl aber die Menge £ der Punkte mit
nur endlich vielen nichtverschwindenden, rationalen Koordinaten
dicht, die hier die Michtigkeit N, hat.

Zahlenfolgen mit kubischen Umgebungen: U, sei die Menge der
Folgen y, fur die die oberc¢ Schranke der Betriige |z, —y,| kleiner
als eine positive Zahl ¢ ist.! Indem man diese Schranke, wenn sie
existiert, als Entfernung ry definiert, erhilt man einen teilweise
metrischen Raum mit den sphirischen Umgebungen 7. Offenbar
1aBt sich dies auf reelle Funktionen r = x(f) einer beliebigen Variablen
ibertragen. Die Elemente a,, a,, ... konvergieren nach », wenn die
Funktionen g, (%), 2,". ... gleichmiBig nach z(f) konvergieren. (Vgl.
das nichste Beispiel.)

Zahlenfolgen mit ,Quadern” als Umgebungen: U, sei durch die
Ungleichungen =z —y, <o, mit positiven 4, o,, ... definiert. Dies
labt sich auf Elementfolgen z =(z, z,, ...) itbertragen, deren Ele-
mente -, beliebige topologische Riume E, durchlaufen; ist U, eine
Umgebung von z,, so sei das Produkt 7777, ... (die Menge aller
Folgen y =(y,, 1,, ...), wo y, Punkt von U ist) eine Umgebung von z.
Auch hier kann man zu Funktionen einer beliebigen Variablen
iibergehen.

V. Stetige Funktionen.

Die Elemente z von E seien jetzt reelle Funktionen z = (f)
einer reellen Variablen ¢ und im Intervall 0 =¢=1 stetiz. Als
Entfernung definieren wir

2y =max () — y(d],
das Maximum des Betrages der Differenz beider Funktionen im
Intervall. Die Entfernungsaxiome sind erfiillt, also fiir die sphi-
rischen Umgebungen U, die Umgebungsaxiome. Es existiert wieder
eine in £ dichte abzihlbare Menge 1. Nach einem bekannten Satz
von Weierstrass gibt es namlich fiir jede solche Funktion z(f) und
jede positive Zahl o ein Polynom
rd)=ay+a i+ ... 4"

derart, daB im ganzen Intervall |x(f) — (4| < ¢; und wenn ein solches
fiberhaupt existiert, so lehrt eine leichte Uberlegung, daB man seine
Koeffizienten rational annehmen darf. Die abzihlbare Menge R der
Polynome mit rationalen Koeffizienten ist also in E dicht;
danach gelten fir ein mit den sphirischen Umgebungen gleich-

! Wollte man diese Bedingung durch |z,—y.| <o ersetzen, so wiirden
die Umgebungen das Axiom (C) nicht erfiillen (S. 218).
Hausdorf{f, Mengenlehre. 19
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wertiges System die beiden Abzihlbarkeitsaxiome und alle bisherigen
Resultate bleiben richtig.

Eine andere zulassige Definition der Entfernung ist die nicht-
negative Quadratwurzel aus

[at) -y 125
0

bezeichnen wir sie mit zy und die hiermit definierten sphérischen
Umgebungen mit ¥, (die U, entsprechen den kubischen, die ¥ den
spharischen Umgebungen des gewdhnlichen Raumes). Auf Grund
einer bekannten Integralabschitzung ist fir zy< ¢ auch zy<p,
also enthilt jedes V,_ ein U,. Umgekehrt ist aber kein ¥V in einem
U_ enthalten, denn das Integral kann -beliebig klein und doch der
Integrand an einzelnen Stellen beliebig groB werden. Die U, und
V, sind also nicht gleichwertig und definieren verschiedene Mengen
A, usw.; fir beide aber bleiben alle bisherigen Sitze in Kraft, da
auch bei Zugrundelegung der ¥V, die obengenannte Menge R in E
dicht ist.

Ein weiteres Beispiel von der Art der in diesem Paragraphen
behandelten lernen wir in § 6 kennen, indem wir die Teilmengen
eines metrischen Raumes als Elemente eines neuen Raumes ansehen.

§ 6. Metrische Réume: Entfernungen und Zusammenhang.

Wir halten jetzt den Zeitpunkt fiir gekommen, wo eine weitere
Fortsetzung der Umgebungstheorie mit einer EinbuBe an Einfach-
heit verkniipft sein wiirde. TInshesondere hat ein metrischer Raum
etwas, was sich rein topologisch nur umstindlich beschreiben laft,
ndmlich die durch gleichen Radius vermittelte Beziehung zwischen
den Umgebungen verschiedener Punkte. In einem metrischen Raume,
den wir von nun an voraussetzen, gelten die Umgebungsaxiome und
(bei Ersetzung der Umgebungen durch gleichwertige) das erste Ab-
zihlbarkeitsaxiom, wiahrend das zweite die metrischen Réume mit
abzihlbarer dichter Teilmenge charakterisiert.

Eine Menge 4 heiBt beschrankt, wenn die Entfernungen
ihrer Punkte voneinander eine obere Schranke d(4) haben; diese
heifit die Breite von 4. Endliche Mengen sind beschriinkt; auch
die Nullmenge rechnen wir zu den beschrinkten Mengen, ohne ihr
aber eine Breite zuzuschreiben. Die Teilmengen einer beschrinkten
Menge sind beschriinkt; eine Summe endlich vieler beschrinkter
Mengen ist beschrankt. Kompakte Mengen sind beschrinkt, denn
eine unbeschriinkte Menge hat offenbar divergente Teilmengen.
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Die Entfernungen ¢ = ab der Punktpaare zweier nichtverschwin-
dender Mengen _t, B haben stets eine untere Schranke, die untere
Entfernung zwischen .(, B

(Y\.l. 1)’) = ()‘{]:: ‘-l) =5 0.
und, falls beide Mengen beschrinkt sind. eine obere Schranke, die
obere Entfernung

did, By=d\B, ..
Die obere Entfernung einer Menge von sich selbst ist ihre Breite
dit, d)=d({L. Die untere und obere Schranke der Entfernungen ab,
wenn a die Menge 4 durchliuft und b ein fester Punkt ist, be-
zeichnen wir mit

S4B =3, A),  did.b)=d(b, )

statt mit o(d.}d}) usw.!

Die oberen Abstinde erfiillen die dem Dreiecksaxiom analoge
Beziehung
1y d(A. B+ diB,Cy=d'1, C).

Denn wihlt man a und ¢ so. daB ac>d(.1, (') —e. bei beliebig vor-
geschriebenem positivem ¢, so ist fiir jeden Punkt b
d(4.B)+dB,C)=ab+be=ac>d[.l, C)—e,
diA, B+ diB. C)>dil, C)—e¢,
und aus der letzten, fiir jedes positive ¢ giiltigen Ungleichung folgt (1),

Die unteren Abstinde erfiillen die Dreiecksrelation nicht (z. B.
wahle man 4 und O mit positiver unterer Entfernung, B als eine
beide Mengen treffende Menge, so daB d(4, B)= d(B, C)=0,
(4. C)>0). Es gilt nur. wenn die mittlere Menge sich auf einen
Punkt reduziert:

a, 974,8)+ 8(b, €)= (.1, C).
Denn wihlt man @ und ¢ so, daB ab < 0(4,b)+¢ und be < o, C)+e,
so ist -

3(4,8) -+ 3(h, C)+ 26> ab + be =ae = d(4, C).
Spezialfille von (1) und (2; sind
(3) d'4,b) 4 be = d{.1,¢),
4) O(d,b)+be=0(4,¢).
Die Formel (3, nebst der durch Vertauschung von b, ¢ entstehenden
besagt, daB der Betrag der Differenz d(4,b)—d(4,¢) hochstens

* Damit keine Kollision dadurch entstehe, ist wieder wie in fritheren
Fillen (S.43, 85) vorauszusetzen, daB Elemente und Teilmengen von J, Punkte und
Punktmengen verschiedene Dinge seien, abgesehen vielleicht von Gleichungen
der Form z = {z}.

19%
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gleich be ist. Wenn also b, nach ¢ konvergiert, so konvergiert
d(4,b,) nach d(4,c) und ebenso d(4,b,) nach d(4,q); in der iiblichen
Ausdrucksweise (Kap. IX) sind d(4,«) und d(4,z) stetige Funktionen
von x.

Es ist
(5) 9(4,B)=0(4,,B), d(4,B)=d(4,,B),

d. h. diese Entfernungen bleiben ungeindert, wenn man der Menge 4
ihre Hiufungspunkte hinzufiigt. Um dies z B. fiir d zu beweisen:
ist ¢ > 0 beliebig, # ein Punkt von 4, o ein Punkt von 4 mit
aw < ¢, endlich b ein beliebiger Punkt von B, so ist

wh< ab+e=d(4,B)+s,

die #b sind also beschrinkt (d. h. mit 4 ist 4, beschrinkt) und
d(4y, B)=d(4,B)+s, also d(4,,B)=d(4,B). Wegen 4,=4 ist
andererseits d(4,, B)= d(4, B), also beide Zahlen gleich.

Man kann auch sagen: 4 und 4’ haben dieselben Entfernungen
von B, wenn 4,= 4, wenn also (Kap. VII, § 8) die Mengen 4, 4
zu einander dicht oder, wie wir uns damals ausdriickten, kon-
gruent sind (4=24). In den unteren und oberen Entfernungen
kann jede Menge durch eine kongruente Menge ersetzt werden.

I. Sind die Mengen 4, B abgeschlossen und kompakt,
so bilden die Entfernungen ab ihrer Punktpaare eine ab-
geschlossene, beschriankte Zahlenmenge.

Denn ist P diese Menge und ¢ eine ¢-Zahl von P, so gibt es
eine Kolge von Punktpaaren mit lim b = ¢. Die Folge der g,
hat dann mindestens einen zu A4 gehorlgen Haufungspunkt «, es ist
also, fiir eine geeignete Folge natiirlicher Zablen p, lim a,=a, und
ebenso fiir eine geeignete Teilfolge dieser Folge limj, =5. Dann
ist ¢ =lima b bq_ab o ist also eine wirklich errelchte Entfernung
oder eine Zahl von P, womit diese Menge als abgeschlossen erkannt
ist. Genau ebenso wird gezeigt, daB niemals lima b = + oo sein
kann, daB also P beschrinkt ist, was wir ubrlgens schon wissen.
Insbesondere existiert also in diesem Fall ein Minimum und ein
Maximum der Entfernungen

min ab = (4, B), maxab= d(4, B),
die Entfernungsschranken werden wirklich erreicht.

Die Voraussetzung der Kompaktheit ist ebenso wesentlich wie
die der Abgeschlossenheit. Ein Hyperbelzweig und eine seiner
Asymptoten sind abgeschlossen; aber die untere Entfernung Null
wird nicht erreicht. Ks geniigt auch nicht, daB beide Mengen
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beschriinkt und abgeschlossen seien (vgl. § 8). Im Hilbertschen
Raume 3. 287 sei A die Menge der Punkte

a=1,0,0.0...)

a=(0,1,0,0,..)

ag= 0,0, 1.0,..) usw.;

ist b=1(3,, gy, J5, --.) ein weiterer Punkt mit lauter positiven Ko-
ordinaten und 3*= 3 *+ J.2 4+ 3,2+ ..., so ist

@b =1-24 4 3
und diese Zahlen haben die obere Schranke 14 32, erreichen sie
aber nicht. Sind die 8, siimtlich negativ, so erreichen die genannten
Zahlen ihre untere Schranke 14 A% nicht. Die Menge A ist be-
schrinkt und abgeschlossen, aber nicht kompakt (sie ist divergent).

Im AnschluB an das Bisherige erhebt sich die Frage, ob es
nicht moglich ist. den (nichtverschwindenden) Teilmengen des me-
trischen Raumes £ Entfernungen AB zuzuordnen, die auch ihrer-
seits die Entfernungsaxiome erfilllen. Hierzu eignen sich weder die
unteren Entfernungen, die das Dreiecksaxiom verletzen, noch die
oberen, wo d(d,.{" im allgemeinen nicht Null ist. Man gelangt aber
zu solchen Entfernungen in folgender Weise.

Wir betrachten den unteren Abstand d(4,5) und lassen b die
Menge B durchlaufen. Wenn diese Abstinde eine obere Schranke
haben!, so bezeichnen wir diese mit AB; hierbei kommt es aber
auf die Reihenfolge an, und die Zahlen 4B und B.{ konnen, wenn
sie beide existieren, verschieden sein. Um das Symmetrieaxiom zu
sichern, definieren wir als Entfernung AB die groBere? der beiden
Zahlen

AB=max 4B, B4,
vorausgesetzt, daB beide existieren.

Die Entfernung liegt offenbar zwischen der unteren und oberen
Entfernung; d. h. wenn 4B existiert, so ist AB = §(4, B), und wenn
d(4, B) existiert, so existiert auch AB = d(4,B). Zwei beschriinkte
Mengen haben stets eine Entfernung, zwei unbeschriinkte moglicher-
weise, eine beschrinkte und eine unbeschrinkte niemals.

Wenn B ={b; aus einem einzigen Punkte besteht, so ist
Ab= 0(4,b), ﬂ:d(A,b), also Ab=d(4,b); die Entfernung ist in
diesem Falle die obere Entfernung.

! Dazu ist die Beschriinktheit von A und B nicht notwendig, wie der I'all
von zwei parallelen Geraden lehrt.

2 Auch ibr arithmetisches Mittel wiirde im wesentlichen dieselben Dienste
leisten.
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Wenn E<Q, so gibt es zu jedem Punkte b einen
Punkt o mit ab< o; wenn es umgekehrt zu jedem Punkte b
einen Punkt o mit a—b<g gibt, so ist Zﬁég. Diese leicht
beweisbare Bemerkung, die auch zur Definition von AB dienen
konnte, ist fir Anwendungen besonders zweckmibig.

Wenn AB und BC existieren, so existiert auch AC und es ist

(6) AB+BC=AC.

Denn setzen wir 4B=g, BC=0, 80 existiert fir beliebiges
positives ¢ zu_jedem Punkt ¢ _e_in Punkt » mit be< ¢+ ¢, dazu ein
Punkt ¢ mit ab< o + ¢, also ac < ¢+ o+ 2¢, folglich ist

Eég—i—a-}-?a und fl_dé@—i—a.

Hieraus folgt unmittelbar: wenn 4B und BC existieren, so
existiert auch 4C und es ist

(0 AB+BC= AC.
Denn die linke Seite ist
= AB+B0=40 wd =CE+BA=CA

Die Entfernungen erfillen also das Dreiecksaxiom eines teil-
weise metrischen Raumes (S. 285).

Das Koinzidenzaxiom ist zunchst nicht erfillt; zwar ist A_A_} =1,
aber 4B kann auch noch sonst verschwinden. Die Gleichung AB =0
besagt, daB, fir jeden Punkt b, 9(4,5)=0 ist (oder zu jedem b gibt
es bei beliebigem positivem ¢ ein ¢ mit ab< g), d. h. daB b stets
¢-Punkt von 4, 4 zu B dicht ist, wovon offenbar auch die Um-
kehrung gilt. Also verschwindet 4B dann und nur dann, wemn
Aund B zu einander dicht (kongruent) sind, woraus (nach dem
Dreiecksaxiom) folgt, daB ohne Anderung der Entfernung jede Menge
durch eine kongruente ersetzt werden kann. Um das Koinzidenz-
axiom aufrechtzuerhalten, miissen wir also entweder kongruente
Mengen als nicht verschieden ansehen (mit erweiterter Bedeutung
des Begriffs Gleichheit) oder diirfen aus jeder Klasse kongruenter
Mengen nur eine Menge, am einfachsten die abgeschlossene (groBte)
Menge der Klasse, zulassen. Wir konnen also sagen:

II. Die nichtverschwindenden abgeschlossenen Teil-
mengen eines metrischen Raumes & bilden ihrerseits einen
teilweise metrischen Raum .

‘ Das System der beschrinkten abgeschlossenen Mengen ist
einer der metrischen Teilrdume, in die der Mengenraum € zerfallt.
H_iervon bilden die. kompakten abgeschlossenen Mengen wieder
einen metrischen Teilraum €. Wenn in E eine abzihlbare Menge B
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dicht 1st, so st auch in € eine abzithlbare Menge dicht, nimlich
das System der endlichen Tellmengen von /. In der Tat: ist .4
abgeschlossen und kompakt, ¢ eine positive Zahl, und schlieBen wir
jeden Punkt @ von .f in scine Umgebung " mit dem Radius o ein,
so ist nach dem Borelschen Satze .1 bereits in einer endlichen
Zahl dieser Umuzebungen enthalten, deren Mittelpunkte aj, a,, ..., a,
sein mogen. Zu jedem dieser Punkte ¢, (i=1,2,...,n) gibt es
einen Punkt r, von R mit a;r, < ¢: die Punkte  bilden eine end-
liche Teilmenge R, von R. Zu jedem Punkt r, von R, gibt es einen
Punkt a; von . mit ra; < o, also ist AR, < p. Zu jedem Punkt a
von 4 gibt es einen Punkt a; mit aa,< v und einen Punkt », mit
a_r..< 20, demnach ist I—:‘O—:A‘é 20. Also ist ‘lh;o = 20, in beliebiger
Nihe eines 4 liegt ein R,.

Im ganzen Mengenraum € ist im allgemeinen keine abzihl-
bare Menge dicht. selbst wenn E diese Eigenschaft hat. Ist z. B.
E die euklidische Ebene, so haben schon die verschiedenen Geraden
durch einen Punkt paarweise keine Entfernung voneinander!, und €
zerfillt mindestens in N verschiedene metrische Riiume (iibrigens
auch in nicht mehr. da es iiberhaupt nur 8 abgeschlossene Mengen
gibt, § 3, IV. Eine in € dichte Menge hat daher die Michtigkeit
des Kontinuums.

Betrachten wir eine Folge von nichtverschwindenden
Mengen 4, A,.... und erinnern uns aus Kap. VII, § 5 der beiden
abgeschlossenen Limites

L=Liminf4,, J/=Limsup.{,

die wir im Falle der Gleichheit als abgeschlossenen Limes
L=13=Lim 4 bezeichnet haben.* Andererseits sind auf Grund
der Entfernungen zwischen Mengen Hiufungselemente X und ein
etwaiger Limes -\ der Mengenfolge wie gewdhnlich zu definieren,
namlich dadurch, daB, bei beliebigem o > 0, die Ungleichung
fi:i;< o fiir unendlich viele resp. fast alle » erfiillt ist; wir wollen
dabei das durch jede kongruente Menge ersetzbare X' durch die
Forderung der Abgeschlossenheit prizisieren. Den Zusammenhang
dieser Limesbhegriffe vermittelt der Satz:

III. Wenn limAn_J'Z=0, so ist X< L; wenn lim 1?17;:0, S0
ist Y= ) (X, Y als abgeschlossen vorausgesetat).

! Bei dieser Entfernungsdefinition konvergiert also im allgemeinen die
Folge der Geraden y = a,x + b, nicht gegen die Gerade y =az+0b, wenn a,
nach o und b, nach b konvergiert; nur parallele Gerade haben eine Ent-
fernung.

* Wir lassen die Striche iiber L, M jetzt weg, da von den iibrigen Limites
hier nicht die Rede ist.
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Denn fiir beliebiges positives ¢ ist, fiir fast alle #, A:X< 0,
so daB es zu jedem Punkt z von X einen Punkt a4, von 4 mit
za, < o gibt, d. h. jede Umgebung von z hat Punkte mit fast allen
A, gemein, » ist Punkt von L, X< L. Andererseits sei m ein
Punkt von M; jede Umgebung von m hat Punkte mit unendlich
vielen 4, gemein oder es gibt, fiir unendlich viele n, einen Punkt o
von A, mit ma,< o. Wahlt man unter diesen ein n so groB, daB
Y—ﬁn< 0, 50 gibt es zu a, einen Punkt y mit ya, < o, also my < 2p.
Demnach ist m ein @-Punkt von ¥; M< Y, =Y.

Tst jetzt X =lim 4, so ist lim X4 =0, also nach III

XsLsMsX, L=M=2X:

IV. Wenn die Mengenfolge nach X konvergiert, so ist
X auch ihr abgeschlossener Limes.

Umgekehrt 1aBt sich nicht soviel aussagen. Ist X ein Haufungs-
element der Mengenfolge, so gibt es nach dem hier giiltigen Satz
von der Trennbarkeit der Haufungspunkte (§ 2) eine nach X kon-
vergente Teilfolge 4, deren abgeschlossene Limites also mit X
identisch sind. Daher ist (S. 237) L < X< M, alle Haufungselemente
der Folge liegen zwischen L und M. Wenn insbesondere die
Mengenfolge einen abgeschlossenen Limes L= M hat, so
kann sie kein von diesem verschiedenes Haufungselement
haben. Aber daraus 148t sich ihre Konvergenz natiirlich im all-
gemeinen nicht erschlieBen.

Es gibt aber einen Fall, wo man .mehr aussagen kann, wenn
némlich die Mengen 4, Teilmengen einer und derselben kompakten
Menge sind oder, was dasselbe ist, wenn ihre Summe § = &(4,, 4,,...
kompakt ist. Es gilt namlich folgendes Gegenstiick zu IIIL:

V. Wenn_glie Mengen 4 eine kompakte Summe haben,
so ist lim M4, =0 und, wenn L nicht verschwindet,
lim 4 1, =0.

Mit S ist (nach S. 234) auch S, und deren Teilmengen L, I, 4,
kompakt. 1/ ist sicher von Null verschieden, da eine beliehige
Folge von Punkten g, aus 4, sicher einen Haufungspunkt hat, der
nach Definition zu M gehort (die 4, waren ja >0 angenommen).
Alle Entfernungen /4, und, wenn L =0, alle Entfernungen LA,
sind vorhanden.

Wéare nun nicht lim MA;:O, so wire fiir ein gewisses posi-
tives o, und fiir unendlich viele #, MTeln >p, also fiir geeignete
Punkte a, 0(3,a)> 0. Diese Punkte a, haben aber einen Haufungs-
punkt = in M, fir unendlich viele von ihnen ist also ;z_an<g und
0(M,a,)< 0, was ein Widerspruch ist.
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Wire zweitens, fiir L = 0, nicht lim ‘-l:]: =0, so wire fiir ein
gewisses o und, fir unendlich viele n, - 1. > 29, also fiir geeignete
Punkte I von L. d(d,,1)>20. Diese Punkte { haben aber einen
Hiufungspunkt / in L. und fiir unendlich viele von ihnen ist 17, < g,
also (4 ,)=0(4,0)—1l >0. Dann hitte aber die Umgebung
von ! mit dem Radius ¢ mit unendlich vielen .{, keinen Punkt ge-
mein, im Widerspruch zur Definition von L.

Aus V folgt nun:

VI. Wenn die Mengentolge eine kompakte Summe und
einen abgeschlossenen Limes L = )/ hat, so konvergiert
sie nach diesem.

Beispiele (vgl. Kap. VII, & 5).

Die Folge ., B, 4, B, .... wo wir .l und B abgeschlossen und
>0 voraussetzen, gibt L=72{4,B), M =8&(.,B). Zur Konvergenz
ist L= J[. 4= B notwendig, aber auch hinreichend.

Im Beispiel () a.a. 0. ist die Mengenfolge divergent; denn ihr
einziges Haufungselement konnte nur das Paar der
Halbgeraden sein, aber dieses hat von keinem A4, eine
Entfernung. Man sieht hieran, daB der Satz VI nicht ——7
richtig bleibt, wenn nur die einzelnen 4, kompakt sind.

A sei die Ordinatenachse, gekreuzt von der hori-
zontalen Strecke y=n, —1=z=1. Hier ist L=V —F—
die Ordinatenachse; sie hat von jedem .I, die Ent-
fernung 1: die Mengenfolge ist divergent.

Parallele Gerade in den Abstanden 1, },4,... von [
einer festen Geraden konvergieren gegen diese (Gerade;
die einem Kreis eingeschriebenen oder umschriebenen  Fig. 10.
regularen Polygone konvergieren gegen den Kreis usw.

Um noch eine Folgerung aus V zu ziehen, bemerken wir zu-
nichst die Ungleichung

d(B,B)—d(4, )= AB+ A'F,
die man so beweist. Man wiahle, fir vorgegebenes positives &, zwei
Punkte b, 5 mit ) > d(B, [;') — ¢, sodann zwei Punkte a, ¢’ mit

ab< AB+e, dV <AL +s,

dann ist
AL+ 4B +d(4, 4)+ 3¢
>ab+d't +aad +e=bb + &> d(B, B).
Genau entsprechend folgt
5(4, 4)— 8(B,B)= 4B+ 4B,
wenn man zuerst b¥ < 0(B,B)+ & wihlt und weiter wie soeben
verfahrt.
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Daraus ergibt sich:

VII. Wenn die Mengen 4, und 4 kompakte Summen
haben, so ist

(M, M'y=limsupd(4,, 4,), oM, M)=liminfo(4,,A4)
und, falls L, I/ nicht verschwinden,

AL, )=liminfd(4,, 4), O, L)=limsupd(4,,4).
Man hat nimlich

A(4,, A))—d(M, ') = DA, + 4]

und daraus (durch den Schlufl von z, =y auf limsupz, =limsupy),
weil die rechte Seite nach V den lim = lim sup Null hat, die erste
der angegebenen Hormeln; genau so folgen die iibrigen.

Wenn die abgeschlossenen Limites L=MW=X, L'=N=X
existieren, so folgt daraus

dX,X)=limd(4,,4), oX,X)=Ilimd(4,,4)),
z. B. fiir konstantes, abgeschlossenes 4 '= X’
d(X, X)=limd(4,,X), O(X,X)=Llmd4,,X),
oder, wenn man beide Mengenfolgen identifiziert (4= 4,),
d(X) = lim d(4),
die Breite von 4, konvergiert nach der Breite des abgeschlossenen
Limes.

Die Theorie des Zusammenhanges (Kap. VII, § 7) gestattet
in einem metrischen Raume noch eine weitere Ausfithrung, nimlich
eine Art gradueller Abstufung, bei der auch eine unzusammen-
hingende Menge noch einen groberen Zusammenhang haben kann
und erst bei schirferer Betrachtung in Teile zerfillt, wie sich ein
Nebelfleck in Sterne auflost. Wir wollen, fiir eine positive Zahl g,
eine nichtverschwindende Menge 4 p-zusammenhingend nennen,
wenn bei jeder Zerlegung 4= P+ Q in zwei nichtverschwindende
Summanden deren untere Entfernung O(P, Q)= ist, ebenso 0-zu-
sammenh#ngend, wenn bei jeder solchen Zerlegung O(P, Q) =0 ist
(also 4 p-zusammenhingehd fiir jedes positive g).! Kine schlechthin
zusammenhéingende Menge ist O-zusammenhingend, da bei jeder Zer-
legung 4 = P+ Q wenigstens die eine Menge einen Haufungspunkt
der andern enthilt; daB das Umgekehrte im allgemeinen nicht gilt,
werden wir an Beispielen sehen.

VIII. Eine Summe von beliebig vielen g-zusammen-
hingenden Mengen, die paarweise untere Entfernungen <o
haben, ist wieder o-zusammenhidngend. Kine Summe von

! Eine Menge aus einem Punkt ist als ¢-zusammenhingend und 0-zu-
sammenhéingend zu betrachten.
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beliebig vielen O-zusammenhiingenden Mengen, die paar-
weise die untere kntfernung 0 haben, ist O-zusammen-
hiingend.

Denn wird 1= &., in zwei nichtverschwindende Teilmengen
A= P4 Q zerlegt, so wird entweder mindestens ein Summand
4=24.P)+ 2 dA,Q =P, 4+ Q, ebenfalls in zwei nichtverschwin-
dende Teilmengen zerlegt, und dann ist J(P, Q) = d(P,, Q) = ¢; oder
jeder Summand bleibt ganz in einer der Mengen P, @, und wenn
danmn A, = P, . = Q. so ist J(P, Q)=0(.1, 4)=0. Der zweite
Satz ist unmittelbare Folge des ersten (oder wird genau so mit
o =0 bewiesen.

Unter einer o-Komponente resp. 0-Komponente von .1 ver-
stehen wir eine grilte in keiner andern enthaltene) o-zusammen-
hiingende resp. U-zusammenhingende Teilmenge von .{. Die Existenz
solcher geht aus V1II hervor: die Summe aller p-zusammenhingenden
Teilmengen von _{, die den festen Punkt p enthalten, ist eine
v-Komponente. Zwei verschiedene g-Komponenten P== Q sind nicht
nur fremd, sondern haben sogar eine untere Kntfernung J§(P, Q) > o,
da andernfalls . P, Q)= P oder > @ und auch noch p-zusammen-
bingend wire; eine (nicht mit 4 selbst identische) o-Komponente P
hat von ihrem Komplement 4-— P eine untere Entfernung =y,
beide sind in { abgeschlossen. Zwei verschiedene 0-Komponenten
haben positive untere Entfernung: eine 0-Komponente (nicht aber im
allgemeinen ihr Komplement) ist in 4 abgeschlossen. Wir bezeichnen
die den Punkt p enthaltende o-Komponente und 0-Komponente mit
P und P,, die gewdhnliche Komponente mit P, die Quasikom-
ponente ‘S. 245; mit P,; auBerdem sei

P =3P, 6>¢, F =2DPF, (>0

die Menge der Punkte, die mit p gleichzeitig derselben &-Kom-
ponente fiir jedes ¢ > o resp. fir ¢ > 0 angehdren. Da von den
Eigenschaften: zusammenhingend, 0-, p-, o-zusammenhingend, fir
0 <0< o jede die folgende nach sich zieht, so ist

PERERL P el P

fir die obigen Durchschnitte kann man offenbar solche aus Mengen-
folgen setzen, z. B. Pio= P, Py, P,j, )

Die Quasikomponente P, war der Durchschnitt aller den Punkt p
enthaltenden Mengen, die, zugleich mit ihrem Komplement, in 4
abgeschlossen sind; da zu ihnen die p-Komponenten gehoren, so ist
P= P, =P, ,, wihrend die Beziehung von P, zu P, im allgemeinen
fraglich bleibt.

Als eine (nicht unbedingt notwendige) Erginzung dieser Be-
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trachtungen stellen wir noch die Definition auf: 4 heifle (o —0)-zu-
sammenhingend?, wenn bei jeder Zerlegung 4= P+ Q die untere
Entfernung 0(P, Q) < ¢ ausfallt (statt = ¢ wie beim o-Zusammen-
hang). Wie oben folgt, daB die Summe  beliebig vieler solcher
Mengen, die paarweise untere Kntfernungen < o haben, wieder
(0 — O)-zusammenhsingend ist, und daraus die Existenz von (o — 0)-
Komponenten einer Menge 4. Fiir die den Punkt p enthaltende
(v — 0)-Komponente gilt
P, SF, P y=CF, (0<n<0,

wovon nur die zweite Formel eines Beweises bedarf. Nennen wir
die rechte Seite S, so ist jedenfalls P _,= S. Wire aber P =5,
also P,_, =841, 0(8,T)<o, also fiir geeignete Punkte st< o, so
gehort s einer gewissen Menge P, und allen folgenden an; wir
konnen daher annehmen, daB st=m < p. Dann wire aber P - |{|
noch 7-zusammenhéingend, P_ nicht die groBte den Punkt p ent-
haltende m-zusammenhingende Teilmenge von A.

Beispiele. Ein Hyperbelzweig und eine Asymptote sind zusammen-
hingend und haben die untere Entfernung 0; ihre Summe ist 0-zusammen-
hiingend, aber nicht zusammenhtingend.

Ein Punktpaar mit der Entfernung 1 ist 1-zusammenhiingend, aber
nicht (1-— O)-zusammenhingend. Die lineare Menge der Punkte mit den
Abszissen

e A
ist (1— 0)-zusammenhtingend. Die Menge der Punkte 0, 1, %, 2, ..., 2
ist 1-zusammenhsingend, ohne daB sich der Punkt 2 mit einem andern
durch eine 1-Kette verbinden lieBe, was erst eintrifft, wenn man der
Menge noch ihren Hiufungspunkt 1 hinzufiigt.

Die Menge der rationalen Zahlen ist 0-zusammenhiingend, aber nichb

zusammenhiingend; ihre Komponenten und Quasikomponenten bestehen aus
Je einem einzelnen Element, es ist also P, = P,

Ist 4 die Summe der Rechtecke und der beiden Geraden S.249, p ein

! Nennt man einen endlichen Punktkomplex (@, , a;,@,, ..., @,) eine g-Kette,
wenn die Entfernungen konsekutiver Punkte a,a,, al—ag, o o} G , 0, simtlich
=g, eine (g —0)-Kette, wenn sie siimtlich < g sind, so wird sich der Leser
leicht von der Richtigkeit folgender Sitze iiberzeugen: eine Menge A, in der
je zwei Punkte a, b durch eine ¢-Kette (a, ..., b) von Punkten in 4 verbunden
werden kénnen, ist g-zusammenhingend (aber im allgemeinen nicht umgekehrt);
eine Menge, in der je zwei Punkte durch eine (9 — 0)-Kette verbunden werden
konnen, ist (9—0)-zusammenhingend, und umgekehrt. G. Cantor hat gelegent-
lich eine Menge zusammenhiingend genannt, wenn je zwei ihrer Punkte, fiir
jedes ¢ >0, durch eine ¢-Kette verbunden werden konuen; nach unserer Ter-
minologie ist sie dann nur 0-zusammenhiingend.
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Punkt der einen Geraden, so ist Fypo =P, dos Geradenpaar, ) = P dis
durch p gehende Gerade. Hier ist Py< P ,i sulerdem Py lu+0, d. I
zwel Punkte, die fiir jedes o dcmelben 0- l\muponente angehdren, brauchen
nicht derselben 0- l\omponente au/uyehuwn

Eine Vereinfachung crfahren diese Verhiiltnisse, wenn es sich
um eine kompakte abgeschlossene Menge .f handelt. Eine
solche 1st, wenn O-zusamumenhingend, auch zusammenhingend; denn
1st sie unzusammenhiingend und in zwei abgeschlossene Summanden
=0 zerlegbar, so ist deren untere (in diesem Fall wirklich erreichte)
Entfernung positiv, und fiir jedes kleinere o die Menge schon nicht
mehr ¢-zusammenhiingend. Die Anzahl der o-Komponenten ist fiir
jedes o endlich (iibertrifft ¢ die Breite von .{, so ist { p-zusammen-
hingend): denn withlt man aus jeder einen beliebigen Punkt aus,
so haben diese Punkte paarweise Entfernungen >, also keinen
Haufungspunkt. und diirfen danach nur in endlicher Menge vor-
handen sein. Es gibt nur endlich viele Zerlegungen 4 = P+ Q mit
J(P. Q)> o0, denn bei jeder solchen bleiben die ¢-Komponenten un-
zerlegt. und die Zerlegung ist nur eine KEinteilung der o-Kom-
ponenten in zwei Klassen. Bei allen Zerlegungen einer unzusammen-
hingenden Menge haben also die Zahlen J(/’, Q) ein Maximum ¢ >0,
und die Menge ist dann noch g-zusammenhingend, aber nicht mehr
(0 — U-zusammenhiéngend; sie ist g-zusammenhiingend fiir 0 = o und
nicht z-zusammenhingend fiir 7 < ». Eine (0 — 0)-zusammenhingende
Menge ist auch noch fiir gewisse Zahlen 7 < ¢ w-zusammenhiingend,
so daB fiir die Komponenten P, =P _, gilt.

Vor allem aber 14Bt sich jetzt unter gewissen Bedingungen aus
dem Zusammenhang von Mengen einer Folge auf den Zusammen-
hang ihrer oberen abgeschlossenen Limes schliefen. KEs gilt der
Satz:

IX. Wenn die p-zusammenhingenden Mengen 4, eine
kompakte Summe und einen nichtverschwindenden unteren
abgeschlossenen Limes L haben, so ist ihr oberer ab-
geschlossener Limes J/ gleichfalls p-zusammenhéngend.

Nehmen wir an, es sei 1/ nicht p-zusammenhingend, also
M=P+ Q) mit /P, Q)=0>0; wir setzen ¢—p =3¢ Ein Punkt
von L, der etwa zu P gehoren moge, sei mit p bezeichnet, ¢ ein
beheblger Punkt von Q. Die Umgebung U, mit dem Radius ¢ hat
mit fast allen, die ngebung U, mit dem “Radius ¢ mit unendlich
vielen 4, Punkte gemein; auberdem ist mach V, fir fast alle #,
ﬂn< ¢; fiir unendlich viele 4, deren eines mit 4 bezeichnet sei,
treffen also alle drei Aussagen zu. 4 hat also zwei Punkte a, b
mit ap < e, bg<e, und es ist WA <e.
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Nun ist der p-Zusammenhang von A zu berticksichtigen. Wir
teilen die Punkte von A in drei Klassen:

(¢) die Menge X der Punkte z, fiir die (P, z)< e, also nach (2)

5(@,33)_%5(13, Q)—(?(P,x)>a—s=g+2a;
hierzu gehort der Punkt a.

(f) die Menge Y der Punkte y, fir die 0(Q,y) <, also in
gleicher Weise 0(P,y)> ¢+ 2¢; hierzu gehort b.

() die Menge Z der iibrigen Punkte z, fiir die also gleichzeitig
S(P,x)=¢ und 0(Q,x)=¢, also 9(J,%) =¢.

Auch solche Punkte » muB es geben. Denn je zwei Punkte
z, y haben einen Abstand zy = 0(P,y) — O(P, @) > 0 +¢, also ist
X, Y)=o0+e>0, und wenn Z=0 wire, so wire 4=X47
nicht o-zusammenhingend. Wenn es aber solche Punkte gibt, so
ist MA=0(,»=¢, im Widerspruch zur obigen Feststellung
MA< s Damit ist der Satz bewiesen.

X. Wenn die zusammenhsngenden Mengen 4, eine kom-
pakte Summe und einen nichtverschwindenden unteren ab-
geschlossenen Limes L haben, so ist ihr oberer abge-
schlossener Limes M gleichfalls zusammenhéngend.

Denn nach IX ist M, fir jedes g, ¢-zusammenhéngend, also
0-zusammenhingend und, als abgeschlossene kompakte Menge, zu-
sammenhingend. (Man kann auch in dem obigen Beweise direkt
0 =0 annehmen.)

DaB dieser Satz ohne die Kompaktheit der Mengensumme, selbst
wenn die einzelnen 4, kompakt sind, nicht zuzutreffen braucht, zeigen
die Streckenziige S.239 oder die Rechtecke S.249. Dab er fiir L=0
nicht zu gelten braucht, zeigt schon die Folge 4, B, 4, B, ..., WO (bei
abgeschlossenen 4, B) L = ®(4, B) und 3 = &(4, B); dies Beispiel zeigh
auch, daB der Zusammenhang von L nicht behauptet werden kann.

Wenn eine Folge zusammenhéingender Mengen mit kompalkter
Summe einen abgeschlossenen Limes hat, oder wenn der Limes
X =lim 4, existiert (wobei, wie erinnerlich, X als abgeschlossen
vorausgesetzt wurde), so ist dieser zusammenhingend. Jedes Hau-
fungselement einer Folge zusammenhingender Mengen mit kom-
pakter Summe ist zusammenhingend.

Diese Sitze erweitern den Kreis zusammenhéingender Mengen
durch Limesbildung; sie sind auch die Grundlage fiir diejenige
Behandlungsweise der euklidischen Punktmengen, die sich auf ap-
proximierende Streckenziige u. dgl. stiitzt.

Fiir eine absteigende Folge 4, = 4, = ... von abgeschlossenen,
kpmpakten, nichtverschwindenden Mengen ist L= M= A=D(4;, 4y, ---)5
sind die A, g-zusammenhingend, so ist ihr Durchschnitt g-zusammen-
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hingend. Sind die _(, ¢ -zusammenhingend und lim o =0, so ist
der Durchschnitt ¢-zusammenhiingend: denn fir jedes o> ist
schlieBlich (fir fast alle ) v, <o und A=12 (4, 4,4y ) O-21-
sammenhingend. KEbenso folgt fiir limo, =0, daB .1 zusammen-
hingend ist. Fur dic Komponenten ciner abgeschlossenen kom-
pakten Menge ergibt sich daraus, daB der {rither (S. 299) betrachtete
Durehschnitt P, o-zusammenhingend, also P, . =P, und daB
ebenso Py, ,=Fy= 1 ist, d. h.

P=P,=PF=P,,.

Bei einer kompakten a.bgeschlossenen Menge sind also
Komponenten. Quasikomponenten und 0-Komponenten
identisch, und die Punkte, die fiir jedes » derselben g-Komponente
angehoren. gehiren derselben Komponente an.

Zwischen den Komponenten einer abgeschlossenen kompakten
Menge .1 1aBt sich nun noch in anderer Weise. als dies oben (S. 293)
allgemein geschehen ist, eine Entfernung definieren. Zwei ver-
schiedene Komponenten P, Q gehoren nicht fiir jedes o derselben
o-Komponente an, wohl aber fiir hinlinglich groBes ¢; es gibt also
eine trennende Zahl o, derart, daB

P =Q fir 6>p, P +0, fir 2<0.
Dann ist auch noch Pe =00 oder P =@ , und o ist die kleinste
Zahl, fir welche P, () noch derselben :;-Komponente angehoren.
D1e:e Zahl bezeichnen wir mit

0=PQ>0,

wahrend wir PP=0 setzen, und nennen sie etwa die Distanz!
zwischen P und ¢. Es ist leicht zu sehen, daB diese Distanzen die
Entfernungsaxiome erfiillen; von dem Koinzidenz- und Symmetrie-
axiom ist es ohne weiteres klar, und wenn P, Q, R drei Kom-
ponenten von A sind, die wir als simtlich verschieden ansehen
konnen, ferner o das Maximum der beiden Distanzen PQ, 012 ist,
$0 ist P,=0 =R, also PR=¢ und um so mehr

PO+ QRZPI,

also das Dreiecksaxiom erfiillt.

Die Distanz ist hochstens gleich der unteren Entfernung; denn
wenn J(P, () =0, so ist P+ () p-zusammenhiéngend, P und Q ge-
héren derselben o-Komponente an, also ()= p oder ﬂ}é()’(P, Q).

! Die Distanz hiingt auch von der Menge A ab: wenn [P, ) zugleich
Komponenten einer andern abgeschlossenen kompakten Menge A’ sind, so
konnen sie in dieser eine andere Distanz haben. In P+ ¢ haben sie die
Distanz §(P, ).
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Fiir eine Folge von Komponenten P, wihle man nun aus jeder
einen Punkt p ; die Folge dieser Punkte hat in der kompakten ab-
geschlossenen Menge 4 gewiB einen Haufungspunkt p, der der Kom-
ponente P angehdren moge; fiir eine passende Teilfolge natiirlicher
Zahlen m ist dann limpp =0, lim &(P, P,)=0, lim PP =0. Das
heiBt aber, daB es zu jeder Komponentenfolge eine Komponente
gibt, die (im Sinne der Distanzen) Haufungselement der Folge ist,
also:

XI. Die Menge der Komponenten einer abgeschlossenen
kompakten Menge ist selbst, im Sinne der Distanzen, eine
abgeschlossene kompakte Menge.?

Ubrigens ist ein Haufungselement im Sinne der Distanzen auch
eins im Sinne der unteren Entfernungen, d. h. mit PP, konvergiert
auch 0(P, P) nach Null, wovon das Umgekehrte wegen PQ = d(P, Q)
trivial ist. Denn zu der Folge der Komponenten P, gibt es, wie
wir soeben sahen, eine Komponente @ mit lim §(Q, P,)=lim QP =0,
woraus wegen lim PP =0 zunichst PQ=0, Q=P folgt. Also ist
lim §(P, P,)=0, P istim Sinne der unteren Entfernungen Hiufungs-
element der Folge, und da dies auch fiir jede Teilfolge gilt, so muB
lim (P, P)=0 sein. Ist M={P, Q,...} irgend eine Menge von Kom-
ponenten von A4 (nicht notwendig aller) mit der Summe M= P+ Q+ ...,
so ist P also isoliertes resp. Hiufungselement von 9t, je nach-
dem die Distanzen PQ oder die unteren Entfernungen d(P, Q) von
den ibrigen Komponenten eine positive resp. verschwindende
untere Schranke haben, d. h. je nachdem das Komplement M —P
in M abgeschlossen ist oder nicht. Diese Unterscheidung ist also, wenn
P, Q,... gleichzeitig die Komponenten einer andern abgeschlossenen
kompakten Menge 4’ sind, unabhingig davon, ob die Distanzen auf
A oder A" bezogen werden.

§ 7. Metrische Riume: Borelsche Mengen.

Eine wichtige Besonderheit des metrischen Raumes ist die Dar-
stellung abgeschlossener Mengen durch Folgen von Gebieten und
umgekehrt. Wir erinnern hier zuvor an die formalen Betrachtungen
von Kap. I, § 10; wie damals bezeichnen wir mit

4,=&(4y, 4y, ...), d,=D(4,,4,,...)
die Summe und den Durchschnitt einer Folge von Mengen 4, die
! Im Sinne der Entfernungen P¢) trifft dies nicht zu; die Hiufungs-

elemente von Komponentenfolgen kénnen zusammenhingende Teilmengen
von Komponenten sein, wie die einfachsten Beispiele lehren.



§ 7. Metrische Riume: Borelsche Mengen. 3056

einem gewissen Mengensystem A angehoren: die . bilden das
kleinste o-Svstem A, die A, das kleinste 0-System U, iber 2.
Auch die Fortsetzung dieser Prozesse haben wir besprochen; z B.
bilden die Durchschnitte { ; aus Folgen von Mengen A das kleinste
d-System dber ¥ . Die inzwischen erworbene Kenntnis der Ord-
nungszahlen gestattet uns auch, das kleinste System 9, iiber % zu
bilden, das sowohl die Summe als auch den Durchschnitt jeder
Folge seiner Mengen enthilt: setzt man etwa ¢ ()= ,, und de-
tiniert fir jede Ordnungszahl 5 < @, durch Induktion

U= U =Cq@)  E<u),

s0 ist A 5= (5< ), was indessen nicht ausschlieBt, daB der
y o

ProzeB schon frither zum AbschluB kommt. Ist das System % von
der Michtigkeit ¥ des Kontinuums. was z. B. fiir die abgeschlossenen
Mengen oder Gebiete eines Raumes mit zweitem Abzihlbarkeits-
axiom zutrifit & 8, IV), so ist 9 von derselben Michtigkeit 8% =N,
ebenso ¥ , und schlieBlich das ganze System %_,. Im euklidischen
Raume bilden also die Mengen, die aus abgeschlossenen Mengen
oder Gebieten durch Summen- oder Durchschnittshildung von Folgen
entstehen, immer noch einen verschwindend kleinen Teil des Systems
aller Punktmengen.

Wir bezeichnen abgeschlossene Mengen, wie schon ofter, mit F
(ensemble fermé), Gebiete mit G. Die F; sind wieder abgeschlossen,
da ja sogar der Durchschnitt beliebig vieler abgeschlossener Mengen
wieder abgeschlossen ist; dagegen sind die I, zu denen u. a. die
abzahlbaren Mengen gehdren, im allgemeinen nicht abgeschlossen.
Ebenso sind die G, wieder Gebiete, die G, nicht. Die F und G,
sind nichst den F und & selber die wichtigsten und einfachsten
Punktmengen; danach folgen die F , und &, usw. Wir wollen alle
diese Mengen als Borelsche Mengen bezeichnen. Die F und @,
die ¥ und G,, die F,, und G,, sind Komplemente von einander; alle
diese Mengen bilden iiberdies Ringe §, ®, &, @,, ....

Wir wollen nun eine beliebige Menge 4 in ein G, einschliefen,
und zwar zunichst in folgender spezieller Weise: wir wihlen eine
Folge abnehmender, nach Null konvergierender positiver Zahlen

B 0y >0 ey BB gn=%, und ordnen jedem Punkt a von 4

die Umgebung mit dem Mittelpunkt o und Radius ¢, zu; die Summe
dieser Umgebungen ist ein Gebiet G,= 4. Wir behaupten, daB

1) AG=Q(G1, Gyy )= Gy

der Durchschnitt dieser Gebietsfolge ist. In der Tat, ist z ein
Hausdorf{f, Mengenlebre. 20
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a-Punkt von 4, so gibt es, fir jedes », einen Punkt @, von A
mit za, < 0,; « gehort also der Umgebung von a, mit dem Radius 0,
also dem Gebiet G, an, folglich 4 = G;. Umgekehrt, ist y kein
Punkt von 4,, und U, eine Umgebung mit dem Radius p, die keinen
Punkt von 4 enthilt, so ist ya =g fir jedes a, und fiir o, <p ge-
hort y nicht mehr zu @, also nicht zu @, folglich G,< 4 .
Bezeichnen wir die Komplemente von 4, G,, G, mit B, F, F,
so ist
© B,=8(F,F,,.)=1T,.
Die Gleichungen (1), (2), worin 4, jede abgeschlossene Menge und
B, jedes Gebiet bedeuten kann, sagen:

In einem metrischen Raume ist jede abgeschlossene
Menge als Durchschnitt einer Folge von Gebieten, jedes
Gebiet als Summe einer Folge abgeschlossener Mengen
darstellbar.

Oder: jedes I ist ein Gy, jedes G ein F..

Z. B. ist die abgeschlossene Kreisfliche (Inneres mit Peripherie) vom
Radius ¢ der Durchschnitt der Kreisgebiete (Inneres ohne Peripherie) mit
den Radien $o, $0, 40, ...; das Kreisgebiet vom Radius o Summe der
abgeschlossenen Kreisflichen mit den Radien 1o0,20,20,....

Eine Differenz zweier abgeschlossener Mengen oder zweier Ge-
biete oder ein Durchschnitt D(F, @) ist sowohl ein F_ als auch ein
Gs; denn die F und @ sind beides, und die F_ und G; bilden ja
Ringe. Auch die Mengen des kleinsten Korpers §, =@, d. h. die
Mengen, die aus abgeschlossenen Mengen oder Gebieten durch end-
lich wiederholte Differenzbildung entstehen, sind gleichzeitig Mengen
F, und G;. Eine Summe von hochstens abzihlbar vielen Differenzen
abgeschlossener Mengen ist ein F. In einem metrischen Raume
mit abzihlbarer dichter Teilmenge trifft dies (§ 4) auf die Mengen
A—4, zu, die von einer beliebigen Menge nach Abzug des letzten
Residuums tibrighleiben, insbesondere auf die reduziblen Mengen;
da aber auch das Komplement einer reduziblen Menge reduzibel ist,
80 ist eine reduzible Menge gleichzeitig ein F_und ein G,
Inshesondere ist eine separierte Menge nicht nur ein F, (sogar héch-
stens abzéhlbar), sondern auch ein G,.

In der Formel (1) haben wir unter G, die Summe aller Unm-
gebungen von Punkten ¢ mit konstantem Radius o, (der von a
unabhéingig ist) verstanden. LBt man diese Voraussetzung fallen,
80 b_raucht der Gebietsdurchschnitt Gs = A nicht mehr mit 4, iiberein-
zustimmen. Ordnen wir also Jedem Punkte o und jeder natiirlichen
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Zahl n eine positive Zahl ¢, zu, verstehen unter L,, die Umgebung
von ¢ mit dem Radius p, und setzen

d
Gn=:l'un‘ Gd=3‘(;1’172"")’

s0 wird man allgemein auBer G;= .1 nichts sagen konnen. Aber:
Wenn die ¢ Gun bei festem n eine positive untere Schranke
haben, also o 0, >0 ist, so bleibt offenbar die Ungleichung

(3) Gy=2 4, I,£B;
bestehen nach wie vor seien 5. I, I die Komplemente von 4, @, G,).

n?

Wenn andererseits die g, bei festem » eine obere Schranke
haben, die mit }—‘ nach Null konvergiert, also o,, =0, und
limo, =0, so bleibt umgekehrt
4 AsG,c4, B=F,=2B,
bestehen. Ja, eine geringe Moditikation lehrt, daB ein Punkt y von
E— 4,=B; nicht nur schlieBlich Punkt von E— G = F,, sondern
innerer Punkt dieser Menge wird mimlich z. B. fir o, =10, wenn
U, mit dem Radius o keinen Punkt von A enthilt) Ks ist also in
diesem Falle auch noch

BSS F, Fype), 4,226, G

la? 2a1"")7
was in Verbindung mit (4. die Glemhungen
3 A, =G, =2 G, . Gypeu)y Bi=F, =Sk, Fyy..)
ergibt.

Man kann die Frage stellen, wie man die Radien zu wihlen
bat, um G, méglichst klein, F mdglichst groB zu machen. Eine
kleinste Menge G, iiber A ist freilich im allgemeinen nicht vorhanden,
da der Durchschnitt beliebig vieler G, nicht wieder ein G, zu sein
braucht ‘man sieht leicht, dal es immer ein G' oder G;= 4 gibt,
das einen vorgeschriebenen Punkt von E— A nicht enthilt; das
kleinste G, iiber A konnte also mur A4 selbst sein und existiert nur,
wenn 4 selbst ein G, ist) Die Frage hat also keinen prizisen
Sinn; indessen kann man sich z B. die Aufgabe stellen, falls 4 und
demgemiB &, im Raume dicht ist, trotzdem noch ein ebenfalls
dichtes Komplement I, zu erzielen.

Bei einer funktionentheoretischen Anwendung, die wir nach
E. Borel geben wollen, wird 4=/a,, ay, ..., a,, ...{ als abzéhlbar
angenommen, dem Punkte a_ eine Umgebung "mit dem Radius o,
zugeordnet und deren Summe als G, definiert, wihrend G, die

Summe der Umgebungen mit den Radien %gp gein soll. Haben

die Radien 5,, g,, ... eine positive untere Schranke, so gilt (3); haben

gie eine obere Schranke, so gilt (4) und (5).
20*
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In der komplexen Zahlenebene (ohne unendlich fernen Punkt)

sei 4={a,a,,..} eine abzahlbare Menge; wir betrachten die Reihe
£ c
(@) st s
mit einer zunichst beliebigen Folge nichtverschwindender kom-
plexer Koeffizienten c¢,, deren Betrige y,=|c,| sein mdgen. Die
Menge B = E— A zerfallt in die Menge C derjenigen Punkte z, wo
die Reihe konvergiert und also eine Funktion f(z) darstellt, und in
die Menge D derer, wo sie nicht konvergiert (in 4 verliert die Reihe
jeden Sinn). Indem wir die genauere Bestimmung einer solchen
Konvergenzmenge C einer spiteren Untersuchung vorbehalten, kénnen
wir jedenfalls feststellen, daB .C ein gewisses F_ als Teilmenge ent-
halt. Wir wahlen eine Folge positiver Zahlen g, so, daB die Reihe
(6) > I
Qp

konvergiert (z. B. ¢,= 27y ), und bilden mit ihnen als Radien das
Gebiet G, und die weiteren oben definierten Mengen. Fiir einen
Punkt # von F, und jedes p ist dann
_%
T—ay

=nlz,
¢
daraus folgt nach bekannten Sitzen, daB die Reihe (¢) in F, absolut
und gleichm#Big konvergiert, also eine in F, stetige, in seinem Innern
F,; regulire Funktion f(z) darstellt. Die Konvergenzmenge C umfaft
also jedenfalls 7, und f(z) ist in &(F,;, F,,, ...) regulir.

Allerdings kbnnte ¥ =0 sein, so daB mit dieser Betrachtung
nichts erreicht wire. Wenn es aber moglich ist, die o , beschrankt
anzunehmen, wofiir die Konvergenz der Reihe

) 2y »

notwendig und hinreichend ist, so gelten die Gleichungen (4) (5),
und f(#) ist in B, regulir, also in dem groBten Gebiet, in dem es
tiberhaupt definiert ist; dies Gebiet ist von Null verschieden, wenn
A, von E verschieden, 4 nicht in & dicht ist. Man kann erreichen,
daB B; ein vorgeschriebenes Gebiet G wird, indem man n#mlich
fir 4 eine in F=F— G dichte abzihlbare Menge nimmt (sollte F
endlich sein, so reduziert sich die ganze Betrachtung auf eine Tri-
vialitit). Daraus, daB die Pole a, der einzelnen Glieder der Reihe (¢)
in F dicht liegen, kann man zwar im allgemeinen nicht schlieBen,
daB f(z) iber G hinaus nicht fortsetzbar ist; wenn dies aber zutrifft,
was allerdings nur unter gewissen, hier nicht zu diskutierenden
Bed}ngungen der Fall ist, so ist damit ein zweiter Beweis des
Weierstrassschen Existenzsatzes fiir eindeutige Funktionen mit vor-
geschriebenem Regularititsgebiet @ geliefert (vgl. S. 274)

1
1(5'—' a_pl z;@w




§ 7. Metrische Riume: Borelsche Mengen. 309

Wenn die Menge 4 in F dicht ist, etwa die Menge der ratio-
nalen Punkte, so ist B,;=0 und es kommt keine regulire Funktion
zustande. Trotzdem kann F, noch von Null verschieden, ja sogar
selbst in E dicht sein, so daB dic Reihe (¢) dann das merkwiirdige
Verhalten zeigt, daB sowohl die Menge ¢ ihrer Konvergenzstellen
als auch die Menge .{+4 D der Stellen, wo sie sinnlos wird oder
nicht konvergiert, die Ebene dicht erfiillt. Um das Nichtverschwinden
von F, zu erzielen, dirfen die g, jedenfalls nicht mit positiver
unterer Schranke gewihlt werden, da somst (3) gelten wiirde. Eine
hinreichende Bedingung erhiilt man auf Grund spiterer Betrachtungen
diber den Inhalt von Punktmengen (Kap. X), wenn man den Inhalten
der Kreisflichen, die das Gebiet G, bilden, eine konvergente Summe
T=1-Z0,0 gibt; dann ist das ,FlachenmaB“ von G, hochstens z,

das von G, hochstens —:.—,r, das von G, Null, also hat G, keine

inneren Punkte und F, ist dicht (sogar von der Michtigkeit des
Kontinuums.. Damit aber die ¢, so wihlbar seien, daB gleich-
zeitig (3' und =g konvergiert, ist notwendig und hinreichend, daB
@ =y}

konvergiere. Denn sind «, # zwei positive Zahlen und «¢+ g8 =1, so
ist elementar einzusehen, daB cu+fv = u*ef ist fiir positive u,v; aus
der Konvergenz der Reihen ~'w, Z'v, mit positiven Gliedern folgt
also die der Reihe Xu%¢7. Sonach folgt aus der Konvergenz von
ST ypd = 0, die von = (%’1 : (gp';’)% =3 7;'?. Umgekehrt kann

P

[
man, wenn (9) konvergiert, die o, in der geforderten Weise wihlen,

Z. B. QP= 7};;',

Die ganze Betrachtung laBt sich genau so im reellen Gebiet
anstellen; man wird dann nur g, statt der Quadratsumme kon-
vergent wahlen, wofiir die Konvergenz von

(s) 3y}

notwendig und hinreichend ist. Wenn hier 4 die Menge der ratio-
nalen Zahlen ist, so kann man aber die Dichtigkeit von F, noch
in anderer Weise erzielen, nimlich auf Grund einer von Liouville
gefundenen unteren Schranke fiir die Approximation algebraischer
Zahlen durch rationale: allerdings ist hier nicht sicher, daf F,
eine so hohe Michtigkeit wie zuvor erlangt.

Tst namlich = eine (reelle) algebraische Zahl vom Grade A >1,
d. h. Wurzel einer irreduziblen Gleichung

@ @)= goB + T+ o g1+ 9, =0
mit ganzen rationalen Koeffizienten, so gibt es eine nur von z
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abhingige positive Zahl 1, derart, daB fiir jede rationale Zahl %
(mit positivem Nenner)
©) o— 2l =1:000"

ist. In der Tat ist, wenn % zunichst im Intervall J=(z—1, z41)

gewihlt wird,
o) — (L) = e—L) 9@,

q
wo & zwischen z und —ZZ, also ebenfalls in J liegt, also wegen g(z) =0
#{5)|= |~ loel = o] ot
wenn J, mindestens gleich dem Maximum von |9o )| im ganzen

Intervall J gewihlt wird. Ferner ist ¢ (—z—) = (g "+ oo + 3, 0"): 4"
eine nicht verschwindende rationale Zahl mit dem Nenner ¢, also
P
(3)
wird iiberdies 3, = 1 genommen, so gilt sie auch auBerhalb von J, wo
—E s,
[=-51>

Ordnen wir nun z B. jeder rationalen Zahl, die wir uns in

=1:¢", woraus die Ungleichung (¢) fiir das Intervall J folgt;

reduzierter Gestalt % mit positivem Nenner geschrieben denken,

eine Umgebung mit dem Radius zu (k eine feste natiirliche

1
ra
Zahl >1); diese Umgebungen sollen das Gebiet G, die mit den
Radien % —;’r das Gebiet G, bilden. Ist z eine algebraische Zahl

vom Grade % (1 <72 =), so ist fiir » = M und jede rationale Zahl %
1 1
]m——;_ M, g0 = ng = ngt ?

@ gehdrt also nicht dem Gebiet G, sondern dem Komplement F,
und der Summe F an. Bei dieser Wahl der Radien enthilt F,
also jedenfalls alle algebraischen Zahlen der Grade 2, 3, ..., k und
ist eine dichte Menge.

Bei noch rascherer Abnahme der Radien kann F, alle alge-
braische Zahlen (auBler den rationalen) enthalten, so daB G, nur aus
rationalen und transzendenten Zahlen besteht. Wahlen wir z B.

fiir das erste Gebiet @, die Umgebung von % mit dem Radius 997, wo

0<# <1, so ist fiir eine algebraische Zahl z vom Grade % und jedes %

1
M qh % -,9*‘1

2]z
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sobald » hinlinghich groB, niamlich n= 3 .¢" 9 fir ¢ =1, 2, 8, ...
gewihlt wird, und dies ist moglich, weil ¢*¢ mit 1 nach Null

konvergiert. Demnach gebért r nicht zu G
zu F.

nr

sondern zu F, und

¢ ». Metrische Riinme: Bedingungen fiir kompakte Mengen.

Wir miissen uns jetzt der Frage zuwenden, unter welchen Be-
dingungen eine Menge kompakt ist.

Wir nannten eine Menge beschrinkt, wenn die Entfernungen
ithrer Punktpaare eine obere Schranke haben. oder, was auf das-
selbe hinauskommt, wenn die Menge in einer Kugel liegt (worunter
wir die sphiarische Umgebung U, eines Punktes von £ mit irgend-
welchem Radius ¢ verstehen) Im euklidischen Raume wird sich
zeigen, daB kompakte und beschrinkte Mengen identisch sind.
DaB im allgemeinen die Beschrinktheit keine hinreichende Be-
dingung der Kompaktheit ist, sehen wir sofort, wenn wir unter E
die Menge der rationalen Zahlen verstehen: eine Menge A rationaler
Zahlen, die nach einer irrationalen Zahl konvergiert, z. B. die der

Zahlen (1 -+ l)ll, hat, obwohl beschrinkt. in E keinen Hiufungs-

n
punkt. Die Art, wie man dies durch Einfihrung der irrationalen
Zahlen beseitigt, wird nachher fiir uns vorbildlich sein.

Jedenfalls aber ist, wie wir gleich sehen werden, fiir eine kom-
pakte Menge die Bedingung der Beschrinktheit und sogar eine noch
schirfere notwendig. Wir wollen eine Menge total beschrankt
nennen, wenn sie fiir jedes positive ¢ in einer Summe end-
lich vieler Kugeln vom Radius v enthalten ist. FKine total
beschrinkte Menge ist gewif beschrinkt; denn ist, fiir ein be-
stimmtes o, ¢ der Maximalabstand der (endlich vielen) Kugelmittel-
punkte, so hat jedes Punktpaar der Menge nach dem Dreiecksaxiom
eine Entfernung < 29+ 0.

Jede Teilmenge einer total beschrinkten Menge ist total be-
schrinkt. Jede endliche Menge ist total beschrinkt.

Fiir die Anwendung dieses Begriffes ist folgender Satz bequem:

I Eine Menge ist dann und nur dann total beschrankt,
wenn in jeder unendlichen Teilmenge von ihr Punkte-
paare mit beliebig kleiner Entfernung vorkommen.

Unter einem Punktepaar ist hier natiirlich ein solches aus
zwei verschiedenen Punkten verstanden.

Ist namlich 4 eine unendliche, total beschrinkte Menge, und ¢
eine beliebig kleine positive Zahl, so muB mindestens eine von den
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endlich vielen Kugeln vom Radius £ die 4 einschliefen, zwei (sogar

2 7

unendlich viele) verschiedene Punkte von 4 enthalten, und deren
Entfernung ist < ¢. In einer unendlichen, total beschrinkten Menge
gibt es also Punktepaare mit beliebig kleiner Entfernung, also auch
in jeder unendlichen Teilmenge einer total beschrinkten Menge.
Wenn umgekehrt jede unendliche Teilmenge von 4 Punktpaare mit
beliebig kleiner Entfernung enthilt, so sei @, ein beliebiger Punkt
von 4, a, ein weiterer mit @ =9, a, ein dritter mit T%EQ,
aya, = ¢ usw. Dies Verfahren muB einmal abbrechen, auf Grund
der Voraussetzung, d. h. fiir ein bestimmtes » gibt es keinen Punkt
a,,, mehr, der von allen vorigen eine Entfernung =¢ hitte. Danmn
ist aber 4 in der Summe der » Kugeln mit den Mittelpunkten
@y, Gy, ..., o, und den Radien ¢ enthalten; da dies fiir jedes ¢ durch-
fithrbar ist, so ist 4 total beschrinkt.

Wir sahen, daB eine total beschrinkte Menge auch beschrinkt
ist. Im euklidischen Raume ist umgekehrt jede schlechthin
beschrinkte Menge auch total beschrankt; das folgt (wenn
wir statt der Kugeln mit Wiirfeln operieren, denen wir nebenbei
ihre Begrenzung zurechnen wollen) hochst einfach aus der Moglich-
keit, einen Wiirfel in eine endliche Anzahl von Teilwiirfeln zu zer-
legen, in denen der Maximalabstand zweier Punkte beliebig klein
wird. In einem allgemeinen metrischen Raume ist die totale Be-
schrinktheit aber keineswegs eine Folge der einfachen. Das kann
man schon daraus schliefen, daB man jeden metrischen Raum durch
eine versinderte Definition der Entfernung in einen beschrinkten ver-

wandeln kann, indem man z B. die Entfernung ¢ durch g’=1%_9< 1
ersetzt.' Die ganzzahligen Punkte einer Geraden haben jetzt paar-
weise Entfernungen =1 und bilden also nach I keine total be-

schrinkte Menge, wohl aber eine beschrinkte. Kin anderes Beispiel
geben die Punkte

(1,0,0,0,..) (0,1,0,0,..) (0,0,1,0,..)

eines Hilbertschen Raumes (§ 5, IV), die paarweise die Entfernung
V2 haben.

. Ein‘e Menge mit einem Hiufungspunkt enthilt gewiB Punktpaare
mit beliebig kleiner Entfernung (gleichviel ob der Hiufungspunkt
ihr angehort oder nicht); daraus folgt:

II. Jede kompakte Menge ist total beschrinkt.
Wir haben dies auch schon beim Beweise von § 3, X eingesehen.

! Auch diese Entfernungen erfiillen das Dreiecksaxiom; aus ¢ + o =1 folgt
némlich ¢'+ o' = 7.
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Dat U nicht umkehrbar, also die totale Beschriinktheit nur eine
notwendige, keine hinreichende Bedingung fiir Kompaktheit ist, lehrt
immer noch die Menge der rationalen Zahlen (als Raum E gedacht).
Wir werden aber jetzt zeigen, daB eine Annahme, die der Ein-
fithrung der irrationalen Zahlen analog ist, den Satz IT umkehrbar
macht, und daB man diese Annahme, falls sie von vornherein nicht
erfiillt ist, durch nachtrigliche , Vervollstindigung® des Raumes ver-
wirklichen kann. Mehr liBt sich offenbar nicht erzwingen, ohne die
Metrik des Raumes zu zerstoren: eine nicht total beschrinkte Menge
behilt nach I diesen Charakter, solange man die Entfernungen ihrer
Punktpaare nicht #ndert, und ist in keinem metrischen Raume
kompakt. (Die euklidische Ebene E wird durch Hinzufiigung eines
unendlich fernen Punktes nach § 5. II kompakt, aber E--{oco} ist
kein metrischer Raum.

Unter den total beschrinkten Mengen zeichnen wir gewisse als
Fundamentalmengen aus: eine Fundamentalmenge heiBle eine
unendliche Menge, von der, fiir jedes positive g, fast alle
Punkte in einer Kugel vom Radius o liegen. DaB eine
Fundamentalmenge total beschrinkt ist, bedarf keines Beweises.
Kine konvergente Menge ist eine Fundamentalmenge, denn eine
Kugel mit ihrem Limes als Mittelpunkt enthélt bei beliebigem
Radius rast alle Punkte der Menge. Umgekehrt konnen wir zu-
nichst nur behaupten, daB eine Fundamentalmenge A entweder
konvergent oder divergent ist. Denn ist sie nicht divergent, so sei
z einer ihrer Hiufungspunkte. Fiir ein bestimmtes ¢ sei y der
Mittelpunkt einer Kugel vom Radius g, die fast alle Punkte a der
Menge { enthalt. Da nun, fir unendlich viele a, za < und fiir
fast alle ya < o ist, also noch fiir unendlich viele beides stattfindet,
0 mub zy < 20 sein; dann ist aber, fir fast alle a, za< 3, also
ist z=1im .

1I1. Jede unendliche, total beschrinkte Menge enthalt
eine Fundamentalmenge als Teilmenge.

4 sei upendlich und total beschrinkt; o, > 0, > ... eine ab-
nehmende, nach 0 konvergente Folge positiver Zahlen. Ks gibt, wie
wir sahen, eine Kugel U, vom Radius g,, die eine unendliche Teil-
menge 4, von 4 enthilt; o, sei ein Punkt von 4,. KEbenso gibt es
weiter, da 4, —{a,| auch noch unendlich und total beschrinkt ist,
eine Kugel 7/, vom Radius g,, die eine unendliche Teilmenge 4,
der letztgenannten Menge enthilt; ist wieder a, ein Punkt von 4,,
s0 gibt es eine Kugel U, vom Radius g,, die eine unendliche Teil-
menge 4, von A,—fa,} enthilt usw. Nach dieser Konstruktion ist
also U/, eine Kugel vom Radius o,, die eine unendliche Teilmenge 4,
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von A enthalt; ferner 4 > .4,>4,>... und ¢, ein Punkt von
A — A, Die Punkte o, sind paarweise verschieden und bilden eine
Fundamentalmenge Denn ist ¢ beliebig und » so groB, daf 0, =0,
-so sind fast alle Punkte dieser Menge, némlich a0, ,, 4 _,,..., n
U, also auch in einer Kugel vom Radius ¢ enthalten.

Soll nun der Satz II umkehrbar, also jede total beschrinkte
Menge kompakt sein, so muB insbesondere jede Fundamentalmenge
kompakt, also konvergent sein. Umgekehrt, ist jede Fundamental-
menge konvergent, so ist jede total beschrinkte Menge kompakt;
denn jede unendliche Teilmenge 4 von ihr enthélt eine Fundamental-
menge, und deren Limes ist ein Haufungspunkt von 4. Wir sehen
also:

IV. Damit jede total beschrinkte Menge kompakt sei,
ist die Konvergenz jeder Fundamentalmenge notwendig
und hinreichend.

In einer gebrauchlicheren Form 148t sich dies auch mit Hilfe
von Punktfolgen ausdriicken. Wir nennen (¢, a,, ...) eine Funda-
mentalfolge, wenn fiir jedes positive ¢ fast alle Punkte in einer
Kugel vom Radius ¢ liegen, wenn also fiir jedes ¢ ein Punkt
und eine Zahl n existiert derart, daB a,a, ,,... von z eine Ent-
fernung < ¢ haben. Alle diese Punkte haben dann voneinander
eine Entfernung < 29, und wir konnen eine Fundamentalfolge also
auch durch die zweite Bedingung definieren®: fiir jedes positive ¢
soll eine Zahl » existieren so, daB a a,< o fir p=n,q=n. Wie
oben sieht man, daf} eine konvergente Folge eine Fundamentalfolge
ist, und umgekehrt eine Fundamentalfolge nur konvergent oder

dlvergent sein kann. Eine leichte Uberlegung formt IV in den
Satz um:

V. Damit jede total beschrinkte Menge kompakt sei,

ist die Konvergenz jeder Fundamentalfolge notwendig und
hinreichend.

Denn eine divergente Fundamentalmenge liefert in ihren ab-
zéhlbaren Teilmengen divergente Fundamentalfolgen, und eine diver-
gente Fundamentalfolge liefert als Menge ihrer verschiedenen Punkte
eine divergente Fundamentalmenge. Konvergenz aller Fundamental-

mengen und Konvergenz aller Fundamentalfolgen sind also gleich-
bedeutend.

! Oder: fiir jedes ¢ soll ein 7 existieren derart, daB a,a, < ¢ fiir p > 7.
Oder: fiir jede Folge natiirlicher Zahlen p, < p, < ... soll lim Uty =0 sein.

Wenn die a, eine Fundamentalfolge bilden und lima,,—b,,=0, 80 bilden auch
die &, eine Fundamentalfolge.
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Wir haben Kap. VII. § 9) gesehen, daB im eindimensionalen
euklidischen Raume oder in der Menge 7 der recllen Zahlen jede
beschriinkte, also erst recht jede total beschriinkte Menge kompakt
ist.  Daraus folgt, daB in 7 jede Fundamentalfolge konvergiert:

V1 (Konvergenztheorem von (auchy). Kine Folge reeller
Zahlen konvergiert dann und nur dann, wenn sie eine
Fundamentalfolge ist.

Dies 1st ju in der Tat das vou Cauchy herrithrende, sogenannte
allgemeine Konvergenzkriterium.

Wir wollen einen metrischen Raum vollstindig nennen, wenn
jede Fundumentaltfolge konvergiert! In einem vollstin-
digen Raume sind also kompakte Mengen und total be-
schriankte Mengen identisch.

Wir zeigen schlieBlich noch, wie man einen beliebigen metrischen
Raum E stets zu einem vollstindigen erweitern oder, praziser,
auf eine Teilmenge eines vollstindigen Raumes E umkehrbar ein-
deutig und entfernungstreu abbilden kann. Das Verfahren ist genau
der Methode von G. Cantor und Ch. Méray nachgebildet, die
irrationalen Zahlen durch Fundamentalfolgen rationaler Zahlen zu
definieren®, und besteht einfach darin, die Fundamentalfolgen
«={a,, a,,...) aus Punkten des Raumes E ihrerseits als Elemente
eines zweiten Raumes E anzusehen.

Sind =a,,a,, ... 3=(b,b,,...) 2zwei Fundamentalfolgen, so
bilden die Entfernungen o, = a b, entsprechender Punkte eine Funda-
mentalfolge reeller Zahlen. In der Tat: bei beliebigem positivem &
gibt es eine Zahl » derart, daB, fiv p», ¢g=n, El;[zq und bE<a
sind. Dann ist

ah, =a,a,+ab, +bb, < ab, +2¢,
also ¢, —o, < 2¢ und. wenn man ¢ und p vertauscht, o, —o,/< 2¢,
woraus das Gesagte hervorgeht. Wegen des Cauchyschen Theorems
existiert also lim ¢, und diese Zahl wird als Entfernung
Zh =limz,
der beiden Fundamentalfolgen definiert. Sie erfiillt das Dreiecks-
axiom, da aus a b +b,c =a ¢, durch Grenziibergang «f + fy=uy
folgt; um das Koinzidenzaxiom giiltig zu machen, miissen wir Ahn-
lich wie in einem fritheren Falle (§ 6) fiir zwei Fundamentalfolgen

"M. Fréchet sagt: der Raum ,gestattet eine Verallgemeinerung des
Theorems von Cauchy*,

? Natiirlich sind, solange nur die rationalen Zahlen existieren und die
irrationalen erst geschaffen werden sollen, gewisse VorsichtsmaBregeln not-
wendig, die uns auf unserem Standpunkt erspart bleiben,
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mit verschwindender Entfernung eine Verabredung treffen, sei es,

daB wir nur eine von ihnen in E aufnehmen oder fiir oTﬂ: 0 ein-
fach ¢ =f definieren mit erweiterter Bedeutung des Gleichheits-
zeichens.

Unter den Fundamentalfolgen sind die konstanten (s, a,,..)
aus lauter gleichen Punkten ausgezeichnet; ihre Menge ist auf E
umkehrbar eindeutig und entfernungstreu bezogen, da die Entfernung

der Folgen (s, a,...) und (b, b, ...) gleich ab ist. Es wird daher
erlaubt und im Interesse einfacherer Bezeichnung erwiinscht sein,
die konstante Folge (a, @, ...) direkt mit ¢ zu identifizieren, so daf
E Teilmenge von E wird. ¥ ist in E dicht. Denn zu jeder Funda-
mentalfolge o= (2, a,,...) gibt es bei beliebigem ¢ einen Punkt
derart, daB, fir hinlinglich groBes =, Ec;n<g wird; daraus folgt
lim a:_an = oder To = 0, d. h. die Fundamentalfolge ¢ und die kon-
stante Folge = haben eine Entfernung = p. Weiter ist aber, wenn
die konstanten Folgen o, =(a,, a,,...) in Betracht gezogen werden,
ea, = az + xa, < 2p fir hinlinglich groBes =, also lim ea,=0.
Nennen wir die Folgen von Elementen aus E der Deutlichkeit wegen
Sequenzen, so konnen wir also sagen: bilden die o, in F eine
Fundamentalfolge ¢, so bilden die konstanten Folgen o, in E eine
konvergente Sequenz mit dem Limes c.

Nunmehr ist die Vollstindigkeit von E leicht zu beweisen. Wir
sahen (S. 314 Anm.), daB von zwei Sequenzen «,, «,, ... und g, f,, ...
mit lime,f, =0 die eine zugleich mit der andern eine Fundamental-
sequenz ist. Ist nun ¢, ¢,, ... eine Fundamentalsequenz, so kann
man wegen der Dichtigkeit von F in E zu jedem e, eine konstante
Folge z, mit « z, < % oder lime, 2, =0 bestimmen. Dann bilden
die z, ebenfalls eine Fundamentalsequenz, also in E eine Funda-
mentalfolge' £ = (2, %,,...), und es ist lim §z_ =0, also auch lim fa,=0,
d. h. die Fundamentalsequenz e, e,, ... ist konvergent mit dem
Limes §.

Der Ubergang von E zu E ist das metrische Analogon zur Aus-
fiillung der Liicken geordneter Mengen (Kap. IV, § 5); fiir diese gibt
die Dedekindsche, fiir jenen die Cantorsche Theorie der Irrational-
zahlen das Vorbild.

Die wichtigste Klasse vollstindiger Riume ist die der eukli-
dischen. Bilden in E, die Punkte a,, a,,... eine Fundamental-
folge und sind p1s Bpgy +vy @y, die Koordinaten von a,, so folgt aus

! Wegen der Entfernungstreue: man nehme die zweite Definition der
Fundamentalfolge.
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der Definition der Entfernung, duB auch dic ersten Koordinaten
2y Gy, -+ €ine Fundamentalfolge bilden (weil a, —a, =a,a) und
also einen Limes », haben: das gleiche gilt fiir die ibrigen Koordi-
naten, die nach Lumte\ Ty, .o, &, konvergieren. Fiir den Punkt
T= L Ty e z,) folgt dann aber lim ra,=0, also z =lim a,. Also
ist E, ein vollstaudlaer R.num danach sind kompakte und total be-
schrinkte Mengen, Gberdies N.312) total beschrinkte und schlechthin
beschrinkte \1en°‘en ldeutlsch, also sind kompakte und beschriinkte
Mengen identisch

Auch der Hilbertsche Raum (§ 5, IV) ist vollstindig. Bilden
die Punkte a, a,. ... eine Funda,mentalfolge und ist

Ty =101, By veey By enn)y

so folgt wie oben, daB lim a,,=uz, existiert. Zu jedem positiven o
b 4
ist eine Zahl m angebbar so, daB fir p=m, g=m

:z_ a < o, E(apn— a n)2 Z 2
Fir jede natiirliche Zahl X ist dann auch
AY

:71((1 e q”) < 0'
Daraus folgt fiir hm? =0

/e
"
b~
a2
|
]
=
~5
=]

daraus fir lim % =0

(e, —z) =0
n

Also hat die Zahlenfolge z =(z;,z,,...) von a, eine Entfernung (d. h.
z geh6rt dem Hilbertschen Raume an, 3z * konvergiert) und es
ist za, = fir p=m, also lim za, za_= 0, die Fundamentalfolge kon-
vergxert “pach <.

Der ,Raum¢“ der stetigen Funktionen (§ 5, V) ist bei der ersten
Entfernungsdefinition vollstindig; denn eine Fundamentalfolge kon-
vergiert gleichm#Big gegen einen Limes, der mithin wieder eine
stetige Funktion ist (die Ausfithrung kénnen wir dem Leser iiber-
lassen).

Jede abgeschlossene Menge eines vollstindigen Raumes ist
wieder ein vollstindiger Raum. Ein kompakter metrischer Raum
ist a fortiori vollstindig; jede kompakte abgeschlossene Menge eines
metrischen Raumes ist ein kompakter metrischer Raum, also voll-
standig. Natirlich ist dieser Ubergang von einem Raum zu seiner
Teilmenge mit unveréinderten Entfernungen gedacht.
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§ 9. Vollstiindige Réume.

Die wesentlichste Eigenschaft eines vollstindigen Raumes ist,
daB er iber die Machtigkeit gewisser Mengen eine Aussage ge-
stattet. Es gilt zunichst der Satz:

I In einem vollstindigen Raume hat eine absteigende
Folge beschrankter, abgeschlossener, von Null verschie-
dener Mengen 4, = 4,=..., deren Breite nach Null kon-
vergiert, stets einen und nur einen gemeinsamen Punkt.

Unter der Breite einer beschriinkten Menge verstanden wir die
obere Schranke der Entfernungen ihrer Punktpaare. DaB D (4, 4,,...)
nicht zwei verschiedene Punkte haben kann, wenn die Breite g,
von 4, nach O konvergiert, ist selbstverstindlich. Andererseits sei
a, ein Punkt von 4, ; die Punkte a,,a,,... bilden dann eine Funda-
mentalfolge, da die zu 4, gehorigen Punkte a0, - alle von g,
einen Abstand =, haben, den man beliebig klein machen kann.
Also existiert z=lima ; dies ist ein ¢-Punkt fur jedes 4, also ein
Punkt von 4, selbst und demnach von D (4;, 4,,...).

Der Satz I hat eine grofe Ahnlichkeit mit dem Cantorschen
Durchschnittssatz (Kap. VII, § 4, I); er ist aber zugleich allgemeiner
als dieser, da er von beschrinkten Mengen handelt, die ja in einem
vollstandigen Raume nicht kompalkt zu sein brauchen?, und spezieller,
insofern er die Bedingung der nach Null konvergierenden Breite
hinzufiigt.

Wir werden den Satz insbesondere auf abgeschlossene
Kugeln 7, anwenden: darunter verstehen wir die Menge der Punkte y,
die von einem Punkt z eine Entfernung = ¢ haben, wihrend U,

nach wie vor die Menge der Punkte mit zy< ¢ bedeutet. Da
E—V, ein Gebiet, also 7, abgeschlossen ist, bedarf keines Beweises.
Die durch gleichen Mittelpunkt und Radius verbundenen U, 7,
mogen entsprechend heiBen; man beachte iibrigens, daB im all-
gemeinen nicht, wie im euklidischen Raume, U, mit der Menge 7,
der inneren Punkte von V7, und ¥, mit U/, identisch zu sein braucht.
Ist <0< so ist V= U,= V,=U,". Jeder Punkt x eines
Gebietes hat auch eine dem Gebiet angehérige abgeschlossene Un-
gebung V.

II (Satz von Cantor). In einem vollstandigen Raume ist
eine abgeschlossene Menge mit nichtverschwindendem Kern
mindestens von der Machtigkeit des Kontinuums.

1' Das Beispiel S. 812 gab eine beschrinkte, aber nicht total beschrinkte,
also nicht kompakte Menge im vollstindigen Hilbertschen Raume.
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III Saz vou Young). ln einem vollstiindigen Raume ist
eine Menge Gy (Durchschnitt einer Gebietsfolge) mit nicht-
verschwindendem Kern mindestens von der Michtigkeit
des Kontinuums.

Wir beweisen beide Nitze gemeinschaftlich; iiberdies ist II ein
Spezialfall von III, da jede abgeschlossene Menge eines metrischen
Raumes ein G, ist '§ 7.

Zunichst sei { eine nichtverschwindende insichdichte Menge,
a, und g, zwei ihrer Punkte, die wir mit abgeschlossenen Kugeln 1,
und T, umgeben, die keinen Punkt gemeinsam haben. In dem zu
Ts entsprechenden Kugelinnern U] liegen, da aq, Haufungspunkt
von 4 ist, unendlich viele Punkte dleser Menge:; zwei davon, a,
und g,,. umgeben wir mit abgeschlossenen Kugeln 17, und T7,, die
in 7, liegen uud keinen gemeinsamen Punkt haben Ebenso ver-
‘I'ahren wir mit 17,: zwel Punkte 4, und a,,, die zu 4 gehoren und
in U, liegen, umgeben wir mit abgeschlossenen Kugeln 17, und V,,,
die zueinander fremd sind und in 7, liegen. So fahren wir fort:
da a;, Haufungspunkt von 4 ist und in dem zu T}, entsprechenden
U, unendlich viele Punkte von A4 liegen, so konnen wir zwei von
diesen Punkten, a;,, und q,;,, mit abgeschlossenen, in 7, liegenden
und zueinander fremden Kugeln J7,, und 7, umgeben usw. Fir
jede aus den Ziffern 1, 2 gebildete Ziffernfolge (p, g, 7, ...) erhalten
wir so eine Folge abgeachlossener Kugeln

F o2 W 2 1, 2y

pyr =

deren Mittelpunkte a, 2, ,a, ... Punkte von 4 sind, und wobei
7, und T, T, und’ I'P,, V:m und V42> --- keinen gemeinsamen
Punkt haben.

Bei dieser Konstruktion hindert nichts, die Radien von 7 und
V, etwa kleiner als 1, die von V,, V},, V,,, ¥,, kleiner als 1, die
der acht nichstfolgenden Kugeln kleiner als } zu wihlen usf. Fir
jede der obengenannten Kugelfolgen konvergieren dann die Radien
oder die Breiten der Kugeln nach Null; demnach bestimmt jede
solche Folge einen Durchschnitt

o} =DV, V,, ¥,

pq’ " pgr’’ )’

der sich auf einen einzigen Punkt reduziert, und wegen der Fremd-
heit von 7, und 7, usw. gehoren zu verschiedenen Zahlenfolgen
(p,q,r,...) verschiedene Punkte z. Die Menge dieser Durchschnitts-
punkte ist also von der Michtigkeit 2% = des Kontinuums.

Hiernach vollendet sich der Beweis der fraglichen Sitze fol-
gendermaben:

Ist 4 in einer abgeschlossenen Menge I enthalten, so ist jedes z,

als Limes der Fundamentalfolge (a,, a,, a,,,,...), €in «-Punkt
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von A, also Punkt von F; F hat mindestens die Machtigkeit des
Kontinuums. .

Ist 4 in einer Menge G,= (G, Gy, ...) enthalten, so unter-
werfen wir die 7 noch einer weiteren Bedingung: da 4, und g,
Punkte des Gebiets G, sind, kdnnen wir 7, und 7, in G, liegend
annehmen, ebenso 7y, Vy,, Vyps ¥y in Gy, die acht nichstiolgenden
Kugeln in G, usw. Dann ist

DV, Vs Vpgrs ) & DGy Gy, Gy, -0)s
also jedes z Punkt von @,, G, hat mindestens die Machtigkeit X.

Damit sind die Sitze bewiesen; wir kniipfen die weiteren Be-
trachtungen an den allgemeineren Satz III an. Hs folgt sogleich
noch mehr: auch 7, enthilt mindestens 2% Punkte z, und da 7
einen beliebig kleinen Radius haben darf, so ist a, Verdichtungs-
punkt von G,. Hierbei ist o, ein beliebiger Punkt von 4, 4 eine
insichdichte Teilmenge von G;. Der Kern der Menge @, ist
also in der Menge ihrer Verdichtungspunkte enthalten.

Von besonderer Bedeutung werden diese Resultate in einem
vollstandigen Raum mit abzihlbarer dichter Teilmenge, wo
also die Folgen des zweiten Abzihlbarkeitsaxioms (§ 8) hinzutreten.
Wir sahen hier, da fiir jede Menge 4 die Menge

4,=D(4, 4)

der zu ihr gehorigen Verdichtungspunkte insichdicht, also im Kern 4,
enthalten ist (4, = 4,). Andererseits, ist 4 eine Menge G, so hatten
wir soeben gefunden, daf 4, =4, oder 4, 4, beides zusammen
gibt 4,=4,. Fiir eine abgeschlossene Menge 4 ist insbesondere
4,= 4, und fir eine perfekte Menge, die ja ihr eigener Kern ist,
A=4,. (DaB umgekehrt eine Menge 4, fur die 4=4, perfekt
ist, konnte schon im vorigen Kapitel bewiesen werden, denn dann
ist 4 abgeschlossen und insichdicht, weil 4 6 abgeschlossen und
As 4, ist) Ferner ist 4— 4, hochstens abzihlbar und endlich &
selbst, also jede Punktmenge hochstens von der Michtigkeit des
Kontinuums. Das gibt folgendes Resultat:

IV. In einem vollstindigen Raum mit abzihlbarer
dichter Teilmenge ist jede Menge 4, die ein Gy (Durch-
schnitt einer Folge von Gebieten) ist, von der Machtig-
keit des Kontinuums, falls sie einen nichtverschwindenden
Kern hat, andernfalls héchstens abzihlbar. Der Kern 4,
ist mit der Menge 4 =D (4, 4) der zu 4 gehdrigen Verdich-
tungspunkte identisch; fiir eine abgeschlossene Menge ist
4, =4, fir eine perfekte Menge A=4,.

AnW.endungen. Kine perfekte Menge, die nicht Null ist, ist von
der Michtigkeit des Kontinuums.

qr’”
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Eine Menge kann hochstens auf eine Weise in einen perfokten und
einen hichstens abzithlbaren Bestandteil gespalten werden. Denn soll
A= P+ Q. Pperfekt. @ hichstens abzithlbar sein. so ist P=r =0,
also =3P, Q)= P; der perfekte Bestandteil ist A,. Die Zer-
legung ist also dann und nur dann moglich, wenn {= A4 (eine solche
Menge braucht weder abgeschlossen noch insichdicht zu sein’.

Eine abzihlbare Mcnge. die eineu nichtverschwindenden Kern hat
(z. B. die der rationalen Punkte eines euklidischen Raumes). ist kein (7,
wohl aber wie jede abzihlbare Menge ein F. Duas Komplement einer
solchen Menge (z. . die der irrationalen Punkte) ist kein /|, wohl aber
ein. Gz Da jede separierte Menge ein (; ist (. 306). so ist, damit
eine abzihlbare Menge ein (7, sei. notwendig und hinreichend, daB sie
separiert sei.

Wiitte man fiir alle Mengen eines euklidischen Raumes, was man
nach IV von den abgeschlossenen Mengen F oder den Mengen G weiB,
daB sie nimlich endlich, abzihlbar oder von der Michtigkeit 8 sind, so
wire N die niichste Michtigkeit iiber N, und damit die Kontinuumfrage
im Sinn- der Cantorschen Vermutung N =N, entschieden. Um aber
einzusehen. wie weit man noch von diesem Ziel entfernt ist, geniigt es
sich zu erinnern. daB das System der Mengen /” oder (f, nur einen ver-
s:hwindend kleinen Teil des Systems aller Punktmengen bildet (S. 805).

Offenbar ist auch jede Menge I, = &(I. F,,...) endlich. abzihlbar
oder von der Michtigkeit N. denn entweder sind alle /) hochstens ab-
zihlbar oder mindestens eins ist vom der Michtigkeit X; dasselbe gilt
von den Mengen (7; . Tir diese Mengen entscheidet aber nicht mehr
das Verschwinden oder Nichtverschwinden des Kerns iiber die Michtig-
keit; eine Menge F, mit nichtverschwindendem Kern kann ahzihlbar sein
z. B. die Menge der rationalen Punkte).

Jede kompakte unendliche Menge 4 eines metrischen Raumes
kann als Teilmenge des kompakten, also vollstindigen Raumes 4,
mit abzéhlbarer dichter Teilmenge (§ 3, X) aufgefaBt werden; ist sie
also abgeschlossen oder ein (,, so ist sie abzihlbar oder von der
Machtigkeit 8, je nachdem ihr Kern verschwindet oder nicht. Die
Komponenten einer kompakten abgeschlossenen metrischen Menge
bilden nach § 6, XI wieder eine solche, im Sinne der Distanzen;
eine kompakte abgeschlossene Menge hat also entweder
hochstens abzidhlbar viele oder X Komponenten, je nachdem
der Kern der Komponentenmenge verschwindet oder mnicht. (Der
Bestimmung des Kerns sind die Distanzen zugrunde zu legen, die,
wie erinnerlich, in gewisser Weise durch die unteren Entfernungen
vertreten werden konnen.)

Bei dem Beweise der Sitze 1I, ITI haben wir eine (spezielle)
Menge X folgender Art verwendet: es seien 4, 4,,.4,,, 4,5, 4y, Ay ..

Hausdorff, Mengenlehre. 21



322 Kap. VIII. Punktmengen in speziellen Réumen.

nichtverschwindende abgeschlossene beschrinkte Mengen; fiir jede
aus den Ziffern 1, 2 gebildete Folge (p, g, 7, ...) sel
A >A >A

1797‘
und die Breite dieser Mengen konverglere nach 0; endlich sei 4,
fremd zu 4,, 4, fremd zu 4,,, 4, fremd zu 4, , usw. Dann
soll X die Menge der Durchschnittspunkte oder die Summe der
Durchschnitte

£} = D( Ay A,y Apgrr r)

pq? TTpgr?
dieser absteigenden Folgen sein, wofiir man auch den Durchschnitt

der Summen
X:fD(EA A4, A

3 5 159
pgq Pqr
setzen kann. Kine solche Menge X, die wir zur Abkiirzung eine
dyadische Menge nennen wollen, ist ab-

T 00 geschlossen, offenbar auch perfek.t, und
i von der Maichtigkeit des Kontinuums.
Ferner ist sie punkthaft, wenn wir nim-

lich unter einer punkthaften Menge eine
solche verstehen, deren simtliche Kom-
ponenten aus einzelnen Punkten bestehen. Denn eine zusammen-
héngende Teilmenge von X ist auch eine solche von =4, =4, ...
und mufl dabei jedesmal ganz in einem Summanden hegen, also
einer einzigen Folge 4 , 4, , 4, ., ... angehoren.
Smd x, ' zwel verschledene Punkte von X und (p, ¢, r,...),

(' q,7,...) die entsprechenden verschiedenen Ziffernfolgen, so ist
hiermit eine natiirliche Zahl k= k(z,2’) bestimmt derart, daB die
Ziffernfolgen in den ersten %k — 1 Ziffern {ibereinstimmen, in der
k'n mnicht. Wenn wir z und seine Ziffernfolge (p, g, r,...) fest-
halten und setzen:

5 =§( :Az) ’ d1:d<A1 ’Az)

0y=0(dyy »4,,) , dy=2(4 p2 ) =d(4,)

Oy=0(Apyr 4yy)s  dy=d (A, AMZ) =d(4,,) usw,

wo wie frither 0(4,B), d(4,B) die untere und obere Entfernung
der Mengen 4, B und d(4) die Breite von 4 bedeutet, so ist offenbar

fir bz, 2)=k o0,=zd =d,.

Fig. 11.

p1 14

Hieraus ergibt sich unmittelbar: wenn z, eine Folge von = ver-
schiedener Punkte aus X durchliuft und k(x, ) =k, gesetzt wird,

so folgt aus limzx, =0 : limJ, =0, also lim k,=oo (weil die J,
posmv sind), und umgekehrt aus lim k,= co:limd, =0, also

lim zz,=0 (weil die Breiten von 4,, 4,,, ... nach 0 konvergleren).
Ordnen wir daher jetzt zwei dyadlsche Mengen X, Y (desselben
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Raumes oder verschiedener Riiume' einander in der Weise zu, daB
die Punkte z,y mit derselben Ziffernfolge (p, ¢, r,...) einander ent-
sprechen, so hat diese Funktionsbeziehung die Kigenschaft, daB aus
lim a-}:2=0 stets im yy, =0 folgt und umgekehrt; in der iiblichen
Ausdrucksweise (Kap. 1IN’ lassen sich also zwei dyadische Mengen
umkehrbar eindeutig und beiderseits stetig aufeinander
abbilden.

Betrachten wir jetzt eine allgemeine Menge der gleichen Art,
wo nur statt der rortgesetzten Zweiteilung eine beliebige, auch be-
liebig wechselnde Anzahl von Teilmengen in Betracht gezogen wird,
Also: es gebe 7 paarweise fremde Mengen 4, (p=1,2.....7): fir festes
p gebe es x, paarweise fremde Mengen .1, (=1, 2, ..., x); fiir feste
p, q gebe es Oy paarweise fremde \Ien"en dppr F=1,2,.00,0, ) usw.
Diese Zahlen seien = 2; alle Mengen seien beschrankt abgeschlossen,
von Null verschieden: fir jede de1 hiermit definierten Ziffernfolgen
P, q.r,...) sel wieder 4, >4, =4, >... mit nach Null kon-
vergenten Breiten, und X sei wie oben definiert. Wir wollen zeigen,
daB dieses X dennoch nichts anderes als eine dyadische Menge ist,
indem wir die 4 in gewisser Weise zusammenfassen und wieder
spalten. Zur Abkiirzung bedeute £ einen endlichen Komplex von
Ziffern pqr ... (also p, pq, pgr, usw.), wobel wir uns die Komplexe
gleicher Ziffernzahl lexikographisch geordnet denken, und j; einen
endlichen Komplex, der aus den Ziffern 1, 2 gebildet ist. Wir de-
finieren dann die Mengen B,. B,, B,,. ... durch Induktion folgender-
maBen:

(e Bo=A + Ayt .., Dy=A,+4,+..
(3) wenn B, bereits als Summe von mindestens zwei Mengen A, mit
gleicher Ziffernzahl definiert und in lexikographischer Ordnung

B,=d'+ 41+ 4+ 45+ ...

B”1 Jl_‘_AlII_L“, B—1"+AW+

(7, wenn B, einem emmgen 4, glelch ist, so sei
B vt gy Ba=d4,+4,4 ...

T s
Wenn belsplelswelse die folgenden Mengen A gegeben sind:
A, A, Ag;
Ay Ay Ay, Ay Ayy Ayg Ay, Agy Ay USW.
80 ist zu setzen:

ist, so sei

B =4, + 4, ’ B, = 4,;

B,=4 ) Bw:As’ By = Ay + 4y, Bzz:Azz'{‘Au;
Blll = Ay + Ay, Byyy=4yy, By = Ay, By, = 435,

By =4y s Byjy = Ayzs Bygy = Agyy Bypy = 4yy; USW.

21"
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Aus dieser Bestimmung folgt unmittelbar: jedes B ist entweder ein
A, oder eine Summe von solchen mit gleicher Zviffernzahl; es ist
beschriinkt, abgeschlossen und von Null verschieden; B, ist fremd
zu B, (auch B, zu By)); B, 2B, +B,,, also B, >B,, und B >B,,,

Jede Folge B, B;,, B;y; . enthilt eine Teilfolge A,y 4,5 4,y v
die Breiten der B nehmen nicht zu, konvergieren also mit den
Breiten der 4 nach 0, und die B erzeugen eine dyadische Menge T;
da der Durchschnitt einer absteigenden Folge gleich dem einer
Teilfolge ist, so ist jeder Punkt y zugleich ein Punkt z. Umgekehrt
ist jedes 4, ein B , jeder Punkt z also Durchschnittspunkt einer
absteigenden Folge von Mengen B , diese wieder Teilfolge einer
Folge B, B;,, B;,;, ..., und demnach jeder Punkt z auch ein Punki y.
Daher ist X=Y, die Menge X ist dyadisch.

Jede kompakte perfekte punkthafte Menge eines me-
trischen Raumes ist dyadisch. Sie zerfillt nimlich fiir hin-
linglich kleines ¢ in mindestens zwei ¢-Komponenten (8. 301)
A=A, +4,+...+ 4 = 4,; fir hinléinglich kleines o, <o zer-
fallt sie in der Weise in o,-Komponenten, daB auch jedes einzelne
A,=24, deren mindestens zwei enthalt, usf. Ferner folgt aus

q

§ 6, VII, daB fiir eine absteigende Folge kompakter abgeschlossener
nichtverschwindender Mengen deren Breite nach der Breite ihres
Durchschnitts konvergiert; in unserem Fall konvergieren also die
Breiten von 4, 4,,4,,,... nach 0, da ihr Durchschnitt eine
Komponente von A4 ist, d. h. aus einem einzigen Punkte besteht.
Die Menge

‘ A=D(24, Z4,,...) ‘
ist also dyadisch. Zwei solche Mengen sind daher immer eindeutige
stetige Bilder voneinander.

Die Komponentenmenge 2 einer abgeschlossenen kompakten’
Menge 4 ist punkthaft; denn sind P, Q zwei verschiedene Kom-
pf)nentgn, so gibt es, weil die Komponenten auch Quasikomponenten
sind, eine Zerlegung in zwei abgeschlossene Mengen

A=X+7, X=P+P+.., Y=Q+Q ...,
und dieser entspricht, im Sinne der Distanzen, eine Zerlegung

QI=:£+2), :*:={P;P,,--~}, @:{Q, QI’-"}

in zwei ebenfalls abgeschlossene Komponentenmengen, da jedes Ele-
ment von ¥ von jedem Element von ) eine untere Entfernung
=0(X,Y) hat. P, Q gehoren also keiner zusammenh#ingenden Teil-
menge {P,Q,...} von ¥ an.

Zwei abgeschlossene kompakte Mengen mit perfekten Kom-
ponentenmengen, d. h. ohne isolierte Komponenten, lassen sich also
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komponentenweise eineindeutiz und beiderseits stetig aufeinander
beziehen, d. b. jeder Kompouente P der einen entspricht cine Kom-
ponente Q der andern <o, daB aus lim o/ 7, P,) =0 auch lim o(Q, Q) =0
tolet und umgekehrt.

Auf der geraden Linie enthilt jede zusammenhiingende Menge,
wenn sie nicht aus einem Punkte besteht, eine Strecke, also innere
Punkte; eine Randmenge ist hier stets punkthaft. (DaB umgekehrt
eine punkthafte Menge Randmenge ist, gilt in jedem euklidischen
Raum, da ein Kugelinneres zusammenhingend ist, § 10.) Unsere
Beispiele von perfekten nirgendsdichten Mengen (S. 253) geben also
auch solche von punkthaften Mengen; damals hatten wir allerdings
auf die Beschrinktheit keinen Wert gelegt, die man durch Schnitt
mit einem geeigneten Intervall leicht herstellen kann, Um sie als
dyadische Mengen zu konstruieren, kann man unter den 4,, 4,
einfach abgeschlossene Intervalle (a, 5) (d. h. die Menge der Zahlen

r mit a=z=25, a<b) verstehen. Wihlt man z. B. A 4, als
das linke und rechte Drittel von 4, und beginnt mit

. Al=(0,~§—), A2=(§-,1P,
also weiter

Ay =0, P =15 4) 4= §) 4= 1) usf,
so wird X die Cantorsche Menge der Zahlen

. £,
+ gyt (@=0,2

in deren triadischer Entwicklung keine Eins vorkommt. Bezeichnet
man die Linge des Intervalls 4, mit ¢, und den Limes der ab-
nehmenden Zahlen X9 , &9 gt ot als das’, .LéngenmaB® der Menge X
(vgl. Kap. X), so ist dieses bei der Cantorschen Menge 0, nimlich
der Limes von %, (2)% ()% ...; es ist aber evident und wurde schon
damals von uns bemerkt, daB man auch positives LiangenmaB er-
halten kann, indem man die Intervalllingen langsam genug abnehmen
1aBt, z. B. mit einer beliebigen Folge abnehmender, nach o >0 kon-
vergierender positiver Zahlen g, die Intervalle 4, 4, , Ap gy o+ YOI
den Langen 1o, }0,, 40,, ... wihit.

Das Glelche gilt in der Ebene; zeichnet man z. B. (Fig. 12) in die
Ecken eines Quadrats® 4 vier kleinere Quadrate Ay, A,, 4, 4,, die
das groBe Quadrat nicht ausfiillen, sondern ein Kreuz freilassen, in
jedes 4, wieder vier solche Quadrate 4, , in jedes 4, abermals
vier Quadrate 4, = usw., so bekommt die punkthafte Menge X ein
positives F lichenmaB bei geniigend langsamer Abnahme der Quadrat-
seiten oder bei geniigender Schmalheit der freibleibenden Kreuze,

! Darunter ist die Quadratfliche, Inneres und Umfang, zu verstehen.
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z. B. indem man die Quadratseiten wie oben =1y, 1o,, Y
wahlt. Dies ist noch erstaunlicher als daB eine- nirgendsdichte
Menge (die ja in der Ebene nicht punkt-

LT IO U I haft zu sein braucht) positives Flichen-
100 0] [0 O  maB haben kann,

I 00 O ] In einem vollstéindigen Raum

minininEE [] konnen wir ferner noch die Ergebnisse

von Kap. VII, § 8 iiber relative Dichtig-

T [TTJC] keit vervollstindigen. Wir sahen da-

00 0l H [ ] mals: wenn 4, 4, Relativgebiete von

M und in M dicht sind, so ist auch

:L':J:" % % ,[: % }: ihr Durchschnitt noch in M dicht; und

wenn die bheiden beliebigen Mengen

Fig. 12. A;, 4, zu M nirgendsdicht sind, so ist

auch ihre Summe noch zu M nirgends-

dicht. Dies 188t sich jetzt in nachstehender Weise auf Mengen-
folgen iibertragen.

V. In einem vollstindigen Raume sei 4, 4,, ... eine
Folge von Mengen, deren jede zur vorangehenden dicht
ist. Ist dann G, ein Gebiet =2 4, so ist auch noch
G;=9(Gy, G, ...) zu 4, dicht.

Wir umgeben einen Punkt 4, von 4, mit einer abgeschlossenen
Kugel 7. Im entsprechenden U, liegt sicher ein Punkt a, von 4,;
wir umgeben ihn mit einer abgeschlossenen Kugel 7, < 7,. Im
entsprechenden. U, liegt sicher ein Punkt a, von Ay, den wir mit
einer abgeschlossenen Kugel V, < V, umgeben usw. Lassen wir die
Radien dieser Kugeln nach Null konvergieren und wihlen gleich-
zeitig V, = G, V, = G,, ..., so reduziert sich D(V,, V,, ...) auf einen
zu G, gehdrigen Punkt . Da ¥, beliebig klein gewahlt werden
kann, so liegt in jeder Umgebung von a, ein Punkt z von Gy; G
ist zu 4, dicht.

VL. In einem vollstindigen Raume sei A, 4, ... eine
Folge paarweise kongruenter (zueinander dichter) Mengen
Gs; dann ist auch ihr Durchschnitt A=9D(4,, 4,, ...) noch
mit ihnen kongruent.

Es sei 4,= D (G, Gpyy--.); wir verwandeln die Doppelfolge der
Grebiete G,, nach dem bekannten Diagonalverfahren in eine ein-
fache Folge

Gy=0Gy Gy=0,, Gy= Gory vy Goy= Gy oo

und setzen B, =4, so dab &, =B, und A=D (G, G,,...) Wird
Die paarweise kongruenten B, erfiillen reichlich die Voraussetzung
des vorigen Satzes iiber die 4 ; also ist 4 zu B, = 4, dicht oder
in 4, dicht oder mit 4, kongruent.
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Wir kénnen auch sagen: sind die . mit einer und derselben
Menge M kongruent, so ist auch . noch mit )/ kongruent, und

insbesondere: sind die ., in einer Menge I/ dicht, so ist auch .t
noch in M/ dicht. Wir bemerken davon den Spezialfall:

VIL. Ist ¥ eine Menge Gy in einem vollstiindigen Raume
und bilden .l, .1,, ... eine Folge in )/ dichter Relativgebiete,
so istauch ihr Durchschnitt 4=21.1, 4,,...) noch in J/ dicht.

Denn die Mengen .{, sind dann sclbst von der Form G,. DafB
der Satz ohne die Voraussetzung )/ = G, nicht zu gelten braucht,
zeigt das Beispiel der Menge M= r, r,. ...} der rationalen Punkte
eices euklidischen Raumes: hier ist 4, =13 —{r | in I/ dicht und
Relativgebiet., niimlich Komplement einer endlichen, also abgeschlos-
serien Menge. und dennoch (4. 4,....)=0. J/ ist in diesem Fall
eben keine Menge ©,.

Der in VII genannte Durchschnitt 4 ist ein in J/ dichtes G,.
Nun kann man fir ein in 1/ dichtes 4 auf das Nichtverschwinden
les Kerns 4, jedenfalls dann schlieBen. wenn die Menge J/; der
isolierten Punkte von 1/ nicht in 1/ dicht ist (denn wenn A4 sepa-
riert und in M dicht ist, so ist M, = 4. in .1, also auch in JI dicht);
z. B. wenn )/ insichdicht und von Null verschieden ist. Unter dieser
Einschrinkung ist 4 also immer noch mindestens von der Michtig-
keit des Kontinuums.

Aus VII folgt nun:

VIIL. Ist )M eine Menge /;in einem vollstindigen Raume
und bilden 4, 4,,... eine Folge in )/ nirgendsdichter
Mengen, so ist das Komplement J/— 4 der Summe
A4=g(4, 4,,...) noch in I dicht.

Erinnern wir uns aus Kap. VII, § 8 der zu zwei Mengen 4, J/
gehorigen Mengen

P=230, 4), Q=MU—P
daB 4 zu M nirgendsdicht ist, ist gleichbedeutend damit, daB Q
in I dicht ist. P ist in J/ abgeschlossen, Q ein Relativgebiet in J/.
Ist A< 3, so ist A< P. Bezeichnen wir jetzt, unter den Voraus-
setzungen von VIII, die der Menge 4, entsprechenden Mengen
mit P, /7 und setzen

P=8(P, P, ..}, 0=D(Q, Q,..)=I—P,

N A
so sind die Q_ in 1/ dichte Relativgebiete, also auch @ noch in M
dicht; iiberdies ist 4 = P, A= P, V—A=20, also auch ¥—4
in )/ dicht.
Der Leser beachte wohl, daf wir nicht behauptet haben und
nicht behaupten konnen, die Summe 4 sei (wie im Fall endlicher
Zahl der Summanden) noch in J nirgendsdicht; sie kann sogar
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in M dicht sein, aber jedenfalls ist ibr Komplement M — 4 in ¥
dicht. Ist z. B. Ad={r, 5 .-} die Menge der rationalen Punkte
eines euklidischen Raumes H, so ist 4 ={r,} in E nirgendsdicht,
A in E dicht, E— 4 aber jedenfalls auch.

Ist in VIII M nicht Null, so ist 4 nie mit M identisch; ist
M, nicht in M dicht, so ist, wie aus der entsprechenden Bemerkung
zu VII folgt, M — 4 noch mindestens von der Machtigkeit des
Kontinuums.

Man nennt (nach R. Baire) die Summe einer Folge von Mengen,
die in M nirgendsdicht sind, eine Menge erster Kategorie in
bezug auf M, und eine Teilmenge von M, die nicht von erster
Kategorie ist, eine Menge zweiter Kategorie. Schreiben wir
daftr kurz M,, M,. Jede Teilmenge eines M, ist wieder ein I;
die Summe endlich oder abzihlbar vieler 1/, ist wieder ein I,
Wenn die ganze Menge I in bezug auf sich selbst von erster
Kategorie ist, so sind alle ihre Teilmengen Mengen M, und es gibt
kein 3f,. Ist umgekehrt M ein 2/, so ist auch M — I stets ein
M,. In dieser Bezeichnung sagt der Satz VIII, daB in einem voll-
stindigen Raume eine Menge 1, die ein G, und nicht Null ist,
stets ein J/,, und daB M — M, stets ein J, und in M dicht ist.

Wenn 4=@&(4,,4,,...)= M und M— 4 in M dicht ist, wenn
itberdies die Mengen A4 in I abgeschlossen sind, so ist 4 ein M.
Denn die oben definierten Mengen P,, @, sind dann resp. =4, M—A4,
und da J/—A4 = M— A in M dicht ist, so ist 4, in M nirgends-
dicht. Wir kénnen dies so ausdriicken: ist 4 der Durchschnitt
von J/ mit einer Menge F, und M/ — 4 in I/ dicht, so ist 4 in bezug
auf M von erster Kategorie.!

Eine Summe 4 von abzihlbar vielen abgeschlossenen Rand-
mengen 4, (die ja nach S. 253 nirgendsdicht sind) ist in bezug auf
den Raum F von erster Kategorie; ist E vollstindig, so ist B—4
dicht, also auch 4 noch eine Randmenge. Ohne die Abgeschlossen-
heit der 4, gilt dies keineswegs; schon die Summe zweier Rand-
mengen kann innere Punkte haben (8. 217).

§ 10. Euklidische R#ume.

In einem euklidischen Raume & =E, d. h. in der Menge der
reellen Zahlenkomplexe z = (x,, z,, ..., #) mit den Entfernungen

vy = Voo — 9+ — P+ + @, — 5, F =0

.1 Wir werden sehen, da8 die Menge der Unéteﬁgkeitspunkte einer in M
deﬁmertel.l Funktion stets eine Menge 4 =D (M, F,) ist; ist die Funktion nur
,,pun'ktwelse“ unstetig, d. h. liegt die Menge M — A4 ihrer Stetigkeitspunkte in
M dicht, so ist 4 in bezug auf M von erster Kategorie.
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gelten siimtliche bisher abgeleiteten Resultate. Denn E ist ein
metrischer Raum, seine sphirischen Umgebungen erfiillen also die
Axiome  A) bis (D) und, bei Beschriinkung auf rationale Radien, das
erste Abzihlbarkeitsaxiom ). In I ist cine abziihlbare Menge
dicht, also gilt, bei Krsetzung der sphiirischen Umgebungen durch
gleichwertige, das zweite Abzihlbarkeitsaxiom (F). Endlich ist &
vollstindig, und zwar sind hier kompakte. total beschrinkte und
beschrinkte Mengen identisch (die ldentitit zwischen total be-
schrinkten und schlechthin beschriinkten Mengen beruht auf der
Maglichkeit der Wiirfelteilung, N. 312), sodaB auch im n-dimensio-
nalen Raume wie im eindimensionalen der Satz gilt:

I Satz von Bolzano-Weierstrass). Jede beschrinkte un-
endliche Menge eines euklidischen Raumes hat mindestens
einen Haufungspunkt.

Fiir die Struktur eines Raumes sind vor allem seine zusammen-
hiingenden Teilmengen charakteristisch. Da wir zwar schon viele
Nitze iiber Zusammenhang aufgestellt haben, aber tatsiichlich zu-
sammenhangende Mengen, die nicht nur aus einem Punkte bestehen,
bisher nur auf der geraden Linie (Kap. VII, § 9) kennen, so ist
begreiflich, daB auch im euklidischen Raume die Geraden und
Strecken eine bedeutende Rolle spielen werden. Was wir darunter
verstehen, ist ja evident: sind o= ‘¢;,4a,,..., a) und b=(b,b,,..., b))
zwei verschiedene Punkte. so ist die durch sie bestimmte Gerade
die Menge der Punkte z=(z,, z,, ..., z,), die sich mit reellem ¢ in
der Form

x, =ta;,+ (1 —1)b, (F=1,2 0050

darstellen lassen, und die durch sie bestimmte (abgeschlossene)
Strecke, die wir kurz (a, ) nennen wollen, die Menge der Punkte
jener Geraden, fir die 0=7=1. Fiir b =0 soll die Strecke (a, a)
aus dem einzigen Punkt a bestehen. Jede Strecke (a, b) ist zu-
sammenhingend, denn sie ist es jedenfalls als Teilmenge ihrer
eigenen Geraden, und nach den Relativititsbetrachtungen (Kap. VII,
§ 6 ist sie es auch als Teilmenge von E.!

Jede konvexe Menge, d. h. eine solche, die mit zwei ver-
schiedenen Punkten @, b auch alle Punkte der Strecke (z, b) enthilt,
ist hiernach zusammenhingend, so vor allem der ganze Raum F
selbst. Danach ist eine abgeschlossene Menge niemals ein Gebiet
(auBer F und der Nullmenge), da sonst ihr Komplement abgeschlossen
und E in zwei abgeschlossene Mengen zerlegbar wire. Sodann ist

* Man sieht leicht, wie man auch im Hilbertschen Raume und ir.x de'n
Funktionenriumen (§ 5) gerade Linien und Strecken definieren und damit die
Betrachtungen des Textes auf sie iibertragen kann.
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jede sphirische Umgebung (das Innere einer Kugel) zu-
sammenh#ngend, und diese Bemerkung, so einfach sie ist, hat
weitreichende Konsequenzen. Zunéchst folgt:

II. Tm euklidischen Raum sind die Komponenten eines
Gebietes selbst Gebiete; jedes nichtverschwindende Gebiet
ist die Summe von endlich oder abzihlbar vielen, paar-
weise fremden, zusammenhidngenden Gebieten.

Denn ist z ein Punkt des Gebietes G, U eine Umgebung = @,
so ist U, selbst zusammenhéngend, also Teilmenge der zu z ge-
horigen Komponente, demnach innerer Punkt dieser Komponente.
Das Weitere folgt aus § 3, IIL

Durch diesen Satz ist im eindimensionalen Raum E =T die
Struktur der Gebiete ¢ und damit auch der abgeschlossenen Mengen 7'
vollkommen geklirt. @ ist, wenn es nicht O oder 7' ist, eine Summe
von endlich oder abzihlbar vielen, paarweise fremden offenen
Strecken, wozu eventuell ein oder zwei offene Halbgerade treten
konnen. F =T — G ist die allgemeinste abgeschlossene Menge
(£0, 7); sie wird perfekt dann und nur dann, wenn keine zwei
Strecken von G mit einem Endpunkt aneinander stoBen (der ein
isolierter Punkt von ¥ sein wiirde). Beispiele sind uns aus Kap. VII,
§ 8 bekannt.

Wenn wir im euklidischen Raume irgend eine Zerlegung
G =G+ Gyt ...

des Gebietes & in paarweise fremde, zusammenhingende Gebiete @,
kennen, so sind diese die Komponenten von . Denn eine zu-
sammenhéngende Menge C< G' kann nicht mit zweien dieser Ge-
biete, etwa &, und &,, Punkte gemein haben, da I, = G'— G, selbst
ein Gebiet ist und C=D (0, G,)+D(C, I}) eine Zerlegung in zwei
Relativgebiete wire. Ebenso zeigt die Zerlegung G = G+ I, in
zwel Gebiete oder zwei relativ abgeschlossene Mengen, daB & und
G, verschiedenen Quasikomponenten (S. 248) von G angehoren,
daB auch bei einem Gebiet also, wie bei abgeschlossenen kompakten
(beschréinkten) Mengen, Komponenten und Quasikomponenten iden-
tisch sind.

IIL Ist H die Grenze des zusammenhingenden Ge-
hiets &, so ist G eine Komponente von H— H.

Denn G 4 H ist abgeschlossen, 7 — (G -+ H) ein Gebiet; ist dessen
Komponentenzerlegung G+ G+ ..., so ist E—H= G+ G+ G+
G Komponente von F—H. Fin zusammenhingendes Gebiet ist
also durch Angabe eines seiner Punkte sowie seiner Grenze H be-

stimmt, als die den genannten Punkt enthaltende Komponente von
E—H.
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Der Zusammenhang des Kugeliuneren erlaubt auch, einige
frithere Formeln {(Kap. V1L, § 2. (5) und (11)) itber Rand und Greuze
einer Summe von Mengen zu vervollstiindigen. ks gilt:

IV. Der Rand einer Menge ist die Summe der Rinder
ihrer Komponenten.

In der Tat sei

A=P+Q+...
die Zerlegung von 4 in (endlich oder unendlich viele) Komponenten.
Wie wir damals sahen, ist

AEL -0 4.

Andererseits sei p ein Randpunkt von P: wir behaupten, daB er
auch Randpunkt von .{ ist. Denn wire er innerer Punkt von A
und U, < L. so liegt die zusammenha,ngende Menge {7, in einer
homponente von 4, also in P, und p wire innerer Punkt von P.
Demnach ist P. = A und

A2P4+04+..,

also
A =P 4+Q +...

Das ist die bebauptete Formel, aus der auch fiir die inneren Punkte
A= Pt O+,

folgt.

Ist B das Komplement von 4 (wir setzen .f von 0 und F ver-
schieden voraus und P eine Komponente von 4, so ist nach den
letzten Formeln wegen B, = B+A

D(.B)=2(P,4)=P =P—P,
und, weil P in 4 abgeschlossen ist.
2B, P)=D(E—4,P)=P,— P.

Diese beiden Mengen konnen nicht gleichzeitig verschwinden, da
sonst P gleichzeitig abgeschlossen und ein Gebiet wire, was mit
0 = P< E unvereinbar ist. Also muB wenigstens eine der beiden
Mengen B, P Huufungspunkte der andern enthalten. Ist B ins-
besondere ‘wie P) zusammenhingend, so ist daher auch B+ P zu-
sammenhingend; und bezeichnet man mit P, [”, P”, ... irgendwelche,

endlich oder unendlich viele Komponenten von A4, so ist auch
E(B4+ P, B+P,B+P",..)=B+P+P+P+
zusammenhingend, als Summe zusammenhingender Mengen mit
nichtverschwindendem Durchschnitt. Also:
V. Eine zusammenhéingende Menge bleibt zusammen-
hingend, wenn man ihr beliebig viele Komponenten ihres
Komplements hinzufiigt.
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Ist ferner
G=G+ Gy+...
eine Summe paarweise fremder Gebiete (die nicht notwendig die
Komponenten von G zu sein brauchen) und bezeichnet man die
Komplemente dieser Gebiete mit F, F,, die Grenzen mit H, H , so
gilt statt der fritheren Ungleichung

H=8=8(H,H,,..)

jetzt die genaue Formel
H=8,.

Denn sei 2 ein Punkt von H; eine Umgebung U, enthilt also
einen Punkt von (&, etwa von G, und da sie auch einen nicht zu
G, gehorigen Punkt (#) enthélt und zusammenhingend ist, so
muB sie auch einen Punkt der Grenze H,, also von S enthalten.
Demnach ist # ein e-Punkt von S, H=S,, und aus SSH<S,
folgt durch Bildung der «-Menge, weil H abgeschlossen ist, H=8,.
Also:

VI. Die Grenze einer Summe paarweise fremder Ge-
biete besteht aus den Grenzpunkten der einzelnen Gebiete
und den Haufungspunkten dieser Grenzpunkte.

Fir eine endliche Gebietssumme G = G+ G+ ... +G, ist
H=§(H, H,,..., 0).

Z. B. ist im linearen Raum jedes Gebiet G die Summe von
offenen Strecken @, (worunter sich auch ein oder zwei Halbgerade
befinden konnen), H, ist das Paar der Endpunkte dieser Strecke
(resp. der eine Endpunkt der Halbgeraden), und die Grenze von G
ist die Menge dieser Endpunkte und ihrer Hiufungspunkte.

Unter einem Streckenzug (@, @y, ..., @) verstehen wir die
Summe der Strecken (@1, ay), (a5, a3), +.., (@,,;,0,); auch eine solche
Menge ist zusammenhiéingend, denn nach Kap. VII, § 7, IT sind der
Reihe nach (a,, a,, a,), (a,, a,, a,, a,) usw. zusammenhingend. Eine
Menge, in der zwei Punkte durch einen zur Menge ge-
horigen Streckenzug verbunden werden konnen, ist zu-
sammenhingend. Davon gilt bei Gebieten auch die Umkehrung:

VIL In einem zusammenhingenden Gebiet G konnen
Je zwei Punkte durch einen zu @ gehorigen Streckenzug
verbunden werden.!

Ist a, ein Punkt von @, so unterscheiden wir in G diejenigen
Punkte a, die sich mit a, durch einen zu G gehorigen Streckenzug
(a,, ..., @) verbinden lassen, von denjenigen Punkten b, die das nicht

! Bei Weierstrass ist diese Eigenschaft mit in die Definition des Ge-
bietes aufgenommen.
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tun. Die beziiglichen Mengen seien 4 und B, also G=_.-4B.
Beide Mengen sind Gebiete. Denn ist a ein Punkt von U, s, so
18 (8,. ... v, 2) ein Streckenzug, der a, mit » verbindet, also gehort
U, zu 4, 4 ist ein Gebiet. Umgel\ehxt ist y ein Punkt von U, < (1
und wire y mit a, durch (ag, ..., ) verbunden, so lieBe smh auch
b mit @, durch a,, ..., y, b) verbinden; da dies nicht sein darf, so
ist » ein Punkt von B, U,s B, I ein Gebiet. Da nun .{>0 (weil
es den Punkt g, enthilt), s0 muB fiir ein zusammenhiingendes Ge-
biet B=0 sein, d. h. alle Punkte sind mit a, und demnach auch
untereinander verbindbar.

Wir geben einige Mengen an, deren Zusammenhang durch
Streckenziige bewiesen werden kann. In der Ebene (oder in einem
mehr als zweidimensionalen Raume, aber nicht auf der geraden
Linie ist die Menge der irrationalen Punkte oder allgemeiner jede
durch Tilgung einer hdchstens abzihlbaren Menge R entstehende
Menge E— R zusammenhiingend. Denn sind @, b zwei Punkte von
E—R, so gibt es unter den N Geraden durch o hochstens abzahlbar
viele, die einen Punkt von R treffen, also immer noch % solche, die
ganz in E— R verlaufen; zwel solche. einander schneidende Gerade
durch a, b geben einen diese Punkte verbindenden Streckenzug
(a, . 5. Auch ein Kreisinneres bleibt nach Wegnahme einer hich-
stens abzidhlbaren Menge zusammenhingend. Der dreidimensionale
Raum bleibt nach Tilgung von endlich oder abzihlbar vielen Ge-
raden zusammenhiingend; denn sind a, b zwei Punkte der iibrig-
bleibenden Menge, so gibt es unter den X Ebenen durch a, b
hochstens abzihlbar viele, die eine der Geraden ganz enthalten,
also immer noch N solche, die jede Gerade in héchstens einem
Punkte treffen, und in einer dieser Ebenen lassen sich @, b durch
einen Streckenzug verbinden.

Eine zusammenhingende Menge eines mindestens zweidimensio-
nalen Raumes bleibt nach Tilgung eines inneren Punktes zusammen-
hingend. Denn wire 4 —{aj= P+ Q in zwei relativ abgeschlossene
Mengen zerlegbar, so gibt es eine zu 4 gehorige Umgebung U,;
U,—ja} ist noch zusammenhangend, gehort also einem der Sum-
manden an, etwa zu P; dann wiren aber auch P+ {a} und Q in 4
abgeschlossen, da « kein Haufungspunkt von ¢ ist. Auch die Weg-
nahme zweier oder endlich vieler! innerer Punkte a, b, ... hebt den
Zusammenhang von 4 nicht auf, da ja b noch innerer Punkt von
4 —la} ist usw.

! Sogar abzihlbar vieler, wie wir ohne Beweis bemerken; iiberhaupt
weist eine eingehendere Betrachtung noch viel allgemeinere Mengen nach,
durch deren Tilgung eine zusammenhingende Menge nicht zerfillt.
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Wir sagen, die beiden verschiedenen Punkte z, y werden durch
¢ verbunden, wenn C zusammenhéngend ist und z, y enthalt,
Von einer die Punkte =z, y selbst nicht enthaltenden Menge D
sagen wir, daB sie z und y trennt, wenn jede z und y verbindende
Menge die Menge D trifft (d. h. mit ibr mindestens einen Punkt
gemein hat); also nicht trennt, wenn es eine die Punkte », y ver-
bindende und die Menge D nicht treffende Menge gibt. Die Punkte
x,y werden durch D getrennt oder nicht, je nachdem sie zwei ver-
schiedenen Komponenten oder derselben Komponente von E—D
angehoren.

Z. B. werden in der geraden Linie zwei Punkte schon durch
eine Menge aus einem einzigen (zwischenliegenden) Punkt getrennt,
in der Ebene erst durch eine Gerade, ein geschlossenes Polygon,
einen Kreis u. dgl. (Verstehen wir unter E eine Kreisperipherie, so
ist zur Trennung eine Menge aus mindestens zwei Punkten notwendig
und hinreichend.)

Wenn eine abgeschlossene Menge F die Punkte -, y nicht
trennt, so gehtren z, y einer Komponente von H— F, also einem
zusammenhéngenden Gebiet < F— F an und lassen sich nach VIL
durch einen ¥ nicht treffenden Streckenzug S verbinden. Aus dem
Umstand, daB S eine abgeschlossene beschrinkte Menge ist, folgt:

VIIL. Wenn die abgeschlossenen Mengen F, = F, =...
die Punkte z, y trennen, so tut es auch ihr Durchschnitt
F=®(F, F,...).

Denn andernfalls lieBen sich x, y durch einen Streckenzug S
verbinden, der F mnicht trifft, wihrend S als zusammenhingende
Menge jedes F, treffen muB. Die abgeschlossenen beschrinkten
Mengen D(F,, S) sind also von Null verschieden und bilden eine
absteigende Kolge; dann miiBte aber nach dem Cantorschen Satze
(S. 230) auch ihr Durchschnitt ®(F, S) von Null verschieden sein,
d. h. S doch die Menge' ¥ treffen.

Offenbar gilt dies auch von jeder absteigend wohlgeordneten
Menge von abgeschlossenen Mengen (§ 4).

- Sind 4, B zwei fremde, nichtverschwindende Mengen, so werden
Je zwel innere Punkte von 4 und B durch die Grenze 4 oder durch
die Grenze B, getrennt (Kap. VII, § 7, VII). Sind )qs{, B speziell
Gebiete, so werden je zwei Punkte von 4 und B durch eine dieser
Grenzen getrennt (oder auch durch das Komplement & — (4 -+ B),
oder durch dessen Rand, d. h. durch die Grenze des Gebietes 4 +B).

Zu zwei fremden, nichtverschwindenden Mengen 4, B, die in
4+ B abgeschlossen sind, von denen also keine einen Haufungs-
punkt der andern enthals, gibt es ebenfalls eine abgeschlossene



§ 1. Die euklidische Ebene, g
Menge, die je zwei Punkte von o und B trennt. Man kaun nim-
lich 4 und B in zweil fremde Gebiete /=2 4, ¥= B einschlicBen,
wonach die Grenze des einen oder das Komplement E— (G + H)
das Verlangte leistet. In der Tat: die uutere Entfernung cines
Punktes a von B ist stets positiv; setzeu wir d(a,B)=29_, ebenso
05, y=29,, so haben die Umgebungen U, U, mit den Radien
¢.. v, keinen Punkt gemein. weil
ab=20,. ab=20,, ab=ou,+o0,
und die Gebiete G=S U, =& [, sind fremd.
b

Ist eine der Mengen, etwa _{, beschriinkt, so kann man erreichen,
daB auch die trennende Menge beschrinkt wird, indem man vor
der Bildung jemer tiebiete zu B noch das AuBere einer Kugel
hinzufiigt. in deren Innerem .{ liegt.

Bei den weiteren Betrachtungen ziehen wir vor, uns auf die
Ebene zu beschrinken. Die Ubertragung auf den drei- oder mehr-
dimensionalen Raum bietet zum Teil nicht unbetriichtliche Schwierig-
keiten dar, weil die Rolle. die in der Ebene die Polygone spielen,
dort den viel weniger einfachen Polyedern und Polytopen zufillt.
Selbst in der Ebene werden wir finden, daB die anscheinend plau-
sibelsten Aussagen der ,.Anschauung® ziemlich umstindliche Beweise
verlangen. Eine gewisse Weitlaufigkeit wird schon dadurch herbei-
gefiihrt, daB nichtkompakte, hier also unbeschrinkte Mengen sich
in vielen Beziehungen anders und zwar weniger regelmiBig ver-
halten als beschrinkte. Ein Radikalmittel dagegen wire die Ad-
junktion eines ,unendlich fernen* Punktes, wie in der Funktionen-
theorie; aber dadurch zerstért man den Charakter eines metrischen
Raumes, und wenn man diesen Ubelstand wieder durch stereogra-
phische Abbildung auf die Kugel beseitigt, so gehen dafir gewisse
elementargeometrische Vorziige der Ebene verloren. Wir miissen
uns also mit den ,dreary infinities of homaloidal space, wie Clifford
sagt. so gut es geht, abzufinden suchen.

§ 11. Die euklidische Ebene.

Wir haben einen Streckenzug S=(q,, a, a,, ..., a,) als Summe
der abgeschlossenen Strecken (g, o)), (a), a,), ..., (@,_;. @,) erklart.
Von dem Fall, daB S sich auf einen einzigen Punkt reduziert, sehen
wir ab und konnen die Endpunkte jeder Strecke als verschieden
annehmen (z,_, & ). Kine Menge, die iberhaupt ein Streckenzug

ist, kann immer auf unendlich viele Weisen
S = (ao, iy wnes am) = (7)0, bl’ ooy bﬂ) =...
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als solcher dargestellt werden; die kleinste der hierbei auftretenden
Zahlen m, n, ... heie die Streckenzahl von 8. Wenn S ,sich selbst
nicht kreuzt“ oder, préziser, wenn die Streckenziige (a,, a, ..., a)
und (g, g, -, @,) fir jedes ¢=1,2,...,m—1 nur den Punkt g
gemein haben, wozu wir auch den Fall einer einzigen Strecke
S =(a,, a,) rechnen, so heift S ein einfacher Streckenzug oder
ein Weg. Wird ein Weg von der Streckenzahl m in der Form
(@ gy oves @) = (Byy by, «oey b,) dargestellt, so sind die Punkte b mit
den Punkten @ in derselben oder der umgekehrten Reihenfolge
identisch; sie heiflen die Eckpunkte, insbesondere g, a, die End-
punkte des Weges und sind paarweise verschieden; drei konsekutive
Eckpunkte a,_,, ¢, a,,, liegen nicht in gerader Linie. Sind =, y
zwei verschiedene Punkte eines Streckenzuges .S, und ist unter den
Streckenziigen S’ < S, die x, y enthalten, W ein solcher mit kleinster
Streckenzahl, so ist W ein Weg und es gibt auch jedenfalls einen solchen
Weg mit den Endpunkten z,y; danach kann der Satz § 10, VII
auch so gefaBt werden, daf sich in einem zusammenh#ingenden Gebiet
je zwei Punkte z,y durch einen Weg (z, ..., y) verbinden lassen.

Zwei Wege (a5, ay, ..., a,) und (@, @, 1, s Gy, &), die nur
die Endpunkte a,, @, gemein haben, geben als Summe ein (einfaches,
geschlossenes) Polygon

P=(ay, a,, ..., 0, Bpy1s -oor Bpigs Bg)

definiert man fiir alle ganzen Zahlen a,= g, falls i =% (mod n), so
_ist auch
P=(a, 1y vory O; )
Wir entnehmen der Elementargeometrie die Tatsache, daB jedes
Polygon die Ebene in zwei zusammenhingende Gebiete J und 4
teilt, d. h. daB
E—P=J+ A4 oder E=J4 P+ 4;

das eine dieser Gebiete (J) ist beschriankt und heift das Innere’
von P, das andere (4) erstreckt sich ins Unendliche und heiBt das
AuBlere von P. Uberdies ist jeder Polygonpunkt Hiufungspunkt

sowohl von J als von 4, woraus hervorgeht, daf das Polygon die
gemeinsame Grenze beider Gebiete ist:

P=J =4_.

Wir schreiben ! !
B=1M4+ N+ P,

wenn wir uns die Entscheidung, ob M =J, N =4 oder umgekehrt

M= A, N=J sein soll, noch vorbehalten wollen.

1 = . .
Abweichend von unserer sonstigen Bezeichnung, wonach P; das Innere
von P genannt wurde; hier ist P; = 0,
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Sind P, P’ zwei Polygone,
E=J4+Ptd=J 4 I+ 1,
und sind P und P’ fremd, so mub P als zusammenhiingende Menge
ganz in J' oder A’ verlaufen und /” ganz in J oder 4. Um alle
sier zundichst denkbaren Fille zugleich zu behandeln, schreiben wir
P, PP< .
Dann ist
N =N A+ DY, VY,
N'=D N+ DVLN).
Diese Zerlegungen miissen, weil V und N’ zusammenhingend sind,
einen verschwindenden Summanden haben, und zwar muB
DLV, N)1=0

sein; denn andernfalls wire N'=2N'=D(N, N') und N,= N/, also
P= P/, wihrend die beiden Polygone doch verschieden sind. Also ist

N=2W, M. N =D N
oder

P+ N1, P+N&X
und

E=P+4+ P+ N+ X' +D0IL M)
Dabei scheidet der Fall N= 4, N'= 4" aus, weil D (4, 4") alle hin-
langlich entfernten Punkte der Ebene enthialt und demnach nicht
verschwinden kann, und es bleiben die Fille:
(1) PHJsd, P+J <S4, E=P+P +J+J+D4,4d)
@ P+J<J, P+A4 <A, E=P+P+J+4+D4,T)
8) P+4A<A, P+J<J, E=P+P +4+J +DJ, 47,

V4

Fig. 13. Fig. 14. Fig. 15.

wo P und P’ auBerhalb von einander liegen, resp. P innerhalb P’
resp. P’ innerhalb P liegt.

Wir wollen ferner als evident annehmen, daB man ein das
Polygon P umschlieBendes Polygon P’ (Fall (2)) so zeichnen kann,

daB die Entfernung PP beider Polygone (S. 293) eine vorgegebene

positive Zahl p nicht iiberschreitet (Fig. 16). Gehort P einem

Hausdorff, Mengenlehre. 22
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Gebiet G an und wihlt man o kleiner als den positiven Minimal-
abstand® der abgeschlossenen Mengen P und F— @, so verlauft
auch P’ noch in G, also P'<D(G, 4). Ebenso kann man ein von
P umschlossenes und zu P beliebig benachbartes Polygon angeben.

1 Jedes zusammenhingende Gebiet G wird durch ein
darin verlaufendes Polygon P in zwei zusammenhingende
Gebiete zerlegt.

Wir behaupten also, daf in der Formel

G=D(G, J)+D(G, P)+D(G, 4)=Jy+ P+ 4,

die beiden Gebiete J, und A, zusammenhéingend sind. Zundchst
sind beide von 0 verschieden, da jede Umgebung eines Punktes
von P Punkte sowohl von J als von 4 enthalt. Sind ferner (Fig. 17)
a, b zwei Punkte von 4,, so verbinden wir sie in G durch einen Weg
W=(a, ..., b); sollte dieser P mnicht treffen, also ganz in 4 oder 4,
verlaufen, so wire unser Ziel schon erreicht. Andernfalls ziehen

Fig. 16. Fig. 17.

wir ein P umschlieBendes Polygon P'< 4, so nahe an P, daB a,?d
noch auBerhalb P’ (in 4') liegen. W trifft dann P<J’, also auch
P’, und die abgeschlossene Menge (W, P') hat auf dem von &
nach b orientierten? Wege W genau wie auf der geradlinigen Strecke
(S. 258) einen ersten Punkt « und einen letzten v (a<u<v<D).
Auf dem Wegstiick (a, ..., u) liegt kein Punkt von P’ auBer u, also
kein Punkt von J und keiner von P-4 J<J'; es gehort ganz zu 4
und folglich zu D (4, )= 4,. Das Gleiche gilt von (v, ..., b), und
wenn wir von » nach v, statt auf dem Wege W, auf der einen
Hslfte des Polygons P’ wandern, so haben wir a, b durch einen
ganz zu A, gehorigen Weg verbunden. Damit ist der Zusammen-
hang von 4, erwiesen, und dasselbe gilt von J,.

1 Ein solcher existiert zwischen zwei abgeschlossenen beschrinkten Mengen,
offenbar aber auch, wenn nur die eine dieser Mengen beschrinkt ist.

2 Man" ordne jedem Punkt & von W in ersichtlicher Weise die Liinge I
des Wegstiickes (@, ..., #) zu und definiere x < y fir L, <= [,.
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Wir konnen dem Natz I noch folgende Form geben:

IL Ist ¢ ein zusammenhiingendes Gebiet, dessen
Grenze H Jdas Polygon P nicht trifft, so ist jedes der Ge-
biete T{G,J) und /¢, A, falls von Null verschieden, zu-
sammenhiingend.

Denn P gehirt als zusammenhiéingende Menge entweder ganz
cu 7, und dapn tritt I in Kraft: oder es gehort ganz zu E— G,
und dann ist G=T(G,J)+ DG, 4), also einer der Summanden
Null und der andere = G.

Der Satwz II wieder zieht unmittelbar den folgenden nach sich:

IIL Ist F eine abgeschlossene Menge, die das Polygon
P nicht rtrifft. und werden zwei Punkte z, y weder durch
Fnoch durch P getrennt, so werden sie auch durch F4P
nicht getrennt.

Denn z, y gehdoren einer Komponente ¢ von E— F an, und
die Grenze H dieser Komponente liegt in F (S. 332), trifft also P
nicht. Ebenso gehoren r.y derselben Komponente 3/ (J oder 4)
von E— P an, gehoren also dem zusammenhingenden Gebiet
T(G. M= E—(F+ P) an und werden durch F-- P nicht getrennt.

Durch wiederholte Anwendung folgt, daB zwei Punkte auch
durch F+ P, + P,... + P, nicht getrennt werden, falls sie weder
durch die abgeschlossene Menge F mnoch durch eins der Polygone
P, P, ..., P, getrennt werden.

Cm weiter zu gelangen, miissen wir das Polygon P des Satzes III
durch eine zweite abgeschlossene Menge zu ersetzen suchen. Dazu
dient die Approximation einer beschrinkten Menge durch eine von
Polygonen begrenzte Fliche.

Denken wir uns in der Ebene eine Schar von parallelen #qui-
distanten Geraden gezogen, und eine zweite dazu senkrechte Schar mit
gleichem Abstand, wodurch ein quadratisches Gitter entsteht. Unter
einem Quadrat Q, des Gitters verstehen wir die Quadratfliche
(Inneres und Rand); es sei Q=8(Q, Q,, ..., Q,) eine Summe von

endlich vielen verschiedenen Quadraten.

Dabei treffen wir folgende Bestimmung: 7 7
wenn zwel nur mit einer Hcke zusammen- & | 4 o2
stoBende Quadrate (wie 1, 1 in der Figur)

zu () gehoren, so soll auch noch mindestens Fig. 18.

ein drittes Quadrat mit dieser Ecke (wie 2)

zu () gehbren. Wenn () diese Bedingung noch nicht erfillt, so ist

es moglich, eine endliche Anzahl weiterer Quadrate @, ,, ..., @,

von denen jedes mit einer Seite an eins der schon vorhandenen

8t6Bt, so hinzuzufiigen, daB Q*=&(Q,, Q,,..., Q,) die Bedingung
22%
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erfilllt. Bezeichnen wir (Fig. 19) die Quadrate von Q mit 1 und ordnen
gie in Zeilen von oben nach unten, indem wir nur diejenigen horizon-
talen Quadratreihen der Ebene betrachten, in denen wirklich Qua-
drate 1 stehen. Die oberste Zeile von ¢ lassen wir unveriindert.
Wenn in der zweiten Zeile ein Quadrat mit einem der ersten Zeile
diagonal zusammenst58t, so fiigen wir das beiden benachbarte Quadrat
der zweiten Zeile hinzu, falls es nicht schon selber ein Quadrat 1
und falls nicht schon in der ersten Zeile ein zu jenen beiden be-
nachbartes Quadrat vorhanden ist, und bezeichnen diese hinzu-
gefiigten Quadrate mit 2. (Eine solche Hinzuftigung unterbleibt also
sicher, wenn die zweite Zeile nicht direkt unter der ersten steht,
sondern dazwischen eine horizontale Quadratreihe freibleibt) Die
beiden ersten Zeilen erfiilllen dann die gestellte Bedingung; denn
wenn ein Quadrat 2 mit einem der Quadrate 1 diagonal zusammen-
stoBt, so ist ein zu beiden benachbartes Quadrat, nimlich das
iiber 2 stehende Quadrat 1, immer schon vorhanden; auBerdem hat

7 ARAN /
1lelr]e2 2|12
[/ 2 AEARAE 2 J
272 rlz|7|e2
Fig. 19.

jedes Quadrat 2 als linken oder rechten Nachbarn ein Quadrat 1.
Nunmehr wird die dritte Zeile mit Riicksicht auf die schon ver-
vollstandigte zweite Zeile ebenso behandelt, dann die vierte Zeile
mit Riicksicht auf die vervollstandlgte dritte Zeile usw. Die Figur
zeigt den Ubergang von Q zu Q* im Falle von vier Zeilen; die
neu hinzugekommenen Quadrate 2 stoBen immer mit einer Seite an
ein linkes oder rechtes Nachbarquadrat 1.

Sei nun Q=& (Q,, Qyy ooy Q,) eine Quadratsumme (Fig. 20) von
der geforderten Eigenschaft; wir behaupten dann, daB der Rand (oder
die Grenze) von Q aus einer endlichen Anzahl paarweise fremder
Polygone besteht. Dies wird durch den SchluB von m auf m -1 be-
wiesen. Wir nehmen (Fig. 21—27) ein weiteres Quadrat Q, hinzu und
bilden Q'=@&(Q, Q,); die Rinder dieser Figuren seien R', R und
By=(a,b,¢,d,a). Die Menge D(R, R), in der Q, an dle schon
vorhandene Menge Q stoBt, ist entweder Null und dann ist R’ =R+ E,;
oder sie ist nicht Null und kann dann aus 1, 2, 3, 4 Seiten von £,
bestehen (aber z B. nicht aus einer Ecke allem) StoBt @, in einer
Seite (az, 5) oder zwei anliegenden Seiten (@, b, ¢) oder drei Seiten
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. b.o,d) an Q, so werden diese Teile von 1 beim Ubergang zu R’
durch (a, 4, ¢, b) resp. (a, d, ¢) resp. {a, d) ersetzt, also eins der vor-
handenen Polygone in ein anderes verwandelt.

Q — > ()

- 1] l
Fig. 21. :Db ) ,

Fig, 22, [ al lo a[ 0
a a

Fig. 26.

Fig. 27.

St6Bt ¢, mit zwei gegeniiberliegenden Seiten (a, b), (¢, d) an Q,
so fallen in der neuen Figur Q' diese Randstrecken fort und dafiir
treten (2, d; und (b, ¢) auf, wodurch entweder zwei bestehende Poly-
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gone in eins verwandelt oder umgekehrt aus einem zwei gemacht
werden. StoBt endlich @, mit allen vier Seiten an @, so ist
R'=R— R,; das Quadrat R, kommt in Wegfall.

Sei nun 4 irgend eine beschrinkte Menge: es gibt dann
eine Quadratsumme @ der eben betrachteten Art, die die Menge 4
in ihrem Innern einschlieBt (4< Q) und von ihr eine beliebig
kleine Entfernung 4 Q hat (§ 6). Wir itberziehen nimlich die Ebene
mit einem quadratischen Gitter von der Seitenlinge o, und es seien
Qs Qy, ..., @, diejenigen Gitterquadrate, die einen Punkt von 4 ent-
halten (wie verabredet, im Innern oder auf dem Rande); die Summe
dieser Quadrate enthilt jeden Punkt ¢ und zwar bereits als inneren
Punkt, denn wenn o auf einer Seite oder in einer Ecke eines Qua-
drats liegen sollte, so gehdrt er zwei oder vier Quadraten an und
ist innerer Punkt des betreffenden Rechtecks oder Doppelquadrats.
Durch eventuelle Hinzunahme weiterer Quadrate, wie oben gezeigt,
erhalten wir dann eine Quadratsumme Q=8&(Q, Q,, ..., @,), die
der Bedingung fiir diagonal zusammenstoBende Quadrate geniigt
und deren Rand also eine Summe paarweise fremder Polygone ist;
Q=P+ P,+...4+ P,. Dabei enthilt jedes der Quadrate von @
entweder selbst einen Punkt von 4 oder stoBt mit einer Seite an ein
solches an, es gibt also zu jedem Punkt ¢ einen Punkt o mit

0g = Vgo < 3o0.
Also ist (S.298) A40<3¢und QA=0 (wegen 4 = @), also 4Q< 3.

Ist B eine weitere Menge mit positiver unterer Entfernung
0(4, B) und wahlt man ¢ hinreichend klein, etwa 30 < 0(4, B), s0
haben Q@ und B keinen Punkt gemein. Zu zwei Mengen 4, B
mit positiver unterer Entfernung, von denen 4 beschrankt
ist, kann man also eine Quadratsumme Q angeben, die 4

einschlieBt und B ausschlieBt, und deren Rand eine Summe
paarweise fremder Polygone ist:

A4SQ, BEE—Q, Q=P +P,+..+P,.

Nunmehr kénnen wir den Satz beweisen:

IV. Sind F,, F, zwei fremde abgeschlossene beschrankte!
Mengen, und werden zwei Punkte weder durch F, noch
durch F, getrennt, so werden sie auch durch F,+ F, nicht
getrennt.

Da z,y durch F; nicht getrennt werden, so gibt es (Fig. 28) einen

! Es geniigt, daB die eine Menge (beim Beweise F,) beschriinkt sei; auch
einige der folgenden Sitze lassen sich in diesem Sinne etwas verallgemeinern.
Weiter kann man nicht gehen, ohne statt der Wege und Polygone kompli-
ziertere Figuren (solche mit unendlich vielen Strecken) zu benutzen.
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sie verbindenden Weg 115, der F| nicht trifft. Wir bestimmen eine

Quadratsumme Q, die F mnschhelﬁt und & (M, 17,) ausschlieBt:
l=(‘)i’ \.\[‘ ” .)CE Q

r,y selbst gehoren zu E— Q. Da 11, die Menge @ nicht trifft, so

werden x, y durch Q oder durch Q. =7, + P,+...+ P, nicht ge-

trennt, also nach III auch wnicht durch £, 4+ Q.

Demnach gibt es einen r. y verbindenden

Weg W, der F, und @, nicht trifft. Dieser w

kann aber auch I nicht treffen, da er sonst

einen Punkt r von E— Q mit einem Punkte " .
von F, = Q verbinden wiirde, also auch die

Grenze Q = Q@  treffen miBte. Da 11" also ;

F, + F, nicht trifit, so werden die Punkte durch
diese Menge nicht getrennt.

Yon diesem Satz IV, der eine Verallgemeinerung von IIT ist,
kann man zu einer entsprechenden Verallgemeinerung von II zuriick-
gelangen:

V. Zweizusammenhéngende Gebiete, deren beschrankte
isrenzen einander nicht treffen, haben einen zusammen-
hingenden oder verschwindenden Durchschnitt.

Die Gebiete seien (/. G, mit den Grenzen H,, H,. Wenn
G =T2(G,, (/,) nicht Null ist, so werden zwei seiner Punkte als
Punkte von G, durch H, nicht getrennt, als Punkte von G, mnicht
durch H,, also auch nicht durch H, 4 H,; sie lassen sich also durch
einen Weg 7" verbinden, der H, und H, nicht trifft. Dieser Weg
muB dann ganz in G, verlaufen, ebenso ganz in G,, also ganz in G
G ist zusammenh#ingend.

Umgekehrt folgt aus V ebenso unmittelbar wieder IV: wenn
zwel Punkte durch F, und F, nicht getrennt werden, so gehoren
sie einer Komponente G, von E— [, mit der Grenze H, = F, und
einer Komponente ~, von E—F, mlt der Grenze H,,EI’,,, also
nach V dem zusammenhanvenden Gebiet 7 = DGy, ) S F—(F,+ F,)
an und werden durch F, 4 F, nicht getrennt.

Beide Sitze ubertragen sich unmittelbar von zwei auf endlich
viele abgeschlossene Mengen resp. Gebiete. In Verbindung mit
§ 10, VIIT gestatten sie auch eine Ausdehnung auf das Abzihlbare,
der wir folgende Form geben:

VI. Wenn zwei Punkte durch die beschrinkte abge
schlossene Menge F getrennt werden, so werden sie auch
durch eine Komponente von I getrennt.

Denn wenn F'= F, nicht zusammenhiingend, also in zwei ab-
geschlossene Summanden zerlegbar ist, so muf einer davon, etwa

Fig. 28.
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F, < F,, die gegebenen Punkte trennen; ist F; noch nicht zusammen-
hingend, so werden die Punkte wieder durch eine abgeschlossene
Menge F, < F, getrennt usw. Gelangt man noch nicht fiir end-
liches » zu einer zusammenhingenden Menge F,, so trennt auch
F =9(F,, F, F,, ...) die Punkte noch, und man kann das Ver-
fahren fortsetzen. Auf Grund von § 4 gelangt man nach einer
hochstens abzihlbaren Menge von Schritten zu einer letzten Menge F,,
die noch die Punkte trennt, zu der es aber keine kleinere Menge
F, .. <7F, mit der gleichen Kigenschaft gibt; dann ist also F_ zu-
sammenhangend und die Punkte werden durch F oder durch die
Komponente = F getrennt. Wenn man die Zerlegung in ¢-Kom-
ponenten benutzt (§ 6), kann man ibrigens erreichen, daB das Ver-
fahren spitestens bei F abbricht.

Beispiel: das Komplement einer beschrinkten punkthaften
(S. 822) Menge O ist zusammenhingend. Denn wire B—C=A+B
in zwei relativ abgeschlossene Mengen zerlegbar, so gibe es nach
S. 835 eine abgeschlossene Menge F < O, die zwei Punkte von 4
und B trennt; es miiBte dann eine Komponente von F, also eine
Menge aus einem einzelnen Punkt ¢, die beiden Punkte trennen,
was wegen des Zusammenhanges von B — {¢} aber nicht der Fall ist.

In den weiteren Anwendungen spielt folgende Spezialisierung
der bisherigen Sitze die Hauptrolle.

VIL. Zwei Punkte, die verschiedenen Komponenten der
beschrinkten abgeschlossenen Menge H angehdren, lassen
sich durch ein Polygon P trennen, das H nicht tritft. Ist H
insbesondere Grenze des zusammenhingenden Gebietes G
8o liegt das Polygon P im Gebiet G.

Die beiden Punkte seien A, h,; da bei einer beschrinkten ab-
geschlossenen Menge Komponenten und Quasikomponenten identisch
sind (S.808), so gibt es eine Zerlegung H = H, + H, in a,bgeschlossene
Mengen bei der A, zu H, und %, zu H, gehort Bestimmen wir
eine Quadratsumme Q mlt

H<=Q, H=sE-Q,
so werden A, h, durch Q,= P, 4+ P,+ ...+ P, also nach III durch
eins dieser Polygone getrennt (das natiirlich nicht fiir alle diese
Punktpaare dasselbe zu sein braucht. — Um den zweiten Teil des
Satzes zu beweisen, bemerken wir, daB sowohl innerhalb wie auBer-
halb des Polygons, nimlich in hinreichend kleinen Umgebungen
von %, und %,, Punkte von G liegen; da das Gebiet G zusammen-
héngend ist, hat es auch mit P Punkte gemein. Das Polygon P
trifft also G; wenn es auch B — @ trife, miiBte es als zusammen-

héingende Menge die Grenze H treffen; da dies nicht der Fall ist,
liegt P ganz in G.
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VIIL. Wenn die beschrinkte Grenze H eines zusammen-
hingenden Gebietes G einer zusammenhingenden Teil-
menge von F=FE— G angehort, so ist sic selbst zusammen-
hingend.!

Es sei H= C= F, C zusammenhingend. Wire H nicht zu-
sammenhingend, so gibe es nach VII ein in (7 verlaufendes Poly-
gon P, das innerhalb wie auBerhalb Punkte von H, also auch von ¢
enthielte, und C miiBte das Polygon treffen, wihrend doch ¢ und G
keinen Punkt gemein haben.

Spezialfille dieses Satzes sind:

IX. Ist Fabgeschlossen und zusammenhsngend, G, eine
Komponente von - =FE — F mit beschrinkter Grenze H,,
so ist H, zusammenhingend.

Denn es ist H, s H= F< /7 und H, als Teilmenge von F zu-
sammenhéngend.? Vgl Fig. 29.

X. Ist G ein zusammenhingendes Gebiet, , eine Kom-
ponente von F=FE— G mit beschrinktem Rand H,, so ist H|
zusammenhingend.

Sel nimlich F= F, + F, + F, + ... die Zerlegung von Fin seine
(endlich, abzihlbar oder unabzihlbar vielen)
Komponenten. Da eine zusammenhingende
Menge nach Hinzufiigung beliebig vieler Kom-
ponenten ihres Komplements zusammenhingend
bleibt 'S. 331), so ist G,=G+F,+ F,+ ... zu-
sammenhdngend, nach VIII ist also H, als
Teilmenge der zusammenhingenden Menge F,
selbst zusammenhiingend.

Wenn alle H, beschrankt und daher zu- Fig. 29.
sammenhiangend sind, so sind sie die Kom-
ponenten von H, da eine zusammenhingende Teilmenge von H auch
eine von F ist, also nicht mit zwei verschiedenen ¥, oder H, Punkte
gemein haben kann. Das gibt insbesondere den Satz:

XI. Ist G ein zusammenhingendes Gebiet mit be-
schrinkter Grenze H, so hat diese ebenso viele Kompo-
nenten wie F=E— G.

Wir schlieBen diese Reihe von Uberlegungen mit dem Satz:

! Wir erinnern beildufig daran, daB eine Gebietsgrenze Randmenge und
nirgendsdicht, eine zusammenhiingende Gebietsgrenze perfekt ist (falls sie nicht
aus einem Punkte besteht).

? Wenn nichts anderes ersichtlich ist, bedeute immer /' das Komplement,
H die Grenze des Gebietes G; ebenso mit Indices oder Akzenten.
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XIL. Sind G, G, zwei fremde zusammenhingende Ge-
biete mit den Grenzen I, H,, ferner H, beschrankt und
in H, enthalten, so ist H, zusammenhéingend.

Denn &, + H, ist als Menge zwischen G, und G,+ H, zu-
sammenhingend, H, = G, + H = B — G,, also H, zusammenhingend.
Insbesondere ist, fir I, = H,, die gemeinsame Grenze zweier fremder
zusammenhingender Gebiete stets zusammenhéngend.

Eine besondere Rolle spielen diejenigen beschrinkten ab-
geschlossenen Mengen H, die die gemeinsame Grenze aller Kom-
ponenten von E— H sind, also

E—H=G +Gy+.., H=H =H,=..;

eine solche Menge H ist nach XII zusammenhingend, vorausgesetat,
daB F— H mindestens zwei Komponenten hat! Falls genau zwei
Komponenten auftreten, £ — H also in zwel zusammenhéingende
Gebiete mit der gemeinsamen Grenze H zerfillt, wird H (nach
A. Schoenflies) eine geschlossene Kurve genannt; eine ge-
schlossene Kurve ist jedenfalls eine beschrinkte, perfekte, zusammen-
héngende Menge ohne innere Punkte. Die einfachsten geschlossenen
Kurven sind die Polygone (B—P=J+ 4, P=J =4) und, nach
dem unten zu beweisenden Jordanschen Satz, deren umkehrbar
eindeutige, stetige Bilder.

Es ist leicht einzusehen, daB sich beziiglich der Zerlegung der
Ebene in Gebiete die geschlossenen Kurven genau wie Polygone
verhalten. Ist P eine geschlossene Kurve, so ist das AuBere eines
Kreises, in dessen Innerem P liegt, zusammenhingend und gehort einer
der Komponenten von E— P an; wir konnen also wieder B—P=A4+J
setzen, wo A4 alle hinlinglich entfernten Punkte der Ebene enthilt
und J beschrinkt ist (4 das AuBere, J das Innere von P). Uber
die gegenseitige Lage zweier fremder geschlossener Kurven gelten
dann wortlich dieselben Betrachtungen (S. 837) wie iitber Polygone;
der Satz I gilt auf Grund von V auch, wenn P durch eine ge-
schlossene Kurve ersetzt wird. Eine Menge paarweise fremder ge-
schlossener Kurven P, P,..., von denen keine die iibrigen trennt,
ist hochstens abzahlbar: denn liegen alle Kurven auBer P in M
(M=J oder 4), alle auBer P’ in M’ usw., und setzt man wieder
E=M+P+N=M+P+N=.., so ist DIN,N)=0 usw., die
Gebiete N, N/, ... sind also paarweise fremd und ihre Menge hochstens
abzahlbar.

Ist' H eine beschrinkte abgeschlossene Randmenge, deren

' DaB unter den angegebenen Voraussetzungen auch mehr als zwei Kom-
ponenten vorkommen konunen, ist der gewdhnlichen Anschauung schwer vor-
stellbar; L. E. J. Brouwer hat ein Beispiel dafiir gegeben.
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Komplement /'— H= G+ (7, in zwei Komponenten zerfillt, so
braucht H=(G, -+ t1,) == & H , H,) keine geschlossene Kurve zu sein;
wohl aber ist 0= 2 4, i, eine solche. Denn setzt man
®, = G+ (H, =, 6, = G, +(H, — O,

H= (Hl — \:\\-‘-(_H_) -0+ 9,

SUBH:
E=G +6,+H=04+6,+9
=@+ +H=0,+G +H,.

Da G, + H. = (7. abgeschlossen ist, so ist ®, ein Gebiet; ebenso ®,;
beide sind rremd. Ferner ist G £® =, also @ (und G,) zu-
sammenhingend, und ©, =G, =06, +H =6,+9, also § die
Grenze von &, und ®,. Danach zerfillt E— =@, +@, in zwei
Komponenten mit der gemeinsamen Grenze $, § ist eine geschlossene
Kurve.

Beispiel: H sei cic Streckensumme der
nebensteliernden Figur:  ist das in H ent-
haltene Polygon. &. und ®, dessen AuBeres —
und Inneres: die Sturecken, die vorher zur
Grenze nur eines Gebietes gehdrten, haben Fig. 30.
sich mit diesem vereinigt.

Ein Punkt % der Grenze H des zusammenhingenden Gebietes
heiBe von & aus geradlinig erreichbar, wenn man ihn mit einem
Punkte g von ¢ durch einen Weg (g, ..., %) verbinden kann, der bis
auf den Punkt . in  liegt. Offenbar kann man ihn dann mit
jedem Punkt ¢° von /7 so verbinden, indem man g mit g durch einen
Weg verbindet und den Streckenzug (¢, ...,9,...,%) zu einem Wege
reduziert 3. 336". Z. B. sind bei einem Polygon oder Kreise alle
Punkte sowohl von J wie von .4 aus geradlinig erreichbar; dagegen
begrenzt eine Gerade und ein sie beriithrender Kreis ein Gebiet, von
dem aus der Beriihrungspunkt nicht geradlinig erreichbar ist.

Die Menge der geradlinig erreichbaren Punkte ist in H
dicht. Denn ist & ein beliebiger Punkt der Grenze, so gibt es
fiir ein beliebig kleines positives ¢ einen Punkt g des Gebietes mit
hg< o; ist dann % der dem Punkte g nichste Punkt der (ab-
geschlossenen, Menge H, so ist gh' =gh < v, also hh' =hg+ gh'<2p.
Da nun die Strecke (g,%) keinen Punkt von H auBer 4’ enthilt und
sonst in & liegt, so ist &’ geradlinig erreichbar, und es befindet sich
in jeder Umgebung eines Punktes % ein geradlinig erreichbarer
Punkt #".

Man nennt ferner % von ' aus schlechthin erreichbar, wenn
man jhn mit einem Punkte g von & durch eine abgeschlossene
zusammenhingende Menge verbinden kann, die bis auf 2 in &
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liegt. Zu den erreichbaren Punkten gehoren natiirlich die gerad-

linig erreichbaren, und die Menge der erreichbaren Punkte ist um

so mehr in H dicht. Das einfachste Beispiel einer Gebietsgrenze H

mit nicht simtlich erreichbaren Punkten liefert die Abszissenachse

samt den in den Punkten =0, 41, &4, 4&-1, +1, ... nach oben

errichteten Lioten von der Hohe 1. Die Punkte % des zu z=0

gehorigen Lotes (h,h,), mit Ausnahme des oberen Endpunktes 7,

sind von dem durch H be-

grenzten Gebiet G (in der

oberen Halbebene) aus nicht

erreichbar. Denn denkt man

sich die gerade Linie y=1

gezogen, so entstehen unend-

lich viele Rechtecke, und die

. zusammenhingende Menge C,

Fig. 31. die & zum Hiufungspunkt hat

und bis auf 4 zu G gehort,

muB innere Punkte von unendlich vielen dieser Rechtecke enthalten,

muB also, um von einem ins andere zu gelangen, die Gerade y=1

in unendlich vielen Punkten treffen, die den Punkt 4, zum Haufungs-

punkt haben. Da C auBerdem als abgeschlossen vorausgesetzt war,

so miifte sie auch den genannten Punkt %, (ebenso jeden Punkt

der Vertikalstrecke zwischen %~ und %) enthalten, was gegen die
Forderung verstsft.

Unter einem Querschnitt des zusammenhingenden Gebietes G
versteht man einen Weg W=(a,...,4), der bis auf die Endpunkte
in G liegt, wihrend diese zu F= F— @, also offenbar zur Gebiets-
grenze H gehdren. Den Querschnitt ohne die Endpunkte bezeichnen
wir mit

V=2(W, @) =W—1a,b

und die nach Tilgung von ¥ verbleibende Menge mit
G'=G—-V=9(GE—-W);

sie ist wieder ein Gebiet.

Offenbar ist G” in & dicht, also
G/=G,=G+H=G+HLV,

demnach die Grenze des neuen Gebiets H'= H -+ V; sie besteht aus

der alten Grenze und dem Querschnitt.

Die Hauptfrage ist nun, ob @ durch den Querschnitt zerfallt oder
nicht, d. h. ob G’ unzusammenh#ngend oder zusammenh#ngend ist. Wir
zeigen zunichst, dal G’ hochstens in zwei Komponenten zerfallen kann.
Wir kénnen jeden Punkt « von G mit irgend einem Punkt von ¥ durch
einen in G liegenden Weg W, verbinden; orientieren wir W, von
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aus. so hat auf W die abgeschlossene Menge D (W, W) = W, V)
einen ersten Punkt r. und je nachdem der Weg (x,...,7) sich dem
ebenfalls, etwa von a nach b orientierten) Wege 1" von dessen
linker oder rechter Scite nithert, bezeichnen wir z als einen Punkt #y
oder z,, wobel aber r je nach dem ge-
wahlten Wege W _ vielleicht zu beiden
Klassen gehoren kann. Zwei Punkte z,, y,
konoen dann, indem man ein Stick des
Weges W durch ein benachbartes ersetzt
\7gl. die analoge Bemerkung iiber benach-
barte Polygone 3. 337, auch durch einen
Weg in G verbunden werden, der 11" nicht
trifft, also in G verlduft; und umgekehrt Fig. 32.
ist ein Punkt y, der mit z, in G’ ver-
bunden werden kann, ein Punkt y,. Die Menge G, der Punkte z,
ist also eine Komponente von ', ebenso die Menge G, der Punkte z,,
und es ist G'=E'G,, G ); folglich ist entweder

G'=G,=G,
-wenn es Punkte z gibt, die gleichzeitig mit der linken und rechten
Seite von 77 verbunden werden konnen), oder

G'= G,+ G,

Far die Grenzen H,. H, gelten im zweiten Fall (iibrigens auch im
ersten) die Formeln

SH.H)=H=H+7=¢8HW),
E,H)2W,

deren zweite besagt, daB die Punkte des Querschnitts H&ufungs-
punkte sowohl der Punkte z, als auch der Punkte z, sind.

Wir zeigen weiter, indem wir die Grenze H als beschrankt an-
nehmen, daB der erste oder zweite Fall eintritt, je nachdem die
Endpunkte 4, » des Querschnitts zu verschiedenen oder zu derselben
Komponente von H gehoren. o

Gehoren a,b zu verschiedenen Komponenten, so lassen sie sich
nach VII durch ein in G verlaufendes Polygon P tremmen. Der
Weg W, der einen Punkt innerhalb P mit einem Punkt auBerhalb
verbindet, muB dann P treffen, und eine ‘ginfache (den 'Elementen
der ,,Charakteristikentheorie angehtrige) Uberlegung zeigt, d.aB b4
die linke mit der rechten Seite von W verbindet, so daB'm d'1esem
Fall "= G, = G zusammenhingend ist. Man kann namlich, 1.ndem
man eventuell Pgdurch ein benachbartes Polygon erse@zt, erre%chen,
daB W und P keine Strecke gemeinsam haben und sich an jedem
ihrer Schnittpunkte kreuzen, d. h. W von der einen auf die andere
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Seite von P und P von der einen auf die andere Seite von W tritt.
Die Anzahl n der Schnittpunkte ist dann ungerade; auf dem mit
einer Umlaufrichtung versehenen Polygon geordnet, seien p,,p,,...,p,
diese Schnittpunkte. Von den Wegen P, =(py,--.yp,), Pygyeeey Pyyy
die hierdurch auf dem Polygon bestimmt werden, mul mindestens
einer von der linken auf die rechte Seite von W fithren oder um-
gekehrt; denn andernfalls wiirde, wenn etwa P, von 4 nach 1 fiihrt,
P,, von o nach ¢, Py, wieder von 4 nach A, schlieBlich P, von 2
nach 4 und dann Wleder ., Yon o nach g fithren, was einen Wider-
spruch ergibt. Wenn also etwa P, von 4 nach ¢ fithrt, so ist P,
ohne die Endpunkte, eine in G’ verlaufende zusammenhingende
Menge, die ein x, mit einem x, verbindet. Sollte nur ein Schnitt-
punkt p, vorhanden sein, so ist P—{p,} eine solche Menge.

Umgekehrt aber: ist G’ zusammenh#ngend, so lassen sich zwei
in hlnlanghcher Nihe eines Punktes von 7 gewahlte Punkte =, s,
durch einen Weg in G’ und iiberdies direkt mit Uberschreltung
von V verbinden, wodurch nach eventueller Ausscheidung entbehr-
licher Strecken ein Polygon P in G entsteht, das von W einmal
gekreuzt wird, also die Punkte @, b trennt. Danach existiert eine
Zerlegung H=D(H,J)+ D (H, A4)= H,+ H, in zwei abgeschlossene
Mengen mit Separation von o und b, diese Punkte gehoren also
verschiedenen Komponenten von H an.

Wir haben also den Satz bewiesen:

XIII. Ein zusammenh#ingendes Gebiet mit beschrankter
Grenze H wird durch einen Querschnitt (a,...,0) in zwei
zusammenhéngende Gebiete zerlegt, wenn die Endpunkte
a,b derselben Komponente von H angehoren; es bleibt zu-
sammenhéngend, wenn a, b verschiedenen Komponenten
von H angehoren.

Betrachten wir den zweiten Fall noch etwas genauer, wobei
wir zunichst konstatieren, daf es bei einem Gebiet mit unzusammen-
hiingender Grenze solche Querschnitte wirklich gibt: ist H=H, +H,
eine Spaltung in zwei abgeschlossene Mengen, so muB die Menge K
der geradlinig erreichbaren Punkte, weil sie in H dicht ist, Punkte
sowohl mit X, als mit H, gemein haben (fir K< H, wire K, < H,,
wihrend K = H ist); zwei solche gehdren verschiedenen Komponenten
an und lassen sich durch einen Querschnitt verbinden. Sei nun

H=A4+ B+ C+ D+ ...
die Zerlegung von Hin Komponenten, und der Querschnitt W = (a, ..., b),

dessen Endpunkte auf 4 und B liegen, verwandle G in das noch
zusammenhéingende Gebiet G mit der Grenze

H=H+V=(A4+V+B+C+D+...
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Es ist leicht einzusehen, daB die zusammenhiingenden Mengen
4+ TV 4+B= C(A, W.B), C, D, ... dic Komponenten von 1/’ sind.!
Denn es gibt eine Zerlevuna H=H_ - H+ H+ H, in abgeschlossene
Mengen, die resp. d4,B,C,D als lollmengeu enthalten, und dann
zeigt die Zerlegung H'= & H,+ H,, W) +H +H,, daB A+ V" +B,C,D
verschiedenen Komponenten von H' ange- =

hiiren, also selbst Komponenten sind. Durch 2
den Querschnitt werden also zwei Kompo-
nenten von H zu einer von H' vereinigt,

wihrend die ibrigen bleiben; die Kompo-
nentenzahl von H’' ist um eine Kinheit
kleiner als die von H.

Wir wollen ein zusammenhingendes
Gebiet mit beschrinkter Grenze? k-fach
zusammenh&ngend nennen, wenn seine
Grenze (oder, nach XI. sein Komplement) ¥ Komponenten hat;
schlieBen wir die ganze Ebene aus, so ist nach S.321  entweder eine
natiirliche Zahl oder X, oder N. die Michtigkeit des Kontinuums. Man
kann also ein k-fach zusammenhingendes Gebiet G fiir k> 1 durch
einen geeigneten {zwei verschiedene Komponenten der Grenze H ver-
bindenden) Querschnitt W in ein (k— 1)-fach zusammenhingendes
Gebiet G’ verwandeln, wobei, fir k=N, oder k= N, natiirlich
E—1=% zu setzen ist. Ist noch k¥ —1>1, so kann man @’
wieder durch einen geeigneten Querschnitt 17’ (dessen Endpunkte
verschiedenen Komponenten von H' angehoren; der eine kann auch
auf dem vorigen Querschnitt W liegen) in ein (k — 2)-fach zusammen-
hingendes Gebiet G”, dieses eventuell wieder durch einen geeigneten
Querschnitt W in ein (k — 3)-fach zusammenh#ngendes Gebiet G
verwandeln usw. Ist % eine natiirliche Zahl, so lassen sich also
sukzessiv £— 1 Querschnitte ziehen, ohne, wie man sagt, das Gebiet
zu zerstiickeln, aber nicht mehr als & — 1, denn das jetzt erhaltene
Gebiet G*-1 ist einfach zusammenhingend und wird durch jeden
weiteren Querschnitt unzusammenhingend. Ist % hingegen unendlich,
8o lassen sich beliebig viele sukzessive Querschnitte 17, W’, W7, ..
ziehen, ohne G zu zerstiickeln; die verbleibenden Gebiete G, G", G", ...
sind immer noch %-fach zusammenhingend. KEs wire aber falsch,
zu sagen, daB man unendlich viele Querschnitte ziehen kann,

45
Fig. 33.

! Der Beweis ist nur fiir unendliche Komponentenzahl erforderlich. Wir
erinnern nochmals an die hier giiltige Identitit zwischen Komponenten und

Quasikomponenten.
% Diese Definition ist hxer bequemer; im Sinne der Invarianz bei ein-
eindentiger stetiger Abbildung (Kap. IX) ist bei unbeschrinkten Gebieten eine

andere Verabredung vorzuziehen.



352 Kap. VIII. Punkimengen in speziellghiumen.

ohne G zu zerstiickeln, denn die schlieBlich tibrighleibende Menge
(@, &, G",...) braucht weder ein Gebiet noch zusammenhingend
zu sein.

Beispiel: Das nicht schraffierte Gebiet (Fig. 34) im Innern des
groBen Quadrats hat eine Grenze mit 4 Komponenten, ist 4-fach zu-
sammenhéingend; die punktierten Linien geben drei Querschnitte, die
es in ein einfach zusammenhingendes verwandeln.

Fin einfach zusammenh#ngendes Gebiet G (also mit beschréinkter
zusammenhéingender Grenze H) wird durch jeden Querschnitt zer-
stiickelt’; dabei sind die entstehenden Gebiete @,, G ebenfalls ein-
fach zusammenhingend. In der Tat ist, nach VIIi H, als Teil-
menge der zusammenhingenden Menge H'= & (H, W)< E— G, zu-
sammenh#ngend.

Es seien 4 und B zwei fremde, beschriinkte, abgeschlossene,
zusammenhingende Mengen und

G=B—(A+B)=Gy+ G, + Gy + ...
die Zerlegung des Komplementirgebiets in Komponenten. Fiir die

, 4
----- U
...... %% |
F]g 34

Fig.85.

Grenzen gilt H < H =(4+ B),; H, liegt in 4+ B. Zieht man nun
(Fig. 85) die kiirzeste Strecke (a, b) zwischen 4 und B, so liegt diese
bis auf ihre Endpunkte in einer Komponente von &, etwa G,, und die
Grenze H, trifft also sowohl 4 als auch B. Wir behaupten,
daB nur diese eine Komponente G, (die wir das Zwischengebiet
von 4 und B nennen wollen) die genannte Eigenschaft hat, wihrend
die Grenzen H, der iibrigen G entweder ganz in 4 oder ganz in B
liegen. Ziehen wir namlich ein Polygon P, das, ohne 4-B zu
treffen, zwei Punkte dieser Menge trennt, so liegt die eine der
Mengen.4, B ganz innerhalb, die andere ganz auBerhalb P; P trifft
also die Strecke (s, b), trifft mithin G, und liegt ganz in G,. Jede
andere Komponente G, liegt dann ganz auBerhalb oder ganz inner-

- ' Sollte H nur aus einem Punkte bestehen, G also die ganze Ebene mit
AusschluB eines Punktes sein, so existiert kein Querschnitt im bisherigen

Si}me; d. h. mit zwei verschiedenen Endpunkten; diesen trivialen Fall schlieBen
wir aus.
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halb des Polygons und ihre Grenze #H kann entweder nur mit .1
oder nur mit » Punkte gemein haben.

Das Zwischengebiet ¢7) ist zweifach zusammenhingend. Denn
sind G,, Gy,... diejenizen «; , deren Grenzen in .{ liegen, und
Gi,. G,.... diejenigen, deren Grenzen in B liegen, so ist

A4, = S, (¥ &
zusammenhiingend, ebenso
A+ + Gyt oo = S0l G, A4 Gy, 000,
ebense B+ (7,4 G, + ...: die Summe der beiden letzten Mengen,
E— G,, hat also hiochstens zwei Komponenten. Nach NI hat auch H,
hochstens zwei Komponenten: da H, nicht zusammenhingend ist,
genan zwel.!

Denken wir uns nun eine endliche Anzahl von Wegen
W= 2.0, b =a,, 7+ 1. deren Endpunkte auf .1, B liegen, withrend
die T, weder einander noch 4 B treffen (:=1,2,...;; die paar-
weise fremden J7; verlaufen also im Zwischengebiet von . und B,
das wir jetzt ¢ nennen wollen. Wir denken uns diese Wege in
bestimmter Reihenfolge betrachtet. 117 ist Querschnitt von (7, der
zwel verschiedene Komponenten der Grenze verbindet, also ist
G —V, einfach zu\ammenhangend 1, ist Querschnitt dieses Gre-
biets, also zerfillt 7 —(V,+V,) in zwel einfach Lusammenhangende
Gebiete; in einem davon liegt 17, und T, zerstiickelt es wieder in
zwei zusammenhingende Gebiete, sodaB G-—(I'l-i- I, 4+ 17,) in drei
einfach zusammenhiingende Gebiete zerfillt usw. Allgemein ist (mit
neuer Bedeutung von 7, G,,...)

GaiT 4V, 4+ ...+ TV )=+ G+ ..+ G
in n einfach zusammenhiingende Gebiete zerfallen. Dabei liegt fiir

n=2 das letzte ¥, in einer Komponente der vorigen Zerlegung und
zerstiickelt sie in zwei der jetzigen, so daf bei passender Bezeichnung
Al E IR ST Pt = G1 Foed Ut f;,u——l’
{;/n—-—l - I'n, = Gn—l + Gn
ist. Wird die Grenze von (4, mit H, bezeichnet, so ist also 17, mit
H,...H _, fremd, hingegen Teilmenge von H, ,, H, (nach den
Formeln fir H, und H, S. 849) und V,+ (+,_, + (4, ist ein Gebiet.
Lassen wir dlese spemelle Bezelchnuno‘ der Indices wieder fallen,
so ist allgemein (da wir jedes T, als letzten Weg betrachten

kbnnen) V, in zwei Grenzen I, H, enthalten, mit den ibrigen fremd,

' Die iibrigen (#, sind, wie hnlich folgt, einfach zusammenhéingend. Die
kleinen Abdnderungen fiir den Fall, daB nicht alle &, existieren, liegen auf
der Hand.

Hausdorff, Mengenlehre. 23
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und I,=V,+ G, + G, ist ein Gebiet. Umgekehrt folgt daraus, daB
jede Grenze H, zwei Mengen 7V, 7, enthalten und mit den iibrigen
fremd sein muB. Namlich: H, kann nicht mit allen 7, fremd sein,
sonst wire ,

@(I'l’rz"""l—;m’ GZ""’ Gn>=T/1+VZ+' +Vn+ G2+ et Gn
ein Gebiet und G damit als Summe zweier Gebiete dargestellt, also
nicht zusammenhéngend. I, kann auch nicht blof ein einziges 7,
enthalten und mit den ibrigen fremd sein, sonst wire wieder
Vy+ ... +V,+ G+ ... + G, ein Gebiet und ¢ — 7, nicht zusammen-
hingend. Also muB jedes H mindestens zwei 7 enthalten; ent-
hielte aber ein H mehr als zwei 7, so wiirde ein ¥ in mehr als
zwei H enthalten sein miissen, was dem Vorigen widerspricht. Somit
ist jedes ¥ in zwei H enthalten und jedes H enthilt zwei V; danach
kann man offenbar die Wege und die Gebiete zyklisch ordnen,
etwa so:

G—(V,+ Vyd e+ V)= Gyt Gyy+ . + G, + Gy,
daB die Grenze H, von @, die Mengen V, V, (oder die Wege
W,, W,) enthilt; fir » =3 auch so:
G—=(V+Vy+ Vy)= G+ G, + Gy,
daB H,= 7, (oder H,= W,) fir s4=%. Die Figuren zeigen dies fir
den Fall, daB 4, B zwei Kreisperipherien mit beschrinktem Zwischen-
gebiet sind (4 im Innern von B).

6 4

b5

Fig. 36. Fig. 37.

XIV. (Satz von C. Jordan) Das umkehrbar eindeutige,
stetige Bild eines Kreises ist eine geschlossene Kurve.

Um die Betrachtungen dieses Paragraphen spiter nicht noch
einmal aufnehmen zu miissen, beweisen wir diesen Satz schon hier,
obwohl wir den Begriff der stetigen Abbildung erst im folgenden
Kapitel entwickeln und ihn hier durch Angabe seiner einfachsten
Eigenschaften umschreiben miissen. Wir nehmen an, eine be-
schriinkte Punktmenge C der Ebene sei auf einen Kreisumfang G
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@an dessen Stelle auch ein Polygon treten kinnter umkehrbar ein-
deutig bezogen, d. h. jedem Kreispunkt a, entspreche ein und nur
ein Punkt a von C: dabei soll iwas eben die Stetigkeit ausdriickt)
jeder abgeschlossenen Teilmenge von €, eine abgeschlossene
von C und umgekehrt, jeder zusammenhingenden Teilmenge
von (, eine zusammenhingende von (' entsprechen und um-
gekehrt.!  Geben wir dem Kreise einen bestimmten Umlaufsinn, so
bestimmt jedes geordunete Paar a,. b, verschiedener Punkte einen
abgeschlossenen Kreisbogen (inkl. Endpunkte a:i)o, der von b?z0
verschieden ist: die entsprechende abgeschlossene Menge @b heiBe
ein Bogen von . Analog wie auf der geraden Linie erkennt man
leicht, dab eine zusammenhingende Menge auf dem Kreise, wenn

sie ay, b, enthiilt, entweder den ganzen Bogen a, b oder boao ent-
halten muB, und daB diese Forderung auch hmrelcht die einzigen
abgeschlossenen zusammenhingenden Mengen < C, smd, aufler den
einzelnen Punkten und C, selbst, die Kreisbogen, und die einzigen
abgeschlossenen zusammenhingenden Mengen < C, auBer den ein-
zelnen Punkten und C selbst. die Bogen. Auch ein offener Bogen
ohne Endpunkte ist noch zusammenhingend; wir bezeichnen einen
solchen mit ad. Da nach Tilgung von zwei verschledenen Punktena, b
die Menge E—fa,b} unzusammenhingend wird, so konnen nach
3. 333 a,b keine inneren Punkte von C sein, also ist C' eine Rand-
menge und mit der Grenze H ihres Komplementirgebiets ¢+ = E —C
identisch, von dem der Jordansche Satz nun behauptet, daB es in
zwei Komponenten mit der gemeinsamen Grenze C= H zerfillt.
Wir geben hier, in der Hauptsache, den erstaunlich einfachen
Beweis von L. E..J. Brouwer wieder. Zunichst ist klar: wenn die
Grenze H, eines zusammenhiingenden Gebietes (7, Teilmenge von H
ist und ihrerseits den Bogen b enthalt, so liegen auf diesem Bogen
Punkte, die von /7, aus geradlinig erreichbar sind. Denn ein von a,b
verschiedener Punkt ¢ des Bogens hat von dem komplementiren
Bogen ba positiven Minimalabstand o; nun liegen aber in jeder Um-
gebung von ¢ geradlinig erreichbare Punkte, es gibt deren also auch

solche, die nicht zu ba, sondern zu ob gehdéren. Wenn H, zwei

Bogen ab, cd enthilt, so liBt sich also ein Punkt des einen mit
einem Punkt des a.ndern durch einen Weg verbinden, der bis auf
die Endpunkte in &, liegt.

() Jede Komponente von & hat die Grenze H.

Ist = F— H selbst zusammenhingend, so ist dies richtig.
Andemfalls sei 7, eine Komponente von (/; ihre Grenze H, = H

! Auch C selbst ist also abgeschlossen und zusammenhingend.
23*



356 Kap. VIIL. ' Punktmengen in speziellen Riumen,

ist nach IX zusammenhéingend und &, ist nach §10, IIT zugleich
Komponente von E— H, 2 E— H> @G ; das Gebiet E— H; hat also
noch weitere Komponenten. Kine solche sei &, mit der, abermals
zusammenhingenden, Grenze H, = H, = H. Wenn wir also zeigen
kbénnen, daf H,=H, so ist auch H, = H und die Behauptung (¢)
bewiesen. Sei H, < H, so ist H,, da es natiirlich nicht aus einem
einzigen Punkte bestehen kann, ein Bogen ad; wir schieben zwei
Punkte b, ¢ desselben ein und erhalten die Bogen ab, b¢, cd. Die
Bogen ab und cd lassen sich, da sie zu H, und H, gehoren, durch
Wege W, und W, verbinden, die bis auf die Endpunkte in @
und @, liegen. Anderseits liegen diese Wege aber auch bis auf
die Endpunkte im Zwischengebiet I” von ab, ¢d und zerlegen
es in zwel zusammenhingende Gebiete
I, I',. Jeder Punkt von 7, (= W, minus
Endpunkte) ist Haufungspunkt sowohl von
I als auch von I, und zugleich Punkt
von (; also hat &, sowohl mit I7 als
mit 7}, Punkte gemein, und gleiches gilt
Fig. 88. von (,. Da I sowohl mit &, als mit
@, Punkte gemein hat, so muf 7, auch die
Grenze H, treffen, d. h. den offenen Bogen b¢, und das gleiche gilt
von I,. Der offene Bogen b¢ trifft also die Gebiete I, I,, mibte
also, weil er zusammenhéngezd ist, auch die Grenze von I treffen.
Aber diese liegt in der Summe der Mengen a5, ¢d, W, W, und wird
also von be¢ micht getroffen. Die Annahme H <H hat also zum
Widerspruch gefithrt, es ist H,=H und H = H.

(f) G hat hochstens zwei Komponenten,

Nehmen wir an, ¢ habe mindestens drei Komponenten &,, Gy, Gy
jede mit der Grenze H. Wir zerlegen H in vier Biogen ab, b?, EE, da
T ——— _, undverbinden ab, ¢d durch drei Wege W,, Wy, Wy,
2\ die bis auf die Endpunkte in &, G,, G, liegen.
Diese Wege liegen bis auf die Endpunkte auch
im Zwischengebiet 7" von ab, cd und zerlegen
es in drei zusammenhingende Gebiete 1}, I, Iy
derart, daB (bei passender Numerierung, S. 354)

Fig. 59. W, den Grenzen von I, und 7, angehort usw. Hs

'hat dann &, Punkte m1t I,, I, gemein, I Punkte

mit &,, G, usw., jedes der Geblete I, I, T3 muB also H d. b
einen der offenen Bogen be, da treffen Mmdestens einer dieser
offenen Bogen, etwa be, muB also zwei (Gebiete, etwa 17, 1, treffen,

was denselben . Wlderspruch wie vorhin ergibt, da der offene zu-

l i
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sammenhiingende Bogen be die Mengen ab, cd, W 7, 1, und also
die Grenze von /) (oder [/7,) nicht trifft.

o7 G hat mindestens zwei Komponenten.

Angenommen, G sci zusammenhiingend; dann ist es auch jede
Menge zwischen G und ¢4 H=FE. Wir verbinden zwei getrennte
Bogen von H durch einen bis auf die End-
punkte in G verlaufenden Weg

W=(a.....0}="a, b}+T; ‘ “
dies ist ein Querschnitt von  und zerlegt
¢s in zwel zusammenhiingende Gebiete
Fig. 40.

G—T=0G +G,.
T ist aber auch ein Querschuitt in dem zusammenhingenden Ge-
biet '= G+ ba=FE— ab und zerlegt es in zwel zusammenhingende
Gebiete
r—VvV=n+r,,

woraus

I+ 1,=6G,+ G, +ba
tolgt. Jede der rechts stehenden zusammenh%genden Mengen gehort
einer der links stehenden an, etwa

Iy=G,+ba, I,=10;
daraus folgt, daB die Punkte des offenen Bogens ba nicht Hiiufungs-
punkte von (7, sind; ba ist mit H, fremd. Indem man drittens
W als Querschnitt in (;'/—{— ab auffaBt, findet man ebenso, daB der
offene Bogen ab mit einer der Grenzen I, H, fremd ist. Der Durch-

~—

schnitt ®(H,, H,) enthilt also keinen Punkt von ab+ba. Da
andererseits
S(H, H,) = SH W), @(va H)=W,

80 ist D(H,, H,)=1V. Dieser Durchschnitt miiite aber nach S. 347
eine geschlossene Kurve sein, da & (H, W) abgeschlossene Rand-
menge und /7, G, die Komponenten ihres Komplements sind; und
das stimmt nicht, da E— W zusammenhingend ist. Also ist die
Voraussetzung, ( sei zusammenhingend, unhaltbar, und mit (&) (8) (7)
ist der Jordansche Satz bewiesen.

Wir bemerken noch: das umkehrbar eindeutige, stetige Bild 77
einer Strecke! hat als Komplement ein zusammenhingendes

! oder eines Kreisbogens; man darf aber natiirlich nicht ohne weiteres
annehmen, daB ein Kreisbogenbild auch Bogen eines Kreisbildes sei, d. h. da
sich die umkehrbar eindeutige, stetige Abbildung eines Kreishogens zu einer
solchen des ganzen Kreises erweitern lasse. In diesem Fall wire die Be-
hauptung des Textes unmittelbare Konsequenz des Jordanschen Satzes.
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Gebiet G = E— H mit der Grenze H., Der Beweis namlich, daB
Jede Komponente von G die Grenze H hat, verlauft wortlich genau
wie der obige Beweis von (), und dieselbe Uberlegung, in der man

nunmehr unter ad die ganze Menge H zu verstehen hat, zeigt auch
noch, daB G nicht einmal zwei Komponenten haben kann.

Neuntes Kapitel.

Abbildungen oder Funktionen.

§ 1. Stetige Funktionen.

Der allgemeine Formalismus funktionaler Beziehungen zwischen
Mengen ist uns aus Kap. 1I, § 4 bekannt; wir beschréinken uns hier
auf eindeutige Funktionen und deren Umkehrungen. Jedem
Punkt z einer Menge 4 entspreche ein und nur ein Punkt y = f(z),
den wir das Bild von z nennen; damit ist in 4 eine (eindeutige)
Funktion f(x) definiert. Die Menge dieser Bilder sei B; jedem
Punkt y von B entsprechen ein oder mehrere Punkte z= ¢(y) von
4, deren Bild y ist und die wir Urbilder von y nennen; die
inverse Funktion ¢(y) ist also im allgemeinen mehrdeutig. Ist auch
¢ (y) eindeutig, d. h. hat jeder Punkt y ein einziges Urbild, so heifit
jede der beiden Funktionen umkehrbar eindeutig (eineindeutig).
Ist P eine beliebige Menge = 4, so bezeichnen wir die Menge F(P)
der Bilder aller Punkte von P als das Bild! von P; ehenso sei,
fir Q= B, ®(Q) die Menge aller Urbilder aller Punkte von Q,
das Urbild von Q. Wir erinnern an die damaligen Formeln:

(1) Q(FP)=P, F(OQ)=0Q;

F(&(By, By, ..)) = &(F (B), F(Py), ...)

F®(R, By, ..) = D(F (P ) P(Py), ...)
(€(Q @y, -..)) = &(D(@)), (Qy), --),
D (D(Qyy Qy,--) = D(P(Q,); D(Qy), --.)-
Bisweilen ist die ausdriickliche Angabe, daB z die Menge 4 durch-
laufen soll, erwiinscht; wir schreiben dann f(z w|4) statt f(z). Labt

man z nur eine Te1lmenge A" von A durchlaufen, so ist hiermit
eine Teilfunktion f(z|4’) aus der Gesamtfunktion ausgesondert.

*/
J

@ o =

! Notigenfalls konnen die Bilder von Punkten und Mengen -als Bild-
punkte und Bildmengen unterschieden werden.
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Bekauntlich nennt man eine reelle llunktion /(z) einer reellen
Variablen an der Stelle a stetig, wenn sich zu jedem vorgeschrie-
benen ¢ >0 ein 0 >0 derart withlen liiBt, daB aus »—a|< ¢ stets
Fr — et <a folgt. Diese beiden Ungleichungen definieren die
Umgebung {7, des Punktes ¢ mit dem Radius ¢ und cinen Teil der
Umgebung 1” des Punktes & = fi¢} mit dem Radius #; die Stetigkeits-
forderung besagr also, JdaB zu gegebenem I, ein U, so gewahlt
werden kaun, daB die Bilder aller Punkte von U, in ¥, liegen.
Dies nehmen wir ebenfalls zur allgemeinen Definition der Stetig-
keit, wobel zuniichst also _{. B nur als topologische Riume voraus-
ceserzt zu werden brauchen, in denen die Umgebungsaxiome gelten.

Definition. Die Funktion y=f(z) heiit im Punkte a
stetig, wenn zu jeder Umgebung 7, des Punktes b=f(a)
eine Umgebung ", des Punktes a existiert, deren Bild in
T, liegt: {1 = V.

Eine prinzipielle Bemerkung ist hier vorauszuschicken: wenn
wir 4, B selbst als die von r.y durchlaufenen Riume ansehen, so
kimmern wir uns nicht um etwaige sonst vorhandene Punkte; T,
bedeutet eine Teilmenge von .{, ¥, eine von B. Andererseits kann
es, z. B. bei Betrachtung mehrerer Funktionen, notwendig werden,
4 als Teilmenge eines Raumes £, B als Teilmenge desselben oder
emes andern Raumes E, aufzufassen, womit unsere gegenwirtige
Betrachtung zu einer Relativtheorie beziiglich 4 und B wird
(Kap. VIT, & 6 ; unter T, ist also dann eine Relativumgebung, d. h.
der Durchschnitt einer absoluten (in F, liegenden) Umgebung mit 4
zu verstehen, unter einer abgeschlossenen Teilmenge von A eine
in 4 abgeschlossene Menge usw. Um unsere Sitze so zu formu-
lieren, daB sie in dieser Hinsicht keinem MiBverstindnis ausgesetzt
sind, wollen wir an Stellen, wo es wiinschenswert erscheint, den
entsprechenden Relativititsvermerk (in 4 abgeschlossen usw.) bei-
fiigen.

In einem isolierten Punkt a von 4 ist jede Funktion stetig,
denn es gibt hier eine Umgebung U, = {a}, die aus a allein besteht,
und deren Bild {5} in jedem I liegt. Nur ein Hiufungspunkt von
4 legt also einer daselbst stetigen Funktion eine Beschrinkung auf.

Ist 4’ eine den Punkt a enthaltende Teilmenge von 4 und ist
die Gesamtfunktion f(z/4) in « stetig, so ist auch die Teilfunktion
flz{4) in a stetig.

Ist z=g(y) eine in B'= B definierte Funktion, so ist,

5= hi@) = 5 (f(2)

eine in 4 definierte Funktion; man kann hierbei offenbar B'=B
annehmen, da nur die Teilfunktion g(y B) in Betracht kommt. Ist
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fl@) in o und g(y) in b=f(a) stetig, so ist die zusammengesetzte
Funktion /(z) in a stetig; denn einer beliebigen Umgebung W, ent-
spricht eine Umgebung 7, und dieser eine Umgebung U, derart daf

KTy W, FU)SV, HU)=G(FU)=W,

Kurz ausgedriickt: eine stetige Funktmn einer stetigen Funktion
ist wieder eine stetige Funktion. ) ,

Die Stetigkeitsforderung F(U)< V, ist nach (1) mit U,< O(V))

gleichbedeutend; denn aus der ersten Formel folgt

U,s @ (F(, )< D7)
und aus der zweiten F(U)< F(®(V,) =7V, Sie besagt in dieser
neuen Form, daB das Urhild jeder Umgebung V, den Punkt o zum
inneren Punkt haben soll, oder:

I. Die Funktion f(z) ist in o stetig dann und nur dann,
wenn jeder Tellmenge Q von B, die den Punkt b= f(s) zum
inneren Punkt hat, eine Urblldmenge ®(Q) entspricht, die
den Punkt ¢ zum inneren Punkt hat.

Umgekehrt 1aBt sich dies wieder auf folgende Form bringen:-

II. Die Funktion f(z) ist in o stetig dann und nur dann,
wenn jeder Teilmenge P von 4, die den Punkt ¢ zum
«-Punkt hat, eine Bildmenge F(P) entspricht, die den Punkt
b=f(a) zum «-Punkt hat.

Um dies zu beweisen, ist die Gleichwertigkeit der Q-Bedingung
in I und der P-Bedingung in II zu zeigen.

Ist die Q-Bedingung erfiillt, so sei P eine Menge, die a zum
e-Punkt hat. Wir setzen Q=F(P); nach (2) ist

A= D(B)= D(Q)+ D(B— Q)
und nach (1) ist ®(Q)= P, also O(B— Q)< 4—P. Ware nun b
kein ¢-Punkt von , so wire er innerer Punkt von B — Q, also ¢
innerer Punkt von ®(B— Q) oder von 4— P und demgemaf kein
o-Punkt von P. Also ist b ein @-Punkt von @Q; die P-Bedingung
folgt aus der Q-Bedingung.

Ist die P-Bedingung erfiillt, so sei @ eine Menge, die b zum
inneren Punkt hat. Wir setzen P= ®(Q), also 4 — P= P(B— Q)
und nach (1) wieder F(4— P)=B— (. Ware nun ¢ kein innerer
Punkt von P, so wire er ¢-Punkt von 4 — P, also b wire a-Punkt
von B— Q und kein innerer Punkt von Q. Also ist ¢ innerer Punkt
von P; die Q-Bedingung folgt aus der P-Bedingung.

Man nennt die Funktion f(z) schlechthin stetig (genauer: in 4
stetig), wenn sie in allen Punkten von 4 stetig ist; B heife dann

ein stetiges Bild von 4. Dazu ist also notwendig und hin-
reichend: .
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nach I, daB die Urbilder der inneren Punkte von () innere
Punkte des Urbilds @(Q) seien, fir jede Teilmenge ' von B, also
@3) DOy D)

pach II, daB die Bilder der w-Punkte von I w-Punkte des
Bildes F(P) seien, fur jede Teilmenge P von ., also
£ FP)s P

Dies gestattet folgende bequemere Formulierung:

HI. Die Funktion fi) ist dann und nur dann stetig,
wenn jedem Relativgebiet von B als Urbild ein Relativ-
gebiet von 4, oder jeder in I abgeschlossenen Menge als
Urbild eine in 4 abgeschlossene Menge entspricht.

Ist namlich /{z) stetig und Q = Q, ein Gebiet, so ist D(Q) = B(Q),
oder ®(Q)= @), also auch () ein Gebiet. Wenn umgekehrt
jedem Gebiet Q ein Gebiet . () entspricht, so ist, fiir eine beliebige
Menge . Q) ein in @{Q) enthaltenes Gebiet, also D(Q)< B(Q),
fir) stetiz. Die zweite Form des Satzes folgt durch Komplement-
bildung wegen ®(B— Q) = 4 — d(Q), oder aus der Formel (4). Man
beachte wohl: die Bedingung lautet nicht so, daB einer in 4 ab-
geschlossenen Menge als Bild eine in B abgeschlossene entsprechen
soll, sondern umgekehrt.

Wir geben von dem Satze III eine Anwendung auf reelle
Funktionen vgl. auch § 5. f(z) sei eine reelle, in .f stetige
Funktion, & eine reelle Zahl und L, 3/, N seien die Mengen der-
jenigen Punkte z von 4, wo f(z) kleiner, gleich, grofer als b ist
(d=L+ M+ XN, Dann folgt aus III, daB die Mengen 13/, L+ J/,
M+ N in 4 abgeschlossen sind; denn es ist z. B. L+ 3/ das Urbild
der Menge derjenigen zu B = F(4) gehorigen reellen Zahlen, die =5
sind, und diese Menge ist in B abgeschlossen. Nehmen wir 4 als
den Raum der Punkte = und unterdriicken den Relativititsvermerk,
so sind die obengenannten Mengen (absolut) abgeschlossen, ihre
Komplemente L, N, L .V sind Gebiete.! KEin Punkt a von 1/, wo
also f(a)=10, heiBt eine Konstanzstelle der Funktion, wenn eine
Umgebung U existiert, wo durchweg f(x)=>5, also wenn a innerer
Punkt von Jr ist; die Menge der zu diesem Funktionswerte ge-
horigen Konstanzstellen ist das Gebiet 3f,. Ferner heit a eine
Maximalstelle, wenn eine Umgebung U/, vorhanden ist, in der
fz, =5, aber nicht durchweg f(z)="5; insbesondere eine eigent-
liche Maximalstelle, wenn eine Umgebung U, existiert, in der,
fir 2 4+ a, f(z) < b. Entsprechendes gilt fiir Minima. Um die

! Abgesehen von diesem durch die Stetigkeit von f(z) bedingten Qharakter
der auftretenden Mengen gilt das Folgende auch fiir unstetige Funktionen.
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Mengen dieser (zum Funktionswert b gehorigen) Punkte darzustellen,
setzen wir
L= L), M=DO, M), N=D(0LN),
M = L + L, = M, + M, = N, + N,

=1, =M, =N,
und
M, =Dy, M, , N) (A,y,w=012)
Dann ist:
M,,, die Menge der eigentlichen Mammalstellen
i A— ” , uneigentlichen H
M5 = - ., samtlichen oy
Mssi  w . , eigentlichen Minimalstellen,
Ms » % . uneigentlichen »
Mooy W ., samtlichen ”
Mo 3 . Konstanzstellen?,
Mo » .,, ,. gewdhnlichen Stellen,

d. h. derer, die weder Maximal- noch Minimal- noch Konstanzstellen
sind. In der Tat sind die eigentlichen Maximalstellen diejenigen
Punkte von 3/, die Hiufungspunkte von L, aber nicht von I/ und
N sind (die also gleichzeitig zu L, M,, N, gehoren); die uneigent-
lichen Maximalstellen sind Hiufungspunkte von L und 1/, aber nicht
von N; die Maximalstellen iiberhaupt Haufungspunkte von L, aber
nicht von N; die Konstanzstellen Haufungspunkte weder von L
noch von N, die gewthnlichen Stellen Hiufungspunkte sowohl von
L als auch von N. (Zu den Konstanzstellen werden natiirlich auch
etwaige in I/ liegende isolierte Punkte von 4 gerechnet.) Alle diese
Mengen sind Differenzen abgeschlossener Mengen; denn die
Mengen mit dem Index 1 sind abgeschlossen (in M oder absolut),
die mit dem Index 2 Relativgebiete von /; also ist, wenn wie
immer F abgeschlossene Mengen und G Gebiete bedeutet, J7, ,, ent-
weder ein F oder von der Form ®(F, G)= F— F’. Auch die Menge
aller Extremalstellen
Mo + Moy = ('D(Ll’ N,) + SD(Lzy N)= @(Lp N)— DLy, V)

und noch andere Mengen, die man durch Zusammenfassung der
obengenannten bilden kann, sind Differenzen abgeschlossener Mengen.

Dies alles bezog sich auf einen einzigen Funktionswert .5, und
die definierten Mengen konnen natiirlich auch teilweise oder simt-
lich (wenn M = 0) verschwinden. Nur wenn es wirklich eine Maximal-
stelle ¢ mit f(a)=0 gibt, -also M, nicht verschwindet, nennen wir
b einen Maximalwert oder ein Maximum der KFunktion, und ent-
sprechend einen Konstanzwert, einen eigentlichen Maximalwert usw.

' DaB dies mit M; iibereinstimmt, ist leicht zu sehen.
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Nun ist leicht zu sehen, daB die Menge der Maximalwerte der
Funktion hochstens abziahlbar ist, falls im Raume .{ das zweite
Abzithlbarkeitsaxiom gilt. Denn sind &, und b, zwei verschledene
Maximalwerte, a, und a, zwei zugehirige I\Iaxlmalstellen und Uy U,

solche Umgebungen von diesen, daB in ihnen resp. f(a;)_hb und
fx)=1b,, so milssen diese Umgebungen verschieden sein, da andern-
falls a, zu U, gehoren, also b, = f(a,)=b, und ebenso gleichzeitig

by =10, also b =b, sein miiBte. Es liBt sich also jedem Maximal-
wert b eine [moebunn U, in 4 so zuordnen, daB verschiedenen
Maximalwerten \elmlnedene Umgebungen entsprechen, und die Menge
der b ist hochstens abziihlbar. Die Menge aller Maximalstellen
von ;{x) ist demnach eine Summe von hdchstens abzihlbar vielen
Differenzen abgeschlossener Mengen (in einem metrischen Raume
ein F), und das gleiche gilt von den eigentlichen Maximalstellen,
Konstanzstellen usw. Die Menge der gewdhnlichen Stellen ist, wenn
4 metrisch ist, ein G,.

Kehren wir nach diesem Exkurse zur allgemeinen Theorie zuriick.

IV. Das stetige Bild einer zusammenhingenden Menge
ist wieder zusammenhiingend. Das stetige Bild einer be-
liebigen Menge hat nicht mehr Komponenten und Quasi-
komponenten als diese.

Ist fiz) stetig, so muB einer Zerlegung B= Q-+ Q' in zwel
relativ abgeschlossene, nichtverschwindende Teilmengen eine eben-
solche 4 = ')+ D Q)= P+ P’ entsprechen; ist also .{ zusammen-
hingend, d. h. keine solche Zerlegung moglich, so ist auch B zu-
sammenhingend. Da [(z) eine stetige Funktion bleibt, wenn man z
nur eine Teilmenge von A4 durchlaufen 14Bt, so entspricht jeder zu-
sammenhéngenden Menge = A eine ebensolche = B; einer Kom-
ponente P von A entspricht ein Bild Q= /"(P), das ganz in eine
Komponente von B fillt, wihrend natiirlich recht wohl mehrere
solche Bilder derselben Komponente von B angehoren konnen; die
Komponentenzahl von B ist also hochstens! gleich der von 4. Ge-
héren zwei Punkte 7, 4" von B verschiedenen Quasikomponenten an,
soda, bei einer der obigen Zerlegungen B= Q- ()’, q zu () und
7" zu )’ gehdrt, so gehort jedes Urbild p=g(g) zu P und jedes
P =q(g’y zu P'; p und p’ gehoren zu verschiedenen Quasikompo-
nenten von 4. Das Bild einer Quasikomponente von A fallt also
in eine Quasikomponente von B; B hat nicht mehr Quasikompo-
nenten als 4.

! Sie kann natiirlich kleiner und insbesondere das stetige Bild einer un-
zugammenhingenden Menge auch zusammenhingend sein; z. B. wenn f(x) kon-
stant ist, B sich auf einen Punkt reduziert.
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Ein spezieller Fall von IV ist der bekannte Satz, daB eine, in
einer zusammenhingenden Menge 4 (z. B. in einem reellen Zahlen-
intervall) stetige reelle Funktion flx) jeden Wert zwischen zweien
ihrer Werte annimmt; denn die zusammenhingende Menge B reeller
Zahlen hat diese Eigenschaft (S. 259).

Ist f(z) umkehrbar eindeutig und beiderseits stetig (d. h
f() und ¢(y) stetig), so entspricht jeder Komponente von A eine
Komponente von B und umgekehrt, ebenso jeder Quasikomponente;
beide Mengen haben die gleiche Komponenten- und Quasikompo-
nentenzahl.

V. Das stetige Bild einer in sich kompakten Menge
ist wieder in sich kompakt.

A4 sei kompakt (im Raume 4, d. h. in sich; jede unendliche
Teilmenge von 4 hat einen Hiufungspunkt in 4). Ist @ eine un-
endliche Teilmenge von B, so betrachten wir von jedem ihrer
Punkte ¢ ein einziges Urbild p = ¢(q); diese bilden die eineindeutig
auf Q bezogene Menge P, wobei Q= F(P). Nun hat P einen
Hiufungspunkt o; dieser ist ¢-Punkt von P und jeder durch Weg-
lassung endlich vieler Punkte daraus entstehenden Teilmenge P'.
Nach IT hat b= f(a) die gleiche Eigenschaft gegeniiber Q, ist also
Haufungspunkt von Q. (Oder, auf Grund der urspriinglichen Stetig-
keitsdefinition: ist ¥, beliebig und F(U)<V,, so liegen in U, un-
endlich viele Punkte von P, also in ¥, unendlich viele Punkte
von Q. B ist also in sich kompakt.

Ist z. B. f(z) eine reelle stetige Funktion, 4 eine in sich kom-
pakte (d. h. abgeschlossene und beschrinkte) Menge im euklidischen
Raum, so ist B eine in sich kompakte (d. h. abgeschlossene und
beschriinkte) Menge reeller Zahlen, hat also ein Maximum und ein
Minimum (Weierstrass).

Nehmen wir jetzt fiir die Rdume 4, B das erste Abzidhlbar-
keitsaxiom (Kap. VIII, § 2) hinzu, so werden die «-Punkte einer
Menge mit den Limites konvergenter Punktfolgen aus dieser Menge
identisch, und wir kénnen den bisweilen als Definition der Stetig-
keit verwendeten Satz aussprechen:

VI Die Funktion f(z) ist in o stetig dann und nur dann,
wenn jeder nach o konvergenten Folge von Punkten g,
eine nach &= f(a) konvergente Folge von Bildpunkten
b, = f(a,) entspricht.

Denn mit dieser Limesbedingung ist auch die in II erfiillt; ist
andererseits f(z) in o stetig und lima =a, so ist o ein o-Punkt
der Folge o, und jeder Teilfolge, also » ebenfalls ¢-Punkt der
Folge b, und jeder Teilfolge, d. h. b=1lim b, (oder: ist ¥, eine
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beliebige Umgebung und F(I7)s 17, so liegen fast alle o, in U,
also fast alle b, in b).

V1L Eine in A stetige Funktion /{x) ist bekannt, wenn
man die Bilder der Punkte einer in .{ dichten Teilmenge P
kennt.

Denn wegen 4= P_kann man jeden Punkt von . als Limes
einer konvergenten Folge von Punkten aus P darstellen (a=limp );
dann ist jla)=1lim "\ p ) eindeutig bestimmt.

Z. B. ist eine stetize Funktion einer reellen Variablen durch
ihre Werte an deu rationalen Stellen bestimmt.

Haben 4 und P die Michtigkeiten a, p, und werden alle in {
definierten Funktionen ;ir) in Betracht gezogen, bei denen f(z) Ele-
ment einer Menge C von der Michtigkeit ¢ ist, so hat die Gesamt-
heit dieser Funktionen die Michtigkeit ¢, die der stetigen Funktionen
aber nur eine Miichtigkeit = ¥ (nicht jede in P definierte Funktion
rlz) braucht ja zu einer in .4 stetigen Funktion erweiterungsfahig
zu sein: eine notwendige Bedingung dafiir ist jedenfalls, daB f(z)
in P stetig seii. In einem Raum A mit abzihlbarer dichter Teil-
menge hat die Menge aller in 4 stetigen Funktionen also hochstens
die Machtigkeit ¢®. So hat die Menge aller reellen stetigen Funk-

tionen einer reellen Variablen nur die Machtigkeit X% = X (X Machtig-
keit des Kontinuumsj, die aller Funktionen (selbst solcher, die nur
zwei Werte annehmen konnen) die Michtigkeit 8% = 2% >N, Stetig-
keit ist fir Funktionen also eine analoge Beschriinkung wie Ab-
geschlossenheit fiir Mengen.

VIII. Ist B umkehrbar eindeutiges, stetiges Bild der
in sich kompakten Menge .{, so ist auch 4 stetiges Bild
von B.

Denn sind y=/lz; und = qy) eindeutige Funktionen und .t
kompakt, so entspricht jeder abgeschlossenen, folglich in sich kom-
pakten Teilmenge P von .{ pach V eine in sich kompakte, folglich
abgeschlossene Teilmenge ¢ von B (vgl. 8. 264), und nach IIL ist
daher die Funktion ¢(y) stetig.

Sind A4, B metrische Riume, wie wir von jetzt an voraus-
setzen, so ist die Bedingung fiir Stetigkeit in a diese, daB zugleich
mit der Entfernung az, die Entfernung by, der Bilder na:ch Null
konvergiert. Ist dies fir jedes o der Fall, so ist die Funktion in A4

stetig; ist es nicht nur bei festgehaltenem, sondern auch bei vari-

ablem o der Fall, d. h. konvergiert mit a,a, auch M nach Null,
so ist flz) gleichmiBig stetig (s. unten). Dies trifft ein, wenn man

eine Relation der Form by = o(az) beweisen kann, wo o(§) eine
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positive, mit der positiven Variablen & nach 0 konvergierende Funktion
ist, z. B. o(&)=§&, 2§, V& u dgl.

Beispiele. Denken wir uns 4, B als Teilmengen metrischer Riume
B, E,. Die untere Entfernung y = J(x, M) eines Punktes z in 4 von
einer beheblcren nichtverschwindenden Menge M < K, ist eine stetige
Tunktion von , denn nach § 6, (4) ist

=|y'—y| =" M)— S, M)| = 2a".

Verschiedene frithere Sitze, die sich auf den Fall einer abgeschlossenen
kompakten Menge 4 beziehen, erscheinen hiernach als Spezialfille von V.

Im euklidischen Raume gibt die senkrechte Projektion einer
Menge A auf eine Gerade, Ebene usw. ein stetiges Bild von 4, da auch
hier yy' = x4’ ist. Jede rechtwinklige Koordinate des Punktes z ist eine
stetige  Funktion von w.

Ist y = flz) stetig und K ein m-dimensionaler euklidischer Raum,
so werden die Koordinaten von- y stetige Funktionen von y, also von z;

= f(x) reprisentiert demnach n reelle stetige Funktionen von z

h=h@) 4=1@), .- 4, =1,

Ist y = f(z) eine reelle stetige Funktion und I, ein m-dimensionaler
euklidischer Raum, so fassen wir f(z) als Funktion des reellen Zahlen-

komplexes © = (z,, @, ..., 2,) auf und nennen

y=[flw), Tys .oer @)
eine in A definierte stetige Funktion der reellen Variablen z, @y, ««s Ty
Geben wir den Variablen x,,..., 2 konstante Werte a,. ..., @, d. h.

betrachten eine der ersten Koordinatenachse parallele Gerade T, so ist,
falls auf dieser Punkte von A liegen, f(z,, a,, ..., @,,) eine in A'=9(4,T)
definierte stetige Funktion von x;; die Funktion ist in jeder einzelnen
Variablen partiell stetigz. Umgekehrt 1Bt sich aus der Stetigkeit in
jeder einzelnen Variablen die totale Stetigkeit nicht erschliefen; denn
daraus, daB bei geradliniger, den Achsen paralleler Konvergenz von
Iljd;(}h a immer f(z) nach f(a) konvergiert, folgt natiirlich keinesﬁegs, daB
dies auch bei beliebiger Konvergenz von z nach o der Fall sein wird.

.Eine stetige Funktion y = f(z), wo E, m-dimensional und H, n-di-
mensional ist, repriisentiert n reelle stetige Funktionen von m reellen
Variablen.

Ist E, ein Hilbertscher Raum, so erhalten wir stetige Funktionen
von abzahlbar unendlich vielen reellen Variablen Xyy Xyy -e-.  Aber auch
der Fall, daB die Elemente von E, Punktmengen oder Funktionen sind,
Subsumiert sich unter unsere allgemeine Betrachtung; sind z B. die
z = z(() reelle, im Intervall ¢ =t=p definierte, stetige Funktionen der
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reellen Variablen ¢ und definiert man = 289) die Entfernung co’ als
Maximum von z{f)— x'(f)'. so ist
4
y=[c = [ s
¢ine stetivs Fonktion von x. Denn man hat
=y =) =@ dtErr 3 —a).
mit ~r konversiort also auch yy' nach Null.

GleichmiBige Stetigkeit. Sind .4, B metrische Riume und
y=/2 eine stetice Funktion, so ermdglicht die Vergleichbarkeit
der Umgebungen verschiedener Punkte (nach dem Radius) eine Ver-
eleichung der Stetigkeit in verschiedenen Punkten. Ist ¢ eine vor-
gegebene positive Zahl, so gibt es fiir jedes z eine Umgebung U,
vom Radius ¢_, deren Bild in die Umgebung 1", vom Radius o fillt.
Dieser Radius o, gibt ein MaB fiir den Grad der Stetigkeit, wenn
man so sagen will, im Punkte z: die Stetigkeit in z ist um so
groBer oder geringer, je groBer man, bei vorgeschriebenem o, o,
wahlen kann oder je kleiner man es wihlen muB. Reicht man fir
alle Punkte z mit einem und demselben o, = ¢ aus, und gilt dies
fir jedes 5. so heiBt firi in 4 gleichmiBig stetig; auf jedes
vorgegebene ¢>0 14Bt sich also dann ein o >0 derart finden, da
aus r. < v stets yy < o folgt, gleichviel welche Punkte z, ' von 4
man wihlen mége. Es gilt der zu VI analoge Satz:

IX. Die Funktion f(z) ist gleichmifBig stetig dann und
nur dann, wenn jeder Folge von Punktpaaren z, s, deren
Entfernung nach Null konvergiert, eine Folge von Bild-
paaren y,,y  entspricht, deren Entfernung nach Null kon-
vergiert.

Es braucht nur bewiesen zu werden, da diese Bedingung hin-
reichend ist. Ist f(z) nicht gleichmaBig stetig, so gibt es zu einem
gewissen o kein solches o, wie oben gefordert, d. h. fiir dieses ¢

und jedes ¢ gibt es mindestens ein Punktpaar zz' < o, fir dessen
Bild y5=0s. Es gibt also fiir jede natiirliche Zahl » ein Punkt-

paar z,z’ < —71;, vy =g, und dann ist zwar limg,z/ =0, hin-
gegen nicht limy y =0.

X. Ist 4 in sich kompakt, so ist eine in 4 stetige
Funktion gleichmiBig stetig.

Nehmen wir eine Folge von Punktpaaren mit limz /= 0.



368 Kap. IX. Abbildungen oder Funktionen.

Die Folge der », hat einen zu 4 gehorigen Haufungspunkt »; fir
eine geelgnete Teﬂfolge natiirlicher Zahlen p ist lims ==, also
auch lim )= . Fir die Bllder gilt dann limy, = im Yy =1,

hmy Yy —0 Die Folge der y,y,  hat also eine mach Null kon-
vergente Teilfolge, und da von jeder Teilfolge dasselbe gilt, so ist

lim y y /= 0; nach IX ist f(z) in 4 gleichmaBig stetig.

Z.B. ist eine in einem abgeschlossenen Zahlenintervall (¢ =z=p)
stetige Funktion gleichmiBig stetig, was bekanntlich beim Existenz-
beweise des bestimmten Integrals eine Rolle splelt Die Funktion
fl#)=2* ist in der unbeschrinkten Menge der reellen Zahlen, die

Funktion f(z)= -:10— in dem nicht abgeschlossenen Intervall 0 <z =1
stetig, aber nicht gleichm#Big.

Wir sahen (VII), daB eine in 4 stetige Funktion f(a) durch ihre
Werte f(p) in den Punkten einer in A dichten Teilmenge P(P,= 4)
bestimmt ist; fragen wir umgekehrt, wann eine in P gegebene
Funktion f(p) zu einer in 4= P_ stetigen Funktion f(a) erweitert
werden kann. Dazu ist notwendig, daB f(p) in P stetig sei; hin-
reichend, wie wir jetzt zeigen wollen, daB f(p) in P gleichm#Big
stetig sei; iiberdies ist auch diese zweite Bedingung notwendig,
falls 4 in sich kompakt ist, weil dann nach X die gesuchte Funktion
in 4 und natiirlich in jeder Teilmenge gleichmiBig stetig ist. Um
zu zeigen, daB eine in P gleichmiBig stetige Funktion zu einer in
A stetlgen erweitert werden kann, missen wir den Raum Z, in
dem die Bildpunkte ¢ = f(p) liegen, als vollstandig voraussetzen
resp. zuvor zu einem solchen erweitern (S.815). Ist a=limp, ein
beliebiger Punkt von 4, so gilt fiir eine beliebige Folge wachsender
natiirlicher Zahlen 4, <1,<...: hm;np—z,. =0, also fir die Bilder
wegen der gleichmiBigen Stetigkeit von f(z) in P: lim g"g/1 =0, Die
Folge ¢, ist also eine F undamentalfolge und hat nach dem Cauchy-
schen Theorem im vollstandlgen Raume FE einen Limes b =lim 2.3
diesen definieren wir als Bild von @: b=/(a). DaB damit nur ein
einziges f(a) definiert wird, folgt wieder aus der gleichmﬁﬁigen Stetig-
keit: ist glelchzeltlg a=limp,, soist limp p =0, also limg_ g, =0,
also lim ¢'=1limg,. Sollte a=p selbst der Menge P angehoren,
so ist lim g, = g = f(p), die neue Definition von f(z) stimmt also mit
der alten iberein. Damit ist also eine in 4 eindeutige Funktion
f(a) definiert, von der f(p) eine Teilfunktion ist. Es bleibt die Stetig-
keit von f(a) zu zeigen, d. h. daB fiir lim 0,=a auch limb =10 ist.
Sei q —hmpm, b, _l1m Znne Man kann dann, fir jedes m, einen

(von m abhanglgen) Index n 8o angeben, dafl der Punkt p_ =p

M.
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wnd sein Bild ¢, = ¢, gleichzeitig den Bedingungen o p, < ! ,
hi

— 1 ) e T -
bl % o genigen. Duun ist lma,p, = limb, ¢ =0, also

¢=lima, =limp_,
demzufolge b =limg =limb,.

§ 2, Kurven. Dimensionenzahl.

Wir setzen {, B als Punktmengen in euklidischen Riumen £, £,
voraus. Betrachten wir zunitchst das stetige Bild einer Strecke 4,
die as das reelle Zahlenintervall 0 = .r--1 angenommen werden
kann: y= /1 sei die stetige Kunktion, die bei Spaltung in Koordi-
naten = teelle in { stetige Kunktionen

1 Y= 1T ey Y= [0

reprisentiert. Das Streckenbild B ist nach den Sitzen von § 1 eine
beschrinkte, abgeschlossene, zusammenhingende Menge, die also,
falls sie nicht aus einem einzigen Punkt besteht, perfekt ist.

Man pflegt eine solche Menge als stetige Kurve zu be-
zeichnen.! Aber dieser Begriff umfaBt eine Fiille der Gestalten, die
sich von dem elementargeometrischen Bilde einer ,Kurve“ himmel-
weit entfernen. Eine stetige Kurve kann Flichenstiicke ent-
halten: das ist eine der merkwiirdigsten Tatsachen der Mengen-
lehre, deren Entdeckung wir G. Peano verdanken. Wir zeigen (der
von D. Hilbert gegebenen geometrischen Darstellung folgend), daB
das eindeutige st-tige Bild einer Strecke z. B. ein ganzes Quadrat
sein kann.

Es sei B ein Quadrat von der Seitenlinge 1 (hier und im
folgenden ist unter einem Quadrat die abgeschlossene Fliche, Inneres
und Rand, unter einer Strecke eine abgeschlossene Strecke zu ver-
stehen). Durch Halbierung der Seiten erhalten wir vier Teilquadrate,
die wir so numerieren, daB in der Anordnung B, B, B, B, neben-
einanderstehende Quadrate benachbart sind, d. h. eine Seite gemein
haben. Jedes B, wird wieder durch Seitenhalbierung in vier Quadrate
B,, geteilt so, daB bei der lexikographischen Anordnung

Bll Bl2 BIS 314 BZI B22 B23 BZ4 ’BSI BSZ B33 B34 B4l B42 B43 B44
nebeneinanderstehende Quadrate benachbart sind; jedes B;, wieder

1 Wir geben keine Definition des Begriffs Kurve; die Mengen, die her-
kémmlicherweise diesen Namen fiihren, sind von so heterogener Beschaffenheit,
daP sie unter keinen verniinftigen Sammelbegriff fallen. Es wire rationell,
ebene Punktmengen jedenfalls nur dann Kurven zu nenuen, wenn sie keine
inneren Punkte haben; das stetige Bild einer Strecke ist dann im allgemeinen
keine Kurve.

Hauesdorff, Mengenlehre. 24
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in vier Quadrate B, derart, daB bei der lexikographischen An-
ordnung der 64 B,,, nebeneinanderstehende Quadrate benachbart
sind usw.

Die Figuren zeigen in der oberen Reihe die Numerierung bei
den ersten beiden Teilungen durch hineingesetzte Ziffern, in der
unteren Reihe bei den ersten drei Teilungen durch einen die Quadrat-
mittelpunkte verbindenden Streckenzug an.

zz | 23 | 32| 53
2 &
21 |25 |37 | 34
14 | 13 | w2 | w7
7 4
77| 2| 43| 44
Fig. 41. Fig. 42.
5
LJr o
e e
T
L) — Lj [N
—> 1-!’ L_I ¥
L ]
Fig. 43. Fig. 44. Fig. 45.

DaB bei unbegrenzter F ortsetzung des Verfahrens die vor-
‘geschriebene Numerierung immer moglich ist, bedarf kaum eines
Nachweises. Wenn von den vier Teilquadraten eines Quadrats Q das
erste ), vorgeschrieben ist, so sind noch zwei Numerierungen moglich,
bei denen Q, entweder in derselben Horizontal- oder Vertikalreihe
wie @, liegt; soll damit AnschluB an ein gegebenes Nachbarquadrat R

@ R e & @ R QR
l= el ] 27
[ Bl L]

Fig. 46.

erreicht werden, so ist von diesen beiden Numerierungen nur eine
zuldssig und damit auch B, bestimmt. (In den Figuren liegt R
rechts neben (:; andernfalls denke man sie sich entsprechend ge-
d}‘eht.) Wir haben also fiir By, B,,, B,,,, ... jedesmal die Wahl unter
vier und dann noch fiir By By, o die Wahl unter zwei moglichen

Fallen; die ersten Quadrate konnen links unten, die letzten rechts
unten gewihlt werden.
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Die Strecke { teilen wir in vier gleiche Teilstrecken 4, A, 4, A,

die wir emmch von links nach rechts 1mcumuder fol“en lassen,

ebenso jedes ., von links nach rechts in ., ., A g .r,‘ Usw,

Ist jetzt r ein Punkt von ., und zwar zuerst ein solcher, der
picht zu den Teilpunkten gehdrt (» also keine dyadisch rationale
Zahl zwischen 0 und 1), so gehort o ciner hestimmten Strecke .,
dann einer bestimmten _f,. dann einer bestimmten ., an usw.;
r bestimmt also eine gewisse Z: ahlenfolge i. L, I, ... aus den Ziffern
1,2, 38,4 derart, daB

\(.l__

o= Dy, Ay Ay en)s
denn diese Strecken haben. weil ihre Lingen nach 0 konvergieren,
nur den einen Punkt r gemein. Die entsprechenden Quadrate
B, B, B,,,, ... bilden eine absteizende Folge beschrinkter abge-
schlossener .\Iengen haben also nach dem Cantorschen Satze
3. 230, vgl. auch S. 313 einen und, weil ihre Seiten nach 0 kon-
vergieren, nur einen Punkt y gemein,

iyl =D(B. B,, By, -.).
Diesen Punkt definieren wir als Bild von z, y=f(z).

Ist z ein Teilpunkt (also dyadisch rational, excl. 0 und 1, fir

welche die vorige Betrachtung gilt), so gehort er von einer gewissen
Teilung an zu zwel benachbarten Strecken, z. B. der Punkt 3; zu

Ay Ayy Ay Ay A g oy Aizass dian cee-

Er liefert dann zwei solche Zahlenfolgen 7, I, , .... von denen die
elne mit lauter Vieren, die andere mit lauter Einsen endigt. Trotz-
dem gibt die obige Bestimmung auch hier nur einen Punkt y, denn
die zugehorigen Paare von Quadraten sind benachbart, bilden also
Rechtecke, die wieder in absteigender Folge auftreten und wegen
ihrer nach 0 konvergierenden Seiten einen einzigen Durchschnitts-
punkt haben. Die Funktion y=f(») ist also eindeutig.

Dabei durchlauft y das ganze Quadrat, denn umgekehrt be-
stimmt jeder Punkt y mindestens ein ihn enthaltendes B;, B,;, B, .-
und danach ein z=¢(y,. Indessen ist diese inverse Funktion mehr-
deutig, da benachbarten Quadraten nicht immer benachbarte Strecken
entsprechen. Eine nihere, ganz einfache Betrachtung zeigt, daf
@(y) einen, zwei oder vier Werte haben kann, o

Die Funktion y =f(z) ist stetig: wir zeigen, dab mit za

— . § W T
auch yy nach Null konvergiert. Nehmen wir bereits zz'< 4 an
e 2 1 .
und wahlen die natiirliche Zahl » so, daB —1; > 2-4—+f. Bei

der n'*® Teilung haben die Teilstrecken die Linge - , die Strecke

(x,2') kann also hochstens mit zwei solchen (benachbarten) Teilstrecken
24*
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Punkte gemein haben, und ihr Bild hochstens mit zwei benachbarten
Teilquadraten von der Seitenlédnge é—ln— Folglich ist yy hochstens
gleich der Diagonale in einem aus zwei solchen Quadraten gebildeten
Rechteck, yy = g—j, also

— 5 20 —
PR e . 4
Yy i 1_20 Bx.

Damit ist gezeigt, daB das Quadrat stetiges Bild der Strecke
sein kann; deuten wir x als Zeit, so kann ein Punkt bei stetiger
Bewegung eine Bahn beschreiben, die eine ganze Fliache ausfiillt.!

Man kann diese Betrachtung dadurch modifizieren, daf man
die Quadratseiten statt in 2, in 3 oder mehr Teile teilt (Teilung
in eine ungerade Anzahl fithrt sogar zu einer relativ einfachen
arithmetischen Darstellung der Funktion f(z), auf die wir nicht
eingehen wollen); auch ist evident, daB man an Stelle des Quadrats
den drei- oder mehrdimensionalen Wiirfel setzen kann.

Ganz anders liegen die Verhiltnisse, wenn wir B als umkehrbar
eindeutiges, stetiges Bild der Strecke 4 voraussetzen.? Nach
§ 1, VIII ist dann auch A stetiges Bild von B; jeder zusammen-
héingenden Teilmenge der einen Menge entspricht eine zusammen-
hingende Teilmenge der andern. Da 4 durch Weglassung eines
Punktes (mit Ausnahme eines der beiden Endpunkte) unzusammen-
hingend wird, so gilt dasselbe von B; diese Menge hat also, als
Menge in einem mindestens zweidimensionalen Raume betrachtet,
keine inneren Punkte (S.333). Sie wird als ungeschlossene
Jordansche Kurve oder auch als Jordanscher Kurvenbogen
bezeichnet; zwei solche Kurvenbdgen sind eindeutige stetige Bilder
von einander.

Das eineindeutige stetige Bild B eines Polygons oder Kreises® 4
heiBt eine geschlossene Jordansche Kurve; auch hier ist 4
stetiges Bild von B, und B ist beschrinkt. B kann keine lineare
Menge sein, da sie sonst schon durch Tilgung eines geeigneten
(zwischen zwei andern liegenden) Punktes unzusammenh#ingend wiirde;

! Projiziert man das Quadrat auf eine seiner Seiten, so erhilt man eine
Bewegung, bei der eine Strecke beschrieben, aber jeder ihrer Punkte ®-mal
durchlaufen wird (% die Michtigkeit des Kontinuums).

> Bei den Funktionen (1) ist dann zu verlangen, daf die simtlichen
Gleichungen f; (') = £, @), ..., (@) =f.@) nur fir '= zusammen bestehen.

® Die Gleichungen der vorigen Anmerkung diirfen dann nur fiir /=2
und auferdem fiir die Intervallendpunkte o =0, 2'=1 zusammen bestehen.
Man kann dann in ersichtlicher Weise die Funktionen fi(®), ..., f.(®) als peri-
odische Funktionen (mit der Periode 1) fiir alle reellen w fortsetzen; sie
miissen iiberall stetig und fiir 0 = < 1 eindeutig umkehrbar sein.
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sie gehort also elnem F (=2 an. Da B durch Tilgung zweicr
Punkte uwnzusammenhiingend wird, hat sic keine inneren Punkte.
Jeder abgeschlossenen und  jeder zusammenhingenden Teilmenge
von 4 entspricht eine ebensolche von B und umgekehrt, und damit
sind die Voraussetzungen verwirklicht, auf die wir im Falle der
Ebene den Beweis des Jordanschen Satzes (8. 354 gogrtindet haben.
Fir eine in der Ebene £ liegende geschlossene Jordansche
Kurve B zerfallt also //— B in zwei zusammenhingende
Gebiete, deren gemeinsame Grenze B ist.

Far einen Jordanschen Kurvenbogen B ist E— B ein zu-
sammentinoendes Geblet mit der (renze B.

Wir heben ausdriicklich hervor, daB nicht jede geschlossene
Kurve eine Jordansche ist. Der in der untenstehenden Kigur ver-
anschaulichtve Streckenzug

@, a,.a. . ag.a,b.c 0, bbby, ey, .0,

bestehend aus abziihlbar unendlich vielen Strecken, deren Endpunkte
die rechtwinkligen Koordinaten haben:

Punkt: a, e, a, a3 a; b, ¢,

Ordinate: 0 1 2 2 0 0 1

ist eine geschlossene Kurve; das Innengebiet ist die obere Hilfte
vom Innern des Quadrats a, a, @, 2, nebst 4
den nach unten angefiigten rechteckigen
Zungen ‘wie ¢, b, b, c,. das Aublengebiet
das AuBere des Quadrats mit den nach oben

a6 € €
reichenden Zungen (wie b, ¢ €y by und a,
jeder Punkt von ~ ist Grenzpunkt von
beiden Gebieten. Aber 5 ist keine Jor-
dansche Kurve, da sie nach Tilgung der
. ’ @  LEL 4 a4
beiden Punkte a,. a, oder, allgemeiner, be-
: Fig. 47.

liebig vieler Punkte der Strecke 7'=11,, a,)
zusammenhingend bleibt. Denn §— 7', der
Streckenzug (a,, @, ...) ohne den Punkt a,, ist noch zusammenhingend
und hat die Punkte von 7 zu Haufungspunkten, also ist (S—7),= 58
und jede Menge zwischen S — 7 und S zusammenhéngend.!

' Dies steht damit in Beziehung, daB die Punkte der Strecke 7', abgesehen
von a,, von dem Innengebiet aus nicht erreichbar sind (5. 347). A Schogn-
flies hat, allerdings mit einem etwas spezieller erklirten Errelchbarkel‘ts—
begriff, bewiesen, daB eine geschlossene Kurve dann und nur dar.l-n eine
Jordansche ist, wenn alle ihre Punkte sowohl vom inneren wie vom #inBeren
Gebiet aus erreichbar sind.
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Andert man das Beispiel so ab, dal man 07; die Koordinaten
1
Z’
man (b, ¢, Gy, b,) durch (b, b;) usw. ersetzt) umkehrbar eindeutig
und stetig anf das Quadrat (a,, a,, a5, a,, @,) abbilden kann.

2 gibt, so wird S eine Jordansche Kurve, die man (indem
n

a,
22 25 < 3

2, bbb 4 . 2 bbb b 4y

Fig. 48. Fig. 49.

Es gibt Jordansche Kurven und Kurvenb&égen, die
positives FlichenmaB haben.! Wir zeigen dies, indem wir
durch die S.3826 (Fig. 12) konstruierte punkthafte Menge, der man ja
positives FlichenmaB geben kann, einen Kurvenbogen legen. In das
Quadrat B setzen wir vier, ein Kreuz freilassende Quadrate, die
wir jetzt (in der Reihenfolge links unten, links oben, rechts unten,
rechts oben) mit B, B,, B, B, bezeichnen; verbinden wir noch den
rechten oberen Eckpunkt eines Quadrats mit dem linken unteren

. % g

|

o 1w =i

Fig. 50. Fig. 51.

dgs nichsten, so erhalten wir drei Strecken B,, B,, B;, die bis auf
die Endpunkte in dem kreuzférmigen Gebiet verlaufen.? Um dies
Verfahren fortzusetzen, verabreden wir, daB p, g, 7, ... die Ziffern

! DaB eine Jordansche Kurve ein Innengebiet mit positivem Flichen-
maB begrenat, versteht sich von selbst; aber hier ist gemeint, daB die Kurve
selbst, obwohl ohne innere Punkte, positives FisichenmaB haben kann.

* Unter den Strecken sind abgeschlossene Strecken, unter den Quadraten
abgeschlossene Quadratflichen verstanden.
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1, 8,5, 7 durchlaufen sollen, 7 die Ziffern 2, 4, 6, endlich i, &, I, ...
alle Ziffern 1.2, ... 7. In jedes Quadrat B, werden vier kleinere
Quadrate B, . mit freibleibendem Mittelkreuz, nebst den drei Ver-
bindungsstrecken B, gesetzt, in jedes Quadrat 4, vier Quadrate B, ,
mit den drei Verbindungsstrecken B, , usw. AufBlerdem teilen wir
jede Stwrecke B, in sieben gleiche Teilstrecken B,,. die wir, vom
Schnivpunkt mit B, | nach dem Schnittpunkte mit B,,, ziblend,
mit B, B,,, ..., B,; bezeichnen, ebenso jede Strecke B,, und B,
in sieben Strecken B,,. und B, usw. Der Durchschnitt

Y=2 2B, B,, B, ...),

der die punkthaite perfekte Menge

™YW NI N
;“_BP, =B,y =By, 3316

umfaBt, ist dann ein Jordanscher Kurvenbogen. Um ihn auf die
Einheitsstrecke 4 abzubilden, teilen wir diese in sieben gleiche
Teilstrecken 4, (von links nach rechts: 4, ..., 4;), jede davon
wieder in sieben Teilstrecken 4;, usw. Nun beachten wir: die
Mengen B, sind paarweise fremd, bis auf zwei lexikographisch be-
nachbarte B, und B,, ), die genau einen Punkt gemein haben, ebenso

i+l
die Mengen B,, bis auf zwei lexikographisch benachbarte (B, und

B, oder B, und B,,,) usw. Bezeichuet man die Diagonalen-
linge des Quadrats B mit %, go sind die Breiten der Mengen
B. B,, B,,,: ... kleiner als L e Lassen wir demnach dem

ik? ikl 9 ' grt g3t
Durchschnittspunkt « einer Folge .1, .1;;, ;.. ... den Durchschnitts-
punkt y der Folge B.. B,,, B,,,, ... als Bild entsprechen, so ist diese
Beziehung umkehrbar eindeutig, auch fir die Punkte, die zwei
solchen, lexikographisch benachbarten Mengenfolgen angehdren (z. B.
gehort der linke untere Eckpunkt des Quadrats B, den Mengen-
folgen B,, B,,, B,.., ... und By, By, Byy; - 2D, entspricht also dem

273

linken Endpunkt der Strecke 4,). SchlieBlich ist die Funktion

: . e 1 ; ;o
y=[(z) stetig; denn ist —,},; > 2z = Gy, 80 gehoren u,y einer
oder zwei benachbarten Mengen B,,,... mit n Ziffern an, ihre Ent-
fernung ist héchstens gleich der Breitensumme zweier solcher Mengen,

also g1/ < ‘2,—3 und
— 3 g B
Yyt < %? < 5683z,
Um die Bedeutung des Jordanschen Satzes richtig zu })e-
urteilen, bemerken wir: wenn zwei ganze Ebenen E,, B, ein-

deutige stetige Bilder von einander sind, so ist fiir. diese Ab-
bildung der Jordansche Satz und noch vieles dariiber hinaus eine
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Selbstverstindlichkeit. Jeder abgeschlossenen Menge der einen Kbene
entspricht eine abgeschlossene der andern,! jedem Gebiet der einen
ein Gebiet der andern; Zusammenhang und Komponentenzahl bleiben
ungeandert. Das Bild eines k-fach zusammenhéingenden Gebiets ist
ein ebensolches, das Bild einer geschlossenen Kurve wieder eine
geschlossene Kurve u. dgl. Dies alles gilt entsprechend auch fiir
umkehrbar eindeutige, beiderseits stetige Abbildung beliebiger
euklidischer Réume.

Viel schwieriger ist es, Sitze von folgendem Charakter zu be-
weisen: das umkehrbar eindeutige, stetige Bild einer Menge 4 von
gewisser Beschaffenheit ist eine Menge B von gewisser Beschaffen-
heit; wobei also nur eine in 4 selbst (nicht in der ganzen Ebene E)
stetige, eineindeutige Funktion f(z) vorausgesetzt wird und unter
Umstinden das Problem hinzutritt, auch die Stetigkeit der inversen
Funktion ¢(y) zu beweisen (vgl. den Satz § 1, VIII und in diesem
Paragraphen den Satz II). Von diesem Charakter ist der Jordansche
Satz, der nur eine auf dem Kreise stetige, umkehrbar eindeutige
Funktion als gegeben annimmt, und von gleicher Art werden auch
die obigen Satze iiber Invarianz des Gebietes, des k-fach zusammen-
héngenden Gebiets,? der geschlossenen Kurve usw. wenn man eben
nur diese Mengen selbst, nicht die ganze Ebene, einer eineindeutigen
stetigen Abbildung unterwirft. Man pflegt die Betrachtung solcher
Eigenschaften und Beziehungen von Punktmengen, die bei umkehrbar
eindeutiger und (beiderseits) stetiger Abbildung invariant bleiben,
als Analysis situs zu bezeichnen; schreibt man Mengen, die ein-
deutige stetige Bilder von einander sind, denselben geometrischen
Typus zu, genau wie man #hnlich geordneten Mengen denselben
Ordnungstypus zuschreibt, so ist Analysis situs die Theorie der
geometrischen Typen, deren Aufzihlung, Klassifikation usw. ihr ob-
liegt. Aber diese Theorie befindet sich nach unserer Meinung noch
durchaus nicht in dem erwiinschten Zustande von Einfachheit und
Vollstindigkeit; wir koénnen hier nicht sehr tief in sie eindringen
und werden auch von den oben behaupteten Invarianzen nur einen
Teil beweisen, wobei sich Gelegenheit zu Anwendungen des Jordan-
schen Satzes ergeben wird.

Die wichtigste dieser Anwendungen ist der Beweis der Invarianz
der Dimensionenzahl gegeniiber umkehrbar eindeutiger, beider-

) ! DaB einer abgeschlossenen Menge < I, eine abgeschlossene < ), ent-
sp}'xcht, folgt aus der Stetigkeit der Funktion ¢(y) nach § 1, III; aus der Stetig-
keit von f(x) wiirde es nach § 1, V nur fiir beschriinkte abgeschlossene Mengen
folgen.

* Hierbei sind fiir unbeschrinkte Gebiete besondere Vereinbarungen zu
trefen.



2 2. Nurven. Dimensionenzahl. 377

seits stetiger Abbildung.  Wir erinnern zuniichst daran, daB gerade
Linte, Fbene. Raum. Strecke, Quadrat, Wiirfel usw. von gleicher
Machtigkeit N der des Kontinuums sind, also umkehrbar eindeutig
auf einander abgebildet werden konnen. In Kap. 11, § 5 haben wir
eine solche (im Prinzip von G. Cantor herrithrende) Abbildung des
Quadrats (0 < r, y =1} auf die Strecke (0 <x=1) mit Hilfe der
Formeln

1= [Cl. 03, Yae ’“lj‘ ] == (}Yl +(’%>‘(’+(" +(“-lj)°’+c‘+c’ + R

T= (0): Ogs G5 »o-]s Y=[Cas 0, €5y ++]

angegeben. Aber diese Funktionen » = f(:1. y=g(3), +=¢(z,y) sind
keineswegs stetig. Z. B. fir = 1=[21,1,1,...] wird g,= 1, y,=1.
Fir >4, t="1 ¢, ¢, ...] wird r=[1, ¢, 5. ...], y=1c,, ¢, ¢, ...].
LiBt man hier : abnehmend nach ! konvergieren, so wichst ¢,
iiber alle Grenzen. wihrend ¢, ¢,. ... ganz beliebig variieren konnen:
dabei konvergiert y nach 0, wihrend z beliebig zwischen 1 (exkl)
und 1 (inkl) oszillieren kann. beide Funktionen sind an der Stelle
x=1 unstetie. Ahnliches wiederholt sich in jedem noch so kleinen
Intervall fiir + und gilt auch fiir die inverse Funktion x= ¢(z, y).

Andererseits zeigt die Peanosche Kurve, daB das Quadrat
sogar eindeutiges. stetiges Bild der Strecke sein kann; hier war
aber die inverse Funktion nicht eindeutig. Die Cantorsche und
die Peanosche Abbildung zusammen legen die Vermutung nahe,
daB der ins Schwanken geratene Dimensionsbegriff sich wieder her-
stellen werde, wenn man umkehrbar eindeutige, beiderseits stetige
Abbildung verlangt. Wir formulieren diese Vermutung priziser in
dem folgenden Satz von der Invarianz der Dimensionenzahl:

I. Die Menge .{ gehore einem m-dimensionalen eukli-
dischen Raume an, die Menge B einem n-dimensionalen
(n>m) und habe innere Punkte. Wenn dann 4 und 5 um-
kehrbar eindeutig auf einander abgebildet sind, so ist
jedenfalls .1 kein stetiges Bild von B.

Unsere Hilfsmittel setzen uns nur in den Stand, den Satz fiir
die niedrigsten Falle m =1 und m =2 zu beweisen.

Fiir m=1 ist 1 eine lineare Menge oder eine Menge regller
Zahlen. Seien b, b, b, drei innere Punkte von B und @, a,, a, ibre
Bilder; der GroBe nach sei 4, < a < a,. Die Menge B —{b} ist n'och
zusammenhingend, die Menge 4 — {a} aber nicht, also kann 4 nicht
stetiges Bild von B sein. _

Fir m=2 ist 4 eine ebene Menge. Betrachten wir einen
inneren Punkt von B und eine in B enthaltene Umgebung desselben;
indem wir uns auf die Betrachtung dieser beschrianken, konnen wir
B selber als Inneres einer drei- oder mehrdimensionalen Kugel
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annehmen. Indem wir B etwa mit einer Schar paralleler Ebenen
schneiden, konnen wir unabzihlbar viele in. B liegende, einander
nicht treffende Kreislinien Q, Q,, @, ... angeben. Ihre Bilder P, P, P,,.

wiirden, wenn A4 stetiges Bild von B wire, unabzahlbar v1ele paar-
weise fremde Jordansche Kurven einer Ebene sein. Hs ist un-
moglich, daB keine von ihnen die iibrigen trenne (S. 346); mdoge also
etwa P, im Innern und P, im AuBern von P liegen. Die Menge B—Q
ist offenbal noch zusammenhangend die Menge A— P aber nicht,
denn sie zerfillt in zwel nichtverschwindende Relativgebiete Al
(Menge ihrer Punkte im Innern von P) und 4, (Menge ihrer Punkte
im AuBern von P). Also kann 4 nicht stetlges Bild von B sein.

Die Ubertragung dieses Beweises auf m>2 wiirde von der
Ubertragung des Jordanschen Satzes auf den m-dimensionalen Raum
abhiingen. Wir verweisen den Leser in dieser Hinsicht auf die
Arbeiten von L. E. J. Brouwer.

DaB, unter den Voraussetzungen von I, B sehr wohl stetiges
Bild von 4 sein kann, zeigt eine leichte Modifikation der Peano-
schen Abbildung. Behilt man dort von den Urbildern a = ¢(b) eines
Quadratpunktes » nur ein einziges bei, so wird das Quadrat B
stetiges und umkehrbar eindeutiges Bild einer gewissen linearen
Punktmenge 4.

Ist, unter den Voraussetzungen von I, 4 abgeschlossen und be-
schriinkt, so kann auch B kein stetiges Bild von A sein, da nach
§ 1, VIII sonst auch A stetiges Bild von B wire. Bei eineindeu-
tiger Abbildung der Strecke auf das Quadrat (beide abgeschlossen
gedacht) ist also keine Menge stetiges Bild der andern.

Um in der Theorie der Abbildung ebener Punktmengen noch
einen Schritt weiterzugehen, betrachten wir eine abgeschlossene
Kreisfliche mit dem Mittelpunkt ¢ und dem Radius z, die um-
kehrbar emdeutlg und stetig auf eine ebene Punktmenge abgebildet
wird. P sei die Kreislinie mit dem Mittelpunkt o und dem
Radius ¢ =z; ihr Bild ist eine Jordansche Kurve Q,=F(P), die
wegen der Stetigkeit fiir hinlinglich kleines o in beheblger Nihe
des Bildpunktes b = f(a) verliuft: wir schlieBen daraus, dab Q, fur
hinlénglich kleines ¢ <0 auBerhalb (im AuBengebiet) von Q, hegt1
Andererseits diirfen, fiir 0<o6<7, Q und Q, durch Q, nicht ge-
trennt werden; denn P, und P, lassen sich durch eine zusammen-
hangende Menge (etwa “das Stiick eines Radius) verbinden, die P,
nicht trifft, und dasselbe gilt fiir ihre Bilder. Q, und @, liegen also
auf derselben Seite von @, beide auBerhalb oder beide innerhalb;

' Man ziehe um & als Mittelpunkt eiven kleinen Kreis, auBerhalb dessen
Q, liegt; Q liegt aber schlieBlich innerhalb dieses Kreises.
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fir o o< liegt also auch ©, auberhalb ()L Aus  demselben
Grunde liegen b und @ auf derselben Neite von (). Lige nun b
auBerhalb aller jener Jordanschen Kurven, so wiirde auch Q,
auBerhalb @, liegen, und wir hittten unabzihlbar viele Jor dansché
Ixurven deren tede auBerhalb der iibrigen liegt; da dies nicht sein
darf 3. 346), so muB es mlnde\tens ein () geben, innerhalb
dessen b liegt. Wenn wir bel dieser Uhelleﬂung 7 durch einen
kleineren Wert ersetzen, so sieht man, daB es solche Q, mit he-
liebig kleinem o gibt.

Nach dieser Vorbetrachtung zeigen wir, daB die inneren
Punkte einer solchen Kreistliiche auf innere Punkte der Bildmenge
abgebildet werden. Mit etwas gednderter Bezeichnung sei =P/
eine Kreistliche, P die sie begrenzende Kreislinie, 1/ das Innere;
durch eine in { stetige, umkehrbar eindeutige Funktion f{z' erhalte
man daraus die ebenen Punktmengen

B=F ., O=FP), N\=F): B=0+X\.

B ist beschriinkt und abgeschlossen, ihr Rand B, die Grenze
des Gebietes E— B= G+ (+'+..., dessen Komponenten wir hiermit
eﬁichthch machen; werden deren Grenzen mit H, H’, ... bezeichnet und
S=ZH, H', ..) gesetzt, so ist (S. 33‘)) B,=S,. Wir zeigen zunichst,
daB N und H keinen Punkt gemein haben. Wire b= f@) ein solcher
Punkt, also ¢ ein Punkt von J/. so betrachte man eine in J/ ent-
haltene abgeschlossene Kreistliche mit dem Mittelpunkt « und die
in ibr verlaufenden konzentrischen Kreise P ; unter deren Bildern
gibt es, nach der zuvor angestellten Uberlegung, eine beliebig nahe
an b verlaufende, der Menge \ angehorige
Jordansche Kurve /) , die b im Innern ent-
hilt. Da » Haufungspunkt des zusammen-
hingenden Gebietes ¢ ist und man o so klein
wahlen kann, daB G nicht mehr innerhalb @
liegt, wihrend doch gewif Punkte von ( inner- :
balb & liegen, so miiBte  die Kurve @, .
treffen, was wegen () = N< B ein Wlder- Fig. 52.
spruch ist. Also haben H und N keinen
Punkt gemein, und da H dem Rande von B= Q4+ N angehoért, ist
H< . Dasselbe gilt fiir H', H" ..., also folgt S< @, S,= 0 (Q ist
abgeschlossen), B, < () und B;= N, die Punkte von NV oder die Bild-
punkte des Kreisinnern sind 1nnere Punkte des Bildes B.

Hieraus folgt unmittelbar:

II. (Satz von E.Jiirgens) Ist die ebene Punktmenge B
umkehrbar elndeutlges stetiges Bild des ebenen Gebietes 4,
$0 ist auch B ein Gebiet und .4 stetiges Bild von B.
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Denn umgibt man einen beliebigen Punkt a von 4 mit einer
abgeschlossenen Kreisfliche 4'< 4, so wird sein Bildpunkt & innerer
Punkt von B, also auch von B. Da nun auch jedem Relativgebiet
von A (namlich jedem Gebiet = 4) wieder ein Relativgebiet von B
entspricht, so ist nach § 1, III auch 4 stetiges Bild von B.

Im AnschluB daran 1Bt sich leicht die Invarianz gewisser
anderer Figuren feststellen, z. B.: eine Jordansche Kurve und
ihr Inneres geht bei umkehrbar eindeutiger, stetiger Ab-
bildung (auf eine ebene Punktmenge) wieder in eine Jordansche
Kurve und ihr Inneres itber. Denn ist P M eine Jordansche
Kurve und ihr Inneres, Q- N eineindeutiges, stetiges Bild dieser
Menge, so ist Q eine Jordansche Kurve, IV ein zusammenhéngendes
Gebiet; ferner seien N, N, das Innen- und AuBengebiet von @, in
irgendwelcher Reihenfolge. N muB ganz dem einen oder andern
dieser Gebiete angehoren, etwa N< N,; da nun Q-+ N abgeschlossen
ist §1,V), so ist D(N,, Q+ N)=N in N, abgeschlossen, N, —N
Relativgebiet von N, oder absolutes Gebiet, und die Zerlegung
N,=DN+(N,— N) in zwei Gebiete zeigt wegen des Zusammenhangs
von N,, daB der zweite Summand verschwinden muf. Also ist
N=N,, N ist eins der von () iibriggelassenen Gebiete, und zwar das
Innengebiet, da Q-4 N beschrinkt ist. — Fiir eine Jordansche
Kurve und ihr AuBeres gilt der Satz nicht, weil die Bildmenge
@+ N dann nicht abgeschlossen zu sein braucht; z. B. laBt sich ja
durch Inversion ein Kreis und sein AuBeres eineindeutig stetig auf
denselben Kreis und sein Inneres ohne den Mittelpunkt abbilden.

Ganz ahnlich zeigt man, daB zwei Jordansche Kurven, von
denen eine im Innern der andern liegt, und das von ihnen begrenzte
ringférmige Zwischengebiet bei eineindeutiger stetiger Abbildung
wieder in eine solche Figur iibergehen. Denn wenn P, + P,+ M
in Q + Q,+ N iibergeht, so ist wieder N ein zusammenhingendes
Gebiet, wihrend die beiden Jordanschen Kurven @, Q, drei zu-
sammenhéingende Gebiete N, N,, NV, iibrig lassen (S. 338, 346); wie
zuvor ist V mit einem von diesen identisch. Und zwar muB N das
Zwischengebiet sein, da beide Jordansche Kurven @, @, seine
Grenze bilden, und weil N beschrinkt ist, muB eine dieser Kurven
im Innern der andern liegen.

III. Das ebene, beschrinkte, umkehrbar eindeutige,
stetige Bild eines ebenen, beschréinkten, k-fach zusammen-
hangenden Gebietes ist wieder ein k-fach zusammen-
hingendes Gebiet.

Die fraglichen Gebiete! seien 4, B; wir haben zu zeigen, daB

! Wir kénnen sie derselben Ebene E angehérig annehmen.
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jhre {(beschriinkten) Grenzen €, D gleichviele Komponenten haben.
Zumichst ergibt sich nun zwischen den Punkten ¢, d dieser Grenzen
eine, im allgemeinen beiderscits mehrdeutige Bezichung folgender-
maBen. Bestimmen wir zu einem Grenzpunkt ¢ eine nach ihm kon-
vergente, dem Lrebxet -t angehorige Menge X=!ay,a,,...|. Die
Bildmenge Y -={#.b,,...., dem beschriinkten Gebiete B angehorig,
hat mmdeatens einen lliufungspunkt, der zu B, gehort; er kann
aber kein Punkt b des (iebietes I} selbst sein, da diesem ein Punkt a
von 4 entsprechen wiirde, der (Well auch .t nach 11 stetiges Bild
von B ist: Hulliu11~~p11nkt von X sein miifite. Also ist der genannte
Haufungspunkt ein Punkt d der Grenze D, und fir eine geeignete
Teilivlge ist ¢e=lima,. d=limb,. Mit andern Worten: jedem
Punkt ¢ entspricht mmdestens ein Punkt d — f(e) derart, daBl gleich-
zeitig elne Mence X< .1 nach ¢ und ihre Bildmenge 1< B nach d
konvergiert, und umgekehrt entspricht einem Punkt d in gleicher
Weise mindestens ein Punkt ¢ = ¢ (d): aber beide Funktionen sind
im allgemeinen mehrdeutig.!? Nun ist aber das Charakteristische,
daB die Komponenten beider Grenzen einander eineindeutig zu-
geordnet werden, auf Grund folgender zunichst zu beweisender Tat-
sache: wenn ¢, ¢, zwei verschiedenen Komponenten von C
angehoren, so gehoren irgend zwei entsprechende Punkte
d, d, verschiedenen Komponenten von D an. In der Tat gibt
es mach dem Satze VII in Kap. VIII, § 11 ein in .{ verlaufendes
Polygon P. das ¢, und ¢, trennt; es seien 1/, 1/, die Komponenten
von E— P= 1 +J[,, und ¢, liege in M, ¢, in 1. Bei der Zer-
legung
A—P= A +.4,= D4, M)+ DL, L)
sind die belden Gebiete .{,, 1, zusammenhingend (S. 838), und dies
wiirde nach S. 346 auch r1cht1g bleiben, wenn man das Polygon
durch eine geschlossene Kurve, z. B. eine Jordansche ersetzt. Das
Bild von P ist eine Jordansche Kurve () in B, und diese bewirkt
also die analoge Zerlegung
B— ()= B,+ B,=2(B, N,)+ D(B, V),

wo N. N, die Komponenten von F— Q= L+ N, sind; iiberdies

folgt, ‘daB die Zerlegungen B, + B, = F(4,)+ I’(A ) in zwei zusammen-
hanaende (ebiete identisch sein miissen, und bei passender Nume-

! Bildet man das Innere eines Kreises vom Radius 1 auf das eines
andern durch die Gleichungen in Polarkoordinaten
r=r, ¢'=¢+ 17
ab, so entsprechen jedem Punkte der einen Kreisperipherie alle Punkte der
andern.
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rierung sind also B, B, die Bilder von 4, 4,. Endlich seien nun
X, X,, Y,, ¥, Mengen, die nach ¢, ¢,, d, d, konvergieren. X, liegt,
bis auf endlich viele Punkte, auf derselben Seite von P wie ¢, also
in M, und in 4,; bei eventueller Weglassung von endlich vielen
Punkten konnen wir also X, = 4,, X, = 4, annehmen. Dann liegen
die Bildmengen Y,, ¥, in B,, B,, also in N, N,. Der Limes d,
von ¥, liegt in N ,=N,+4 Q, also in N, da @ und D einander
nicht treffen; ebenso liegt d, in N,, und hiermit ist

D=3, N)+ DD, N,)=D,+ D,

in zwei Relativgebiete oder zwei abgeschlossene Mengen zerlegt,
deren eine d;, die andere d, enthilt. Demnach gehdren ¢, und d,
verschiedenen Komponenten von D an.

Wenn also ¢, ¢, verschiedenen Komponenten von C angehéoren,
80 d, d, verschiedenen Komponenten von D, und umgekehrt (da
auch 4 stetiges Bild von B ist). Damit sind also die Komponenten
beider Grenzen in eineindeutige Beziehung gebracht und der Satz IIT
bewiesen, in dem % endlich oder X, oder X sein kann. Auf die
Modifikationen (Adjunktion eines Punktes co), die notwendig sind,
um den Satz auch fiir unbeschrinkte Gebiete aufrechtzuerhalten,
gehen wir nicht ein.

§ 3. Unstetige Funktionen.

Je nachdem die in A definierte Funktion f(z) im Punkte a
stetig ist oder mnicht, wird o ein Stetigkeitspunkt oder Unstetigkeits-
punkt genannt; die Menge der Stetigkeitspunkte heiBe €, die der
Unstetigkeitspunkte D, also 4 = 0+ D. Bisher behandelten wir den
Fall, daB f(z) in 4 iiberall stetig ist (=4, D=0); das andere
Extrem wire, daB f(z) itberall unstetig ist (C=0, D= 4), z. B. die
Dirichletsche Funktion einer reellen Variablen, die an den ratio-
nalen Stellen =1 und an den irrationalen =0 ist (S. 267). Da-
zwischen liegen die Falle, wo sowohl Stetigkeits- als Unstetigkeits-
punkte auftreten. Wenn die Menge der Stetigkeitspunkte in 4 dicht
ist, so heiBit die Funktion in 4 (hochstens) punktweise unstetig;
dazu ist auch der Fall einer in 4 stetigen Funktion zu rechnen.

Wenn f(z) in o stetig ist, so gibt es fir jede Umgebung 7,
des Bildpunktes & = f(a) eine Umgebung U, deren Bild in ¥, liegt,
oder, wenn wir metrische Riume voraussetzen (wenigstens soll die
Bildmenge B metrisch sein), so gibt es zu jedem positiven & ein U,

fir dessen simtliche! Punkte z die Entfernung by< e ist. Fir

' Wir sehen wieder 4, B als die zugrunde liegenden Riume an.
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irgend zwei zu [°, gehorige Punkte .. 2" ist dann die Entfernung
der Bilder y? < 2¢, und wir konnen daher die Stetigkeit in @ auch
so formulieren, daB zu jedem & ein (7, existiert, dessen siamtliche
Punktpaare Bilder mit einer Entfernung < ¢ haben. Bezeichnen
wir die Menge derjenigen Punkte a von .{. die fiir ein bestimmtes ¢
eine solche Umgebung (7, haben, mit .{(¢), so ist die Menge C der
Stetigkeitspunkte der Durchschnitt aller A(s), wenn & alle positiven
Zahlen durchliutt: da aber offenbar ()< .1(¢) fir e< ¢, so genigt
es, & eine abnehmende, nach Null kouvergente Folge durchlaufen
zu lassen. z. B.
C=2(41, 4D, 4(3), ...).

Nun ist unmittelbar ersichtlich, daB jedes .(s) ein Gebiet (Re-
lativgebiet in {) ist: denn ist a ein Punkt von A(s) und U, seine
wie oben bestimmte Umgebung, so ist fir einen Punkt z von U7,
eine Umgebung "= I”, angebhar, deren Punktpaare ebenfalls Bilder
mit einer Entfernung < & haben, d. h. = ist selber Punkt von A(s)
oder ¢ ein innerer Punkt von A/s. Die vorangehende Formel fiir C,
und die fiir das Komplement D= 4 — (., ergeben also den Satz:

Die Menge der Stetigkeitspunkte einer in 4 definierten
Funktion ist «in bezug auf den Raum 4) Durchschnitt
einer Folge von Gebieten, die Menge der Unstetigkeits-
punkte Summe einer Folge abgeschlossener Mengen.

Also C ist ein 4, D ein F, in unserer gewohnten Bezeichnung;
will man sich, statt auf 4, auf einen Raum E, = .1 beziehen, so
ist C eine Menge der Form 2 (4, 5,), D eine Menge der Form
24, F).

Fir eine punktweise unstetige Funktion schlieBen sich
hieran die Betrachtungen von Kap. VIIL, § 9 am Ende. Danach ist
in diesem Fall ¢ in .1 dicht, also D in bezug auf . eine Menge
erster Kategorie. d. h. die Summe einer Folge von Mengen, die
in A nirgendsdicht sind. Ist daher 4 in bezug auf sich selbst von
zweiter Kategorie, etwa eine Menge von der Form &, in einem
vollstaindigen Raume (z. B. ein Gebiet oder eine abgeschlossene
Menge im euklidischen Raume), so ist C' ebenfalls von zweiter
Kategorie in bezug auf 4; die Mengen der Stetigkeits- und der
Unstetigkeitspunkte sind also von ganz verschiedenem Charakter.
Z. B. kann eine Funktion einer reellen Variablen wohl an den
rationalen Stellen unstetig, an den irrationalen stetig sein, nicht
aber umgekehrt; denn die Menge der rationalen Zahlen ist ein F,
und von erster Kategorie, die der irrationalen Zahlen ein &; und
von zweiter Kategorie in bezug auf die Menge der reellen Zahlen.
Als Beispiel definiere man etwa, fiir irrationales z, f(z)=0; fur
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rationales z = l;—, wo p, g teilerfremd und ¢ positiv ist, f(z) = %

Fin anderes Beispiel ist das von Riemann angegebene

fg=2 4+ C2 1804

wo (z) der UberschuB von z iiber die groBte ganze Zahl == ist.

§ 4. Konvergente Folgen von Funktionen.

Es sei eine Folge von Funktionen y,=/, (2) gegeben, simtlich
in derselben Menge A definiert, wihrend alle Bildpunkte demselben
metrischen Raume Z -angehoren. Fiir jedes z sei die Folge der
Bildpunkte konvergent und

1) y=7f() =limy, = lim f, (2),
wodurch eine neue Funktion y = f(#) in 4 definiert ist. Wir be-

trachten gleichzeitig die Folge der reellen (nichtnegativen) Funktionen,
nimlich der Entfernungen

@) 1= $,0) =Yl
die in der ganzen Menge A nach lim ¢, (x)=0 konvergiert.

Hier erhebt sich vor allem die Frage, ob man aus der Stetig-
keit aller Funktionen f,(z) auf die Stetigkeit der Limesfunktion f(z)

schlieBen darf. Bekannte einfache Beispiele, wie etwa f, (x) = 1—+1n?

fir reelles », wobei f(z)=0 fir 240 und f(0)=1, zeigen, dab
diese Frage zu verneinen ist. Wir werden aber sehen, dab unter
gewissen Annahmen iiber 4 die Funktion f(z) hochstens punktweise
unstetig ist.

Wir erinnern zunschst an den Begriff der gleichmiBigen
Konvergenz. Auf Grund der Konvergenz von 75, nach O existiert
zu jedem positiven ¢ und jedem z eine natiirliche Zahl v, derart,
dab 7, <& fiir n=w,. Reicht man fiir alle 2 mit demselben »,=v
aus, ist also
(3) 7,< ¢ fir n=» und alle z,
und 148t sich fiir jedes ¢ ein solches » finden, so heit die Funk-
tionenfolge in 4 gleichmaBig konvergent.

Weniger verlangt folgende Bedingung, die wir in Ermanglung
eines allgemein akzeptierten Namens als uniforme Konvergenz
bezeichnen wollen. Die Funktionenfolge® heife in 4 uniform kon-

! Sie wird hier und im folgenden stets in A konvergent angenommen;
an sich ist z. B. die Bedingung (4) schon erfiillt, wenn f(@)=f; (@), gleichviel wie
sich die iibrigen Funktionen verhalten. Der obige Sprachgebrauch kollidiert
iibrigens mit dem franzésischen usw., wo upiform = gleichmiBig ist.
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vergent, wenn fiir jedes & wenigstens eine natiirliche Zahl » derart
existert, dab
£ 5, < & fur alle .

Es ist evident, duB die gleichmiiBige Konvergenz ein spezieller Fall
der uniformen 1st.

Wir ibertragen dicse Begriffe von der ganzen Menge 4 auf
ihre einzelnen Punkte. Die Funktionenfolge heiBt im Punkte «
gleichmiBig konvergent [oder a ein Punkt gleichmiBiger Konvergenz),
wenn fir jedes positive ¢ eine Umgebung U, und eine natiirliche
Zahl » derart existiert, daB

® 7, <& fir n=r und alle z in U

sie heiBt in a uniform konvergent (a ein Punkt uniformer Konvergenz),
wenn fir jedes positive & eine Umgebung U, und eine natiirliche
Zahl v derart existiert, daB

'6) 5, < & fiir alle z in U,.

Die Punkte gleichmiBiger Konvergenz sind zugleich Punkte uniformer
Konvergenz. Aus diesen Definitionen folgt nun genau wie fiir die
Menge der Stetigkeitspunkte einer Funktion, daB auf den Raum 4
bezogen sowohl die Menge der Punkte gleichmifiger wie die der
Punkte uniformer Konvergenz von der Form G ist. Bezeichnen wir
nimlich die Menge der Punkte @, fiir die bei festem ¢ die Be-
dingung ‘5 erfiillbar ist, mit A(e), so ist wie in § 8

S(A(l): A(—%—), A(%)) "')

die Menge der Punkte gleichmiBiger Konvergenz, und wie dort ist
leicht ersichtlich, daB jedes =z von U, selbst ein Punkt von A4(g),
2 also ein innerer Punkt dieser Menge und A(¢) daher ein Gebiet
ist. Das Gleiche gilt von der uniformen Konvergenz. Wir be-
merken also:

I Die Menge der Punkte gleichm#Biger und die der
Punkte uniformer Konvergenz sind Durchschnitte von Ge-
bietsfolgen, die der Punkte ungleichmidBiger und die der
Punkte nichtuniformer Konvergenz sind Summen von
Folgen abgeschlossener Mengen.

Hier wie bei der Trennung von Stetigkeits- und Unstetigkeits-
punkten spaltet sich also 4 in zwei Borelsche Mengen (S. 305):
A= (G;+ F,. Wenn die Funktionenfolge in 4 gleichm#Big kon-
vergiert, so sind alle Punkte von 4 Punkte gleichmiBiger Kon<
vergenz. Das Umgekehrte ist micht richtig; man darf nicht einmal
schlieBen, daB zu einem Punkt o gleichméBiger Konvergenz eine

Hausdorff, Mengenlehre. 25
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Umgebung U, gehore, in der f,(z) gleichmaBig konvergiert, denn
natiirlich kann in der Formel (5) bei ahnehmendem & auch die zu-
gehtrige Umgebung U, unbegrenzt abnehmen so, daB der Durch-
schnitt aller U, nur aus dem Punkte o besteht. Das Gleiche gilt
fiir uniforme Konvergenz.

Wenn ‘indessen die Menge 4 in sich kompakt ist und eine
abzihlbare dichte Teilmenge hat, so 148t sich auf Grund des Borel-
schen Satzes behaupten, daB die Funktionenfolge in 4 gleich-
m#Big konvergiert, falls sie in jedem Punkte von 4 gleich-
m#Big konvergiert. Denn von den Umgebungen 77, die bei
gegebenem ¢ die Ungleichung (5) erfiillen, schlieBt eine endliche
Summe die Menge A ein; wihlt man von den zugehorigen endlich
vielen Zahlen » die groBte und bezeichnet sie mit », so gilt die
Ungleichung (3), also konvergiert die Funktionenfolge in 4 gleich-
mibBig. Fir uniforme Konvergenz 148t sich der entsprechende
SchluB nicht ziehen, sondern nur behaupten, dab (falls jeder Punkt
von A ein Punkt uniformer Konvergenz ist) die Ungleichung 7, < ¢
bei vorgeschriebenem ¢ fiir alle 2 durch eine endliche Menge von
Zahlen v bewirkt wird.

Nach diesen Vorbereitungen kénnen wir die Frage, ob eine
Folge stetiger Funktionen nach einer wieder stetigen Funktion kon-
vergiert, durch den folgenden, im Prinzip von C. Arzels herrithrenden
Satz beantworten:

II. Sind alle f,(#) in a stetig, so ist f(z) in @ stetig
dann und nur dann, wenn o ein Punkt uniformer Kon-
vergenz ist.

Beweis. Wir setzen wie immer
b=r(a), y=71=), b,=1,(a), y,=T1,@:-

Ist nun ¢ ein Punkt uniformer Konvergenz, so gibt es zu
vorgeschriebenem & ein » und ein U, derart, daB, fir jedes » in U,
n, oder yy, <, insbesondere auch 5, <s. Wegen der Stetigkeit
von f,(@) in o kann man, indem man eventuell U, verkleinert, an-
nehmen, daf auch ZE <& Aus diesen drei Ungleichungen folgt
by < 3¢, wenn  in U, liegt, also ist /(z) in o stetig.

Umgekehrt, ist f(2) in o stetig, so bestimme man auf Grund
der Konvergenz zunichst ein » so, daB E< ¢, sodann, auf Grund
der Stetigkeit von f(#) und f,(z), eine Umgebung U, fir deren
Punkte by<e und by <& Aus diesen drei Ungleichungen folgt
vy, <3¢, wenn gz in U, liegt, d. h. die uniforme Konvergenz in a.

Sind die f,(z) in der ganzen Menge A stetig, so ist-also die
Limesfunktion f(z) in den Punkten uniformer Konvergenz und nur
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in diesen stetig: wir machen auf die Bestiitigung des Satzes von
§ 3 durch den gegenwiirtigen Satz I aufmerksam, hinsichtlich der
Form @y fur die Menge der Stetigkeitspunkte wie fiir die Menge
der Punkte uniformer WKonvergenz. Spezielle Fille des Satzes II,
die aber nur hinreichende, nicht notwendige Kriterien liefern, sind:

III. Sind die f,(x) in .{ stetig, so ist f(z) ebenfalls in .
stetig. wenn zu jedem Punkt ¢ eine Umgebung U, gehort,
in der die Funktionenfolge uniform (im speziellen gleich-
miBig) konvergiert: oder wenn die Funktionenfolge in 4
uniform im speziellen gleichmiBig) konvergiert.

Diese Kriterien, meistens das allerspeziellste der gleichm#Bigen
Konvergenz in der ganzen Menge A4, dienen in der Regel zur Fest-
stellung der Stetigkeit einer durch eine konvergente Folge stetiger
Funktionen definierten Limesfunktion. Anwendungen davon sind
dem Leser aus den Elementen der Differentialrechnung und Funk-
tionentheorie geliufig.

Wir nehmen jetzt an, daB die Menge 4, in der die Funktionen
7.(@) definiert sind, eine Menge G, in einem vollstindigen Raume E,
sei,! also nach Kap. VIII, § 9 am Ende eine Menge zweiter Kate-
gorie in bezug auf sich selbst, d. h. 4 ist nicht die Summe einer
Folge von Mengen. die in .{ nirgendsdicht sind. Wir wollen dann
zeigen, daB, falls alle f,(z) in .4 stetig sind, die Limesfunktion f(z)
‘hochstens punktweise unstetig ist, oder daB die Menge der Punkte
uniformer Konvergenz in 4 dicht ist. Wir zeigen sogar, daB schon
die Menge der Punkte gleichmiBiger Konvergenz in A4 dicht ist.

Es sei, bei einem bestimmten positiven ¢, 4, die Menge der
Punkte z von ., in depen 5, < e firn=v». Esist 4, s 4, =4, = ...,
und jedes z gehort einmal einer Menge A, (und allen folgenden)

an, also
A=Ay, 4y, Agy .0)-

Nach der Voraussetzung ist es ausgeschlossen, daB alle Mengen 4,
in A4 nirgendsdicht seien; es sei also 4, nicht in 4 nirgendsdicht,
d. h. 4, zu einem von Null verschiedenen Relativgebiet 4" von 4 dicht,
sodaB in jeder Umgebung U, eines Punktes a von 4’ sich Punkte
von 4, befinden.

Ist o ein Punkt von 4/, so gibt es wegen der Konvergenz der
Funktionenfolge eine natiirliche Zahl p =7 so, daBl bb,<e. Ist
ferner n eine beliebige natiirliche Zahl =w, so lafit sich wegen
der Stetigkeit von f,(z) und £, (x) eine Umgebung U, angeben, fir

! Aber die Umgebungen U,, von denen weiterhin die Rede ist, beziehen

sich wie immer auf 4 (nicht Z,) als umfassenden Raum.
25%



388 Kap. IX. Abbildungen oder Funktionen.

deren Punkte bpyp< & und b_y—n< &. Insbesondere wiahlen wir fiir 2
einen in U, liegenden Punkt von 4,, dann ist zugleich yyp<5 und
yy, <& Aus diesen fiinf Unglelchungen folgt &b, < Ba.

Vertauschen wir ¢ mit le, so laBt sich also zu gegebenem ¢
eine natiirliche Zahl » und ein nichtverschwindendes Relativgebiet

A von A angeben, fiir dessen simtliche Punkte b5, < ¢ ist, sobald
n=w. Da auch alle Punkte einer hinlinglich kleinen Umgebung U,
(namhch fir U = A) dieselbe Eigenschaft haben, so ist o ein Punkt
der Menge A() fir deren Punkte die Bedingung (5) erfillbar ist.
Diese Menge ist also jedenfalls, bei beliebigem &, von Null ver-
schieden.

Wenden wir dasselbe Raisonnement, statt auf 4, auf irgend
ein nichtverschwindendes Relativgebiet von 4 an, das ja wieder eine
Menge G, in E, ist, so folgt, daB auch dieses mindestens einen
Punkt von A(s) enthilt, d. h. die Menge A(e) ist in 4 dicht. Nach
Kap. VIII, § 9, VIIL ist dann auch der Durchschnitt

D(A(1), 4B), 4B), ),

d. h. die Menge der Punkte gleichmiBiger Konvergenz, immer noch
in A dicht. Damit ist unser Ziel erreicht und der Satz bewiesen:

IV. Ist 4 eine Menge G; in einem vollstindigen Raume,
und konvergiert die Folge der in 4 stetigen Funktionen
f.(® nach f(z), so ist die Menge der Punkte gleichmaBiger
Konvergenz in 4 dicht. Um so mehr ist also die Menge
der Punkte uniformer Konvergenz in 4 dicht, d. h. die
Funktion f(#) hochstens punktweise unstetig.

Danach ist eine in A4 {iiberall unstetige Funktion, z. B. die
Dirichletsche Funktion einer reellen Variablen, die fiir ratio-
nales z gleich Eins und fiir irrationales gleich Null ist, nicht durch
eine konvergente Folge stetiger Funktionen darstellbar.

Ohne die Voraussetzung, daB A4 ein @G; eines vollstindigen
Raumes sei, braucht der Satz nicht zuzutreffen. Xs sei z. B.
A={a,, a,, ...} die Menge der rationalen Zahlen, also kein solches
Gy (S. 321). Jede beliebige (reelle) Funktion f(z) 148t sich hier als
Limes einer Folge stetiger Funktionen darstellen, denn ist f(a,) =10,
beliebig vorgeschrieben, so kann man immer eine stetige Funktlon
f,(), z. B. ein Polynom, wahlen, die fir z=a,, a,, ..., o, die Werte
by, byy «vvy b, annimmt. Ks 1st dann f(a)=0, fir nzp, also
lim f,(a,) = b,. Dabei kann f(z) in 4 iiberall unstetig gemacht
werden, z. B. indem man an den dyadisch rationalen Stellen f(z)=0,
an den iibrigen f(z)=1 vorschreibt.

Fir die Darstellbarkeit von f(z) als Limes einer Folge stetiger
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Funktionen ist nach IV unter der diber . gemachten Voraussetzung)
potwendig. daB ;{r) hochstens punktweise unstetig sei. DaB diese
Bedingung keinesfalls hinreicht, geht schon aus einer einfachen
\lachtigkeitsbetrachtung hervor. Wenn .1 unendlich und der Raum
E,= 4 sowie der Bildraum E . dem dic Funktionswerte angehoren,
enklidisch ist. so ist die Menge der in .4 stetigen Funktionen von
der Machtigkeit N des Kontinuums (S. 365); es gibt dann auch nur
=N Folgen stetiger Funktionen und N Limesfunktionen kon-
vergenter Folgen stetiger Funktionen. Andererseits gibt es aber,
bei geeignetem {, 2% >N punktweise unstetige Funktionen. Sei z. B.
4=E. F eine nirgendsdichte, abgeschlossene Menge von der
Michtigkeit X und 7 das komplementire, dichte Gebiet;! definieren
wir dann eine Funktion /), die in ¢ Null und in ¥ von Null ver-
schieden ist. so ist f{x) in den Punkten von G stetig, in denen
von F unstetig letzteres, weil jeder Punkt von F Hiaufungspunkt
von G ist. Die Funktion ist also punktweise unstetig, und da ihre
Werte in F beliebig sind, so gibt es 2% solcher Funktionen.

Wir konnen auch die notwendigen Bedingungen dafir, daB f(z)
Limes stetiger Funktionen sei, leicht verschirfen. Ist P in 4 ab-
geschlossen, also ebenfalls von der Form G,, und beschriinkt man
die Variabilitit von z auf P, so darf diese Teilfunktion f(z|P) offenbar
in P ebenfalls nur punktweise unstetig sein, und das muB fiir jede
solche Menge P gelten. DaB diese Bedingung dann auch hinreichend
ist, hat -— allerdings unter weniger allgemeinen Voraussetzungen
als den unserigen — R. Baire bewiesen.

Von Baire stammt auch die nachstehende, den Cantorschen
Ordnungszahlen folgende Klassifikation der durch Limesbildung ent-
stehenden Funktionen. Denken wir uns ein System @ von Funk-
tionen y = f{z:, samtlich in derselben Menge A4 definiert, wihrend
y Punkt eines Raumes F, ist. Dies System sei in dem Sinne ab-
geschlossen, daB der Limes f(z)=lim f,(z) einer konvergenten
Folge von Funktionen des Systems wieder dem System angehort,
und zwar sei @ das kleinste abgeschlossene System iiber dem
System @, der stetigen Funktionen. (Es gibt abgeschlossene Systeme,
z B. das aller Funktionen, und der Durchschnitt aller abgeschlos-
senen Systeme = ¢, ist das System @. Dieses System ist nun,
in derselben Art wie ein (¢ 0)-System von Mengen (S. 305), folgender-
maBen durch transfinite Induktion aufzubauen: @, bestehe aus den
Limesfunktionen von Folgen stetiger Funktionen, @, aus den Limes-
funktionen von Funktionen des Systems @, usw.; allgemein bestehe,

1 Z.B. A die Menge der reellen Zahlen und F' die Menge der Zahlen,
deren triadische Entwicklung nur Nullen und Zweien aufweist (vgl. S. 254).
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fir 0<y <o, @ aus den Limesfinktionen konvergenter Folgen
von Funktionen des Systems @SCD (§< ). Dann ist @= 6(1)

wobei indessen nicht ausgeschlossen 1st daB der ProzeB schon an
einer fritheren Stelle abbricht und, fiir ein bestimmtes 7, bereits
®,=0  ,=...=0ist Man bemerke iibrigens, daB unter den-
selben Annahmen wie vorhin das System @ nur von der Miachtig-
keit des Kontinuums ist, also nur einen winzigen Bruchteil von der
Menge aller unstetigen Funktionen umfafBt.

7. B. gehort die Ableitung einer differenzierbaren Funktion f(z)

zum System @,, denn f'(z) =limn [ i (ac + ;) — I )] ist Limes stetiger

Funktionen. Die Dirichletsche Funktion gehort zum System
D, — @, (S. 267)

D1e Baireschen Funktionen, wie wir die Funktionen des
Systems @ nennen wollen, haben, falls 4 wieder eine Menge (; in
einem vollstindigen Raume ist, die gemeinsame FEigenschaft!: fiir
jede existiert eine in 4 dichte Menge P der Form G, derart, daB
die auf P beschrinkte Teilfunktion f(z|P) stetig ist. Da dies fiir
die stetigen Funktionen offenbar zutrifft (mit P= 4), so brauchen
wir nur zu zeigen, dab die genannte Higenschaft bei Limesbildung
erhalten bleibt. Ist f(z)=1lim{,(x) und £, (»|P,) stetig, wo P, von der
Form G, und in 4 dicht ist, so ist der Durchschnitt D =® (P, B,,...)
ebenfalls ein G und in 4 dicht (S. 326). Ferner sind alle Funktionen

(x|D) stetig, also f(z|D) hochstens punktweise unstetig, und die
Menge P der Stetigkeitspunkte dieser Funktion ist ein in D dichtes G;.
Da Pin D, D in A4 dicht ist, so ist auch P in 4 dicht und f(z|P)
stetig. — Z. B. ist die Dirichletsche, iiberall unstetige Funktion
bei Beschrinkung auf die irrationalen Stellen, die ja eine dichte
Menge G, bilden, konstant = 0, also stetig.

§ 5. Funktionenklassen.

Die Betrachtungen iiber konvergente Folgen lassen sich, zu-
néchst fiir reelle Funktionen, unmittelbar mit denen in Kap. I,
§ 11 in Verbindung bringen. Wir nannten dort eine in A definierte
reelle Funktion f(x) von der Klasse (M, N), wenn, fir jedes reelle u,
die Menge der Punkte z, wo f(z)>wu, eine Menge M, und die Menge
der Punkte z, wo f(z)=wu, eine Menge IV ist; dabei dachten wir
uns M und N gewisse Mengensysteme durchlaufend. Unter der auch
im folgenden festzuhaltenden Annahme, daB die M einen o-Ring,

! Weitere Eigenschaften #hnlichen Charakters beruhen auf der Lebesgue-
schen MaBtheorie (Kap. X, § 4).
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die V einen 0-Ring bilden und daB sie Komplemente von
einander sind (.l — M ist ein N, 4— N ein J/), hatten wir ge-
funden, daB der Limes einer konvergenten Holge von Funktionen
der Klasse (M. N seinerseits von der Klasse (N, 1) ist. Da die
Mengen N . M dic iiber M, N gemachten Voraussetzungen ebenfalls
erfilllen, so ist der Limes einer konvergenten Folge von Funktionen
der Klasse (N,, M) eine Funktion der Klasse (J/; , N ,) usw. Nun
sind nach dem Satze § 1, III die stetigen Funktionen von der
Klasse (G, F), wo (i ein Geblet, I eine abgeschlossene Menge (beides
bezogen auf den Raum ) bedeutet; denn in der Menge B der
reellen Zahlen j(x} ist die Menge B’ derer, die >u sind, ein Relativ-
cebiet, also ihr Urbild .4, d. h. die Menge der Punkte z von 4,
wo f(z)>u, ein Relativeebiet in 4, und das Kntsprechende gilt
beziiglich der Ungleichung f(z)= «. Die Mengen @, F erfiillen die
obigen Voraussetzungen iiber 3/, N; demnach ist eine Limesfunktion
stetiger Funktionen, d. h. eine Bairesche Funktion des Systems @,
von der Klasse (F,, (,. eine Funktion des Systems &, von der
Klasse (7,,, F,,) und so fort: den Baireschen Funktionen ent-
sprechen die Borelschen Mengen. Es wire von Interesse, zu unter-
suchen, ob diese Kriterien umkehrbar sind (daB eine Funktion der
Klasse (G, F) stetig ist, werden wir sogleich sehen).

Wir formen den Klasscubegriff etwas um, so daB er sich in
dieser neuen Gestalt auf beliebige Funktionen iibertragen lifit. Kine
reelle Funktion ist dann und nur dann von der Klasse (1, N), wenn
jedem Relativgebiet der Bildmenge B eine Menge 3/, jeder in B ab-
geschlossenen Menge eine Menge N als Urbild entspricht. Denn
wenn f(z) von der Klasse J/, V) ist, so ist die Menge der z, wo

[, >u, f@<r, w<f(@)<v,

resp. ein M, ein .{ — N'= )/, ein D (I, M)= M; und da jedes lineare
Gebiet die Summe von offenen Strecken, eventuell Halbgeraden, in
hochstens abzihlbarer Menge ist, so ist das Urbild jedes Relativ-
gebietes von B eine Menge M oder 1 = J/; das Urbild jeder in B
abgeschlossenen Menge eine Menge 4 — J/=.V. Damit ist die Be-
hauptung bewiesen; insbesondere folgt nach § 1, III, daB eine
Funktion der Klasse (&, F) stetig ist.

DemgemiB nennen wir eine beliebige Funktion y = f(x) von Qer
Klasse (M, N), wenn jedem Relativgebiet der Bildmenge B eine
Menge M, jeder in B abgeschlossenen Menge eine Menge N als
Urhild entspricht. Die Funktionen der Klasse (&, F) sind die stetigen
Funktionen. Um das dem fritheren analoge Resultat iiber den
Limes einer konvergenten Folge abzuleiten, nehmen wir an, dab
alle Funktionswerte oder Bildpunkte einem metrischen Raum Z,
mit (héchstens) abzihlbarer dichter Teilmenge angehoren.
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Ist o ein fester, z ein variabler Punkt von 4, f(x) eine Funktion
der Klasse (M, N), so ist die als Funktion von  betrachtete Ent-

fernung der Bildpunkte ¢()=by offenbar von derselben Klasse;
denn die Ungleichung ¢(z) > definiert in B ein Relativgebiet, also
in A eine Menge M (analog fir ¢(z)=w). Umgekehrt aber: wenn
die Funktion ¢(z) stets, fiir jeden Punkt a, von der Klasse (M, N)
ist, so ist auch f(z) von dieser Klasse; denn da die Ungleichung
@ (@) < w mit positivem % in 4 eine Menge M, in B eine Umgebung 7,
definiert, so hat jedes 7, ein Urbild M, jedes Relativgebiet von B,
als Summe hochstens abzihlbar vieler Umgebungen, ein Urbild 3
oder M =1}. Fiir den Limes f(»)=Ilimf, (z) einer konvergenten
Folge von Funktionen der Klasse (M, N) folgt demgem#B, wenn man
die zugehdrigen Funktionen

betrachtet, daB f(z) von der Klasse (IV, M) ist; die Baireschen
Funktionen sind also auch hier von den Klassen (G, F), (F, Gy,
(Gyy Fg)y e

Wir figen noch folgende Betrachtung hinzu (das Analogon
derjenigen iiber die Summe zweier Funktionen, S. 29). Sind
¥, = f,(®), y,="1,@) zwei Funktionen der Klasse (I, NN), so ist auch
die als Funktion von 2z betrachtete Entfernung der Bildpunkte
@@)=1y,y, von dieser Klasse, wieder vorausgesetzt, daB die Bild-
mengen B), B, einem metrischen Raume mit hochstens abzihlbarer
dichter Teilmenge angehdren, oder daB sie hochstens abzihlbare
dichte Teilmengen C;, C, haben. Wenn n#mlich die Ungleichung
Y19, > u besteht, so liBt sich eine natiirliche Zahl » und zwei
Punkte ¢, ¢, aus C,, G, so bestimmen, daf

—— 1 = 1 e 2
c1y1<Z; 02:’/2<‘ﬁ‘7 0102>“+z;
zu diesem Zwecke wihle man zuerst —% < y,y, —u, dann ¢, und o,

in Abstinden <% von y, und y,, und dann ist

e S 4 1 1
c. . = _I_________._———..
1% =— ylyz 012/1 c2y2 >u n [ 7

Umgekehrt ziehen die drei obigen Ungleichungen die Ungleichung
9,4, >w nach sich. Die Menge der Punkte », wo ¢(x)>u, wird
also so gefunden: fiir irgend einen Komplex ¢, ¢,, » nehme man
die Menge der Punkte x, wo gleichzeitig ?yl<ln, 0, Yy < %, das
ist, da diese Ungleichungen Relativgebiete in B, B, definieren, der
Durchschnitt zweier Mengen M oder selbst ein 37; sodann hilde
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man die Summe dber alle Komplexe der Kigenschaft b; ¢ >u+-2r,
iag n

das gibt hichstens abzihlbar viele Summanden und demnach eine
Menge M =M. In derselben Weise zeigt man, daB der Ungleichung
gir <u eine Menge I, also der Ungleichung ¢ () = u eine Menge
4— M=) entspricht: ¢ 1 ist von der Klasse {1/, N).

Sind speziell die Fuuktionen f| ., f,(z) stetig, so ist weder das
vorstehende Raisonnement noch die Voraussetzung (der hochstens
abzahlbaren dichten Teilmenge) iiber E, notig. um die Stetigkeit
von gz} zu beweisen. Zu jedem Punkte o und jedem &>0 gibt
es eine Umgebung [, fir deren Punkte b,y <&, b,y, <&, also
lgﬁ;——irlbg <2 qi@) ist in a stetig.

Wir fiigen noch einige Betrachtungen iiber reelle Funktionen
hinzu. Wenn die Menge der Stellen f(r)>« stets ein J/ ist, so ist
die Menge der Stellen f(r)= u jedenfalls ein )/, (als Durchschnitt
der Mengen ;i) >u—1, u—14%, u—1,..): also in leicht verstéind-
licher Schreibweise: eine Funktion der Klasse (I, *) ist von der
Klasse {, }/,, ebenso eine Funktion der Klasse (*, N) von der
Klasse (V. \. Bilden die Funktionen f,(r), f,(s), ... von der Klasse
I, % fir jedes z eine nach oben beschriinkte Zahlenfolge mit der
oberen Schranke fiz). so ist auch f(z) von der Klasse (1, *): denn
die Menge f(z)>u ist die Summe der Mengen f, (@) >u, f,@) > u, ...
Dies gilt fiir beliebig (auch unabzihlbar) viele Funktionen, falls die
Summe beliebig vieler Jf wieder ein Jf ist. insbesondere fiir Gebiete;
die obere Schranke beliebig vieler Funktionen der Klasse
'G,* ist wieder von der Klasse (7, *), die untere Schranke
von Funktionen der Klasse (*, F) wieder von der Klasse (% F).

Die Stetigkeitsforderung fiir den Punkt o besagte, daB zu jedem
positiven ¢ eine Umgebung [, existiert, in der

—e<fl)—F@<.

Die Funktionen, die nur die eine dieser beiden Ungleichungen er-
fillen, werden nach R. Baire halbstetig genannt, und zwar heiBt
flz) an der Stelle o unterhalb stetig, wenn fiir jedes positive ¢
und geeignetes 7,

fle) > f@— &
oberhalb stetig, wenn in demselben Sinne

fla) < @)+ ¢.
Die in 4 unterhalb stetigen Funktionen gind .mit de'n
Funktionen der Klasse (G, %), die oberha}b stetigen mit
denen der Klasse (*, F) identisch. Ist ndmlich f(z) unterhalb
stetig und f(a)>u, so ist auch noch in einer gewissen Umgebung U,
f(z)>u, also o innerer Punkt der Menge / (z) >u und diese Menge
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ein Gebiet (wie immer auf den Raum 4 bezogen). Wenn umgekehrt
f@) von der Klasse (G,*) ist, so ist die Menge der z, wo f{z) > f(a) -,
ein Gebiet, dem der Punkt o und also eine gewisse Umgebung U,
angehort. Das Entsprechende gilt fiir oberhalb stetige Funktionen.
Danach ist die obere Schranke von unterhalb stetigen Funktionen
wieder unterhalb stetig, die untere Schranke von oberhalb stetigen
Funktionen wieder oberhalb stetig.

Das Verhalten einer Funktion f(z) in der Nachbarschaft der
Stelle o gibt noch zu folgenden Bestimmungen AnlaB. Nennen wir v
eine reelle Zahl die alle Werte f(z) einer geeigneten Umgebung U,
itbertrifft, » eine Zahl, die das nicht tut. Zahlen w gibt es jeden-
falls, z. B. f(a); wenn es auch Zahlen v gibt, d. h. wenn f(z) in einer
Umgebung U, nach oben beschrankt ist, so ist w< v und dieser
Schnitt in der Zahlenmenge bestimmt eine Zahl ¢(a) = f(a), die wir
die obere Grenze von f(z) im Punkte o nennen wollen.! Fir
jedes positive & ist also ein U, angebbar, in dem

flo) < 9la) + &,
wihrend andererseits in jedem U, Punkte mit

fl@) > gla)— ¢
vorhanden sind. Entsprechend ist die untere Grenze () =/{(0)
von f(@) im Punkte o zu erklaren, falls fz) in einer Umgebung
von ¢ nach unten beschrankt ist.

Ist f(z) in a oberhalb stetig, so ist ¢(a)=f(2) und vice versa;
die Differenz ¢(a) —w(a), die man die Schwankung der Funktion
im Punkte ¢ nennt, ist Null oder positiv, je nachdem « ein Stetig-
keits- oder Unstetigkeitspunkt von f(z) ist.

Nehmen wir an, daB ¢(#) iberall in 4 existiert, so ist dies
eine oberhalb stetige Funktion. Denn in einem geeigneten U, ist

f@) < p(@) + &
ist ferner U, < U, so gibt es in U, einen Punkt y mit
o) > p@) — &,
und da f({y) < g(a)+ &, so folgt
P@) < p(a) 4 2e.
Uberdies ist @(@) die kleinste oberhalb stetige Funktion = f(x);

denn soll f'(x) = f() oberhalb stetig sein, so ist ¢'(x) = ¢(z), d. h.
f'(@)= @(@). Man kann auf diesem Wege auch zur Definition von

! Wenn keine Zahlen v existieren, wird ¢(a) nicht definiert oder allen-
falls o@(a) = 4@ gesetzt. @(a) ist nicht mit dem unter Ausschluf der Stelle @
erkldrten lim sup /(%) identisch (vgl. unten).
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g gelangen: denn weun iberhaupt oberhalb stetige Funktionen
= s existieren, so ist deren untere Schranke wieder oberhalb
stetig und also die kleinste oberhalb stetige Funktion = f(2).

Ebenso ist v: ' die griBte unterhalb stetige Funktion = [(x).
Die Differenz ¢ ' — wia) 1st oberhalb stetig, also von der Klasse
F, Fi: die Menge der Stellen ¢.ri— via)>0, d. h. der Unstetig-
keitspunkte von fir), ist also ein I, die der Stetigkeitspunkte ein Gy
wie wir schon wissen.

Dieselben Betrachtungen lassen sich auch fiir einen Punkt a
anstellen, der gar nicht dem Argument 4 der Funktion f(z) angehért,
wohl aber Haufungspunkt von A in einem Raume E = 4 ist. Die
Zahlen ¢fa). v(a) werden hier als

lim sup {z), lim inff(2)
bezeichnet, im Falle .er Gleichheit als lim f(z), oder, um keinen
Zweifel zu lassen:

Es sei U, der Durchschnitt einer Umgebung von a (im Raume E)
mit der Menge {: U, = .4 enthilt unendlich viele Punkte z, die
simtlich von a verschieden sind, v sei eine reelle Zahl, die alle
Werte f(z einer geeigneten Menge U ibertrifit, » eine Zahl,
die das nicht tut. Wenn es sowohl Zahlen » als auch Zahlen » gibt,?
so st #<v und der Schnitt bestimmt definitionsgemiaf die Zahl
lim sup 77z,

Endlich kann man, wenn a der Menge .{ angehort und zugleich
Haofungspunkt ist. einerseits mit EinschluB von o die Zahlen
®(a), w(a), andererseits mit AusschluB von a, also fiir die Teil-
funktion f(z 4 —{a{), die Zahlen lim sup f(z), lim inff(z) in Betracht

ziehen, wobei offenbar

« +a) = max f(a), lim sup f(z),

w'a)= min f(a), lim inf f(z).
Die Funktion ist in a oberhalb stetig fiir f{e) = lim sup f(z), unter-
halb stetig fiir fla) = lim inf f(x), stetig fir f(e)= lim f{z).

Wir wollen noch die Klasse der Ableitungen einer im ab-
geschlossenen Intervall (z, b) stetigen Funktion f(z) bestimmen; wir
denken uns die Funktion links von a mit f(z)=f(a), rechts von b
mit f(z) = f(b) fortgesetzt und lassen z alle reellen Zahlen durch-
laufen. Wenn f(z) differenzierbar ist, so hatten wir schon gesehen

! Hier ist auch die Existenz von Zahlen » nicht sicher. Wenn es kein »
resp. kein % gibt, pflegt man lim sup /(%) = + © Tesp. — % zu setzen.
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(S. 8390), daB f'(x) als Limes stetiger Funktionen von der Klasse
(F., G, ist. Bezeichnen wir die Differenzenquotienten mit
&) —
flo, = L0210
und verstehen unter % eine positive Variable, so werden die Zahlen
lim sup f(z, z + &), liminff(z, 2+ &),
h=0 h=0

falls sie existieren, als obere und untere rechte Ableitung von
f(z) an der Stelle z bezeichnet, ebenso die Zahlen
lim sup f(z,x — k), liminff(x, 2 — 7)

0 h=0

als obere und untere linke Ableitung. Stimmen die beiden
rechten (linken) Ableitungen iiberein, so nennt man ihren gemein-
samen Wert die rechte (linke) Ableitung; stimmen alle vier iiberein,
so erhilt man die Ableitung schlechthin.

Betrachten wir etwa die obere rechte Ableitung

9(@) = lim sup flz, » + &);
h=0

wir nehmen an, daf sie iiberall existiert. Bei festem z ist also,
fir ein hinlinglich kleines (von z abhingiges) &, f(z,x %) fir h<Fk
nach oben beschréinkt; da aber f(z) beschrinkt, |f(z)| = p ist, so ist

auch fir =% |flz,z+n)|= Ek”— beschriankt, also f(z,z4%) bei

festem z fiir alle A nach oben beschrinkt. Sei hiernach % konstant,
F(x, k) die obere Schranke von f(z,z-h) fir A<k, also, da bei
festem ~ f(z,z+ %) stetige Funktion von x ist, F(x,k) eine unter-
halb stetige Funktion von z, von der Klasse (&, G;). SchlieBlich
ist, wie leicht zu sehen, g(x) die untere Schranke aller F(z, k) fir
k>0 oder, da diese Funktion mit ¥ monoton abnimmt,
. 1

9(@) =lim F(z, Z)
von der Klasse (G5, , G,).

Die beiden oberen Ableitungen sind also von der Klasse (G,,, ),
die beiden unteren von der Klasse (F, ). Wenn eine rechte
(linke) oder eine einzige Ableitung existiert, so ist sie von der Klasse
(I, &). Dies gilt zunschst absolut, bezogen auf die Menge aller
reellen Zahlen, und dann natiirlich relativ, bezogen auf das Inter-
vall (g, b).

§ 6. Die Konvergenzpunkte einer Funktionenfolge.

Wenn die Folge der Funktionen f,() in 4 nicht iiberall kon-
vergiert, so sei O die Menge der Punkte, wo sie konvergiert, D die
Menge derer, wo sie nicht konvergiert, also 4= C+ D. Uber diese
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Mengen liBt sich im allgemeinen natiirlich nichts behaupten, da
man ja jedem Punkt x eine beliebige Punktfolge 7, (x) zuordnen
kann. Wenn indessen die Funktionen f(a) stetige uder Bairesche
Funktionen sind, so ist schon aus Michtigkeitsgriinden eine spezielle
Beschaftenheit der Mengen C, D vorauszusagen.

Fir eine Folge reeller Funktionen von der Klasse (M, N}
wissen wir aus Kap. I. § 11, unter Festhaltung der bekannten Vor-
aussetzungen iiber die Mengen 1/ und Y, daB (" ein N,, und D ein
¥, ist. Fir eine Folge reeller, in .1 stetiger Funktionen
bilden also die Konvergenzpunkte eine Menge F,, die
iibrigen eine Menge G, , bezogen auf den Raum 4.

Die naheliegende Frage. ob sich nicht dieses Resultat noch
vereinfachen lifBt, ist zu verneinen, wie folgende Beispiele von
Funktionen einer reellen Variablen lehren.

() Die Folge

yy=s8in2as, y,=sindnr, yy=sin8azx, ..., y,=sin 2*nz,
konvergiert fiir alle dyadisch rationalen Zahlen z, indem dann von
einem gewissen Index ab y =0 wird. Wir zeigen, daB sie fiir kein
anderes z konvergiert. Wegen

Jn+1 —'4-/11 I/n2)7 yn+2= 2yn+1(1—-2ynz)

mub im Falle der Existenz von y=Ilimy,

3y —4y*=0, y—4y°=0,
also y =0 sein. Ist nun z nicht dyadisch rational, so kommt in
seiner dyadischen Entwicklung

z=1r 4+ - + - —025‘} + ...
jede der beiden Ziffern 0, 1 unendhch oft vor; also ist, fiir un-
endlich viele n, gleichzeitig z,,,=0 und z,,,=1, demnach

2d

wo k eine ganze Zahl und 1 <& <} ist. Daraus folgt
; . 1
sin27az = (—1)fsinnd, 'y, =sinnd > ok

und da diese Ungleichung unendlich oft erfiillt ist, so konvergiert
y, nicht nach 0, also iiberhaupt nicht.

Hier ist also ¢, die Menge der Konvergenzstellen, die Menge
der dyadisch rationalen Zahlen, d. h. eine abzihlbare insichdichte
Menge, folglich keine Menge G, und D ist kein F.

(8) Mit Benutzung des vorigen Beispiels sei

v =(—=1r: (14524 Yol .o +9,9.
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Ist = dyadisch rational, so wird fiir einen gewissen Index

By ==y = Fpys = — %y =+ F 0,
die Folge konvergiert nicht. Ist z nicht dyadisch rational, so folgt
aus dem unendlich hiufigen Bestehen von y,2>1, daB limx =0.
Hier haben also C und D gegen vorhin die Rollen getauscht; O ist
kein ¥ und D kein G;.

Die Menge der Konvergenzstellen braucht also keine Menge I
oder G, zu sein (natiirlich erst recht keine abgeschlossene Menge F
und kein Gebiet &), und die Tatsache, daB sie stets ein F ; ist,
diirfte sich kaum vereinfachen lassen.

Fir die Folgen von reellen Baireschen Funktionen des
Systems @, ist die Konvergenzmenge ein G, ; usw.

Um auch diese Ergebnisse von reellen Hunktionen auf allge-
meine zu ibertragen, nehmen wir zunichst an, daB die Bildpunkte
Yy, =1,(® einem vollstdndigen Raume Z, angehtren. Unter dieser
Voraussetzung erhalten wir folgende Darstellung der Konvergenz-
menge O. Hs sei ¢, (x)=y,y,; ferner, fir positives &, 4, (¢) die
Menge derjenigen Punkte z, wo ¢ (¢)=e ist;! sodann

4,6=D4, (¢ fir n=m+1, m+2, ...

und
_ A(e) =S (4,(8), 4,(8)y -.u)-
Dann ist
O=D(A(1), A}), AR), ...).

Dies ist namlich in Formeln das Cauchysche Konvergenzkrite-
rium, wonach die Folge y, dann und nur dann konvergiert, wenn
fir jedes & eine natiirliche Zahl m angebbar ist derart, daB y,y =
fir »>m (vgl. S. 314); oder wenn fiir jedes & der Punkt = zu einer
Menge 4,(s), also zu A(s) gehdrt. DemgemiB ist ¢ der Durch-
schnitt aller A(e); da A() = A(¢) fir e< ¢, so braucht wieder wie
in fritheren Fallen & nicht alle positiven Zahlen, sondern nur eine
nach Null konvergente Folge zu durchlaufen.

Sind nun die Funktionen f,(x) zunichst stetig, so ist (nach
S. 398) jedes g, ,(¢) stetig; dann ist 4, (&) ein 7, 4 () ein F,=F,
Ae) ein F, und C ein F ;. Der Satz, daB fir eine Folge in 4
stetiger Funktionen die Konvergenzpunkte ein F_,, die iibrigen ein
Gy, bilden, gilt also auch, wenn die Funktionswerte einem voll-
stindigen Raume angehoren.

Hatten wir bei der Definition von 4_ () die Ungleichung
Pna(®) < ¢ statt =& zugrunde gelegt, so hitte sich diese Menge

! Das Gleichheitszeichen nicht auszuschlieBen bringt hier eine Verein-
fachung mit sich, wie wir sofort sehen werden.
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als G, .1, als Gy, A(s) als G, und ¢ als G ; ergeben: ein
weniger priizises Resultat als das obige.

Sind die Funktionen f () von der Klasse {1/, N) und gehoren
ihre Werte einem vollstindigen Raum mit hochstens abziahlbarer
dichter Teilmenge an, so folat wiederum nach S. 392, daB die
Funktionen ¢_ ) von der Klasse (I, N) sind; dann ist 4 (¢)
ein N, 4_(s) e Ny=., ¢ ein N, und Cein 4\”( die Konvergenz-
punkte bilden eine Menge N . die iibrigen eine Menge M, , genau
wie bei reellen Funktionen.

Zehntes Kapitel.
Inhalte von Punktmengen.

£ 1. Das Problem der Inhaltsbestimmung.

Schon in der Elementargeometrie und sodann in der Integral-
rechnung wird gewissen Punktmengen 4 des euklidischen Raumes F,
ein Volumen f,() zugeschrieben, gewissen eine Fléche f,(4),
gewissen eine Liange /(). Mengen mit nichtverschwindendem
Volumen heiBen Korper und haben keine (oder, wenn man will,
yunendlich groBe“) Fliche und keine Liinge; Mengen mit nichtver-
schwindender Fliche heiBen Fliachen und haben keine Linge,
wohl aber verschwindendes Volumen; Mengen mit nichtverschwin-
dender Linge heiBen Linien oder Kurven und haben verschwindende
Flache und verschwindendes Volumen. Dies alles scheint bei Mengen
elementaren Charakters sehr klar zu sein; aber schon eine Menge
wie die der rationalen Punkte eines Wiirfels setzt uns in Verlegen-
heit, da sie weder mit Kérpern noch Flichen noch Linien grofie
Ahnlichkeit hat. Die Mengenlehre wird also den Versuch machen
miissen, ob und in welchem Umfange man einer beliebigen Menge 4
solche MaBzahlen £,(4), f,(4), f,(4) zuordnen kann, die fir gewShn-
liche Punktmengen die gewdhnliche Bedeutung haben. Fiigen wir
noch f,(4) = f;(4) = ... = 0 hinzu und verallgemeinern das Problem
in ersichtlicher Welse, so wird man fiir eine Punktmenge 4, im
n-dimensionalen Raume ihren m-dimensionalen Inhalt f( B
wenigstens von einem gewissen Index m ab zu definieren suchen,
unter Zulassung oder Erwartung des Verschwindens von £, ., falls
f. definiert ist. Die wichtigsten und fiir die ibrigen grundlegenden
dieser Inhalte sind die n-dimensionalen Inhalte f,(4,) von Mengen
des n-dimensionalen Raumes, also die Lingen linearer, die Flichen
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ebener, die Volumina réumlicher Punktmengen usw.; wir werden
sie ausschlieBlich in Betracht ziehen und schlechthin als Inhalte f(4)
bezeichnen.

Die fundamentale Wichtigkeit des Inhaltsbegriffs beruht vor
allem auf seinem Zusammenhang mit dem Integralbegriff (§ 5):
das Integral einer positiven Funktion wird einfach als Inhalt ener
gewissen Punktmenge definiert.

Die Theorie des Inhalts hat sich in zwei Stufen entwickelt,
die man am besten durch zwei Gesetze fiir additives Verhalten
charakterisiert. Der Inhaltsbegriff der &lteren Stufe, auf Ansitzen
von G. Cantor und H. Hankel beruhend und von G.Peano und
C. Jordan vervollstindigt, erfiillt die Gleichung

f(4+ B)=f(4) +[(B)
fiir zwei (oder endlich viele) paarweise fremde Mengen; der Inhalts-
begriff der neueren Stufe, den wir E. Borel und H. Lebesgue
verdanken, erfiillt die Gleichung
fld+ B+ C+...)=[(4)+ (B)+ [(O)+...

fiir eine endliche oder abzihlbare Menge von Summanden. Der
alteren Stufe entspricht der Riemannsche, der neueren der
Lebesguesche Integralbegriff. Der Ubergang vom Endlichen zum
Abzablbaren in der neueren Inhalts- und Integraltheorie darf als
einer der groBten Fortschritte der Mathematik bezeichnet werden,
aus dem sehr einfachen Grunde, weil Folgen (von Zahlen, Funk-
tionen, Punkten, Mengen) eben das Fundament der Analysis sind:
jenes verschirfte Summengesetz macht den Inhaltsbegriff ohne
weiteres von Mengenfolgen auf deren Summe und Durchschnitt,
entsprechend den Integralbegriff von Funktionenfolgen auf deren
Limes iibertragbar.

Wir werden den Inhaltsbegriff konstruktiv behandeln, d. h.
durch eine bestimmte Vorschrift die Zahlen f(4) definieren und ihre
Eigenschaften entwickeln. In der Wahl dieser Vorschrift liBt man
sich natiirlich durch gewisse Forderungen leiten, die an den Inhalt
gestellt werden. Eine nur auf solchen Forderungen beruhende
axiomatische Behandlungsweise ist von H. Lebesgue versucht
worden, aber nicht zum AbschluB gekommen. Man wird jedenfalls
das endliche, womdglich auch das abzihlbare Summengesetz postu-
lieren und iiberdies verlangen, daB kongruente® Mengen gleichen
Inhalt haben; um endlich einen allen Inhalten gemeinsamen Pro-
portionalititsfaktor zu bestimmen und insbesondere das Verschwinden

! Dieser Begriff ist hier elementargeometrisch zu verstehen; es handelt

sich um Mengen, die umkehrbar eindeutig und entfernungstreu aufeinander
bezogen werden kdénnen.
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aller Inhalte auszuschliefen, wird mau die Volumeneinheit fixieren,
d. h. einem n-dimensionalen Wiirfel mit der Seitenlinge 1 den In-
halt 1 vorschreiben. Danach formuliert Lebesgue das P’roblem
dahin, jeder beschrinkten’ Menge 4 des Raumes [ als Inhalt eine
Zahl fl:t =0 unter folgenden Bedingungen zuzuordnen:

‘! Kongruente Mengen haben denselben Inhalt.

7 Der Einbeitswiirfel hat den Inhalt 1.

o) Es st U+ B)y=fl4)+f(B.

i) Es ist f A+ B+ C+H..) = fld)+ f(B)+ f(C) +... fiir eine

beschriinkte Summe von abzithlbar vielen Mengen.

Dieses Problem (unter Festhaltung des abzihlbaren Summen-
axioms (J) und in Ausdehnung auf alle beschrinkten Mengen) ist
aber unldsbar, und zwar bereits fiir die linearen, um so mehr
fur die n-dimensionalen Mengen.! Wir fithren den Beweis so, daB
wir die Einheitsstrecke 4 (0 =z < 1), die den Inhalt f{4)=1 haben
soll. in abzihlbar viele kongruente (genauer: zerlegungsgleiche) Sum-
manden spalten, die also gleichen Inhalt haben miiBten und damit
das Axiom ‘0. umstoBen. Lassen wir zunichst z alle reellen Zahlen
durchiaufen und ordnen zwei Zahlen mit ganzzahliger Differenz
denselben Punkt von A zu: geometrisch gesprochen, wir wickeln
die gerade Linie, in der 4 liegt, auf eine Kreisperipherie vom
Radius _‘,}1,, , die hierdurch umkehrbar eindeutig auf .{ bezogen wird.

Zwel Menser der Form
dg=lz,y,x. ...}, L=lzte,yt+ea,v+ea,..|

sind auf dem Kreise unmittelbar kongruent, da ., aus A, durch
Verschiebung um den Bogen « entsteht. Auf der Hinheitsstrecke
sind sie zerlegungsgleich. Denn nimmt man 0 <e<1 an, was
offenbar erlaubt ist, zerlegt 4, gemiB den Ungleichungen 0 =2<1—«
und 1 —¢=2z<1 in 4,=B,+ C,, hingegen .{; gemiBl den Un-
gleichunger 0 =z <« und ¢=z<1 in ., =C, + B}, so entsteht
B, aus B, durch Verschiebung um «, C, aus C, durch Verschiebung
um «—1; B ist mit B), C; mit C, kongruent. Nach den Forde-
rungen /z)’y) haben also 4, und 4; denselben Inhalt.

Ist pun « eine irrationale Zahl, so entspricht jedem Punkt
eine abzihlbare Menge
P ={.,z—20¢ 2—0, o, 2+, z+2e, -

z

' Eine den obigen Anspriichen geniigende n-dimensionale Inbaltsbestirr}—
mung wiirde auch eine (z—1)-dimensionale liefern. Man lasse jeder (n—l)-d‘l-
mensionalen Menge B den n-dimensionalen zylindrischen Korper 4 von der Basis
B und der Hohe 1, d. h. die Menge derjenigen Punkte w=(@y, ,, ..., Za—s, Ta)
entsprechen, fiir die y = (%, %, ..., Tu—q) €in Punkt von B und 0 =2, =1 ist,
und definiere f,— (5)=[.(4).

Hauzdorff, Mengenlehre. 26
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gewissermaBen die Menge der Ecken eines dem Kreise eingeschrie-
benen reguliren Polygons, das aber unendlich viele Seiten hat und
sich nicht schlieBt; zwei verschiedene Mengen P, P, haben keinen
Punkt gemein. Wir wahlen jetzt aus jeder Menge P, genau einen
Punkt 2 aus und nennen 4,={z,y, ...} die Menge dieser Punkte,
ferner fiir ganzzahliges m
A, =lz+me, y+me, ...}

die Menge, die aus 4, auf dem Kreise durch Verschiebung um den
Bogen me entsteht. KEs ist dann

A=A = dy+ A4 +A_ + 4+ A+ ...

und alle 4, haben denselben Inhalt f(4,)=/f(4,). Das endliche

Summenaxiom (y) wiirde dann, weil fiir jede natiirliche Zahl »
1=fl4) = f(4,) + [(dy) 4 - + [(4,) = - [(4)

ist, f(4,) =0 bedingen, und damit ist das abzahlbare Summen-

axiom () verletzt.

Merkwiirdigerweise ist selbst ohne die Forderung (J) eine
Losung des Inhaltsproblems fiir alle beschriinkten Mengen unmdoglich,
wenigstens im drei- oder mehrdimensionalen Raum (vgl. Anhang).

Die elementargeometrische Vorstufe, auf der die weiteren
Inhaltsbegriffe beruhen, wollen wir nur fliichtig streifen. Als Ele-
mentarfigur verwenden wir auf der Geraden die Strecke, in der
Ebene das Dreieck, im Raum das Tetraeder, im n-dimensionalen
Raume das durch n 41 Punkte a, b, ...,7 bestimmte ,Simplex*,
namlich die Menge der Punkte z, deren rechtwinklige Koordinaten
gegeben sind durch

z,=0aa+Fb+...+Al, (i=1,2,.., n),
wobei die Zahlen ¢, 3, ..., A nichtnegativ und
e+ f+..+A=1

ist. Dieser Menge! ordnen wir als Inhalt den durch =! dividierten
absoluten Betrag der Determinante

a byl
ay by ... 1,
a,b, ... 1
11...1

zu; mit dieser Bewegungsinvariante als Grundlage alles folgenden
ist die Liebesguesche Forderung («) fir kongruente Mengen wie

" Es ist die kleinste konvexe Menge (vgl. S.329), welche. die Punkte
a,b, ..., enthilt.
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such die Forderung 3! fir den Einheitswiirfel von vornherein
garantiert.

Der bequemeren Redeweise wegen withlen wir die auf den Fall
der Ebene beziglichen Ausdriicke. Dic genannten Mengen sind
dann (abgeschlossene) Dreiecke D iinkl. Grenze), die sich auf
Strecken oder Punkte reduzieren kinnen; auch die Nullmenge wollen
wir zu ihnen rechnen. Eine Summe

P=E(D, D,. ..., D)

endlich vieler solcher Dreiecke heiBe ein (abgeschlossenes) Polygon.!
Da der Durchschnitt zweier Dreiecke ein Polygon ist, so ist Summe
und Durchschnitt zweier Polygone wieder ein Polygon; die Polygone
bilden einen Ring. Die obige Darstellung ist insbesondere so mog-
lich, daB die Dreiecke paarweise keine inneren Punkte gemein
haben; in diesem Falle definieren wir als Polygoninhalt die Summe
der Dreiecksinhalte

£ P)= (D) + 1D,) + ... + 1D,

von welcher Zahl in bekannter Weise die Unabhingigkeit von der
Dreieckszerlegung nachzuweisen ist. Sind /. Q abgeschlossene Poly-
gone mit dem Durchschnitt R und der Summe ~, so ist eine Dar-
stellung

=SSR, 1", O=Z(R. ), S=S@I. P,

moglich, wo auch P, Q' abgeschlossene Polygone sind, die mit ein-

ander und mit R keinen inneren Punkt gemein haben; aus den
Gleichungen f(P)=fiR;+ f(P") usw. folgt dann

I'F+ Q) =1(R)+ (5).

Wir wollen dies die Symmetrieformel der Polygoninhalte nennen,
in Erinnerung daran, daB S, R die symmetrischen Grundmengen
von P,  sind (Kap. 1, § 6,

§ 2. Der Peano-Jordansche Inhalt.

Im folgenden ist nur von beschrinkten Mengen die Rede. Wir
definieren:

Der suBere Inhalt ¢(4) einer Menge 4 ist die untere
Schranke der Inhalte der einschlieBenden Polygone.

Wenn also P ein abgeschlossenes Polygon = 4 bedeutet, so

! Es kann in mehrere fremde Polygone zerfallen, in das Komplementir-
gebiet hineinragende Strecken enthalten und iiberhaupt noch sehr mannig-
faltige Gestalten haben. Man bemerke, daB wir jetzt Polygonflichen, in
Kap. VIII, § 11 Polygonumfiinge als Polygone bezeichnen.

26*
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ist stets f(P) = ¢(4), withrend sich zu jedem positiven ¢ mindestens
ein P angeben 1aBt derart, daB

f(P)< gp(4)+¢;
wir wollen dies die e-Bedingung fiir P nennen.

Fiir ein Polygon selbst ist ¢(P)=f(P).

Wenn jedes Polygon P, das A einschlieBt, zugleich 4’ ein-
schlieBt, so ist ¢(4) = ¢(4). Insbesondere ist dies fir 4= 4" der
Fall. Aber es gilt auch fir 4'=4 , weil die P abgeschlossene
Mengen sind; also ist ¢(4)=¢p(4,) und zugleich ¢(4,)= p(4),

demnach
P4) = p(4,)-
Der auBere Inhalt einer Menge bleibt bei Hinzufiigung
ihrer Haufungspunkte ungeindert. Z. B. hat die Menge der
rationalen Punkte des Kinheitsquadrates den #uBeren Inhalt 1.
Es seien A4, 4, zwei beschrankte Mengen,
A=E(4,, 4,), A'=D(4,, 4,)-
Wir schlieBen 4;, 4, in Polygone P,, P, gemaB der e-Bedingung ein
und setzen
P=8(P, B), P'=D(P,P,)
Da P= 4, PP= 4, so erhilt man nach der Symmetrieformel der
Polygoninhalte
Pp(4y) + @ldy) + 2e > f(P) + f(Py)
=L ) = f( )
= p4)+ 94),

)+ p(4) < p(d) + @(4,) + 26
fiir jedes positive ¢ und demnach

(1) )+ gd) = pld) + ¢(4y),
was man wieder als Symmetrieformel der suBeren Inhalte
bezeichnen kann.

Wir heben einen Fall hervor, wo das Gleichheitszeichen gilt.
Wenn sich 4, 4, in Polygone Q,, Q, einschlieBen lassen, die keinen
innern Punkt gemein haben, so schlieBe man 4 in ein Polygon P
gemiB der e—Bedmgung ein; die Polygone P, =D (P, Q,), P,=D(P, Qz)
schlieBen 4,, 4, ein und haben kelnen inneren Punkt gemein.
Wegen P= @( P)) ist

P(4) + e > [(P) = (F)+1(Fy) = ¢p(4y) + p(4y),
also @(4)= @(4,)+ ¢(4,) und in Verbindung mit (1)
P(4) = p(4,) + p(4y)-
Inshesondere gilt dies, wenn 4, in einem Polygon P liegt, mit dem

also
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A, keinen Punkt gemein hat (4, = I, .,€ /-~ ). Sind daher A< B
zwei Mengen, zwischen denen ein Polygon liegt (1< I’< B), so ist
B— 1=(B—P)+(—.1),
gB—A)=q B—-P)+qI’—.
inshesondere (fir - =0)
G Bi=q¢g(B—D4 g0,
also
B —gB—L=q(l)— gl —4).
Diese Formel zeigt, daB der Ausdruck
v =g (M —qg(I—
wo P ein Polygon iber .4 ist, von P unabhiingig ist; denn sind
P, P’ zwei solche Polygone und B= &P, P'), so ist
g(P)— g P —A) =g’ —¢q(P'— A) = @(B)— q(B— A)
Diese nur von 4 abhingige Zahl v/(4) heilt der innere Inhalt
von 4; da nach (1) ¢ 1= qid)+ ¢ (P— ), soist () = ¢(4), der
innere Inhalt hiochstens dem HuBeren gleich.

Fiir ein Polygon P ist, wenn wir es in sich selbst einschliefen,
W(P)=g(P)— gV =q P)=f(P). Allgemein definieren wir, wenn
iuBerer und innerer Inhalt tibereinstimmen,

fld) = g () = ()
als Inhalt schlechthin und nennen die Menge 4 meBbar (im
Peano-Jordanschen Sinn).

Sind wieder ., 4, zwei beliebige Mengen, 4 ihre Summe, 4’
ithr Durchschnitt, ferner B,, B,, B, B’ die Komplemente dieser Mengen
in bezug auf ein 4 emschheBendes Polygon P, wobei also B der
Durchschnitt und B’ die Summe von B, B, ist. so gibt die Sym-
metrieformel der #uBeren Inhalte

¢(B)+ ¢(B) = ¢(B)) + ¢(B,)
durch Subtraktion von 2¢(P) die Symmetrieformel der inneren
Inhalte
2) () + () = ledy) + ity
Fir zwei fremde Mengen A, 4, gelten die Summenformeln
[ ¥4, +A2)<'/( 1+ e(4y)

@ o () + Ay) = p(4)) + ¢ (4,)
) FMA+A) < )+ p(4y)
w(d, + 4,) = w{4,)+ p(4,)

von denen die erste und vierte eine Spezialisierung der Symmetrie-
formeln sind. Die mittleren erhilt man folgendermaBen. Wir



406 Kap. X. Inhalte von Punktmengen.

schlieBen 4, 4, in ein Polygon P ein und es sei P= A4, +4,+ 4,.
Auf Grund der Beziehung zwischen #uBerem und innerem Inhalt
und mit Benutzung der beiden schon bewiesenen Formeln (3) ist
dann

P4+ 4) — p(dy) = P4, + 45) — yp(4g) = y(4)),

W(d; + 4y) — p(4,) = p(dy+ 45) — p(ds) = @(4y)-
Aus den mittleren Summenformeln erhélt man noch zwei weitere
durch Vertauschung der Indices 1, 2.

Sind jetzt 4;, 4, zwei meBbare Mengen mit der Summe 4

und dem Durchschnitt 4’, so folgt aus den Symmetrieformeln

YA) + (L) = f(4,) + [(45) = p(4) + p(4),
also, weil stets v =g, die MeBbarkeit von 4 und 4’ nebst der
Symmetrieformel der Inhalte

(4) + f(4) = f(4)) + [(4y).
Summe und Durchschnitt von zwei (oder endlich vielen) mef-
baren Mengen sind meBbar.
Ist ferner 4, + 4, meBbar, so folgt aus den mittleren Summen-

formeln

i, + 4) = p(4,) + ¢p(4,) = p(4,) + W(Az%
was zunichst eine Verallgemeinerung der Formel ergibt, durch die
der innere Inhalt definiert wurde: es ist

W(4) = (M) — p(I — 4),

wenn M eine meBbare Menge = 4 bedeutet. AuBerdem folgt, wenn
4, meBbar ist, auch die MeBbarkeit von 4,: eine Differenz meB-
barer Mengen ist meBbar. Die meBbaren Mengen bilden
einen Korper.

Ist 4, meBbar, so geben die Summenformeln

P4, + 4y) = fld) + p(4y), W4+ 4p) =[(4) + w(4y).

Insbesondere haben zwei Mengen, deren Differenz den (4uBeren)
Inhalt Null hat, denselben #uBeren und denselben inneren Inhalt.

Ein abgeschlossenes Dreieck D hat denselben Inhalt wie sein
Inneres 4= D,, da der Rand D, vom Inhalt Null (ein zur Strecken-

summe ausgeartetes Polygon) ist. Wir nennen die A (wozu auch
die Nullmenge gehort) Dreiecksgebiete und ihre Summen

ﬂ:@(dl, Azr svey 4 )

Polygongebiete; da der Durchschnitt zweier 4 ein I7 ist, so
bilden auch die Polygongebiete einen Ring. Sie sind meBbar und
ihre Inhalte geniigen natiirlich wie die aller meBbaren Mengen der
Symmetrieformel.
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Durch Tilgung eines _f aus einem 1) entsteht, wie man leicht
sieht, ein abgeschlossenes Polygon; D — J ist cin P, ebenso A4 — D
ein /1. D—II1 ist Durchschnitt von Mengen D —4, also ein /I,
and {— P ein 1. P— I oder allgemeiner P’— (0, 1]) ist ein P,
als Durchschmitt {/". D —I1 fir irgend ein D2&(/, IT); -1
oder J7— (P 11 ist ein [1.

Hiernach ist leicht zu erkennen, daB der innere Inhalt w(.0)
einer Menge die obere Schranke der Inhalte aller ein-
geschlossenen Polygongebicte ist, welche Eigenschaft auch zur
Definition hiitte dienen kionnen. Denn schlieBen wir 4 in ein Drei-
ecksgebiet ./ ein und setzen J= .1+ B, so ist v(.1)=[(4)— ¢(B).
schlieBen wir B in ein P mit /(") < ¢([3) 4 ¢ ein, so ist

= 1—-2.1, Mg 4
ein Polygongebiet und
SINZ= 40— > ety —e,
wibrend andererseits, fir jedes I7< ., w(d)= w(ll)=f(II) ist;
also ist wi_t} die obere Schranke der f(ZI). Da jedes Polygongebiet
=4 auch im Innern A, von 4 liegt, so folgt als Analogon zur
Formel ¢(4)=¢(4,) div Formel
) = 1

Der innere Inhalt bleibt bei Weglassung der Randpunkte
ungeindert; eine Menge ohne innere Punkte (Randmenge) hat
stets den innmeren Inhalt Null. Z. B. hat die Menge der rationalen
Punkte des Einheitsquadrats den inneren Inhalt 0; da sie den
iuBeren Inhalt 1 hatte, ist sie nicht meBbar. Das gleiche gilt von
der Menge der irrationalen Punkte. Da jedes Gebiet insichdicht, also
4, im Kern I, von A enthalten ist, so ist auch w(4,)=qp(4); die
Koharenzen 4,, 4,,, ... und im Falle einer abgeschlossenen Menge
die Ableitungen haben alle denselben inneren Inhalt wie 4 selbst.*
Da ferner jeder innere Punkt von 4 auch Verdichtungspunkt, also
4, 1in der Menge ,= (4, 4,) enthalten ist, so ist auch w(4,)= y(4);
eine hochstens abzihlbare Menge hat stets den inneren Inhalt Null.

Ein Polygongebiet I7 hat denselben Inhalt wie das abgeschlos-
sene Polygon I7,, das aus II durch Hinzufigung der Haufungs-
punkte entsteht, ein abgeschlossenes Polygon P denselben Inhalt
wie sein Inneres, das Polygongebiet P.2 Andererseits gibt es zu

* Piir den Fall einer abgeschlossenen Menge gilt dies auch vom #uBeren
Inhalt (vgl. S. 414).

* Fir =84, ist II,=% 4, ein abgeschlossenes Polygon. Dall P;
ein Polygongebiet ist, kann man so unmittelbar nicht schlieBen, da aus P=&D,,
nur P; = € D,,; folgt. SchlieBt man aber P in ein 4 ein und setzt 4—P=1I,
80 ist P,= 4 — 2 (4, I1,) ein Polygongebiet.
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jedem D ein ecinschlieBendes A mit beliebig kleinem f(4— D), also
zu jedem P=@&D,, ein einschlieBendes

mit beliebig kleinem f(I7 — P), und ebenso zu jedem II ein ein-
geschlossenes P mit beliebig kleinem f(ZI— P). Man kann also ein
P durch ein emgeschlossenes IT genau, durch ein einschlieBendes I7
beliebig nahe approximieren, und analog ein IZ durch ein ein-
schlieBendes resp. eingeschlossenes P. Danach konnen die P und I7
einander vertreten; ¢(4) ist auch die untere Schranke der Inhalte
der einschlieBenden I7, w(4) die obere Schranke der Inhalte der
eingeschlossenen P.

§ 3. Das Lebesguesche MaB.

Wir geben, indem wir nach wie vor mit beschrinkten Mengen
operieren, eine zweite Definition der Zahlen ¢(4), 1(4), die wir jetzt
duBeres und inneres MaB und im Falle der Gleichheit das Mab
f(4) der Menge 4 nennen. Die im vorigen Paragraphen erklirten
Inhalte sollen von nun an mit ¢,(4), 1,(4), f,(4) bezeichnet werden,
wobei der Index O an f,(4) indessen auch wegbleiben kann. Die
Mengen, fiir die f(4) existiert, heifen meBbar (im Lebesgueschen
Sinne).

An Stelle der Polygone treten, fiir die Bestimmung des duBeren
MaBes, jetzt die Summen von Polygonfolgen, und zwar wollen wir
hier Polygongebiete verwenden. Unter

G=8(I, IT,,..) =& II,

verstehen wir die beschriinkte Summe einer Folge aufsteigender
Polygongebwte II, = II,< ...; eine solche Polygonsumme ist ein
Gebiet, wie umgekehrt Jedes Gebiet sich als Summe der in ihm
enthaltenen Dreiecksgebiete mit rationalen Eckpunkten, also als
Summe einer Dreiecksfolge G =&(4,, 4,,...) und demnach, mit
II,=8(4, 4,, ..., 4,), als Summe einer aufsteigenden Folge von
Polygongebieten darstellen 14Bt. Wir ordnen jener Polygonsumme
die Zahl
g=1im 7 = lim f(IT)

zu, von der wir natiirlich zunichst noch gar nicht wissen, ob sie
blof von der Merge ¢ und nicht auch von der gewiihlten Summen-
darstellung abhingt. Wir definieren:

Das auBere MaB ¢(d4) ist die untere Schranke der g
fir alle die Menge 4 einschlieBenden Gebiete G.
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Es ist also fiv G = A stets 9 == ¢ (b, withrend sich zu jedem
positiven ¢ ein (7 mit
9<yld+te
angeben laBt.
Fir 4= 4" ist offenbar ¢(d) = ¢ (.1".
Es ist stews
q"\;{\ =gl
das dubere MaB hochstens gleich dem #uBeren Inhalt. Denn da
¢ 4 auch die untere Schranke aller f(JI) fir II= 4 ist (§ 2 am
Ende, so kénnen wir ein JT= 4 mit Il < @,(d)+ & bestimmen;
die Polygonsumme &.//. 711, IT, ... gibt dann f(II)= (), also
go{d)+e> ¢ A und damit die behauptete Ungleichung.
Fir eine abgeschlossene Menge .4 ist ¢ (d)= g,(4).
Denn bestimmen wir G = 4 nach der ¢&-Bedingung. Die Menge 4
st in {1, I,,...". also nach dem Borelschen Satze schon in
einer endlichen Summe & (I7,, 71,. .... I1)) = II, enthalten, demnach

Fld=a=limr, <gll+s
also @ (4) = ¢4 und in Verbindung mit der allgemeinen Formel
das Gleichheitszeichen.
Insbesondere ist, fiir ein abgeschlossenes Polygon,

g (P)y=q, "=fD)
gleich dem elementaren Inhalt.
Sind .4, 4, zwei Mengen mit der Summe 4 und dem Durch-
schnitt 4, so schlieBen wir sie in zwei Gebiete
G,=¢l,,. G=€I,,

gemiB der e-Bedingung ein und setzen

G=3(6,, Gy, ' =2(G,, G,),

0BT Y H'=DL,, &

at 2n I3

9

[

¢

Dann ist
G=8I, =€II;

die erste Formel ist evident, die zweite entsteht aus
=891, 11,,)

durch Weglassung derjenigen Summanden, die wegen des A.ufsteigens
der Folgen I7, , IT,, in den Summanden /I enthalten sind. '

Da nun die J7,, IT wieder aufsteigende Folgen bildep, 80 ist
nach der Symmetrieformel fiir die Inhalte der Polygongebiete

{{/(Al) + ()0(A2) + 2¢ > lim (nln + ”2n)
=lim(n,+ 7,

= @(4)+ ¢(4),
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also gilt auch hier die Symmetrieformel der duBeren Male

1) P(4)+ ¢(d) = p(4y) + P(4,)-

Wir zeigen wieder, daB in einem gewissen Fall das Gleichheits-
zeichen gilt. Wenn sich 4,, 4, in Polygongebiete I3, I, ohne ge-
meinsamen Punkt einschlieBen lassen, so schlieBe man 4 in ein
Gebiet G =& IT, gem#B der s-Bedingung ein. Setzt man

1n_®(ljnir) _ITZn:Q(IIn,I'z),

so bilden diese Polygongebiete aufsteigende Folgen, deren Summen
4, und 4, einschliefen; also ist

'P(A) + € > hm nn z hm (nl n + 77;2 n) Z w(Al) + (P(AZ)

und demgemiB

P(4) = p(4y) + Pldy).
Wenn 4, in einem abgeschlossenen Polygon P liegt, mit dem 4,
keinen Punkt gemein hat (4, = P, 4, < E— P), so gilt diese Formel
auch noch. Denn die Menge B=SD(A1, P) der Punkte von 4,, die
auf dem Rande von P liegen, hat den duBeren Inhalt 0 und erst recht
das #uBere MaB 0; nach (1) ist ¢(4)= @(4d—B)+ @(B)=¢(4—B),
also p(4—B)=¢ (A) und ebenso ¢(4, ——B):(p(Al). Die Menge
A, —B=93(4,, Pg liegt in dem Polygongebiet P,, 4, in dem dazu
fremden Polygongebiet 4 — P, wenn A ein Dreiecksgebiet = P44,
ist, also ist

P(4—B) = ¢(4;, — B) + ¢(4y),

(P(A) = (p(A1>—|- p(4,)-

Hieraus folgt nun genau wie in § 2, dafl der Ausdruck

W(d) = @(P)— ¢(P— 4),
wenn P ein abgeschlossenes Polygon iiber 4 ist, von P unabhéingig

ist; wir nennen ihn das innere MaB von 4. Die Vergleichung
mit dem inneren Inhalt

Wo(4) = @y (P) — o (P — 4),
wobei @(P)=q,(P) und @(P— A)= ¢,(P— 4), gibt w(d)=y,(4);
das innere MaB ist mindestens gleich dem inneren Inhalt. Nach (1)
ist ferner 1(4)= ¢(4), sodaB zwischen den vier definierten Zahlen
die Beziehung
Wo(4) = Y(4) = p(4) = ¢, (4)
besteht. Danach existiert das MaB jedenfalls, wenn der Inhalt
existiert, und alle im Peano-Jordanschen Sinne meBbaren Mengen
sind es auch im Lebesgueschen Sinne; wogegen das Umgekehrte,
wie wir sehen werden, nicht der Fall ist, der Kreis der meBbaren

Mengen also durch die Lebesguesche MaBbestimmung wirklich
erweitert wird.
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Wortlich wie 1n § 2 beweist man auch die Symmetrieformel
der inneren MaBe
2 vt A v (A0 e d)) A )
und die Summenformeln
g -l A= g ) g
Foh + L= A g )

W, A S ard )+ g (dy)

U';“Il =t ! = "'(-‘41)"}' ”'(-Ag)

da dies alles ja. unabhingig von der Bedeutung von ¢(d), nur auf
der Symmetrieformel (1) und der Definitionsformel von w/(.{) beruht.
Summe. Durchschnitt und Differenz zweier meBbarer
Mengen ist wieder meBbar: die meBbaren Mengen bilden
einen Korper.

Aber jetzt kommt etwas Neues hinzu: die meBbaren Mengen
bilden ein ¢-System (wenigstens in dem Sinne, dal die beschrinkte
Summe einer Folge meBbarer Mengen wieder mefbar ist) und ein
2-3ystem, Es gilt nimlich:

Ist 4=2S4, die Summe einer aufsteigenden Folge
4, 24,=..., s0 ist
] gid)=lim g(4,,).

Zunichst ist jedenfalls ¢ (4) = ¢ (1), also ¢(4) = lim ¢(4,). SchlieBen
Wir nun 4 in ein Gebiet ¢ =&(I1,, I ,,...) mit

m2)

gp=lima, <q(d,)+e

3

N

ein. Wir behaupten, daB die Mengen I7,, nicht nur mit dem
Index ». sondern auch mit dem Index m aufsteigend (I7,,= I, < ...)
gewahlt werden konnen. Nachdem (4 gewihlt ist, schlieBe man 4,
in 5, mit der Ungleichung

gy < opldy)+[p(4) + ¢ ~ig ]
ein und setze wieder

G = S(Gv Gz): G’=®(G1’ Gz)
usw. wie beim Beweise der Symmetrieformel (1). Dabei ist

=28 (4,,4,)=4,, 2D, 4,)=4,,

also

gt eAd)=9+9=9,13

< @A)+ pldy) + &
9 < pldy)+ &

Das Gebiet &= &I, mit II, = &(IT,,, II,,) erfillt also die
Forderungen, die wir an &, stellen wollten: es schlieBt 4, ein mit
9<@(d,)+¢ und es ist II,, = II,. Andern wir die Bezeichnung

1n =
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und nennen G jetzt G, so ist g, < @(4,)+¢ und II, = I, . Ver-
fahren wir mit G, gegeniiber @,, Wie Wir mit &, gegeniiber & ver-
fahren sind, und setzen dies fort, so ist die obige Behauptung
bewiesen.

Die Summe aller &, 1aBt sich nunmehr unter Fortlassung ent-
behrlicher Summanden in der Gestalt

G=6G6,=€I,,=C1
schreiben, wo die IT _ wieder eine aufsteigende Folge bilden.
Man hat

m

T, =limm, <@, +e

und wegen 4= G
pd)=limz,, =lime4,)+¢,

also g(4)=1lim ¢(4,) und in Verbindung mit der umgekehrten Un-
gleichung die behauptete Gleichung (4). Der Beweis ist, wie man
sieht, wieder einmal ein ,Diagonalverfahren®, das eine Doppelfolge
in eine einfache Folge umwandelt.

Fir die inneren MaBe unserer Mengen gilt a(4)=(4,) und

w(4) = lim y(4,);

hier ist das Ungleichheitszeichen im allgemeinen nicht entbehrlich,

wie wir aus einem Beispiel (S. 419) sehen werden. Sind nun die
Mengen 4, meBbar, so folgt

p(d) =lim f(4,) = (4)
und daraus die MeBbarkeit von 4 nebst f(4)=1lim f(4,).

Durch Komplementbildung in bezug auf ein Polygon oder eine
meBbare Menge gewinnt man den dualistischen Satz:

Ist 4= 4, der Durchschnitt einer absteigenden Folge
A4, =24,=..., so ist
(5) Y(4) = lim y(4,).

Gleichzeitig ist

pA)=lim ¢p(4,),
woraus man wieder im Falle der MeBbarkeit der Mengen 4, die
MeBbarkeit von 4 nebst f(4)=1limf(4,) folgert. Also:

Die (beschrinkte) Summe und der Durchschnitt einer
Folge meBbarer Mengen ist meBbar.

Dieser Satz bezeichnet den groBen Fortschritt der Liebesgue-
schen MaBbestimmung gegeniiber der Peano-Jordanschen Inhalts-
bestimmung,

Jedes Gebiet ist meBbar, denn G = & II ist Summe einer Folge
meBbarer Mengen (Polygongebicte). Zugleich ist, bei aufsteigenden
IT,, f(G)=1lim f(II); die zuvor benutzten Zahlen g stellen sich also
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als die Matic der betreffenden Gebiete heraus, und das fuBere
Mab g.t) ist die untere Schranke der MaBe der .1 einschlieBenden
Gebiete.

Jede abgeschlossene Menge F ist meBbar, denn in bezug auf
ein einschlieBendes Dreiccksgebiet ist das Komplement f— F= (¢
ein Gebiet, F eine Differenz von Gebieten. Man erkennt auch auf
gleiche Weise, daB die abgeschlossenen Mengen mit den Durch-
schnitten 2 P, absteizender Folgen abgeschlossener Polygone iden-
dsch sind, daB, far F=2P,. /=/F =limp,=limf(P) ist, und
daB das innere MaB v«.) die obere Schranke der Zahlen f fiir
F= 4 oder die obere Schranke der MaBe der in 4 enthaltenen
abgeschlossenen Mengen ist.

Fir eine abgeschlossene Menge hatten wir f(F)= ¢ (F)= ¢,(F)
gefunden, das MaB gleich dem #uBeren Inhalt; schlieBen wir ein
Gebiet @ in ein D ein, so daB D — G = F abgeschlossen ist, so ist
(G =D —q, F'i= /. das Mab eines Gebietes gleich dem
inneren Inhalt. Wir erhalten also folgende iibersichtliche Zu-
sammenstellung :Young:

duBerer Inhalt = untere Schranke der Inhalte der einschlieBenden

Polygone,

innerer Inhalt = obere Schranke der Inhalte der eingeschlossenen
Polygone,

auBeres MaB = untere Schranke der inneren Inhalte der ein-
schlieBenden Gebiete,

inneres MaB = obere Schranke der #uBeren Inhalte der ein-

geschlossenen abgeschlossenen Mengen.

Zu den meBbaren Mengen gehdoren ferner alle die, die aus
den F und & durch Summen- und Durchschnittsbildung von Folgen
entstehen, also die Borelschen (oder, wie man auch sagt, im
Borelschen Sinne meBbaren) Mengen F, Gy, F 5, Gy ...

Eine abzihlbare Menge hat, als Summe einer aufsteigenden
Folze endlicher Mengen, das MaB Null. Die Menge der rationalen
Punkte im Einheitsquadrat hat das MaB 0, die der irrationalen das
MaB 1; beide Mengen sind im Lebesgueschen, nicht aber im
Peano-Jordanschen Sinne meBbar.

Jede Menge 4 kann von oben her genau durch eine Menge
6,2 4, von unten her genau durch eine Menge F,= 4 approxi-
miert werden, d. h. so daB

A= f(G), wih)=[T,)
Denn wihlt man ein &, =2 4 mit f(F)< go(A)—i——;—, so hat der

Durchschnitt /7, dieser Gebietsfolge das Mab q(4); analog ist I,
zu bilden.



414 Kap. X. Inhalte von Punkimengen.

Eine Menge mit positivem inneren MaB ist von der Michtig-
keit des Kontinuums, da das approximierende F_ weder endlich
noch abzahlbar sein kann (S. 321).

Da 4,— 4,=4, die Grenze von 4 und abgeschlossen ist, so
hat man

‘Po(A) =Py (Aa) = f(Aa)a
Wo(4) = o (4y) = [(4),
Po(4) — Yo (4) = 4y = Po(4y);
der Unterschied zwischen dem #uBeren und inneren Inhalt von 4
ist das MaB oder der #uBere Inhalt der Grenze von 4. Kine Menge
hat Inhalt, wenn ihre Grenze das MaB oder den Inhalt Null hat.

Ist F abgeschlossen und 4 < F hochstens abzihlbar, so ist

q)o(F’)=f(F):f(F_A).S_(P0<F_ A)é(po(F),
also @, (F)= @,(F— 4). Der #uBere Inhalt einer abgeschlossenen
Menge wird durch Weglassung von endlich oder abzihlbar vielen
Punkten nicht geandert, ist also (wie der innere Inhalt) dem &uBleren
Inhalt aller Ableitungen und des Kernes gleich.

Fiir die (beschrinkte) Summe S =& (4,, 4,, ...) einer beliebigen
Mengenfolge gilt, weil S die Summe der aufsteigenden Folge von
Mengen €(4,, 4,, ..., 4,) ist,

@(8) = lim ¢ (& (4y, 4y, .ovy 4,)
=1im[g(4) + ¢ (dy) + -+ P(4,)],
(6) P(S)= p(4) + p(4y)+ -,
welche Formel natiirlich nur bei Konvergenz der rechten Seite
einen Sinn hat. Fir paarweise fremde Mengen 4 gilt auBerdem
Y(&)=lim (4, + 4,4-...+ 4,)
= lim [(4) + (dy) + oo + (4],
) W(8) 2= () + () oo
Also im Falle meBbarer Mengen 4,
f(A1+A2+--')=f(A1)+f(Az)+--~-

Ferner hat man im allgemeinen Falle fiir den oberen und

unteren Limes der Mengenfolge (S. 21)
M=Limsup 4,=9D(S,S,,...), = L=Liminfd =& (D, D,,...)

mit

Sn = @ (Am 'An+1’ "')’ Dn': % (Am -An+17 "'):
also, da die S, eine absteigende, die D, eine aufsteigende Folge
bilden,

W) =limy(S,), ¢(L)=IlimeD,).
Ist z. B. M=0 oder vom innern MaBe Null, so folgt lim«(S)=0
und erst recht lim (4,)=0.
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Wir fragen noch, wann die Ungleichungen fiir das iduBere und
inpere MaB einer Summe in Gleichungen {ibergelien. Nennen wir
den Durchschuitt von {4 mit einer meBbaren Menge eine in 4 meB-
bare Menge; dieser Begriff der relativen MeBbarkeit ist ein Ana-
logon der relativen Abgeschlossenheit und anderer Relativbegriffe.
Ist nun M eine meBbare Menge, D= D(4, 1) in 4 meBbar und
S=3(4,M) =M+ (4— D so ist nach Symmetrie- und Summen-
formeln

g A +gN=qg D+ qw)
= g D)+ g ot — D)4 (),

also, wegen der MeBbarkeit von ). ¢(4)= ¢ D)+ ¢(4d —D) und
schlieBlich

gl = q{f)) +q (4 — D),
ebenso

Uv(A) = D)4 (4 — D)
Daraus folgt:

Wird 4=4,+ 4,4+ ... 1n endlich oder abzihlbar viele,
paarweise fremde. in .« meBbare Mengen 4, zerlegt, so ist

gl =qi i)+ gld)+.
(A= vl A4 ()
Ist ndmlich 4 =24, I) in 4 meBbar, so hat man zunichst
g =q(d)+g(d—4),
sodann, weil ., = D4 — A, )= D4 —4;, I) auch in .1 —4,

meBbar ist,
¢ A—A)=q¢(d,)+ q(d—A4,—4,),

und so fortfahrend fiir B, =4, +, +...+.:
¢ ()= g(d)+ 7 () + @A)+ g (4 — B,
w(d) = wid))+ W)+ ...+ y(d,)+yp(d—B).
Daraus folgt die Behauptung fiir endlich viele Summanden; fiir
abzihlbar viele schlieBt man einerseits
F(4) = p(4) + ¢(dy) + o
und in Verbindung mit (6) das Gleichheitszeichen, andererseits
ap(d) = p(d) 4+ w{dy) 4 oo
da die absteigende Folge der 4 — B, den Durchschnitt 0 hat und
nach /5, limy(4— B,)=0 ist.
Ein Teil dieses Satzes ist umkehrbar: wenn
p(4) = p(4,)+ pldy) 4 ooy
50 sind die Mengen 4, in 4 meBbar.
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Handelt es sich zunichst um zwei Summanden, 4=.4 +4,,
so gibt es nach S.413 eine mefibare Menge (z. B. ein G, I = 4,
mit f(M,) = gp(4,) und ebenso ein M, = 4, mit f(I,)=p(4,). Setzt
man wieder M= & (M, M,), M =D (M, M), so ist

P () = f(24) + (M) = f(M) + f(M') = p(4) + F(I),
also f(M)=0, M und seine Teilmengen haben das Maf Null.
Danach ist D (M, 4,) = D(M,, M,) vom MaBe 0 und

Ay =D(A—4y, M) =D (4, M, — D (M, 4,)

der Durchschnitt von 4 mit einer meBbaren Menge.
Handelt es sich um beliebig viele Summanden, so folgt aus
der vorausgesetzten (leichung nach den Summenformeln

P(4) = @(d,) + p(4,) + p(4y) + ...
= () + p(dy + 45+ .. ) = 9(4),

also @(4)=q(4,)+ @(4 —A4,), demnach die relative MeBbarkeit von
4, und jedem 4 .

Hiernach zieht die Gleichung ¢(4) == ¢(4,) die Gleichung
W(d)= 2'p(d,) nach sich, wihrend das Umgekehrte nicht gilt
(vl S. 419).

Um nachtréiglich auch die unbeschrinkten Mengen (die man
auch von vornherein durch geeignete Modifikationen hitte beriick-
sichtigen konnen) in den Kreis der Betrachtung zu ziehen, definieren
wir fir eine beliebige Menge 4 die Zahlen g,(4), 1p,(4), p(4), y(4)
als obere Schranken der Zahlen ¢,(B), y,(B), ¢(B), w(B) fir alle
in 4 enthaltenen beschriinkten Mengen B, vorausgesetzt, daB diese
oberen Schranken existieren (d. h. endlich sind). Wird die Ebene als
Summe F =& F, einer aufsteigenden Folge beschrinkter Mengen B,
dargestellt, derart, daB zu jeder beschrinkten Menge ein sie ein-
schlieBendes F, existiert (z. B. als Summe konzentrischer Kreisflichen
mit den Radien ), so ist, mit 4,=D(4,E), 4=6 4, und man
sieht leicht, daB die Gleichungen
usw. bestehen, vorausgesetzt, daB die Grenzwerte rechterhand
existieren. Alles Bisherige, Symmetrieformeln, Summenformeln usw.,
ibertréigt sich damit fast ohne Anderung auf diejenigen unbeschrinkten
Mengen, deren #ufere Inhalte resp. MaBe existieren.

Wir bemerken noch, daB manche Theoreme iiber das MaB von
Punktmengen vielleicht ein vertrauteres Gesicht zeigen, wenn man
sie in der Sprache der Wahrscheinlichkeitsrechnung ausdriickt.
Wenn zwei Mengen P und M meBbar, M insbesondere von positivem
MaB ist, so kann man, fir P< M, den Quotienten f(P):f(M) oder,
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im allgemeinen Falle, den Quotienten /((1%, M)): /(M) als Wahr-
scheinlichkeit dafir definieren, daB cin Punkt von J/ der Menge P
angehdre, Betrachten wir nur Teilmengen einer festen Menge i/,
die das MaB 1 hat, so ist f(P)=p die Wahrscheinlichkeit, daB ein
Punkt der Menge P angehire. Ist P=3(1.1,), I"=D(P,F,), so
st p+p'=p +p,; pist die Walrscheinlichkeit, daB ein Punkt zu
F, oder P, gehire, p” die Wahrscheinlichkeit, daB ein Punkt sowohl
zu P, als zu P, gehore. Wenn /', P, keinen Punkt gemein haben,

0 ist p=p + p;. Ferner ist p'=p, ;; (fir p, > 0); die Wahr-

1

scheinlichkeit, daB ein Punkt gleichzeitig zu P, und P, gehore, ist
die Wahrscheinlichkeit, daB er zu P, gehére, multipliziert mit der,
daB ein Punkt von P, zu P, gehére. Die fiir sogenannte ,unab-
hingige* Ereignisse giiltice Formel p'=p p, ist natiirlich hier im
allgemeinen nicht richtiz. Auch versteht es sich von selbst, daB
bei dieser (im ganzen iberhaupt willkiirlichen) Definition die Wahr-
scheinlichkeit 0 nicht der Ausdruck der Unméglichkeit und die
Wahrscheinlichkeit 1 nicht der der GewiBheit ist; denn 0 ist die
Wahrscheinlichkeit, daB ein Punkt einer Menge vom MaBe Null (die
noch von der Michtigkeit des Kontinuums sein kann) angehore.

& 4. Beispiele und Anwendungen.

I. Lineare Gebiete und abgeschlossene Mengen. Das
MaB eines linearen beschrinkten Gebietes G'=0 ist sehr einfach
m bestimmen; & ist eine Summe (S. 330) von endlich oder ab-
zihlbar vielen zusammenhingenden Gebieten, d. h. offenen Inter-
vallen (3 <z < 5, und bezeichnet 0 =05 —a die Linge eines golchen
Intervalls 4 =[a,b], so ist

G= A+ dy+ ..., @)= O+ 0p+<ene
Das MaB einer beschrinkten abgeschlossenen Menge F erhdlt man
durch Komplementbildung; man schlieBe ¥ in ein offenes Intervall 4
ein, dann ist 4 — F= (+ ein Gebiet und f(F)= 0 —f(G).

Stellt man G =&(4;, 4,,...) als Summe von Intervallen dar,
die nicht paarweise fremd sind, so ist f{G)=0,+ dp+----

Wir wissen bereits, daB ein z B. in der Einheitsstrecke
A4(0 <z <1) dichtes Gebiet beliebig kleines MaB haben
kann; ist R—{r,r,, ...} eine abzihlbare in 4 dichte Menge, etwa
die der rationalen Zahlen zwischen O und 1, und wahlt man zu 7,
ein einschlieBendes Intervall 4, = 4, 8o hat das in A dichte Ge-
biet G—=&4, ein MaB f()=='0,, und diese Summe kam} man
konvergent und beliebig klein wablen. Ist DO=z=1) die ab-

geschlossene Einheitsstrecke, so ist die abgeschlossene Menge

Hausdorff, Mengenlehre. 21
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F=D—@G in D nirgendsdicht und hat doch ein der Zahl 1
beliebig nahe kommendes MaB. Das Mab f(G)=,(G) ist der innere
Inhalt von @&, das MaB f(F) = ¢,(¥) der aubere Inhalt von ¥, wih-
rend der #uBere Inhalt @ (G)=1 und der innere Inhalt v, (F)= 0 ist.

Die Cantorsche nirgendsdichte perfekte Menge F, bestehend
aus denjenigen Zahlen in D, die eine triadische Entwicklung ohne
Einsen haben (S. 254), hat das MaB Null; das Gebiet G =D — F ist
nimlich die Summe paarweise fremder Intervalle, deren eins die
Linge 4, zwei die Lénge §, vier die Liinge 5% usw. haben, und
hat das MaB 1{1+2+(2)?+...}=1. Man kann die Konstruktion
leicht so abindern, daB F ein positives MaB erhalt. Ist z. B.

1 2 4 5 22 23
o=[5 5]+l 2l + G5 ]+
d. h. entsteht G so, daB man das mittlere Drittel der Einheitsstrecke,
von den verbleibenden Strecken die mittleren Neuntel, dann die
mittleren 27t nimmt usw., so ist
1 2 1 .28 1 | 2.8.261 1 1,1 1

@=g+ g5 tsntosmat<zgtytmt-—3
G ist in D dicht und die verbleibende nirgendsdichte perfekte
Menge F'=D— G hat ein MaB > 1.

Zu der Cantorschen perfekten Menge F vom MaBe Null ist
noch zu bemerken: alle Teilmengen von F haben natiirlich auch
das MaB Null, und da F von der Michtigkeit ® des Kontinuums
ist, so ist das System dieser Teilmengen von der Machtigkeit 2%, Es
gibt also ebensoviele (2%) meBbare Mengen wie Mengen
iberhaupt.

Andererseits gibt es auch 2% unmeBbare Mengen. Wir
hatten (S. 402) die Einheitsstrecke 4 derart in

A=A, = ... A_j+ A+ A+ ...

gespalten, daB die 4, paarweise zerlegungsgleich (bei Aufwickelung
von A auf eine Kreisperipherie unmittelbar kongruent) waren. Es
ist leicht einzusehen, daf alle diese Mengen dasselbe #uBere und
dasselbe innere MaB haben miissen; z.B. war 4,=B,+C,, 4,=B,+0C,,
B, mit B; und ¢, mit C; kongruent, iiberdies waren B, und C, in 4,
relativ meBbar, namlich Durchschnitte von 4, mit (einseitig be-
grenzten) Intervallen, ebenso B, und C, in 4, meBbar. Demnach ist

P(4) =@ (B,) + () = p(By) + ¢(C,) = p(4,),
ebenso 4y (4,) = y(4,). Die Mengen A4, sind unmeBbar; wegen
1=f{4)= Zw(4,) ist ihr inneres MaB Null; das suBere ist positiv,
da sonst f(4)= 3 ¢(4,) ebenfalls verschwinden wiirde. Kine dieser
Mengen, 4,, erhielt man, indem man aus N paarweise fremden,
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abzihlbaren Mengen, den damaligen P, je einen Punkt auswihlte,
und diese Wahl ist auf 8= 2% Weisen moglich.

Auch die Mengen A, 4+ L o+ ...+ Ay, sind, bei fest
gehaltener natiirlicher Zahl ». paarweise in derselben Art wie oben
zerlegungsgleich (aut dem Kreise kongruent) und haben dasselbe
dubBere wie dasselbe innere MaB; das letztere ergibt sich wieder = 0.
Es 1st also

Ul + ) = el ) R en(d),
wihrend die Gleichung

Fuli g+ ) =gl)Fgid, o @(d)
jedenfalls von einem gewissen » ab nicht mehr richtig sein kann,
da die linke Seitv =1 bleibt (vgl. S. 416).

Setzt man noch
Pe=dgd+ 4+ A 4o+ 4,+4_,

s0 st 4= (P, F,.... Summe einer aufsteigenden Mengenfolge und
demnach konvergiert ¢(I’) nach ¢(1'=1, wihrend w(P)=0 nicht
nach w(4) =1 konvergiert. Kntsprechend kann man eine absteigende
Folge von Mengen bilden, deren #uBeres MaB nicht nach dem des
Durchschnitts konvergiert (vgl. S. £12.

Auf Grund der drei ersten Liebesgueschen Postulate (S. 401)
wire den Mengen .4 der Inhalt Null zuzuschreiben; man sieht, daB
die Tragweite dieser Forderungen noch durchaus nicht erschopft ist
und die Frage nach einer etwaigen, noch weitere Mengen umfassenden
Inhaltsbestimmung offen bleibt.

JI. Mengen dyadischer Briiche. Betrachten wir eine
irrationale! Zahl z zwischen 0 und 1 und entwickeln sie in einen
dyadischen Bruch:

7 % L ’j’ + f” Fons s =y s By By 5 w0 (@,= 0, 1).
Cater den n ersten Ziffern mogen sich p Nullen und ¢ =n — p Einsen
befinden. Dann gilt der Satz (E. Borel):
1

Die Menge der z, fir die lim% == hat das MaB 1.

Oder: das Komplement, d. h. die Menge derjenigen z, fiir die
% entweder iiberhaupt nicht oder nicht nach % konvergiert, hat
das MaB 0. Es besteht also die Wahrscheinlichkeit 1 dafir, daf

! Wir beschrinken uns auf diese wegen der Eindeutigkeit der dyadischen
Entwicklung: natiirlich wiirde es auch geniigen, die dyadisch rationalen Zahlen
auszuschlieBen oder unter deren beiden dyadischen Entwicklungen eine zu

bevorzugen.
27*
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die dyadische Entwicklung von = asymptotisch ebensoviele Nullen
wie Einsen aufweise.

Dieser Satz ist merkwiirdig. Auf der einen Seite erscheint er
als plausible Ubertragung des ,Gesetzes der groBen Zahlen“ ins
Unendliche; andererseits ist doch die Existenz eines Limes fiir eine
Zahlenfolge, noch dazu eines vorgeschriebenen Limes, ein sehr spe-
zieller Fall, den man a priori fir ZuBerst unwahrscheinlich halten
sollte.

Um den Satz zu beweisen, bemerken wir zunichst: die Menge
der z, deren Entwicklung mit » gegebenen Ziffern a,, a,, ..., g, be-
ginnt, ist offenbar die Menge der irrationalen Punkte der Strecke

""+ I P TS T L

hat also das MaB (d1e Menge der rationalen Punkte kommt, als

vom Mafe O, mcht in Betracht). Die Menge der z, fiir die unter
den 7 ersten Ziffern p Nullen und ¢ Einsen vorhanden sind, setzt

. ! .
sich aus (Z) = 1-7% solchen paarweise fremden Strecken zusammen
1

und hat also das MaB ( ) o

Ferner sei ¢ eine positive Zahl und M(n,s) die Menge der-
jenigen z, fiir die ,% — %bza. Das MalBl dieser Menge, die sich
immer noch aus einer endlichen Anzahl der zuvor betrachteten
Mengen zusammensetzt, ist

m(n,e):ﬁ'(ﬁ)%,

die Summe X iiber diejenigen p erstreckt, wo %— — —;— =c.
Um diese Zahl elementar abzuschitzen, wenden wir auf die fiir

beliebige z, y geltende Identitit

= () oyt = @+yp
(wo die Summe iiber alle p =0, 1,...,%n zu erstrecken ist und
0

q=n —p), wiederholt den Differentiationsprozef m—a% ~ Y5y an.

Setzen wir
U=x+y, v=r—y
so folgt ’ ’
= (5)eryn =
() (0= garys = nurto,

z(n ) (p—9)x?y? =nur +n(n—1)ur—202,
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X ( ; ) P—@PrPyt =nBn—"2) 1 nn—1)(n—2)unr—3y3,

- (; ) (=g et ui=nBu—2u +nfn—1)(6n —8)un-2p?
+ 55— 1)(0—2)(n— Syun—tp,
Also flir r=y=4¢ "
2(;) p =yt 01" =3n—2n< 3n2
oder

Hieraus folgt
3_1_ ~{n.,t(p 1\4 4 = (n)1
16 n’>~(p ’."’(‘1;—-2') "2—8."(1;)?’

3 1
s 1660 n*"

Sodann sei M(g) = Limsup }(n,e) die Menge der r, fir die un-

endlich oft % — ~_l;f =¢. Ks ist also

Mig=21051,¢), S(?,e),...),
S(n,&) =S Mln,g), Mn+1,¢),...).
Das MaB von S'n,¢) ist
‘ 3 1 1
8(’72,5115 m\n,a)—}-m(n-{-l, 8)+... &L W(F + m -+ ...) 3

wegen der Konvergenz der Reihe X ni, ist daher das MaB von M()

m(g)=lim s(n, &) = 0.
Die Menge M(¢) hat also das MaB Null, folglich auch die Menge
M =8 Mig= S (1), M), M), ...)

und dies ist gerade die Menge derjenigen z, fiir die nicht lim% = i}
(sei es, daB der Limes nicht existiert oder nicht } ist), d. h. zu
denen sich eine positive Zahl ¢ angeben 14Bt derart, daB unendlich

oft , . .hl==g Das Komplement von 1)/ hat also das MaB 1,

'n o | =
womit der Borelsche Satz bewiesen ist.

Man kann durch weiteren Fortschritt in der Kette der obigen
Identititen oder auch durch die in der Wahrscheinlichkeitsrechnung
fibliche Herbeiziehung von Integralen sogar noch beweisen, daB die

Konvergenz von % an —;— mit der Wahrscheinlichkeit 1 eine gewisse

Starke hat, z. B. daB fir jede Zahl & <1 die Menge der Punkte,
fir die lim (—% — —;—) -n?=0, das MaB 1 hat.
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Es ist evident, daB ein dem Borelschen Satz analoger fiir
triadische Briiche usw. gilt; z. B. hat die Menge der Dezimalbriiche
zwischen 0 und 1, die asymptotisch jede Ziffer 0, 1, ..., 9 gleich
oft enthalten, das MaB 1. Die Menge der Dezimalbriiche, in denen
eine Ziffer fehlt, hat das MaB Null; so auch die Cantorsche per-
fekte Menge der triadischen Briiche, in denen die Ziffer 1 fehlt.

III. Mengen von Kettenbriichen. Jede irrationale Zahl »
zwischen 0 und 1 1#Bt sich auf eine und nur eine Weise in einen
Kettenbruch

g=Llig+1igy+ Ligg oo = (@, B Tgs +0n)
entwickeln, wo die ,Teilnenner =, natiirliche Zahlen' sind.

Wir wollen das Mafl der Menge derjenigen Zahlen z ermitteln
oder wenigstens abschitzen, deren Teilnenner durch Ungleichungen
der Form

a,=x,<b, oder a,=uz,
eingeengt sind, wobei die o, natiirliche Zahlen, die b, natiirliche
Zahlen >a_ (also jedenfalls = 2) sind.
Bezeichnen wir den Komplex der ersten » Ziffern des Ketten-

bruchs mit & = (=, 2,, ..., ,); zugleich soll dies den Wert des end-
lichen Kettenbruchs

§,=lLigy+lig,+ 10+ Lig,
Un

bedeuten. Dieser nt® Niherungsbruch ist bekanntlich § = s wobei

w=1, u,=um, y U, =T, U,

U=y, =aa 41l v,=,0, 040, ,;

um die fiir »>2 giiltigen Rekursionsformeln auch fiir n=1, 2 auf-
rechtzuerhalten, ist noch

U, = 1, Uy = O,

V= 0, Yy = 1
zu setzen. Allgemein ist w,_ v, —w, v,_, =(—1).

Die Menge M(z,, z,, ..., z,)= M(,) der z, die mit gegebenen

n Ziffern beginnen, ist die Menge der irrationalen Zahlen des
Intervalls mit den Endpunkten

(s By voog BY=§, = Z"
n
und
Uy = Uy —
(@1 Byy weey @,y 1) = E,1) = *7}:_'_’0:_: .

Die Lénge dieses Intervalls oder das MaB jener Menge ist

Un Un - Up—y [ 1 1 1 1
m = |/ = — — = — [ — —
(&) Vo Vpt Oy | 00t 0u_y)  Tmy ( )
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oder, wenn wir die Abhingigkeit von der letaten Zifler «, hervor-
heben.
mE =ms_.x)= ! { oo b .

= Bl S L. - RN FURNS § TN S
Aus solchen Intervallen von den rationalen Zahlen abgesehen), die
fir bestimmtes n wegen der Eindeutigkeit der Kettenbruchdarstel-
lung paarweise fremd sind, setzen sich die im folgenden auftretenden
Mengen als endliche oder abziihlbare Summen zusammen.

Wir halten jetzt nur die ersten n—1 Ziffern & _ = (z, 15, ..., 7,_))
fest.! wahrend wir xr, durch die Bedingung a = . <b (a <b natiir-
liche Zahlen) fixieren. Die Menge dieser Zahlen 2z sei

PE_N=ME_ a4+ UE _a+1 o+ ME L b—1);
ihr MaB ist nach der obigen Kormel

| 1 1 l \‘
B A !
® = ar, ;+0n_s b’:n—l +Vn—s

Ou—y
Falls die Ziffer r nur einseitig durch a = begrenzt wird, er-
halten wir

P _=ME L+ WE et 4.
und
1 1
oy QOn—q+Ca—s
eine besondere Beriicksichtizung dieses Falles ist entbehrlich, wenn
man in bekannter Weise den uneigentlichen Wert b= co zulibt.
Ist endlich noch a=1, so erhilt man wieder die Menge M(§, _,)
aller mit £ _, beginnenden Kettenbriiche, mit dem MaB
1 1

k Yo

Ps -

7 e B e
W Faey Cymy  Tu—eg T Cn—g
Daraus folgt
P(,E,-__,) . bta—m il _ Crey ,‘",”"—1
. wt& ) o, s be,— +Pu—s
oder mit
g
= === §
Cr—y

mE,_y)  a+dF b+
Non liegt « zwischen O und 1, da die Zahlen v, mit dem Index
wachsen; bezeichnet man also von der Funktion ¢(, b, &) das
Minimum und Maximum im Intervall 0 = =1 mit
0=0(a,b), o=0a,b),
wobei der Bedeutung dieser Funktion nach 0 <o = c=1,
80 ist

pay) _ 147 1+8 pla, b, ).

o-m(E, ) =pE, ) =0 -mE,)

! Wie dies und das folgende fiir 7 =1 aufzufassen ist, liegt auf der Hand,
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Nun lassen wir auch die ersten n—1 Ziffern noch variieren, wih-
.rend die Bedingung ¢ =z, < b fir x, festgehalten wird; d. h. wir
bilden die Menge

M=M§, ,)+ Mu,_,)+...

der Kettenbriiche, deren Anfangsziffernkomplex £ _, eine irgendwie
vorgeschriebene (natiirlich hochstens abzihlbare) Menge {&,_,,7,_,,...}
durchlduft, wihrend alle folgenden Ziffern frei variieren, und die
Menge

P=P(E,_ )+ Pl,—y)+ -

derjenigen Kettenbriiche von M, deren =t Ziffer auBerdem noch
an a =, < b gebunden ist. Da die MaBe m, p dieser Mengen die
Summen der MaBe der entsprechenden Summanden sind, so gilt

om=p=om, @é%éa-

Endlich sei nun M, die Menge der Kettenbriiche, fiir die gleich-
zeitig
o =z,<b, a=x,<b,..., o,=x,<b,
wihrend die iibrigen Ziffern ‘frei variieren. Dann steht M, zu M _,
in eben dem Verhiltnis wie zuvor P zu M, falls man a, b durch
a,, b, ersetzt, und fir die MaBe m_ findet man

0 S—mn—ﬁo,
7l——mn_1— n

0,=0(a,1b,), o,=0(a,b,).

Dabei ist unter 1, die Menge aller Kettenbriiche zu verstehen, also
m, = 1. Durch Multiplikation findet man

01 0y -~ Qnémnéal Og wee Oy

Die Menge M= (M, M,,...) der Kettenbriiche, die fir jedes n
der Bedingung a, =z, < b geniigen, hat als Durchschnitt einer ab-
steigenden Folge das MaB m —=limm,. Andererseits konvergieren
auch die Produkte ¢, 9,...0,, die wegen 0 <o, =1 eine absteigende
Folge ‘bilden, gegen einen gewissen Grenzwert 0; 0,..., ebenso die
0, 0,...0, gegen o, ¢, ..., und man hat endlich

0105 =M=0,0,....
Es kommt nur noch auf die Bestimmung der ¢ und ¢ an. Die
Ableitung der fraglichen Funktion g(e, 8, #) nach  hat das
Zeichen von

@—-1)@—-1)—-(1+37?
ist also fiir a =1 immer negativ, fir ¢ >1 immer =0 bis auf die
beiden ,singulsiren” Fille o = 2,5=3 und 0 =2, b= 4, wo sie inner-
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halb des Intervalls das Zeichen wechselt.  Abgeschen von den singu-
liren Fillen, wo man

(2 3)=; 0('.3,3}:3—2]2.

()\-. + =}. a2, 4):2 — I'J
fndet, tritt also Maximum und Minimum der Kunktion an den
Intervallgrenzen ein und es ist fir a =1
-1 1

oLy =T el p= 2,
fira>1
_1_1 _ 2 _ 5,
e M= =g 0@ )= —

insbesondere noch fiir b= oo (wenn also die Ungleichung ¢ =2z an
Stelle von a =z < b tritt: und a=1

04a. ;= i , G, C)= . oy
a ’ a+1
Wir fragen nun, in welchem Fall die Menge )/ positives MaB hat;
dazu ist notwendig, duB das Produkt o, s,... positiv sei, also d1e
Reihe ='.1—¢,) konvergiere, und hlnrelchend daB o, g, ... positiv
sel, also die Reihe 31—y ) konvergiere. Nun ist fiir a>1 im
allgemeinen Fall
2 1

1—ol,b) = 237 g+ 1=

und in den singuliren 1— s eine feste positive Zahl; diese Fille
dirfen also jedenfalls, wenn (1 —¢,) konvergieren soll, nicht un-
endlich oft a.uftreten, es miissen fast alle ¢,=1 sein. Fiir a=1 ist

l1—6¢1, b= 7, und danach ist noch die Konvergenz von X i not-

wendig. Da dann 1—o¢(1,0) = b—f_— und mit 2— auch Em kon-
vergiert, ist die gefundene Bedingung auch hmrelchend Also:

Die Menge 3/ der durch die Ungleichungen o, =2,<},
eingeschrankten Kettenbriiche hat dann und nur dann
positives MaB, wenn fast alle a,=1 sind und die Reihe 27)1;
konvergiert. Falls an Stelle einer solchen Ungleichung die ein-
seitige o = tritt, 1st — =0 zu setzen, wihrend die Ungleichung
z, <b, soviel wie g, =1 besagt Nimmt man alle ¢,=1, so hat
die durch die Unglelchungen z, < b, definierte Kettenbruchmenge M
ein MaB, das zwischen . —1

b,—1 br—1
ﬂgn=an+ und o, =11,
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liegt, und das dann und nur dann positiv ist, wenn die Reihe bi

n

konvergiert.

Die Bedeutung des obigen Satzes kann man etwa so bezeichnen,
daB ein zu langsames oder zu schnelles Wachstum der Teilnenner «,
die Wahrscheinlichkeit Null erhdlt. Setzt man z. B. alle 5 =5,
alle a,=1, so hat die Menge der Kettenbriiche, deren simtliche
Teilnenner < b, das MaB 0; und die Summe dieser Mengen fiir
b=2,8,4,... oder die Menge aller Kettenbriiche mit beschrinkter
Ziﬁernfolge hat ebenfalls das MaB 0. Dies bleibt bestehen, wenn
man nur fir eine bestimmte Teilfolge natiirlicher Zahlen p die
b,="b, alle iibrigen = oo setzt; die Kettenbriiche, bei denen eine (1m
voraus fixierte) Teilfolge der z, beschréinkt ist, bilden ebenfalls eine
Menge vom MaBe Null. — Andererse1ts, setzt man o, =@, =...=2,

=1, und alle b, = oo, so hat die Menge der Ketteu-
briiche, wo z,,®,,,,...=2, das MaB 0, und die Summe dieser
Mengen fir n=1,2, 3, ... oder die Menge der Kettenbriiche mit
nur endlich vielen Kinsen hat auch noch das MaB 0: es besteht
also die Wahrscheinlichkeit 1 fiir das Auftreten unendlich vieler
Finsen unter den Teilnennern (wihrend das Auftreten von lauter
Einsen in einer im voraus fixierten Teilfolge die Wahrscheinlich-
keit 0 hatte). Dagegen hat z. B. die Menge der Kettenbriiche, wo
@, <kn®? (k eine natiirliche Zahl >1), wegen der Konvergenz der

@ = .. =0,

Reihe X lﬁ ein positives MaB, das zwischen den Grenzen liegt

kn®*—1 1y, 1\ . @ T
ﬂk?’&g-l'l_ﬂ( k—/nz).ﬂ(].-l—m)—slnﬁ.shﬁ
und
kn?—

1 P 1 7
W‘Zﬂ(l—m) =81n%:.]/—k_,
z. B. fiir k=4 zwischen den Grenzen l:sh% =2: (e
n (0,4345.... und 0,6366 ...).

IV. MeBbare Funktionen. In der (beschrinkten) euklidischen
Punktmenge 4 sei eine reelle Funktion f(z) definiert. Damit sind
fir jedes reelle y die Mengen

A(y) = Menge der Stellen », wo flz)=y,
A(y+0) = Menge der Stellen z, wo f(z) >y

definiert, die wir schon in Kap. I, § 11 und IX, § 5 behandelt
haben. Mit Lebesgue nennen wir die Funktion f(x) meBbar,
wenn die Menge A(y) fiir jedes y meBbar ist. Es ist dann auch
die ganze Menge

I

T

- 3—5) und

wl:.l

A=§A(-— ) (n=1,2,83,..)
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und jede Menge Ay+0 =2 (y+ :r)

meBbar (in einer nicht mebBbaren Mvenge gibt es keine meBbaren
Funktionen). Bezeichnet man also die meBbaren Teilmengen von
4 mit M. so sind nach unserer damaligen Ausdrucksweise die meB-
baren Funktionen in _t von der Klasse (), V), wo die M ein
«0-Syvstem bilden und ihre eigenen Komplemente sind, d. h. . —Jf
wieder ein 3/ ist: daraus folgt, daB Summe und Differenz
von zwel meBbaren Funktionen und der Limes einer kon-
vergenten Folge meBbarer Funktionen wieder eine meB-
bare Funktion ist. M f(z) ist auch ihr Betrag f(r), ihr Qua-
drat /r % ihr Produkt ¢-7iry mit einer Konstanten und, falls f()
in 4 nircends verschwindet, ihr reziproker Wert 1:f(z) meBbar; das
Produkt von zwei meBbaren Funktionen ist meBbar, da mit fund g
auch =g, f+g*—i—g =49 und fg meBbar sind. Nehmen
wir . als meBbar. so ist eine in 4 stetige oder oberhalb stetige
Funktion meBbar, denn die Mengen A(y) sind dann in 4 abgeschlossen
oder Durchschnitte von .f mit abgeschlossenen, d. h. meBbaren
Mengen . 393): ebenso die unterhalb stetigen und alle aus stetigen
durch Limesbildung entstehenden Funktionen, d. h. die Baireschen
Funktionen. Die vier Ableitungen einer stetigen Funktion sind
meBbar 3. 396). Die MeBbarkeit einer Funktion steht im engsten
Zusammenhange mit ihrer Integrabilitit (§ 5).

Wir kniipfen daran einige Betrachtungen iiber eine in 4 kon-
vergente Folge mefbarer Funktionen, deren Limes f{z)=/, (x) also
wieder meBbar ist. Es sei {iir ein bestimmtes positives ¢

A, = Menge der Stellen, wo |f,(z)— flz)| < ¢,
P = S(A,.i R we)
= Menge der Stellen, wo f,(z) —f(z). < & fir p=n,
und
B =A—.1,0Q0=10—P =8B, B, )

Da nun jeder Punkt z fast allen Mengen 4, angehort, so ist

A =Lim inf 4 = &P, B, ...},

0 = Limsup B, = D(Qy, &y, ---)-
Diese Mengen sind meBbar; das MaB von @, (und erst recht von B)
konvergiert mit % nach Null, das MaB von P, (und erst recht von 4,)

konvergiert nach dem MaB von 4. . )

Deuten wir jetzt auch die Abhingigkeit von ¢ an, 1ndem' wir
Aln, ¢ statt 4 schreiben usw. Man kann demgemsB fiir beliebig
vorgeschriebene positive Zahlen ¢, o die natiirliche Zahl n so groB

wihlen, daB f(Q(n, &) <.
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Wihlen wir eine Folge positiver Zahlen ¢, die nach 0 kon-
vergieren, und eine Folge positiver Zahlen o, mit konvergenter
Summe ¢ =0,+ 0,+ .... Fiir jeden Index & kdnnen wir n, so grofB
wahlen, daB f(Q(n,, ¢)) < .. Die Menge Q:C?Q(nk, &) hat dann

ein MaB < o, +6,+ ... = ¢, das man demgemiB beliebig klein machen
kann. In der Komplementirmenge
P=A4—Q=9 P, s)
k

ist, fiir jedes %,

1.@)— @) <& fir n=m,,
d. h. in P ist die Konvergenz gleichmifig. Jede konvergente
Folge meBbarer Funktionen konvergiert gleichmiBig bis
auf eine Menge von beliebig kleinem MaB.

Man folgert hieraus, daB simtliche Baireschen Funktionen bis
auf eine Menge von beliebig kleinem Maf stetig sind; d. h. zu jedem
positiven o gibt es eine Menge @ von einem MaBe < ¢ derart, daB
die auf P=A— Q eingeschrinkte Teilfunktion f(z|P) stetig ist.!
Diese Eigenschaft iibertrigt sich nimlich von einer konvergenten
Funktionenfolge auf ihren Limes. In der Tat wihle man bei ge-
gebenem o =0, +0,+... die Menge Q, vom MaBe <o, so, dab
f@|P) in P =A4—Q, stetig ist; die Menge Q=& @, hat ein
MaB < o und in der Menge PP=4— (' =9 P, sind alle Funktionen
f,(@| P’) stetig. Fiir eine geeignete Menge Q" vom MaBe f{Q")< o —71(Q)
ist die Konvergenz in P= P — Q"= 4 —(Q + Q") gleichmiBig, also
der Limes f(z|P) stetig, wobei Q=4 —P= Q'+ @’ vom MaBe
< o ist.

Betrachten wir noch einen iterierten Limes meBbarer
Funktionen

f(@) = lim lim £, ()
oder Lo

f(m) = lim fp(m)7 fp(m) = lim qu(m)'
r q
Bedeuten A(p, g, ¢), B(p, g, ¢ die Mengen der Stellen, wo
|7,4(@) — f@)] < & resp. =,
80 kann man durch passende Wahl der Zahlen p, ¢ das MaB von
B(p, g, e) beheblg klein machen; man kann nimlich der Menge,
wo |f, (@) —fl@)| =1Le, ‘durch passende Wahl von p ein MaB < 1o,

und dann der Menge wo |f,,(@) (@)| = ] ¢, durch passende Wahl
von g ein MaB < lo geben, Wonach d1e Summe beider Mengen

! Dies besagt natiirlich nicht, daf die Gesamtfunktion f(w|4) in den
Punkten von P stetig sei.
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und die darin enthaltene Menge B p, ¢, &) ein Mall < ¢ bekommt.
Man wihle wieder die Zahlen & nach 0 konvergierend und die
Zahlen o, mit konvergenter Summe, sodann die Zahlen s 4, derart,
daf B=B(py, ., & ein Mall <4, hat; in Ay=A{p, 4 &) st
Tma i —T@ <& In der Menge /= Lim inf 4, ist dann
Limf, =7z, Man setze noch

k

o
Q=d—P=Limsup B,=2(¢, @, ...),

1= &(By, By, -o.)-

Die Menge O, hat ein MaB <7, + 04y + ---» das also mit % nach 0

konvergiert, und Q hat demnach das MaB Null. Also: bis auf
eine Menge vom MaBe Null ist der wiederholte Limes
einer Doppelfolge von meBbaren Funktionen fp,@ auch
als Limes einer einfachen Folge von Funktionen fop s @)
darstellbar.

Hieraus schlieBt man #hnlich wie vorhin, daB jede Bairesche
Funktion bis aof eine Menge vom MaBe Null Limes stetiger
Funktionen ist: die wiederholte Limesbildung fiihrt, wenn man
Mengen vom MaBe Null nicht beachtet, nicht weiter als die einfache.

DaB es unmeBbare Funktionen gibt, geht aus der Existenz
unmeBbarer Mengen direkt hervor. Die mehrfach (S. 402, 418) er-
wihnte Spaltung der Einheitsstrecke 4= ~ 4 in unmeBbare Be-
standteile liefert z. B. eine unmeBbare Funktion, wenn man in A4,
einfach /z)=m setzt.

Hiervon kann man mit H. Lebesgue eine interessante An-
wendung machen. Das Zermelosche Wohlordnungsverfahren (S. 136)
verlangt, jeder nicht verschwindenden Teilmenge von A ein zu ihr
gehoriges Element zuzuordnen. Insbesondere mufl also jeder der
S. 401 betrachteten Teilmengen

P=l.,c—a,z,v4+a,..

ein zu ihr gehdriger Punkt
flo) =2 — am(z)

entsprechen, wo m(z) eine von # abhingige ganze Zahl ist; wir
haben hierbei wieder z von der Beschrinkung 0 =z < 1 befreit,
sodaB Werten von z mit ganzzahliger Differenz derselbe Punkt
der Einheitsstrecke 4 entspricht. Da nun allen Punkten von P,
derselbe Punkt zugeordnet sein soll, so darf f(z) bei einer Anderung
von z um Vielfache von ¢ nur ganzzahlige Anderungen erfahren,
d. h. flr+ ) — f(x) muB eine ganze Zahl sein. Das gibt wegen der
Irrationalitdt von o

m(z+ «) = m(z)+ 1.
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Die Funktion m(z) nimmt also in jeder Menge P, alle ganzzahligen
Werte an und jeden nur einmal; wir erhalten damit genau eine
solche Zerlegung 4= =4 , wie wir sie betrachteten, wobei 4, die
Menge der Stellen in A4 ist, wo m(x)=0, und 4, die Menge derer,
wo m(x)=m. Die Funktionen m(x) und f(z) sind also nicht melbar,
und diese Tatsache, daB die Zermelosche Auswahl der ausgezeich-
neten Elemente auf unmeBbare, also ,analytisch nicht darstellbare«
Funktionen! fiihrt, erklart in gewissem Sinne die Unzuginglichkeit
des Wohlordnungsproblems.

§ 5. Das Lebesguesche Integral.

Wir ordnen einer reellen nichtnegativen Funktion in gewisser
Weise eine Punktmenge, ihre ,Ordinatenmenge®, zu und definieren
das Integral der Funktion als Inhalt resp. MaB der Punktmenge;
je nachdem erhalten wir das Riemannsche oder das Liebesgue-
sche Integral. Das letztere zeichnet sich durch die weit um-
fassendere Menge integrabler Funktionen und durch den erleich-
terten Ubergang von einer Funktionenfolge zu ihrem Limes aus:
wir wollen unsere Betrachtung auf eine REinfilhrung in diesen
modernen Integralbegriff beschrinken. Wir behandeln nur ein-
fache Integrale von Funktionen einer reellen Variablen, wo also
flz) in einer linearen Punktmenge 4 definiert ist und eine ebene
Ordinatenmenge liefert; diese Einschriankung, die der bequemeren
Ausdrucksweise dient, ist iibrigens durchaus unerheblich und kann
mit einem Federstrich beseitigt werden, indem man unter 4 eine
n-dimensionale, unter B die entsprechende (n4-1)-dimensionale eukli-
dische Punktmenge versteht. Mehrfache Integrale (die bekanntlich
von mehrmaligen einfachen Integralen zu unterscheiden sind) bieten
also prinzipiell keine grofere Schwierigkeit als einfache. Wesent-
licher ist die im folgenden innegehaltene Kinschrinkung auf eigent-
liche Integrale, wo f() eine beschriinkte Funktion eines beschréinkten
Arguments ist und zu einer beschrinkten Ordinatenmenge fiihrt.

Wir bezeichnen die LiangenmaBe linearer Mengen mit ¢, (4),
Y, (4), f,(4) (uBeres Mafl, inneres MaB, MaB), die FlichenmaBe
ebener Mengen mit ¢,(B), v,(B), f,(B).

Wir wahlen in einer Ebene ein rechtwinkliges Achsensystem;

! Analytische Operationen sind, wenn man dem Ausdruck einen prizisen
Sinn geben will, wohl die vier Spezies und die Bestimmung des Grenz-
werts einer konvergenten Folge zu nennen; analytisch darstellbar diejenigen
Funktionen, die aus # (oder mehreren Variablen) und Konstanten durch ana-
lytische Operationen entstehen. Alle diese Funktionen sind jedenfalls Baire-
sche Funktionen, also meBbar.
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4 sei eine beschriinkte Punktmenge auf der Abszissenachse und f(z)
eine in . definierte. reelle, beschriinkte, nichtnegative Funktion
{72'=0). Unter einer zu dieser Funktion gehorigen Ordinate B,
verstehen wir die Verbindungsstrecke der beiden Punkte (x, 0) und
(r,/le). wenn & ein Punkt von .{ ist; wir wollen dieser Strecke
ihren oberen Endpunkt nicht zurechnen, also B_ als Menge der
Punkte \r, y) mit festem z und

0=y<fiz)
erkliren. B_ ist nur fiir positives f(z) von Null verschieden. Die

T

(beschrankte) Summe
B= 2B

T
T

aller dieser Ordinaten nennen wir die zur Fanktion gehérige Ordi-
natenmenge (der Leser kennt sie aus den Elementen als ,das von
der Kurve y = f(z), der Abszissenachse und zwei Ordinaten begrenzte
Flachenstiick, wenn 4 namlich ein Intervall ist). Wir definieren
dann als oberes und unteres Integral! von f(z) das duBere
und innere MaB von B:

Jr@ =g, [ = w®),

und als Integral schlechthin den gemeinsamen Wert beider im
Gleichheitsfalle, also das MaB von B:

ff(z) = f,(B)-

Wenn das Integral existiert, heit die Funktion integrabel oder
auch summierbar.?

Diese FErklarungen bezogen sich auf den Fall einer nicht-
negativen Funktion. Ist f(z) jetzt eine beliebige, aber beschrinkte,
in 4 definierte Funktion, so setzen wir

=@+, "@=%/@]|-3/@)
f@)=1@)—1"@-

Die Funktionen f’iz), f”(z) sind nichtnegativ; /'(z) ist = f(z), WO
fley=0, sonst = 0, und Entsprechendes gilt von f’(z). Wir

also

! Wir schreiben hier unbedenklich ['f() statt [ f(z)d« und unterdriicken
auch die Angabe des Argumentes 4 (des ,Integrationsgebietes).

2 Dieger Ausdruck soll die Integrabilitit im Lebesgueschen Sinne von
der im Riemannschen Sinne unterscheiden.
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definieren dann, wenn B, B” die Ordinatenmengen dieser Funktionen
sind, als oberes und unteres Integral von f (ac)

ff(x>=,ff'< e — ,(B"),
f fla) = f e [ (@) = Wy (B) — ¢, (B"),

woraus folgt

J1@ = [16) = [9.8) = $(B)] + [92(B") — %a(B")

sodaB das obere Integral nicht kleiner als das untere ist. Beide
fallen dann und nur dann zusammen, wenn einzeln B’ und B”
meBbar, 7'(z) und f”(z) integrabel sind, und der gemeinsame Wert
wird in diesem Falle als Integral von f(z)

Ji@) = [f@— ['@=1B)~fE
erklart.

Der Funktion |f(%)| entspricht die Ordinatenmenge B=B'+B";
zugleich mit f(z) ist also |f(#)| integrabel (nicht umgekehrt) Fir
die Funktion — f(z) tauschen B’ und B” die Rollen, also ist

P flo) == [f@), [J—f )= — [ 1@

Ist 0= f(z) =g(x), so ist die Ordinatenmenge von f(z) in der von
g(@) enthalten, also

JI®=[o@), [f@O=[9@
Diese Ungleichungen bleiben auch bestehen, wenn f(z)= g(z) von

beliebigem Vorzeichen sind, da dann f'(z)=g¢'(2), /"(®) =g" (). Ins-
besondere ist

Jer@=[ir@l, [xr@=[If@l
woraus folgt, dafl die Betriige von f f(z) und f f(x) hochstens gleich
I|f (@)| sind. Ist f(z) integrabel, so ist

| [f@|= [

Werfen wir im Vorbeigehen noch einen Blick auf das Rie-
mannsche Integral, das man erhilt, wenn man nicht die Liebesgue-
schen MaBe, sondern die Peano-Jordanschen Inhalte fir g,, v, f,
setzt; oberes und unteres Integral werden hier auch als die
Da.rb ouxschen Integrale bezeichnet. Es bedarf keiner Ausfithrung,
daB durch den Ubergang vom Inhalt zum MaB das obere Integral
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(wern es sich iiberhaupt iindert verkleinert, das untere vergroBert,
beide einander geniihert werden. Das System der integrablen
Fuoktionen erweitert sich wie das der meBbaren Mengen; eine
Funktion mit Riemannschem Integml hat auch ein Lehesrruesches
it dem gleichen Wert), aber sie kann dieses obne jenes haben.
Dem Leser wird es vielleicht noch erwiinscht sein, wenn wir die
hier gegelene Erklirung der Darbouxschen Integrale mit der
traditionellen zu volliger U‘»uun\mmnung bringen. Nehmen wir

F=0 und 4 als abgeschlossenes Intervall (a, b) an (dies ist er-
laubr. da man zu dem urspriinglichen Argument beliebig viele Stellen
wit /(=0 hinzutigen kann, die ja zur Ordinatenmenge keinen

Beitrag liefern. Teilen wir das Intervall durch Einschaltung von
Zwischenpunkten

a=r, <5 <5< ..<2,_ <@, =b
und errichten iber dem Teilintervall r,_, =<2 =gz, ein (abgeschlos-
senes. Rechteck R; die Summe dieser Rechtecke sei

R=8(Ry, B,y ...y B).

Durch ganz elementare {'berlegungen erkennt man, daB ¢,(B) untere
Schranke der Inhalte f,(/; der Rechteckssummen R = B, 1,(B) obere
Schranke der Inhalte 7,(R) der Rechteckssummen R<B ist (d. h.
daB man statt der definitionsgemiB zu verwendenden allgemeinen
Polygone diese speziellen Polygone /! benutzen darf). Wihlt man
noch die Hohen der Rechtecke im ersten Fall méglichst klein, im
zweiten moglichst groB, so heiBt das: ist y; die obere, 7; die untere
Schranke von f(z) im Intervall (»_,, z) von der Linge d,=o,— =, |,

o ist das obere Darbouxsche Integral J f(z) die untere Schranke
der Summen X'y, J;,, das untere ff die obere Schranke der

Summen X'/ 0, fir alle moglichen Intervallteilungen. Das ist die
bekannte Definition in ihrer einfachsten Gestalt, und dies bleibt
auch fir Funktionen beliebigen Vorzeichens richtig.

Unsere weitere Betrachtung bezieht sich wieder auf das
Lebesguesche Integral. Wir definieren wie in § 4, IV fiir eine
reelle Zahl y
(4} A(y) = Menge der Stellen z, wo f(z)=y,
und nennen die Funktion f(z) meBbar, wenn die Menge A(y) fir
jedes y linear meBbar ist, d. h. ein LingenmaB fl(A(y)) besitat.

Integrale konstanter Funktionen. Ist % eine positive
Zahl und f(z)=7 in 4 konstant, so ist

2 Jh=heq,  [h=hou(a)

Hausdorff, Mengenlebre. 28
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Beweis. Ist zunichst G ein lineares Gebiet, H die zugehorige
(der konstanten Funktion f(z)=~h entsprechende) Ordinatenmenge,

so ist
fo(H) = k- f,(G).

Denn G zerfallt in (endlich oder abzahlbar viele) paarweise fremde,
offene Strecken, H entsprechend in paarweise fremde Rechtecke von
der Hohe % (mit einem Teil des Randes) Das Liangenmall von &
ist die Summe der Streckenlingen, das FlichenmaB von H die
Summe der Rechtecksflichen oder der mit % multiplizierten Strecken-
langen.

SchlieBen wir jetzt 4 in ein lineares Gebiet G ein mit
f(G< @, (4)+¢, so schlieBt die Ordinatenmenge I von G die
Ordinatenmenge B von A ein und es ist

Po(B) = fo(H) = h-;(G) < h- g, (4) + he,
also @,(B)=h-q,(4).

Andererseits sei B’ die Menge, die aus B durch Hinzufiigung
der oberen Endpunkte der Ordinaten entsteht (0 =y =7%); B’ unter-
scheidet sich von B um eine Menge vom FlichenmaB Null und es
ist daher ¢,(B")= ¢,(B). SchlieBen wir B’ in ein ebenes Gebiet A’
ein mit f,(H) < ¢,(B)+¢. Zu jedem Punkt » der Ordinate B, gibt
es eine quadratische Umgebung @, < H' (ein Quadratinneres mit %
als Mittelpunkt und Seiten parallel den Koordinatenachsen); nach
dem Borelschen Satze geniigen, da B, abgeschlossen ist, endlich
viele , zur Bedeckung von B_, und aus diesen ¢, gewinnt man
ein in H' liegendes, B, einschliefendes unberandetes Rechteck H',
mit Seiten parallel den Koordinatenachsen. Von diesem Rechteck,
das unter die Abszissenachse und iiber die Gerade y=~7% hinaus-
ragt, sei G, der Durchschnitt mit der Abszissenachse und H, der
Durchschnitt mit dem Parallelstreifen 0 =y < 4. Dann ist G, eine
offene Strecke, ¢ =@& &, ein lineares Gebiet >4 und B=6 H<H
die Ordinatenmenge zu @. Demnach hat man

Po(B)+ &> [(H) = f,(H) = h- (@) = k- @, (4),

also @, (B)=h- ¢, (4) und schlieBlich p,(B)=h-q,(4).

Durch Komplementbildung (indem man 4 in eine Strecke, B in
das entsprechende Rechteck einschlieBt) findet man p,(B) = h-1y, (4),
womit die Gleichungen (2) bewiesen sind. Das Integral f I existiert
dann und nur dann, wenn A meBbar ist, und ist =h-f,(4); dies
‘gilt auch fir negatives 4.

Zerlegung in Horizontalstreifen. Fiir eine in 4 definierte

nichtnegative Funktion f(xz) schneiden wir die Ordinatenmenge
B=2'B, mit dem Parallelstreifen h =1y <k, wobei »=0 voraus-
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gosetst sei: der Durchschnitt sei )= >D . Der Ordinatendurch-
sehnitt D, ist durch das Zusammenbestelien der Ungleichungen
h=y<k, i

definiert. verschwindet also jedenfalls fiir fl@Y< k (sogar auch noch
fir f'=~A): und 7+ kann, wenn wir die \
Abszissenachse nach y=14 verlegen, als cen )
Ordinatenmenge einer Funktion avgeschen  ~ B ‘
werden, die nur fiir f(z) = /. also nach (1) got ek -
in der Menee A definiert, in der Menge |
4% gleich %~ —# und sonst gleich g e o]

[-*l'\—}l <k—h Flg. 53,
ist. D liegt also zwischen zwei Mengen,
die sich als Ordinatenmengen der konstanten Funktion % —7% mit
den Argumenten .4} und .11k auffassen lassen, und daraus folgt

k—=hyg (k= F D)=k —=h)g, (\/;1(_/1}),
{ k=R g i = v, (10 =ik — )y (A (fr) .
Aus diesen Formeln gewinnen wir eine notwendige Integrabilitits-
bedingung. Ist f(z) integrabel, so ist B, also auch D meBbar,
¢y D=, D, und die letzten Ungleichungen geben
gk = ’11)) W=nr<k.

Halten wir % fest und lassen % eine F olge positiver, wachsender,
nach & konvergenter Zahlen %, durchlaufen, so bilden die Mengen
Ath eine absteigende Folge mit dem Durchschnitt .1(k) und es ist
'S 3, G ’)

i3

ay (_,1 ki o= lim (;1(/11'}\) =q, (_l(k)) i
also i (A'k), = ¢, (4ik), mit andern Worten:

Damit’f{z integrabel sei, muB jede Menge () firy>0
linear meBbar sein.

Fir die Menge 4:0,= A versagt dieser SchluB, und das ist
ganz naturgemiB, da ja die Stellen, wo f(z)=0, keinen Beitrag zur
Ordinatenmenge geben; aus eben demselben Grunde kann man
allerdings (nach eventueller Hinzufiigung solcher Stellen) 4 als meB-
bar, z. B. als Intervall, voraussetzen. Da auch, fir negatives y,
A%, =4 1ist, so ergibt sich: eine (in einer meBbaren Menge 4
definierte) integrable Funktion ist meBbar.

Wenn das Integral der nichtnegativen Funktion f(z)
Null ist, so ist f(z)=0 bis auf eine Menge vom Mafic Nul'l.
Denn dann ist e,(B)=0, also in (3) ¢,(D)=0, g, (4(k) =0; die
Menge .4k, fiir positives & und folglich die Menge
&(4(1), A, AG), )

der Stellen, wo f'z) >0, hat das LingenmaB Null.
28*
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Um zu beweisen, daB auch umgekehrt eine meBbare Funktion
integrabel ist, verstehen wir unter d die obere Schranke von f(x)
oder eine noch groBere Zahl, sodaB die Ordinatenmenge im Horizontal-
streifen 0 =y < d liegt. Wir teilen durch Einschaltung von Zahlen

0=y, <y <Yy <+vr <Ypy <y,=d

diesen Streifen in Teilstreifen, und es sei B, der Durchschnitt von
B mit dem Streifen
Y =Y <Y; (i=1,2,...,m).

Hierdurch wird B= =B, in relativ meBbare Mengen zerlegt,
sodaB (S. 415)
Py(B) = Z¢y(B);  ¥,(B) = Y, (B).

Benutzt man dann die Formeln (3), so folgt

Sy~ 1)1 (A0)) = 92(B) = 2l — vi—1) 1 (A1)
und analog fiir .

Da ¢, (4(y)) eine mit wachsendem y monoton abnehmende (ge-
nauer: nicht zunehmende) Funktion von y, also im Riemannschen
Sinne integrabel ist, so ist, bei allen moglichen Zerlegungen in Teil-
streifen, die obere Schranke der linken Seite und die untere der
rechten Seite in der letzten Formel das Riemannsche Integral

von g, (A(y)), also in gewthnlicher Schreibweise
d

d
(4) @o(B) = [ @, (4)dy, ,(B) = [, (4@))dy.
0 0

Hiermit sind Lebesguesche Integrale auf gewdhnliche, Flichen-
mafe auf LangenmaBe zuriickgefithrt; zugleich ergibt sich, dab eine
meBbare Funktion integrabel und

(3) LB = [f,(A@)dy
0

ihr Integral ist. Wenn f(z) bis auf eine Menge vom L#ngenmaf
Null verschwindet, also £, (4(y)) =0 fiir positives y, so ist f f@)=0.

Falls es sich, statt um eine nichtnegative, um eine (beschriinkte)
Funktion f(x) beliebigen Vorzeichens handelt und wir das Argument 4
als meBbar annehmen, so lehrt die Definition des Integrals (S. 432):
ist f(#) integrabel, so sind /(z) und f”(z) integrabel, also meB-
bar, und f(2)=f"(z)— f"(x) ebenfalls meBbar; ist f(x) meBbar, so
sind auch |f(@)|, f'(#) und f”(x) meBbar, also f'(x) und /’(z) und
damit f(z) integrabel. Die Identitidt integrabler und meBbarer (be-

schrinkter) Funktionen gilt also fir Funktionen beliebigen Vor-
zeichens,
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Zerlegung in Vertikalstreifen. Kine in .{ definierte
Funktion j{r) gibt fir jede Teilmenge I von .1 eine Teilfunktion
/&' P), deren Integrale (iber das Argument P) wir mit

Jre [re n, [re P

bezeichnen. Diese Integrale sind fiir nichtnegatives /(@)
Farl0 v (O f,(O),

5, die der Teilfunktion entsprechende Ordinatenmenge

L P

wenn Q =

ist. Wenn 7 in .1 meBbar ist, so ist auch () in B meBbar; denn
ist P=2 0.0, so st Q=2 B.N), wo N\ cine iitber der linear
meBbaren Menge )/ errichtete Ordinatenmenge von konstanter, hin-
reichend groBer Hohe ist. Wird .1 in eine endliche oder abziihl-
bare Menze paarweise fremder Summanden 4 =.{, +.1, 4 ... zerlegt,
so entspricht dieser eine Zerlegung B= B + B,+... der Ordinaten-
menge, und aus den Formeln § 3, 6. (7} folgt

JiasX[1e &), [f=Z[6],

Nehmen wir aber insbesondere di; 4, in .4 meBbar an, so sind
auch die B, in B meBbar und es gelten die Gleichungen

(6) f;‘(x,=.: ] fl& 4), _f fa)= = J f(w]-L),

von denen man unmittelbar sieht, daB sie, und zwar mit absoluter
Konvergenz der Reihen rechterhand, fiir eine Funktion beliebigen
Vorzeichens bestehen bleiben. Ist f(z) integrabel, so auch jedes
[z 4, und dann gilt

q f/'(I, = Ef/'(I Ag).

Insbesondere ist dies alles richtig, wenn A4 und die 4, (absolut)

meBbar sind.

Um hiervon eine Anwendung zu machen, nehmen wir . als
A

Intervall (a, ) und f(z) als integrabel an; unter f f(z) verstehen wir

a

das Integral iiber ein Teilintervall (¢, ) fir ¢« = und setzen

a 7
ff(a:):—ff{:ﬁ).
i a

Ob wir die Endpunkte des Intervalls mitzihlen, ist natiirl‘ich
belanglos, da einzelne Ordinaten das FlichenmaB O haben. Sind
alle diese Intervallintegrale (oder nur die bei fester unterer und

variabler oberer Grenze) bekannt, so ist f fl@| P) fur jede meBbare
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Teilmenge P von 4 bekannt; denn nach (7) erhilt man das Integral
iiber ein Gebiet G als Summe von Integralen iiber paarweise fremde
Intervalle, das Integral iiber eine abgeschlossene Menge F als Diffe-
renz von Integralen iiber 4 und G (4 — F ist, von den Endpunkten
von A4 eventuell abgesehen, ein ), das Integral iiber eine Menge
F. wieder nach (7), da wir mit aufsteigenden F,

F,—&(F, F,,..) = F, +(F— F) + (F— Fy) + .
annehmen konnen, endlich fiir eine beliebige meBbare Menge P, die
wir ja in ein F, mit gleichem MaB und eine Menge vom Mafie Null
zerlegen konnen, f flz|P)= f flz|F). Wenn insbesondere alle Inter-
vallintegrale verschwinden, so auch alle Integrale iiber meBbare
Teilmengen; dann muB aber f(z) bis auf eine Menge vom MaBe
Null verschwinden. Denn ist P die meBbare Menge der Stellen,
wo f(z) > 0, so folgt aus dem Verschwinden ven f flz| P) nach 8. 435,
daB P vom MaBle Null sein muB, und das Gleiche fiir die Menge
der Stellen mit f(z)< 0. Also: eine in (o, b) integrable Funk-
tion f(x), deren Integral in jedem Teilintervall verschwindet,
verschwindet selbst bis auf eine Menge vom MaBe Null.

Kehren wir zu den Formeln (6) zuriick; wir wollen jetzt 4 als
meBbar und eine Zerlegung in endlich viele meBhare Mengen

A=A+ Ayt 4+ 4, = S 4,
annehmen; zur Abkiirzung setzen wir
0;=1(4), =0;=f(4).
Ist weiter p, die obere, i, die untere Schranke von f(z) in 4,, so
gibt die Ungleichung A, = f | 4,) = p, durch Integration iiber A

§<f/. lA <ff |A p’L i

(8) Elié\ié‘/‘f(w)éff<x)§2y’i5”

X

Nennt man & die untere Schranke der oberen Summen X p,d;,
& die obere Schranke der unteren Summen =40, bei allen mog-
lichen Zerlegungen, so ist also

(9) [fe=o, [fo=v.

Wir werden nachher sehen, daB hierin die Gleichheitszeichen gelten,
sodaB wir damit die beiden Lebesgueschen Integrale in formal
dhnlicher Weise wie die Darbouxschen erkliren konnen, nur daB
statt der. speziellen Zerlegungen .in Intervalle die allgemeinen in
meBbare Mengen zu betrachten sind.
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Ist zundchst [0 meBbar oder integrabel, so gehort zu den
fraglichen Zerlegungen die folgende: wenn alle Werte von f(z)
zwischen ¢ und d liegen, so teilen wir dies Intervall wieder durch
Einschaltung von Zwischenpunkten

c=y0<y]<yﬂ<"'<yu—)<yn=d

Ay= Ay,)— Ay,

und setzen

d. b.
4;= Menge der Stellen, wo y,_, =/(x)<y,;

denn diese Mengen sind meBbar. Da damn =y, 1, =y,_,, so
kann die Differenz der oberen und unteren Summe

)0;
beliebig klein gemacht werden, indem man die Teilintervalle

u =y, <e¢ wihlt (die Summe wird dann <e- X9, =¢-f,(4). Fir
eine integrable Funktion ist also in der Tat

f/'(a:/ ==Y,

das Integral die untere Schranke der oberen und zugleich die obere
Schranke der unteren Summen.

Sind fir und g, also auch /'x)=f(z)+g/s) integrable Funk-
tionen in A, so gilt fiir die beziiglichen Schranken in irgend einer
Teilmenge von 4
(10, =t u, A= Lot 2,
und demnach

fk(:m</f —i—fgu, f/zm>ff +fg

J @ +9@)= [f@+ [9@)

das Integral der Summe ist die Summe der Integrale.
Fiir eine Konstante ¢ ist

[ef@) = o [ fio)
Wenn die in 4 definierten, integrablen Funktionen f,(z) gleich-
miBig beschriankt sind, d. h. eine Ungleichung

g
S — 0, =2y — vy,

also

[f@) | =u
fir alle » und = besteht, und wenn f(z)=limf,(z), so ist
11 J @) =1lim [f,(),

das Integral des Limes gleich dem Limes des Integrals.
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Es ist namlich auch f(z) integrabel (meBbar) und mit
9,@) =|1,[@)— @]
|[1) = [1@)] = | [ (@) = 1) | = [ sal0)

Fiir ein bestimmtes & > 0 sei P, die Menge der Stellen z, wo g,(2) <s¢,
Q,= A — P, die Menge derer, wo g,(@)=¢; in @, ist aber wenigstens

9.@)=|f,@]|+ |f@@)| =2u. Da B, und Q, meBbar sind, so folgt
Ja@=¢-f,(P)+2u-1,(Q,)-

Nun ist Limsup Q, =0 (8. 427), lim/,(Q,)=0, also fir hinlénglich
groBes n das zweite Glied der rechten Seite < ¢ und

Ja.@<e1,(4)+e, lim [g, (=0,
womit die Formel (11) bewiesen ist.

Die Tatsache, daB eine konvergente Folge integrabler Funktionen
immer wieder eine integrable Funktion liefert, und die relativ ge-
ringe Einschriinkung, unter der die Vertauschung von Integral und
Limes (im Fall einer Funktionensumme also die Integration gliedweise)
gestattet ist, bildet einen fundamentalen Vorzug der Liebesgueschen
Integrale vor den Riemannschen, bei denen die gleichmiBige Kon-
vergenz — eine freilich auch zu enge Bedingung — gefordert zu
werden ptlegt.

Um Anwendungen davon zu geben, sei B eine beschrinkte
ebene Punktmenge, nicht mehr notwendig eine Ordinatenmenge, B,
ihr Durchschnitt mit der zur Abszisse x gehirigen Geraden parallel
der Ordinatenachse, 4 die Projektion von B auf die Abszissenachse
oder eine diese Projektion enthaltende beschrinkte Teilmenge der
Abszissenachse, etwa ein hinreichend grofies Intervall, so daB auBer-

4
halb 4 jedenfalls B,=0 und B= 2B, ist. Wir suchen einen Zu-

sammenhang zwischen dem FlichenmaB von B und den Liangen-
maflen der B,.

Ist B zunichst ein Polygon P, so ist P, eine Summe endlich
vieler Strecken und

()= [(F,).

Denn die Ordinatenmenge zur Funktion f,(P,) ist offenbar selbst
ein Polygon, dessen Flichengleichheit mit P elementargeometrisch
bewiesen werden kann, durch Zerlegung in rechtwinklige Dreiecke
mit Katheten parallel den Koordinatenachsen.

Ist ferner G' ein ebenes Gebiet, so 14Bt sich dies als Summe
einer aufsteigenden Folge P, < P, < ... von Polygonen darstellen;
entsprechend ist das lineare Gebiet G, die Summe der Folge
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P,el. s Nach der Limeseigenschaft der Lebesgueschen
Integraie 1st
LN =lmf0)=lm [/

= [Hmf, = [f).
Entsprechendes gilt fir eine abgeschlossene Menge F, die ja als
Durchschnitt einer absteigenden Polygonfolge darstellbar ist. Wir
haben also
B0 = [R(Ga. fF1= [f{(E).
Fir eine beliebige Menge B Dbestimme man ein ebenes Gebiet
GZB mit fif<qy(BV2-e: G_=B_ ist ein lineares Gebiet, also
)= g, (B,. Das gibt
FBte>r(h= [[G)= [[(0)= [@D,
und die erste der Ungleichungen
(12 G B= [q, B, vy (B= [y (B);

die zweite erhalt man durch entsprechende Verwendung einer Menge
F= B. Ist B meBbar. so folgt

.,‘chl [‘B.rzl é ./1 wl (an"

also die Gleichheit dieser beiden Integrale und der beiden andern;
d-h. ¢,(B) und w, (B,) sind integrabel und

(13, fy(B)= [ ¢, (B)= [ L3,
Approximation durch integrable Funktionen. Zu jeder

Funktion f(z) gibt es eine integrable Funktion [(z)= f(z) und eine
integrable Funktion @) ={(x) mit

(14, Jr@=[Ta, [fao=[rm.

Denn ist f(z) in .1 definiert und zunichst =0, so bestimme man
zu seiner Ordinatenmenge B eine meBbare Menge M= B (z. B. ein
Gy mit f,(M)=q,(B). Man kann dieses M durch jede meBbare
Menge zwischen )/ und B ersetzen, so durch die (bei linear meB-

4
barem .i eben meBbare) Menge X1/ ; die Funktion

P, (M) = ¢, (B)=1(®)
ist integrabel und ihr Integral = ¢,(B). Die erste und an.alog die
zweite Behauptung gilt also fiir eine nichtnegative Funk.tlon f(z);
man iibertrigt sie unmittelbar auf eine Funktion beliebigen Vor-

zeichens.
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Damit ist unmittelbar zu erkennen, daB in den Formeln (9)
die Gleichheitszeichen gelten, also f 7 die untere Schranke & der
oberen Summen = y;d; und f f die obere Schranke ¥ der unteren

Summen X 2,0, ist. Denn ij = f f ist die untere Schranke der oberen
Summen ,d, = u,0; also = @, was mit (9) kombiniert ff: ()]
ergibt; ebenso [f= &.

Hieraus mit Hilfe von (10) oder durch Verwendung approxi-
mierender integrabler Funktionen findet man die Ungleichungen

fv+g)§,ff+ fg,
f(f+g)§_ff+:fg-

Vertauscht man g mit —g, so liefert die erste

f(f—g)éf_f—_fg

oder mit Ersetzung von f durch f4-g die erste der beiden Formeln
[f(f%—g)%fz“r_fy',
lfv+g)§_ff+Jg-

Diese Summenformeln fiir Funktionen entsprechen denen fiir Mengen
(8 8,(8)), was iibrigens cum grano salis zu verstehen ist: sind B,
und B, die Ordinatenmengen der nichtnegativen Funktionen f)(z)
und f,(x), so ist B= &(B, B,) die Ordinatenmenge nicht von
f,(@) 4+ f,(®), sondern von f(z)=max [f,(z), f,(x)], und B'=D (B, B,)
die von f'(z)= min [, (x), f,(x)].

Auf die Theorie der uneigentlichen Integrale, wo Argument
und Funktion unbeschrinkt sein konnen,! wollen wir nicht eingehen;
wir bemerken nur, daB bei Zugrundelegung derselben Definitionen

wie S. 482 mit [/f(z) auch [|f(z)| existiert, also nur die soge-

nannten absolut konvergenten Integrale auf diese Weise in Be-
tracht gezogen werden. Die weitere Behandlung ist der hier
gegebenen analog, wenn auch nicht alles buchstiblich zu iibertragen
ist; z. B. wird man bei der Zerlegung in Horizontal- und Vertikal-
streifen auch abzihlbar viele Summanden beriicksichtigen miissen,

(15)

(16)

! Man wird hier sogar zweckmiBig die uneigentlichen Funktionswerte

+ ®, — o zulassen; dem Wert + o entspricht als Ordinate eine Halbgerade
y=0.

S
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§ 6. Differentiation und Integration.

In dem abgeschlossenen Intervall (a, ) sei cine reelle Funktion
fix! definiert.! Man teile das Intervall durch Einschiebung von
Zwischenpunkten

=T L Lry L. Lx, L, =b

und bilde die Summe der Betrive der Funktionsdifferenzen
N

o= — l\l\ f( .—1) (E=1,2..,n).

Wenn diese v, fiir alle Intervallteilungen, eine beschriinkte Menge
bilden, so heibt die Funktion von beschrinkter Variation; die
obere Schranke v der r, heiBt die (totale) Variation von f(z) im
Intervall {a, &

Bezelchnet man mit p, die Summe der positiven, mit —n, die
Summe der negativen unter den Differenzen f(z)— f(x 1) (naturhch

P, =0, wenn keine positiven existieren), so ist

O =Pyt %, [()—[(a)=p,—n,-
Die oberen Schranken p.n der Zahlen p,, n, bei allen Intervall-

teilungen heiBlen die positive und negative Varlatmn von f(z). Da
[tby—ra; von der Intervallteilung unabhingig ist, so folgt aus

Po=%v+ F[fO)— 1@l ny=Fv,— L [f(b)—f(a)),
daB diese Gleichungen auch beim Ubergang zu den oberen Schranken
bestehen bleiben, also
v=p+n, [B)—[f@=p—n.

Ist f(z) im Intervall (a, ) von beschrinkter Variation, so auch in
jedem Intervall . z) fir a=z=b5. Werden die totale, positive,
negative Variation in diesem Intervall mit v(z), p(z), n(z) bezeichuet,
so sind dies offenbar monoton wachsende Funktionen, d. h. v(z) = v(z)
fir z <z’. Es folgt daraus, daB eine Funktion beschrinkter
Variation

f(@)=[(a)+ p(z) —n()
als Differenz (oder Summe) zweier monotoner Funktionen
dargestellt werden kann, iibrigens, wie man unmittelbar erkennt,
eine stetige Funktion beschrinkter Variation als Differenz stetiger.
monotoner Funktionen. Umgekehrt ist eine monotone Funktion
jedenfalls von beschrinkter Variation, da hier stets v, =|f(b)—f(a)]
ist, und die Summe oder Differenz zweier Funktionen von be-
schriankter Variation ist wieder eine solche.

t In diesem Paragraphen ist die Beschrinkung auf Funktionen einer
reellen Variablen nicht nur formaler Natur.
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Bilden wir eine wohlgeordnete, abgeschlossene Menge
X={zy, x}y .e) Ty ovry x"}
mit z, = a, @, = b. Ist /(@) in (a, b) stetig und von beschrinkter
Variation v, so ist

(1) f0)—71(a) = -f[f'(fﬂfﬂ) — )]  (E<m).

Fiir endliches 7 ist dies evident. Ist % unendlich, so ist es ab-
zahlbar, da jede wohlgeordnete lineare Punktmenge hdchstens ab-
zghlbar ist (S. 279). Da nun die Summe der Betrige endlich vieler
Glieder der Reihe rechterhand stets =wv ist, so ist diese Reihe
absolut konvergent, ebenso ihre Teilreihen. Hiernach ist durch
Induktion leicht zu beweisen, daB die behauptete Formel fiir die
angenommene Menge X vom Typus #+1 gilt, wenn sie fiir alle
Mengen des Typus £+1 (< 7) richtig ist. Der Schluf von 7 auf
n—+1 ist evident. Ist # hingegen Limeszahl und zwar Limes der
Folge 0 =17, <7, <n,<..., so erhalt man durch Spaltung in Teil-
reihen (die wegen der absoluten Konvergenz zulissig ist)

2=+ 4...,

E 5 &
wobei diese Indices gem#B den Ungleichungen

=& <m, m =§ <1y, -

variieren, also

f = [f{@y) = Fl@y,)] + [f @y) — [ @y )] + ..

= lim f(z,,) — [ (=,)-
Da nun die Menge X abgeschlossen war, so ist lim T, =2, und
da f(x) stetig sein sollte, lim (@, )=[(z,), mithin

> = flm,) — fleg) = ()~ ).

Sei jetzt f(z) eine im Intervall 4 —(a, ) definierte Funktion,
deren samtliche Differenzenquotienten

fle = 1G=10
eine beschrinkte Menge bilden; f(z) ist offenbar stetig und
von beschréinkter Variation. Ihre vier Ableitungen (S. 396) sind be-
schrinkt und meBbar, also integrabel. Sei etwa

@) = limsup f(o, 5+7)  (>0)

die obere rechte Ableitung (g() ein beliebiger Wert); wir wollen
zeigen, daB

) Jo@) =710~ f(@.
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Nach dem Begriff des oberen Limes gibt es fiir jedes z auBer b
und jedes positive ¢ beliebig kleine (positive) Werte von £, fir die
[ e +u > gl —e,

withrend zugleich fir alle hinreichend kleinen Werte von %
fao e+ < gri4¢
es gibt also beliebig kleine /. die beide Ungleichungen erfiillen.
Wiblen wir die positive Zahl u so groB, daB fir alle z
g < p
und teilen das Intervall (—u.u in n der Einfachheit wegen gleich-
lange Teilintervalle (y,_,, y) mit y,= —u + ;L +2u; ist ., die Menge
der Stellen. wo

; Yim <90 =y (=1,2,...,n)
S0 1St

3) SY HANS [oin = Dy fu).
Die duBeren Glieder unterscheiden sich wegen
d=24. i =2flp=b—a

Ty
um .

(b —ai. also um beliebig wenig fiir hinreichend groBes n.

Wir schlieBen ferner jede Menge ., in ein lineares Gebiet G, ein mit
- \ 1
hd<hld) + P
Ist a=2z< %, und gehort z zu 4, so gibt es wegen y,_, < g() & Yo
beliebig kleine positive % derart, daB z+h =14 und
Yy L@, B4+ P < y; 4y
wir wahlen unter diesen ein (von z abhiingiges) % = A(z) derart, daB
das Intervall
Jixy = Menge der Punkte » mit z=u< 2+ h(z)
noch dem Gebiet &; angehort. Den rechten Endpunkt dieses dem
Punkte z zugeordneten Intervalls bezeichnen wir noch mit
gz =z + hiz).

Man kann nun mit einer endlichen oder abzihlbaren Menge paar-
weise fremder Intervalle J(z) das Gesamtintervall in folgender
Weise bedecken. Wir weisen gewissen Ordnungszahlen < w; Punkte
des Intervalls 4 zu, indem wir durch Induktion definieren: z, =«

und fiir 7 >0
z, = obere Schranke von ¢(x,) fir § <1,

vorausgesetzt, daB alle z_ definiert und <% sind. Betrachtungen,
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wie sie dem Leser nun schon geldufig sind, lehren, da8 hiermit
eine wohlgeordnete abgeschlossene Menge
K= Y By vomy
mit 2,=a und #, =05 definiert wird; ihr Anfang lautet, falls sie
unendlich ist,
By=a, T, = QX)) > Ty, Ty= @) >, ...y T,=limz,
Fir £< 7 ist J(@) das wie oben bestimmte Intervall zwischen z,
incl. und g(@,)=w2,,, excl. Bedeutet noch J; die Summe derJenlgen
Intervalle J(z ) deren linke Endpunkte @, zu 4; gehdren, so ist
A= (t)= S Je) =3

Ty onns @}

jedes J; ist als Intervallsumme meBbar und
2fi(J)=0b—a.
Nach Konstruktion ist nun, wenn @, zu 4, gehort,
yi——l < f(mg‘:? x5+1) <11/i+1;
Yima (m,5+1 - ws) < f(x5+1) - f(x:) < ?/i+1(m,5+1"‘ mg)'

Also durch Summation iiber alle &< #, wobei drei absolut kon-
vergente Reihen entstehen, und auf Grund von (1)
(4) Y AN =F0)— @) = 2y, 4 1)
die auferen Glieder dieser Ungleichung unterscheiden sich um
2 b —a).

Endlich vergleichen wir noch die linken Glieder in (3) und (4)
mit einander und mit Z'y, 7, (G,), wobei zu beachten ist, daB J,
und 4; Teilmengen von G, sind. Demnach ist

| Sy [0 — U] =w- ZTHG)—F4)] < &,

n
ebenso

| Sy [f,(C TNI=n-ZHE) - AN < 5

Vi
also

| =y [ 0) — (4] < 22,

Fir hinreichend groBles » unterscheiden sich also die simtlichen
in (3) und (4) verglichenen GriBen beliebig wenig von einander, womit
die Gleichung (2) bewiesen ist.

Dies gilt natiirlich fiir jede der vier Ableitungen. Also:

Ist f(z) eine im Intervall (a, b) definierte Funktion mit
beschriankten Differenzenquotienten, g(x) eine ihrer vier
Ableitungen, so ist
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b
Fir irgend zwei dieser Ableitungen ist ['(gl () — g,(z)) =0, und da

a
dies auch fir jedes Teilintervall gilt, so ist (N. 433) g, () = g,(2)
bis auf eine Mcuge vom MaBe Null Je zwei dieser Ableitungen
und danach alle vier stimmen bis auf eine Menge vom MaBe Null
iiherein; bis auf cine Menge vom MaBe Null hat also f(z) eine
einzige Ableitung f"() oder jede Funktion mit beschrinkten
Differenzenquotienten ist bis auf eine Menge vom MaBe
Null difrerenzierbar.
Ist f(z) in (a, b+ integrabel, so hat ihr Integral

Fu = [fix)

B
beschrinkte Differenzenquoticnten. denn Fle, ) = [f(@):if—e) ist

dem Betrage nach hochstens gleich der oberen Schranke von
(@] im Gesamtintervall. Ist gir) eine der Ableitungen von IF(z),

30 1st
b

b
Jo@=Fo = [f@),
und daraus folgt wie oben, daB bis auf eine Menge vom MaBe Null
i ) die Ableitung von Fiz) ist. Jede integrable oder meBbare
‘beschrinkie Funktion ist bis auf eine Menge vom MaBe
Null eine Ableitung, also Limes einer Folge stetiger
Funktionen: man vergleiche dies mit den Betrachtungen iiber
Bairesche Funktionen in § 4, IV.

Diese Sitze gewinnen natiirlich noch an Interesse, wenn man
sie von den durch Beschriinkung auf eigentliche Integrale gebotenen
Yoraussetzungen befreit. Fiir den vorletzten Satz iiber die Diffe-
renzierbarkeit einer Funktion mit beschrinkten Differenzenquotienten
ist diese Verallgemeinerung ohne Herbeizienung uneigentlicher Inte-
grale moglich und gibt den schonen Satz von Lebesgue:

Jede stetige Funktion von beschrinkter Variation ist
bis auf eine Menge vom Malle Null differenzierbar.

Es geniigt, dies fiir die monotonen Funktionen zu beweisen.
Ist y =% im Intervall (z,, #,) stetig und monoton (nichtabnehmend)
mit i =y fiir #’ >, so ist, mit einer willkiirlichen positiven Kon-
stanten £,

t=a4fy
ebenfalls stetig und monoton (wachsend) mit /' >¢ fir ' >«. Fiihren
wir ¢ als unabhingige Variable ein, so werden z = z(t), y = y(f)
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Funktionen von / im Intervall (4, ) mit beschrinkten Differenzen-
quotienten, denn es folgt fir zusammengehorige Werte

{—t=0 —z+ By —y),

- y—vy 1
Bis auf eine Menge T, (von Zahlen /) vom MafBe Null sind also
x(l), y(i) gleichzeitig differenzierbar. Ist ferner () die untere rechte
Ableitung von z(f), so ist

Zy — Ty =f§(t),

und bedeutet 7, die Menge der Stellen t, wo §(t)=0, T, die der
ibrigen, also (0, ) ="T,+T,, so folgt, we11 iiberall £@) =1,
m1'_'950-éfl(TZ):tl'—f’lo_'fl(TD’
also hat 7, ein LingenmaB
L) =t—14— =y, —
Bis auf die Menge T —G(TO,T) vom Maﬁe <ﬁy1—yo) sind also

gleichzeitig die Ableitungen >0 und %Y. a5 t , also auch die Ab-

leitung % vorhanden. Der Menge T entspricht als Bild vermdge

x = () eine Menge X vom “uBeren MaBe g, (X)=/,(T), wie man
unmittelbar erkennt, wenn man 7' in ein lineares Gtebiet einschlieft
und beachtet, daB einem #-Intervall stets ein z-Intervall von hochstens
derselben Linge o'— 2z =1¢—¢ entspricht. Die Menge der Stellen z,
wo %« nicht existiert, ist = X, hat also ein duBeres MaB = S(y, —¥,)s
also, da §3 beliebig ist, das MaB Null; die monotone Funktion y = f(z)
ist bis auf eine Menge vom Mafle Null differenzierbar.



Anhang.

Nachtrdge und Anmerkungen.

Zusammenfassende Darstellungen der Mengenlehre sind:

A. Schoentlies, Die Entwickelung der Lehre von den Punkt-
mannigfaltigkeiten. Erster Teil  Leipzig 1900), zweiter Teil (Leipzig
190> Jahresbericht der Deutschen Mathematiker-Vereinigung, 8. Bd.
und 2. Erginzungsband.?

A. Schoentflies, Entwickelung der Mengenlehre und ihrer An-
wendungen, erste Hilfte (Leipzig u. Berlin 1913).2

W. H. Young und Grace Chisholm Young, The theory of
sets of points Cambridge 1906).

Wir verweisen den Leser auf diese Werke insbesondere zur
Ergiinzung unserer Quellenangaben.

Erstes Kapitel.

§ 1.

S.1. G. Cantor hat seine Forschungen in zahlreichen kleineren
Abhandlungen niedergelegt, von denen ein Teil (in franzosischer
Ubersetzung) in Acta math. 2 (1883) gesammelt ist. Haufiger zu
nennen sind die folgenden, als Punktmengen und Beitrige
zitierten:

Uber unendliche lineare Punktmannigfaltigkeiten:

I. Math. Ann. 15 (1879).
II. Math, Ann. 17 (1880)
III. Math. Ann. 20 (1882)
IV. Math. Ann. 21 (1883).
V. Math. Ann. 21 (1883).
VI. Math. Ann. 23 (1884).

1 Als Bericht I, II zitiert. Mit Riicksicht auf den gedachten Leser-
kreis des vorliegenden Buches ist darauf hinzuweisen, daB der Schoen-
fliessche Bericht fiir Anfinger nicht geeignet ist, wihrend der kritische Leser
aus ihm reiche Anregung schopfen und die erstaunlich umfassende Darstellung
eines so ausgedehnten Gebietes nach Verdienst beurteilen wird.

2 Diese Umarbeitung der entsprechenden Kapitel von Bericht I ist kurz
vor beendigtem Satze des vorliegenden Buches erschienen und konnte nur noch
in diesem Anhang beriicksichtigt werden; sie ist als Mengenlehre zitiert.

Hausdorff, Mengenlehre. 29
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V ist auch separat erschienen: Grundlagen einer allgemeinen Mannig-
faltigkeitslehre (Leipzig 1883).

Beitrage zur Begrindung der transfiniten Mengenlehre:
I. Math. Ann. 46 (1895)
II. Math. Ann. 49 (1897).

Der Ausdruck Paradoxieen des Unendlichen ist Titel einer Schrift
von B. Bolzano (Leipzig 1851, 2. Aufl. Berlin 1889).

S. 2. E. Zermelo, Untersuchungen iiber die Grundlagen der
Mengenlehre I, Math. Ann. 65 (1908). Die wirklichen und angeb-
lichen Antinomieen der Mengenlehre haben zu ausgedehnten Kontro-
versen AnlaB gegeben. Das Paradoxon der ,Menge aller Ordnungs-
zahlen® wurde von C. Burali-Forti bemerkt: Una questione sui
numeri transfiniti, Rend. Palermo 11 (1897); das mehr logischen als
mathematischen Typus tragende Paradoxon der ,Menge aller sich
gelbst nicht enthaltenden Mengen“ von B. Russell, The principles
of mathematics I (Cambridge 1908), ch. X. Vgl. die Darstellung bei
G. Hessenberg, Grundbegriffe der Mengenlehre (Gottingen 1906)
und das soeben erschienene nachgelassene Werk von J. Konig,
Neue Grundlagen der Logik, Arithmetik und Mengenlehre (Leipzig
1914).

Hierher gehort auch die vielumstrittene Frage, unter welchen
Bedingungen ein mathematisches Objekt, etwa eine Zahl, eine Menge,
eine Funktion als ,definiert“ anzusehen sei (die Frage nach der
Definition einer ,Definition®) Wir folgen der freien Auffassung
Cantors (Punktmengen IIT) und verlangen nicht, daB die logische
Disjunktion, ob ein Ding einer Menge angehort oder nicht, mit
unseren aktuellen Mitteln wirklich entschieden werden konne. Kine
reelle Zahl ist entweder algebraisch oder transzendent, und damit
ist die Menge der transzendenten Zahlen ,wohldefiniert, obgleich
man zur Zeit der ebengenannten Cantorschen Abhandlung noch
nicht wuBte, daB s zu ihr gehort (die berithmte Arbeit von F. Linde-
mann steht iibrigens in demselben Annalenband an spéterer Stelle),
und heute noch nicht weiB, ob etwa n* zu ihr gehdrt. Die Funk-
tion f(z), die fiir rationales z gleich 1 und fir irrationales gleich 0
ist, ist wohldefiniert, obgleich wir die Werte (29, 7(27), f(#") usw.
nicht kennen. Dieser Mengenbegriff und dieser (Dirichletsche)
Funktionenbegriff bindet sich weder an ,Kriterien, die nur eine
endliche Anzahl von Versuchen erfordern®, noch an ,analytische
Darstellungen® u. dgl. Bekanntlich ist die gegenteilige, allerengste
Einschrinkung der mathematischen Definition von L. Kronecker
gefordert, aber von niemandem je ernstlich durchgefithrt worden.
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§ 6.

3. 14 Zum Inhaltsproblem. Die Ankindigung am Schlusse
des Paragraphen bezog sich auf eine urspriinglich geplante Dar-
stellung der Inhaltstheorie Kap. Xo, die jetzt zwar durch eine andere,
kiirzere ersetzt worden ist, iiber die aber folgende Angaben ein ge-
wisses Interesse zu verdienen scheinen.

Nehmen wir an, den Mengen 4 eines Ringes MM seien bereits
»lnhalte® fi.1 zugeorduet, die das Symmetrieaxiom erfiillen (S. 403),!

d. h. fur
4= S XN A4,=2(,. X))

sl
FX) [ = 1A+ fid).

Dann gilt allgemein: sind X, X,...., X, Mengen des Ringes
und 4. {,...., 4, ibre symmetrischen Grundmengen, so ist
X 37N e H (N =)+ )+ e+ F(4,)

Man beweist dies durch den SchluB von m auf m +1. Nehmen wir
eine (m+1/°¢ Menge Y hinzu und bezeichnen die symmetrischen
Grundmengen von X, ..., X_. ¥ mit C}, G,, ..., C,,,, s0 ist nach (5),

8. 12 fiir i=1, 2, ....m+1
C=8(d, D4y, 1)),
wobei 4, =0 und unter ., eine die Mengen .\, ¥ umfassende
Menge, etwa ihre Summe zu verstehen ist. Schreiben wir ®(4;, Y)=D,,
80 ist
s{"ii) D,‘—]‘)= Ci’ 3(“11" Di—]):Di’
letzteres. weil 4, < .f,_|. Danach ist

FC+ Y=o+ (D),

FO)+(C)+ -+ [(Cry)
=7 A, 4 A4+ Y (Do) — (D)
= fl4)+ )+ ... + F(4,)+F(Y)
=7 X+ X))+ + [(X) + F(T),
weil 4,,,=D,,,=0. Dy=Y. Der Satz gilt also fiir m 4+ 1 Mengen,

wenn er fir m Mengen gilt.

Hiernach laBt sich zeigen, daB es, und zwar nur auf eine
einzige Weise, moglich ist, auch den Mengen des kleinsten
Korpers @ =M, Inhalte zuzuordnen. Diese Mengen lassen
sich nach S. 16 in der Form

A=12,— V4 (G~ Tyt e+ (B, — 1)

also

! Die Nullmenge soll den Inhalt 0 haben, sodaB aus dem Symmetrie-

axiom speziell das Summenaziom f(X; + X,)= f(X,) + [(X,) folgt.
20*
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darstellen, wo Z, und Y, < Z, Mengen aus IR sind. Wenn eine die
Inhalte von 9t unverandert lassende und das Summenaxiom er-
fillende Inhaltsbestimmung fir & moglich sein soll, so muf 4

jedenfalls den Inhalt
()= =[f(2) = (L]

bekommen; es ist aber zu zeigen, daf dieser nur von 4 und nicht

von der gewshlten Darstellung abhéingt. Ist nun gleichzeitig
A=W, —=V)+ (W= V) +...4+(W,—T),

so hatten wir S. 14 gesehen, daB die Mengensysteme Z, 7, und

Y,, W, dieselben symmetrischen Grundmengen haben; nach dem

verallgemeinerten Symmetriegesetze ist daher

2f(Z)+ 2 () =1 () + 2 (7),
also in der Tat

2[f(2)— (V)= 2 [ (W) — (7))
Da gleichzeitig f(4)--f(B)=/[(4+ B), so befolgen die Inhalte der
Mengen von & das Summenaxiom und, weil es sich um einen
Korper handelt, damit auch das Symmetrieaxiom.

Um auch den weiteren Gang der urspriinglich beabsichtigten
Inhaltsdarstellung noch anzudeuten, werde in bezug auf ein bereits
mit Inhalten versehenes System 9% jeder Menge A durch ,Inter-
polation“ ein #uBerer Inhalt ¢(4) und ein innerer Inhalt {4) zu-
geordnet, némlich ¢(4) als untere Schranke der f(P) und y(4) als
obere Schranke der f(Q), wo P= 4 und Q = 4 Mengen aus I sind.
Diese #uberen und inneren Inhalte geniigen den Symmetrie- oder
Summenformeln Kap. X, § 2, (1), (2), (8), jenachdem I% ein Ring
oder ein Korper ist. KEs sei dann §, der Ring der abgeschlossenen
Polygone, ®, der Ring der Polygongebiete, &, der kleinste Korper
iiber &, oder ®,; § der Ring der (beschrinkten) abgeschlossenen
Mengen, & der Ring der (beschréinkten) Gebiete, @ der kleinste
Korper iiber & oder &. Die elementargeometrisch definierte Inhalts-
bestimmung von §, (oder ®,) liBt sich zu einer solchen von &,
erweitern; die aus & (oder &, oder ©, selbst) durch Interpolation
gewonnenen #uferen und inneren Inhalte ¢,(4), 1,(4) entsprechen
dem Peano-Jordanschen Standpunkt. Die #uBeren Inhalte ¢, (F)
abgeschlossener Mengen, oder die inneren Inhalte 1y, (&) von Ge-
bieten erfillen das Symmetrieaxiom, und die damit gewonnene
Inhaltsbestimmung von & oder & 148t sich nun zu einer (in beiden
Fallen tibereinstimmenden) Inhaltsbestimmung von & erweitern. End-
lich sind dann die aus & durch Interpolation hervorgehenden Zahlen
@(4), w(4) das &uBere und innere Lebesguesche MaB von 4,
wobei & fir die Bestimmung von ¢(4) auch durch ©, fiir die Be-
stimmung von w(4) auch durch § vertreten werden kann.
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§ 8.
S, 13, Der Ausdruck ,fast alle* von . Kowalewski, Ein-
fihrung in die Infinitesimalrechnung (Leipzig 1908), 8. 14.

$9.

S 21, Die Mengen Limsup X, und LiminfX; treten natiirlich
implicite an vielen Stellen in der mengentheoretischen Literatur auf;
wie ich nachtriglich sehe, hat sie schon E. Borel besonders be-
trachtet und als ensemble limite complet, ensemble limite restreint
bezeichnet: Legons sur les fonctions de variables réelles (Paris 1903),
s 18

Zweites Kapitel.
s 1L

S. 32, Das geordnete laar (a, b) ist die natiirliche Grundlage
der Funktionsbeziehung. Wenn man es vermeiden und nur mit
Mengen operieren will. so kann man eine Funktion b= f(a) zuniichst
nur dann definieren, wenn die von a, b durchlaufenen Mengen 4, B
kein gemeinsames Element haben, und erst durch Vermittlung zweier
solcher Funktionen den allgemeinen Fall realisieren; so verfihrt
E. Zermelo, Untersuchungen iiber die Grundlagen der Mengen-
lehre I. Math. Ann. 65 (1908). Da aber schon bei der grundlegenden
Relation ,a ist Element von ¢ (aeb, Zermelo) die Reihenfolge
von a, b wesentlich ist, so scheint mir die Ausschaltung des ge-
ordneten Paares illusorisch.

Drittes Kapitel.

g L.

S, 46. Diese Erklarungen der Michtigkeit bei Cantor, Bei-
trige I, S. 481 und B. Russell, The principles of mathematics I
(Cambridge 1903). S. 115. Cantor bezeichnet im Sinne jener dop-
pelten Abstraktion die Michtigkeit von 1/ mit 3, den Ordnungs-
typus mit J/. Die sogenannte Definition durch Abstraktion (wobei
man auf Grund einer symmetrischen, transitiven Relation die Dinge
in ,Klassen einteilt und das den Individuen einer Klasse Gemein-
same als selbstindiges Gedankending hypostasiert) ist in der Mathe-
matik typisch, leidet aber hiufig an einer gewissen Unklarheit.

g 2.
<. 48, Wenn man wie Schoenflies (Bericht I, 8. 15, Mengen-
lehre, S. 33) unter 4', B" echte Teilmengen versteht (4'< 4, B'< B),
so muB man zwischen endlichen und unendlichen Mengen unter-
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scheiden; bei jenen ist der Fall (1) ausgeschlossen und (4) gibt
Kquivalenz, bei diesen umgekehrt (nachdem der Wohlordnungssatz
bewiesen und alle Mengen als vergleichbar erkannt sind). Es ist
dies nicht der einzige Grund, aus dem wir den Sprachgebrauch, zu
den Teilmengen von A die Menge A4 selbst nicht mitzurechnen, fir
durchaus unzweckm#Big halten.

Uber die Literatur zum Aquivalenzsatz vgl. Schoenflies,
Mengenlehre, S. 34.

§ 4.
S.57. J.Konig, Zum Kontinuumproblem, Math. Ann. 60 (1904).

§ 5.

S.61. Cantor, Uber eine Kigenschaft des Inbegriffs aller reellen
algebraischen Zahlen, Journ. f. Math. 77 (1874).

S. 62. Der Leser, der sich fiir weitere Kuriosititen des Unend-
lichen interessiert, sei z. B. auf J. Richard, Sur la philosophie des
mathématiques (Paris 1903) verwiesen.

S. 64. Die Unabzahlbarkeit des Kontinuums entdeckte Cantor
schon 1874 (Zitat zu 8. 61). Der Beweis des Textes stammt eben-
falls von ihm: Uber eine elementare Frage der Mannigfaltigkeits-
lehre, Jahresber. d. Deutschen Math.-Vg. 1 (1892).

S. 65, Cantor, Ein Beitrag zur Mannigfaltigkeitslehre, Journ.
f. Math. 84 (1877). Hier ist zuerst die Kontinuumhypothese in der
Form ausgesprochen, daB jede unendliche lineare Punktmenge ent-
weder abzahlbar oder von der Michtigkeit des Kontinuums sei.
Ebenda ist die Entdeckung mitgeteilt, daB auch die Ebene und der
mehrdimensionale Raum nur die Michtigkeit des Kontinuums haben.

Viertes Kapitel.

Zur Theorie der geordneten Mengen vergleiche man Cantors
Beitriige, ferner (insbesondere auch zu Kap. VI) F. Hausdorff,
Untersuchungen iiber Ordnungstypen I—V, Berichte der Sichs. Ges.
d. Wiss. 58 (1906), 59 (1907); Grundziige einer Theorie der geordneten
Mengen, Math. Ann. 685 (1908), sowie neuere Arbeiten von P. Mahlo
in den ebengenannten Leipziger Berichten (seit 1909).

§ 1.

S.70. DaB eine Menge stets geordnet werden kann, d. h. daB
es Funktionen f(p) oder Paarmengen P der bezeichneten Art gibt,
erscheint hier noch fraglich; spater (Kap. V, § 7) wird aber bewiesen,
daB jede Menge sogar wohlgeordnet werden kann.

S.79. Fir o+ o schreibt Cantor anfinglich 2w, in den Bei-
tragen w?2.
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Ss

o
2.90. R. Dedekind. Stetigkeit und irrationale Zahlen (Braun-
schwelg 1872

8§

S.97. Der Beweis, daB die Michtigkeit von 7(X,)= R, ist von
Cantor: daB sie =N, von K. Bernstein; beide mitgeteilt in
Bernsteins Dissertation, Untersuchungen aus der Mengenlehre
(Halle 1901. Der Satz liBt sich ohne Schwierigkeit dahin ver-
allgemeinern, daB die Typenklasse 7\N_) die Michtigkeit 2% hat;
die Zahlenklasse 7N hat die Machtigkeit X, = 2%« (vgl. S. 122).

3.99. Satz II von (antor, Beitrige I, S. 504. Die Menge B,
der rationalen Zahlen >a hat also stets den Typus #; eine &hn-
liche Abbildung von R, auf R, laBt sich offenbar zu einer stetigen,
umkehrbar eindeutigen Abbildung y =f(z) der ganzen Halbgeraden
£>0 auf die Halbgerade y >a vervollstindigen, bei der y mit z
zugleich rational oder irrational ist (wie es fiir rationales a die
triviale Abbildung y=a +2 tut.

Ordnet man einer beliebigen Folge natiirlicher Zahlen a,, a,, ag, ---
einerseits den unendlichen dyadischen Bruch

= [+ G ()

andererseits den Kettenbruch
y=1:|a1+1)—1:(‘a2+1)—1:(a3+1)——...

zu, so ist dadurch (mit Hinzufiigung von f(0)=0) eine im Intervall
(0, 1) stetige monotone Funktion y=f(z) definiert, bei der einem
dyadisch rationalen z ein rationales y, einem rationalen, aber ni.cht
dyadischen z ein quadratisch irrationales y entspricht. Vgl H. Min-
kowski, Zur Geometrie der Zahlen, Verh. d. Heidelberger Kongr.
{Leipzig 1905).

e

Fiinftes Kapitel.

Zur Theorie der wohlgeordneten Mengen vgl. .auBer Cantors
Beitriigen insbesondere G. Hessenberg, Grundbegriffe der Mengen-
lehre (Gottingen 1906), die erste allgemein gehaltene Darstellung.

§ 3.

S. 114. Weiteres iiber Normalfunktionen bei O. Veblen, Con-
tinuous increasing functions of finite and transfinite ordinals, Trans.
Amer. Math. Soc. 9 (1908). Ferner sei verwiesen auf E. J acobsthal,
{Tber den Aufbau der transfiniten Arithmetik, Math. Ann. 66 (1908);
Zur Arithmetik der transfiniten Zahlen, Math. Ann. 67 (1909).
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§ 5.
S. 127. Den ersten (umstindlicheren) Beweis der Gleichung
8 2=N_gab G. Hessenberg, Grundbegriffe der Mengenlehre, S.593;
der auf dem Diagonalverfahren beruhende Beweis wurde zuerst von
Ph. Jourdain publiziert, On the multiplication of Alephs, Math.
Ann. 65 (1908).

§ 7.
E. Zermelo, Beweis, daB jede Menge wohlgeordnet werden

kann, Math. Ann. 59 (1904); Neuer Beweis fiir die Moglichkeit einer
Wohlordnung, Math. Ann. 65 (1908).

Sechstes Kapitel.
§ 2.

S. 146. Den Existenzbeweis fiir Mengen vorgeschriebener Spezies
habe ich gefithrt in den Grundziigen einer Theorie der geordneten
Mengen, Math. Ann. 65 (1908), § 21. Anzahl der Spezies und Ge-
schlechter § 22.

§ 3.
S. 158. Jede beschrinkte, perfekte, nirgendsdichte Menge reeller
Zahlen hat, der GroBe nach geordnet, den Typus 2%

§ 10.

Hierzu vgl. F. Hausdorff, Die Graduierung nach dem End-
verlauf, Abhandl. der Sichs. Ges. d. Wiss. 31 (1909); Untersuchungen
itber Ordnungstypen V ({Tber Pantachietypen), Berichte der Sachs.
Ges. d. Wiss. 59 (1907), wo man auch Literaturangaben und eine
Kritik der vielfach unzutreffenden Vorstellungen iiber das Gra-
duierungsproblem findet.

§ 11.

S.199. H. Hahn, Uber die nichtarchimedischen GroBensysteme,
Ber. d. Wiener Ak. d. Wiss. 116 (1907). Vgl. auch die dort zitierten
Arbeiten, insbesondere G. Veronese, Fondamenti di geometria
(Padua 1891), deutsch von A. Schepp (Leipzig 1894).

Siebentes Kapitel.

§ 1.
S.210. Auf den ILimesbegriff stitzt sich die Theorie von
M. Fréchet, Sur quelques points du calcul fonctionnel, Thése
(Paris 1906) = Rend. Palermo 22 (1906). Die Grundziige der hier
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entwickelten Umgebungstheorie habe ich im Sommersemester 1919
in einer Vorlesung iber Mengenlehre an der Universitiit Bonn vor-
getragen.

S 2110 H. Weyl, Die Idee der Riemannschen Fliche (Leipzig
u. Berlin 1913,
. 214. Bei einer beliebigen geordneten Menge (die also auch
ein erstes oder letztes Element haben kann) sind alle Strecken
(auch Anfangs- und Endstrecken:, die z enthalten, als Umgebungen
von s aulzufassen.  Bei diesen zweiseitigen Umgebungen wiirde
tbrigens die Ordnung etwas in den Hintergrund gedringt werden.
Aber auch die rechtsseitigen Umgebungen von z, durch z =1y oder
T=y< b definiert, wie die linksseitigen, durch y=gz oder a<y=1x
definierten, erfillen die Umgebungsaxiome. — Mit der Ubertragung
der Punktmengentheorie auf geordnete Mengen beschiftigen sich
A. Haar und D. Kénig, Uber einfach geordnete Mengen, Journ.
f Math. 189 (1903: H. Hahn. Uber einfach geordnete Mengen,
Ber. d. Wiener Ak. d. Wiss. 122 (1913,

§ .
. 220, Man kann in naheliegender Verallgemeinerung die Menge
D =72 P, betrachten, wo P alle in .1 enthaltenen Mengen einer
P

gewissen Art oder Q=4 — P alle in A enthaltenen Mengen der
entsprechenden Art durchliuft. Z. B, mit Bezug aut spitere Text-
stellen: Q eine Menge F, oder () eine Menge erster Kategorie in
bezug auf {. Unter gewissen Umstiinden ist D=0 das hinreichende
(Jedenfalls notwendige) Kriterium dafiir, daB 4 selbst eine Menge Q ist.

§ 4.
- X.230. Der Satz I findet sich angedeutet bei Cantor, Punkt-
mengen IL.

S.231. Fiir den Borelschen Satz sind viele, zum Teil unbe-
greiflich komplizierte Beweise gegeben worden, vgl. Schoenflies,
Mengenlehre, S. 234.

§ 5.

S. 234, Wir hoffen hier in die Limesbildungen etwas System ge-
bracht zu haben; die abgeschlossenen Limites (zu denen aber noch
in Kap. VIIT, § 6 der metrische Limes hinzutritt) sind, mehr oder
minder klar, schon vielfach behandelt worden, z. B. Schoenflies,
Bericht II, S. 109, wihrend mir zu den Limesgebieten nur ein Ansatz
von C. Carathéodory bekannt ist: Untersuchungen iiber die kon-
formen Abbildungen von festen und verinderlichen Gebieten, Math.

Ann. 72 (1912), S. 124,
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§ 6.

Die auf eine beliebige Teilmenge M des Raumes E beziig-
lichen Relativbegriffe spielen in diesem Buch eine systematische
Rolle; Keime dazu, in der Regel unter unnétigen Voraussetzungen
iiber M (z. B. daB M perfekt oder nirgendsdicht sei) finden sich
auch anderwarts. Die relative Ableitung in bezug auf eine be-
liebige Menge M im euklidischen Raume bei Schoenflies, Mengen-
lehre, S. 262.

§ 1.

S. 244, Fir den Zusammenhang einer Menge gibt Cantor,
Punktmengen V, S.575 die hier auf S.300, Anm. erwihnte Definition,
die sich mit der unserigen nicht deckt, da z. B. nach ihr die Menge
der rationalen Zahlen zusammenhingend ist. Sodann definiert
C. Jordan, Cours d’analyse I, 2. Aufl. (Paris 1893), S. 25 und un-
abhingig von ihm Schoenflies, Beitrige zur Theorie der Punkt-
mengen I, Math. Ann. 58 (1902) eine abgeschlossene (perfekte) Menge
als zusammenhéngend, wenn sie sich nicht in zwei abgeschlossene
Teilmengen spalten 148t; ferner nennt E. Study, Geometrie der
Dynamen (Leipzig 1903), S. 248 eine Punktmenge ein Kontinuum,
wenn je zwei Punkte einer abgeschlossenen zusammenhsingenden Teil-
menge von ihr angehoren. Ein Kontinuum ist auch in unserem
Sinne zusammenh#ngend, aber nicht umgekehrt; z. B. ist die aus den

Punkten >0, y=sin % und dem Koordinatenanfang x =y =10 be-

stehende Punktmenge B zusammenhingend, aber kein Kontinuum.
Das stetige Bild eines Kontinuums braucht kein Kontinuum zu sein
(die gegenteilige Behauptung bei Schoenflies, Bericht II, S. 153,
trifft allerdings dann zu, wenn man nur mit beschrinkten eukli-

dischen Mengen operiert) Die aus den Punkten 2 >0, y = % sin%

und der Ordinatenachse z=0 bestehende Punktmenge A ist ab-
geschlossen und zusammenhingend; ordnet man jedem Punkt (z, y)
von ihr den Punkt (z, zy) als Bild zu, so wird die obengenannte
Menge B stetiges Bild von 4, ohne ein Kontinuum zu sein.

8§ 8.
S. 254. Cantor, Punktmengen V, S. 590.

§ 9.

S. 259. Nimmt man statt der Zahlenfolge einen Zahlenkomplex
oder eine reelle Funktion f(z), so hitte man y als eine Zahl u,, u,, u,
zu bezeichnen, wenn die Ungleichung y > f(x) fiir kein z, resp. nur
endlich viele, resp. hochstens abzihlbar viele  erfillt ist; als eine
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Zahl v,, ¢., r,, wenn diese Ungleichung fir mindestens ein =, resp.
unendlich vicle, resp. unabziblbar viele »r erfullt ist. Von den
durch die Zerlegungen I'== U, + I = U+ 1, = U+ T, bestimmten
Zablen & . .. & spielt im allgemeinen nur & . die untere Schranke
der Funktion, eine Rolle: sie ist zugleich die untere Schranke der
von den verschiedenen Funktionswerten gebildeten Zahlenmenge.
Die Zahl §; wire nach Analogie als lim inf /(+) zu bezeichnen, hat
aber nichts mit dem sonst in der Analysis gebriuchlichen lim inff(x)

zu schaffen. bei dem die S. 395 (fir lim sup) beschriebene E=inteilung
der reellen Zahlen zugrunde liegt.

Achtes Kapitel.
§ 3.

Kugeln mit rationalen Mittelpunkten und Radien oder Wiirfel
mit rationalen Eckpunkten sind schon mehrfach (von F. Bernstein,
L. E. J. Brouwer u. a. zur Vereinfachung der Theorie euklidischer
Punktmengen benutzt worden. Unsere Darstellung diirfte erkennen
lassen, daB die kleinste Michtigkeit einer im Raume dichten Menge,
oder eines mit dem gegebenen gleichwertigen Systems von Um-
gebungen. von zentraler Bedeutung und die Quelle aller Michtig-
keitstheoreme ist.

S. 269. satz II verbunden mit § 9, IV enthélt den sogenannten
Cantorschen Hauptsatz (Punktmengen VI, S. 471), daB eine ab-
geschlossene Menge A in einen hochstens abzihlbaren und einen
perfekten Bestandteil zerfallt (d=4,+ 4, =4+ 4).

S.270. Satz III von Cantor, Punktmengen IIT mit Hilfe der
Gebietsvolumina bewiesen.

S.271. Satz IV von F. Bernstein, Untersuchungen aus der
Mengenlehre (Halle 1901), S. 44,

S. 272, Die Sitze V, VI gehen auf W. H. Young, F. Bern-
stein und E. Lindeldf zuriick, vgl. Schoenflies, Mengenlehre,
S. 236, 244.

S. 273. Der Satz IX gilt iibrigens fiir jeden metrischen Raum,
auch ohne die Voraussetzung einer abzihlbaren dichten Teilmenge.

§ 4.
8. 275. E.Lindelsf, Remarques sur un théoréme fondamental
de la théorie des ensembles, Acta Math. 29 (1905).
G. Cantor, Uber verschiedene Theoreme aus der Theorie der
Punktmengen in einem n-fach ausgedehnten stetigen Raume @,
Acta Math. 7 (1885).



460 Anhang.

S. 284, Reduzible Mengen. Die S. 281 erwéhnte Darstellung
von A—A4, oder der Menge 4 selbst, falls sie reduzibel ist, als
D1fferenzensumme abgeschlossener Mengen lautet

1) 4= '?'( 25"'M25+1)’

WO

M25=A5w 2 il 7*/}( )
dies geht aus der Formel
M— (P(M) = Mnc - W(M)a

hervor, aus der zugleich wegen M = (M), = @(M), folgt, daB die
Mengen M, absteigend Wohlgeordnet sind, d.h. ¥ =M fir
E< . Umoekehrt ist aber auch jede Menge der Form (1) mit
absteigend wohlgeordneten, abgeschlossenen M, reduzibel, wobei die
Summe iiber alle Zahlen §< 7 bei beliebigem 7 erstreckt werden
kann: in Wahrheit werden ja nach einer hochstens abzihlbaren
Menge von Schritten die M, gleich und die Summanden in (1) ver-
schwinden. Wenn namlich M abgeschlossen und 4 in M — B ab-
geschlossen ist, so ist w(4)= D(4,, B) in B abgeschlossen (vgl.
S. 282 unten); wenn also I/ und 3/’ abgeschlossen, M= M = C und
A4 in M— M'+ O abgeschlossen ist, so ist w(4) in M'— C und ¢(4)
in ¢ abgeschlossen. Hiernach ist, wenn mit absteigenden, ab-
geschlossenen 1/, die Gleichung (1) oder

A= (My— M)+ (M, — M)+ (M, — M) + ...

besteht, ¢p(4) in (M, — M)+ (M, — J)+ .., pep(d) in (M, — M)+ ...,
also nach leichtem Induktlonsbewels jedes Residuum 4, in

My, — Myp)F -

abgeschlossen, sodab 4, schlieBlich verschwindet und 4 reduzibel
ist. Die reduziblen Mengen sind also identisch mit den
Differenzensummen absteigend wohlgeordneter, ab-
geschlossener Mengen; man kann diese Mengen als naturgem#fe
Ubertragung der endlichen Differenzenketten mit assoziativem
Gesetz (S. 9) ins Abzihlbare ansehen. Waihrend aber jede Summe
von endlich vielen Differenzen abgeschlossener Mengen sich auch als
endliche Differenzenkette mit absteigenden abgeschlossenen Mengen
darstellen lieB, ist das gleiche bei unendlicher (liederzahl nicht
‘richtig. Z. B. ist die Menge R der rationalen Zahlen wohl als
Summe von abzihlbar vielen Differenzen abgeschlossener Mengen
(mit Minuenden aus je einem Punkt und verschwindenden Subtra-
henden) darstellbar, nicht aber mit absteigend wohlgeordneten ab-
geschlossenen Mengen, da ja eben R nicht reduzibel ist.
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Der Leser andve zur Ubung das Komplement N — . in bezug
aut eine abgeschlossene Menge N wieder als Differenzenkette dar-
stellen: es ist

N d = 20N = Ny
Ny=N, N, =2 < 7)),

wobei der Einfachheit wegen M, < N und die ./, schlieBlich ver-
schwindend angenommen sind die erste Annahme ist durch Schneiden
von 4 mit \ zu realisieren, die zweite evident zuliissig).

Die reduziblen Mengen bilden einen Korper. Wir zeigen
zunichst, daB der Durchschnitt P = (., B) reduzibler Mengen
wieder reduzibel ist. Das letzte Residuum P, ist in P abgeschlossen,
der Durchschnitt von P mit einer abgeschlossenen Menge F;
P,= (P, F, ist der Durchschnitt von (4, F) und D (B, F), welche
Mengen mit 4 und B ebenfalls reduzibel sind. Andern wir die
Bezeichnung dahin. daB wir die Durchschnitte von 4, B, P mit F
jetzt wieder 4, B, P nenmen, so haben wir zu zeigen, daB der
Durchschnitt P= 2 (.4, B) reduzibler Mengen der Gleichung ¢(P)=P
nur dann geniigen kann, wenn er verschwindet.

_ Allgemein folgt aus P= 2.1, B) nach leichter Rechnung oder
Uberlegung: wiP)= € (w..d). vnB).

Nehmen wir nun an, P verschwinde nicht, und setzen y(P)=0Q,

also P=P+-0=0Q,
Es ist dann Q= &(wid, w(B)) oder

0=34, B, 4£=2D(y4),Q), B'=D(yB), Q).
Wir unterscheiden zwei Fille:

(¢// A" und B’ seien beide in @ dicht.

Wir behaupten, daB dann jedes Residuum 4, von 4 die Teil-
menge P enthilt: . = P. Fiir 4,= 4 ist dies richtig und offenbar
auch fir jedes 4 mit Limeszahlindex, wenn es fiir alle § < # richtig
ist: der Induktionsbeweis kann sich also auf den SchluB von § auf
£+ 1 beschranken. Wenn 4,2 P, so ist A, = P og=ad Nun
haben 4. und 4’ keinen Punkt gemein, denn 4. 4, A" = yp(4).
Durch Tilgung von .1, aus 4., wird also kein Punkt von 4’ mit-
getilgt, d. h. es ist noch

4.,—4.z24, p4d)= 4.
Da nun 4’ in © dicht ist, so folgt
W(Ag)a = Alnz = th =2 P,
w(4,) hat mit P keinen Punkt gemein; denn P< 4, yJ(AE)g'qJ(A)
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(weil 4, in 4 abgeschlossen ist, ist (4, in (4) abgeschlossen).
Nach derselben SchluBweise wie soeben ist also moch

W(Ag)a - w(Ag) = P’ (p(AE) = A§+1 = p.
Hiermit ist der Induktionsbeweis geliefert; dann ist aber 4,= P
und 4 wire nicht reduzibel.

() Eine der Mengen A', B’ ist nicht in @ dicht.

Sei etwa B’ in @ nicht dicht; d. h. es gibt ein nichtver-
schwindendes Relativgebiet Q'=D(Q, ), das keinen Punkt von B’
enthilt und demzufolge ganz zu A4’ gehort: Q' < 4. Wir setzen
auch P'=®(P, @) und erinnern uns (S. 241) der Formeln

Pzd(P,d), ¢,29(0,0)
also P2FP+Q, @, =P+ Q;
auch P’ verschwindet nicht.

Wir behaupten jetzt, daB jedes Residuum 4, die Menge P’
enthalt: wieder ist nur der SchluB von § auf £+ 1 erforderlich,
der genau so wie zuvor verlauft. Aus 4, = P folgt A4.,2 P/=Q,
und da AECA und Q' = A< p(4) keinen Punkt gemem haben:
wd)= Q. Sodann w(A =2Q/=P,und da P'< 4 undy(4 = W(A)
keinen Punlt gemein haben, p4)= P Auch hier wiirde also
4,2 P und A4 nicht reduzibel sein.

Da nun das Komplement einer reduziblen Menge wieder redu-
zibel ist, so ist neben dem Durchschnitt auch die Summe und die
Differenz zweier reduzibler Mengen wieder reduzibel; die reduziblen
Mengen bilden einen Korper.

Wir fiigen gleich hier noch folgendes hinzu. In einem metri-
schen Raume mit abzihlbarer dichter Teilmenge ist eine reduzible
Menge sowohl ein F als auch ein G; (S.306). In einem voll-
standigen Raume mit abzihlbarer dichter Teilmenge ist dies um-
kehrbar, d. h. eine Menge 4, die gleichzeitig ein F und G, ist,
reduzibel, sodaf hier also der Kérper der reduziblen Mengen einfach
der Durchschnitt der Ringe § , ®, ist. In der Tat: sei 4,= P das
letzte Residuum, Q= (P), ferner

M=P,=P+Q=0Q,
diese Menge ist perfekt, da P insichdicht ist (S. 281), also, falls sie
nicht verschwindet, in bezug auf sich selbst von zweiter Kategorie
(S. 328). Andrerseits aber ist P in A4 abgeschlossen, also selbst
gleichzeitig ein F und @, ebenso Q, und beide in M dicht; also
miiite P, als F mit dichtem Komplement, in bezug auf M von
erster Kategorie sein, ebenso @, und M in bezug auf sich selbst

von erster Kategorie. ~ Dieser Widerspruch zeigt, dab P nicht von
Null verschieden sein kann.
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N
8. 237 D, Hilbert, Grundzige einer allgemeinen Theorie der
linearen Integralgleichungen IV, Gott. Nachr. 8 (19086,

Y e . . — 1 . .
8. 288, Die Detinition zy = W subsumiert die Untersuchungen

von R. Baire iiber Elementfoleen unter unsere Theorie; vgl.
Schoenflies, Mengenlehre, 3. 386.

5

S.290. Nennt man zwei, nicht identisch verschwindende Funk-
1

tionen ri#, y(®) orthogonal, wenn fz(t)y(t)dt =0, so ist in
0

diesem Falle

1

7y = [xdt >0,

I'¢)
z also nicht Haufungselement von Funktionen, die zu z orthogonal
sind. Eine Menge paarweise orthogonaler Funktionen ist also iso-
liert, demnach hochstens abzihlbar. Vgl F. Riesz, Sur les ensembles
de fonctions, Compt. r. 143 (1906), S. 735.

g 6.

8, 293. Zur Definition von AB vgl. I). Pompéju, Sur la con-
tinuité des fonctions de variables complexes, Ann. Fac. Toulouse
(2) 7 (1905..

S. 288, Zum Folgenden vgl. L. K. J. Brouwer, On the struc-
ture of perfect sets of points, Amsterdam Akad. Proc. 12 (1910).

§ 1.

S. 304. E. Borel, Lecgons sur les fonctions de variables réelles
(Paris 1905), S.17. Schoenflies nennt nur die Mengen G, Borel-
sche Mengen (Mengenlehre, S. 350).

S.306. DaB eine separierte Menge ein G, ist, diirfte zuerst
von W. H. Young bemerkt sein, Theory of sets (Cambridge 1906),
S. 67, Theorem 35a.

S.308. E. Borel, Legons sur la théorie des fonctions (Paris
1598, S. 63, 93.

Die Menge D der Stellen, wo die Reihe («) nicht konvergiert,
ist., falls A insichdicht ist, zu 4 dicht (im allgemeinen Falle zum
Keﬁ 4, dicht). Man wihle nimlich die wachsenden natiirlichen
Zahlen p, g, 7, ... und die positiven Zahlen c)‘p, Jq, d,, ... folgender-

maBen:
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p beliebig;
2§p < Vp
g so, daB |a, —a,|[ < J,5
29, <y 0y oy —a,l;
7 so, daB |a,—a, | < J,;
20, <70, lay,—a,| usw.
Dann ist
z=a,+(@,—a,)+ (@ —a)+..
konvergent, und zwar
|:1:——ap|<c5p+§q+§7_+...<§p(l—f—%—!—%—]—...):.?(??,
ebenso
|z—a,|<20,<|a,—a,l,
lz—a, |<20,<|a,—a,| usw,
wonach z von a,, @,, ... verschieden ist; ferner ist fir n=p, ¢, r, ...
Cn
‘x—an

> 2= >1,
also die Reihe («) nicht konvergent. Da man p beliebig und J,
beliebig klein wihlen kann, so liegt in jeder Umgebung eines
Punktes von 4 ein Punkt von D.

S. 310. Das erste Beispiel einer solchen Reihe (¢) diirfte von
H. Bruns stammen, Bemerkungen zur Theorie der allgemeinen
Storungen, Astr. Nachr. 109 (1884): es ist die Reihe

2 (Xpﬂq - 2 Crg o al’ﬂq
]

qo—p pe = g

Zr ——

q
wobei «, 8 zwei feste positive Zahlen < 1 sind und p, ¢ alle natiir-
lichen Zahlen durchlaufen. Die Menge A ist die der positiven
rationalen Zahlen, wobei das Auftreten jeder solchen in unendlich
vielen Reihengliedern nur eine unwesentliche formale Differenz gegen-
iiber unserer Darstellung ist. Beschrinken wir uns auf positive z,

so ist die Menge D der Nichtkonvergenzstellen dicht, hat aber das
Langenmaf Null, weil > cM’fli konvergiert; die Menge C der Kon-
vergenzstellen umfaBt alle irrationalen algebraischen Zahlen, weil

Zg—pqﬂ fir geeignetes ¥ < 1 (n#mlich B < ¢ < 1) konvergiert.

§ 8.

S.815. G. Cantor, Uber die Ausdehnung eines Satzes aus der
Theorie der trigonometrischen Reihen, Math, Ann. 5(1872); E. Heine,
Die Elemente der Funktionenlehre, Journ. f, Math. 74 (1872). Ch.
Méray, Nouveau précis d’analyse infinitésimale (Paris 1872).
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§ o

2

318, Cantor, Punktmengen VI, 8. 485,

319, W. H. Young, Theory of sets, 8. 64, Theorem 31,
320, Die niichste Versehitrtung des Youngschen Satzes. die
sich noch mit denselben Hilfsmitteln beweisen LliiBt, lautet:

In einem vollstindigen Raume mit abzihlbarer dichter
Teilmenge ist eine Menge ¢, .. wenn sie unabzihlbar ist,
von der Michtigkeit des Kontinuums.

Die fragliche Menge sei

P=2114,DB, ¢, ...\

g

wobei
A =3(1. 4.4y, B=8(B,. I.B,, ..., ...
;= Dy Ay 0 By=D(B,. By, -..), ..o
und die Mengen _f,,. B, . ... Gebiete sind. Wir konnen die A, mit

dem Index aursteivend annehmen (24, 4,=...), indem wir
andernfalls 4, durch & .1,. Ay oy 4 ersetzen, welche Menge als
Summe endlich vieler G, wieder ein 7, ist. Gleiches gilt fiir die
B, C,.... Wir setzen noch

P=72/4,B, " D,...), Po=9D(4,B,, C,D,...), ....

Ist nun P= S P, unabzihlbar, so ist mindestens eine der Mengen P

It

Il
9 M

unabzghlbar. Da P, = nenhs.. wwd P=8(P, I,,,...J, 50
kénnen wir mit eventucller Nummerninderung bereits P, als un-
abzihlbar annehmen. Es scien .y, z, zwei zu P, gehérige Ver-
dichtungspunkte von /) (deren Existenz durch § 3, I gesichert ist).
Wir umgeben sie mit abgeschlossenen Kugeln 17, V,, die keinen
Punkt gemein haben und dem Gebiet 7/, = 4,, = 4, = I, angehoren;
. U, seien die entsprechenden Kugelgebiete mit gleichem Radius.

In I7 liegen unabzihlbar viele Punkte von PO=§PO,‘, also un-

abzihlbar viele von mindestens einem F,,; ebenso liegen in U,
unabzihlbar viele Punkte von einem P,,; wegen P, < P, = P, < ...
konnen wir wieder annehmen, daB bereits P, unabzihlbar viele
Punkte mit U/, und U, gemein habe. Nun seien (fir p=1, 2) z,,, Ty
zwei zu D (I, ) gehorige Verdichtungspunkte dieser Mgnge. Wir
umgeben sie mit abgeschlossenen Kugeln 7, V,,, die keinen Punkt

gemein haben, in ¥, und auBerdem in dem Gebiet
G, =D (4yys Byyy Byy) 2 D4y, B)) 2 B
liegen. In dem zu V,, (p, 9= 1, 2) gehorigen Kugelinnern U,  liegen
unabzihlbar viele Punkte von £, =& P,,,, also von mindestens
i

einem P, ,; abermals konnen wir annehmen, daB dies fiir alle vier

Hausdorff, Mengenlehre. 30
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Kombinationen p, ¢ bereits auf P,,, zutreffe. Sind dann 2, ,, @, ,
zwei zu D(P,y,, U,,) gehorige Verdichtungspunkte dieser Menge, so
umgeben wir sie mit abgeschlossenen Kugeln 7, ., V, ,, die keinen
Punkt gemein haben, in 7, und auBerdem in dem Grebiet

GSZQ(AOS’ B03’ C’01’ 002’ 003)2®(AO’ BO? GO)EPOOO

liegen, und fahren so fort. Fiir jede aus den Ziffern 1, 2 gebildete
Folge p, ¢, 7, ... hat man dann

V.S Gy V,, = Gy V=6

pq = par 8 weeh

148t man iiberdies die Radien der 7 nach O konvergieren, so ist
die dyadische Menge D=V, =V, 2V,,,,...) Teilmenge des
Durchschnitts

D(G5 Gy, Gy vva) = DAy Byy Gy o9+)3
dieser Durchschnitt und die Menge
P=%®(4,B,C,...)29(4,, By, G, ...)

ist also (mindestens und auch hochstens) von der Machtigkeit des
Kontinuums.

In einem Raume ohne abzihlbare dichte Teilmenge versagt
dieser Beweis, weil dann eine unabzihlbare Menge keine Ver-
dichtungspunkte zu haben braucht. So ist der S. 289 erwihnte
Raum von &, Dimensionen mit den Punkten

B =Ty Ly o ovy Ty vns)

vollstandig, was ebenso wie fir den Hilbertschen Raum bewiesen
wird (S. 317); die Menge der Punkte, die nur eine Kins und sonst
lauter Nullen als Koordinaten haben, ist von der Michtigkeit N,
und hat keinen Verdichtungspunkt, nicht einmal einen Hiufungs-

punkt, da ihre Punkte paarweise die Entfernung J/2 haben. Auf
sie ist also das Beweisverfahren nicht anwendbar, obwohl alle
sonstigen Voraussetzungen zutreffen (die Menge ist divergent, also
abgeschlossen, folglich ein @ und erst recht ein G;, oder G, ,);
wire der Satz auch in diesem Falle richtig, so wire damit das
Kontinuumproblem im Cantorschen Sinne geldst.

In einem vollstindigen Raume mit abzahlbarer dichter Teil-
menge sind demgemiB die Mengen @, , und offenbar auch noch
die Mengen (, s entweder endlich, abzihlbar oder von der Michtig-
keit des Kontinuums; das trifft also auf die Mengen @, G;, G, ,
Gsp50 Gs,5, und F, F, F o F  zu. Der Versuch scheint nicht
aussichtslos, das gleiche fiir alle Borelschen Mengen zu beweisen,
d. h. die aus den Gebieten oder abgeschlossenen Mengen durch
Summen- und Durchschnittsbildung iiber Folgen hervorgehen.



Nachtriige und Anmerkungen. 467

. 821, In der euklidischen Kbene ist die Menge der Punkte
wit ratiopalem r ein /) NSumme einer Folge von Geraden), aber
kein Gy, da sonst ihr Durchschnitt mit einer Geraden y = const ein
lineares Gy wiire. Die Menge der Punkte mit irrationalem z ist
ein «7;, aber kein F. Die Menge der Punkte mit rationalem z
und irrationalem y ist weder ein F, noch ein G,, wohl aber von
der Form D/F, (i), also sowohl ein I, wie ein (/

8,823, Vel das Zitat zu 8. 298,

S.323. R. Baire, Sur les fonctions de variables réelles, Annali
di Mat. (3) 8 {1809),

do”

1L

N. 343. Ohne die Voraussetzungen iiber ¥ kann der Satz VI
versagen. Die Summe der Rechtecke Fig. 6, S. 249 (ohne die beiden
Geraden trennt einen rechts davon gelegenen Punkt von einem
links gelegenen, obwohl es kein einzelnes Rechteck tut.

2. 346. L. E. J. Brouwer, Zur Analysis situs, Math. Ann. 68
11910, S, 427,

S.854. (. Jordan, Cours d’Analyse I (2. Aufl, Paris 1898),
N. 91. Von dem Jordanschen Satz sind, teilweise unter ein-
schrinkenden Annahmen, viele Beweise gegeben worden, vgl. Schoen-
flies, Bericht I, N. 168; Young, Theory of sets, S. 225. Der hier
reprodnzierte von L. E. J. Brouwer, Beweis des Jordanschen
Kurvensatzes, Math. Ann. 69 (1910): methodisch steht ihm am
nichsten der von O. Veblen, Theory of plane curves in non-metrical
analysis situs, Trans. Amer. Math. Soc. 8 (1905.

Neuntes Kapitel.

§ 1.

S. 363. DaB die Menge der Maximalwerte hochstens abzihlbar
ist, bemerkte Schoenflies, Bericht I, S. 157.

S. 368. Die Erweiterung einer in P gleichmiBig stetigen Funktion
bei T. Brodén, Beitrige zur Theorie der stetigen Funktionen einer
reellen Verinderlichen, Journ. f. Math. 118 (1897). Der Gegenstand
ist vielfach behandelt worden, in besonders einfacher Weise von
G. Faber, Uber stetige Funktionen I, II, Math. Ann. 66 (1908)
und 69 (1910).

§2.

S.369. G.Peano, Sur une courbe qui remplit toute une aire

plane, Math. Ann. 36 (1890). D. Hilbert, Uber die stetige Ab-

bildung einer Linie auf ein Flichenstiick, Math. Ann. 38 (1891).
30*



468 Anhang,

Die allgemeine Untersuchung der stetigen Kurven von Schoenflies,
Bericht II, Kap. VI.

S. 878. Schoenflies, Bericht IT, Kap. V.

S. 874. Die ersten Beispiele gaben W. F. Osgood, A Jordan
curve of positive area, Trans. Amer. Math. Soc. 4 (1902), und
H. Lebesgue, Sur le probléme des aires, Bull. Soc. Math. 31 (1903).
Nach F. Riesz, Sur les ensembles discontinus, Compt. r. 141 (1905),
S. 650 kann man durch jede beschrinkte punkthafte abgeschlossene
Menge eine Jordansche Kurve legen.

S. 877. Zum Dimensionenproblem vgl. Schoenflies, Bericht 11,
S. 164.

S.878. L. E. J. Brouwer, Beweis der Iunvarianz der Dimen-
sionenzahl, Math. Ann. 70 (1911); Beweis der Invarianz des n-dimen-
sionalen Gebiets, Beweis des Jordanschen Satzes fiir den n-dimen-
gionalen Raum, Uber Jordansche Mannigfaltigkeiten, Math. Ann.
71 (1912); Beweis der Invarianz der geschlossenen Kurve, Math. Ann.
72 (1912) u. a. Die den Leser zu vielen eigenen Krginzungen
zwingende Kiirze der Brouwerschen Publikationen ist bei dem
Mangel einer sonstigen einwandfreien und ausfiihrlichen Darstellung
sehr zu bedauern.

S.879. E.Jiurgens, Allgemeine Sitze iiber Systeme von zwei
eindeutigen und stetigen reellen Funktionen von zwei reellen Ver-
anderlichen (Leipzig 1879).

S. 381. Das Beispiel in der Anmerkung von E. Study, Vor-
lesungen iiber ausgewihlte Gegenstinde der Geometrie IT (Konforme
Abbildung einfach-zusammenhéngender Bereiche) (Leipzig und Berlin
1913), S. 45.

§ 4.

S. 384. Wenn fiir jedes ¢ die Gleichung 7, < ¢ fiir unendlich
viele » und alle « erfillt ist, nennt man die Folge einfach
gleichm#Big konvergent; vgl. U. Dini, Grundlagen fiir eine Theorie
der Funktionen einer verinderlichen reellen GroBe (deutsch von
J. Liiroth und A. Schepp, Leipzig 1892), S. 137. Wenn f(z) mit
keinem f,(v) identisch ist, ist einfach gleichmiBige und uniforme
Konvergenz dasselbe.

S.386. C. Arzela, Sulle serie di funzioni di variabili reali,
Rend. Bologna (2) 7 (1903).

S.388. In IV sind Satze und Beweise von Osgood, Baire,
Van Vleck u. a. zusammengeflossen.

S. 889. R. Baire, Legons sur les fonctions discontinues (Paris
1905); vgl. auch das Zitat zu S. 328. Die im Text nicht bewiesene
Hilfte des Baireschen Satzes kommt darauf hinaus, daB fiir eine
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Fuunktion /{#), die nicht Limes stetizer Funktionen ist, eine in A
abgeschlossene Menge P existiert, in der /(| P) iiberall unstetig ist.
Dies hat besonders einfach H. Liebesgue bewiesen, Démonstration
d'un théoréme de M. Baire, Note IT in k. Borel, Legons sur les
fonctions de variables réelles (Paris 1905

Zehntes Kapitel.

g 1.
=.400. H. Hankel. Untersuchungen iiber die unendlich oft
oszillierenden und unstetigen Fuoktionen, Math. Ann. 20 (1882).
G. Cantor, Punktmengen VI, X. 478. G. Peano, Applicazioni geo-
metriche del calcolo infinitesimale (Turin 1887), S. 153. C. Jordan,
Remarques sur les intégrales définies, Journal de Math. (4) 8 (1892).
E. Borel, Lecous sur la théorie des fonctions (Paris 1898), S. 46;
Lecons sur les fonctions de variables réelles (Paris 1905), S. 16.
H. Lebeszue, Intégrale, longueur. aire, Thise (Paris 1902) = Annali
di Mat. (3) 7 (1902; Lecons sur l'intégration (Paris 1904).

S.402. Die Unlésbarkeit des Inhaltproblems. Wir
zeigen, daB es nicht moglich ist, allen Punktmengen auf einer Kugel-
tliche K Inhalte zuzuordnen, die den Forderungen (), () von S.401
geniigen und wobei 'K} positiv ausfillt. Der Beweis beruht auf
der merkwiirdigen Tatsache, daB eine Kugelhilfte und ein
Kugeldrittel kongruent sein konnen, oder daB (von einer ab-
zihlbaren Menge abgesehen) X in drei Mengen 4, B, C gespalten
werden kann, die sowohl untereinander als auch mit B+ C kon-
gruent sind. Nun miite eine abzihlbare Menge @ jedenfalls den
Inhalt O haben; denn wihlt man eine Drehungsachse, die durch
keinen Punkt von @ geht, und einen Drehungswinkel, der keiner
der geographischen Liangendifferenzen zweier Punkte von @ gleich
ist, so erhalt man eine Drehung, die @ in eine Teilmenge von
P—=FK — ( iberfithrt, und durch Wiederholung dieses Verfahrens
erkennt man, daB K beliebig viele, paarweise fremde, mit @ kon-

groente Teilmengen hat, also f(Q)é%f(K) fir n=1,2,38,... und
demnach f/0)=0 ist. Bei der angegebenen Zerlegung
K=+ 44+ B+C

miiBte also f(4) gleichzeitig = L f(K) und = }f(K) sein, was der
Annahme f(K) >0 widerspricht.

Um eine solche Zerlegung herzustellen, verstehen wir unter ¢ eine
Halbdrehung (um 7). und unter + eine Dritteldrehung (um 2 @) um
eine von der ersten verschiedene Achse. Sie erzeugen eine Gruppe G
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von Drehungen, deren Elemente wir nach der Faktorenzahl geordnet
(wobei ¢, y, 1” als einfache Faktoren gezahlt werden) so schreiben:

@) Lo, v, v | pw, oy, wo, po]....

Bei geeigneter Wahl der Drehungsachsen bestehen auBer g2 =% =1
keine Relationen zwischen ¢ und 2. Da dies der Nerv der ganzen
Betrachtung ist, wollen wir es ausfithrlich beweisen. Die Produkte
von zwei oder mehr Faktoren sind von einer der vier Formen

o = q)w'ﬂll ¢,l/)'”lg... (pw'mn

f=ympyrg... Py

7= @Yty gyt

O=ympym ..pym,
wo » eine natiirliche Zahl und m,, m,, ..., m, gleich 1 oder 2 sind.
Eine Relation ¢ = ¢ zwischen zwei formal verschiedenen Produkten
wiirde oo~ ! =1 zur Folge haben, d. h. ein von der Identitit 1 formal
verschiedenes Produkt miifte tatsichlich =1 sein; dies Produkt
milBte mindestens zwei Faktoren haben, und die fragliche Relation
konnte in der Form ¢ =1 angenommen werden (aus $=1 wirde
pfp=a=1, aus y=1 ebenso gy =0=1, aps d=1 schlieBlich
P mdy™m =o' =1 folgen). Ks ist also zu zeigeri, daB bei geeigneter
Wahl der beiden Drehungsachsen alle Produkte ¢ von 1 ver-
schieden sind.

Legen wir durch den Kugelmittelpunkt ein rechtwinkliges
Achsensystem, die -Achse in die z-Achse, die @-Achse in die
wz-Ebene, bezeichnen den Winkel beider mit 1 & und sefzen

A= 008§n=—%, y:sin%n: V?‘D’—,
so lauten die unseren Drehungen entsprechenden orthogonalen Trans-
formationen

=z —yup
() Y =azp+yl
ja;’:——mcosﬁ—{—zsinﬁ'
(o) Y=—y
]7/: z 8in 4 4 % cos
Ix’:——wlcosﬁ—}-yy—{—xlsin&
() Y =—zpcosd — yi -+ zpsin
lz’: xsin 9 -+ zcos .

Durch Vertauschung von yu mit —u tritt 4® an Stelle von . Nun
bedeute ¢ ein Produkt von »n Doppelfaktoren g oder pvy? o =gy
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oder &'=eq@u?* ein Produkt von »n 41 solchen; der Punkt mit den
Koordinaten v, 0, 1 gehe durch « in z, ¥, v, durch « in o, y, &
ber, sodaB zwischen diesen Koordinaten die Gleichungen ((pz,u,).o’der
die durch Vertauschung von u mit —u daraus hervorgehenden

Gleichungen (¢ v*) bestehen. Wir behaupten, daB —=_, ¥ Poly-
) sin & ° sin &
nome (n — 1Y Grades, : ein Polynom n'" Grades in cos & ist, also

z = sin & (acos F"—14 ...)

y = sin & heos -1 4 ...)
x=cC0os J" 4 ....

Dies ist namlich fir n =1 richtig, da der Punkt 0, 0, 1 durch Py
oder ¢ »?® in den Punkt Zsin®, 4 wsin®, cos& itbergeht, und
iibertriigt sich von n auf »n+1, da nach den Gleichungen (¢ 1)
oder ¢ v

z’ = sin & (a’ cos ¢* +...)

¥ = sin (b cos 9* -+ ...)

2 = ¢ cosgrFl 4,
ist. Fiir die hochsten Koeffizienten bestehen dabei die Formeln

d=rte—a, V=4pl—a), ¢=c—a,
d—ad=il—iic—a)=3%(c—a),

aus denen man durch wiederholte Anwendung ¢—a=(§)" schlieBt.
Die z-Koordinate des Punktes 0, 0, 1 wird also durch ein aus
n Doppelfaktoren bestehendes Produkt « in

8 \n—1 ;
x = (_2-) €08 1’5‘/‘-{—

transformiert und reduziert sich jedenfalls nicht identisch (fiir alle &)
auf den Wert 1. Es gibt also nur endlich viele Werte von cos 1,
fir die ¢ =1 sein konnte, und es ist moglich, mit Vermeidung von
héchstens abziahlbar vielen Werten den Winkel ¢ so zu wihlen,
daB kein Produkt e« gleich 1 wird.

Die hiernach nicht nur formal, sondern wirklich paarweise ver-
schiedenen Drehungen (G) verteilen wir nunmehr auf drei Klassen
A, B, C in der Weise, daB von zwei Drehungen ¢, vg die eine
zu A, die andere zu B+ C und von drei Drehungen g, oy, oy?®
je eine zu 4, B, C gehort. Diese Verteilung ist moglich. Wenn
-gie namlich fiir die Produkte von héochstens » Faktoren bereits
gegliickt ist (soweit die fraglichen Drehungen ¢, o usw. hochstens
s Faktoren haben), so 1aBt sie sich auch fiir die Produkte von
hochstens n -4 1 Faktoren durchfithren; denn ein Produkt von n -1
Faktoren ist entweder = o, wo p ein mit v oder 1? endigendes
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Produkt von n Faktoren ist, und werde, jenachdem ¢ zur Klasse
A, B, C gehort, der Klasse B, 4, 4 zugewiesen, oder es ist =g
oder s?, wo ¢ ein mit ¢ endigendes Produkt von » Faktoren ist,
und dann werde, jenachdem ¢ zu 4, B, C gehort, oy der Klasse
B, C, A und cwy? der Klasse C, 4, B zugewiesen. Eine Kollision
dieser Bestimmungen ist ausgeschlossen. Der Anfang des Verfahrens
ist aus folgender Aufstellung ersichtlich (wenn wir die Identitit 1
zur Klasse 4 rechnen):

41 v, vro, pu’ | gy
B @y Y PYrp;, WpY, Yoy
¢ y? Y pp? Yoy

Endlich sei Q die abzahlbare Menge der Fixpunkte (Drehungs-
pole) der von 1 verschiedenen Drehungen unserer Gruppe und
K= P+ Q. Ein Punkt z von P geht durch die Drehungen (@) in
die paarweise verschiedenen Punkte

x, TP, vY, TY?, ...
iiber, deren Menge P_ heiBle, und zwei solche Mengen P,, P, sind
entweder identisch oder haben keinen Punkt gemein. Aus jeder
Menge P, werde genau ein Punkt z ausgewihlt und auf diese Weise
die Menge M ={z,y, ...} gebildet; dann ist

P=M+ Mo+ My + My? +....
Endlich zerfallt, gem4B der obigen Klasseneinteilung der Drehungen,

P ebenfalls in drei Mengen, die wir wieder mit 4, B, C bezeichnen
wollen:

P=A44+ B+ C,

A= M+ Mypp + My p + Mpy® + ...

B = Mp+ My + ...

C= My? + Mgy + ...
und nach Konstruktion ist

dp =B+ C, Ay =B, Ay?®=C,
also die Mengen 4, B, ¢, B+ C kongruent, womit der Beweis
vollendet ist.

Eine den Forderungen (z), (8), () von S.401 geniigende, alle
beschrinkten Mengen umfassende Inhaltshestimmung ist also im
drei- (und mehr-)dimensionalen euklidischen Raume unmoglich, da
sie sonst auch auf der Kugel moglich wire (indem man einer Menge
auf der Kugel das Volumen des entsprechenden konischen Korpers
als Inhalt zuordnet) Fir die gerade Linie und die Ebene muB

d%e Frage offen bleiben, da die Struktur der Bewegungsgruppe in
diesen Fillen das obige Verfahren nicht zulaBt.
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2. 418. Beispiele unmeBbarer Mengen bei Schoenflies, Mengen-
lehre, X. 374; das erste stammt von G. Vitali, Sul problema della
misura dei gruppi di punti di una retta (Bologna 1905).

2. 419. E. Borel, Les probabilités dénombrables et leurs appli-
cations arithmétiques, Rend. Palermo 27 (1909).

S, 4220 Das Kettenbruchproblem ist von H. Gyldén, A. Wiman,
T. Broden, E. Borel und F. Bernstein behandelt worden.

04290 M. Fréchet. Sur quelques points du calcul fonctionnel,
Rend. Palermo 22 (1906. H. Lebesgue, Contribution & 'étude des
correspondances de M. Zermelo, Bull. Soc. Math. 35 (1907).

§ 5.
Fir das Folgende vgl. die zu S. 400 zitierten Werke von
H. Lebesgue.
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