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Dukaz. M = ) ja,z" a N = Y > b,z" tedy budte dvé mocninné fady,
které se jako funkce shoduji svymi hodnotami na néjaké prosté posloupnosti
bodi z; € C konvergujici k nule. Mizeme predpokladat, ze vzdy z # 0. Protoze
M a N definuji na okoli 0 spojité funkce a M(z) = N(zx) pro kazdé k, mame

apg = M(0) = klim M(z) = klim N(zk) = N(0) = b

a ag = bp. Déale postupujeme indukci podle indexu koeficientd. Necht uz jsme
dokazali, ze ag = bg,a1 = by, ..., am_1 = by_1. Vezmeme funkce

M(z) = Sm ba,2"

A =
(2 L
a m—1 m—1
N(z) =y anz™  N(2) = "5 bp2"
B(z) = n = n .

Ty jsou obé definovany na néjakém prstencovém okoli 0 a A(z;) = B(zj) pro
kazdé k. Déle se A(z) na tomto prstencovém okoli shoduje s funkci danou moc-
ninnou fadou ), - @m4n2", jez je spojita v 0 a ma tam hodnotu a,,. Podobné
se B(z) shoduje na tomto prstencovém okoli se spojitou funkci danou mocninnou
fadou Zn>0 bm+4nz", jez ma v 0 hodnotu b,,. Proto opét
am = lim A(z) = lim A(zg) = lim B(zk) = lim B(z) = by,
z—0 k—o0 k—o0 z—0

a a;, = by,. Tedy a, = b, pro kazdé n a koeficienty mocninnych fad M a N
jsou identické. m]

Holomorfni rozs$ifeni a singularity. Jsou-li X C Y C C dvé oteviené mno-
zZinya f: X - C,g: Y — C holomorfni funkce splitujici f(z) = g(x) pro
kazdé x € X, fekneme, Ze g je holomorfni rozsifent funkce f (na mnozinu Y).

Véta 7 (jednoznaénost holomorfniho rozsiteni). Holomorfni rozsieni na
souvislou mnoZinu je jednoznacné. Podrobné teceno, je-li Y C C oteviend a
souvisld mnoZina (tj. kazdé dva body Y lze spojit lomenou carou leZici v'Y')
a gi,92 : Y — C jsou dvé holomorfni funkce spliiujici g1(x) = go(x) pro
kazdée x € X z néjaké otevrené a neprdzdné podmnoZiny X C Y, potom uZ
91(y) = g2(y) pro kazdé y € Y.

Vlastné staci, aby se g1 a go shodovaly na néjaké prosté posloupnosti bod (zy)
konvergujici k bodu zg, se zx i zp lezicimi v Y, a g1 a g2 se pak uz museji
shodovat na celé Y. To plyne jednoduse z Véty 5 a Tvrzeni 6.

Necht f(z) =), ~¢@nz™ ma polomér konvergence R, 0 < R < +o0, takze
f: D(0,R) — C je holomorfni funkce. Rekneme, ze bod u € C na konvergenéni
kruznici, tj. |u| = R, je singularita funkce f, kdyz neexistuje holomorfni rozsifeni



f na zadné jeho okoli. To jest, pro zadné § > 0 neexistuje holomorfni rozsireni
f z D(0, R) na D(0, R) U D(u,0).

Véta 8 (o singularitiach). Necht mocninnd tada f(2) =", <o anz" md polo-
mer konvergence R splnujici 0 < R < +o0. B

1. Alespori jeden bod u € C s |u| = R je singularitou funkce f.

2. (Pringsheimova véta) Pokud jsou koeficienty a,, rediné a nezdaporné, je bod
u = R singularitou funkce f.

Pro ilustraci véty si vzpomenime na priklad ze zavéru minulé prednéasky. Funkce
f: D(0,1) — C, danad mocninnou fadou ), -, 2" s polomérem konvergence
R = 1, ma holomorfni rozsifeni na celé C s vyjimkou bodu z = 1 diky funkci
9(z) = 1/(1 — z). Podle Pringsheimovy véty vime, Ze bod 1 je singularitou f; je
to jedind singularita f na konvergenéni kruznici |z| = 1. Ze 1 je singularita f je
v tomto pFipadé vidét jednoduse piimo, protoze lim,_, - f(2) = lim,_,;- g(z) =
+00, takZe f se nedd roz§ifit uz ani na z = 1 jako funkce (s koneénymi kom-
plexnimi hodnotami).

Jiny ptiklad. Uvazme funkci g(z) = 1/(1 + 2?), kterd je definovana a holo-
morfni na celém C s vyjimkou bodii i a —i. Podle Véty 5 je na D(0,1) déna
mocninnou fadou, coz je geometricka fada

1

:1+ 2:1—,22—i—z4—,26—i—zS—...7
z

9(2)

takze ag, = (—1)" a agp—1 = 0. Tedy R = 1 a alespoii jeden bod na |z| =1
je singularitou g (z(Zené na D(0,1)). Opét je lehké vidét, ze singularitami jsou
pravé body z = i a z = —i. VSimnéte si, Ze koeficienty a,, nejsou nezaporné a
nelze pouzit Pringsheimovu vétu; bod z = R = 1 také uz neni singularitou g(z).

Analyticka kombinatorika. UkdZeme pouziti predeslé teorie, zejména polo-
mért konvergence a singularit, v analytické kombinatorice pro odhady rychlosti
rustu enumerativnich posloupnosti, coZ jsou posloupnosti nezapornych celych
Cisel (ay,) pocitajicich néjaké objekty, struktury ¢i véci velikosti n.

Je-li -~ anz™ mocninna fada s polomérem konvergence R, 0 < R < 400,
vzorec pro R z Tvrzeni 1 muzeme ekvivalentné zformulovat tak, ze pro kazdé
e >0 je

lan| < (1/R+¢€)™ pron > ng, ale |a,| > (1/R—¢)" pro nekoneéné mnoho n.

Tento odhad rtstu koeficientt a,, zapiSeme jako |a,| = (1/R)™. Velikost R tedy
udéava rychlost exponencialniho ristu koeficienti a,.

Metoda odhadovani rychlosti ristu enumerativnich posloupnosti je v obec-
nosti nésledujici. Reknéme, Ze mame takovou posloupnost (a,), takze a, jsou
nezaporna cela ¢isla, a chceme nalézt konstantu ¢ > 0, pro niz a,, = ¢". Vezmeme

mocninnou fadu
f (Z) = Z anz",

n>0



tzv. generujici (& vytvorugict) funkei posloupnosti (a,), a nalezneme jeji polo-
mér konvergence R. Pak ¢ = 1/R. Jak ale nalézt R, kdyZ rychlost rtstu &isel a,
nezname a chceme ji urcit pravé pomoci R? To vypada ponékud beznadéjné, ale
pomohou ndm singularity. Vime, Ze a,, € Ny, a typicky je a,, # 0 pro nekoneéné
mnoho n, takze R < 1. Déale z kombinatorické definice ¢isel a,, obvykle snadno
plyne, Ze R > 0, tj. f(z) je holomorfni v okoli pocatku. Navic, coz je klicovy
moment, z této definice obvykle vyplyva néjaky algebraicky vztah ¢i vzorec V/
pro f(z). Nyni sta¢i nalézt nejmensi redlné S > 0 tak, ze V urcuje fadné (t;.
holomorfné) f(z) pro realné hodnoty 0 < z < S, ale V' ,selze“ pro z = S. Podle
Pringsheimovy véty vime, ze R je singularita f, takze V musi pro néjaké kladné
realné ¢islo selhat a S = R. Okamzik prvniho selhani V' tedy urcuje R a tim
méme i ¢c=1/R.

Co to ale znamena, ze V selze pro z = S? Jednu moznost selhani V' jsme uz
v predeslych prikladech vidéli—nula ve jmenovateli, presnéji vyraz % s nulovym
jmenovatelem a nenulovym Cditatelem (vyraz % neznamend nutné selhani V|
kupfikladu £ je pro z = 0 vporadku). Je jasné, ze kdyz z = S dava ve V vyraz
%, neexistuje vibec zadné rozsifeni f na z = S a mame singularitu, R = S.

Jind moznost selhani V je nula pod odmocninou /0, presnéji 0%, kde ex-
ponent a € R neni nezidporné celé ¢islo. Pokud z = S déva ve V nulu pod
odmocninou, opét dostavame singularitu a R = S. Pro¢ je nula pod odmocni-
nou pro holomorfni funkce Spatna? To uz souvisi s holomorfnosti hloubéji nez %
a vysvétlime to na piikladu. UkéZzeme, Ze tieba viraz 07/3 je $patny. Neni tézké
definovat funkci f(z) = 27/ : C — C, to jest funkei splijici f(2)* = 27 pro
kazdé z € C: polozime f(0) =0 a, pro z = rcis(p) # 0 (bereme ¢ € [0, 27)),

f(z) = 273 = r"3cis(70/3).

Tato funkce vSak neni ani spojita pro kladné realné argumenty z, naptiklad pro
body z = 1+ i, § > 0, lezici mirné nad 1 i 27/3 lezi mirné nad 1, ale pro
body z = 1 — 44, & > 0, lezici mirné pod 1 uz lezi z7/3 daleko od 1, pobliz
cis(7 - 27/3) = cis(27/3) = -1 + @z Tato obtiz je podstatnd, funkci spliiujici
f(2)® = 27 lze definovat fadou zptisobtl, ale nikdy to nelze udélat tak, aby f
byla holomorfni na néjakém okoli 0. Pro¢ ne? Kdyby to slo, méla by f na okoli
0 mocninny rozvoj f(z) = Y, @nz". Na tomto okoli by tedy mélo platit, ze

3
<§ anz"> =27
n>0

Vezmeme-li nejmensi celé ¢islo m > 0, Zze a,, # 0, porovnani koeficientth moc-
ninnych fad na obou strandch rovnosti ddva vztahy a3, = 1 a 3m = 7. Posledni
rovnost je ale pro celo¢iselné m nemozna a mame spor.

Nyni se uz konecné podivame na dva konkrétni priklady z analytické kom-
binatoriky.

Pocet dobrych uzavorkovani aneb Catalanova éisla. Kolik je 0-1 po-
sloupnosti délky 2n, které obsahuji n nul a n jedni¢ek a v nichz je v kazdém



pocéateénim tseku alespoii tolik nul jako jedni¢ek? Rikejme jim dobré posloup-
nosti a oznafme jejich pocet jako c¢,. Takze ¢y = 1 (prdzdna posloupnost),
¢1 = 1 (posloupnost 01), co = 2 (posloupnosti 0011 a 0101) a as = 5 (posloup-
nosti 000111, 001101, 010011, 001011 a 010101). Je vidét, Ze dobré posloupnosti
odpovidaji dobrym uzavorkovanim s n pary zévorek, tieba pro n = 3 jsou od-
povidajici dobré uzavorkovani ((())), (())(), O0(0), (O0) a O)()(). Jak rychle
posloupnost ¢, roste? Ukazeme, Ze

¢, = 4™,
Nerovnosti
1<e¢, <4"

jsou jasné—prvni plyne z toho, ze kazda posloupnost 010101...01 délky 2n
je dobra a druhd je prosté odhad poétem 22" = 4" viech slov délky 2n nad
dvouprvkovou abecedou. Tudiz generujici funkce

f(z)=chz”:1+z+2z2+5z3+-~-

n>0

ma polomér konvergence R splitujici i < R < 1. Algebraicky vztah V pro f(z)
plynouci z kombinatorické definice je

f)y=1+4+=z- f(z)2

Je to pfimy preklad tohoto kombinatorického rozkladu do feci generujicich
funkci: Dobra posloupnost u = ujus ... us, (levad strana f(z)) je bud prazdna
(¢len 1 = 12°) a nebo (operace +) se d4 jednozna¢né rozlozit jako u = Ovlw,
kde 01,v,w je usporadana trojice dobrych posloupnosti s celkovou délkou 2n
(¢len z - f(2) - f(2) = z - f(2)?). A naopak, pro kazdou trojici 01, v,w dobrych
posloupnosti se souctem délek 2n je u = Ovlw dobra posloupnost s délkou 2n.

Jaké je tedy nejmensi S > 0, ze pro z = S vztah V selze? Generujici funkce
f(z) spliiuje rovnici

V(z,f(2) =0, kde V(z,y)=zy>—y+1.

Cislo z = S ur¢uje soustava V(z,y) = V,(z,y) = 0, protoze v z = S musi
byt nespinén predpoklad V,(z,y) # 0 véty o implicitni funkei, aby z V(z,y) =0
neslo y = f(z) v okoli z = S lokdlné vyjadfit jako holomorfni funkce z. Parcidlni
derivace podle y je V,(z,y) = 2yz — 1 a ze soustavy

2y —y+1=0, 2yz—1=0

dosazenim z = 1/2y do prvni rovnice dostavdme y/2 —y+1=10,¢liy =2 a
z=S8=1/2y =1/4. Takie R = S = } a a,, = 4". Kombinatoricky pozadavek
dobrého uzavorkovani tedy na tGrovni exponencialniho ristu podstatné nesnizuje
celkovy pocet 0-1 slov délky 2n.



ZeR=S = i lze v tomto pfipadu odvodit jednoduse i bez véty o implicitni
funkci (jejiz verzi pro komplexni funkce jsme beztak neméli) pfimo vyfesenim
kvadratické rovnice V(z, f(2)) = 2f(2)? — f(2) + 1 = 0. M4 dvé feseni

1++v1—4z
2z ’

Nasi generujici funkei f(z) davé feSeni se znaménkem —, protoze

\/1—42:(1—4,2)1/222<1/2>(—4z)”:1—2z—2z2—...

n
n>0
a obé jednicky se museji odecist. Tedy

f(z) = chzn _l-vi—4z V212_4Z.

n>0

Tento vzorec V pro f(z) mize selhat pro z = 0 (nula ve jmenovateli) a pak

pro z = % (nula pod odmocninou). Pro z = 0 ale dostavame vyraz g, presnéji

%’f""“, ktery ma holomorfni rozsiteni do okoli 0 (totiz pravé f(z)). Prvni
selhani je proto az v z = %, atak R = %.

Tento postup je pruhlednéjsi nez pouziti véty o implicitni funkci, ale ma
tu nevyhodu, Ze vyzaduje znalost explicitniho FeSeni rovnice V(z, f(z)) = 0.
Neumime-li ji explicitné vyfesit (coz se vétsinou v téchto tlohdch stava), musi
nastoupit implicitni funkce. Cislim ¢, se ¥iké Catalanova ¢isla a z predchoziho
explicitniho vzorce pro f(z) a uvedeného binomického rozvoje (1 — 42)'/? se

snadno odvodi vzorec
1 /2n 1 (2n)!
C’I’L = = . .
n+1\n n+1 (n!)?

Stirlingova formule n! & v/2mn(n/e)™ dava presn&jsi asymptoticky odhad
1 4
ﬁ n3/2’

ktery lze odvodit rovnéz pomoci singularit.

Cp =

Pocéet umisténi mic¢ia do beden ¢ili pocet surjekci. Kolika zptsoby lze

umistit n o¢islovanych mict my, ms, ..., m, do nekone¢né mnoha beden b1, by, . . .
tak, ze bedny s alespon jednim mi¢em uvnitt tvori pocatecni interval by, bs, . .., by,
(kde nutné m < n)? Jinymi slovy, kolik je surjektivnich zobrazeni z mnoziny

{1,2,...,n} na néjaky pocatecni interval mnoziny pifirozenych ¢&isel {1,2,...}?

Oznadime-li tyto pocty jako s,, mame sop = 1 (prazdnd surjekce), s; = 1 (jedno

umisténi by = {my}) a sg = 3 (t¥i umisténi (i) by = {mq, ma}, (ii) b1 = {m1},

b2 = {mg} a (111) bl = {mg}, b2 = {ml})

Jak rychle pocty surjekci s,, rostou? Neni tézké vidét, ze

n! < sp,



protoze umisténi po jednom mic¢i do bedny dava n! permutaci ¢isel 1,2,...,n.
Odvodit dobry horni odhad pro s, je nyni obtiznéjsi. Diukaz asymptotického
odhadu s
no . n
% = (1/10g2)
jen naznacime. Vezmeme mocninnou fadu
2

Sp2" 3z
fz)=> =l ot
n>0

(koeficient u 2" je tedy s, /n!). D4 se ukdzat, Ze z kombinatorické definice poc¢ti
Sn, vyplyva tento vzorec V pro f(z):

f =3

= n! 2 —exp(z)’

Prvni selhani V' je typu & pro z = S = log2. Takze polomér konvergence f/(z)
je R =log2 a dostdvdme uvedeny exponencidlni rust podili s, /n!.



