Electromagnétisme B
Equations de Maxwell: ondes, électrostatique, maghastatique, induction
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Dans tout le cours, les vecteurs sont en caracteres gras

| - Equations de Maxwell dans un milieu conducteur

Maxwell (1831-1879): formalisation mathématique ttagaux antérieurs sur I'électricité et le
magnétisme, réalisés notamment par Gauss (177 7;18&%=day (1791-1867) et Ampere (1775-
1836). Il proposa un ensemble d’équations pressidgaemiere fois a la Royal Society en 1864
qui décrivent le champ électrique et le champ miague ainsi que leur interaction avec la
matiere (charges et courants). Mais il faudra dteeflavenement de I'analyse vectorielle au
20eme siecle pour aboutir aux 4 équations modernes.

Maxwell, Gauss, Faraday, Ampere, pionniers de t¢&tmamagnétisme (Wikipedia)



Equations de Maxwell locales dans un milieu conducteu

div E = plg, Equation de Maxwell Gauss

rot E = - oB/ot Equation de Maxwell Faraday
dvB=0 Equation de Maxwell Thomson ou flux
rot B =p,] + p,¢,0E/Ot Equation de Maxwell Ampere

E champ électrique (unité: V- - champ vectoriel
B champ magnétique (unité: Tthamp vectoriel

j densité volumique de courant électrique (unité: A rchamp vectoriel (= [[j.dS)
p = densité volumique de charge électrique (unité:-€ nchamp scalaire ¢ =[J] p dv)

go permittivité du vide (1/de,= 9 10 unités Sl ou ni kg s* A?)
1, permeabilité magnetique du vider(#07 unités Sl ou m kg5A-2)
Ho & C2 =1 (C = 3 1®m st vitesse de la lumiere dans le vide).

div, rot opérateurs "divergence" et "rotationnel" agissanies variables d'espace.
dvE =0.E et rotE=0AE (en coordonnées cartésiennes seulement)

Avec [J opérateur « NABLA » des dérivées spatidl@®x, o/oy, 0/0z).



E=-gradV - 0A/ot
B=rotA
et la condition de jauge de Coulomb, &= 0

V est le potentiel scalaire (unité: Vihamp scalaire
A est le potentiel vecteur (unité: T m¢hramp vectoriel
OA/ct est le champ électromoteur (unité: VAm champ vectoriel

Remarques:
-I'équation de Maxwell Faradagt E = - 0B/ot
découle dd&e = -grad V - 0A/ot en prenant son rotationnel

-I'équation de Maxwell flux diB = 0
découle dd3 =rot A en prenant sa divergence

-la divergence de 'equation de Maxwell AmpeyeB = p,j + ¢, OE/ot
combinée avec I'equation de Maxwell GaussHw p/e,,
donne |'équation de conservation de la charge

oplat +divj=0




Sous forme intégrée sur un volumMentouré par une surface ferntgde théoréme
d’Ostrogradski donne sur cette eéquation:

og/ot +FPj.dS = 0| odaglat = - 1 | avec g charge interne\a dS

| = []j. dSest l'intensité du courant (A) traversant la surface
frontiereS comptée positivement vers I'extérieur

Dans un milieu conducteur neutre

ds
p=p,+p.=0 etj=p,v,+p V. j

dl=j.dS
>0 si sortant

Dans un métal, =0 d'ou |]=p.V.

j est produit par les électronwbiles(~ 1 électron libre par atome)

] est.opposa@ leur mouvement car = - n eou n est la densité volumique d'électrons (eh) m
environ 1@°m=3 dans un métal) et - e la charge de I'électron (e6=101° C).

Les équations de Maxwell sont localebes existent sous forme globateegrée sur I'espace
permettant d’exploiter les symetries pour détermiet B a partir d'une distribution de
charges ou de courants donnee.



Equations de Maxwell globales pour un conducteur:

utilisation du théoréme d’Ostrogradski “flux divergce”

ds
Surface fermég’ entourant un volumeé”/ ds E
div E = ple,
[If div E dv =[] ple,dv, avec]l] divE dv=FE.dS et [[| ple,dv = gk,
% 4bE.dS= gk, Théoréme de Gauss

'Le flux du champ électrique a travers une surfaoade Sest égal a la somme des

Echarges intérieures q (en Coulomb) diviséespbdS est orienté vers I'exterieur)

dvB=0
lldivBdv=0, aved]divBdv= & B.dS
> $B.dS=0 B a flux conservatif

ELe flux du champ magnétique a travers toute surfaceéeS est nul: le champ

Emagnétique est a flux conservat® (pas de monopo6le magnétique)

________________________________________________________________________________________________________________________



Equations de Maxwell globales pour un conducteur:

utilisation du théoréme de Stokes ou du “rotatidhne pouce =d|
A\ index = MO
majeur =dS

Contour fermé&” orientant une surface (regle des doigts)

rot E = - 0B/ot ds

SEa T ema T Cofdo Mascwell Faradiay (Fib - unité = Weben)

ELa circulation du champ électrique sur un contcemieC est 'opposé de la

Evariation du flux magnétique a travers toute surfaoéacée et orientée par ce contouré
rot B = p,j + py€, OE/0t

[lrotB .dS=p,llj.dS+p,e,0/ctlJ E . dS avec [[rot B.dS=$B . dl (Stokes)

—————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————

:La circulation du champ magnétique sur un conteumieZ est egal a la somme des

Ecourants électriques | et de deplacemg@®(E)/ot (mesurés en A), enlacés par ce contdur,

et multipliés pag, (le contourZ oriente la surface enlacee)



Il - Equations de Maxwell dans le vide et ondes éléatmagnétiques

Dans le videp = 0 etj =0:

dvE=0 Equation de Maxwell Gauss
rot E = - oB/ot Equation de Maxwell Faraday
dvB=0 Equation de Maxwell flux

rot B = p, &, 0E/ct Equation de Maxwell Ampere

La combinaison aboutit a I'équation de d'Alembedcavopérateur Laplacien:

AE =y, &, OPE/ot2

_ Plan d'ondek.r = cte
AE =[12E en coordonnées cartésienngs £ 02/0x? + 0?/oy? + 0?/0z?) Y

Onde Plane Progressive Harmonique (OPPH) r

> k

- -

E(r,t) =E, € t-kn ou |E| =  est 'amplitude

est solution de I'équation;= OM (X, y, z) décrit I'espace; le vecteur d'okd@dique la direction
de propagation. Sa norme k-{irest liée a la pulsation (rd st) par la_relation de dispersion

o = C k ou C est |la vitesse de la lumierg £, C2 = 1).



Pour une OPPH o/ot=1® div=-ik. rot=-ikA grad=-ik

- |B=(kAE)/®| estle champ magnétique associé a 'OPPH (Maxwedd&y).

L’'onde est transversalées vecteurgk, E, B) forment un triédre direct.

E etB sont orthogonaux entre eekorthogonaux a la direction de propagaton

E etB sont en phase et on a la relation E = énle leurs normes.

La densité moyenné'énergie électromagnétique locale ggt><=%2¢,|E[? (I m3).

La puissance moyenmeopagee par 'OPPH est [1x = <p> C = Y2¢, |E|? G (W m?).
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Spectre électromagnétique



lIl - Equations de Maxwell et ondes dans un diélectque LHI (isolant, charges liées)

sans chargep(= 0), ni courantj(= 0):

divD=0 Equation de Maxwell Gauss D est le vecteur

rot E = - 0B/ét Equation de Maxwell Faraday déplacement électrique
divB=0 Equation de Maxwell flux (C m?2).

rot B = p,oD/ct Equation de Maxwell Ampere

Milieu LHI: D=¢E= ¢;E+ P, | P=¢g,xE |polarisation du milieu (C r¥)

v susceptibilité constante complexsans dimension qui dépend de la pulsation de I'onde

K=(®/C) (1 +y)¥2 =n (o/C) complexe

ne)=n-in,=(1+y)2 et e =¢,n?

Vitesse de phase |v, = o / Ry(K) =C/n(w)

Vitesse de groupev, = do / dR(k) | et puissance moyenne transporfeél>< <p> v,

AE = pge, (1 +y) &E/0r2 | solution: OPPH de la formg(r ,t) = E, elet-kn)

n indice de réfraction complexe
(milieu dispersif si n dépend dg
n, n, indices de dispersiogt d’absorption

~ transport densité d'énergie moyenng-><= 1/2¢,|n|?[E[?| (I ™) a la vitesse de groupg.v




Propagation d’un paquet d’onégr t) = E (o) €t-kn dw centré sur la pulsation
®,de bande passante etraite << o, (0,- dw/2 <o < w,+ dn/2)

Vitesse de phasevitesse du signal de pulsatiop

Vitesse de groupe vitesse de I'enveloppe vitesse de propagation de I'énergie

Ci dessousE (o) = constantel'enveloppe est un sinus cardinal
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Exemple 1 de milieu LHIverred’indice n dependant de la pulsation ou de la laawgud’'onde

V,=0/k=C/n , | y=do/dk=C/[n+o dn/ds] <V,

Yitesse de phase__ Sgroupe——— &n m/s

198044 —mmm—m—m—————— 7 T T T T T T [ T T T T T T

1.96%10°

1.94x%108

1.92%10°

1.90%108

1.88x%10°8

1.86x%108

18t Lo Lo vy Lo
0.4 0.5 0.6 0.7

Indice de réfraction n du verre en fonction de la
longueur d’onde de 0.4 a 0.8 microns -

_y=C/Tn + o dn/dw]

microns

I|III|III|III|III|I|'.II|III

€ Vitesse de phase et
vitesse de groupe du verre
en fonction de la longueur
d’'onde de 0.4 a 0.8

1.55

Longueur d'onde dans le vide en microns



Exemple 2 de milieu LHbndes dans un plasma d'électrons libres de atess< C

le milieu est LHI de susceptibilitg

Ny — - 2 2
Y= -0 o

ou |o,= (N e%g, m)l2| est la pulsation plasma électronique ou pulsatenalipure.

Relation de dispersion des onde

- Lorsqueo < o, k imaginaire pur, 'onde est absorbee

- Lorsquew > w,,, k réel pur, 'onde se propage

n=1-02/w)2<1

Vitesse de phase ;+ C/n > G

Vitesse de groupey\iée a la vitesse de phase par la relatiop= €2 /v, < C

g

L WP (1+y) = (0% -0 ?) 1 C?

Vitessg de groupe,

C

L'énergie volumique moyenne g¢sps2 = 1/2¢,|E|3  (électromagnétique + cinetique des

particules soumises a la force Eg unité J n®.

Puissance moyenne transportéél><= <p> v,

(W) vitesse de transporf v



1012

Application au soleil:

1010_

Basse couranne 7 (Dp j— (N e2/80 m)1/2
1 Valeurs de/p = wp/27r dans
- l'atmosphere solaire

1 en fonction de l'altitude z
—| (échelles LOG)

- Lafréquence plasma Gouronns

- décroit avec l'altitude z

Fréquence plasma électronigue {Hz)

107 . l . l . l . ! ,
1c° 10° 10" 108 108 10
Altitude an echelle LOG (km)

Observations du soleil a 164, 236 et 327 MHz (Nahdaws la basse couronne exploitant la
relation entre la fréquence plasma et l'altitudevideon

2a06=07=14 1640 MHz : FhDEET 1 B 2000-07-1 + 3270 MHz



IV - Equations de Maxwell en régime stationnaire (ou prmanent) dans un
conducteur

en regime stationnairé/ot = G; on obtient:

L’électrostatique
div E = plg, Equation de Maxwell Gauss
rotE =0 Equation de Maxwell Faraday

La magnétostatique
dvB=0 Equation de Maxwell flux
rotB =p,] Equation de Maxwell Ampere

Les équations sont decoupléBsns le vide, on aurgit= 0 etj = 0.

—=>Les charges statiguesonstituent la source du champ électrifue

—=>Les courants électriques permanerasnstituent la source du champ magnétigue

—>E est a circulation conservativB est a flux conservatif

E=-gradVet B=rotA avec V potentiel scalairé, potentiel vecteur




L'intensitédu courant électrique | (A) est le flux de la démspblumique de couramtau travers
de la sectior$ du conducteur (I est un scalaire, magst un vecteur):

1=]]j.dS| (@(enA;jenAm?d

dS est orienté par le
contour C (regle des

doigts)

secton S dyn 7\ 1 / ici | > 0; si on change
Ve ~ras

condireteiisr I'orientation de” , dS

change de senset1 <0

C

7

Loi des noeuds

divi=0ou [[j.dS=0/| surune surface ferm8ec'est la loi des noeuds

Dans le volume interne a la surfgse
il n'y a pas d'accumulation de courant, soit: L
courants entrants en M = courants sortants en N N /' I

. . _ I
loi des noeuds en M: 41, = I;+], 2

;I_



Electrostatique

De divE = p/e, et deE = - grad V, on tire I'equation de Poisson du potentiel Soal:

AV + ple;=0 U

- permet de calculer V(M)onnaissant la
distribution des charges dans le voluwme

V(M) = (1/4nz,) Ig [p/r] dv

Le volumeV contient la charge g p dv

et [E(M) = - grad V(M) = (1/4ne,) Iy [p u/r?] dv (issu degrad(1/r) = -u/r?)

u vecteur unitaire orienté de la charge élémentaire gdv (au point P du volum¥) vers le
point M:u=PM/||PM ||, r = PM



Pour une charge ponctuetie c'est la loi de Coulomb

V(M) = (1/4rey) alr et E(M) = (1/4rney) qu/r?

Remarque 1le champ électrigue d'une charge ponctugidfie divE =0

Remarqgue 2son potentiel est harmonique; il vérifie I'éqaatde Laplace AV=0
La forceexercée sur une charge q' par le champ électépst |[F=q'E
Remarquel’énergie potentielle de la charge g’ dans le pogéhtest | E=q'V
La forceexercee par la charge g sur la charge q'fest (1/4ne,) ' qu/r?

avecu vecteur unitaire orienté de q vers q’ g q U

| | >

Elle est répulsivécharges de méme signe) ou attracfolearges de signe oppose).



Théoréme de Gauss de |'électrostatique

Imaginons un volum& entoure par une surfaSefermée et contenant une distribution
volumique de chargggx, y,z).

sidfoce S fermée
E entforant \V

La charge intérieure¥t est| g 3/ p dv
V

$ E.dS =X charges intérieures:/

Le flux du champ électriguié a travers une
surface fermés§ est égal a la somme des

charges intérieures au volurwedélimité par
cette surface, divisee pgy

n normale a la surface élémentaire dS

Tres utilisé pour déeterminer le champ électriguersque les invariances et symétriks
probleme permettent de calculer son flexest dans le plan de symétrie des charges

Lignes du champ électrique

dx/E, = dy/E, = dz/E,




Théoréme de Gauss de [|'électrostatique: exenliplee sphere chargée en volume

T {E//'ds (1) invarianceskE ne dépend que de r
|v| e (2) Symétries: tout plan passant par le

TN centre O de la sphére est plan de
(3) sphere de Gauss  symétrie des charges

rayan r, surface 4 r? _

voluime (4/3r r3) - E=E(r)e estradial

En M: E colinéaire &S (orientée vers
I'extérieur) et constant sur la sphere de rayon r

A

(4)r<R flux: E 4nr2; charge intérieure 4/8r3p E(r)

Ednrz =(4/3nr3p) /ey E(r) =pr/3g,

(5)r>R flux: E 4rn r2; charge intérieure q = 4f8R3p O R r
Ednr2 =(4/3nR3p)/e,> E(r) =p R®/ 3 r2g,=q/ dn g, 12

(on retrouve la loi de Coulomb, g = charge de lzesp de rayon R)



Magnétostatique

Derot B =p,j et deB =rot A, avec la jauge de Coulomb div= 0, on tire I'équation de
Poisson du potentiel vecteur

AA+1,) =0

la solution est| A(M) = (uy/4m) Iy [j/r] dv

- permet de calculek(M) connaissant la distribution des courgntieins I'espace

r = PM distance du courapg M. B =rot A fournit la loi de Biot et Savart

B(M) = (uy/4n) JII [j A u/rq] dv

dB champ élémentaire orthogoragl et au s’oriente avec la regle des doigts de la main droit

j = pouce;u vecteur unitaire orienté du courgren P vers le point MJB = majeur

Pour des courants filiformetans lesquels circule un courant d'intensité I:

B(M) = (uy/4mn) J I dl A u/r3

de potentiel vecteu

rAM) = (uy/4n) J [ di/r]




I'integrale curviligne porte sur I'élement de coic. Fil, courant |

u=PM/||PM | est le vecteur unitaire orienté du courant 5 /

i dl situé en P vers le point M. / M > U

Pour une charge ponctuetieen mouvement a la vitesge

B(M) = (uy/4n) qv Au/r? | de potentiel vecteur| A(M) = (uy/4n) qv/r

Toute charge en mouvement crée un champ magnetique

B est orthogonal a la vitesseale la charge g et au vecteur unitaire
Cas magneétostatiques particuliers: champ "potehgél'sans force" dans le vide
Dans le vide, sans courapt; 0 - rot B =0.

En astrophysique, il existe des champs sans codosat sans forcen les appelle "champs
potentiels"”. lls satisfont I'équation de Laplace

AB=0

rot B = 0 impligue queB dérive d'une fonction potentigltelle que| B = grad ¢




Champs potentiels dans un ple@y

Dans un espace a 2 dimensions (plan xOy), 8v&g;, B, 0) dépendant seulement des
coordonnées x et 'y, on peut ecires rot A ouA = y(x,y) e,, ce qui implique:

B=gradp=grad y A g,

[ p(X,y) = constante est I'équation des lignes éqaipatlles
_y(X,y) = constante est I'équation des lignes de gham

Ces deux fonctiong(x,y) ety(x,y) obéissent aux conditions de Cauchy:

oplox = oyloy et ooloy = - Oylox

Impliqguant qu’elles sont harmoniquesp = Ay = 0. On demontre que:

- la fonction complexe f(z) = ¢ + iy | est une fonction analytique de la variafe= x + iy

- |df(z)/dz = B,- i B,

Le champ magnétique complexg-B B, dérive donc du potentiel complexe f(zp= i y



Champs potentiels dans un plan: exemple de I'arcadgnétique

- iz/h — : Champ petentiel type ARCADE MAGNETIGUE
f(Z)—'IhBOeIZ —(P+I\II D|||P||:|>|||| JB

ouz=x+1iy, hechelle de hauteur, dnstante

dfidz = B -i B,

= Bye Y [ cos(x/h) + i sin(x/h) ] —200

B, = B,e-Y" cos(x/h)
B, = - Bye Y™ sin(x/h)

f(z) = h B, e ¥"[ sin(x/h) - i cos(x/h) ] oo

»= hBeYhsin(x/h)
{ v = - h B,e¥Yh cos(x/h)

Lignes de champy = constante -

Equation: y = h In|cos(x/h)| + constante

IR S AY
-15%10 =100 =50 ] =0 10 150

Lignes de champ



|| existe aussi des champs avec coumaais_sans forggour lesquels la force de Laplgcs B
est nulle. C'est le cas lorsquest_colineaireau champ magnetiqug, soity,j = a B, o étant une
constanted = O redonne un champ potentiel) .

B est solution I'équation d'Helmoitz

AB+02B =0

Exemples de boucles ou arcades
magneétiques approximativement sans
force sur la surface solaire
(TRACE/NASA et SVST La Palma)




MDI Magnetogram: 200

Exemples: manifestations a grande
échelle du magnétisme solaire

Cycle d'activité solaire des taches de
11 ans et cycle magnétique de 22 ans
(polarités des hémispheres opposées
avec renversement tous les 11 ans) —
satellite SOHO/MDI-ESA/NASA et
Mont Wilson (USA)




Exemple de manifestation a moyenne
échelle du champ magnétique du soleil

< Emergence des champs
magnétiques d’une région active sur
plusieurs jours (champ fort de 0.1 4 0.2
T, polarités nord et sud); satellite
SOHO/MDI-ESA/NASA

UUUUUUUUUUU

Exemple de manifestation a pettehelle
du champ magnétique du solell

Evolution des champs magnétiques des
zones calmes (champs faibles < 0.01 T,
polarités nord et sud). La contribution des
champs faibles est identique a celle des
champs forts (taches localisées) car ils
couvrent toute la surface solaire.

Pas temporel: 5 minutes, champ: 1’ x 1’
Satellite HINODE JAXA/NASA
télescope SOT instrument NFI >



Dip6les magnétiques
- Moment magnétique d’'une spire de courant
M=1S (Am?

1 9
M

A grande distance, la spire de courant constitue

I > S

un dipble magnétique

le sens du courant orieng
. (régle des doigts: pouce =1,
magneétiqudd en P, avec r = OP, sont: index vers O, majeur S)

- Potentiel vecteuA et champ

AP) = 4y M Au/r? avecu vecteur unitaire dirigé de O vers P
B(P) = - (u,/4m) grad(M.u /r?)

En coordonnées polaires @); | B(P) = {u/4r) M /3 (2 co$, sirb)

Equation des lignes de champ: r = k8in2

Application champ dipolaire du soleil et de la Terre

Sud Nord
champ magnétique d’un aimant ;_éVM



Champ magneétique des pble®t S\solaires (Wilcox, USA) — 1 Gauss =410
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Théoréme d'Ampere de la magnétostatique

Imaginons une surfaces'appuyant sur un contodrferméet orienté, et traversée par une
distribution volumique de courani,y,z).

L'intensité enlacée est est  I/dS

oudSest orientée pat (regle des doigts
de la main droite: pouce suf, index vers le
centre deZ , majeur = vecteub)

$B.dl =y, T Intensités enlacées

ds abscisse curviligne J

La circulation du champ magnétigBesur un
contour fermé& est égal a la somme des intensités

enlacées par ce contour, multipliee par

Tres utilisé pour déterminer le champ magnétiguersque les symétriadu probleme
permettent de calculer sa circulati@est orthogonal au plan de symétrie des courants

Lignes du champ magnétique

dx/B, = dy/B, = dz/B,




Théoréme d'Ampere de la magnétostatique: exedwptdurant cylindrique infini selon Oz

€

(1) invariancesB ne déepend que de r

(2) Symétries: tout plan passant par
I'axe e, du cylindre est plan de
symeétrie des courants

M - B=B(r)e, estorthoradial

~ (3) Contour orientéC de rayon r, périmétre2r, oriente
une surface enlac&= n r2 ¢, dans le méme sens que

Cylindre rayon
R, densité de (4)r <R circulation: B 2t r ; courant intérieut r2 |

courant j _ _
el B2ar =pg(xr2j) > B =pr j/2
AB(1) (5)r> R circulation: B 2t r ; courant intérieur | = R?
B2nr =p,(nR?2)) 2 B(r) =p,R2j/2r=pyl/2nr
(on retrouve la loi du fil infini, | = intensité take du courant

0O R r traversant le cylindre de rayon R)



V - Force de Laplace subie par un courant

Lorsqu'un courant électriqgue de densité volumig( m-2) est plongé dans un champ
magneétique, il subit une force magnétique volumique:

: ., . s A i
f =jAB | (unité: N m3 orthogonale aet 4B f majeur
Elle s'oriente avec la regle des doigts de la ndamite. >
_ / B index
Circuit filiforme ] pouce
Si le courant MN est filiforme d'intensité |, la é@r de Laplace est: N

N
F=/1dlIAB (unité:N) B
M

dl=tds

dl element de courant (unité: m) orienté par |. M t vecteur tangent

ds abscisse curviligne
La force de LaplacdF est orthogonale au plan forme par

les vecteursll (€lément de courant) Bt(champ magnétique).

Un courant colinéaire au champ magnétique ne subit
pas de force de Laplace.



Image Call K 393.4 nm Image SOHKD Hell 30.4 nm

Champ magnetique

Application protubérances solaires, de champ magnetiquesfadrizontal (0.001 a
0.002 T). La matiere est parcourue par des couaatsriques (| ) qui les soutiennent
contre la gravité (m g, g = 275 m/s?) en créantfonee de Laplace (| | B) vers le haut.



Exemples, force de
Laplace

< Imagerie raie Call H
396.8 nm bande 0.3 nm,
satellite HINODE/BFI
JAXA/NASA

Protubérances dans la couronne solairé{L0
constituées de matiere « dense et froide$ K)0
soutenue contre la gravité solaire (g = 2754n s
par la force de Laplace. Hauteur 50 000 km au
dessus du limbe.



VI - Loi d'OHM

Loi d’Ohm locale pour un milieu conducteur fixe
i=vyE | (Am?)

ouvy est la_conductivit&lectrique du milieu (S ). La résistivitéest son inverse /(2 m)

Exemples de valeurs de conductivité:

- métaux: 10 S m? (cuivre, argent 5 105 mt, eau de mer 5 S-ineau pure 10S m?)

- atmosphére solairep =8 104 T2 S mlou T est la température en K du milieu
Photosphere et chromosphere (10000 K¥ 13 S m?
Couronne (10K) : y=10°Smt
(plasma tres conducteur)

Loi d’Ohm pour un circuit filiforme AB

B
V,-Vg=Ri (iintensité en A)
R=L/yS estlareésistance du fib)
entre A et B, avec L sa longueur (m) et S sa se¢t®) A 1

La puissance Joule dissipee entre A et B ¢Bt= (V,-Vg)i=RiZ2| (W)




Loi d’Ohm locale pour un milieu conducteur mobile

j=y(E+VvAB)

ouV est la vitesse de déplacement du conducteur. heeteA B, champ électromoteur, provient
du fait que le conducteur "voit" dans son propférantiel un champ électriqii€ =E +v A B
different de celuif) du référentiel fixe.

VIl - ARQS dans un conducteur et induction magnétiqe

Approximation des Bgimes @asi Sationnaires (ARQS), équations de Maxwell:

div E = plg, Equation de Maxwell Gauss

rot E = - oB/ot Equation de Maxwell Faraday

dvB=0 Equation de Maxwell Thomson ou flux

rot B =y, | Equation de Maxwell Ampersans courant de déplacement

Vraisi L<<CT (L, T longueur et temps caractéristique)
Vrai si v << C/L pour des évolutions basses frequences
Vraisi v<<C pour un circuit mobile de vitesse v




L'hypothese ARQS implique la loi des noeugdivj =0

dans un conducteuy € y E), divj = 0 implique divE = 0, d’'oup = 0: un conducteur en ARQS
est globalement neutre

Loi de Faraday

Considérons un circuit ferm@ et prenons le flux de I'équation de Maxwell Faraskayla
surfaceS appuyée sur son contour; d'apres le théoréme deeStok

surface S hackhunrte orientte par

$E . di=e=-00(B)/at| (Volt)

C'est la loi de Faraday. B

®(B) =[|B.dS est le flux du champ
magnétiqud a travers la surfac® du circuit

Il apparait une fem (force électromotrice) d'indoicte dans deux cas, avec courant induit i si:
1) B variedans le temps
2) le circuit se déplacgans un champ constaft(B) porte alors le nom de flux coupé



Origine du courant induit dans un champ magnétiexi&rieur variable

Maxwell Faraday Loi d’'Ohm MaxWwa&mpere
O(B,,,) variable - E - j=vE > B

induit

Exemple: plaques a inductidy,, (sinusoidal, verticaly> E, j (orthoradial, horizontal)

Loi d'Ohm géneralisée pour un circuit filiforme AB

B
V,-Vg=Ri-e ou e=¢[]Adl Jat
AB
ou R est la résistance du fil AB en Ohrty,( A 1

bilan de puissance entre AetBP=Ri?2-ei

Si le circuit est ferméV, =Vg et e= J[PA.dl /ot = - dD(B)/ét  (théoréme de Stokes),

il apparait un courant indujti = e / R| et une quantité d'électricité induitgg =Ad / R

Loi de Lenz ou le signe « - » de la loi de Faraday:

Les effets de l'induction s'opposent a la causdeguia donné naissance.



Exemple de phénomene d’induction magnétique: vanaiu champ magnétique dans
un circuit rectangulaire de surface S, résistance R

Cas 1:B(t) 4 Cas 2:B(t)
augmenteA diminue

S S

induit

v Binauit

>
| (sens positif arbitraire, oriente S)

Application: induction
dans les lignes de
transport de I'électricité

Ri+od/lot=0

®(B) =][B.dS=BS > i=-(S/R)oB/ét

B augmente> oB/ot > 0-> i< 0-> B, ,,; oriente vers le bas (Biot et Savart)
B diminue -> oB/ot<0->i>0-> B, orienté vers le haut (Biot et Savart)

—> apparition d'un champ magneétique induit s’opposalat variation dd3(t) (loi de Lenz

Biauit= Mo i/ T (a2+b?}2/ab| au centre du circuit avec S = a b (regtggn




VIII - Equation de conservation de I'énergie electronagnétique (milieu conducteur)

Introduisons le vecteur de Poyntind = (E A B)/p,

I'équation localale conservation de I'énergie électromagnétique est

0lot(eE2/2 +B2/2u,) + divP =-J.E ou alt(py) + divj.=s

pe = g,E%/2 +B2?/2u, est la densité volumique d’énergie eélectromagnét{due’) avec

eoE?/2  densité volumique d’energie electridqdiens) ou pression électriquéa)

B2/2u/ densité volumique d’énergie magnetiquens) ou pression magneétiqea)

P (ouj) densité volumique de courant d'éneygie puissance transport@&’/m2).

s =-j.E| source/perte d'énergie (W3rou densité de puissance des charges mobiles

Plasma de charges mobiles subissant |la force dertpet une force dérivant d’'un potentiel

olot(e,E?/2 +B22ny+ E.+ E) +divP=0  (conservation énergie ELM + meécanique)

E. , E, densités volumiques d’énergie cinéetique et pottaties charges mobiles.



Equation globalale conservation de I'énergie électromagnétique dangolume/ conducteur

dans un conductefixe, | s = -2/ y | = perte par effet JOULEBN n13), d’ou (Ostrogradski):

olot [ JI] (e,E2/2 +B2/2u,) dv] + ¢ P.dS = - [[] (7 v) dv >\P

A

Puissance Perte/gain aux Perte par effet dS =ndS
électromagnétique (W) frontieressurs — Joule (W)
du volumeV (W) dans le volumé&/

¥ P.dSest la puissance électromagnétique entrante/senantla surfacs frontiére (perte ou
gain selon qu® est orienté suf vers l'extérieur ou l'interieur)

Conséguences en régime permanent;

I'énergie électromagnétiquidd (e,E%/2 +B2/2u,) dv est conservée
> les sorties aux frontiéres sont égales aux entnééss I'effet Jouledd P.dS =- [I] (j2/ y) dv

- hors effet Joule, la puissance électromagnétigtrarge est €gale a la puissance sortante
(conservation du débit d'énerdie P.dS =0, schématiquement B, = P, S,).



Bilan d’énergie du circuit filiforme ferme en ARQS

. . g 7 . A 7 . eXt
Dans le cas d'un circuit filiforme fernséir lui méme, de résistance R,

Ri+0d/ot=0 oub est le flux magnétique total

Si le circuit possede une inductance propre L €uhienry H) S
et baigne dans un champ magnétique extérieur blaig,,:

O=Li+d,

Li flux propre et ®_, =]/ B, .dS flux du champ extérieur au travers du circuit.

Equation électrique | R i+ L di/ot + 0d /ot =0

Bilan de puissance| R 262 L i?)/ot +i0d /ot =0

Ou

R i2 est |la puissance Joule (W)
Y L 12 est I'energie magnétique du circuit (J)
| 0D /ot la puissance échangee avec I'extérieur

N

W)




Bilan d’énergie de la propagation d’'une onde enenilLHI (dans la direction Oz)

E.oD/ot + olot(B3/2p,) + divP=0| (j =0,p = 0 dans un dielectrique LHI)

_ _— o T . .
D=¢E oue=¢gy¢g = g,N? et n=n—1in,indice de réfraction complexe

E = EO e—oonzz/C eiOJ(t-an/C) d’ou |E| — % e—(x)nZZ/C

est une onde évanesceategeneral (i# 0 et n, # 0), stationnaire absorbée si=0,
propagative si = 0 avec pindice de_dispersiom, indice d’absorption

B=kKkE/w ou k=@C)n

' Puissance

<P> =172 R(EB*/pg) = V2 [EP? R(k/ wug) >| <P>= Y2 B2 (n,/ Cug) e2n#¢  transportée eri1
- W2 |
<divP> =0/0z(<P>) = -¢yE2wn n,e2»2C<0 T
. Puissance '
> | <Opglot> =- <divP> =g, E2wn, n, e2n2C>0 S\(/%ragsee eni (pg =Y%2¢ E2 + ¥%2B?/y,)

Onde_propagative, = 0, <P>% 0, <0p/ot> = 0, transport d’énergie sans depot
Onde_absorbée n, =0, <P> =0, ép/ot> = 0, pas de transpaiténergie
Onde_évanescente, # 0, n, # 0, <P># 0, <op/ot> > O, transport avec depot




IX - Analogie électrostatique/gravitation

Le champ de gravitatioB créé par une masse m obéit a la loi de Newton:
M
Masse m
GM)=-Kmu/r? (m s?) G(M)

u vecteur unitaire allant vers le point M ou I'on adese les effets gravitationnels de la masse m

K=6.67 101 unités SI ( mkgls?)

En remplacant K parl/4ne, etE parG dans les deux premieres equations de Maxwell, on
obtient les équations du champ de gravitation, av@esse volumique

dvG=-4nKp Equation de Maxwell Gauss
rotG =0 Equation de Maxwell Faraday

G=-gradV | V potentiel de gravitation (unité: m2g

Le potentiel V est solution de I'équation de Paissad\V = 4x K p




Dont la solution est V(M) = - KJJ [p/r] dv
V

- L p dv r | y
On en tire pour le champ gravitationnel: ' | >

GM)=-K [l[J[pu/rq dv | ( vecteur unitaire de dm Edv vers le point M)
V

Les intégrales portent sur le voluivecontenant la distribution des masses.

Théoréme de Gauss du champ de gravitation

Le flux du champ de gravitation a travers une s@facmécs est égal a la somme des masses
intérieures au volum¥ (en kq) entouré par cette surface, multipliée pdrnK

$G.dS= - 47 K (X masses intérieures

R ——

Symétries: mémes propriétes

ds Masse intérieure: gue pour le champ électrique:

G est dans le plan de symétrie
M= [l p dv sur le volume V des masses




Théoréme de Gauss de la gravitation: exerdplehamp de gravitation d’une
planete homogene (iniforme) de rayon R

- -~

(1) invariancesG ne dépend que de r

(2) Symétries: tout plan passant par le
centre O de la sphére est plan de

(3) sphere de Gauss  symétrie des masses

rayon r, surface 4 r2 _
volume (4/31 r3) 2> G =G(r)e estradial

. Pla

\ mass que En M: G colinéaire &S (orientée vers

I'extérieur) et constant sur la sphere de rayon r

tGn)I
(4)r<R flux: G 4n r2; masse intérieure 443r3p
Ganrz =-4n K (4/3nr3p)> G(r)=-4nKpr/3

(5)r>R flux: G 4n r2; masse intérieure m = 43R3p
Ga4nrz =-4nK 4/83nR3p) > G(N)=-4nKpR3/3r2=-Km/r?

(on retrouve la loi de Newton, m = masse de lasptle rayon R)



