Predmét: MA4

Dnesni latka

Variacné formulované okrajové ulohy:
» zUplnéni prostoru funkci
» priblizné feSeni minim. Glohy — metoda konecnych prvku
» jiny pohled na zobecnéné feseni — stejny zplisob
numerické aproximace
» Doplnék: linearni zobrazeni

Literatura:

> Kapitola 4 a 3 ze skript Karel Rektorys: Matematika 43,
CVUT, Praha, 2001

» Text pfednasSky na webové strance prednasejiciho
» Shirka priklad{ (viz webové stranky prednasejiciho)
» K. Rektorys a kol.: Pfehled uzité matematiky, kap. 18.8-9
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Pfipomenme: Bud' A symetricky operator s hustym defini€nim
oborem D(A) a bud’ F funkciondl energie pfislusny rovnici

Au =f,u e D(A).

¢ Je-li A slabé pozitivni, pak F ma v u € D(A) minimum pravé
tehdy, kdyz Au = f, u € D(A).

e Je-li A pozitivni, pak F ma v u € D(A) ostré minimum pravé
tehdy, kdyz Au = f, u € D(A).

(Poznamka: V MA 43 je véta formulovana trochu odlisné.)
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Pfipomenme: Velky nedostatek

Véta o vztahu mezi feSenim operatorové rovnice a minimem
funkcionalu energie neni existencni.

Nefik& nic o tom, zda feSeni u € D(A) existuje. Netvrdi, Ze
minimum F na D(A) existuje, tj. Ze se ho nabyva v néjakém
prvku u € D(A).
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Zuplin éni D(A)

Varia¢ni formulace (tj. minimalizace F) ndm umoznuje
predpokladat méné nez formulace Au = f, ktera ma "znacné"
naroky na vlastnosti D(A) a f.

Problém existence minima.

Vychodisko z potizi: Pfidat k D(A) jesté dalSi funkce tak
Sikovné, aby vysledna mnozina byla vektorovym prostorem
funkci, na némz bude funkcional energie jednak dobfe
definovan, jednak bude nabyvat minima pro funkci, ktera ma
“dobry" vztah k vychozi okrajové Uloze.

To vSe Ize udélat, jestlize operator A je pozitivné definitni a
symetricky.

Minimalizace funkcionalu energie na prostoru funkci Ha misto
na D(A). Obsahuje funkce a jejich prvni derivace v jistém
zobecnéném smyslu.
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Prostor L?(a, b)

Z drivéjSka zname:

Skalarni sou€in (u,v) = f uv dx.

Normu |ju|| = /(u,u).

Vzdalenost p(u,v) = |ju — V|

Dosud jsme predpokladali, Zze u,v € C([a, b]).

Staci vSak pfedpokladat, Zze u,v € M, kde M je mnozina funkci
w takovych, pro néz plati, Ze integraly

/abw(x)dx a /abwz(x)dx

existuji a jsou konecné.

Mnozinu M opatfenou (u, V), |[u]| a p(u,Vv) znagime L?(a,b) a
fikdme ji (vektorovy) prostor funkci integrovatelnych v intervalu
(a,b) s kvadratem (v Lebesgueové smyslu, ale Leb. integralem
se nebudeme zabyvat).
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Zasadni vysledek pro Au = f se sym. poz. def. operatorem A
(variaCni princip, zobecnéné feSeni)

Def. obor D(A) je rozSifen na prostor Hy s normou

Iwlla = v/ (W,w)a: k D(A) jsou pfidany funkce, které jsou
spojité, maji derivaci v L?(a, b) a spliiuji OP dané hodnotou
funkce (ne derivace).

Energeticky funkciondl je rozSifen z D(A) na prostor Ha:
F(u) = (u,u)a — 2(f,u), feL?@a,b), ucHa

Plati, Ze pro kazdou funkci f € L?(a, b) funkcional F nabyva
svého minima v jediné funkci u; € Hp.
(Laxovo-Milgramovo lemma )

Funkci us nazyvame zobecnénym feSenim rovnice Au = f
s danymi okrajovymi podminkami.

Je-lif € C([a,b]) aus € D(A), pak us je klasickym FeSenim

s s

(pfed zavedenim operéatord).
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Ceho jsme dosahli?

e Misto operatorové rovnice Au = f feSime na prostoru Hp
minimalizacni problém pro F(u) = (u,u)a — 2(f, u).

e Minimaliza€ni problém ma slabsi pozadavky na hladkost funkci
(feSeni, pravé strana) a je-li vychozi operator pozitivné definitni, ma
vzdy pravé jedno feSeni.

Poznamky: Variacni formulace zarucuje existenci zobecnéného
feSeni i u téch okrajovych Uloh, pro néz existence klasického feSeni
neni znama nebo klasické feSeni ani neexistuje (typicky tlohy lin.
pruznosti nebo ustaleného vedeni tepla ve 2D a 3D).

Ha je podprostorem vhodného Sobolevova prostoru definovaného
nezavisle na operatoru A.

Najit pfesné minimum je obtizné (nemozné). Nastésti
minimalizacni problém je vhodny pro hledani pfiblizného
feSeni.
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Pozorovani I: Pro funkci u* € Hpa, v niz se nabyva minima, plati
(U*,V)A = (f,V) WV € Ha (1)

UkaZeme to snadno. NapiSme funkcional energie ve tvaru po
aplikaci integrace po ¢éastech, tj. F(u) = (u,u)a — 2(f,u), kde
u € Ha.

Definujme funkci ¢(t) = F(u* +tv), kdev € Hy at € R. Pak

o(t) = (u" +tv,u” +tv)a — 2(f,u" +tv)
= (U*,u")a + 2t(u*,V)a +t3(v,V)a — 2(F,u*) — 2t(f, V)

je kvadraticka funkce. Jelikoz minima se nabyva v u*, tj. pro
t =0, plati ¢/(0) = 0. Tedy

0=¢'(0) =2(u*,v)a + 2t(V,V)ali—o — 2(f,V),
0= (u",v)a—(f,v).

ProtoZe funkce v € Hp byla libovolna, plati (1).
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Pozorovani II: Pokud pro funkci u* € Hp plati (1), pak u*
minimalizuje F (u) = (u,u)a — 2(f,u) na Ha.

Vezméme opét funkci ¢(t) = F(u* 4 tv). Z pfedchoziho vime,
ze
p(t) = (U™, u*)a — 2(f,u*) + 2t ((u*,v)a — (f,V)) +t3(v,V)a
SFU) + (v, V)a.

Operétor A je pozitivné definitni, tudiz ¢(t) > ¢(0) = F(u*) pro
kazdét # 0 a F nabyva minimav u*.
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Ritzova metoda

Funkciondl F(u) = (u,u)a —2(f,u)

minimalizujeme nikoliv na Hp, nybrz jen na Vy, C Ha,
podprostoru V, kone€né dimenze sestavajicim z linearnich
kombinaci lin. nezavislych funkci {v1,Va,...,vy}. Tedy mezi
vSemi n-ticemi hleddme takovou n-tici (cq,...,cn) € R", aby pro
funkci u; = 371, cjv; nabyval funkcional F minima na V.

Jde vlastné o hledani minima realné funkce vice proménnych.
Vztah k feSeni plvodni tlohy: Jestlize je  {vi,V2,...,Vn}nsoo
bazi prostoru Hp, pak

H * * _
nI|_>mOOHun u*la =0,

kde u* € Ha minimalizuje F na Hp.
Tj. pfiblizné feSeni konverguje k pfesnému feSeni v normé
- lla-
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Hledame-li napfiklad pfiblizné feSeni ve tvaru
Uc = C1V1 + CpV2o + C3V3 + C4V4 + CsVs,

kde

Vi = SinX, Vo = sin2x, vz = sin 3x, v4 = sin4x, vs = sin 5x
nebo

Vi = X(m —X), Vo = X2(7 —X), V3 = X3(7m —X), V4 =

x4(m —x), vs = x3(m — X)

nebo

Vi = X SiNX, Vo, = X2sinX, vz = Xx3sinXx, v4 = X*sinx, vs =
x°sinx,
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hledame minimum funkce

g(C17C27C37C47C5) = F(UC) = (AuC7 uC) - 2(f7 uC)
pé&ti proménnych, tj. ¢ = (¢, C,C3,C4,C5)".

Podminky minima: nulové parcialni derivace, z nich dostavame
soustavu

Matice A soustavy je symetricka (protoze Vi, Vi) = (v}, Vi),
pozitivné definitni (protoZe (Ac,c) = (Uc, Uc)a > 0) a plna.

Konkrétni pfiklady v minulé pfednéasce.
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Ritzova metoda — odhad chyby Necht u* € D(A) je pfesné
feSeni operéatorové rovnice Au = f a urj; € D(A) jeji pfiblizné
feSeni ziskané Ritzovou metodou. Necht dale perator A je
s.p.d. ac > 0 je konstanta z pozitivni definitnosti. Plati

Au* =f,
AU* — Augi; = f — AURitz,
A(U" — Uritz) = f — AUritz,
(A(U" = URitz), U™ — URitz) = (f — AURitz, U™ — URitz)-

Levou stranu odhadneme zdola pomoci pozitivni definitnosti
operatoru A, pravou stranu odhadneme shora
Cauchyovou-Schwarzovou nerovnosti
Cllu* = Uritz[|2(a.p) < (A(U" = Uritz), U* = Uritz) = (F — AURitz, U” — Uritz)

< |If = AURitz|[L2(a,0) IU” = URitz | L2(a,b)-
Po Gpravé  [[U* — Uritzllizap) < & If — AUrizlli2(ap) -
[Priklady ve shirce.]
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Jesté jiny systém bazovych funkci

Metoda kone ¢nych prvkd (MKP)

Baze sestava ze spojitych funkci, jeZ jsou po Castech
polynomialni a jsou nenulové jen na malé Casti intervalu (maji
maly nosic).

N e

Nejjednodussi jsou spoijité, po ¢astech linearni funkce.

Bazové funkce naSeho aproximacniho podprostoru konecné
dimenze budou spoijité, po ¢astech linearni, definované na
rovnomérném deéleni intervalu [a, b], s hodnotou 1 pouze v
jediném uzlu déleni a v ostatnich uzlech nulové. Bazové funkce
splfiuji okrajové podminky.
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0 i )
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 12 14 16 18 2

MKP: Devét bazovych funkci s nosicem délky 0,4. Funkce
nejsou 2x spojité diferencovatelné, nelezi tedy v D(A), patfi
vS8ak do prostoru Ha.
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Necht vy, ..., vy jsou takové bazové funkce. PFiblizné feSeni
opét hledame ve tvaru linearni kombinace s neznamymi
koeficienty cq,...,Cm

m
Uc = Z CiVvj.
i=1
Opét se minimalizuje funkcional energie

g(c) = F(uc) = (uc, uc)a — 2(f, uc).

Tentokréat je g funkci m proménnych tvoficich vektor
c=(cy,...,Cm)".
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Podminka nulovych parcialnich derivaci vede na soustavu m
lin. alg. rovnic pro neznamy vektor ¢ = (C1,...,Cm)"

(Vi,Vl)ACl+(Vi,V2)ACZ+° . '+(Vi7Vm)ACm = (f7vi)7 I = 17 27 ey m.

Soustavu lze psat Mc = f, kde matice M je symetricka,
pozitivné definitni, pasova a fidka, vektor f ma m slozek.

Opét Ize dokazat, ze priblizna feSeni konverguiji k pfesnému
feSeni, pokud m — oo, tj. h — 0, kde h = (b —a)/(m + 1).
Rad konvergence.
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MKP feSme problém

—u"+ (1 +sin*x)u=4, u(0)=0=u(n).
Operator A = —u” + (1 + sin? x)u je symetricky a pozitivné
definitni na svém D(A) i Ha.
Prvky matice soustavy a pravé strany:

(Vi,Vj)a :/o (vi’vj’+(l+sin2x)vivj) dx,

(f,vi) :4/ v; dx.
0
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ReSeniprom = 2

3.5

Pfesné feSeni Cervené, priblizné se 2 bazovymi funkcemi
modfe (uc = 1,688v; + 1,688v,).
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ReSeniprom = 3

3.5

Pfesné feSeni Cervené, priblizné se 3 bazovymi funkcemi
modfe (uc = 1,483vy + 1,742v, + 1,483v3).
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ReSeniprom =5

1.6

1.4

1.2

0.8

0.6

0.4

0.2

Pfesné feSeni Cerveng, pfiblizné s 5 bazovymi funkcemi modfre.
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Reseniprom = 10

1.2 q

0.8 q

0.6 q

0.4 q

0.2 q

Pfesné feSeni Cerveng, pfiblizné s 10 bazovymi funkcemi
modre.
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Vetknuty nosnik modelovany ODR s okrajovymi
podminkami

(ECOI)U")" = f(x),
u(0) = u’(0) = u(L) =u’(L) =0,

kde E(x) je (nekonstantni) Youngdv modul pruznosti, I(x) je
(nekonstantni) moment setrvacnosti prifezu nosniku a f je
zatizeni kolmé na podélnou osu nosniku.

Diferencialni operator Au = (Elu”)”,

D(A) = {u € C*([0,L]) : u(0) =u’(0) =u(L) = u'(L) =0}
operatorova rovnice: najit u € D(A), aby Au = f.

Funkcional energie

L L
F(U)Z(AU,U)—Z(f,u):/ Elu”zdx—z/ fu dx.
0 0
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Operator je symetricky a pozitivné definitni.
Pozit. def.: Vime, Ze pokud u(0) = 0, pak ||u’||? > |Ju||?/L2.
Z u’(0) = 0 ovdem plyne |[u”||2 > ||u’||?/L? > |u|?/L?. Tudiz

L
(Au,u) = / Elu”? dx
0

> min (E()I(x)) /Lu”zdx
0

~ xelo,L]
> min (E(x)l(x))M.
T xefo,L] L4

Zuplnéni: prostor Hy — funkce integrovatelné s kvadratem do 2.
derivace vcetné, spliiujici okrajové podminky, spojité do prvni
derivace vcetné.

Metoda koneénych prvkli vhodna pro Glohy s rovnici 4. fadu:
béazi tvorfi dva typy funkci se spojitou prvni derivaci.
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0 | J
0 04 0.8 12 16 2

MKP: Sit s vnitfnimi uzly v bodech 0,4, 0,8, 1,2 a 1,6. éty?i
sjednohrbé“ bazové funkce s nosiCem délky 0.8 a dalsi . . .
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0.151

-0.15 ‘ : : : ‘
0 0.4 0.8 12 1.6 2
. Ctyfi ,dvouhrbé‘ bazové funkce také s nosiCem délky 0.8.
Celkem 8 bazovych funkci, tj. kazdému vnitfnimu uzlu sité jsou
pfifazeny dveé bazoveé funkce, jedna ma v uzlu nenulovou
hodnotu, druhd méa v uzlu nenulovou derivaci.
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Pro ¢ bazové funkce v MKP mohou mit body, v nichz
neexistuje (klasick&) derivace?

Rekneme, Ze funkce v € L?(a, b) je zobecnénou prvni derivaci
podle promé&nné x funkce u € L?(a, b), plati-li pro kazdou funkci

¢ € Ci(a,b)
b b
/ ngdx:—/ u¢’ dx, 2)

kde C3°(a,b) je prostor vSech funkci nekonecné spojite
diferencovatelnych v (a, b) a nulovych v néjakém okoli bod a,
b. Jestlize u € C'(a,b), pak v = u’ a v je derivace funkce u

v klasickém smyslu.
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Priklad: Necht u € C([0,2]), ufygq; = X, U3 5y = 2 — x. Najdéte

zobecnénou derivaci funkce u.

d¢

OznaCme ¢’ = &(x) au’ = g—)l:(x). Pak

2 1 2
/ u¢’ dx :/ u¢’ dx +/ u¢’ dx
0 0 1

1 2
_ x=1 / X=2 /
= [udli = /O u'¢dx + [ugl—1 /1 u’¢dx

1 2
— u(1)é(1) — u(1)e(1) - /0 16dx — /1 (~1)6dx

2
= —/ Vo dx,
0

kde V € LZ(O,Z), V‘(O,l) - 1, V|(l,2) — —1, a ¢ € CSO(O,Z)

~, def . . , v s
Tedy 0’ €' v je derivaci u v zobecn&ném smyslu.

Pozor: foz U’¢’ dx = 2¢(1). Souvislost s Diracovou delta funkci.
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Jina cesta k zobecn énému feSeni
Ukazme si ji na prikladu.

Mé&jme okrajovou ulohu
—u”(x) + (3—sinx)u(x) =exp(x), u(0)=0=u(r) (3)

Rovnici (3) vynasobme funkci v a integrujme s vyuZzitim metody
integrace p. p.

/7T (u'v' + (3 —=sinx)uv) dx = /Wv exp(x) dx. (4)
0 0

Pozorovani: Plati-li (3), pak plati i (4).
MySlenka: Jestlize bude (4) platit pro “hodné” funkci v, pak by
mohlo platit i (3).
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Hledame takovou funkci u z prostoru V, aby platilo
/ (u'v’ + (3 —sinx)uv) dx :/ vexp(x)dx Vv eV, (5)
0 0

kde V je vhodny, dostate€¢né bohaty prostor funkci, které
spliiuji okrajové podminky (ale nemuseji lezet v C2([0, 71])).

Ukaze se, ze V = Hp, kde Hp je nam jiz znamy prostor, ktery
vznikl zapinénim D(A) pomoci symetrického a pozitivné
definitniho operatoru Au = —u” + (3 — sinx)u.

(5) je specialnim pripadem (pro f(x) = exp(x)) rovnice

a(u,v)=(f,v) WweVv, (6)

kde a(u,Vv) aef Jo (u'v’ + (3 —sinx)uv) dx. Minimalizace
funkcionalu energie a formulace (6) jsou shodné, jestlize A je
sym. poz. def. operator. Formulaci (6) se fika slaba formulace
s bilinearni formou a(u,v) (A nemusi byt symetricky), jejimu
feSeni se Fika slabé feSeni. Prostor V definovan pfimo jako
podprostor Sobolevova prost.
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Jak vypada prostor V?
V = {u e L?0,n):u eL?0,n),u(0) =0 =u(x)} c C([0, n]).

Existenci a jednoznacnost feSeni Glohy (6) se spojitym a poz.
def. operatorem [nemusi byt symetricky; se spojitou a koercivni
(téz V -eliptickou) bilinearni formou a(-, -)] dokazuje
Laxovo-Milgramovo lemma
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Jina cesta ke slabému feSeni — stejny zplsob priblizného
feSeni
Ulohu najit takovou funkci u € V, aby platilo

a(u,v)=(f,v) weV (7)
aspon priblizné vyfeSime tim, Ze misto prostoru V uvazujeme
prostor V,, C V konec¢né dimenze s bazi {vy,...,vn}.

Mé&jme napfiklad V1 = {cv1 : ¢ € R}, kde

vi(x) = sin(x), x € [0, 7].

Hledame u ve tvaru u = nv1, kde n € R nezname.
Funkce v (viz (7)) bude mit obecny tvar v = Svy, kde S je

libovolné realné ¢islo.
Dosadime do (7).
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a(u,v)=(f,v) Wewv;
a(nvi, Bv1) = (f,pv1) VBER
npa(vy,vi) = B(f,v1) VB eER

na(vy, vi) = (f,v1) (8)
- (f s Vl)
n= alvivi) 9

Vztahy (8) a (9) zname z priblizného feSeni zaloZzeného na
minimalizaci funkcionalu energie!

Obdobné pro prostor V,, s vice bazovymi funkcemi.

PFi aproximaci (7) na V,, stali za v vzit jen bazové funkce!!

Dostaneme soustavu linearnich algebraickych rovnic. Jeji
feSeni dava n-tici koeficientll linearni kombinace bazovych
funkci. Tato linearni kombinace je pfibliznym feSenim ulohy (7).
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Shrnuti

» Je-li operator s.p.d., minimalizaci funkcionalu energie na
rozSifeném prostoru Ha ziskdme zobecnéné feSeni.

» Operator neni symetricky, ale definuje koercivni® bilinearni
formu, ziskame? slabé feSeni v rozifeném prostoru.

» Reseni OU je v obou pfipadech pfevedeno na feseni
soustavy lin. alg. rovnic.

» Je-li operator symetricky, je i matice soustavy symetricka.
» Je-li operator pozit. def., je i matice soustavy pozit. def.

» Na rozdil od Ritzovy metody s bazovymi funkcemi
definovanymi na celém intervalu, u MKP je matice
soustavy fidka a pasova.

1Té7 se Tika V -eliptickou formu, tj. a(u, u) > c||u||?, kde ¢ > 0.
27a dalsich, v béZnych Glohach splnénych predpokladil.

A4/ 25



Linearni zobrazeni

Mé&jme zobrazeni F z vektorového prostoru U do vektorového
prostoru V. Rekneme o0 ném, Ze je linearni, pokud plati, Zze

Vcy,co € R Vug,up € U F(cius+caup) = c1F (ug)+coF (uy).

Priklady linearnich zobrazeni:

>

>

>

derivace funkce

urCity integral

primitivni funkce (s nulovou integracni konstantou)
nasobeni vektoru matici

nasobeni matic

zobrazeni, které pravé strané jednoznacné feSitelné
linearni OU s homogennimi OP pfifadi feSeni (vzpomerite
si na superpozici feseni)
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