Predmét: MA4
Dnesni latka:

» Od okrajovych tloh v 1D k o. 0. ve 2D
Laplacelv diferencialni operator

Variacné formulované okrajové tlohy pro parcialni
diferencialni rovnice a metody jejich pfiblizného feSeni
Zobecnéna derivace

Obecna Dirichletova okrajova podminka
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Literatura:

> Igapitoly 3 a 4 ze skript Karel Rektorys: Matematika 43,
CVUT, Praha, 2001.

» Text pfednaSky na webové strance pfednasejiciho.
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Co jsme udélali:
— (p(x)u") +q(x)u =f, u(a)=0=u(b)

0

Au=f, ueDA)

U

min F(v),
VEHp

kde Au=—(p(x)u) +q(x)u a F(v)=(Av,v)—2(f,v).
A je symetricky a pozitivné definitni operator (p(x) > 0 pro

Ha je zapInéni D(A) (doplnéni D(A) o dalSi funkce - limity).
Zobecn éni do 2D a 3D?
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Variacn & formulované okrajové Ulohy pro parcialni
diferenciélni rovnice.

Laplacellv operator

v R? (Ey)
F L F R o
Cox2 o oxE’ S ox2 o oxg
Vv R? (Ej)
L9, _Pu P
S ox2 o oxE o oxZ’ S ox2 o oxE oxg

Laplaceova rovnice v R?
Au = 0.

Reseni napf. u = 5x; + 9xp, u = 8xZ — 8x2.
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Poissonova rovnice v R?

kde f € C(R?) je zadana funkce.
Pro f = —2sinx, cos X,, feSeni napf. u = sin x; cos x».
Obdobné Poissonova rovnice v R3: Au = f.

Laplacellv operator se hojné vyskytuje ve fyzice (rovnice pro
elektricky nebo gravitacni potencial, vedeni tepla, Sifeni vin).
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Okrajové ulohy pro Poissonovu (Laplaceovu) rovnici
Oblast Q c R": oteviena, omezena a souvisla mnozina v R".

Predpoklady: Q je omezend oblast a jeji hranice I' (Casto téz
znaceno 092) je lipschitzovska.
Okrajova tloha: Au=f v Q anal okrajova podminka
» Dirichletova: u = g na T, kde funkce g je na hranici I
predepsana;
» Neumannova: % = h naT, kde funkce h je zadana na
hranici ' (derivace feSeni podle jednotkové vnéjSi normaly
v);
» Newtonova: g_u +au =hnaT'l, kde funkce « a h jsou
zadané na hralr/1ici r.

Dirichlettiv (Neumann(v, Newtondiv) problém pro Poissonovu
rovnici.
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Poznamka: Harmonické funkce

Funkce u(x, ..., Xn), kterd je v oblasti Q spojita v€etné derivaci
d?u 0?u
X2 ox2

a splfiuje v Q rovnici Au = 0, se nazyva harmonicka v €.

Véta o maximu harmonické funkce. Necht u je funkce spojita v
Q a harmonicka v Q. Pak pro kazdy bod y € Q plati

minu(x) < u(y) < maxu(x).
xer xelr

A/720



Harmonicka funkce e*(siny + cosy),
Konec poznamky.

(x,y) €[0,1] x [0, 5x].
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Dirichletliv problém pro Poissonovu rovnici podrobnéji
QCR?feC(Q),gecC(
Hledame funkci u, ktera spliuje
» je spojita v uzaviené oblasti Q = QUT;
] o D 9°u _ ou
» mav Q spojité parcialni derivace — a —
OX;  0X5
a spliuje v Q rovnici Au = f;
» v kazdém bodé hranice I' platiu = g.
Struéné u € C?(Q) N C(Q),
Au=f v Q,
u=g nal.
Kazdou funkci s témito vlastnostmi nazyvame (klasickym)
feSenim Dirichletova problému pro Poissonovu rovnici.

Obdobné pro Q ¢ R3, Q ¢ R" a pro f = 0 (Dirichletfiv problém
pro Laplaceovu rovnici).
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Existuje (klasické) FeSeni?

Ano — pro specialni Q, f a g. Obecné ale existence klasického
feSeni neni zaru€ena.

Je mozné ulohu formulovat pomoci operatoru a prejit
k variatnim metodam?

Pro jednoduchost predpokladejme g = 0.
Pak operétor A : D(A) — C(Q) je dan predpisem Au = Au a
defini€nim oborem

D(A) = {u € C3(Q)NC(Q) : u| = 0}.

V 1D byla pro prfechod k zobecnénému feSeni klicova symetrie
operatoru a pozitivni definitnost operatoru (pak bylo mozné
zUplnit/rozSifit D(A) na Hpa a v Ha existovalo minimum
funkcionalu energie).

Lze podobné postupovat i u Dirichletovy ulohy?
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Co je obdobou integrace po ¢astech, kterou zname z 1D uloh?

Greenova véta

Necht Q je oblast s lipschitzovskou hranici a necht funkce
f(x) =f(X1,...,%Xn) @g(X) =9(X1,...,Xn) jsou spojité vQuU I
vCetné parcialnich derivaci of /0x;, 0g/0x; pro néktery index i.

Pak plati
of g
—gdx = [ fgy;dS — [ f—d
f,agadx = ftanes [ e

kde 1 je i-ta soufadnice jednotkového vektoru vnéjSi normaly.

Poznamka: Greenova véta z MA3 pro vektorovou funkci f, tj.
J-f-vds = [, divfdx, plyne z nyngjsi verze Gr. véty pfi volbé g = 1.
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Pfipomerime, Ze i pro funkce u,v € C(Q) je skalarni sougin
definovan analogicky jako v prlpade 1D, tj.

(u,v) = / u(x)v(x)dx,
Q
jde tedy o dvojny (pfipadné trojny, vicerozmérny) integral.
Operator dany pfedpisem Au = —Au je na

D(A) = {u € C3(Q)NC(Q): u|p =0}
symetricky.

Diky Greenové vété totiz pro u,v € D(A) plati

(Au,v):(u,Av):/Vu-Vvdx,
Q

nebot integraly pfes hranici I jsou nulové.
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Operator A je pozitivni:

u € D(A), u;éO:(Au,u):/Vu~Vudx>O.
Q

Je pozitivné definitni?
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Friedrichsova nerovnost [K. Rektorys:VariaCni metody . . .,
SNTL, Praha, 1974 (upraveno)]

Necht Q je oblast s lipschitzovskou hranici; uvazujme funkce
z prostoru C1(Q UT). Pak existuje kladna konstanta c, zavisla
na Q, ale nezavisla na funkcich z C1(Q U T) a takova, Ze pro
kazdou funkci u € CY(QUT) plati

Z/ <8xk> dx+/ru2(S)dS zc/ﬂuz(x)dx = c|ull?,q)-
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Diky Friedrichsové nerovnosti pro u € D(A) (jetedyu =0nal)

plati
(Au u)—/Vu Vudx—Z/ <8x >
k
> [ w0 dx = el

Operator A je tudiz pozitivné definitni.
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Mdlzeme tedy (vySed3e z operatorové rovnice Au = f)

>

definovat energeticky skalarni soucin (u,v)a = (Au,v) a
energetickou normu ||u||a = v/(Au, u);

definovat prostor Hp jako zuplnéni prostoru D(A);
definovat na Ha funkcional energie F (u) = (u,u)a — 2(f, u);
definovat zobecnéné feSeni rovnice Au = f jako funkci

U € Ha, v niZ F nabyva svého minima na Ha (minimum
existuje);

hledat pfiblizné feSeni ux Ritzovou metodou, tj. hledat
koeficienty a,, ..., ax Vv linearni kombinaci

Ug = aiVy + -+ - + ax Vg, kde funkce vy, ..., vk jsou pevné
dany a ux minimalizuje hodnotu funkciondlu energie na
prostoru vSech linearnich kombinaci funkci vy, . .., vk.
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Nékolik obrazkd bazovych funkci
Q = (0,L1) x (0, L,) (obdélnik)

Trigonometricka baze

X1 X2
Vl = S|n —[T—'S|n —[;—
Vo = Sin 2mXa sin 7T—X2 V3 = Sin ™ sin 27X
Ly L’ Ly Ly’
V4 = Sin Xy S|n7T—X2 v5:smﬂsn@ Ve :sinﬂ—xlsin 31X
Ly Ly’ Ly L’ Ly Ly ’
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H 27TX1 H 27FX2
Sin o Sin T

sin 37[—1‘1 sin X2 sin ™4 sin

3mXo

[ [ [
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Polynomialni baze g = X1X2(L1 — x1)(L2 — x2)

2 2
Vi =0, V2=X10, V3z=X20, V4=X;0, Vs5=X1X20, Ve =X50, ...
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Metoda konecnych prvkt (MKP)

rlizné typy spojitych bazovych funkci s malym nosic¢em.
Nejjednodussi — po €astech linearni.

Na rozdil od pfedchozi baze (Ritzova metoda), tato baze zajisti,
Ze vyslednd soustava linearnich algebraickych rovnic bude mit
fidkou matici.
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Obé metody (Ritzova, MKP) opét vedou k feSeni soustavy

linearnich algebraickych rovnic pfimou nebo iteracni metodou.

Sestaveni soustavy (jeji matice a pravé strany) je pracné kvuli
integraci, pouziva se integrace numericka.

Vratme se jesté k plvodni Gloze a minimalizaci funkcionalu
energie.

20/20



Necht u € Hp je bodem minima energetického funkcionalu a
v € Ha. Definujme ¢(t) = F(u +tv) a upravme

oty =Fu+tv) = (u+tv,u+tv)a — 2(f,u +tv)

(U, U)a + 2t(u,v)a + t3(v,v)a — 2(F,u) — 2t(f,v).

Z podminky minima ¢'(0) = 0 (¢arka znaci derivaci dle t). Tedy

(qu)A = (f,V)

musi platit pro Vv € Ha.
Opét se tedy setkdvadme s ekvivalentni tlohou: Najdi u € Ha
takové, Ze plati

(U,V)A:(f,V) WV € Ha,

kterd ma totéz zobecnéné feSeni u jako minimalizace
funkcionalu energie. Tuto formulaci m&zeme odvodit i bez
minimalizace funkcionalu energie.
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Jina cesta k zobecnénému feSeni
Jestlize —Au =f v Q c R?, pak

—/Auvdx:/fvdx
Q Q

pro kazdou funkci v z vhodného “velkého" prostoru ?.
S uZitim Greenovy véty a u = 0 na I' odvodime slabé
formulovanou Ulohu: Najdi funkci u € ? takovou, aby platilo

ou ov ou ov

/Q<6x18x1+8x28x2> dx_/vadx Y e ?.
Potfebujeme, aby takto formulovana uloha méla feSeni u, které
sice nemusi lezet v C?(Q), avak v pfipadé, Ze nahodou
u € C?(Q), aby platlo —Au=fvQau=0nar.
Ukéaze se (netrivialng), Ze na misté ? potfebujeme prostor Ha,
ktery zname z Gvah o minimu funkcionalu energie (zplnéni
D(A)).
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Jak si predstavit funkce z prostoru Hpy?

Ha = {u € L%(Q) : 0u/9xq, Ou /0%, € L2(Q), ul = 0}, kde
vSak derivace jsou zobecnéné:

Rekneme, Ze funkce v; € L?(Q) je zobecn&nou prvni parcialni
derivaci podle promé&nné x; funkce u € L?(Q), plati-li pro
kazdou funkci ¢ € C3°(Q)

/QvJ(z)dx:—/ng—fidx, (1)

kde C3°(£2) je prostor vSech funkci nekonecné spojité
diferencovatelnych v Q a nulovych v néjakém okoli hranice
oblasti Q. Jestlize u € C1(Q), pak v; = du/9dx; a v, je parcialni
derivace funkce u v klasickém smyslu. V pozadi (1) stoji
Greenova véta.

Platnost u|- = 0 téz v jistém zobecnéném smyslu (nulova stopa
funkce).
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Pfiklad v 1D: Necht u € C([0,2]), u|g 1) =X, U[ ) =2 —X.
Najdéte zobecnénou derivaci funkce u.

do(x) _ ., _ du(x)
dx au = dx

2 1 2
/ u¢’ dx :/ u¢’ dx +/ u¢’ dx
0 0 1

1 2
_ x=1 / X=2 /
~ el - [ wodx ol - [ usox

OznaCme ¢’ = . Pak

1 2
— u(1)é(1) — u(1)e(1) - / 16dx — /1 (~1)6dx

0
2

= —/ 0’'¢pdx,
0

kde 0, S L2([07 2]), 0,‘[0’1) - 1, 0/|(172] — —1, a (b S CSO(O,Z)
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Pozor

2
/ 0'¢/ dx = 26(1).

0
Souvislost s Diracovou delta funkci.
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Prostor Hp byl sice plivodné definovan pomoci operatoru A, ale Ize jej

definovat pfimo, bez operatoru A. Zna&i se W12(Q); pro Q c R?
W12(Q) = {u € L3(Q) : du/dx1, du/dx; € L3(Q), ul = 0}.

Jesté obecnégjsi (bez podminky nulovosti na hranici) je prostor
W12(Q) (Soboleviv prostor)

W12(Q) = {u € L%(Q) : du/dxq, du/Ox; € L2(Q)}.
Jest W12(Q) c Wh2(Q).

Na obou prostorech je definovan specialni skalarni soucin funkci
(uziva i derivace!)

UV oy = (0.V) +<8_u 3_V> +<5_u 8_V>
» vV )wWi2(Q) » VLA(Q) axl’ OXq L2(Q) 8X2’ OX2 L2(Q)

f/uvdx+ 8_u8_vdx+ 8—ua—vdx
o Q anl 8x1 anz &)xz '

Norma HUle,Z(Q) = (U, U)WI,Z(Q).

Prostor W12(Q) (i W12(Q)) je plny (kaZda posloupnost
cauchyovska v normé ||ully:.z(q) ma limitu z W2(Q)).
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Shrnuti
Klasické feSeni tlohy: najit u € C2(Q) N C(Q), aby

—~Au=fvQcR?
u=0nar'l.

Slabé feseni dlohy: najit u € W12(Q), aby
/ Vu-Vvdx = / fvdx W eWh?(Q). 2)
Q Q

(Odpovida nulové derivaci funkcionalu energie v kazdém
sméruv € Wh2(Q).)

Diky symetrii operatoru je (2) ekvivalentni minimalizaci
funkcionalu energie na Ha = W12(Q), feSeni u je v obou
pripadech stejné.
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PFibliZné feSeni rovnice

/ <8—ua—v+8—”8—v> dx:/fvdx W e Wi2(Q)
Q Q

0X1 OX1 OXy OXo

na podprostoru Vi, ¢ W12(Q) koneéné dimenze opét ve tvaru
linearni kombinace bazovych funkci vj, tj. uy = Zirll GiVi,

/ <8Z|m1c-vi ov +6Z, 1 GiVi 8v> /fvdx
Q

oX1 OXo OXo

ovi Ov  OvVj Ov _/
Z /<8X18X1 8x26x2> dx = vadx W € V.

Misto testovani funkcemi v € Vy, staCi uzitjen vy, ..., vnp.
Dostaneme soustavu m lin. alg. rovnic pro neznamy vektor

c=(cy,...,cm)",

(Vi,Vv1)aCi+(Vi,V2)aCo+- - -+(Vi,Vm)aCm = (f,v), i=1,2,...,m

Tuto soustavu zname z Ritzovy metody a z MKP!!!
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Obecna Dirichletova okrajova podminka
Klasické feSeni tlohy: najit u € C2(Q) N C(Q), aby

—~Au=fvQcR?
u=gnarl.

Slabé feseni tlohy: Vezmé&me takovou funkci w € W12(Q), aby
spliiovala w = g na I, pak hledame u € W1?(Q), pro niz

u—w e Wh?(Q),
/W-Vvdx:/fvdx W e Wi2(Q).
Q Q

Lze YeSit napf. uzitim u = w + ug, kde up € W2(Q):

/Vuo-Vvdx:/fvdx—/Vw'Vvdx YW e WH2(Q).
Q Q Q
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Priklad v 1D: Okrajova uloha

—u” +e*u=cosx v(0,3),
u(0)=1, u(3)=-5.

Zvolime napfiklad w(x) = 1 — 2x, tj. u = up + W, navic
dokonce u” = uj. Pak OU pro neznamou funkci up:

—ug +€*(ug +w) =cosx v (0,3),
Up(0) =0, uo(3)=0.

Slaba formulace: Najit ug € W12([0, 3]), aby Vv € W12(]0, 3])

3 3

/ (up(X)V'(x) + €Xup(x)v(x)) dx = / (cos x—e*(1—2x))v(x) dx.
0 0

ReSeni plvodni Glohy je u = up 4+ 1 — 2x € W12([0, 3]).

200/ 20



