VARIANTA ZS/19-20/A
BODY:

JMENO A PRIJMENT:

K dspésnému napsani testu je nutné ziskat alesporn 25 bodu z 50 moznych. Na test médte 50 minut.

. [15 bodi] Provedenim dvou kroki Gaussovy-Seidelovy iteracni metody s pocatecnim vektorem #(® = (1,2)7
- . o 2 -1 ~ -
teSte priblizné soustavu rovnic CZ = ¢, kde C = <73 4 )29 = (3, —2)". Rozhodnéte, zda pro tuto soustavu

Gaussova-Seidelova metoda konverguje, spoCtéte presné feseni a Hf— f(Q)HV Hf —z® Hoo Kolik iteraci je nutné
spocitat, abychom mohli zarucit, ze Hf — f(’“)Hoo < 0,0057 Prii vypoctu muzete vyuzit: log,,2 ~ 0,301 ~ 33%,

log 3 &~ 0,477 & 5555, 108,95~ 0,699 ~ 157 a log,y 7~ 0,845 X 1953

. [10 bodu] K matici C z predchozi tlohy naleznéte vlastni ¢isla A1 < A2 a jim pfislusné vlastni vektory @, us.
Vlastni vektory zvolte tak, aby jejich prvn{ slozka byla rovna 1. Déle spoctéte vektor & = B, kde B = C* +5C~!

aw=3u + %ﬁg. Jaka jsou vlastni ¢isla matice B?

. [15 bodt] Definujte funkei n(z) tak, aby n(1) = —14 a aby okrajovou tilohu
n(x)u” — (122° — 30z 4+ 12)u’ — ze' "u = arctg z, u(0) =0, u(3)=0,

bylo mozné napsat v divergentnim tvaru. Pak stanovte operdtor A (véetné definiéniho oboru D(A)) prislusny
této okrajové tloze a ukazte, ze lze najit operdtor symetricky a takovy, ze pro kazdou funkci u z D(A) plati
(Au,u) > c- ||u||i2(0 3)» kde ¢ je vhodnd kladnd konstanta. Urcete velikost této konstanty.

. [10 bodu] Ritzovou metodou naleznéte priblizné feseni okrajové dlohy
(x4 Du" +u = 4z

w(0) = 3, wu(l) = 2.

Pii vypoctu priblizného feseni pouzijte podprostor generovany bazovou funkef w(z) = z(1 — z), kde = € [0, 1].
Zjistéte, zda se jedna o presné feSeni uvedené tulohy.



Reseni zdpoétového testu - varianta ZS/19-20/A

1. [15 boda] Provedenim dvou krokt Gaussovy-Seidelovy iteracni metody s pocatecnim vektorem () = (1,2)7
- . S o 2 -1 - -
feSte priblizné soustavu rovnic CZ = ¢, kde C = <73 4 ) a ¢ = (3, —2)". Rozhodnéte, zda pro tuto soustavu

. . . . PR - (2 - (2 . ;. .
Gaussova-Seidelova metoda konverguje, spoCtéte presné feseni a Hx -zl )H17 Hx —z( )Hoo. Kolik iteraci je nutné

spocitat, abychom mohli zarucit, ze H:E - :E(k)Hoo < 0,0057 Pii vypoctu muzete vyuzit: log,;o2 ~ 0,301 ~ 33%,

log g3~ 0,477 ~ 5555, 10805~ 0,699 ~ 157 a log;, 7~ 0,845 ~ 5.

Reseni: Vektory (P a 7® spoétené pomoci Gaussovy-Seidelovy metody maji tvar

f(l):< (38— (~1)-2) >:<> _( (-1 1) >:<—>
(~2-(-3)-3)) \&) (~2-(-3)-%)) \

Je také mozné spocitat iteraénf matici A = —(L + D) 'U a pouzit vztah #**D = AZ® 1 b, kde b = (L + D)~ '7.
K vypoctu inverzni matice vyuzijeme vzorce:

(v0) = a2
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Gaussova-Seidelova metoda konverguje, protoze matice C je ostie diagondlné dominantni (tj. s pfevazujici dia-

gondlou). MiZzeme rovnéz spocitat normy iteracni matice: [|Aljcc = 2 < 1 a [|Ally = Z < 1. Piesné fesen{ soustavy

- 38
dvou rovnic o dvou neznamych lze spoc¢itat napt. opét pomoci inverzni matice

recr= (3 (2) =) - 0)
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|2 —2@ 1 =2+ & =2 Jelikoz je |Alloo = L, 7@ =2 a [|b]|oc = 2, plati
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Nerovnost ||& — Z® || < 0,005 tak bude splnéna, pokud bude 5 -27% < 5.107%, tj. 27% < 1072, neboli
—klog,p2 < —3, a tedy k > = 9,966. Uvedenou nerovnost proto muzeme zaru¢it po k£ = 10 iteracich

3
. logqg 2
Gaussovy-Seidelovy metody.

2. [10 bodu] K matici C z pfedchozi ulohy naleznéte vlastni ¢isla A1 < A2 a jim pifslusné vlastni vektory i, ds.
Vlastni vektory zvolte tak, aby jejich prvn{ slozka byla rovna 1. Déle spoctéte vektor ¥ = B, kde B = C* +5C~!
aw = 3u; + %1124 Jaka jsou vlastni ¢isla matice B?

Reseni: Protoze

- A -1

2
det((C—A]I)zdet( 8 4

) =2-NE4-XN)=-3=X—-6A+5=\—1)(\A-5),
je A1 =1 a A2 = 5. Vlastni vektory u; zjistime FeSenim soustavy rovnic (C — \;I)u; = 0, tj.

R 2—-1 -1 4 1 -1\ . 1
(C—)\l]l)m:( _3 471)11,1:(73 3>u1:O <~ u1=p1<1)7p1€R\{0}7



N 2-5 -1 . 3 -1 N 1
(C_)\QH)U2:< _3 4_5)U2:<3_1>u2—0 A UQ=p2<_3>7p26R\{0}.

Jelikoz mame zvolit vlastni vektory tak, aby jejich prvni slozka byla rovna 1, je p1 = p2 = 1. Spoc¢tenych vlastnich
¢isel a vlastnich vektort matice C pouzijeme k vypoctu vektoru @, pficemz vyuzijeme rovnosti CF@; = A\¥d@;. Plati

Bi, = (CP+5C Ya = CPui+5C "4 = Mai+5\"a = 1Pa+5-1""'a = 6,
Biy = (C°+5C Yy = CPua+5C "2 = Mo +5\ "t = 5%U+5-5 "4 = 126,
a proto
= — — 1- = 1m-— 126 ~ — — 36
7 = BW = B(3u1 +zt2) = 3B+ 2Bz = 3-6u1+ U2 = 18U + 181z = _36 )

Z predchoziho vypoctu zaroven vidime, ze vlastni ¢isla matice B jsou 6 a 126.

. [15 bodu] Definujte funkci n(z) tak, aby 7(1) = —14 a aby okrajovou dlohu
n(z)u” — (122° — 30z +12)u’ —ze'"“u = arctg , u(0) =0, u(3)=0,

bylo mozné napsat v divergentnim tvaru. Pak stanovte operdtor A (véetné definiéniho oboru D(A)) prislusny
této okrajové tloze a ukazte, ze lze najit operdtor symetricky a takovy, ze pro kazdou funkci u z D(A) plati
(Au,u) > c- ||u||i2(0’3)7 kde ¢ je vhodna kladnd konstanta. Urcete velikost této konstanty.

Reseni: Integrovanim zjistime, ze n(x) = —4a+ 1522 —122+C, a protoze m4 platit —14 = n(1) = —4+15-12+C,
je C'= —13. Divergentni tvar rovnice je potom

p(z)

/
7<(4x3 — 152° + 12z + 13) u/) —xe' u = arctg x

Lokalni extrémy funkce p(x) = —n(x) zjistime z rovnice p/(x) = 0, tj. 122% — 30z + 12 = 6(22°> — bz + 2) =
6(2z — 1)(x —2) = 0. V intervalu [0, 3] lezi oba dva kofeny z1 = 3 a z2 = 2, a protoze plati p(0) = 3
p(3) =4 - 15416413 =155 p(2) =32-60+24+13 = 9 a p(3) = 108 — 135 + 36 + 13 = 22, je p(z) >

v intervalu [0, 3]. Rovnici proto nemusime piendsobit —1.

Definujeme-li operator Au ' —((42® — 152° + 12z + 13)u')/ — ze' ™"y a defini¢éni obor D(A) = {v € C*(0,3) N
C[0, 3], v(0) = v(3) = 0}, je operdtorova formulace tlohy: Najdi u € D(A) tak, ze Au = arctg = v intervalu (0, 3).

Oznaéime-li ¢(z) = —ze'™®, potom pro viechny funkce u,v € D(A) plati
(Au,v) = fOS(Au)v dz = fOS—( u'(z)) v(z) dz + fOSq(m)u(x)v(x) dz =
= [-p() (z)v(z) ]o+f0 ( ) (x dl’+f03 (z)v(z )dx:
= —p(3)u'(3)v(3) +p(0)u’ + Jop ( )dz + [Je(@)u(z)o(z)de =
—~—
0 0

= fo V' (z dx+f0 (z)v(z) de.
Zaménou u a v zjistime, ze (u, Av) = (Au,v) pro véechna u,v € D(A), tedy zZe je operdtor A symetricky. Protoze je
déle ¢'(z) = —e' ™" —x(—e'"") = (z—1)e' ™", je minimum funkce ¢ na intervalu [0, 3] rovno min{q(0), ¢(1), ¢(3)} =
min{0, —1, —3/e*} = —1. S vyuzitim nerovnost{ p(x) > 9, q(z) > —1 v [0, 3] a Friedrichsovy nerovnosti ziskame

F.N.
(Au,u) = fo ( ) dz + fo w(z)de > 9- f03 (u'(x))2 dz —1- IOB“Q(QU) de >
F.N. 2
£ 0. 2 ) an - 3u2<x> de = [r@de = 1 Jules)

Operdtor A je tedy pozitivné definitni s konstantou pozitivni definitnosti ¢ = 1.

. [10 bodu] Ritzovou metodou naleznéte priblizné feseni okrajové dlohy
(x4 Du" +u = 4z
w0) = 3, u(l) = 2.

P#i vypoctu pfiblizného feseni pouzijte podprostor generovany bézovou funkel w(z) = z(1 — z), kde = € [0, 1].
Zjistéte, zda se jedna o presné feSeni uvedené tlohy.

Reseni: Funkci u hleddme ve tvaru u = @ 4 ¢, kde ¢(x) = —z + 3 (linedrni funkce spliujici okrajové podminky).
Je tedy v’ =4’ — 1 a «” = @”. Dosazenim ziskdme okrajovou tlohu:

(z+Du" +0" = 4x+1



u(0) = 0, w() = 0.
Diferencidlni rovnici pfendsobime -1 a ziskdme tak divergentni tvar rovnice s operdtorem Au = —((z + 1)@’)" a
pravou stranou f(x) = —4x — 1. Pro kazdé dvé funkce u,v € D(A) = {v € C*(0,1) N C[0, 1],v(0) = v(1) = 0} pak
plati
1
(Au,v) = (u, Av) = / (x4 D' ()0’ (z) da.
0

Pfiblizné feseni operdtorové rovnice Au = f hleddme ve tvaru Uitz = aw(z), kde a € R je déno vztahem
a= (f,w)/(Aw,w). Protoze je viak

! ! 22" 1 1
(fyw) = / (—4x —1)(x — 2°) dz = / 42° —32° —x dz = {xllfx?’f—} =1-1-- = —2,
. ) 2 |, 2 2

1 1 1
3 1
(Aw,w) = / (x+1)(1 —22)* do = / (x4 1)(1 — 4z + 42°) do = / 42* =3z +1dx = 1f§+1 = 3
0 0 0
je a = —1, a proto Uriws = —z(1 — ) = 2% — . Vrétime-li se zpét k ptvodni tloze, mizeme jeji piiblizné Feseni
ziskané Ritzovou metodou vyjadiit ve tvaru urit, = Urit» + ¢(z) = 22—z —x+ 3 =122 — 22 + 3. Dosazenim do
puvodni diferencidlni rovnice se presvédéime, ze feSeni ziskané Ritzovou metodou je zdroven presnym feseni ilohy:

(z + Dufgie, + ki, = (@+1)-24+22-2) = 4z

uritz(0) = 3, Uriz(l) = 1 -243 = 2,




