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IV. Krivkovy integral

IV.1. Parametrizace krivek

Necht P(t) = [x(t), y(t), z(t)] je zobrazeni intervalu (a,b) do Es. Plati-li :

1) P(t) je spojité a je prosté na {(a,b)
(k prostosti staci, aby aspori jedna ze slozek x(t), y(t), z(t) byla ryze monotonni
na (a,b)),

2) derivace P (t) = <:I: (1), (t),2 (t)) je omezené a spojité zobrazeni na (a,b),

3) P (t) # 0 pro vsechna t € (a,b),
potom mnozinu ¢ = {X € E3; X = P(t), t € {(a,b)} nazveme jednoduchou hladkou
krivkou v E3 a zobrazeni P jeji parametrizaci.
Analogicky definujeme 1 parametrizaci krivky v Es.
Rekneme, Ze krivka ¢ je orientovdna souhlasné, resp. nesouhlasné, s parametri-
zaci P, jestlize pocdatecni bod této krivky je P(a), resp. P(b).
Krivku ¢ v B3 (tézZ v By ) lze orientovat pomoci jednotkového tecného vektoru T

P(t)

vbodé P(t). Je-li T = ||P(t)H pak rikdme, Ze krivka c je souhlasné orientovana s parame-
140
1)l

pak rikame, Ze krivka ¢ je nesouhlasné orientovdna s para-

trizaci P. Je-li T = —
metrizaci P.

P0ozZNAMKA : Jednoduchd uzaviend po ¢dstech hladkd kiivka ¢ se nazyva kladné, resp.
zaporné, orientovana, jestlize pohyb v predepsaném sméru je ”proti sméru pohybu hodi-
novych rucicek 7, resp. ”ve sméru pohybu hodinovych rucicek.”

Priklad 424. Je déna kiivka ¢ = {[z,y] € Eo;y = 2%,z € (—4,4)} s pocatecnim bodem
A = [—4,16]. Zjistéte, zda zobrazeni P(t) = [x(t), y(t)} je parametrizaci
jednoduché a hladké kiivky c, jestlize
a) P(t) =[t,t?], te(—4,4), b)P@t)=[t}tY], te(-2,2),

c) P(t) = [Vt,t], te{0,16).

s,

Resent:

a) P(t) = [t,t%],t € (—4,4) spliiuje viechny pozadované podminky definice,
a proto P(t) je parametrizaci kiivky c. Orientace kiivky je souhlasnd
s parametrizaci, jelikoz P(—4) =[—4,16] = A .

b) P(t) = [t?,t*],t € (—2,2) nenf prosté zobrazeni. Napi. P(—1) = P(1) = [1,1],
takze P(t) nenf parametrizaci kiivky c. Kromé toho z = t* > 0, kdezto
bod A mé z-ovou soutfadnici —4 < 0.

c) P(t) = [Vt,1],t € (0,16) neni parametrizaci dané kiivky, protoze opét

. 1
x =/t > 0. Kromé toho P(t) = <—,1>
(t) Vi

neni omezend na (0, 16).
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Priklad 425. Je ddna pulkruznice ¢ = {[z,y] € Eq; 2% + y* = a* y > 0} s pocdtecnim
bodem A = [—a,0]. Zjistéte, zda zobrazeni P(t) je jeji

parametrizaci, jestlize a) P(t) = [acost,asint], t € (0, ),
at

b) P(t) = [t,Va® — 2], € (—a,a), ¢) P(t) = [¢1+t2’¢1it2 teR.

Resen:
a) Ano, P(t) je parametrizaci , protoze P(t) vyhovuje podminkdm definice. Orientace
kiivky je nesouhlasnd s parametrizaci, protoze A = P(7) = [—a,0].

b) Nenf parametrizaci, protoze P (t) = <1, neni omezend na (—a, a).

"
)

c) Ano, je parametrizaci. Ovéfime, 7e plati 22 + y? = a? :

at 1\’ a a2 +1)
- + e S/ a2
V1+ 22 V1+ 2 1412 ’

) . at ) ) a i
tginooa:(t) N tlgl:noo Vite o +a, tlgl:nooy(t) N tlg:noo 14162 0 = orientace

kiivky je souhlasnd s parametrizaci. Zde se snadno ovéif spojitost pro P(t) a P (t).

(1+2)V/1+ 2
a zobrazeni P(t) je prosté. P (t) = (x (t),?J(t)) £(0,0) & P+P£0 =

Protoze je = (t) = > (0 pro v8echna t, je funkce x(t) monoténni

a? a’t? a?

0+ep  (xep q+ep” " -

e Najdéte parametrizaci kiivky ¢ s pocatetnim bodem A a rozhodnéte o jeji orientaci
vzhledem k parametrizaci :

Priklad 426. Kiivka c je tusecka s poc¢atecnim bodem A = [4, —1,3] a koncovym
B=[3,1,5].
Reseni: Napiseme rovnice pifmky AB tak, ze pouzijeme bod A a smérovy vektor
r=4—t )
§= 1@ =(-1,2,2), c¢:{ y=—-1+2t . Usecku AB obdrzime pro t € (0,1),
z2=34+2t

bod A odpovida parametru t = 0, takze orientace kiivky je souhlasna s parametrizaci.
]

Priklad 427. ¢ = {[z,y] €Ey; (x+3)*+ (y—2)* =9, v < -3}, A=][-3,—1]
Resent: Y
_ xr = —3+ 3cost T 3
P(t): { y =2+ 3sint ’ t€<§’7>’
orientace krivky je nesouhlasna s parametrizaci, [=3,2]
protoze P(m/2) # A

Q
\.@ - / ||
T X
A
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(z — 1)

Priklad 428. ¢ — {[x, y € By

y?
—i——:l,yZO}, A=1[3,0]
) y
Reseni:
_ x =1+ 2cost
P(t) : {y:SSint , te(0,m),

orientace krivky je souhlasna s parametrizaci, [1,0] A
protoze P(0) = A. ! / x

Priklad 429. ¢ = {[z,y,2] € E3; 2 +y?* =4, y+2=0, 2> 0}, A=[0,0,0]
Resent: Kiivka ¢ je fezem vélcové plochy 2% + y? = 4z rovinou y + z = 0.
P —dr+yP=0= (v -2+ =4,2=—y,2>0 =

x =2+ 2cost
P(t) : y =2sint
z=—2sint = —2sint >0=sint < 0=t € (m,2m)

A=10,0,00) = 2+2cost=0 = cost=—1

sint=0 = sint=0 — =7

P(r)=A = orientace kfivky je souhlasna s parametrizaci. ]

Priklad 430. ¢ = {[r,y,z] € E3; 22 +y* + 22 =da* x =y, x>0}, A=[0,0,—q]

Resent: Jde o fez kulové plochy rovinou prochézejici stfedem kulové plochy . Pouzijeme
T

sférické souradnice , v nichz  r=a,p = Z; ¥ oznacime jako parametr t .
s V2 T
x:acoszcost:aTCost — 1 >0=— cost >0 = t€<—§,§>
s

y = 2sin%cost _ aTQ cost t= —5 ¢ A =10,0,—a] = orientace kiivky je

) souhlasna s parametrizaci.
z=asint
]

e Rovinna kiivka ¢ je ddna v parametrickém tvaru. Najdéte jeji implicitni rovnici a po-
jmenujte ji :

Priklad431.c = {[x,y] € Eo; . =2t + 1, y=3—1t, te€ (1,4)}, orientace je souhlasna
s parametrizaci.

Resend: Jde o tisecku s pocatecnim bodem A = P(1) = [3,2] a koncovym bodem
B = P(4) = [9,—1]. Vylou¢enim parametru ¢ obdrzime :
t=3—y = o=28-y)+1l = z+4+2y=7 n
Priklad432.c = {[z,y] € Ey; 2 = * —2t+3, y=t>*—2t+1, t € (0,3)}, orientace
kiivky je nesouhlasna s parametrizaci.

Resent: Po odecteni dostdvame x —y = 2. Opét mame tsecku s pocatecnim bodem
A= P(3) =[6,4] a koncovym B = P(0) = [3,1]. [
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Priklad 433. c = {[x,y] € Ey; x =2sin’¢, y =4cos’t, € (0, g>},
orientace c je souhlasnd s parametrizaci.
Resent: Secteme g—i— Y _ gin? t+cos’t => 2z +y = 4 . Znovu mame tsecku s pocatecnim
bodem A = P(0) = [0,4] a koncovym B = P(%) — [2,0]. o
Priklad 434.* Kiivka ¢ je dand polarni rovnici r(¢) = 4singp, ¢ € <g, ™),
orientace krivky c je nesouhlasna s parametrizaci.

Resend: y

. { x=rcosp=4sinpcosy poc.bod A=|0,0], (¢ =m)

[0, 2] y =rsinp = 4sin® e " konc.bod B = [0,4], (¢ = 7/2)

A X
22 + 9% = (4sinpcos p)? + (4sin® ¢)? = 16 sin? p(cos? ¢ + sin® ) = 4 - 4sin® p = 4y,
4yt =4y =1"+(y—2*=4 (kruznice)

Tutéz ¢ast kruznice jsme mohli parametrizovat i jinak :

3
P(t) =[2cost, 2+ 2sint], t € <g, §>, orientace je nesouhlasné s parametrizaci.

e Oveérte, ze ¢ = ¢ U ¢y je jednoducha uzaviena po castech hladka kiivka. Najdétete
parametrizace kiivek cp,co, nakreslete je a rozhodnéte o jejich orientaci, jestlize A je
pocatecnim bodem c¢; a téz koncovym bodem c; :

Priklad 435. ¢, ¢; C By, A=1[0,0]; 1 ={[,y] € By; 2* +y* = 4w, y > O
¢y ={[r,y] €EBy; y =0, z€(0,4)}
Resent:

= Y
Clz(:z;—2)2+y2:4:>pl:{l’ 2+ 2costy

y = 2sint; €2
t; € (0, ), orientace ¢ je nesouhlasna s parametrizaci,

{ T =ty ty € (0,4), orientace ¢ je
P2 . y , . ,
y =0 ’ nesouhlasnd s parametrizaci. <

Priklad 436. c1,c0 C Eyy A=[1,8]; ¢ ={[x,y] € Eyg; zy =8, z € (1,4)};
¢ = {lz,y] € By y+ 20 = 10,w € (1, 4)}

Resent: A=11,8]
xr = tl . .
P g ty € (1,4), orientace c je
L y = . ’ souhlasna s parametrizaci,
1
{ T =ty ty € (1,4),orientace ¢ je
P2 . s ’ . .
y=10—2t, nesouhlasnd s parametrizaci. [4,2]
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|
437. ¢1, ca CEy, A=[1,1); ¢ ={[z,y] € Ea; y = x,z € (0,1)};
. — 2
62:{[x7y]€E2a y=x ,ZL’E<0,1>}
x =t} . b€ <O’ 1) T =1 . f2 € <O’.1>
Py { — | orientace ¢ je nesou- | P { _ 2 | orientace c je sou-
Y=" " Hlasnd s parametrizaci Y="  hlasnas parametrizaci

02:{[13,3/,2] €E3;1’—Z:1,y:0}

z = 3costy t1 € (0,m) T =1 to € (—3,3)
P { y = 3sinty |  orientace c je sou- | P { y=0 | orientace ¢ je sou-

z=3cost; —1 hlasnd s parametrizaci z =12 —1 hlasnd s parametrizaci
e Navrhnéte parametrizaci kiivky ¢ s pocatecnim bodem A :

439. c={[z,y] € Eo; 3z +y =1, x € (—-1,2)}; A=[-1,4]

_— te(—1,2) T
c: { B 1_ 3t |  orientace ¢ je sou-
vy= hlasna s parametrizaci

440. C:{[ZE,y,Z} €EE;; 2 —y=2, 2+2=3,y¢€ <072>7 A= [27271]

r=t1 te(l,2)
c: { y =2t —2 | orientace ¢ je nesouhlasna
z=—t+3 s parametrizaci

441. c = {[w,y,2] €EBg; 4a? + 22 =4, y+2=0, y<0; A=[-1,0,0]

x = cost t e (0,m)
c: { y = —2sint | orientace ¢ je nesouhlasna
z = 2sint s parametrizaci

I1V.2. Krivkovy integral skalarni funkce

e Vysettete existenci kiivkového integralu / fds a v kladném pripadeé jej vypocitejte :

C

ds, c je tusecka s krajnimi body A, B , kde
a)A:[L_Q]vB:[?)vO]a b)A:[la_2]7B:[374]

Resent: Integrovana funkce je definovand a spojitd v Ey s vyjimkou pifmky x — 2y = 0.
V okoli této piimky neni funkce f omezena.

Priklad 442. /

el — 4y

a)

Y I

T — 2y

Integrél existuje, protoze funkce f(z,y) =

je na usecce AB spojita.

Pt): wz=1+4+2¢ ds=[P(0)]dt= 1
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- [ md’f A [ 2 = lnls 2] = (3 =

=2 In2.
V2 n3

b)
y Integral neexistuje, protoze usecka AB protina
9 0 piimku z — 2y = 0 v bodé [2,1] a funkce f neni
4= v okolf bodu [2, 1] omezen4.
Napi.: lim = toojeproy =1,z — 2%,
- r— 2y
/ .
A
2
Priklad 443. e a) ¢ = {[z,y] € Eg; 2° + y* = 4a},

e v/ x? +y
b) ¢ = {[z,y] € Eg; 2 +y* = 4}

Resend: Integrovana funkce je definovand a spojita v By \ {[0,0]}.

a)

y c
, x4+ 2
Bod [0,0] € ¢ a lim ——— = o0,
[2.4]=[0,0] /22 + y?
takze integral neexistuje;
0.0 K/ ’
Dana funkce je spojitd na c, takze integral existuje.
y r+2
c V NEEa +y?
| P(t) =[2cost,2sint], te(0,2m) .
_‘ ds = ||[P(t)|| dt = \/mdtfzdt
[O, 0] € 1 2 t 2 omr
—/ M-th:Q[Sintth] = 4r.
0 2 0

Priklad 444. /332 ds, c={lzx,y] € Ey; y=Inz, xz € (1,3)}

C

Reseni: Je ziejmé, ze integral existuje :

y y=Inz P(t) z:ﬂt ds = |P(t)| dt = /i? + ¢2 dt =
/[;,/ln?)] rewy | _ 1+(%) dt = t2t di
o
0.0 L0 :
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1/2
/:17 dS—/ 2. t dt /w/tQ +1- tdt_’;;;l—u | u € (2,10) _

I 12ud/2q10 ]
= == = ~(10v10 — :
3 [, Vadu 2[ 5 ]2 S (10V10 - 2v2) s

2
Priklad 445. /I—ds, c={[z,y] €By; y* =22, y € V2, 2)}
c Y

Resent: Integral existuje :

2
Yy y2:2x /-CE_dS:
C Cy
[2,2] PO v=1 [Pl = VE+1=
1.2 = r=g | =Vt —
[1,v2 Le (V3,2) ds = |[P@t)| dt = VI + & dt
[0, 0] .
_ 2t4 mdt t2 m tdt — 1+t2—u|2tdt:2udu .
a \[4 4 V32 T 1+ = uwe (V3,v5) | T
1, 1rd®  wPvs 1
= —1)-u- d:—[———} = = (25V5 - 6V/3).
4/¢g(u Jrurudu=g | =g 5= 55 (255 -6V -

Priklad 446. /(x2 +y* + 2%)ds, ¢ je prvni zavit Sroubovice x = acost, y = asint,

c

z = bt.
Resend:
[, 0, QbQ z Integrél existuje :
/(1:2+y2+22)ds:
P(t) = [acost asint, bt] t € (0,2m)
= ||P ) =+ (2 *\/azsm t+a2cos?t+ b2 | =
la,0,0] ds = ||P(t )||dt—\/a2+b2dt

xz

27 27
= / (a®sin®t + a® cos* t + b*t?) - Va2 + b2 dt = v a? +b2/ (a® 4+ b*t%) dt =
0

Ve T a4 )T - VTR (oma 45 1), .

e Zduvodnéte, na které z kiivek c existuje integral fc f ds. Prislusny integral vypocitejte.

3_
447. /—y ds, a) cje kruznice 2% — 2z + y* = 0;
cY—x+2

[neexistuje7 dand funkce neni na kiivce C' omezenéu]
b) ¢ je usecka AB, kde A =[2,3], B =0, 1].
[existuje,dané funkce je na usecce AB spojité, \/§/3]

93



E. Brozikova, M. Kittlerova, F. Mrdz: Sbirka prikladi z Matematiky IT (2016)

1
448. /—ds, a) c={[r,y €Ey; x=t—-3,y=3—1t, te (1,4} [neexistuje]

ZUZ _|_y2
b) ¢ = {[z,y] € Ey; 2* +y* = a’} [existuje, 27
1
449. /1’2 — ds, a) c= {[a:,y] ek, y=2z, € <1,3>} [neexistuje]
b) c= {[x,y] €y y=92¢€ <0, 2)} [existuje, — hl%]
150. [yds, co={lr.y) € By 4P =, 2 <0,y 20) 2]

451. /\/des, c=A{lz,y] € Ey; v =a(t —sint), y = a(l — cost), t € (0,2m)}

<oblouk cykloidy) [471‘(1\/5]
152, [\ids, e={le.y) € Baiy= Vi, v € (1,2) [ 25)
453. /(xy +2)ds, c¢={[z,y] € Ey; & =cost, y=3sint, z =/8cost, t € (0,27}
‘ [127]
454. /zds, ¢ ={[z,y] € Ey; x =tcost, y=tsint, z=1, t € (0,7)}
(kuielové éroubovice) [% ((2 +7)V2 4+ 72 — 2\/5)]

455. /(a:+y)ds, c={[z,y] €EBy; * +9y*+ 2> =0a* y=2, 2>0, y>0,2>0}

(Pouiijte parametrizaci z piikladu 430.) [t € (0, g), a’ \/5]

2
456. /myz ds, c= {[x,y,z] €Ryg; 22 +y2 + 22 =d? 2* +9° = az, v 1. oktantu}

]

32

(C lezi v roviné 2 = %37 pak T = %COSt, Yy = %Sint)

e Je dédna skalarni funkce f, kiivka ¢ je prunikem danych dvou ploch.
a) Navrhnéte parametrizaci této kiivky. _
b) Napiste vektor P(t) a vypocitejte jeho délku || P(%)]].
¢) Vypocitejte kiivkovy integral dané skaldrni funkce f.

457. f(x,y,z) = y* + 222, kiivka ¢ je prusecnici rovin x +vy + 2z =5, 20 + 5y — 2z = 4
v prvnim oktantu.

b)P(t) = (—4,2,1), |[P(t)] = V21
) 111v/21/32
2 2
458. f(x,y,z) = 2%, kiivka c je fez valcové plochy — + == = 1 a rovinou 4z — 3z = 0.

9 25
|: a)napi.: x = 3cost,y = 5sint,z = 4cost,t € (0,2m) ]

|: a)napi.: ¢ =7 —4t,y =2t — 2,z =t,t € (1,7/4) ]

b)P(t) = (—3sint,4sint), |P(t)|| =5
c¢) 80
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IV.3. Aplikace krivkového integralu skalarni funkce
e Vypocitejte délku ¢ kiivky ¢, jestlize :

Priklad 459. ¢ = {[w,y] €Ey; y=2—1In(cosz), z¢€ <O, Z>}

4
Resent:
P@t): =t . 1 .
“ y=2—In(cosx), P(t) = (17_cost.(_smt)>
b= [1ds= te(0,7) . sint 2 1 -
‘ ! ||P(t)” - ! + (COSt) - ‘COStl
_/ﬂ/4 1 dt_/’r/4 cost dt_/”/"‘ cosT | sint=s | _
~Jo cost Jy cos?t  J, 1—sin?t | costdt=ds
V2 ogs 1 (l4spvez 1, 1422
= —:—[ln H :—<ln —ln1>:
0 1—-s2 2 1—sllo 2 1 x/Ti
1. (1+¥3)2

3

t
Priklad 460. ¢ = {[:L',y] ERy; z =t y=t— 3 te <—\/§, \/§>

Resent: Jde o délku smycky, jelikoz x(—v/3) = 2(v/3) =3 a y(—v3) = y(v/3) = 0.

Vi ; 4
f:/ms:/ V@) + () dt =
c ~V3
V3
:/ V@ (-2 dr =
-3 3 X
V3 V3 V3
:/ \/4t2+1—2t2+t4dt:/ \/1+2t2+t4dt:/ (14 t%)dt =
~V3 ~V3 ~V3
\/g t3 V3
:2-/ (1+t2)dt:2[t+§}o =2(V3+V3) =4V3. -
0

Priklad 461.% ¢ = {[z,y] € Ey; x = acos®t, y = asin®t, ¢ € (0,27}

Resent: Jde o asteroidu, skladajici se ze ¢tyt stejné dlouhych obloukt. Proto

e:/Cms:4-/0ﬂ/2\/(ab)2+(g;)2dt:

w/2
4/ \/(—3a cos? tsint)? + (3asin®tcost)2 dt =
0

ﬂx a w/2
4 / \/9a2 sint cos? t(cos? t + sin® t) dt =

= 6a

7'1'/2 : Qt 71./2
4/ 3asintcostdt = 12a[s1n ]
0 0
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Piiklad 462.* ¢ je ¢ast logaritmické spirdly r = ae™®, lezici uvnit kruhu o poloméru
r=a, k>0, a>0.
Resend: Kiivka c je zaddna v poldrnich soufadnicich r = r(p). V kartézskych soufadnicich
bude vyjadtena :

{x:r(gp)cosgp {:tzr'cosgo—rsingp
. — . .
y=r(p)siny gy =r1'sing +rcosy

Potom ds = (m)2 + (y)2 dp = \/(r’ cos p — rsin )’ + (' sing + rcos p)® dp =

d
=/ ()2 +r2dp, kde r’ !

Tdy
7 podminky |ae*?| < a plyne ¢ < 0. Tedy

0 0 .
= / Vi@kes)? + @ek)?dp = [ actViZ+ T = Jim aviZ 1 / oM dip =
- ——00 B

:a\/k?i—i—lﬂl_i}r_noo[%} —am hm <E_§> :%Q—Fl' [

tcosz ! gin 2
dz, y =

Priklad 463.* c = {[a:,y,z] €E;; x= / dz, t € R}. Stanovte

L 2
vzdélenost od pocatku soutadnic do nejblizstho bodu, v némz je te¢na

rovnobézna s osou .

< cost s
Reseni: Tecna je rovnobézna s osou y, kdyz ¢ =0 = 1 = T =ty = 5 =1

j = ? :>€—/1ds—/ V(@ ) dt = / —dt 1n|t|} ln—

e Vypocitejte obsahy danych éasti vdlcovych ploch omezenych souradnou rovinou (xy) a
zadanymi plochami :

Piiklad 464.* y* = 4z, 2z = 2V x — 22
Resent: Parabolickd vélcova plocha rovnobéznd s osou z je shora omezend plochou

z = f(z,y) =2Vax — 22 . Obecné P:/f(x,y)dS:

c:y2:4w,c:01U02, 1y =2z

iy =—2\/x
=1+ (y) de = 1+(%)2d:c:,/ledx
z=2Vz—2? = z(l—-2)>0 = z€/(0,1), /fds:/fds
1 x+1 1 1 2 1
:2/ 2V — x?- dx:4~/ \/(1—x)(x+1)dx:4/ V1—22de =
0 T 0 0

| /2 "2 i 247/2
N x = sint - 2 - B sin 2t 717/ B
—’dx_costdt‘—‘l/o cos tdt—Z/O (1+cos2t)dt = 2[t +=—|"" =

1
Priklad 465.% 2% + ¢* = O L >0, y>0
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1 ™
. P(t) = |z cost,y = = sint te(0,-)
Reseni: P:/IdeI c:x2+y2:i:>{ [2 2 ] 12
c (—fsmt fcost) ds = — dt
2
/”/2 1 L1 [sin2gp]ﬂ/2 1 _
= —sinp-cosp-—dp =< =—.
, atmvreesers® gyl T 16

e Vypoctéte hmotnost m kiivky ¢ pii délkové hustoté o = o(z,y), resp. o(z,y, 2) :

Priiklad 466. c = {[z,y] € Ey; 2* + 9> =0a? >0, y >0}, olz,y) ==
Reseni: m = /st—/:cds—

P(t) = [acost,y = asint], t € (0,7/2)
P P(t) = (—asint,acost), IP@)|| = a

w/2
:/ acost-adt=a®- [smt] =a> [ ]
0 0
a a
Priklad 467. ¢ = {[z,y, 2] € Es: x =at, y= — t2, 2 =— 13, t € (0, 1)},
{[e.y.7] € By y= st p=5 e 1)
2y
(l’ Y,z ) —
Reseni: m = /st—/\/
e, B = @ T G+ B =
- y:ﬁt = g=V2al — W TT2EF A =
= 9,3 i a? ds = a(l+t*)dt
3

2 2 2 441 42
:/1/ at S+ dt = \/_/at1+t2 dt—a\/_[t t} 32(@.

Priiklad 468. Kiivka c je prvni zavit Sroubovice x = acost, y = asint, z = at a hustota
se rovna ¢tverci vzdalenosti od osy z .

acost € <07 27r>
asint | |[P@)[=+(2)>+ @)+ () | =

5 P(t): =z ]
Resent: mz/gds=/(£2+y2)ds: y = asi )l =
c c z=at ds = a/2dt

27
:/ a-aV2dt = a® - 2v/2r. ]
0

Priklad 469. c = c; Ucy; ¢ = {[x,y] € Ey; 22 + y? = 2ax, y > 0};
¢ ={[z,y] € Es; y =0, z €(0,2a),a >0}, o(r,y) =2*+y°

97



E. Brozikova, M. Kittlerova, F. Mrdz: Sbirka prikladi z Matematiky IT (2016)

y>0 y =asint | te(0,m)
c2:y=0=ds=dx,z € (0,2a)

| . .{a:2+y2—2ax:0:>(x—a)2+y2:a2:> T =a+ acost ds =adt

T 2a s 3-92a
:/ <a2(1+cost)2—|—a28in2t>-adt+/ xde:aS/ (24 2cost)dt + [%} —
0 0 0 0

T 8 3 8 3
:2a3[t+sint} +i:2a37r—|—i. [}
0 3 3

e Urcete tézisté T kiivky ¢ pii hustoté o(x,y), resp. o(z,y,2) :

Priklad 470. c = {[z,y] € Ey; 2* +* =1, y >0}, o(z,y) =a(l —y), a >0

Reseni:

Y
M.
T = [anT]v kde Yyr = E
(Véimnéte si, ze hustota nezalezi na x ¢ili hmotnost
levé a pravé ¢tvrtkruznice je stejné.) T
-1 1 =z
[ x=cost s [ &= —sint ds = ||[P(t)| dt = dt
‘ P(t) { y =sint | P(t)'{ 17 = cost | € (0, ) )
m = /gds-/ (1—vy ds-/ (1—sint)dt:a[t+cost} =a(m —2)
0 0
T 1— 2t
M, QdS—CL/ (l—smt)smtdt—a/ (sint—%)dt:
c 0 0
[ t 1t + L 24 (2 )
=a|—cost——t+ —s = — =
a O 9 4 1m 0 a 9
a(2—-7 4 — 4 —
yp= 2278 4= T=10, || o
a(n—2) 2(r—2) 2(m—2)

Priklad A71. ¢ = {[x,y] € Eg; x = a(t —sint), y = a (1 —cost), a >0, t € (0,2m)},

olz,y) =1
Resent:
Y
¢ je prvni oblouk cykloidy, T = [ra,yr|, 9q L
= = m = x,y)ds
yr=— / o(z,y) T
0 am 2aw X
z = a(t — sint) & =a(l — cost) @)l =aV/1—2cost+ cos?t +sin?t
y:(c(z)(12—>cost) | y=asint | ds = ay/2Z = 2costdt = av/2y/T — costdt
t € (0,2m

2

2 2
t t
m:a\/é/ \/1—costdt:a\/§/ \/ésinﬁdt:Za[—Zcosﬂ = 8a;
0 0 0
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2T 2T
M, = /yg(x,y) ds = / a(l — cost) - av2v/1 — costdt = aQ\/§/ (1-— cost)3/2 dt =
c 0 0

ot . 1 cosE:z
(1—008 —)sm—dt: 1 2 =
2 2 —§sin§dt:dz

2

27
t
:wﬁ/ 2\/§-sin3§dt:4a2/
0 0

o ! 391 2 32a?
:—4a2-2~/1 (1—22)dz:8a2/_1(1—22)dz:16a2[z—%}0:16@2-5: 3a;
320,2 4 T |: 4 ] i
= =3 a = |7ma, s a
=578 3% '3

Priklad472.c=c;UcyUcs, ¢ = {[z,y,2] €EE3; 22 +y* =a?, 2=0,2 >0, y > 0},
o ={[x,y,2] EE3; 2* + 22 =a*,y=0, x>0, z > 0},
cs={lr,y,2] €EE3; Y’ +22=0a* 2=0,y>0,2>0, a >0}, oz,y)=1

Resent: Kiivka c je je symetrickd vzhledem k osdm z, y, 2 tedy 21 = yr = 2 . Omezime se

1 3
-1:—7Ta

M
narr=—=. m=3-
m

M

12
yz:/xgl'y / / d8+/$d82
c Cc3

Pi(t) = [acost asipt,O]
te0,m/2), IPi®)] =a

o - P, (t) = [acost,0,asint]
3 PTote(0m/2), [Pat)] =a
c o - Ps(t) = [0,acost,asint]
2 ote(0m/2), IPs(t)ll=a
a
C1 Y

/2 w/2 w/2 /2
—/ a? costdt+/ a? costdt—i—/ 0dt = 2a® [sint] = 2a?
0 0 0

0

Xy =Yr = 27 — 5 — —— _— —, —
%WCL 3T 3" 3n’ 3w

2a2 _da T [4@ 4a 4a]

Priklad 473. Urcete moment setrvacnosti vzhledem k souradnicové roviné (yz) prosto-
rové kiivky ¢ = {[x,y, 2] € E3; x = acost, y = asint, z =bt t € (0,27)},
je-li o(z,y,2) = 2 + .

Resent:
ds = va?sin?t + a2 cos? t + b2 dt = ‘ -

_ 20 2 2\.2 7
[yz—/c,g x*ds /c(x +y*)x* ds gy

27 27
1 2t
:/ a2~a2cos2t-\/a2+b2dt:a4\/a2+b2/ —H%dt:
0 0

42 12 in 24127
_ 4 a2+ [t—i—sn; ] =a'Va?+ b7 . m
0
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Priklad 474. Urcete moment setrvacnosti vzhledem k ose z kiivky ¢ C E3 :
c={[r,y,2] €Eg; 22° + 3> =2, v + 2 =1}, jeli o(z,y,2) =

Resent: ¢ je fez eliptické vélcové plochy rovinou z + z = 1.

I, = /(952 +y°)o(z,y, z) ds = /(x2 +y*)zds =

T = cost — & = —sint ||P ||—\/s1n t+2cos?t +sin’t =2
= | Pt): y=+2sint = ¢§=+2cost | =
z=1—cost = Z=sint € (0,2m)

:/%(COS t+2sin?t)(1 — cost) - V2dt = \/_/ (14 sin®t)(1 — cost)dt =

27r
1 — 2t 1 2t
—\/_/ cos —cost—sin%cost) dt:\/i[t—i-?—sul —sint—

t?ﬂ'
—Sm } :\/§-§'27T:3\/§7T. ]
3 lJo 2

e Je dana kiivka c a délkova hustota p.
a) Navrhnéte parametrizaci X = P(t), t € (a,b) dané kiivky c a urcete délku
vektoru P(t).
b) Vypocitejte hmotnost kiivky ¢, je-li na ni rozlozena hmota s délkovou hustotou p.
c) Napiste, co by prislusny integrél jesté mohl vyjadrovat. Uved'te, zda se jedna
o staticky moment ¢i moment setrvacnosti, pii jaké hustoté a vzhledem k jakému
utvaru (bod, piimka, resp. rovina).
475. Kiivka c je tusecka AB, kde A = [1,0], B = [2,3], o(z,y) = 2* + 3>
a) P(t) = [1+¢,3t], t € (0,1); [P(t)]| = v/10 ]
[ b)m = 6v/10/3
¢)Jo, 0=1

476. Kiivka ¢ je usecka AB, kde A =[0,1], B

[1,2], ofx,y) = 2%y ]
a) P(t) = [t,1], t € (0, 1); [[P(1)]| = V2
b)m = V2/4
&) My, 0=a* My, 0 =y; Jy, 0=y |
A77. c={[z,y] €Ey; 2* +y* =9, 2 >0}, o(z,y) =
a) P(t) = [3cost 3sint], t € (—7/2,7/2); |[P@#)]| =3 ]
b)m = 18
C)My’ o=1
478. c ={[x,y, z] € Eg; x = 3cost, y = 3sint, z =t/3,t € (0,3)},
o(x,y,2) = 2% +y* + 2°

b)m = 28v/82/3
c)Jo,0=1

479. ¢ = {[z,y, 2] € E3; x = 2cost, y = 2sint, z =t/4; t € (0,27)},
o(z,y,2) = 2°/(2* + y?)

[ a) P(t) = [3cost,3sint, /3], t € (0,3); |P(t)]| = v/82/3 ]

a) P(t) = [2cost, 2sint, t/4], t € (0,27); |P(t)| = V17/2
[ b)ym = V6573 /96 ]
) May, 0= 2/(2* + y*); Juy, 0 = 1/(z° + ¢°)

2
480. c = {[z,y] € Ey; y = %4—2 mezi body A =1[0,2], B = [2,4]}, o(z,y) ==
[a)P(t) [t.£2/2+ 2], t € (0,2); |P ()|v1+t2]

bym = (5v5—1)/3
)My, 0=1
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481. c ={[x,y,z] € Eg; x =t cost,y =t sint,z =1t; t € (0,1)}, o(z,y,2) =z
a) P(t) = [tcost, tsint,t], t € (0,1); [|[P(t)]| = V2 + t2/2
[b)m:(\/ﬁ\/g)/?) ]
¢) Mgy, 0=1

e Vypocitejte délku ¢ dané kiivky c :

482.02{[:r,y]€]E2;y:éx\/E, $€(0,5>} [%}
483. c = {[x,y,2] € Eg; 2 =3t, y =3t*, 2 =2t>, t < (0,1)} (5]
484. ¢ = {[p,r] € Eg; r(¢) = a(l + cosg), ¢ € (0,m), a > 0} (horn{ polovina kardioidy) [4a]
485. ¢ = {[gp,r] € Ey; r(p) = sin® %, @€ <0,37T>} Ew}
/2
486. ¢ = {[:U,y] €Ky y= /_ﬁ/2 Vcosz d:c} [4; pouzijtecosz >0 =z € { — gg }
487. c = {[x,y] € Ey; = 2cost, y = 2sint, z =1/2, t € (0,27)} (7 V/17]
488. c = {[w,y] € Ey; y= %az z,x € (0; 5)} [19/3]
489. ¢ = {[zr,y,2] € E3; © = Rcost, y = Rsint, z = at, t € (0,27)} 27 V/R? + a?]

e Urcete hmotnost m kiivky ¢ pii délkové hustoté o(z,y) :

490. o = z(y? + %), c={|r,y, 2] €Es; y* +22° =4, 2 =2z, z > 0} {%
491. o =2(y+2), c={[r,y] €Ey; 2* +y* =4, 2 >0} [16]
492. o =23 + 2 c={x,y] € Ey; x = acos’t, y = asin’t, t € (0,7/2)} {a%_
493. o = V" c={lr,yl € By; ¥ +y* =, x>0, y > 0} [5

494. Vypoctéte moment setrvacnosti vzhledem k ose soumeérnosti homogenni pulkruznice
3

v a T
o poloméru a. [7}
495. Urcete moment setrvacnosti vzhledem k ose x ¢asti asteriody lezici v prvnim

kvadrantu (tj. kiivky « = acos’t, y =asin®t, t € (0,7/2)), pfi hustoté p = 1 .
{3a3}
8

496. c = {[r,y,2] € E3; v = acost, y = asint, z=at, a >0, te€{0,2m)},
2

0= #@/2 m = 8‘/2”3,sz=4\6@%477’= {Oﬁ,%aﬂ”
497. c = c; Uy, ¢ = {[x,y] € Eg; y = 6y/z, x € (1,6)};
o =A{lz,y] € Ey; y =—6y/x, x € (1,6)}, 0=1 m =10, M, =35, T = E,OH

101



E. Brozikova, M. Kittlerova, F. Mrdz: Sbirka prikladi z Matematiky IT (2016)

IV.4. Krivkovy integral vektorové funkce

Predpokladejme, ze ¢ je jednoduchd hladka kfivka s parametrizaci P(t) v intervalu (a,b).

Pak plati
/f - d5 = i/ab f(P(t)) - P(t) dt.

Znaménko plus (resp. minus) pouzijeme, kdyz kiivka ¢ je orientovana souhlasné (resp.
nesouhlasné) s parametrizaci P(t).

PozNAMKA: Kfivkovy integral vektorové funkce f = (U, V, W) lze zapsat v diferencidlech,
tj. ve tvaru

/f ds = /(U,V,W) (dz, dy, dz) = /(de—i— Vdy+Wdz).
Analogicky pro kiivku ¢ € E,.

e Vypocitejte dané krivkové integraly po orientované kiivce ¢ s pocatecnim bodem A.

Priklad 498. /(x, —y?)-d5, c je tisecka z bodu A = [1,—2] do bodu B = [3,2].

Cc

Resend: Parametrické rovnice tsecky:
r=142t
y : ’
c: { Y= 91t te(0,1)

Parametrizace kiivky c:

m P(t)=[1+2t,—2+4t], te(0,1),

P(t) = (2,4)

P(0) = [1,—2] = A = orientace kiivky je

A souhlasnd se zvolenou parametrizaci

/(a: ). ds—/1<£1+2t),—(—2+4t)2)-(2,4) dt =

~ )
i(rw) PO

:/1<(1+2t)-2—(475—2)2-4>dt:2/1<1+2t—2(16t2—16t+4)>dt:

32253]1— 4 .
3 0o

1
= 2/ (=74 34t — 32t*) dt = 2[—7t + 17t — 2
0

Priklad 499. /(9[:2 —y*,1)-ds, c={[r,y] € Eyy =2} zbodu A=10,0] do bodu

B = [3,27].
Reseni: y o
:{ y_p 1€03)
P(t) =[],  te(0,3)
P(t) = (1,3t?), P(0) = A = souhlasni parametrizace
Ay
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/(xQ—y2,1)-d§—/(tQ—t6,1)-(1,3t2)dt—/03 ((tQ—tG)-1+1-3t2)dt:

Cc C

4., T3 1935
-4 - -
3 71o 7
1'2 y2
Priklad 500. /(—y,x) -ds, c¢= {[x,y] €Ey; — + = 1, 2>0, y > 0}, A =|a,0].
c a
Reseni:
Y T = acost
3. c;{y:bsm te(0,7/2)
P(t) = [acost,bsint], t e {(0,7/2)
P(t) = (—asint,bcost), P(0)=[a,0] = A
r orientace kfivky je nesouhlasnd s parametrizaci
A
w/2
/(—y,x) -ds = —/ (—bsint,acost) - (—asint,beost) dt =
c 0
/2 w/2 abm
:—/ (bsint-asint+acost-bcost)dt:—ab/ 1dt:—7 n
0 0

Priklad 501. /(y, —x,2)-dS§, cje cast kiivky k = {[x, y,z] € E3;x = Rcost,

c

at
y = Rsint, z = 7 R > 0}, od pruseciku s rovinou z = 0 do pruseciku
s

s rovinou z = a, a > 0.

Reseni: Jednd se o Sroubovici s polomérem vinuti R a stoupanim a.

z2=0 = t; =0

z
z=a = ty=21
P(t) = [Rcost Rsint “—t} t € (0,27)
B - b b 27'(' b b)
Pt) = ( — Rsint, Rcost, %) P(0) = [a,0,0] = A
y orientace je souhlasna

A
2m at a
/(y, —z,2)-ds = / <Rsint, —Rcost, —) . <— Rsint, Rcost, —) dt =
. 0 2m 2m

27 2t 27 2
:/ (—R2sin2t—chos2t+a—> dt:/ (—R2+a—t> dt =
0 0

42 472
CL2 2 CL2
= |—R* —tﬂ = — —27R? u
[ + 82 lo 2 T

Priklad 502. /—:1: cosy dx+ysinx dy, cje isecka z bodu A = [0,0] do bodu B = [r, 27].

Reseni: Dany integral muzeme pocitat dvojim zpusobem:
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1) Pouzijeme piimo zadéni kiivkového integralu v diferencidlnim tvaru.

Pti parametrickém vyjadieni dané krivky ¢ dostaneme Y
pro t = 0 pocatecni bod A, B

vypocitame diferencidly,
c: v=t te(0,m dx = dt,

s

/—xcosydx—l—ysina:dy:/ (—t cos2t 4+ 2 - 2t sint) dt =
c 0
w=t, v =4sint— cos?2t

= / t(4sint — cos2t) dt = ‘ y sin 2t
0 2

=1, v=—4cost—

t s 4 in 2t 217
—[4tcost+—sin2t} +/ <4cost+ i )dt:47r+ [4sint— cos =A4r.
2 0 0 2 4 Jo

POZNAMKA: Protoze tisecka ¢ je grafem explicitné zadané funkce y = 2x, = € (0, 7),

muzeme ponechat proménnou x jako parametr. Po vypoctu diferencialu dy = 2 dx
dostavame

™
/ —x cosydr +y sinx dy = / (—z cos2x +2 -2z sinx)dr = -+,
c 0
coz je stejny Riemannuv integral.
2) Dany integral v diferencidlnim tvaru prepiSseme do tvaru vektorového

/—x cosydr +y sinx dy = /(—xcosy, ysinx) - ds.

Cc C

Pouzijeme parametrizaci

T =1, )
c.{y:%’ t € (0,7);

P(t)=[t.2t], te(0,m); P=(1,2)
P(0) = A= orientace kiivky je souhlasnd s parametrizaci

/ (—tcos2t, 2t sint) - (1, 2)dt:/ (—t cos2t + 4t sint)dt = - - -
0 0

a dostaneme zase stejny Riemannuv integral. [ ]

Priklad 503. f xdy, ¢ jeobvod trojuhelnika vytvoreného piimkami x =0, y =0
a 2x+ Ty = 14, c je orientovana kladné.

Resent:
Yy c=ciUcyUc
O = [(), 2] 1 2 3
P=1+]
C3 ¢ Co c c1 c2 c3
x
A=10,0] ¢l B =[7,0]
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Podle poznamky z ptedchoziho ptikladu:
7
c1:y=0,dy=0-de, z€(0,7) = /xdy:/de:O
c1 0

14-7 214 -7
Cy:x = y,ye(0,2> = /a:dy:/ ydy
2 62 0 2

0
cz:x=0y€ (20 = /a:dy:/ 0-dy
c3 2

214 -7 1 Ty%72
fxdyzO—l—/ 5 ydy+0:§[14y—i} —7 ¥
c 0

2 1o

504. /(x cosy,0)-ds, ¢ je orientovand tsecka z bodu A = [0, 1] do bodu B = [1, 2].
’ [sin2 + cos 2 — cos 1]
505. /(x2 + 9% 2 —y*) -d5, ¢ je orientovand kiivka y =1 — |1 — x|, = € (0,2),
pocéatecni bod je A = [0, 0]. [%]
506. /(902 —2xy)dx + (y* — 2xy)dy, c je oblouk paraboly y = 2%z bodu A = [~1,1]
do bodu B = [1, 1]. [—15]
507. /(y,:c) -d5, c={[z,y] € Ey; 2*+y* =a* x>0,y >0, a > 0} a pocatecni bod je
A = [a,0]. (0]

IV.5. Prace sily podél kiivky

e Vypoctéte praci W sily f podél orientované krivky c :

Priklad 508. f = (z +vy,2z), c={[z,y] € Ey: 22 +y*> = R2, y > 0}, pocatecni bod
B =[—-R,0].

Resent: Prace W sily f podél orientované krivky ¢ je rovna integralu / f - ds’ .

Y { xr = Rcost,
c:

y = Rsint, t€(0,m/2)

P(t) = [Rcost, Rsint], te€ (0,m)
P(t) = (—Rsint, Rcost), P(0)=[R,0]=A=
orientace kiivky je nesouhlasnd s parametrizaci

1

AT$

B
W:/(x+y,2x)-d§:—/ (Rcost + Rsint,2Rcost) - (—Rsint, Rcost) dt =
c 0

— / <—R2(sint + cost)sint + 2R? cos? t> dt =
0
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= —RQ/ (—sin®t —sint cost + 2cos’t) dt =
0

o1 — 2t
= —RQ/ <—& —sintcost + 1+0082t> dt =
0

2
B R2[ 1t+ sin2t  sin®t tt4 sith}7r _ TR?
B 2 4 2 2 lo 2
[
. - 2y —2x ., . _
Priklad 509. [ = <x2 SEibe +4y2>7 c= {[x,y] € E,; T +y° = 1}, kiivka ¢ je
orientovana kladneé.
Resent:
r = 2cost,
C'{y:sint, t € (0,2m)

P(t) = [2cost,y = sint], t € (0,2m)
P(t) = (—2sint, cost)
orientace kfivky je souhlasna s parametrizaci

Y
W = fif ds = i(xQ _2|-y4y2’_562 ix4y2> .

™, 9¢int  4cost ™ 4sin®t 4dcos?t
= [T A ot eostyar = [(AII ey

27
—/ 1dt = -2« ]
0

Priklad 510. f: —yi+ )+ ak, c= {[x,y,2] €E3; 2* +y* —42+3 =0, z = 2},
orientace kiivky ¢ je ddna tecnym vektorem 7([2,1,2]) = —i.

QL
&l

Resent:
?+y*—4r+3=0 = rovnice vdlcové plochy
z =2 = rovnice roviny
Kftivka ¢ vznikne rovinnym fezem valcové plochy.

Rovina je kolmé na osu rotac¢ni valcové plochy, z
kiivka ¢ je tedy kruznice

r—2)32 2=1

z =2

r=2+1-cost,

c: y=1-sint, 0<t<2n
z =2,

. ™\ . - E _ _
P(t) = [2 + cost,sint, 2], ¢ € (0,27) P<§) —[2,1,2]; P(2) = (~1,0,0) = —i
P(t) = (—sint,cost,0) orientace kiivky je souhlasnd s parametrizaci

2
W:%f-d§:7{(—y,x,a)-d§:/ (—sint, 2+ cost,a) - (—sint, cost,0) dt =
c c 0
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2m 2m
—/ (sin2t+(2+cost)cost+a-0> dt—/ (14 2cost)dt = 2w n
0 0

Priklad 511. f: (zy,x +y), ¢ = ¢1 Uy, ¢ je uzaviena kiivka, kde ¢; je ¢ast
paraboly y = 22 a ¢y je ¢ast pifmky vy = x, ¢ je kladné orientovana.

Resend:
T =1
Y y = 2 clr{y:té7 te(0,1); =
y=x Pi(t)=[t,t?], te€(0,1)
Py(t) = (1,2t), P(0) = [0,0]
[17 1] orientace kiivky je souhlasnd s parametrizaci
Co
¢ -{x:t’ te(0,1); =
2 . y = t, 3 )
C1 x
Py(t) = [t, ], te(0,1)
[0, 0] Po(t) = (1,1),  P(0) = [0,0]
orientace kfivky je nesouhlasnd s parametrizaci

W:%f-dE’:/(xy,x—i—y)-d§+/(my,x+y)-d§:

Cc1 Cc2

1 1 1
:/ (t3,t+t2)(1,2t)dt—/ (t2,2t)(1,1)dt:/ (t + 2t + 2t%) dt—
0 0 0
! 3t 23yt B I |
— [ (#+2t)dt = [— —} — [— t2] =—
/0( +20) TR N P R PR T .

e Vypoctéte praci sily f podél orientované kiivky c :

T -y, +y)

512. f = ( s 0 CF {[z,y] € Eg; 2® +y* = 4}, kiivka c je orientovand zaporné.
z Y

[—27]

. 9
513. f = TyQ(y, —z), ¢ = {[z,y] € Ey;2° +y* = 16}, kiivka c je kladné orientovana.

x
[—4n]
- 1 1
514. f — (—, ——), ¢ je obvod AABC, kde A=[1,1], B=[2,1], C = [2,2],
y
krivka c je kladné orientovana. [%]
515. f = M, c={[r,y] €Ey:2* +y* =0a’ a >0, y >0} zbodu [a,0)
T2 +y2 sl
do bodu [—a, 0] . [—% a]

—

516. f = (y,2), c¢ je uzaviena kiivka tvorena poloosami a ctvrtinou elipsy « = 2 cost,
y = sint, nachéazejici se v prvnim kvadrantu. Orientace je zadporna.
(2]

517. f = (x +y,2x), c={[x,y] € Ey:2 =acost,y=asint, t € (0,2m)}, orientace
je kladna. [ra”]

107



E. Brozikova, M. Kittlerova, F. Mrdz: Sbirka prikladi z Matematiky IT (2016)

518. f: (y,z,), ¢ jetsecka s pocatecnim bodem [a, 0, 0] a koncovym bodem |[a, a, a.

3
5 ]
519. f = (y,2,z), c je prisecnice ploch z = zy, 22+ 42 = 1 z bodu [1,0, 0]
do bodu [0,1,0]. 5-7]

£ t
520. f = (yz,2V/ R? —y*,xy), c= {X cE;: X =P(t); P(t) = (Rcost,Rsint, ;-),
i
a>0, R>0,te 0, 2#)}, orientace krivky je souhlasnd s parametrizaci.
[0]

521. f = (r,y,22 —y), c={X €Ey: X = P(t); P(t) = (t*,2,4t°), t € (0, 1)},
orientace ktivky je souhlasnd s parametrizaci.

522. f = (z,9,2), c jectvrtina elipsy ¢ = {[z,y] € Ey: 2> +y? =4, v + z = 2}
z bodu [2,0,0] do bodu 0,2, 2]. [2]
523. f = (2, 2%,4%), c={X €Ey: X = P(t); P(t) = (5,2 + 4sint, =3 + 4 cost),
€ (0,2m)}, orientace kiivky je souhlasna s parametrizaci.
[967]

e Je dano vektorové pole f a orientovana krivka c.

a) Nac¢rtnéte danou kiivku ¢ C E,.
b) Navrhnéte jeji parametrizaci P(t) a zduvodnéte, zda je kiivka ¢ orientovéna
souhlasné s touto parametrizaci.

¢) Vypocitejte praci, kterou vykona sila f pusobenim po dané orientované kiivce c.
524. f: (y,z,2), ¢ jeusecka s pocatecnim bodem [a, 0, 0] a koncovym bodem |a, a, a.

[ b) P(t) = [a+at,at,at},te<0,1>]
3 .2
2@

525. f = (ry,y—1), cjecast kiivky y = 2% s pocatecnim bodem A = [0, 0] a koncovym
bodem B = [2, 4]

by P(t) = [t,t?], t € (0,1)
c)8

T

526. f = (VI+y, 247 ), ¢ je ést kivky z = 2% od bodu A = [8,2] do bodu B = [2, 1]

b) P(t) = [2%,1], t € (2,1)
% [ c) — %(40 +32V/2) ]
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- 1
527. [ = <:c3, —1In y) ,  kiivka ¢ je dand rovnici y = €*, kde |z| < 1 a pocétec¢ni bod
Y

mizr=—1

b) P(t) = [t,e'], t € (—1,1)
c)0

xT

528. f = (2,2y); c={[ry) €Er:y=Inz+1,z€ (L e}

b) P(t) = [t,Int + 1], t € (1,e)
c)3e—2

T

—

529. f=(0,z); c={[r,y]€Br:ay=12€(2,1)}

[ b) P(t) = [t,ﬂ,te@,l) ]

¢) —In2

7 ) —T . )
530. f = <x2 i +y2)7 c={[z,y] € Ey: 2”4+ y* = 4,2 > 0} orientovand

od bodu [0, 2] k bodu [0, —2]

b) P(t) = [2cost,2sint], t € (m, —m)

c) —m
- 2y 2x x? 2 s - , o
531. f = <x2 FTE R +4y2>; c=A{[x,y] € Ey: y + y° = 1}, kterd je zadporné
orientovana

b) P(t) = [2cost,sint], t € (0,2m)
c) 2w

/H\
W .
e Je déna tsecka AB, vektorova funkce f a skalarni funkce o. '

a) Navrhnéte parametrizaci P(t) usecky k a vypocitejte tecny vektor P(t).

b) Uzitim kiivkového integralu vektorové funkce vypocitejte préci, kterou vykona

sila fpﬁsobenim podél usecky AB od bodu A do bodu B.
c¢) Vypocitejte hmotnost krivky &, je-li délkova hustota o(x,y).
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532. A=[1,0], B=1[2,3], f=(z,y)= (22 zy), olz,y)=x%+1>

@) P(t) = [1+4,31], £ € (0,1) T
232

b)T5

c)m = ?\/ﬁ

533. A= [O’ 1]a B = [172] _’(l‘,y> - (J] y2 - 237’ 0)7 Q(l’,y) =71y

@) P(t) = [t, 1+ 1], ¢ € (0,1) T

b) - (V8 —1)
5

c)m = 6\/5

Wl =
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IV.6. Greenova véta

Krivkovy integrdl vektorového pole po uzaviené krivce ¢ nazyvame cirkulact vekto-
rového pole fpo krivce ¢ a zapisujeme f ds.
Necht : 1) vektorovd funkce f= (U(:v,y), V(x, y)) md spojité parcidlni derivace v oblasti

G C E,,
2) krivka ¢ C G je kladné orientovand, uzaviend, jednoduchd, po ¢dstech hladkd,

3)intc C G.
f}’ds—lﬁ/ QK——Qg>dxdy
nt c

Potom
POZNAMKA: Je-li kFivka ¢ orientovand zdporné, pak md integrdl napravo znaménko minus.

POZNAMKA: Vyjddrenim krivkového integrdlu v diferencidlech md tvrzeni Greenovy véty

tvar: P
]{de—i—‘/dy = //mtc(a—x — 8_y> dx dy.

Priklad 534. Pomoci Greenovy véty spoctéte cirkulaci vektorového pole
f=(2x 4+ 3y,5z —y — 4) po obvodu AABC ve sméru A — B — C,

kde A =[1,0], B =[1,—3], C = [-3,0].

Cirkulace, tj. ff ds = 7!(2x+3y,5x—y—4) 45 B
Y c c

C A ——// (5—3)dxdy——2// ldrdy =
> int c 1 NABC

T
= 2. Py = 2| 4B - | AC|| = -

(orientace kiivky ¢ je zdpornd, proto pfed dvojnym integralem je

znaménko minus) .
|
B

Priiklad 535. Vysetiete existenci integralu ]{ (ln (2% +y?), —2arctg %) -ds a rozhod-
néte o moznosti uziti Greenov§ véty k jeho vypoctu, jestlize ¢ C Es je
kladné orientovand kiivka dand rovnici a) 2% +y? = 1,
b) (x—10*+y*= 1, ¢) (x—2)*+y*>= 1, d) ¢ je obvod ctverce
s vrcholy A =[1,0],B=[0,1], C = [-1,0], D = [0, —1]. Jestlize
integral existuje, vypoctéte jej pomoci Greenovy véty.

—

Resend: Definién{ obor vektorové funkce f = <ln (22 +y?), —2arctg = ) je D(f) = D1UDa,
Dy ={[z,y] € Es; > 0}, Dy = {[z,y] € Ea; x < 0}.

ou 81n(1: +y?) 2 oU  dln(z®+y®) 2y

or oz a2 y? oy dy a2 y?

ov d( — 2arctg ¥) B 2 y ov. O( — 2arctg ¥) B —2 1
or oz T 1+ (y/a)? 2 Oy Dy T 1+ (y/x)?

V oblasti Dy i v oblasti Dy je dana funkce spojita a ma spojité parcidlni derivace 1. fadu.

Pro libovolnou uzavienou kiivku v Dy tedy existuje j{ f -ds a pro vypocet lze pouzit
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Greenovu vétu. Totéz plati i pro oblast Ds.

Funkce fje spojitda na mnoziné C'\ M, kde
2) M = {[0,1],[0,—1]} (M je dvouprvkova mnozina).
Na mnoziné C'\ M je vsak funkce f omezend, nebot

\'X pro kazdy bod [z, y| lezici mimo osu y je ‘arctg g‘ < g
x

Krivkovy integrél tedy existuje.

Ay

Pro vypocet ale nelze pouzit Greenovu vétu, nebot
v bodech mnoziny M, ktera je ¢asti krivky ¢ neni funkce
f definovana.

V okoli bodu [0,0] nenf funkce f omezend, nebot

lim In (2% + 1?%) = —o0.
[z,y]—0,0] ( v)

Dany integrél tedy neexistuje.

To plati pro libovolnou kfivku, ktera obsahuje bod
[0, 0].

Integral existuje a lze pouzit Greenovu vétu,
nebot kiivka ¢ lezi v oblasti D;.
Provedme tedy vypocet.

L ov  oU B 2 y 2y B
g vra= [, Ge=gg)ww= ], (mame = wtm) -

:// Odxdy = 0.
nt c

d) 1
\\ Integrél existuje, ale nelze pouzit Greenovu vétu.

Duvod je stejny jako v tloze a).

-1 1

1 |

Priklad 536. Urcete cirkulaci vektorového pole f = (—y,x) po zaporné orientované
kiivee ¢ = ¢; U cg, kde ¢; = {[z,y] € Ey; 2° — 22 +¢y* =0, y > 0};
¢ = {[r,y] € Ea; y =0, v €(0,2)},

a) primym vypoctem, b) pomoci Greenovy véty.
Resent
esend: y, "
cr:(r—12+y* =1,y >0,

pocétecni bod je A = |0, 0]

c:y=02€(0,2)
A B B pocétecni bod je B = [2,0]

0 Cy 2 x
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= [1 4 cost,sint], te€ (0,m)
= (—sint, cost)
= [2,0] = nesouhlasn4 orientace

=1+ cost,
{ _ sint, te(0,m)y =

= nesouhlasné orientace

2
/(—sint,1+cost)-(—sint, cost)dt—/ 0dt =
0

£
S—
!
Q.
\
&.
Wy
_l_
\
&,.J
N
C/J
I
|

Z—/ (Sin2t+(1+cost)cost)dt:—/ (1+cost)dt:—[t+sintr:—7r
0 0 0

b) Soufadnicové funkce U, V' daného vektorového pole f maji spojité parcialni derivace
v Eo. Dana kiivka ¢ je uzaviend, po ¢astech hladka. Lze tedy pouzit Greenovu vétu.

- 1
j{de,Gr:v —// (1+1)dl‘dy:—2~(obsahpﬁlkruhu):—2-571'-12:—
c mt ¢

Priklad 537.* Vypocitejte pomoci kiivkového integralu plosny obsah vnitiku asteriody
c={[z,y] € By; 2?3 +9?* =, a > 0}.

Reseni: Pouzijeme parametrizaci asteriody :
. { r = a’cos’t,

3

P(t) = [a®cos®t,a®sin®t] t € (0,27)
y = a’sin®t,

€0.2m) = ' P(t) = (— 3a® cos® tsint, 3a® sin® ¢ cos t)

Pro vypocet pouzijeme dusledku Greenovy véty, podle kterého lze obsah vnittku
kiivky ¢ vypocitat pomoci kiivkového integralu:

1
P = 1dxdy—§]§—yd:c+xdy—
nt c c

1 2m
- 5/ (—a3sin3t- (_3a3C082tSint) +a3c053t~3a38in2tcost) dt =
0
1 [2" 5 9. . 4 9 . 9 A 342 » )
25/ (3a” cos® tsin® t + 3a” sin” t cos t)alt:7 sin2t - cos2tdt —
0 0
3@2 27 Sin2 2t dt 3 2/’27"1—0084t dt 3 2|:t Sin4t:|27r 3 )
T2 —g? 5 W= mat— =—a‘m
2 Jo 4 8 Jo 2 16 4 lo 8

e Je ddna mnozina D a vektorové pole f
a) Napiste Greenovu vétu (predpoklady a tvrzeni).
b) Naértnéte mnozinu D a vyznacte kiivku ¢, kterd je kladné orientovanou hranici

této mnoziny D.
¢) Vypocitejte cirkulaci vektorového pole f podél kiivky c.

538. D = {[z,y] € By; a2+ 42 <4, 2 >0,y >0} [ = (zy, 22+ 2x)
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539. D ={[x,y] € Ey; 0 <2 <2,0<y <2z}, f:(y2—3y,xy)

y

&l

- 1
540. D ={[z,y] € Ey; 0 <2 <3,0<y <1}, f= <§y3, a:2+y2>.

8]

541. D ={[z,y| € By 0<z <4, 4—dz <y <4}, f=(2 (z+y)?)

1
542. Vysetiete existenci integralu j{ ( - = 23:) -ds a rozhodnéte o moznosti uziti
x

Greenovy veéty, jestlize ¢ C Eo je zaporné orientovana kiivka :
a) c = {[x,y] € Ey;2® + y? = 1},

b) ¢ = {[z,y] € By; 2* + (y —2)* = 1},

c) c={[r,y] € Ey; (z—2)?+y?=1}.

V kladném ptipadé vypoctéte integral pomoci Greenovy véty.

a) neexistuje, nelze
b) neexistuje, nelze
c) existuje, lze; — 2w

e Je dano vektorové pole f a krivka c.
a) Napiste Greenovu vétu a ovéite, zda jsou splnény jeji predpoklady pro vypocet

daného integrélu f - ds.

C
b) Hodnotu tohoto kiivkového integralu vypocitejte pomoci Greenovy véty.
c) Stejny kiivkovy integral vypocitejte bez uziti Greenovy véty.

543. f = (—y, z), c={[z,y] € Ey;22 + y* = 16}, ktera je orientovand zdporné.

[—327]
544. f = (1—2%2(1+y%), c¢=09D jehranice mnoziny D = (0,2) x (0,2)}, kterd je
orientovana zaporne. [33—2}

545.% f = (% +g(x), 2y + h(y)), kde g, h jsou libovolné funkce jedné proménné

se spojitou derivaci v R, ¢ je zaporné orientovand hranice mnoziny
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D={lz,y] €Es;y >0,y <2—x, 2>y} El

546. Pomoci krivkového integralu vektorové funkce vypocitejte praci, kterou vykona sila
f = (z+ 1, 2y) pusobenim po dané orientované kiivce:
a) ¢;: usecka AB, s poc¢atecnim bodem A = [—1,0] a koncovym bodem B = [1,0].
b) co = {[z,y] € Eg; 2* +y* =1, y > 0} s pocdtetnim bodem B = [1,0].
¢) Pomoci Greenovy véty uréete praci po uzaviené orientované kiivce ¢ = ¢ U co.
[a)2, b) =2, ¢)0]

— 2 —
547. Vypoctéte cirkulaci f = % po kladné orientované kiivce ¢ = {[x,y] € Ey;
T Yy

2?2 + y* = 16}. Lze pouzit Greenovu vétu ? Odpovéd zdivodnéte! [—47, nelze]

548. Pomoci Greenovy véty vypoctéte cirkulaci vektoru f = (y, (x — y)2> po zaporneé
orientované kiivce ¢ = {[z,y] € Ey; (z — 1)* +y* = 1}. [—]

549.*% Odvodte pomoci kiivkového integrdlu vzorec pro plosny obsah obrazce, ktery je
2

ohranicen elipsou ¢ = {[:U, y| € Eo; I - 1}. [ ab]
a’?  b?
550.* Uzitim kiivkového integralu vypoctéte obsah obrazce omezeného obloukem
cykloidy = = a (t —sint), y = a (1 — cost), t € (0,27) a useckou z bodu [0, 0]
do bodu [27a, 0]. [3ma?]
551.% Necht ¢; je tsecka z bodu [0, 0] do bodu [1,1] , ¢ je €dst paraboly y = x? opét
2000 do[11) a L= [ (e yfde—@o-pPdy T = [ (o9 do— (o -y)dy.

c1 c2
Né.vod:]g :/ —/ (zap.orient.)
1 c1Uca cq c2

Uzitim Greenovy véty vypoctéte Iy — Is.
+ =

3 nebo% :/ f/ (klad.orient.)
c1Uca co c1

1
552.*% Pomoci Greenovy véty vypoctéte integral %(me_?ﬁ, —nye_y2 + = n 2) - ds,
Z Y

kde c je kladné orientovany obvod ¢étverce s ;rcholy [1,0], [2,0], [2,1], [1,1].
[5ovcte s - 3]
553. Pomoci Greenovy véty vypoctéte integral f (y%e” — y3, 2ye® — 3) - d5, kde

c=cUcy o ={z,yl €Eyz =0, y € (-2,2)}, e ={[z,y] € Ey;da®+y*> =14,
x > 0}, pricemz [0, 2] je pocédtecni bod kiivky ¢;. [37]
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IV.7. Potencialni vektorové pole

Vektorové pole f: (U, V,W) se nazijva potencidlni pole v oblasti G C Ej, jestlize
existuje skaldrni funkce ¢ takovd, Ze f = grady v oblasti G. Podobné pro vektorové pole

f=(UV) v oblasti G C E,.
Skaldrni funkci ¢ nazijvdme potencidlem vektorového pole f v G.

Plati nasledugici tvrzeni (podrobnéji ve skriptu Matematika II od J. Neustupy):

Véta. Necht fje potencidlni a spojité vektorové pole s potencidalem ¢ v oblasti G C Eg
(resp. Ey ). Necht ¢ je orientovand krivka v G s pocdtecnim bodem A a s koncovym bodem
B. Pak

POZNAMKA. Protoze pro potencidini vektorové pole f zdvisi hodnota krivkového integrdlu

/f ds pouze na pocdtecnim a koncovém bodé, lze v tomto pripadé psat
C

/Cf-ds?:/AB f-ds.

Véta. Necht fje spojité vektorové pole v oblasti G C B3 (resp. Eq). Pak ndsledugjici tri
vyroky jsou ekvivalentni:

a) fje potencialni pole v G.

b) Krivkovy integrdl fc f - ds nezdvisi v oblasti G na integracni cesté.

¢) Cirkulace pole f po libovolné uzavrené krivce v G je nulovd.
V dalsim textu se soustfedime predevsim na vektorové pole v [E,.

Véta. (Postacujici podminka potencidlnosti v E,.)
Necht
a) G je jednoduSe souvisld oblast v Ey a
b) = (U,V) je vektorové pole, jeho# souiadnicové funkce Uz, y),V (x,y) maji
v oblasti G spojité parcialni derivace a

c) funkce U,V spliuji podminku 8—‘/ = 8_U v G.
or 0Oy

Pak fje potencidlni vektorové pole v G.

Pti vypoctu potencidlu zpravidla nejprve ovéiime podle postacujici podminky, ze dané
vektorové pole je potencialni v oblasti G. Pro vypocet potencialu v E,; pak mame
nékolik moznosti.

—

1. metoda. Potencial uréime z definice potencialu, tzn. f = grady vIE,. Tak dostavame
rovnice
Iy Iy
1) =—=U, 2) —=V
(1) 3 ) 3
2. metoda. Potencidl urécime vypoctem kiivkového integralu. Z vyse uvedené véty
vyplyvé, ze potencidl p(z,y) = fc f - ds, kde ¢ je vhodné zvolena kiivka v G se zvolenym
pocatecnim bodem [xg, o] a koncovym bodem [z, y].

Priklad 554. Urcete nejvétsi moznou oblast(i), na niz je dané vektorové pole po-
2 2

= 2 - 2
tencidlni. a) f = <y_2 —siny, _ —|—y2), b) f= (y_w 2 +y2>.
x x x x
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Resen: a) Souradnicové funkce U, V' daného pole maji spojité parcidlni derivace
v oblastech Dy a Dy, kde Dy = {[z,y] € Eo;x > 0}, Dy = {[x,y] € Es;z < 0}.

y e 1 oV 2y , ou 2y
Vypocteme parcialni derivace: — = —, zatimco — = — — cosy.
or 2?2 dy 2
Neni tedy splnéna nutna podminka, aby vektorové pole bylo potencialni, tj. podminka
oV ou
or Oy’

b) Dané vektorové pole ma spojité parcialni derivace v oblasti D; a v oblasti
Dy 7z tlohy a). Kazda z téchto oblasti je jednoduse souvisla a plati
ov. 2y oU 2
— = —y, 92— %Y Zadané vektorové pole tedy spliiuje vyse uvedenou postacujici
ox 22" OJy  2?
podminku a proto je potencialni v kazdé z oblasti Dy, Ds. [ ]

Priklad 555. a) Ovéite, 7e vektorové pole f = (3 + 2zy, % — 3y?) je potencidln{ v ob-
lasti Ey.  b) Urcete potencidl tohoto vektorového pole.  ¢) Vypocitejte
kiivkovy integral [ f - ds, kde c¢ je usecka od bodu A = [1,3] do bodu
B =2,1].

Reseni: a) Soutadnicové funkce U, V jsou polynomy. Maji tedy spojité parcidlni derivace

v mnoziné Ky, coz je oblast jednoduse souvisla. Vypoctem
oV ou . . , . o .
— = 2x, — = 2x vidime, ze dané pole je potencialni v oblasti [E,.
ox oy

b) Pti vypoctu potencidlu podle 1. metody vyjdeme ze dvou podminek

¢ ¢
(1)

L =3+2 2 - =g? — 3y
5, =0t 2y. (2) oy T

Integrovanim podle z vypoéitame z podminky (1):

o(x,y) :/(3+2Iy)dx =3z + 2%y + K(y).

Takto vypoctend funkce p(z,y) obsahuje neznamou funkci K (y). Po dosazeni za ¢
do podminky (2) ziskdme rovnici (2’), ve které uz nebude proménnd x .

dK .o
To je "kontrolni misto” vypoctu. Derivaci funkce K zapiSseme ve tvaru —, nebot K je

funkce jedné proménné.

dK .,

dK
(2 x2+d—y:x2—3y2 = @——?ﬂ/.

Funkei K (y) pak ziskdme integrovanim:
K(y) = / —3y*dy = —y* + C.
Po dosazeni za K (y) obdrzime vysledny tvar potencialu
o(z,y) =3z + 2%y — > + C, [x,y] € Ey, C je libovolné redlné éislo.
c¢) Zadany kiivkovy integrél lze vypocitat pomoci parametrizace dané tsecky.

Protoze vsak dané pole je potencialni v [E,, Ize kiivkovy integral vypocitat pomoci po-
tencialu:

/(3 + 22y, 12 — 3y?) - d5 = o(B) — 0(A) = p(2,1) — ¢(1,3) = 30. u

C
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Priklad 556. a) Ovéite, ze jsou splnény postacujici podminky potencidlnosti pro dané
vektorové pole f v oblasti G = E,.
b) Uréete jeho potencidl vypoctem kiivkového integralu, tj. 2. metodou.

B
c) Vypoctéte / (32%y — 3y?, 2® — 6xy) - d5, je-li A=1[1,3],B=[2,1].
A

Reseni: a) Funkce U a V jsou spojité a diferencovatelné v celém [Es.
G = E, je jednoduse souvisla oblast,

- ou oV
Pak k ovéreni, ze f je potencidlni v G, staci zjistit, zda —— = —:
y ox
ou oV -
— =32 -6y, —— =32 —6y. Ano, pole f je potencidlni v E,.
oy ox

b) f=grady = (%’%)

[z.9] [zy] 9 o [z,y]
- ¥ ¥
/[ f-ds /[mo,yo] B $+8y y /[ ¢ =¢(x,y) — ¢(wo. v0)

0,y0] z0,90]
[z,y]
Zvolime [zg, 0] = [0,0] :  ¢(z,y) = / (32%y — 3y?) dx + (2° — 62y) dy =
[0,0]
< vime, ze integral nezavisi na cesté, proto zvolime Y
x?

lomenou ¢aru  [0,0] — [z,0] — [x,y]) : @yl

[0,0] — [2,0] : y=0,dy=0

[,0] — [z,y] : = =konst.,dz =0 ) > x

[0, 0] [z, 0]
[x,0] [z,y]
= / (32%y — 3y*) dx + (2* — 6zy) dy + / (32%y — 3y?) dx + (2* — 6zy) dy =
0,0] [,0]
x Y
= / Od:zc+/ (2% — 6xy) dy = 2%y — 32> —
0 0
p(z,y) =2’y = 3zy” + C,
21]
c)/ Fods = p(2,1) — o(1,3) = (8 — 6) — (3 — 27) = 2. .
[1,3]

Priklad 557. Je déno vektorové pole f = (32%y, 2* + /y). Napiste postacujici
podminky pro to, aby kiivkovy integral vektorové funkce f-d§ nezavisel
v oblasti D C E; na cesté. Urcete potencidl ¢ a uZijtecjej k vypoctu
krivkového integralu vektorové funkce f po dané kiivce.
a) ¢ je usecka z bodu A = [2,4] do bodu B = [1,1]. b) ¢ je zdporné
orientovana hranice mnoziny M = {[z,y] : 2® + (y — 3)? <8, x > 0}.
Resent: Ul(x,y) = 322y, V(z,y) = 2° + VY. Ovéite si, Ze parcidlni derivace jsou spojité
a v oblasti D = {[z,y] € Eo; y > 0}, kterd je jednoduse souvisld plati rovnost
oV ou
or Oy’
Vypocet potencidlu ¢: Podminky (1) a (2) maji tvar:
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i 880_ 3
(1) ax—i’)xy, (2) ay—x +Yy

Z podminky (1) vypocitame p(z,y) = /3x2yd:v = 2y + K(y).

dK dK
Po dosazeni do (2): 3 + e =2+ \/_ Po tprave ziskdme rovnici = VY,
Y Y
ze které urcime K(y) = / Vydy = 3 \/y?’ +C.
2
Hledany potencidl v D je o(x,y) = 2%y + 3V y3+C.
a)
Y A
/f ds—/<3xy,x Vi) - d5 =
C1
e([1,1]) = ¢([2,4]) = —107/3.
B
] x
b) y Dand krivka ¢, je uzaviena. Je to obvod pulkruhu
M, ktery lezi v oblasti D, v niz je dané vektorové
v e pole f potencidlni.
2 Z vlastnosti potencialu pak vyplyva, ze cirkulace
daného vektorového pole f podél této kiivky co
je rovna nule.
n - .

Priklad 558. Je dano vektorové pole f: (2z cosy, —w?siny). a) Ovéite, Ze je pole
potencidlni v E,.  b) Urcete jeho potencidl ¢. ¢) Vypoctéte /f ds,

kde ¢ je kiivka s poc¢atetnim bodem A = [2,0] a koncovym bodem

B=1[4,7/2].
Reseni: a) Oblast E, je jednoduse souvisld oblast a plati
ou -
— = —2xsiny, — = —2xsiny = f je potencidlni v E, .
dy ox
Oy
b) e =2rcosy = p(z,y)= [ 2xcosydr = x*cosy + K(y)
x
0 dK dK
8_;0 = —2?siny = 2%(—siny)+ o = —2?siny = T =0 = Ky =C
o(z,y) = x?cosy + C.
c) /f-d§:¢(4,7r/2)—cp(2,0):16cosg—4cos():—4. n

.1
Priklad 559. Urcete oblasti G C Eo, v nichz je pole f = (— — % + 2y — 5,
y
1
—— % + 2z + 11) potencidlni a stanovte jeho potencidl o(z,y),
r oy
ktery splinuje podminku ¢(—2,2) = 0.
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Resent: Gir={lzr,y] €Egy; x>0,y >0}, Gy={[z,y] € Ey; x <0,y >0},
Gy ={[r,y] €Es; >0,y <0}, Ga={[r,y] €Es;2<0,y<0}.

ou oV 1 1 -
Plati — =—=—— — — +2, tedy je f potencidlni v G;,i =1,2,3,4 .
dy  Ox y? a2

Vypocet potencialu ¢ :

0 1 1 x
—('02——£+2y—5 = go(x,y):/——£+2y—5dx:—+g+2xy—5x+K(y)
ox x? y x? Yy x

Y

oo 1 1 dK 1

92 s T o1l = — St 2+ S = 2 D o1l = K(y) = 11y +C
dy w y? y: dy = y?

x
gp(x,y):§+%+2xy—5x+lly+0;

Z podminky ¢(—2,2) = 0 vypocteme konstantu C"
—14+1-84+104+224+C=0 = (C=-22

T
o(z,y) :§+%+21y—5x+11y—22 pro [z,y] € Ga.

Priklad 560. Urcete nejvétsi moznou oblast G C E,, v niz je vektorova funkce
2

f = (yT, 4y\/§> spojita a rozhodnéte, zda / f-dé’ nezavisi na integracni
x (&
[4,-2] _

cesté v G. Pokud tato oblast existuje, vypoctéte / f-ds.
(1,2]

Resent: G = {[z,y] € Ey,z > 0} je polorovina, a tedy je jednodusse souvisla oblast v .

f - d§ nezavisi na cesté, protoze parcialni derivace souradnicovych funkci U, V
C

. e O a plati ou oV 2y N St toncidl
SsOu Sspojite v a altl —_ = = — existule potencla .
jsou spoj p 9y~ 05~ Jx je p ©

oo y? y? 2

Y = = | Lodr =422 K

RN o(z,y) /ﬁ v =y’ 2yx+ K(y)

Oy dK

8y:4y\/§ - 2y'2\/5+d—y:4y\/E = K(y)=0C

o(z,y) =2y*/z+C

-2 42, 2
/[1 f-dsfz/w (Lo duvE) - ds = o(0.-2) — o(1.2) = 8

2]
|

Priklad 561. Je déna funkce o(z,y) = 23y + 22y2. Uréete  a) silové pole f, jehoz
potencidlem je funkce p(z,y); b) praci sily f pfi pohybu z bodu
M =[1,1] do bodu N = [-2,3]; «¢) préci sily f podél kiivky
c={[z,y] € Ey; 2* + 4y* = 4}, ktera je orientovéna kladné.

Resent: a) f=grady = f= (32%y + 2297, 2° + 22%y);
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N
b) W = / f ds = (integrél nezavisi na cesté) = gO(N) — gO(M) =
M

— (=244 36) — (1 +1) = 10;

C)W:ff-dé’:(). n
Priklad 562. Je dano vektorové pole f = (= _Qy_’l_x —2’_ Y) v G =E;\{[0,0]}.
T Y
v .
a) Ovérte, ze plati g—(; = aa_x vG.  b) Vypoctem integralu j{f - ds,

&
kde ¢ je zaporné orientovand kruznice S = [0,0],r = 2, se presvédcte,
ze pole neni potencidlni v G.

8_U_ oV —x? 9P

oy Or  (a2+y2)?

b) Cirkulace ff d§:7{w-d§:

Reseni: a)

P(t) = [2cost,2sint], te€(0,2n)
= | P(t) = (—2sint,2cost)
kfivka je nesouhlasné orientovana s parametrizaci

_ /2” 2(cos t — sint), 2(cos t + sin )
0 4

1 2 .

— ——/ <— 4(cost — sint)sint + 4(cost + sint) cost) dt = _/ 1dt = —or
’ 0

- (—2sint,2cost) dt =

4
Pole f neni potencialni, protoze j{ f -ds # 0.
C

PozNAMKA: K vypoctu tohoto integrélu nelze pouzit Greenovu vétu, jelikoz bod
[0,0] € int ¢ = {[z,y] € Ey; 22 + 2 < 4} nepatif do D(f). m

N
Priklad 563. Vypoctéte / f-ds, kde M =[1,0,¢], N = [2,—1,¢?%], vite-li, Ze pole f je
M
potencidlni v oblasti E3 a jeho potencial je funkce p(z,y, z) = ry?In 2.

Urcete nejvétsi moznou oblast GG, v niz je ¢ potencidlem pole f.

N
Resent: G:{[:E,y,z]e]Eg;z>0};/ fedi=p(N)—p(M)=2Inec®—0=4.
M
m

e Je dano vektorové pole f Oveérte, ze je pole potencidlni v G C Eo, resp. Es, stanovte

B
jeho potencial a Vypoététe/ f-ds:
A

Priklad564.% f = (32%y — 2% + 22,2° + 2yz — 3,4° — 222 + 20 +5), A=1[0,1,1],
B=1(3,0,2], G=F,
Reseni: a) K ovéfeni staéi:
1) spojitost parcidlnich derivaci funkei U(z,y, z), V(x,y, z), W(x,y, 2)
v oblasti G, ktera je jednodusse souvisla v [Es,
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2 rot f=0 v G.

i j k
rot f = ﬁ ﬁ 2 =
ox oy 0z

3x?y — 22 + 22 23+ 2yz—3 y? —2x2+22+5
= (2y—2y,—224+2+22—-2322—322)=0 = f je potencidlni v E; .

b) o(z,y,2) =

[z,y,2]
/ (32%y — 22 +22) do + (2 + 2yz — 3) dy + (y* — 222 + 20 + 5)dz =
[0,0,0]

[z,0,0] [z.y,0] [z.y,2]
:/ f-d§+/ f-d§+/ Fods—
[0,0,0] [2,0,0] [z,y,0]

[0,0,0] = [2,0,0] : y =0,dy = 0,2 =0,dz =0
[,0,0] = [z,v,0] : dz =0,2=0,dz =0
[,9,0] = [z,y,2] :dx =0,dy =0

T Y z
:/Odas+/($3—3)dy—l—/(y2—2xz+2x+5)dz:
0 0 0

=23y -3y +vy*r — v+ 222+ 52+ C

302 _
C)/ f-ds=¢(3,0,2) —p(0,1,1) =7 ]
[0,1,1]
565. f = (ze, (22 +1)e¥), A=[1,0], B = [3,1] [o= 5@ + 1) + C; 52~ 1]
566. f = (3a2y — 2a1% 2° — 22%y), A=[1,1], B=[2,—1] [p =2’y —a®y* + C; —12]
567. f = (cos2y+y +x,y — 2rsin2y +z), A=[0,7], B=][1,0]
[¢=ﬁ+£+xcos2y+xy+0; —23]

3
%(m3+y3+23)—2xyz+6’; 9]
569.% f = (2y+ 2% 2041222 +2), A=1[0,1,1],B =[3,0,2]
[0 =2zy +y+22° + 22+ C; 13]
T Y
2y + 1 a2+ 2+ 1

570.% [ — ( 22), A=1[1,0,0], B=1[0,1,1]
[cp:%ln(m2+y2+1)+z2+c; 1]

571. Ovéite, ze pole f: (v, 2xy) je potencidlni v Ey . Stanovte potencial ¢(x,y),
splnujici p(—4,3) = =9 . [p = zy® + 27)

> 1
572.*% Stanovte potencial pole f = <1———|—y m—l—%, 9, Y

=, = 2)1r18uGCIE£3:y>O,z>0.
y oz oz oy z

[so:xf§+x—j+z2+c]
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573. Najdéte praci silového pole f, jehoz potencidlem je funkce ¢(x,y) = arctg J
x
pii pohybu  a) z bodu M = [1,v/3] do bodu N = [v/2,4/2] ;  b) podél kiivky

c={[z,y] € Ey; (x — 2)* + y* = 1} v kladném sméru. [a) - %, b) 0]

e Vypoctéte :

12y de —ad
574. / Lf@/ [7%7 integral nezavisi na cesté]
2y 7 ?
[7/6,1] 3
575. / 2y sin 2z dz + (1 — cos 2z) dy [—7]
2
[7/4,2]
576. f(?x—i—y) dr+ (z +2y)dy, c:2*+y*>=a’ [0]

e Urcete oblasti (G, v nichz je vektorové pole f potencialni a stanovte potencial :

577. f: (QZByQ +x, y2 + yﬂ?4) [G =0, f neni potencialni]
4 eV oY T GiCEy:y>0,2>0
578f:<hly——2’— —> GQCE52y>O,$<O
e Y tp:%—i—xlny—i—C

* < L _ i) { GCEs:z>y,2>0 }
579. f—(x_y,y_x,ln(a: D+ JOGEau 0

e Je déno vektorové pole f = (U, V) a kiivka c.
a) Pomoci kiivkového integralu vektorové funkce vypocitejte préci, kterou vykona
sila f pusobenim po kfivce c.
b) Ovéite, ze vektorové pole f = (U, V) je potencidlni v E,.
c¢) Urcete potencidl ¢ tohoto pole a pomoci ného ovérte vysledek z ilohy a).
580. f = (z+3y, 3z), ¢ je orientovana tisecka s pocatecnim bodem A = [0, 1] a koncovym
— a)19/2 ]
bodem B = [1’3] { ) p(z,y) =2°/2+3zy + C |
581. f: (y*, 22y), c je ¢ast paraboly y = 2% s pocateénim bodem A = [0, 0] a koncovym
_ a) 32 |
582. f = (22 — 42,3 — 2zy), c = {[z,y] € Ey;z = —y* — 1} od bodu [—1; 0]
_5— a) 38
do bodu |—5; 2] {C)w(w,y):wQ—wy2+3y+C_
583. f = (—x, y), ¢ = {[z,y] € Es;2° + y*> = 4} od bodu A = [2,0] do bodu B = [0,2]

a)4
o) p(x,y) = —2*/2+y*/2+C |

584. a) Vysvétlete, co to znamend, ze integral / f - ds mnezavisi v oblasti G C Eq

C
na integracni ceste.

b) Zduvodnéte, zda [ (y sin =, y — cos x) - ds nezévisi v E, na integraéni cesté.
¢) Existuje-li potenciél pole f= (y sin z, y—cos x) v Ey, najdéte jej a vypocitejte
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kiivkovy integral tohoto pole po kiivee ¢ s poc¢dtecnim bodem A = [0, 0]

a koncovym bodem B = [0, 7].
b) ovérte splnéni postacujici podminky,
) ele,y) =y*/2 —ycose+C, 7% /2 =7

e Je ddna skaldrni funkce ¢(z,y, z), kterd je potencidlem néjakého vektorového pole f
a) Urcete nejvétsi oblast v Eg, ve které méa ¢ spojité parcidlni derivace a vyjadiete
v této oblasti pole f.
b) Je-li jesté nejakd jind funkce potencidlem f v této oblasti, pak ji uvedte.
¢) Vypocitejte kiivkovy integral fc f - d§ pro danou kfivku c.
1 2, 2 2 L o
585. o(x,y,2) = 5 In(z® +y°) + 2% ¢ je kiivka v G s poc¢atecnim bodem [1,0, 0]
a koncovym bodem [0, 1, 1].

—

Y
b) f(@,y,2) = (W’ ma2z)
c)1l

a)G = {[z,y,2] € E3; 2® +y*> >0}
x

t t
586. p(z,y,z) =xy+rz+yz, c= {[x,y,z]: r=—1+t, y:2—|—§, 2 = —Cos (%),

pro t € <0,4>}

bf=W+zz+z c+y)

a) Es, funkce p + C
c) 22

e Je déno vektorové pole f = (U, V), oblast D a krivka c.
a) Napiste postacujici podminky pro to, aby vektorové pole f = (U, V) bylo
potencialni v oblasti D C [E,.
b) Ovérte, ze postacujici podminky potencidlnosti jsou splnény pro dané vektorové
pole f a danou oblast D (neni-li oblast D ddna, uved'te nejvétsi moznou).
c¢) Urcete potencidl a uzijte jej k vypoctu kiivkového integralu vektorové funkce f
po dané krivce c.
o T Y C
587. :< , ),D: r,yl EEy; >0, y >0}, ¢ je usecka AB
f x2+y2 x2+y2 {[ y] 2 Y } J
s poc¢atecnim bodem A = [2,4] a koncovym bodem B = [1, 2]
[ p(a,y) = 5 In(a® +y*) +C; —In2 ]

= —x . .. ,
588. [ = <91:2 i il y2)’ D = {[z,y] € Eo; y > 0}, ¢ je kladné orientovana

1
kruznice (x —1)* + (y — 1)* = 1 [ ¢(z,y) = arctgZ + C; 0 |

—

589. f = 2xy + D ={[z,y] € Ey; y > 2}, c je kiivka

2___ & ;>
(y Vy — a2 2y — a2/’

s po¢. bodem A = [0, 1] a konc. bodem B = [1, 2] [ pla,y) =ay* +/y—22+C; 0 |

2
590. f = (y_ + 22, 2ylnz — cos 2y>, ¢ je kiivka s pocateénim bodem A = [1, 7 /4]
x
a koncovym bodem B = [2;0] [ o(z,y) =2°/3+y? Inz —sin2y/2+ C; 17/6 |
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