RADY KOMPLEXNICH FUNKCI

V kapitole si ukaZzeme, Ze holomorfni funkce a
mocninné fady skoro jedno jsou.

| Nékomu ... I

OBECNE VLASTNOSTI

Rady komplexnich &isel 3 2, byly &dste¢né probirany v kapitole o &iselnych fadéch.

Definice fikd, Ze Y oo zn = 2, jestlize z je limita Cdste¢nych souctd fady > 2y, tj. pro kazdé € > 0 existuje
ktak, zeprom > kje |z — > g zn| <e.

Rada >"°  z,, konverguje absolutng, jestliZze konverguje fada >_° |2, (to je fada redlnych &isel a Ize na ni
pouZzit kritéria konvergence fad redlnych Cisel).

L. > zp = zpravé kdyz > R(zn) = R(2) a > S(2zn) = (2).
2. Pokud Y z, konverguje, pak z, — 0 a tedy {z,} je omezend posloupnost.

m-+p

3. > zn konverguje pravé kdyz pro kazdé e > 0 existuje k tak, ze | > " P z,| < e prokazdé m > kap € N.

4. > (azp +bwp) =ad zp + 0wy,

5. Absolutné konvergentni fada je konvergentni.

voevs

V kapitole o faddch funkci byly zminény i obecnéjsi funkce nez jen redlné funkce jedné redlné proménné.

Nicméné, u nékterych vlastnosti pouzivajicich derivaci nebo integral bylo nutné se omezit jen na redlné funkce.
Zakladni definice vSak zlstdvaji stejné.

DEFINICE. Rada Y f,, funkci konverguje na mnoziné A k funkei f, jestlize konverguje bodové, tj. pro kazdé
z€Aje fulz) = f(2).

Rada Yo% o fn funkei konverguje na mnoZingé A k funkci f stejnomérng, jestlize pro kazdé e > 0 existuje k
tak, Ze prokazdé m > kakazdé z € Aje |f(z) — > n g fa(2)] < e (. limp sup,c 4 | f(2) = >t fn(2)] = 0).

Nasledujici tvrzeni je stejné (i s diikazem) jako odpovidajici tvrzeni pro redlné funkce.

VETA. Necht fada > fn konverguje k f stejnomérné na A. Jsou-li vechny funkce f,, (stejnomérné) spojité, je i
f (stejnomérné) spojita.



Tvrzeni o integraci a derivaci fad komplexnich funkci je v§ak nutné ovéfit. Pfitom vyuZijeme pfedchozi vztahy
mezi integraci a derivaci.

VETA. Necht f, jsou spojité funkce na kiivee C' atada ) fy, konverguje stejnomérné na kiivee C'. Potom je
Z/ In(2) 177/2/71 z) dz.

Diikaz. Ozna¢me f = > ">, f a L délku kiivky C'. Plati

(/f dzf/an ) dz

a uvedené maximum konverguje k 0 vzhledem ke stejnomérné konvergenci. <

<Lmax\f an

Tvrzeni o zdméné derivace a souctu fady uz tak jednoduché nebylo a bylo tieba pridat néjakou podminku.

Pro komplexni funkce staci existence derivace v okoli bodu, tj. holomorfnost:

VETA. Necht fada holomorfnich funkci f;, konverguje stejnomérné k funkci f na oblasti G. Pak f je holomorfni

a f'(z) = 3 fr(2).

Dukaz. Necht’ w € G, W je otevieny kruh okolo w leZici v G a C je jednoduchd uzaviend kiivka ve W.

yfcf(z) dz_zjfcfn(z) dz=0

protoZe fy, jsou holomorfni ve . Podle Morerovy véty je tedy i f holomorfn{ ve W.

Podle predchozi véty je

Nyni 1ze pouzit Cauchyiv vzorec pro kruznici se stfedem zq lezici ve W a dostane se

/ - 1 f(z _
f(ZO)QwifC(z—ZOQ 2771%22—20 dz =
7227r1y{ (2 — 2p)2 dz*Zf"’ZO

Pouzil se fakt, Ze spolu se > f,(2) je stejnomérné konvergentni i fada (f n(z ))2 , protoze
k k
fn(2) 1
DI el R DIRCT
n=m n=m
kde r je polomér kruznice C'. <

| Je to dobfe rozdany. Ja ty komplexni fady miluju. I

Poznamky 1 Piiklady 1 Otazky 1 1



MOCNINNE RADY

Mocninnd fada je fada )02 an(z — 20)", kde zg € C,a, € C a z je komplexni proménnd. Bod 2 je stied
konvergence fady a v tomto bod¢ fada vZdy konverguje. Pfipomerite si dulezité tvrzeni o konvergenci mocninnych
fad.

VETA. Necht je dina mocninné fada Z” 0 an(z—29)" ap = (limsup ¥/]a,|)~t. Pak uvedend fada konverguje
absolutné pro j — 29| > p. Pro libovolné kladné r < p konverguje stejnomérné pro
z — ZO‘ S T.

z —

Cislo p se nazyva polomér konvergence a {z; |z — 29| < p} kruh konvergence dané fady.

Z ptedchozich tvrzeni a podobnych tvah z dfivéjsi kapitoly o mocninnych fadach nyni vyplyvaji ndsledujici
vlastnosti:

VETA. Necht je ddna mocninnd fada Yoo an(z — 20)", f(2) je jeji soulet a p jeji polomér konvergence.
1. Funkce f je holomorfni v kruhu konvergence.

2. Je-li |z — zo| < p, pak f(20) = D ooy nanzg*l a polomér konvergence této fady je opét p.

)n—H

3. Je-li |z — zp| < p,pak Y o2 n”J,rIl (z — 2o je primitivn{ funkce k f(z) v kruhu konvergence a polomér

konvergence této fady je opét p.

4. Je-li

Z— 20

< p a C kiivka lezici v kruhu konvergence s poc¢dte¢nim bodem A a koncovym bodem B, pak

j(z) Z (B = 20)" = (A= 20)"H).

5. Rada Yoo an(z — zp)™ je Taylorovou fadou funkce f(z) na kruhu konvergence, tj.

an = |
n:

Soucet mocninné tady je tedy holomorfni funkce v kruhu konvergence. Plati i opak, Ze holomorfni funkce Ize
napsat jako soucet holomorfni funkce?

i

VETA. Funkce f je holomorfni v bod& zy pravé kdyZ je v n&jakém otevieném kruhu okolo zy souttem své
Taylorovy tady.

Na to jsem si predem Vsad11 vyvracet to nebudu.

| A mam to v kapse!!! I



Dikaz. Necht' f je holomorfni v kruhu K = {z; |z — zg| < r} a w je libovolny bod K. M4 se dokazat, ze
oo
f(n) (20) n
flw) = Z:OT(U)—ZO) :
-

Necht' C' je kruznice se stiedem zg lezici v K obsahujici uvnitf w, takze f(w) = % $o f(2)/(z - w) ! dz.
Zlomek 1/(z — w) je souctem geometrické fady

o0
= R 1

pricemz posledni fada konverguje stejnomérné na C' (md za majorantu geometrickou fadu s kvocientem mensim
nez 1).

Dosazenim do Cauchyova vzorce pro f(w) se dostane

1 f(Z) = w— zZo\"
iyl . —=) dz=
J(w) 271 CZ_ZOZ<Z—30) z
n=0
Ly o g—C) = 1) (20)
~ o - N d = J\TYJ _ n
coz se mé¢lo dokazat 5

Bez Cauchyova vzorce nevim nevim . ..

Vv

Pro kazdy bod zq, ve kterém je funkce f holomorfni, tedy existuje nejvétsi mozny otevieny kruh o stiedu zg,
ve kterém je f souctem mocninné fady.

Polomér tohoto kruhu je vzdalenost mezi zg a nejbliz§im bodem, v kterém f neni holomorfni (a tedy je to co
pokud je f celistva).

Timto bodem miiZe byt i bod, kde f neni definovana — pak ziskand fada miZze konvergovat na vétsim kruhu a
tedy ptivodni funkci rozsifuje na vétsi defini¢ni obor jako holomorfni funkci.

v NP

Otazka je, zda takovéto rozsiteni je jediné, nebo jich muze existovat vice. Tuto otazku fesi véta o jednoznacnosti
v posledni ¢4sti této kapitoly.

Pomoci fad a jejich kruht konvergence se daji
modelovat GZasné plochy.




Kdo si chce hrat, tak si zkusi funkci arkus-
tangens rozvijet v fadu na riznych kruzich kon-

vergence. Bude pfijemné prekvapen.

Poznamky 2 Priklady 2 2

LAURENTOVY RADY

Velice Casto se vyskytuji pfipady, kdy funkce je holomorfni v né¢jakém kruhu kromé jeho stfedu.
Pak tuto funkci nelze v tomto kruhu psat jako soucet mocninné fady.

Napf. funkce el/z je holomorfni vSude kromé bodu 0. Je moZné se na tuto funkci divat jako na funkci holo-

morfni v kruhu o stfedu oo.
To byl sqély ndpad. Kdybych na né&j prisel ja,
mohly se ty fady jmenovat po mné. Smiila.

Nelze psit > an(z —00)™, ale pravé uvedend funkce ddva ndvod na pouZiti fady » anzin, resp. > an ﬁ

pro funkci e!/(#720).

Podivejme se tedy na tyto ,obrdcené mocninné fady".

¥

VETA. Pro fadu Yo awﬁ existuje Cislo p € [0, +oo] takové, Ze tato fada konverguje absolutné na

Je to jako kdyZ se ji kold¢ odprostiedka. To se

nemd, ale je to legrace.

> p} a stejnomérné na kazdé kompaktni podmnoziné K.

mnoziné K = {z;

2= 20

Plati p = limsup V/|ay|.

Diikaz. Necht' fada ) > a,w™ md polomér konvergence r € [0, 4+-oc]. Tato fada vznikla zfady > 2 ap, W

1

=" Z tohoto prevodu snadno vyplyvaji tvrzeni véty pro p = 1/r. <&

substituci w =



Z ptedchozich obecnych vét o stejnomérné konvergenci holomorfnich funkei vyplyvaji nasledujici tvrzeni:

I; Sat ¥ _ "0 1 ; i e a ieif derivace a primitivni f e ce 7{ck4
VETA. Soucet fady f(z) = > 7 an ;=g 1€ holomorfni funkce a jeji derivace a primitivni funkce se ziska
derivovdnim a integrovanim fady ¢len po Clenu.

Nyni se tyto fady a mocninné fady pouZiji dohromady.

DEFINICE. Laurentovafada ) 2 an(z — 29)" se definuje rovnosti

(o9 00 ) 1
> a0 = Y0+ Yo
n=-—00 n=0 n=1 0

Prvni &dst ) 02 an(z — z0)"™ Laurentovy fady se nazyva reguldrni ¢dst, druhd se nazyva hlavni ast.

Uvédomte si, Ze definice urcuje, co znamena konvergence Laurentovy fady: je to konvergence obou jejich ¢asti.

Jedna cast takové fady konverguje uvnitf néja-

kého kruhu, jind ¢ast vné jiného kruhu. KdyzZ se

protnou, vznikne mezikruZi konvergence.

Kombinaci pfedchozich vét o konvergenci reguldrni a hlavni ¢asti Laurentrovy fady se dostdvd ndsledujici
tvrzeni.

VETA. Pro Laurentovu fadu fo:_
absolutné na mnoziné M = {z,r < |z — 2

oo On (2 — 20)™ existuji &isla 0 < r < R < 400 tak, Ze fada konverguje
< R} a stejnomérné na kazdé kompaktni podmnozingé M.

Souctem této fady je holomorfni funkce v mezikruZzi M, jeji derivace a primitivni funkce se ziskaji derivovanim
a integrovanim fady ¢len po ¢lenu.

Podobné jako u funkci holomorfnich v kruhu je otdzka, zda funkce holomorfni v mezikruZzi lze predstavit jakou
soucet Laurentovy fady. Odpovéd’ je kladna:

VETA. Necht 0 < r < R < 0o a funkce f je holomorfni v mezikruzi M o stfedu zp a polomérech r, R. Potom

“+o00

f)= ) an(z—2)"

n=-—oo

pro néjaka a,, € C a vSechna z € M.

Diikaz. Kvili jednodus§imu vyjddieni staci pfedpokladat zg = 0.
Zvolte w € M a kruznice (kladné orientované) C', D o stiedu 0 lezici v M, z nichz C' obsahuje w uvnitf a D
vné. Podle obecné Cauchyovy véty je

1 () g, L S@ 4.

C2mi Jozr—w  2mi DZ—w

fw




n
V prvnim integrdlu je |z| > |w| a tedy 21— = 157 (“’) . Ve druhém integralu je |z| < |w]| a tedy

z—w z Ln=0 \ z
n
Z}w = —% ar (%) . Tyto fady po vyndsobeni f(z) je mozné integrovat ¢len po ¢lenu, takze
1 f(2) 1~ nei
f(w):Tﬂ-ianj{ peEs| dz+2—ﬂ_i2w” %z”f(z)dz,
n=0 ¢ n=0 b
coz je hledany tvar. <&

V dikazu jsme ziskali vzorec pro vypocet koeficientl a,,:

I ey

"7 2mi Jo (2 — 2o)n ]

9

kde C je libovolnd jednoduse uzaviena kiivka lezici v mezikruzi a obsahujici bod z( ve svém vnitiku.

Vzdy si prstem ukazujte, kterd cast fady je ktera.
Jinak to popletete. Ty koeficienty to jenom potvr-
Zuji.

Odtud vyplyvaji odhady pro koeficienty a,,. Za kfivku C' se vezme kruZnice se stfedem v zg a polomérem p:

lan| < max{|f(2)|; |z — 20| = p} |
< o

| Zatim necitim nic nebezpecného. I

| BTW, Laurentovy tady se ¢tou lordnovy fady. I

Pozndmky 3 Ptiklady 3 Otazky 3 3



RUZNA POUZITI

Zajimavym a dulezitym dusledkem pfedchoziho tvrzeni je ndsledujici véta o jednoznacnosti.

Ta je znacné siln€jsi nez tvrzeni vyplyvajici z Cauchyova vzorce, odkud vyplyvalo, Ze dvé funkce holomorfni
na a uvnitf jednoduché uzaviené kiivky C' se rovnaji uvnitf C, jakmile se rovnaji na C.

Veéty o jednoznacnosti jsou v teorii holomorfnich
funkcf{ klicovym vysledkem.

VETA. (Véta o jednozna¢nosti) Necht' funkce f a g jsou holomorfni v oblasti G' a {wn} je posloupnost v G
konvergujici k w € G. Jestlize f(wy) = g(wy) pron € N, pak f(z) = g(z) pro vSechna z € G.

Véta o jednoznanosti md zajimavé dusledky pro pfendseni vzorct z redlné analyzy do komplexni analyzy —
viz Otdzky.

Napiiklad sinus z redlné osy neSel rozsifit jinak
nez tak, jak jsme to udélali.

Diikaz. Lze predpoklidat, Ze g = 0 na G. V n&jakém kruhu K okolo w je f(z) = > ;7 an2"; necht’ existuje
néjaké k tak, ze ay, # 0 a k je takovy prvni index.

Potom 3°°° ; aj (2 — w)™ je holomorfni funkce v K a rovnd se f(2)/(z — w)¥ pro z € K \ {w}; prvné
uvedend funkce je nenulova v n€jakém okoli bodu w, druhd funkce tam vSak ma nekonec¢né mnoho nulovych
hodnot, coZ je spor.

Plati tedy, Ze f = 0 na néjakém kruhu K, okolo kazdého bodu w, ktery je hromadnym bodem nulovych bodut
funkce f.

Zbyvé dokdzat, Ze pro libovolny bod ¢ € G je f(c) = 0. Spojme ¢ s w lomenou Carou L lezici v G.

Pokud ¢ € K,,, neni co dokazovat. Jinak se vezme prisecik ¢1 hranice kruhu K, s L takovy, ze ¢ast L od w
do ¢ lezi v Ky,.

Bod ¢y je hromadnym bodem nulovych bodu funkce f a tedy okolo n¢ho existuje kruh K1, na kterém je f = 0.

v s

Pokud ¢ ¢ K7, vezme se prisecik co hranice K s L lezici blize k ¢ tak, Ze ¢ast L od ¢1 do ¢ lezi v K. Timto
zpusobem se po kone¢né mnoha krocich dostaneme do situace, kdy ¢ € K, pro néjaké n. <

Jednou z aplikaci rozvoje v fady je obdoba L’Hospitalova pravidla o vypoctu limit pomoci derivaci.
VETA. (L’Hospitalovo pravidlo) Necht' f a g jsou holomorfni funkce v bod& w a necht’ f(w) = g(w) = 0. Potom

lim 1(z) = lim f'(z)

Z—w f/(;) Z—w L(/(z) ’




Diikaz. Podle predpokladu je f(2) = (z — w)F(ay, + ag(z — w) + ...) a g(2) = (z — w)! (b1 + ba(z — w) + ...),
kde k,1 > 1, atedy

f(z) _ =10k +apy1(z—w) +.. f(z) _ k—rkap + (k+1)agq(z —w) + ...
= (z—w) ot = (- w)
g(2) b+ b1z —w)+... "¢(2) I+ (I +1)bpi(z—w) + ...
Srovnanim obou poslednich rovnosti snadno plyne tvrzeni véty. <

Z dikazu vyplyva vice, nez je formulovano ve vété. Pokud je £ > [, je uvedend limita podilu rovna 0. Pokud
je k <1, je limita rovna co. Pokud je k& = [, je limita rovna ay, /by,.

Nésledujici tvrzeni je podobné tvrzeni o reguldrnich zobrazenich uvedenému v Casti o substituci v integralu
vice proménnych. Podobnost neni ndhodnd, nekonstantni holomorfni funkce je regularnim zobrazenim.

VETA. Kazda holomorfni nekonstantni funkce f je oteviené zobrazeni, tj. f(G) je oteviend podmnoZina roviny,
jakmile je G oteviend podmnoZina defini¢niho oboru f.

Dikaz. M4 se dokézat toto tvrzeni: pro kazdé wo € f(G) existuje s > 0 tak, Ze w € f(G) jakmile |w — wg| < s.
Vezme se zg € G ar > 0tak, ze f(z9) = wp a z € G jakmile 0 < |z — zg| < r a navic pro tato z plati
f(2) # wo (Ize predpokladat, protoZe f neni konstantni). Necht' m = min{|f(z) — wol; |z — 20| = r}. Podle
predchoziho pfedpokladu je m > 0.
Predpoklddejte, Ze existuje w takové, ze |w — wo| < m/2aw ¢ f(G). Potom funkce f(z) — w je nenulovd a
holomorfni na G. Podle véty o nabyvani minima absolutni hodnoty na hranici je

m .
5> lw—wol = [w—f(z0)| = min_|f(z)—w]| >
|z—20|=r
> min |f(2) —wol — w—wo| >m— 2 ="
|z—20/=r 2 2

coz dava spor.

<&

S reguldrnimi zobrazenimi maji souvislost i ndsledujici véty. Nejdiive je nutné uvést pomocné tvrzeni, které je
zajimavé samo o sobé€. Pfipomerite si, Ze ndsobnost (neboli fad) nulového bodu w funkce f je nejmensi pfirozené
¢islo k takové, ze f (k) (w) # 0 (4. prvni index koeficientu a;, v Taylorové rozvoji f okolo w, ktery je nenulovy).

LEMMA. Necht' f je holomorfni uvnitf a na uzavrené jednoduché kiivce C', nenulova na C' a md jen konecny

pocet nulovych bodd uvniti C'. Pak integrdl

IO

omi Jo F2)

udava pocet nulovych bodid f uvniti C', kazdy brany tolikrat, kolik je jeho ndsobnost.

Dukaz. Oznacme w1, wo, ..., wy, viechny nulové body f uvniti C, které maji po fadé ndsobnosti k1, ko, ..., k.

Funkce f’/ f neni uvnitt C' definovédna jen v nulovych bodech funkce f, takZe podle Cauchyovy véty je

150 = ;fc

()
fz) ¢

kde C; jsou navzajem disjunktni kruZnice okolo w; lezici uvnitf C.
Lze piedpokladat n = 1 awy = w, k1 = k. TudiZ je f(z) = (2 — w)¥g(z), kde g(w) # 0 v n&jakém okoli U
bodu w. Mize se i predpokladat, Ze C' je Casti U (opé€t podle Cauchyovy véty).

Po zderivovani uvedeného vyrazu pro f se dostava

AR S

coz se mé€lo dokazat.

9G) q o
+j(é~g(z) dz = 2rik,



| Véta plati. Vic nepovim. I

VETA. Holomorfni a prosté funkce na oblasti ma vSude nenulovou derivaci.

| Plati toina R? I

Diikaz. Necht' f je holomorfni v bodé w a f/(w) = 0. Potom f(z) — f(w) = (2 — w)*g(2), kde k > 2 a g je
holomorfni funkce nenabyvajici 0 ve w. Existuje 7 > 0 tak, Ze f/(2) # 0 pro 0 < |z — w| < r (jinak by f byla
konstantni na n&jakém okoli bodu w). Polozte m = min{|f(z) — f(w)|; |z —w| = r} (m > 0 protoZe f je prostd).

Pro kruznici C se stfedem w a dostate¢né malym polomérem je podle pfedchoziho lemmatu ﬁ Jo F1(2)/(f(z)—
f(w)) dz = k > 2. Spotte se integrdl 5= Jo 1'(2)/(f(2) — f(w) —m/2) dz. Integral o Jo F1(2)/(f(z) -
f(w) —m/2) dz je roven pfiristku argumentu funkce (f(z) — f(w) —m/2) po ob&hu kiivky C déleny &islem 27
(viz dvahu v Pozndmkdch). Protoze

F(2) = Fw) = m/2 = (F(z) = fw)(1 — 2

je piirtstek argumentu funkce f(z) — f(w) — m/2 souftem pfirGstku argumentd funkci f(z) — f(w) a 1 —
#ﬁw). Ale vzdélenost % od 0 pro z € C je nejvyse 1/2 a tedy zména argumentu funkce 1— #ﬁ(w
je tu mensi nez 27, coz znamend, Ze pfirdstek argumentu je nulovy.

Z predchoziho vyplyv4, Ze pocet nulovych bodii funkce f(z) — f(w) — m/2 je také k > 2. Protoze f/(z) # 0
pro 0 < |z — w| < r, mé funkce f(z) — f(w) — m/2 jen jednoduché nulové body, a proto k£ > 2 nulovych bodu,
coZ je spor s tim, Ze f je prosta. &

Predchozi véta se da obritit, ale jen lokdlné.
VETA. Meé-li holomorfni funkce nenulovou derivaci v bodg, je prosta na néjakém jeho okoli.

Dukaz. Necht f/(w) # 0. Existuje tedy r > 0 tak, Ze |f/'(z) — f/(w)| < |f/(w)|/2 pro viechna z spliiujici
|z —w| <.

Predpoklddejte, Ze existuji u # v tak, Ze |[u — w| < r,|v —w| < ra f(u) = f(v).
Funkce f(z) — f/(w) md primitivni funkce f(z) — f/(w)z a tedy, pro Gsecku P spojujici body u, v,

[ @ -rw) as= fwa-v s | [ @6 - rw) i < Dy,
P P

COZ je spor. <&

10



Obé véty Ize vyslovit soucasné: Funkce holomorfni v néjakém bodé je prostd v néjakém jeho okoli praveé kdyZ
md v tomto bodé nenulovou derivaci.
Dalsim dasledkem je obdoba derivace inverzni redlné funkce redlné proménné.

S tvrzenim o derivaci inverzni funkce jste se setkali jiz v kapitole o derivaci, ale bylo nutné predpokladat
spojitost inverzni funkce — ta nyni vyplyva z predchozich tvrzeni.

VETA. Necht' f je holomorfni prostd funkce na oblasti G. Pak inverzni funkce g = f~! je holomorfni na G a

g'(z) =1/f(9(2)).

VETA. ( Riemannova véta. ) Necht' U je jednoduse souvisld oteviena mnozina v C. Pak U je izomorfni s jed-
notkovym kruhem D = {z € C, < 1}, to znamend, Ze existuje holomorfni bijekce mezi U a D, kterd ma
holomorfni inverzi.

z

Dikaz véty najde hledanou funkci jako limitu
funkei, které existuji. Je cool hledat tu bijekci
metodou pokus omyl. Napiiklad zobrazeni Ctvrt
kr2uh;1 na horni polorovinu je ((1 4+ 22)/(1 —

Poznamky 4 Piiklady 4 Otazky 4 456

POZNAMKY

Pozndmky 1:
Existuji funkce, které se nedaji napsat pomoci elementarnich funkci a je nutné pouZzit néjaky nekonecny proces.
Byva to popis napf. pomoci integralu nebo soucinu ¢i souctu posloupnosti. Soucet nekone¢né fady funkci md v
téchto popisech diilezitou funkci a je velmi podrobné propracovan.

Piikladem takového popisu je tzv. Riemannova dzeta funkce z Prikladu 1. Uvidite déle, Ze takto definovana funkce
1ze rozsifit na holomorfni funkci na C \ {1}.

Konec poznamek 1.

Poznamky 2:
Uvédomte si, ze vzorce pro vypocet koeficienti mocninné fady implikuji jednoznacnost rozkladu holomorfni
funkce v mocninnou fadu.

vz

Pro konvergenci mocninné fady na hrani¢ni kruznici se Casto pouziva Dirichletovo kritérium. Misto z" se vezme
poldrni vyjadreni 7" (cos(ny)+isin(ney)) a zkoumdni konvergence se rozdéli na oddélené zkoumani redlné slozky
a imagindrni slozky.

Ulohu je rozvinout danou funkci v mocninnou fadu s danym stiedem (pokud je dand funkce v onom stiedu ho-
lomorfni) Ize fesit nékolika zptisoby. Jednim z postupt je pouZit vzorec pro Taylorovy koeficienty, ale to nebyva
nékdy vhodny postup, protoze ne vzdy lze po vypoctu prvnich koeficientd odhadnout, jak budou vypadat dalsi.
Jinou moZnosti je pfipad, kdy dand funkce 1ze ziskat derivovanim nebo integrovanim funkce, jejiZ mocninnou fadu
jiz znéte. Pro raciondlni funkce se pouZiva rozklad na parcidlni zlomky a jejich rozvoj v geometrickou fadu.

Konec pozndmek 2.
Pozndmky 3:

Zatimco mocninnd fada vzdy konverguje alesponi v jednom bodé, Laurentova fada nemusi konvergovat nikde.
Mize se stat, ze konverguje pouze na n¢jaké kruznici (viz Priklady) a pak jeji souCet neni holomorfni funkce.
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Pokud se u Laurentovy fady mluvi o mezikruZi konvergence, md se na mysli oteviend mnozina {z;r < |z — w| <
R}, kde 0 <r < R < +o0.

Konec poznamek 3.

Pozndmky 4:
Z véty o jednoznacnosti vyplyva fada vztaht pro holomorfni funkce, které plati v realném oboru. Napf. holomorfni
funkce sin? z 4 cos? z a funkce 1 se rovnaji na realné piimce a proto se rovnaji viude v C. Dalii podobné vztahy
jsou v Otdzkdch.

Dalsi dilezity disledek véty o jednoznacnosti se tykd tzv. analytického pokracovani holomorfni funkce. Je-1i f
holomorfni funkce na oteviené mnoziné G, g, h jsou holomorfn{ funkce na oteviené mnoziné H, pficemz GNH #
fag=f,h=fnaGNH,pakg=hnaH.

Vezmou-li se slozky f1, fo holomorfniho zobrazeni, snadno se zjisti, Ze spliuji definici regularniho zobrazeni.
Regulérni zobrazeni je v8ak obecnéjsi pojem. V citované kapitole je bez dikazu tvrzeni, Ze reguldrni zobrazeni
zachovava oteviené mnoziny. Nyni, alespoil pro specidlni pfipad, je toto tvrzeni dokdzano.

Také predposledni véta o lokdlni prostoté¢ holomorfni funkce s nenulovou derivaci plati obecnéji pro regularni
zobrazeni.

Posledn{ véta o inverznim zobrazeni byla jiz dokdzana v Otdzkdch v prvni kapitole o komplexnich funkcich pomoci
Cauchyovych-Riemannovych podminek. Soucasny dikaz je elegantn&jsi.

Funkce f// f se Easto nazyva logaritmickd derivace funkce f, protoZe ma za primitivni funkci log(f(z)) = log | f(2)|+
iarg f(2).

Uvedeny integral §C f ) 4, je tedy roven piirtstku argumentu funkce f (vyndsobeny i) po obéhu bodu z po
kiivee C' (na uzaviené krlvce se redlnd Cast logaritmu zrusi).

Konec poznamek 4.

PRIKLADY

Priklady 1:
1. Ukazte, Ze fada ) .~ | n~* konverguje absolutné a lokdlné stejnomérné pro Rz > 1 a diverguje pro Rz < 0.
Pro Rz > 1 je tedy funkce ((z) = Y 2 ; n~* holomorfni.

2. Ukaite, 7e je holomorfni funkce pro Rz > 0, jakmile cn, absolutné konverguje.

nlnz nl

3. Zjistéte, kde nasledujici fady konverguji stejnomérné:

> 1 > 1 X z41
Yarm Yo ()
n=1 n=1

n=1

Konec ptikladu 1.

Priklady 2:
1. Ukaite, Ze v oboru komplexnich Cisel je soucet geometrické fady > 2 2™ roven 1/(1 — z) pro |z| < 1.
Geometrickd fada diverguje pro |z| > 1. Jak je to s konvergenci na hranici? [konverguje (neabsolutné) kromé bodu
z=1]

2. Najdéte kruh konvergence nésledujicich fad a zkuste zjistit konvergenci na hrani¢ni kruZnici:

o0

00 o O n 00
Z{)"Zn’Z; Z;’Zl( Z
n— : n—= :

S
w‘:

3. Najdéte kruh konvergence nasledujicich fad a zkuste zjistit konvergenci na hrani¢ni kruZnici:

S+ DE+D, Y (D) 1) (5 - 1)
n=0 n=0
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4. Najdéte rozvoj 1/z okolo bodu 1. [Napiste 1/z jako 1/(1 — (1 — z)) a pouZijte geometrickou fadu s kvocientem
1— 2]

5. Najdéte rozvoj (Z_S% okolo bodu 0. [Rozklad %1 + ﬁ je soucet geometrickych fad — > 2™, > " (—2z)™.]

z

6. Pfedchozim zpiisobem rozlozte 22 /(22 + 1) okolo bodu 1.

7. Pomoci derivace mocninné fady ziskejte rozvoj v mocninnou fadu funkce 1/(1 — z)3.

8. Integraci jistych mocninnych fad ziskejte mocninné fady pro Log(z + 1) a arctg 2.

Konec prikladu 2.

Piiklady 3:

. v . v, A 2
1. Najdéte mezikruzi konvergence Laurentovy rady 1o m /2™

n=—oo

2. Rozkladem na parcidlni zlomky a jejich rozvojem v geometrické fady Ize ziskat Laurentovy fady raciondlnich
funkci. Zjistéte Laurentovu fadu funkce 1/(22 — 3z + 2) v mezikruzi 1 < |z| < 2. [Reguldrn{ &ast se ziskd
z parcidlniho zlomku 1/(z — 2) postupem ukdzanym v Prikladech 2; hlavni Cast se ziskd ze zlomku 1/(z — 1)
tpravou na (1/2)/(1 — (1/z)) arozvojem v geometrickou fadu s kvocientem 1/z.]

3. Najdéte Laurentovy fady funkce 23 /(2% — 522 + 62) v jednotlivych oblastech

0<z] <2, 2<]z[<3, 3<]z].

4.V nékterych piipadech se Laurentovy fady ziskaji pouhym vydélenim. NapiSte Laurentovy fady pro g—z, S‘anz , COZS%

5. Najdéte vSechny body z, pro které konverguji rady

n2 n
n—=——oo n=—oo

Konec piiklada 3.
Priklady 4:
1. Integraci logaritmické derivace zjistéte poCet obéhi nasledujicich funkei okolo 0:

2" (neZ), sinz, €°.

2. Funkce 2? je v redlném oboru prostd a mé v 0 derivaci rovnou 0. Derivaci rovnou 0 v po&tku md i jako funkce
komplexni proménné a tedy jako funkce komplexni proménné neni prostd v Zaddném okoli 0. Ovéite tento fakt
pfimo bez pouZiti obecnych vét.

3. Pouzijte L’Hospitalovo pravidlo pro vypocet limit (ovéfte podminky pro jeho pouZiti)

. e” +i . sinh(z — 3i) . Logz—i
lim —, lim ———  lim ———.
r—3mi/2 2 —3mi/27  2—=3i z—3i z—3i sin(z — 1)
Konec ptiklada 4.
OTAZKY
Otazky 1:

1. Dokazte pomoci principu maxima modulu. Ze pokud fada funkci, holomorfnich uvnitf a na jednoduché uzaviené
kiivece, konverguje stejnomérné na této kfivce, konverguje stejnomérné i uvnitt kiivky.

2. Najdéte priklad stejnomérné konvergentni fady holomorfnich funkci na uzavieném kruhu, jejichZ derivace kon-
verguje uvniti kruhu a nikoli na hranici. [3_ 2" /n?]

Konec otazek 1.
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Otéazky 3:
1. V diikazu posledni véty se pri ziskdni vzorce pro koeficienty a,, integrovalo podél riznych kiivek C' a D podle
toho, zda index n byl kladny nebo zdporny.

Ukazte, 7e vzorec a, = % $e %
—20

M a obsahujici zg ve svém vnitiku.

dz plati pro libovolnou jednoduchou uzavienou kiivku C' lezici uvnitf

2. Dokazte, 7e pokud Laurentova fada f(z) = S°,7°° _ an(z — w)™ konverguje v mezikruzi r < |z — w| < R,

pak fada f(2) = 3272 @ (> — w)" konverguje v mezikruzi r < |z — w| < R.

Vyvod'te odtud, Ze mé-li f za defini¢ni obor otevienou mnoZinu G symetrickou kolem osy x a f(Z) = f(z) na G,
pak holomorfnost f v mezikruzi r < |z — w| < R implikuje holomorfnost f v mezikruzi r < |z — w| < R.

Konec otdzek 3.
Otédzky 4:
1. Pomoci véty o jednoznacnosti dokazte ndsledujici vztahy:

zZ+w z

= e%e" sin(z + w) = sinzcosw + cos zsinw, (2)° = 2.

e

[Nejdiive predpokladejte, Ze napt. w je redlné a dokazte rovnost pro komplexni z; v druhém kroku rozs§iite platnost
rovnosti i na komplexni w.]

2. Ovérte, Ze nekonstantni holomorfn{ funkce je regularnim zobrazenim.
3. Ukazte, Ze hodnota ndsledujiciho integralu logaritmické derivace

1)
ori Jo flo) &

uddvd pocet ob&ht hodnot f(z) okolo 0 kdyZ z obihd jednoduchou uzavienou kfivku C' obsahujici 0 ve svém
vnitiku (funkce f na C nenabyvé hodnoty 0). Po¢tem ob&hi se mysli zména argumentu f(z).

4. Ukazte, Ze pokud je f nekonstantn{ a holomorfni v oblasti GG, pak mnozina nulovych bodt funkce f je diskrétn{
v G (4., kazdy nulovy bod md okoli, v némz nema f, kromé bodu samého, nulové hodnoty).

5. Ukazte, Ze v diikazu véty o jednoznacnosti se opravdu po kone¢né mnoha krocich dospéje k bodu c.
6. Najdéte holomorfni funkci v jednoduse souvislé oblasti, kterd ma vSude nenulovou derivaci a pfitom neni prosta.

7. Pouzijte metodu z dikazu véty o prostém zobrazeni na dikaz tzv Rouchého véty: Necht’ f, g jsou holomorfni
Sfunkce na a uvniti jednoduché uzaviené kiivky C. Jestlize na C plati |g| < |f|, pak f a [ + g maji uvniti C
stejny pocet nulovych bodii. [f + g = f(1+ g/ [) a podobné jako v uvedeném dikazu ukazte, Ze 1 + g/ f nemuize
ob&hnout pocatek.]

Konec otazek 4.

CVICENI

Cviceni 1: Pfiklad. Najdéte rozvoj do Laurentovy fady se stfedem v bodé zy = 1 pro funkci

b
2(z—1)

Reseni. Za¢neme tim, Ze zadanou (raciondlni) funkci rozlozime na soucet parcidlnich zlomki:

1 1 1

2(z—1) PR

Singularity funkce jsou v bodechOa 1. Pro |z — 1| < 1 je

1 1 - n __ - 1)y — 1)
;71—(1—2)77,;0(172) 711220( D
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Na mezikruzi 0 < |z — 1| < 1 tedy plati

Takze staci znat soucet geometrické fady a spo-

¢itame vSecko!

NNz

Jaka je hlavni a vedlejsi cast v ziskané Lauren-

tove rade?

Konec cviceni 1.

Cviceni 2: Priklad. Najdéte rozvoj funkce
1

(z —a)k
do Laurentovy fady se stfedem v 0. Pfedpokladejme, ze a # 0, k € N
Reseni. Zadana funkce md singularitu v bod& a.

< |a| plati
1

zZ—Q

Pro |z

Tuto fadu (k — 1)-krdt zderivujeme:

z

. 2
(z—a) —
—k+1
)...(nfk+2)< )n .
a

(e

Konec cviceni 2.
Cviceni 3: Pfiklad. Najdéte Laurentovu fadu v bodé 0 pro funkci

w =

et
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Reseni. ProtoZe je

IS

z+

e z

1
= € 627

ziskame Laurentovu fadu jako soucet Laurentovych fad funkei

Rozvoj exponenciely zndme:

‘ I\

r Vz € C,

3

00
— Z
n=0

a odtud ziskdme i rozvoj druhé funkce:

W=

(&

1
= Z 7'2711’ Vz S C.
n!
n=0
Celkem tedy mame, podle definice nasobeni fad, rozvoj

1 o0
62+2 — E an2n7
—0o0

kde
- 1
an:a,nzzm7 ’I’LGNO.
k=0
Konec cviceni 3.
Cviceni 4: Pfiklad. Urete konvergenci ndsledujici fady pro |z| < 1 a pokud konverguje, uréete jeji soucet:

2(1—2)+221—2)+221—2)+...

Reseni. n-ty cdstecny soucet Sy, uvedené rady je

Sp(z) = z(1—2)+220—2)4---+2"(1—-2)
_ 2_22+22_Z3+___+Zn_zn+1
= z—2"TL

Nyni je vidét, Ze ¢astecné soucty konverguji k funkci 2 :

[Sn(2) = 2| = |2 = 2"+ <,

pro
(n+1)log|z| < loge,
neboli |
o> 08¢ ’
log 2|
pro z # 0.
Jinak, pro z = 0 mame

takZe samoziejmé
[Sn(0) — 0] <&, Vn € N.

Dokdzali jsme tedy, Ze fada konverguje pro |z| < 1 a jejim souétem je z.
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| To je ale ndhoda, co? Nebo teda jako ne? I

Konec cviceni 4.

Cviceni 5: Pfiklad. Rozhodnéte, zda je mozné rozsirit funkci f definovanou na kruhu |z| < 1 souctem fady

fla)=1+Y 2"

n=0
Reseni. Snadno ovéifme, Ze plati
fR)=z24f(%), f)=z+22+ ("), f2)=z2+2"+2"+f(z%).
Odtud je vidét, Ze fada diverguje pro vSechna z spliujici
z=1, 22:1, z4=1, 2821,....

VSechna tato z leZi na jednotkové kruZnici a libovolné maly thel jich obsahuje nekone¢né mnoho.

Proto neexistuje oteviend mnozina, ktera by méla s otevienym jednotkovym kruhem neprazdny prinik a
nebyla jeho podmnozZinou, tak Ze f je na této mnoziné analyticka.

| Analytické prodlouZenf tedy neexistuje. I

| Ani prodlouZen{ ani roz§ifeni. Prosté nic. I

Konec cviceni 5.
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Cviceni 6: Pfiklad. Urcete, kde konverguje nasledujici fada

o0

E nlz".

n=1

Reseni. Oznaéme a, = n!. V tomto piipadé je vhodn&jsi misto po&itani limsup ¥/|a,| poéitat limitu

podilu

an+1
Qn,

= lim n+1=o0.
n—o0

Tedy polomér konvergence je

1
00

JelikoZ fada konverguje v nule, je to jediny bod konvergence.

Konec cviceni 6.

1

| STANDARDY 2z kapitoly |

RADY KOMPLEXNICH FUNKCI

OBECNE VLASTNOSTI

Definice fikd, Ze > 2 zn = z, jestlize z je limita CdsteCnych souétd fady | zy, tj. pro kazdé e > 0
existuje k tak, Ze prom > kje |z — Y " o zp| < e.

Rada "2 2, konverguje absolutng, jestlize konverguje fada "°° |2y | (to je fada redlnych &isel a Ize na
ni pouZit kritéria konvergence fad redlnych cisel).

c D zp = zpravé kdyz > R(zn) = R(2) ad] S(zn) = S(2).

2. Pokud Y z, konverguje, pak z,, — 0 a tedy {z,} je omezend posloupnost.

3

. Y zy, konverguje pravé kdyz pro kazdé € > 0 existuje k tak, Ze | Z;n:tfl zn| < e prokazdé m > kap € N.

4. S (azp +bwy) =ad zn + b wp.

5

. Absolutné konvergentni fada je konvergentni.

DEFINICE. Rada  f,, funkci konverguje na mnoziné A k funkci f, jestlize konverguje bodové, tj. pro
kazdé z € Aje Y fn(z) = f(2).

Rada > meo Jfn funkci konverguje na mnoziné A k funkci f stejnomérng, jestlize pro kazdé e > 0 existuje
k tak, Ze pro kazdé m > k akazdé z € Aje |f(z) — Yo g fu(2)] < € (4. limy, sup,c 4 |f(2) —
2 n=o fn(2)] = 0).

VETA. Necht fada >~ fn konverguje k f stejnomérné na A. Jsou-li v8echny funkce f;, (stejnomérné)
spojité, je i f (stejnomérné) spojita.

VETA. Necht' f,, jsou spojité funkce na kiivce C' atada ) f,, konverguje stejnomérné na kiivce C'. Potom

je Z /( fn(z) dz = /( z Falz) dz.

Diikaz. Oznatme f = > >° , f a L délku kiivky C'. Plati
m m
fzdzf/ fzdz‘ngaxfzf fn(z
[ ) 3 fnle) ao| < L 17(2)= 3 )
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a uvedené maximum konverguje k 0 vzhledem ke stejnomérné konvergenci. <&

VETA. Necht fada holomorfnich funkei f;, konverguje stejnomérné k funkci f na oblasti G. Pak f je
holomorfni a f/(z) = > f(2).

Dukaz. Necht' w € G, W je otevieny kruh okolo w leZici v G a C je jednoduchd uzaviend kiivka ve W.

fcf(z) dz:Zfon(z) dz=0

protoZe fy, jsou holomorfni ve W. Podle Morerovy véty je tedy i f holomorfn{ ve W.

Podle predchozi véty je

Nyni 1ze pouzit Cauchyiv vzorec pro kruznici se stfedem zq lezici ve W a dostane se

f/(ZO):%%c(zf—(—Z szz LB a-
~ Y s = Y o).

Pouzil se fakt, Ze spolu se > fn(2) je stejnomérné konvergentni i fada f"—(z))z protoZe
k
fn(2) ‘ 1 ‘
= 5 f Z)| s
‘Z(Z—ZO) r? ,;:n {2)
kde r je polomér kruznice C. &

MOCNINNE RADY

Mocninnd fada je fada > an(z — 20)", kde z9 € C,a,, € C a z je komplexni proménnd. Bod zj je
stied konvergence fady a v tomto bod¢ fada vzdy konverguje.

VETA. Necht' je ddna mocninnd fada $"°°  an (2 — 20)" a p = (limsup ¥/|a,|)~!. Pak uvedend fada
konverguje absolutné pro |z — zg| < p, diverguje pro |z — zg| > p. Pro libovolné kladné r < p konverguje
stejnomérné pro |z — zg| < 7.

Cislo p se nazyvé polomér konvergence a {z; |z — zg| < p} kruh konvergence dané fady.

VETA. Necht je ddna mocninnd fada Yol oan(z—20)", f(2) je jeji soucet a p jeji polomér konvergence.
. Funkce f je holomorfni v kruhu konvergence.

Je-li [z — 20| < p,pak f/(20) = Dopeq nanzy 1 a polomér konvergence této fady je opét p.

Je-li [z — 20| < p,pak D07 i (2 — 20)"™ 1 je primitivni funkce k f(z) v kruhu konvergence a polomér

konvergence této fady je opét p.

. Je-li |z — zg| < pa C kiivka leZici v kruhu konvergence s poCéte¢nim bodem A a koncovym bodem B, pak

an ,
_ B—z n+1 A— 2 n+1 )
e a= > > (B - 20— (A=)

. Rada >°7°  an(z — 20)" je Taylorovou fadou funkce f(z) na kruhu konvergence, .

£ (z0)

an = ]
n:
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VETA. Funkce f je holomorfni v bod¢€ zg pravé kdyz je v néjakém otevieném kruhu okolo zg souctem své
Taylorovy tady.

Diikaz. Necht' f je holomorfni v kruhu K = {z; |z — 2g| < r} a w je libovolny bod K. M4 se dokdzat, Ze
oo
o f(n) (ZO) n
flw) = Z%T(UJ—ZO) :
n=

Necht' C' je kruznice se stfedem zq lezici v K obsahujici uvniti w, takZe f(w) = 55§ f(2)/(z —
w) ™! dz. Zlomek 1/(z — w) je soultem geometrické fady

0
zZ—w (z—zo)(l—lg:ijg) ZTR0 STy N TR0 7

ptic¢emz posledni fada konverguje stejnomérné na C' (mé za majorantu geometrickou fadu s kvocientem
menSim neZ 1).

Dosazenim do Cauchyova vzorce pro f(w) se dostane

flw) = Mi(u)ndz_
n=0
Ly ng S PARE)
= —_— _ A d _ F™(20) B .
27 n:O(w ZO) 72 (Z _ Zo)n+1 z r;) l (w ZO) ,
coz se méelo dokazat N

LAURENTOVY RADY

DEFINICE. Laurentova fada S °°

n ; ¢
oo Gn(z — 20)™ se definuje rovnosti

00 0o 00 1
2 onlz=a0)" = 3 an(z =)'+ D on gy
n=-—o0o n=0 n=1 0

Prvni &dst )7 an(z — z9)" Laurentovy fady se nazyva reguldrni ¢dst, druhd se nazyva hlavni ast.

Definice urcuje, co znamend konvergence Laurentovy fady: je to konvergence obou jejich ¢asti:

Jedna cast takové fady konverguje uvnitf néja-
kého kruhu, jind ¢ast vné jiného kruhu. Kdyz se
protnou, vznikne mezikruZi konvergence.
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an(z—20)™ existuji ¢isla0 < r < R < 400 tak, Ze fada konverguje

VETA. Pro Laurentovu fadu Yo o
absolutné na mnoziné M = {z,r < |z — z9| < R} a stejnomérné na kazdé kompaktni podmnoziné M.

Souctem této fady je holomorfni funkce v mezikruzi M, jeji derivace a primitivni funkce se ziskaji derivo-
vanim a integrovdnim fady ¢len po ¢lenu.

VETA. Necht 0 < r < R < oo a funkce f je holomorfni v mezikruzi M o stfedu zg a polomérech 7, R.

Potom
“+00

f(z) = Z an(z — 29)"

n=—oo

pro néjaka a,, € C a vSechna z € M.

Diikaz. Kvili jednodussimu vyjadreni sta¢i predpokladat zg = 0.
Zvolte w € M a kruZnice (kladné orientované) C', D o stfedu 0 lezici v M, z nichZ C' obsahuje w uvnitf a
D vné. Podle obecné Cauchyovy véty je

1 1
flw)=— (2) dz — — Mdz.
21 Jo z —w 2m Jp z —w
n

V prvnim integralu je |z| > |w| a tedy Ziw = % a (%) . Ve druhém integralu je |z| < |w| a tedy

n
Ziw = —% o (%) . Tyto fady po vynésobeni f(z) je moZné integrovat &len po Clenu, takze

1 - n f(Z) 1 S —n—1 n

f) = 5 Sout B de g S w ) e,
n=0 n=0

coz je hledany tvar. <&

V dikazu jsme ziskali vzorec pro vypocet koeficientll a,,:

1 f(2)

n:2—m Ci(z—z())n"’_l Z,

kde C je libovolnd jednoduse uzaviena kiivka lezici v mezikruzi a obsahujici bod 2 ve svém vnitiku.

| BTW, Laurentovy rady se ¢tou loranovy fady. I

RUZNA POUZITI

VETA. (Vé&ta o jednoznacnosti) Necht' funkce f a g jsou holomorfni v oblasti G a {wn} je posloupnost v
G konvergujici k w € G. Jestlize f(wy,) = g(wy) pron € N, pak f(z) = g(z) pro vSechna z € G.

Diikaz. Lze piedpoklddat, Ze ¢ = 0 na G. V n&jakém kruhu K okolo w je f(z) = > ;> anz"; necht
existuje néjaké k tak, Ze ay # 0 a k je takovy prvni index.

Potom >°°° j apyn(z — w)™ je holomorfni funkce v K a rovnd se f(2)/(z — w)* pro z € K \ {w};
prvné uvedend funkce je nenulova v néjakém okoli bodu w, druhd funkce tam v§ak ma nekonecné mnoho
nulovych hodnot, coZ je spor.
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Plati tedy, ze f = 0 na néjakém kruhu K, okolo kazdého bodu w, ktery je hromadnym bodem nulovych
bodi funkce f.

Zbyva dokdzat, 7e pro libovolny bod ¢ € G je f(c) = 0. Spojme ¢ s w lomenou arou L lezici v G.

Pokud ¢ € K, neni co dokazovat. Jinak se vezme prisecik ¢1 hranice kruhu K, s L takovy, ze ¢ast L od
w do ¢y lezi v Ky,.

Bod ¢ je hromadnym bodem nulovych boda funkce f a tedy okolo ného existuje kruh K7, na kterém je
f=0.

Pokud ¢ ¢ K7, vezme se prusecik co hranice K s L lezici blize k ¢ tak, Ze ¢ast L od ¢1 do co lezi v K.
Timto zptisobem se po konecné mnoha krocich dostaneme do situace, kdy ¢ € K, pro néjaké n. <

VETA. KaZdd holomorfni nekonstantni funkce f je oteviené zobrazeni, tj. f(G) je oteviend podmnoZina
roviny, jakmile je GG oteviend podmnoZzina defini¢niho oboru f.

LEMMA. Necht f je holomorfni uvnitf a na uzaviené jednoduché kiivce C, nenulovd na C' a ma jen
konecny pocet nulovych bodl uvnitt C'. Pak integral

1 [ f(2)

2mi Jo f(2)

udava pocet nulovych bodl f uvnitf C, kazdy brany tolikrat, kolik je jeho nasobnost.

dz

VETA. Holomorfni a prostd funkce na oblasti ma v§ude nenulovou derivaci.

VETA. Mé-li holomorfni funkce nenulovou derivaci v bodg, je prosta na néjakém jeho okoli.

Obé véty lze vyslovit soucasné: Funkce holomorfni v néjakém bodé je prostd v néjakém jeho okoli prdavé
kdyZ md v tomto bodé nenulovou derivaci.

VETA. Necht f je holomorfni prostd funkce na oblasti G. Pak inverzni funkce g = f~1 je holomorfni na

Gag'(z) =1/f(9(2)).

VETA. ( Riemannova véta. ) Necht' U je jednoduse souvisld oteviend mnozina v C. Pak U je izomorfni
s jednotkovym kruhem D = {z € C, |z| < 1}, to znamend, Ze existuje holomorfni bijekce mezi U a D,
kterd ma holomorfn{ inverzi.

Duiikaz véty najde hledanou funkci jako limitu
funkci, které existuji. Je cool hledat tu bijekci
metodou pokus omyl. Napiiklad zobrazeni Ctvrt
kruhu na horni polorovinu je ((1 + 22)/(1 —
22))2.

POZNAMKY

Z véty o jednoznaCnosti vyplyva fada vztahlG pro holomorfni funkce, které plati v redlném oboru. Napf.
holomorfni funkce sin® z + cos? z a funkce 1 se rovnaji na redlné pifmce a proto se rovnaji viude v C.

Dalsi dalezity dusledek véty o jednoznacCnosti se tykd tzv. analytického pokracovani holomorfni funkce.
Je-li f holomorfni funkce na oteviené mnoziné G, g, h jsou holomorfni funkce na oteviené mnoziné¢ H,
piiemz GNH #0Pag=f,h=fnaGNH,pakg=hnaH.
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Funkce f//f se Casto nazyvd logaritmickd derivace funkce f, protoZe ma za primitivni funkci log(f(z)) =
log | f(z)| +iarg f(z).

Uvedeny integral 3§C % dz je tedy roven pririistku argumentu funkce f (vyndsobeny i) po obéhu bodu z
po kfivce C' (na uzaviené kiivce se redlna cast logaritmu zrusi).

PRIKLADY

Piiklad. UkaZte, Ze fada ) o° ; n~* konverguje absolutné a lokdlné stejnomérné pro Rz > 1 a diverguje
pro Rz < 0. Pro Rz > 1 je tedy funkce ((z) = Y o~ ; n~* holomorfni.

Piklad. Ukazte, Ze > o2 | % je holomorfni funkce pro $tz > 0, jakmile o°_| ¢n absolutné konverguje.
Piiklad. Ukazte, Ze v oboru komplexnich &isel je soucet geometrické fady Y>> ;2™ roven 1/(1 — z) pro
|z| < 1. Geometrickd fada diverguje pro |z| > 1.

Priklad. Najdéte rozvoj 1/z okolo bodu 1.

Reseni. NapiSeme 1/z jako 1/(1 — (1 — 2)) a pouZijte geometrickou fadu s kvocientem 1 — z.

Ptiklad. Najdéte rozvoj % okolo bodu 0.
Reseni. Rozklad Zfll + z—l—% je soucet geometrickych fad — 3 2™, > " (—2)".
Priklad. Integraci vhodnych mocninnych fad ziskejte mocninné fady pro Log(z + 1) a arctg z.

. s . 2
Piiklad. Najdéte mezikruZi konvergence Laurentovy fady Z;‘;ﬁi o 227

Priklad. Rozkladem na parcidlni zlomky a jejich rozvojem v geometrické fady lze ziskat Laurentovy fady
raciondlnich funkci. Zjistéte Laurentovu fadu funkce 1/(2% — 3z + 2) v mezikruzi 1 < |z| < 2.

s Yz

Reseni. Regularni &ast se ziskd z parcidlniho zlomku 1/(z — 2); hlavni &ast se ziské ze zlomku 1/(z — 1)
dpravou na (1/2)/(1 — (1/z)) arozvojem v geometrickou fadu s kvocientem 1/z.

Priklad. Integraci logaritmické derivace zjistéte poCet obéhil nasledujicich funkei okolo 0:

2" (neZ), sinz, €°.

Pfiklad. Najdéte rozvoj do Laurentovy fady se stiedem v bodé zg = 1 pro funkci

_
2(z—1)

Reseni. Zatneme tim, Ze zadanou (raciondlni) funkci rozloZime na soucet parcidlnich zlomka:

1 1 1

z2(z—1) z+z—1'

Singularity funkce jsou v bodech0a 1. Pro |z — 1| < 1 je

(e ¢} o0

% = ﬁ =Y ([1=2)"=> (-1)"(z-1"

n=0 n=0
Na mezikruzi 0 < |z — 1| < 1 tedy plati

L1 DB ECE S
n=0

2(z—=1)  z-—
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