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1 Kompaktní mno¾iny v R
k

V tomto odstavci pøipomeneme oznaèení, které budeme v textu u¾ívat, a
shrneme nejdùle¾itìj¹í vlastnosti kompaktních mno¾in v Rk .

Pro systém pøirozených, celých, racionálních a reálných èísel u¾íváme
obvyklé oznaèení: N;Z;Q a R. De�nujeme N0 := N [ f0g.

Je-li X libovolná mno¾ina a A � X, pak místo XnA pí¹eme èasto
Ac. Jestli¾e fAng je posloupnost podmno¾in, pak symbol An % A (resp.
An & A) znamená, ¾e An � An+1 (resp. An+1 � An) pro v¹echna n 2 N a
A =

S
1

n=1An (resp. A =
T
1

n=1An). Je-li L systém podmno¾in mno¾iny X,
øíkáme, ¾e L je nahoru (resp. dolù) �ltrující, jestli¾e pro ka¾dé L1; L2 2 L
existuje L 2 L tak, ¾e L1 � L a L2 � L (resp. L � L1 a L � L2).

Pøipomeòme, ¾e pro mno¾inu K � Rk jsou následující podmínky ekvi-
valentní:

(i) K je uzavøená a omezená;

(ii) ka¾dé otevøené pokrytí mno¾iny K obsahuje koneèné podpokrytí;

(iii) ka¾dá nekoneèná podmno¾ina mno¾iny K má v K hromadný bod.

Øíkáme, ¾e mno¾ina K � Rk je kompaktní, jestli¾e platí nìkterá z uvede-
ných podmínek. Systém v¹ech kompaktních podmno¾in prostoru Rk znaèíme
Kk. (K podmínce (ii) pøipomeòme, ¾e otevøeným pokrytím mno¾iny K rozu-
míme systém O otevøených mno¾in v Rk , pro nìj¾ K � SO. Po¾adavek, ¾e
otevøené pokrytí O mno¾iny K obsahuje koneèné podpokrytí pak znamená,
¾e existuje koneèný systém O1 � O takový, ¾e K � SO1.)

Zøejmì ; 2 Kk a pro K;L 2 Kk je K [ L 2 Kk. Prùnik libovolného
systému mno¾in z Kk padne do Kk.

Jestli¾e H 6= ; je systém kompaktních podmno¾in Rk a ka¾dý koneèný
podsystém H má neprázdný prùnik, pak

TH 6= ;. (Pøedpokládáme, ¾eTH = ;, polo¾íme O := fHc; H 2 Hg a zvolíme H0 2 H. Potom je
H0 \

T H = ;, tedy O je otevøené pokrytí mno¾iny H0. To v¹ak znamená,
¾e existují H1; : : : ;Hn 2 H tak, ¾e H0 �

Sn
j=1H

c
j . Odtud vyplývá, ¾e

H0 \ H1 \ : : : \Hn 6= ;, co¾ je spor.)
Odtud snadno plyne toto tvrzení: Jestli¾e L 6= ; je dolù �ltrující sys-

tém kompaktních mno¾in v Rk , K =
TL a V je otevøená mno¾ina taková,

¾e K � V , potom existuje mno¾ina L 2 L, pro ni¾ L � V . Je-li toti¾
H := fL \ V c; L 2 Lg, pak TH = K \ V c = ;, a existují L1; : : : ; Ln 2 L
tak, ¾e (L1 \ V c)\ : : : \ (Ln \ V c) = ;, neboli L1 \ : : :\Ln � V . Proto¾e L
je dolù �ltrující, existuje L 2 L taková, ¾e L � L1 \ : : : \ Ln.
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2 Míra kompaktních mno¾in

V tomto odstavci pøiøadíme ka¾dé kompaktní mno¾inì v Rk pøirozeným
zpùsobem její

"
míru\, tedy urèité nezáporné èíslo, které v R3 bude intuitivnì

pøedstavovat objem, v R2 obsah a v R1 délku.
Pro s 2 N0 oznaèíme Ms systém kompaktních krychlí Q � Rk , které se

získají s-násobným postupným pùlením hran kompaktních krychlí s vrcholy
v bodech Zk, tedy v bodech s celoèíselnými souøadnicemi. Podrobnìji: Ms

je systém v¹ech mno¾in

Q(p) :=
n
x = (x1; : : : ; xk) 2 Rk ; 1

2s
(pj � 1) � xj � 1

2s
pj; j 2 f1; : : : ; kg

o
;

kde p = (p1; : : : ; pk) 2 Zk.
Nech» K 2 Kk. Pro s 2 N0 de�nujeme

Zs(K) := cardfQ 2Ms; Q \K 6= ;g ;

zde ov¹em card znamená poèet prvkù, a tedy èíslo (1=2sk)Zs(K) má in-
tuitivní význam souètu objemù v¹ech krychlí Q 2 Ms, které protínají K.
V¹imnìme si, ¾e rozpùlením hran dostaneme z ka¾dé z krychlí Q 2Ms cel-
kem 2k krychlí zMs+1. Navíc Q\K 6= ;, právì kdy¾ alespoò jedna z tìchto
2k krychlí protne K. Odtud plyne nerovnost Zs+1(K) � 2kZs(K), neboli

1

2(s+1)k
Zs+1(K) � 1

2sk
Zs(K) :

Polo¾me

�(K) := lim
s!1

1

2sk
Zs(K) :

Zøejmì je �(;) = 0 a �(K) = inf
�
(1=2sk)Zs(K); s 2 N0

	
. Pokud bude

u¾iteèné zdùraznit dimenzi prostoru Rk , budeme místo Ms; Zs(K) a � psát
Mk

s ; Z
k
s (K) a �k.

Samozøejmì nás zajímá, zda mno¾inová funkce � : Kk ! h0;1) má vlast-
nosti, které bychom od funkce pøedstavující zobecnìní objemu oèekávali. Po-
kud napø.K;L 2 Kk jsou disjunktní mno¾iny, platí �(K[L) = �(K)+�(L)?
Je � invariantní vùèi posunutí? Pro kompaktní interval I, poèítá se �(I) jako
souèin délek hran?

Na tyto otázky v tomto odstavci odpovíme. Doká¾eme také nìkteré dal¹í
vlastnosti funkce �; ty nám pozdìji umo¾ní roz¹íøit funkci � pøirozeným
zpùsobem z Kk na velmi bohatý mno¾inový systém.

Poznámka 2.1. Je-li A 2 Km; B 2 Kn, je �m+n(A � B) = �m(A)�n(B).
Pro ka¾dou krychli Q 2 Mm+n

s toti¾ existují krychle U 2 Mm
s a V 2 Mn

s

takové, ¾e Q = U � V . Zøejmì Q \ (A � B) 6= ;, právì kdy¾ U \ A 6= ; a
V \B 6= ;. Proto je Zm+n

s (A�B) = Zm
s (A)Zn

s (B). Nyní je platnost tvrzení
zøejmá.
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Tvrzení 2.2. Nech» a = (a1; : : : ; ak) 2 Rk , b = (b1; : : : ; bk)2 Rk , aj � bj,
j 2 f1; : : : ; kg, a nech» K = ha; bi :=�x 2 Rk ; aj � xj � bj ; j2 f1; : : : ; kg

	
.

Potom

�(K) = (b1 � a1) : : : (bk � ak) :

Dùkaz. V dùsledku (2.1) se staèí omezit na pøípad k = 1. Nejprve doká¾eme
toto: Je-li ha; bi � R a N := card(Z\ ha; bi), pak platí

(b� a)� 1 < N � (b� a) + 1 :

Jsou-li toti¾ m;n 2 Z takové, ¾e m � 1 < a � m a n � b < n + 1,
pak N = n�m+ 1. Nyní se výsledek dostane seètením obou nerovností
�a < �m+ 1 � �a+ 1 a b� 1 < n � b.

Jestli¾e s 2 N0 a p 2 Z, pak Q(p) \ ha; bi 6= ;, právì kdy¾ a � (1=2s)p a
(1=2s)(p� 1) � b, neboli 2sa � p � 2sb+ 1, tak¾e podle první èásti dùkazu
je 2s(b � a) < Zs(K) � 2s(b � a) + 2. Rovnost �(ha; bi) = b � a pak plyne
z de�nice �. 2

Poznámka 2.3. Z de�nice ihned plyne: Jsou-li K;L 2 Kk a K � L, potom
�(K) � �(L).

Tvrzení 2.4. Nech» L 6= ; je dolù �ltrující podmno¾ina Kk a K :=
TL.

Potom

�(K) = inff�(L);L 2 Lg :
Dùkaz. V dùkazu nám bude u¾iteèný tento postøeh: Je-li V � Rk otevøená

mno¾ina, K � V , pak podle odst. 1 existuje L 2 L tak, ¾e L � V .

Oznaème R := inff�(L); L 2 Lg. Zøejmì �(K) � R. Budeme doka-
zovat obrácenou nerovnost. Zvolme s; t 2 N0 ; s � t, dále pak p 2 Zk a
Q = Q(p) 2Ms. Oznaème Q� kompaktní krychli, která z Q vznikne zvìt¹e-
ním ka¾dé hrany na obou stranách o 1=2t. Tudí¾ Q� je kartézským souèinem
intervalù �

1

2s
(pj � 1)� 1

2t
;

1

2s
pj +

1

2t

�
;

neboli �
1

2t
(2t�s(pj � 1)� 1);

1

2t
(2t�spj + 1)

�
; j 2 f1; : : : ; kg :

Zøejmì Q � IntQ� � Q� (zde ov¹em Int oznaèuje vnitøek mno¾iny) a poèet
krychlí z Mt, z nich¾ se Q� skládá, je roven

kY
j=1

�
(2t�spj + 1)� (2t�s(pj � 1)� 1)

�
= (2t�s + 2)k :

Oznaème V :=
SfIntQ�; Q 2 Ms; Q \ K 6= 0g. Pak V je otevøená

mno¾ina a
K �

[
fQ; Q 2Ms; Q \K 6= ;g � V :

4



Podle postøehu uvedeného na zaèátku dùkazu existuje L 2 L tak, ¾e L � V ,
neboli

L �
[
fIntQ�; Q 2Ms; Q \K 6= ;g �

[
fQ�; Q 2Ms; Q \K 6= ;g :

Napravo v poslední inkluzi je mno¾ina, která je sjednocením krychlí z Mt a
jejich poèet je nejvý¹e (2t�s + 2)kZs(K). Platí tedy

R � �(L) � 1
2tk

Zt(L) � 1
2tk

(2t�s + 2)kZs(K) =
� 1
2s

+
2
2t

�k
Zs(K) :

Tato nerovnost je splnìna pro v¹echna s; t 2 N0 ; s � t. Pro t ! 1 dostá-
váme odtud pro ka¾dé s 2 N0 nerovnost R � (1=2sk)Zs(K). Podle de�nice
�(K) platí R � �(K). 2

Domluvme se, ¾e èíslo x 2 R nazveme dyadicky racionální, kdy¾ existují
p 2 Z a n 2 N0 tak, ¾e x = p=2n. Bod v 2 Rk nazveme dyadicky racionální,
kdy¾ v¹echny jeho souøadnice jsou dyadicky racionální.

Pro ; 6= A � Rk a x 2 Rk de�nujeme d(x;A) := inffjx � yj; y 2 Ag
(vzdálenost bodu x od mno¾iny A). Proto¾e jd(x;A) � d(y;A)j � jx � yj,
kdykoli x; y 2 Rk , je funkce x 7! d(x;A) spojitá na Rk .

Pro ; 6= K 2 Kk a � > 0 de�nujeme K(�) := fx 2 Rk ; d(x;K) � �g.
Zøejmì je mno¾ina K(�) omezená a uzavøená, nebo» funkce x 7! d(x;K);
x 2 Rk , je spojitá. Tudí¾ K(�) 2 Kk a zøejmì K � IntK(�). Systém
fK(�); � > 0g je dolù �ltrující a

TfK(�); � > 0g = K.
Pro A � Rk a v 2 Rk de�nujeme A+ v := fx+ v; x 2 Ag.

Tvrzení 2.5. Nech» K 2 Kk a v 2 Rk . Potom
�(K + v) = �(K) :

Dùkaz. Lze pøedpokládat, ¾e K 6= ;. Je-li v = (v1; : : : ; vk) dyadicky racio-
nální bod, pak existuje r 2 N0 takové, ¾e 2rvj 2 Z; j 2 f1; : : : ; kg. Pro
ka¾dé s 2 N0 ; s � r, je pak Zs(K + v) = Zs(K), tudí¾ �(K + v) = �(K).

Nyní uva¾ujme bod v 2 Rk a zvolme " > 0. Proto¾e fK(�); � > 0g
je dolù �ltrující systém s prùnikem K, existuje podle (2.4) �0 takové, ¾e
�(K(�0)) < �(K) + ". Zvolme dyadicky racionální bod v0 2 Rk tak, aby
jv � v0j < �0. Potom K + v � v0 � K(�0), tudí¾ podle (2.3) platí

�(K + v � v0) � �(K(�0)) < �(K) + " ;

a podle první èásti dùkazu pak je

�(K + v) = �(K + v � v0 + v0) = �(K + v � v0) < �(K) + " :

Nerovnost �(K + v) � �(K) + " platí tudí¾ pro ka¾dé " > 0. Tím je do-
kázáno, ¾e �(K + v) � �(K), kdykoli K 2 Kk a v 2 Rk . Aplikujeme-li
tento výsledek na mno¾inu K + v 2 K a vektor �v 2 Rk , dostaneme
�(K) = �(K + v � v) � �(K + v). 2
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Tvrzení 2.6. Pro K;L 2 Kk platí

�(K \ L) + �(K [ L) = �(K) + �(L) :

Dùkaz. Rovnost je zøejmá, pokud K = ; nebo L = ;. Pøedpokládejme
tudí¾, ¾e obì mno¾iny K;L jsou neprázdné. Volme s 2 N0 a oznaème
Ns := cardfQ 2Ms; Q \K 6= ;; Q \ L 6= ;g. Potom

Zs(K [ L) +Ns = Zs(K) + Zs(L) ;

a tedy

lim
s!1

1

2sk
Ns = �(K) + �(L)� �(K [ L) :

Nech» � > 0. Doka¾me, ¾e pro s 2 N0 splòující (1=2s)
p
k � � platí

nerovnosti
Zs(K \ L) � Ns � Zs (K(�) \ L) :

První nerovnost je zøejmá (platí pro libovolné s 2 N0). Dokazujeme druhou
nerovnost. Je-li Q 2 Ms takové, ¾e K \ Q 6= ;, L \ Q 6= ;, zvolíme
x 2 K \ Q a y 2 L \ Q. Proto¾e x; y 2 Q, platí jx � yj � (1=2s)

p
k � �,

tak¾e y 2 K(�). Tudí¾ y 2 (K(�) \ L) \ Q. Ka¾dá krychle Q 2 Ms, která
protne obì mno¾iny K;L, protne mno¾inuK(�)\L. Tím je druhá nerovnost
dokázána. Dìlíme nerovnosti èíslem 1=2sk a pro s!1 dostáváme

�(K \ L) � �(K) + �(L)� �(K [ L) � � (K(�) \ L) :

Proto¾e fK(�) \ L; � > 0g je dolù �ltrující systém s prùnikem K \ L, je
podle (2.4)

inff� (K(�) \ L) ; � > 0g = �(K \ L) ;
tedy

�(K \ L) + �(K [ L) = �(K) + �(L) ;

co¾ je ji¾ dokazovaná rovnost. 2

Tvrzení 2.7. Nech» Kn;K 2 Kk; n 2 N; Kn % K. Potom

lim
n!1

�(Kn) = �(K) :

Dùkaz. Oznaème R := limn!1 �(Kn). Zøejmì R � �(K). Zvolme " > 0.
K dùkazu nerovnosti R � �(K) staèí dokázat, ¾e existuje neklesající po-
sloupnost fLng mno¾in z Kk taková, ¾e Kn � IntLn a

�(Ln) < �(Kn) + " (1� 1=2n) ; n 2 N : (�)

Skuteènì, platí-li (�), je K =
S
1

n=1Kn �
S
1

n=1 IntLn a tedy existuje m 2 N
takové, ¾e K � IntLm � Lm. Potom �(K) � �(Lm) < �(Km) + " � R + ".
Odtud dostáváme �(K) � R.
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Dokazujeme (�). Mù¾eme pøedpokládat, ¾e Kn 6= ; pro v¹echna n 2 N.
Podle (2.4) existují èísla �n > 0 tak, ¾e � (Kn(�n)) < �(Kn) + "=2n. Po-
lo¾me Ln := K1(�1) [ : : : [Kn(�n). Zøejmì fLng je neklesající posloupnost
kompaktních mno¾in splòujících Kn � IntLn � Ln. Zøejmì

�(L1) = � (K1(�1)) < �(K1) + "=2 ;

tak¾e (�) platí pro n = 1. Pøedpokládejme, ¾e n 2 N a ¾e (�) platí pro n.
Uká¾eme, ¾e platí pro n + 1. Pøipomeòme, ¾e Ln+1 = Ln [ Kn+1(�n+1) a
Kn � Ln \Kn+1(�n+1), tak¾e ��(Ln \Kn+1(�n+1)) � ��(Kn). Podle (2.6)
dostáváme pomocí (�)
�(Ln+1)��(Kn+1) = �(Ln [Kn+1(�n+1)) =

= �(Ln) + �(Kn+1(�n+1))� �(Ln \Kn+1(�n+1))� �(Kn+1) �
� �(Ln)� �(Kn) + �(Kn+1(�n+1))� �(Kn+1) <

< "(1� 1=2n) + "=2n+1 = "
�
1� 1=2n+1

�
:

Indukcí jsme tedy ovìøili (�) pro v¹echna n 2 N. 2

Tvrzení 2.8. Nech» K1;K2 2 Kk; K1 � K2. Potom

�(K2)� �(K1) = supf�(K); K 2 Kk; K � K2 nK1g:
Dùkaz. Lze pøedpokládat, ¾e K1 6= ;. Potom K1[ (K2 n IntK1(1=n))% K2,
tak¾e podle (2.7) je

lim
n!1

� (K1 [ (K2 n IntK1 (1=n))) = �(K2):

Podle (2.6) platí � (K1 [ (K2 n IntK1(1=n)))=�(K1)+� (K2 n IntK1(1=n)),
tudí¾

lim
n!1

� (K2 n IntK1 (1=n)) = �(K2)� �(K1):

Vzhledem k tomu, ¾e K2 n IntK1(1=n) 2 Kk a K2 n K1(1=n) � K2 n K1,
dostáváme

supf�(K); K 2 Kk; K � K2 nK1g � lim
n!1

� (K1 [ (K2 n IntK1(1=n)))

= �(K2)� �(K1):

Je-li K 2 Kk;K � K2 nK1, je podle (2.6) a (2.3)

�(K) + �(K1) = �(K [K1) � �(K2);

a tudí¾

supf�(K); K 2 Kk; K � K2 nK1g � �(K2)� �(K1) ;

co¾ jsme mìli dokázat. 2

Poznámka 2.9. Na rozdíl od (2.4) je v (2.7) podstatné, ¾e pracujeme s po-
sloupnostmi. Jestli¾e toti¾ K 2 Kk je libovolná mno¾ina, pro ni¾ �(K) > 0,
a L je systém v¹ech koneèných podmno¾in mno¾iny K, potom je zøejmì
�(L) = 0 pro ka¾dou L 2 L, systém L je nahoru �ltrující, K =

SL a pøi-
tom �(K) 6= supf�(L); L 2 Lg.
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3 Prostor s mírou

Mno¾inová funkce � : Kk ! h0;1) je podle (2.6) a (2.5) aditivní (to zna-
mená, ¾e z K;L 2 K; K \ L = ; vyplývá �(K [ L) = �(K) + �(L)) a je
invariantní vùèi posunutí. Tvrzení (2.4) a (2.7) pak vyjadøují urèité vlast-
nosti spojitosti funkce �. Na druhé stranì je de�nièní obor funkce � pøíli¹
úzký. Pøi zachování zmínìných vlastností nelze funkci � roz¹íøit na v¹echny
podmno¾iny prostoru Rk ; srv. s (4.6). V tomto odstavci budeme proto stu-
dovat mno¾inové systémy, které slou¾í jako vhodné de�nièní obory pro míry
(to jsou mno¾inové funkce, které se chovají podobnì jako objem v R3 , obsah
v R2 a délka v R1 ).

Nech» X je libovolná mno¾ina, P(X) nech» znamená systém v¹ech pod-
mno¾in mno¾iny X. Pøipomeòme, ¾e pro A � X pí¹eme èasto Ac místo
X nA.

Budeme øíkat, ¾e mno¾inový systém A � P(X) je �-algebra (na mno¾inì
X), jestli¾e platí:

(i) X 2 A ;

(ii) Ac 2 A, kdykoli A 2 A ;

(iii) je-li fAng posloupnost mno¾in z A, pak S1n=1An 2 A .

Je-li A �-algebra na X, nazýváme X mìøitelným prostorem a prvky
systému A mìøitelnými mno¾inami . Nìkdy bude úèelné zdùraznit, o ja-
kou �-algebru se jedná. Pak za mìøitelný prostor budeme pova¾ovat dvojici
(X;A).

Jestli¾e S je libovolný systém podmno¾in mno¾iny X, potom existuje
na X nejmen¹í �-algebra taková, ¾e S � A (ta je de�nována jako prùnik
v¹ech �-algeber, které S obsahují). Tato �-algebra se znaèí �(S) a nazývá
se �-algebra generovaná systémem S.

Je-li X topologický prostor (spec. X = Rk ) a je-li S systém v¹ech otevøe-
ných mno¾in z X, pak se �(S) znaèí B(X) a prvky této �-algebry se nazývají
borelovské mno¾iny . Místo B(Rk ) budeme psát jen Bk. Proto¾e ka¾dá ote-
vøená podmno¾ina v Rk je spoèetným sjednocením kompaktních mno¾in, je
Bk = �(Kk).

Je-li A �-algebra na mno¾inì X, pak zøejmì ; 2 A (nebo» ; = Xc).
Dále pro A;B 2 A je A [ B 2 A (polo¾í se A1 := A; A2 := B; An := ;
pro n � 3), A \ B 2 A (nebo» A \ B = (Ac [ Bc)c), A n B 2 A (nebo»
A n B = A \ Bc) a pro posloupnost fAng mno¾in z A je

T
1

n=1An 2 A,
proto¾e

T
1

n=1An =
�S

1

n=1A
c
n

�c
.

Je tedy ka¾dá �-algebra uzavøená vùèi operaci rozdílu a operacím nejvý¹e
spoèetného prùniku a sjednocení mno¾in.

Nech» A je �-algebra na mno¾inì X. Funkce � : A ! h0;1i se na-
zývá míra (na A), jestli¾e � není identicky rovna 1 a je �-aditivní v tomto
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smyslu: Je-li fAng posloupnost po dvou disjunktních mno¾in z A, potom
�
�S

1

n=1An

�
=
P
1

n=1 �(An). Je-li �(X) = 1, míra � se nazývá pravdìpodob-

nostní.
Prostorem s mírou se rozumí mìøitelný prostor, na jeho¾ �-algebøe mì-

øitelných mno¾in je de�nována míra. (Èasto se za prostor s mírou pova¾uje
trojice (X;A; �).)

Nech» � je míra na A. Podle de�nice existuje A 2 A tak, ¾e �(A) <1.
Polo¾me A1 := A a An := ; pro n � 2. Potom platí

1 > �(A) =
1X
n=1

�(An) �
2X

n=1

�(An) = �(A) + �(;) ;

tak¾e �(;) = 0. Odtud vyplývá, ¾e pro mno¾iny A1; : : : ; Am 2 A, které
jsou po dvou disjunktní, platí �

�Sm
n=1An

�
=
Pm

n=1 �(An). Jestli¾e A;B 2
A a B � A, pak platí �(B) + �(A n B) = �(A), tedy �(B) � �(A) a
�(A n B) = �(A)� �(B), pokud �(B) <1. Dále platí

A [B = A [ (B n (A \B)) ;
tak¾e za pøedpokladu �(A\B) <1 je �(A[B) = �(A)+�(B)��(A\B).
Je-li �(A \B) =1, je �(A) =1, tudí¾ v¾dy platí rovnost

�(A [B) + �(A \B) = �(A) + �(B):

Odtud dostáváme �(A[B) � �(A)+�(B), obecnìji pro mno¾iny A1; A2; : : :
z A platí

�
� m[
n=1

An

�
�

mX
n=1

�(An); m 2 N :

Z následujícího tvrzení odtud vyplývá

�
� 1[
n=1

An

�
�

1X
n=1

�(An) :

(Tato nerovnost vyjadøuje, ¾e míra � je �-subaditivní.)

Tvrzení 3.1. Nech» � je míra na �-algebøe A. Je-li An 2 A; n 2 N, a

An % A, pak limn!1 �(A) = �(A). Jestli¾e An 2 A; n 2 N; An & A a

navíc �(A1) <1, potom limn!1 �(An) = �(A).

Dùkaz. Nech» An % A. Polo¾me A0 := ;; Bn := An n An�1; n 2 N. Potom
Bn 2 A, mno¾iny Bn jsou po dvou disjunktní a

S
1

n=1Bn = A. Mù¾eme
pøedpokládat, ¾e �(An) < 1 pro v¹echna n 2 N, jinak je tvrzení zøejmé.
Pak ov¹em

�(A) =
1X
n=1

�(Bn) =
1X
n=1

(�(An)� �(An�1)) = lim
n!1

�(An) :
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Nech» nyní An & A; �(A1) < 1. De�nujme Bn := A1 n An; n 2 N.
Potom

Bn % A1 nA; �(Bn) = �(A1)� �(An); �(A1 n A) = �(A1)� �(A) ;

a tedy podle první èásti platí limn!1 �(Bn) = �(A1 n A). Odtud plyne
limn!1 �(An) = �(A). 2

Pøíklady 3.2. 1. (aritmetická míra) Nech» X je libovolná mno¾ina. Pro
nekoneènou mno¾inu A � X polo¾me �(A) := 1, pro A � X koneènou
de�nujme �(A) := cardA. Potom � je míra na P(X).

2. (Diracova míra) Nech» X je libovolná mno¾ina a x 2 X. Pro A � X
polo¾íme "x(A) := 1, pokud x 2 A, "x(A) := 0, pokud x 62 A. Potom "x je
míra na P(X).

3. Nech» � je aritmetická míra na N, An = fn; n+1; : : : g. Potom An & ;
a neplatí limn!1 �(An) = 0. V (3.1) nelze pøedpoklad �(A1) <1 v druhé
èásti tvrzení vypustit.
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4 Lebesgueova míra

Odstavce 4 a 5 jsou vìnovány existenci a jednoznaènosti Lebesgueovy míry.
Na¹ím cílem je dokázat toto tvrzení: Existuje �-algebra Bk0 obsahující v¹echny

borelovské podmno¾iny prostoru Rk a existuje právì jedna míra �k na Bk0
taková, ¾e �k(K) = �(K) pro ka¾dou kompaktní mno¾inu K � Rk . Míra

�k je invariantní vùèi posunutí a úplná v tomto smyslu: Je-li �k(A) = 0 a
B � A, pak B 2 Bk0 (a tudí¾ �k(B) = 0).

Uká¾eme, ¾e míra �k zaujímá mezi mírami v Rk prominentní postavení:
Je-li � míra na Bk, která je invariantní vùèi posunutí a je normalizovaná

(tj. �-míra kompaktní jednotkové krychle je rovna jedné), pak � a �k na Bk
splývají.

V tomto okam¾iku není vùbec zøejmé, ¾e existuje �-algebra A obsahující
Kk a míra (oznaème ji ��) na A taková, ¾e ��(K) = �(K) pro v¹echnaK 2 Kk.
Pokud v¹ak A a �� s uvedenými vlastnostmi existují, platí podle (2.8)

��(K2 nK1) = supf�(L) ; L 2 Kk; L � K2 nK1g ;
a proto¾e �� je míra, je pro ka¾dou mno¾inu A 2 A

��(L \A) + ��(L \Ac) = ��(L); L 2 Kk:

Tyto postøehy nás vedou k následujícím de�nicím: Pro A � Rk polo¾me

��(A) := supf�(L) ; L 2 Kk; L � Ag ;
a de�nujme

A := fA � Rk ; ��(L \A) + ��(L \Ac) = ��(L); L 2 Kkg :
Nech» A 2 Kk a L 2 Kk. Polo¾me K1 := L \A; K2 := L a aplikujme (2.8):

�(L \A) + supf�(K) ; K 2 Kk; K � L \Acg = �(L) :

Proto¾e zøejmì ��(K) = �(K), kdykoli K 2 Kk, platí

��(L \A) + ��(L \Ac) = ��(L);

tak¾e A 2 A. Vidíme, ¾e Kk � A. Význam mno¾inového systému A a
mno¾inové funkce �� je patrný z následující vìty.

Vìta 4.1. Mno¾inový systém A je �-algebra obsahující Bk a restrikce ��
na A je míra na A. Je-li A 2 A; ��(A) = 0 a B � A, potom B 2 A.

Dùkaz. Z de�nice plyne, ¾e mno¾inový systém A je uzavøený vzhledem k do-
plòku. Nech» nyní A1 � Rk a A2 � Rk jsou disjunktní, L1; L2 2 Kk;
Lj � Aj ; j = 1; 2. Podle (2.6) je

�(L1) + �(L2) = �(L1 [ L2) � ��(A1 [A2);

11



tak¾e
��(A1) + ��(A2) � ��(A1 [A2):

Odtud pro posloupnost fAng po dvou disjunktních mno¾in z Rk dostáváme

1X
n=1

��(An) � ��

� 1[
n=1

An

�
:

Jestli¾e A � Rk a L 2 Kk, pak L\A a L\Ac jsou disjunktní mno¾iny, tudí¾
��(L \A) + ��(L \Ac) � ��(L). V dùsledku toho

A = fA � Rk ; ��(L \A) + ��(L \Ac) � ��(L); L 2 Kkg:

Doká¾eme, ¾e A je �-algebra a �� je na disjunktních mno¾inách z A
�-subaditivní.

Nech» fAng je posloupnost mno¾in z A; L 2 Kk a " > 0. Doká¾eme,
¾e A := [1n=1An 2 A. Proto¾e �(L) = ��(L \ An) + ��(L \ Ac

n), existují
Kn; Ln 2 Kk tak, ¾e Kn � L \An; Ln � L \Ac

n a

(1) �(L) � �(Kn) + �(Ln) + "=2n; n 2 N:
Následující rovnosti plynou pro m 2 N z (2.6):

(2) �
�Sm+1

n=1 Kn

�
+ �
�
Km+1 \

Sm
n=1Kn

�
= �

�Sm
n=1Kn

�
+ �(Km+1) ;

(3) �
�Tm+1

n=1 Ln

�
+ �
�
Lm+1 [

Tm
n=1 Ln

�
= �

�Tm
n=1 Ln

�
+ �(Lm+1) :

De�nujme K�

m := Km+1 \
Sm
n=1Kn, L�m := Lm+1 [

Tm
n=1 Ln. Proto¾e

K�

m � L \
�
Am+1 \

Sm
n=1An

�
, L�m � L \

�
Ac
m+1 [

Tm
n=1A

c
n

�
, jsou K�

m a

L�m disjunktní kompaktní podmno¾iny mno¾iny L, tak¾e

(4) �(K�

m) + �(L�m) � �(L):

Seètením (2) a (3) a u¾itím (4) a (1) dostáváme

(5) �
�Sm+1

n=1 Kn

�
+ �
�Tm+1

n=1 Ln

�
=

= �
�Sm

n=1Kn

�
+ �

�Tm
n=1 Ln

�
+ �(Km+1) + �(Lm+1) � �(K�

m) �
�(L�m) �
� �

�Sm
n=1Kn

�
+ �
�Tm

n=1 Ln

�
� "=2m+1 .

Nech» r 2 N. Seètením nerovností z (5) a u¾itím (1) pro n = 1 dostaneme

(6) �
�Sr

n=1Kn

�
+ �

�Tr
n=1 Ln

�
� �(L)� "

rP
j=1

1=2j :

Podle (2.4) je
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(7) lim
r!1

�
�Tr

n=1 Ln
�
= �

� 1T
n=1

Ln
� � ��(L \Ac)

a dále �
�Sr

n=1Kn

�
� ��(L\A), tudí¾ z (6) dostáváme pro r !1 nerovnost

��(L \A) + ��(L \Ac) � �(L)� ":

Odtud plyne ��(L \ A) + ��(L \ Ac) � �(L) pro ka¾dé L 2 Kk, neboli
A 2 A. Dokázali jsme, ¾e Bk0 je �-algebra. Proto¾e Kk � A a �(Kk) = Bk,
platí Bk � A.

Pøedpokládejme navíc, ¾e mno¾iny A1; A2; : : : z A jsou po dvou dis-
junktní a L � A. Podle (7) je limr!1 �

�Tr
n=1

�
= 0 a z (6) dostáváme

�(L)� " � lim
r!1

�
� r[
n=1

Kn

�
= lim

r!1

rX
n=1

�(Kn) =
1X
n=1

�(Kn) �
1X
n=1

��(An):

Odtud vyplývá �(L) �P1

n=1 ��(An) a

��(A) = supf�(L) ; L 2 Kk; L � Ag �
1X
n=1

��(An) :

Je tedy �� na disjunktních mno¾inách z A �-aditivní.
Nech» A 2 A, ��(A) = 0, B � A a L 2 Kk. Potom

��(L \Ac) � ��(L \Bc) a ��(L \A) � ��(A) = 0 ;

tak¾e ��(L\B)+��(L\Bc) � ��(L\Ac) � ��(L\A)+��(L\Ac) � ��(L),
neboli B 2 A. 2

V dal¹ím budeme znaèit tuto �-algebru A symbolem Bk0 . Její prvky se
nazývají lebesgueovsky mìøitelné mno¾iny . Restrikce mno¾inové funkce ��
na �-algebru Bk0 se nazývá Lebesgueova míra (podrobnìji: k-rozmìrná Lebes-

gueova míra) a znaèí se �k.
Následující tvrzení charakterizuje prvky �-algebry Bk0 . Pøed jeho formu-

lací zavedeme je¹tì toto oznaèení: Symbol Gk (resp. Fk) znamená systém
v¹ech otevøených (resp. uzavøených) podmno¾in prostoru Rk . Øekneme, ¾e
A � Rk je mno¾ina typu G� (resp. F�), jestli¾e existují Gn 2 Gk; n 2 N,
(resp. Fn 2 Fk; n 2 N) tak, ¾e A =

T
1

n=1Gn (resp. A =
S
1

n=1 Fn).
Systém v¹ech mno¾in typu G� (resp. F�) oznaèíme Gk� (resp. Fk

� ). Zøejmì
Kk � Fk; Gk � Gk� ; Fk � Fk

� a Fk
� [ Gk� � Bk.
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Vìta 4.2. Nech» A � Rk . Potom jsou následující podmínky ekvivalentní:

(i) A 2 Bk0 ;
(ii) pro ka¾dé " > 0 existují mno¾iny F 2Fk a G 2 Gk tak, ¾e F �A�G

a �k(G n F ) < ";

(iii) existují mno¾iny C 2 Fk
� a D 2 Gk� tak, ¾e C � A � D a �k(DnC) = 0.

Dùkaz. Pro j 2 N de�nujme Zj := fx 2 Rk ; j� 1 � jxj < jg. Nech» platí (i)
a nech» " > 0. Nejprve pøedpokládejme, ¾e mno¾ina A je omezená. Existuje
F � A; F 2 Kk(� Fk) tak, ¾e �(F ) > �k(A)� "=2, neboli �k(A nF ) < "=2.
Zvolme omezenou mno¾inu H 2 Gk tak, aby A � H. Existuje L 2 Kk

taková, ¾e L � H nA a �(L) > �k(H nA)�"=2. Polo¾me G := H nL. Potom
G 2 Gk, A � G a

�k(G nA) = �k((H nL) nA) = �k((H nA) nL) = �k(H nA)� �k(L) < "=2 :

Dostáváme tak

�k(G n F ) = �k(G n A) + �k(A n F ) < ":

Nech» nyní A 2 Bk0 je libovolná, Aj := A \ Zj; j 2 N. Potom Aj,
j 2 N, jsou omezené mno¾iny z Bk0 , tedy existují Fj 2 Fk a Gj 2 Gk tak,
¾e Fj � Aj � Gj a �k(Gj n Fj) < "=2j ; j 2 N. Polo¾me F :=

S
1

j=1 Fj a

G :=
S
1

j=1Gj. Potom F � A � G; G nF � S1j=1(Gj nFj) a zøejmì G 2 Gk.
Doka¾me, ¾e F 2 Fk. Nech» zn 2 F a limn!1 zn = z. Tvrdíme, ¾e z 2 F .
Proto¾e fzng je omezená posloupnost, existuje m 2 N tak, ¾e zn 2

Sm
j=1 Zj

pro v¹echna n 2 N. Je-li r > m, je Fr \
Sm
j=1 Zj = ;, tak¾e zn 2

Sm
j=1 Fj pro

v¹echna n 2 N. Proto¾e Sm
j=1 Fj je uzavøená mno¾ina, je z 2 Sm

j=1 Fj � F .
K dokonèení dùkazu implikace (i) ) (ii) staèí poznamenat, ¾e

�k(G n F ) �
1X
j=1

�k(Gj n Fj) < ":

Nech» platí (ii). Potom existují mno¾iny Fn 2 Fk a Gn 2 Gk tak, ¾e
Fn � A � Gn a �k(Gn n Fn) < 1=n; n 2 N. Polo¾me C :=

S
1

n=1 Fn a
D :=

T
1

n=1Gn. Potom C 2 Fk
� ; D 2 Gk� ; C � A � D a D n C � Gn n Fn

pro v¹echna n 2 N. V dùsledku toho je �k(D nC) � �k(Fn nGn) < 1=n pro
v¹echna n 2 N, neboli �k(D n C) = 0.

Nech» platí (iii). Potom podle (4.1) je A n C 2 Bk0 , tak¾e platí rovnost
A = C [ (A n C) 2 Bk0 . 2

Poznámka 4.3. Míra �k je regulární v tomto smyslu: Pro ka¾dou mno¾inu
A 2 Bk0 je

�k(A)=supf�(K) ; K 2 Kk; K�Ag ; �k(A)=inff�k(G) ; G 2 Gk; G�Ag :
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První rovnost je zøejmá z de�nice �� a �k. Druhá rovnost je zøejmá, pokud
�k(A) =1. Nech» �k(A) <1 a " > 0. Podle (4.2) existují F 2 Fk a G 2 Gk
tak, ¾e F � A � G a �k(G n F ) < ". V dùsledku toho je �k(G n A) < " a
�k(G) = �k(A[ (G nA)) = �k(A) + �k(G nA) � �k(A) + ". Odtud vyplývá
druhá rovnost.

Vìta 4.4. Je-li A 2 Bk0 a v 2 Rk , potom je A+v 2 Bk0 a �k(A+v) = �k(A).

Dùkaz. Oznaème A := fA 2 Bk; A + v 2 Bkg. Zøejmì Gk � A. Jestli¾e
An 2 A; n 2 N, pak

S
1

n=1(An + v) =
S
1

n=1An + v, tudí¾
S
1

n=1An 2 A.
Odtud plyne, ¾e Bk � A. Posunutí borelovské mno¾iny je tedy borelovská
mno¾ina.

Podle (4.2) tedy existují mno¾iny C;D 2 Bk tak, ¾e C � A � D a
�k(D n C) = 0. Z (2.5) a de�nice míry �k plyne, ¾e �k(C + v) = �k(C) a
�k((D n C) + v) = 0. Proto¾e (A n C) + v � (D n C) + v, je podle (4.1)
(A n C) + v 2 Bk0 , tak¾e A + v = (C + v) [ ((A n C) + v) 2 Bk0 . Dále
�k(A+ v) = �k(C + v) + �k((A n C) + v) = �k(C) = �k(A). 2

Pøíklady 4.5. 1. Nech» x 2 Rk . Potom z (2.2) plyne �k(fxg) = �(fxg) = 0.
Proto �k(S) = 0, kdykoli S � Rk je spoèetná mno¾ina.

2. Na R existují nespoèetné kompaktní mno¾iny, které mají míru 0.
Pøipomeòme nepominutelný pøíklad, tzv. Cantorovo diskontinuum.

Je známo, ¾e ka¾dé èíslo a 2 h0; 1i lze vyjádøit v trojkové soustavì ve
tvaru

a =
a1
3
+
a2
32

+ : : :

(zápis: a = 0; a1a2 : : : ), kde "
cifry\ an jsou èísla 0; 1; 2. Je-li a = 0; a1a2 : : : ;

b = 0; b1b2 : : : a n 2 N je nejmen¹í èíslo, pro které an 6= bn, potom v pøí-
padì bn > an je b > a, pokud nenastal následující výjimeèný pøípad:
an < 2; an+1 = an+2 = : : : = 2 a bn = an + 1; bn+1 = bn+2 = : : : = 0. Pak
zøejmì a = b.

Nech» C je mno¾ina v¹ech èísel z intervalu h0; 1i, která lze alespoò jed-
ním zpùsobem vyjádøit ve tvaru a = 0; a1a2 : : : , pøièem¾ an 6= 1 pro v¹echna
n 2 N. Snadno si rozmyslíme, ¾e C vznikne postupným odstranìním pro-
støedních tøetin (tzv. styèných intervalù Cantorova diskontinua): nejprve
se odstraní interval (1=3; 2=3), v tomto intervalu toti¾ le¾í právì v¹echna
èísla, která mají nutnì na prvním místì cifru 1. V druhém kroku se ze
zbývajících intervalù h0; 1=3i a h2=3; 1i odstraní prostøední tøetina, tj. inter-
valy (1=9; 2=9); (7=9; 8=9). V n-tém kroku se odstraní 2n�1 intervalù délky
3�n, atd. Oznaèíme-li G = h0; 1i n C, je G otevøená mno¾ina sestávající
z otevøených intervalù po dvou disjunktních. Intervalù délky 3�n je 2n�1,
proto �1(G) =

P
1

n=1(2
n�1 � 3�n) = 1. Pro kompaktní mno¾inu C je tudí¾

�1(C) = 0. Nech» S je mno¾ina tìch x = 0; a1a2 : : : , pro nì¾ v¹echna an
s výjimkou koneèného poètu jsou rovna nule. Pak S je spoèetná a zobrazení
' : CnS ! h0; 1i, které bodu 2b1=3+2b2=32+: : : pøiøadí bod b1=2+b2=22 : : :
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(bn je rovno 0 nebo 1) je prosté zobrazení C n S na h0; 1i. Proto je mno¾ina
C nespoèetná.

3. Nech»m 2 f1; : : : ; kg; a 2 R aH :=fx = (x1; : : : ; xk) 2 Rk ; xm = ag.
Potom �k(H) = 0. De�nujme

Hn :=
�
x 2 Rk ; jxjj � n pro j 2 f1; : : : ; kg n fmg; xm = a

	
; n 2 N :

Potom H =
S
1

n=1Hn a �k(Hn) = 0 podle (2.2). Proto

�k(H) �
1X
n=1

�k(Hn) = 0 :

Tvrzení 4.6. Nech» A je �-algebra na R, B1 � A a � je míra na A, která

je invariantní vùèi posunutí a ka¾dému intervalu pøiøazuje jeho délku. Je-li

A 2 A a �(A) > 0, potom existuje B � A; B 62 A.

Dùkaz. Zøejmì existuje otevøený interval I délky 1 tak, ¾e �(A\I) > 0. Pro-
to¾e � je invariantní vùèi posunutí, lze bez újmy na obecnosti pøedpokládat,
¾e A � (0; 1).

Øekneme, ¾e bod x 2 R je v relaci s bodem y 2 R, jestli¾e x � y 2 Q .
Pi¹me x � y, jestli¾e x je v relaci s y. Zøejmì má tato relace za následek roz-
klad R na tøídy ekvivalence. Oznaème T systém tøíd ekvivalence. Pro ka¾dé
; 6= T 2 T je zøejmì T \ (0; 1) 6= ;. Z axiomu výbìru plyne, ¾e existuje mno-
¾inaM , která z ka¾dé mno¾iny T\(0; 1); T 2 T , obsahuje právì jeden prvek.
Nech» r1; r2; : : : je prostá posloupnost v¹ech racionálních èísel z (�1; 1). Pro
ka¾dé n 2 N de�nujme Mn := M + rn. Potom

S
1

n=1Mn � (�1; 2). Nech»
m 6= n. Kdyby existoval bod z 2 Mn \Mm, existovaly by body x; y 2 M
tak, ¾e z = x+ rn = y + rm. Pak by platilo x � y = rm � rn 6= 0 a x; y by
byly rùzné body zM , pro nì¾ x � y. Dokázali jsme, ¾e mno¾inyMn; n 2 N,
jsou po dvou disjunktní. Je-li y 2 R, pak existuje r 2 Q a x 2 M tak, ¾e
y = x+ r. Jestli¾e y 2 (0; 1), pak jrj = jy� xj < 1, tudí¾ existuje n 2 N tak,
¾e r = rn a y 2Mn. Odtud plyne, ¾e (0; 1) � S1n=1Mn.

De�nujme An := A \ Mn. Pøedpokládejme, ¾e An 2 A pro v¹echna
n 2 N; odvodíme spor. Proto¾e A =

S
1

n=1An a �(A) > 0, existuje m 2 N

tak, ¾e �(Am) > 0. De�nujme Sn = Am � rm + rn; n 2 N. Potom Sn 2 A.
Jestli¾e z 2 Sn, existuje u 2 Am tak, ¾e z = u� rm + rn. Proto¾e u 2 Mm,
existuje x 2M tak, ¾e u = x+ rm, neboli z = x+ rn 2Mn. Dokázali jsme,
¾e Sn � Mn pro ka¾dé n 2 N, tudí¾ mno¾iny Sn jsou po dvou disjunktní.
Zøejmì �(Sn) = �(Am) > 0 pro ka¾dé n 2 N.

Jeliko¾
S
1

n=1 Sn �
S
1

n=1Mn � (�1; 2), je ��S1n=1 Sn� � � ((�1; 2)) = 3.
Na druhé stranì, proto¾e �(Sn) = �(Am) > 0 pro v¹echna n 2 N,

�
� 1[
n=1

Sn

�
=

1X
n=1

�(Sn) =1 ;

co¾ je spor. Existuje tedy n 2 N tak, ¾e pro B = An je B � A a B 62 A.
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Poznámka 4.7. Z minulého tvrzení plyne, ¾e ka¾dá mno¾ina kladné Le-
besgueovy míry na R obsahuje nemìøitelnou mno¾inu.

Tvrzení 4.8. Existuje spojitá neklesající funkce ' : h0; 1i ! R taková, ¾e

' je konstantní na ka¾dém styèném intervalu Cantorova diskontinua C a

'(0) = 0; '(1) = 1.

Dùkaz. Pro ka¾dé x z omezeného styèného intervalu Cantorova diskonti-
nua, jeho¾ koncový bod má rozvoj tvaru 2a1=3 + : : : + 2an=3n, de�nujeme
'(x) := a1=2 + : : :+ an=2n (aj je 0 nebo 1). Dále polo¾íme '(0) := 0 a
pro x 2 (0; 1i de�nujeme '(x) := supf'(y); y 2 h0; 1i n C; y � xg.
Potom je funkce ' neklesající. Jeliko¾ pro ka¾dé m;n 2 N; m < 2n, je
m=2n 2 '(h0; 1i n C), je funkce ' spojitá a '(1) = 1. 2

Pøíklady 4.9. 1. Nech» ' je funkce zavedená v minulém tvrzení. Polo¾me
 (x) := (x+ '(x)) =2; x 2 h0; 1i. Potom  zobrazuje spojitì a prostì h0; 1i
na h0; 1i,  �1 je spojitá a  (h0; 1i n C) je otevøená mno¾ina, její¾ míra je
rovna 1/2. Proto �1( (C)) = 1=2. Podle (4.7) existuje A �  (C) taková,
¾e A 62 B10. De�nujme M :=  �1(A). Potom M � C, tudí¾ M 2 B10. Z ní¾e
popsané úvahy plyne, ¾e M 62 B1.

Oznaème A := fB 2 B1;  (B) 2 B1g. Proto¾e  �1 je spojité zobra-
zení, je vzor ka¾dé otevøené podmno¾iny intervalu h0; 1i pøi  �1 otevøená
mno¾ina, tedy ka¾dá otevøená mno¾ina padne do A. Proto¾e  je prosté, je
obraz sjednocení spoèetnì mnoha mno¾in sjednocením obrazù a obraz do-
plòku mno¾iny je roven doplòku obrazu. Je tedy A �-algebra a odtud plyne,
¾e B1 � A.

2. Existuje kompaktní mno¾inaK � h0; 1i tak, ¾e IntK = ; a �1(K)>0.
Nech» Q \ h0; 1i = fr1; r2; : : : g. Pro � 2 (0; 1) de�nujme interval

In := (rn � �=2n+1; rn + �=2n+1) ; n 2 N ;

a de�nujme K� := h0; 1i nS1n=1 In. Potom K� 2 K1 a

�1(K�) = 1� �1

� 1[
n=1

In

�
� 1�

1X
n=1

(�=2n) = 1� � :

Jeliko¾ K� \ (Q \ h0; 1i) = 0, je IntK� = ;.
De�nujme je¹tì L :=

S
1

n=2K1=n. Potom �1(L) � �1(K1=n) � 1� 1=n,
kdykoli n 2 N; n � 2, proto �1(L) = 1. Jestli¾e M :=

SfL +m; m 2 Zg,
N := R nM , pakM je mno¾ina 1. kategorie (tj. spoèetné sjednocení øídkých
mno¾in) a �1(N) = 0. Tedy ka¾dá mno¾ina A � R je sjednocením mno¾iny
1. kategorie a mno¾iny míry 0, toti¾ A = (A \M) [ (A \N).

Poznámka 4.10. Mno¾ina kladné míry tedy nemusí obsahovat (nedegene-
rovaný) interval. Platí toto tvrzení: Je-li A 2 B10; �1(A) > 0, potom exis-

tuje � > 0 tak, ¾e (��; �) � A � A := fx � y; x; y 2 Ag. To lze dokázat
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napø. takto: S odvoláním na (4.3) lze pøedpokládat, ¾e A 2 K1. Podle (4.2)
existuje G 2 G1 tak, ¾e A � G a �1(G) < 2�1(A). Proto¾e A je kompaktní
mno¾ina disjunktní s uzavøenou mno¾inou R n G, existuje � > 0 tak, ¾e
A + x � G pro ka¾dé x 2 (��; �). Tvrdíme, ¾e (��; �) � A � A. Zvolme
v 2 (��; �). Potom A[ (A+ v) � G. Kdyby A\ (A+ v) = ;, pak by platilo

2�1(A) = �1(A) + �1(A+ v) = �1(A [ (A+ v)) � �1(G);

co¾ je ve sporu s nerovností �1(G) < 2�1(A). Vidíme, ¾e A \ (A + v) 6= ;,
tj. existují x; y 2 A tak, ¾e x = y + v, neboli v = x� y 2 A�A.
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5 Jednoznaènost Lebesgueovy míry

V pøedcházejícím odst. 4 jsme míru �k na Bk0 získali roz¹íøením mno¾inové
funkce � : Kk ! h0;1). Uká¾eme, ¾e takové roz¹íøení je hodnotami na Kk

jednoznaènì urèeno. Dále doká¾eme, ¾e �k je jediná míra na Bk, která je
normalizovaná (tj. �k(h0; 1ik) = 1) a invariantní vùèi posunutí.

Zaènìme touto motivaèní úvahou. Nech» X je mno¾ina, S � P(X) a �
a � jsou míry na �(S) takové, ¾e �(S) = �(S) pro v¹echna S 2 S. Oznaème
T := fA 2 �(S); �(A) = �(A)g. Je zøejmé, ¾e pro A1; A2; : : : 2 T platíS
1

n=1An 2 T , pokud jsou mno¾inyA1; A2; : : : po dvou disjunktní. Je-li napø.
navíc X 2 S a �(X) < 1, pak také Ac 2 T pro ka¾dé A 2 T . V takovém
pøípadì se tedy rovnost mìr � a � pøená¹í z S na nejmen¹í mno¾inový
systém, který obsahuje S a je uzavøený vùèi doplòku a sjednocení spoèetného
systému po dvou disjunktních mno¾in. Proto je u¾iteèné mno¾inové systémy
s touto vlastností studovat.

Nech»X je libovolná mno¾ina a D � P(X). Potom seD nazývá Dynkinùv

systém (na mno¾inì X), kdy¾ má tyto vlastnosti:

(i) X 2 D;
(ii) Ac 2 D, kdykoli A 2 D;
(iii) je-li fAng posloupnost po dvou disjunktních mno¾in z D, potom jeS

1

n=1An 2 D.
Pro krátkost budeme místo Dynkinùv systém øíkat D-systém. Zøejmì ka¾dý
D-systém D obsahuje ; a pro A;B 2 D; A � B, je také B n A 2 D, nebo»
B nA = (A [Bc)c. Samozøejmì ka¾dá �-algebra je D-systém.

Je-li n 2 N a X koneèná mno¾ina, pro ni¾ cardX = 2n, de�nujme D
jako systém v¹ech podmno¾in sestávajících ze sudého poètu prvkù. Pak D
je D-systém a pro n > 1 není D �-algebra.

Vìta 5.1. Nech» D je D-systém. Pak D je �-algebra, právì kdy¾ prùnik

ka¾dých dvou mno¾in z D je prvkem D.

Dùkaz. Víme, ¾e ka¾dá �-algebra je uzavøená vùèi (dokonce spoèetným)
prùnikùm. Pøedpokládejme, ¾e D je D-systém obsahující s ka¾dými dvìma
mno¾inami jejich prùnik. Je-li A;B 2 D, pak A\B 2 D; A \B � A, tudí¾
A n B = A n (A \ B) 2 D. Z vlastnosti (iii) z de�nice D -systému plyne,
¾e také A [ B = (A n B) [ B 2 D. Nech» fAng je posloupnost prvkù z D.
Polo¾me B0 := ;; Bn := A1 [ : : : [An; n 2 N. Potom

1[
n=1

An =
1[
n=1

(Bn n Bn�1) 2 D

opìt podle (iii) z de�nice D-systému. Tudí¾ D je �-algebra. 2
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Je-li S � P(X) libovolný mno¾inový systém, potom existuje nejmen¹í
D-systém obsahující S (ten je de�nován jako prùnik v¹ech D-systémù, které
S obsahují). Tento D-systém se znaèí �(S) a nazývá D-systém generovaný

systémem S. Zøejmì v¾dy platí �(S) � �(S).
Vìta 5.2. Nech» S � P(X) obsahuje prùnik ka¾dých dvou mno¾in z S.
Potom �(S) = �(S).
Dùkaz. Proto¾e �(S) � �(S), staèí dokázat, ¾e �(S) je �-algebra. Podle (5.1)
k tomu staèí dokázat, ¾e �(S) obsahuje s ka¾dými dvìma mno¾inami jejich
prùnik. Zvolme A 2 �(S) a vy¹etøujme pomocný systém

DA := fQ 2 P(X); Q \A 2 �(S)g:

ZøejmìX 2 DA. Je-liQ 2 DA, jeQc 2 DA, nebo»Qc\A = An(Q\A) 2 �(S).
Sjednocení posloupnosti po dvou disjunktníchmno¾in z DA je zøejmì prvkem
DA. Dokázali jsme tedy: Pro ka¾dé A 2 �(S) je DA D-systém. Nech» B 2 S.
Podle pøedpokladu o S je S � DB , tudí¾ �(S) � DB , nebo» DB je D-systém.
Dokázali jsme, ¾e A \B 2 �(S) pro ka¾dé A 2 �(S) a B 2 S. Odtud plyne,
¾e pro ka¾dé A 2 �(S) je S � DA a tudí¾ �(S) � DA, nebo» DA je D-systém.
Jinými slovy: A \B 2 �(S), kdykoli A;B 2 �(S). 2

Vìta 5.3. Nech» S � P(X) obsahuje s ka¾dými dvìma mno¾inami jejich

prùnik a nech» Sn 2 S; Sn % X. Nech» � a � jsou míry na �(S) takové, ¾e
�(S) = �(S), pro v¹echna S 2 S, a nech» �(Sn) < 1 pro v¹echna n 2 N.

Potom �(A) = �(A) pro v¹echna A 2 �(S).
Dùkaz. Zvolme nejprve mno¾inu B 2 S takovou, ¾e �(B) < 1. De�nujme
DB := fA 2 �(S); �(A\B) = �(A\B)g. Potom S � DB a zøejmì X 2 DB.
Jsou-li A1; A2; : : : mno¾iny z DB , které jsou po dvou disjunktní, potom
� (
S
1

n=1An \B) =
P
1

n=1 �(An \B) =
P
1

n=1 �(An \B) = �(
S
1

n=1An \B),
tak¾e

S
1

n=1An 2 DB . Je-li A 2 DB , pak

�(Ac\B) = �(Bn(A\B)) = �(B)��(A\B) = �(B)��(A\B) = �(Ac\B) ;

tudí¾ Ac 2 DB (zde jsme u¾ili, ¾e �(A \ B) � �(B) < 1). Tak je do-
kázáno, ¾e DB je D-systém obsahující S, tedy s u¾itím (5.2) dostáváme
�(S) = �(S) � DB � �(S). Pro ka¾dou mno¾inu A 2 �(S) a ka¾dou B 2 S,
pro ni¾ �(B) < 1, tedy platí �(A \ B) = �(A \ B). Speciálnì pro ka¾dou
A 2 �(S) a ka¾dé n 2 N je �(A \ Sn) = �(A \ Sn). Proto¾e Sn % X, je
�(A) = �(A) podle (3.1). 2

Vìta 5.4. Nech» � je míra na Bk0 taková, ¾e pro ka¾dou mno¾inu K 2 Kk

platí �(K) = �(K). Potom pro ka¾dou mno¾inu A 2 Bk0 je �(A) = �k(A).

Dùkaz. Zøejmì existují Kn 2 Kk tak, ¾e Kn % Rk . Proto¾e K;L 2 Kk

implikuje K \ L 2 Kk a �(Kn) < 1, platí podle (5.3) �(A) = �k(A) pro

20



ka¾dou mno¾inu A 2 �(Kk) = Bk. Je-li A 2 Bk0 , existují podle (4.2) mno¾iny
C;D 2 Bk takové, ¾e C � A � D a �k(D n C) = 0. Proto¾e

�(A n C) � �(D n C) = �k(D n C) = 0 ;

je �(A) = �(C) + �(A n C) = �k(C) = �k(A). 2

Polo¾me a = (a1; : : : ; ak) 2 Rk a b = (b1; : : : ; bk) 2 Rk . Mno¾inu
A=fx 2 Rk ; aj � xj < bj ; j 2 f1; : : : ; kgg budeme nazývat polouzavøeným
intervalem. Jsou-li a; b dyadické body, budeme mluvit o dyadickém polouza-

vøeném intervalu. Systém v¹ech polouzavøených dyadických intervalù ozna-
èíme J k. Zøejmì je J k spoèetný systém a I \ J 2 J k, kdykoli I; J 2 J k.
Je-li G � Rk otevøená mno¾ina a x 2 G, existuje I 2 J k tak, ¾e x 2 I
a I � G. Ka¾dá otevøená mno¾ina je tedy sjednocením mno¾in ze spoèet-
ného systému mno¾in J k, tudí¾ Gk � �(J k). Odtud Bk � �(J k), a proto¾e
J k � Bk, je Bk = �(J k).

Je-li a 2 Rk dyadický bod, c > 0 dyadicky racionální èíslo a A = fx 2 Rk ;
aj � xj < aj + cg, nazveme A dyadickou polouzavøenou krychlí o délce
hrany c. Pro takovou krychli s pøihlédnutím k (2.2) je �k(A) = ck.

Vìta 5.5. Nech» � je míra na Bk invariantní vùèi posunutí a nech»

�(h0; 1ik) = 1. Potom pro ka¾dou mno¾inu A 2 Bk platí �(A) = �k(A).

Dùkaz. Oznaème a := �(h0; 1)k). Zøejmì 0 � a <1. Podobnì jako v odst. 2
de�nujeme pro s 2 N0 systémM#

s polouzavøených dyadických krychlí, které
vznikají postupným pùlením hran polouzavøených krychlí s vrcholy v Zk,
tj. systém v¹ech mno¾in

Q#(p) := fx 2 Rk ; (pj � 1)=2s � xj < pj=2
s; j 2 f1; : : : ; kgg

pro p = (p1; : : : ; pk) 2 Zk. Oznaèíme-li q = (1; : : : ; 1), pak ka¾dá z krychlí
Q#(p) je posunutím polouzavøené krychle Q#(q). Dále je interval h0; 1)k
sjednocením po dvou disjunktních polouzavøených krychlí Q#(p) pro rùzná
p = (p1; : : : ; pk) splòující 1 � pj � 2s; j 2 f1; : : : ; kg. Poèet k-tic z 2s prvkù
je 2sk. Platí tedy a = �(h0; 1)k) = 2sk�(Q#(q)). S pøihlédnutím k (4.5.3) je
�k(Q#(q)) = 1=2sk, a proto

�(Q#(p)) = �(Q#(q)) = a=2sk = a�k(Q
#(q)) = a�k(Q

#(p))

pro ka¾dé p 2 Zk. Je-li I 2 J k, existuje s 2 N0 takové, ¾e I je sjednoce-
ním po dvou disjunktních polouzavøených krychlí z M#

s . V dùsledku toho
�(I) = a�k(I). Podle (5.3) platí rovnost �(A) = a�k(A) pro ka¾dou mno-
¾inu A 2 �(J k) = Bk. Proto¾e podle (2.2) je �k(h0; 1ik) = 1, z rovnosti
1 = �(h0; 1ik) = a�k(h0; 1ik) = a vyplývá, ¾e �(A) = �k(A), kdykoli A 2 Bk.

2
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6 Distribuèní funkce a Lebesgue-Stieltjesova míra

Vìta 6.1. Nech» � je pravdìpodobnostní míra na B1. De�nujme

F (x) := �((�1; xi) ; x 2 R :

Potom je funkce F neklesající, zprava spojitá a F (�1+) = 0, F (1�) = 1.

Dùkaz. Zøejmì (�1; xi � (�1; yi, kdykoli x � y. Proto je F neklesa-
jící. Je-li x 2 R a xn & x, pak (�1; xni & (�1; xi a odtud vyplývá
�((�1; xni) & �((�1; xi). Tudí¾ funkce F je zprava spojitá v bodì x.
Rovnosti F (�1+) = 0 a F (1�) = 1, které zbývá dokázat, jsou zøejmé,
nebo» (�1;�ni & ;; (�1; ni % R a �(R) = 1. 2

Ka¾dé pravdìpodobnostní míøe na B1 odpovídá tudí¾ pøirozeným zpù-
sobem de�novaná neklesající funkce na R mající dodateèné vlastnosti.

Budeme øíkat, ¾e funkce F : R ! R je distribuèní funkce, je-li neklesající,
zprava spojitá a F (�1+) = 0; F (1�) = 1.

Pøedpokládejme na okam¾ik, ¾e F je distribuèní funkce, která je na-
víc rostoucí a spojitá. Není tì¾ké si rozmyslet, ¾e F (A) 2 B1 pro ka¾dou
A 2 B1 a ¾e � : A ! �1(F (A)); A 2 B1, je míra, pro ni¾ �(R) = 1
a �((�1; xi) = F (x); x 2 R, nebo» F ((�1; xi) je interval o koncových
bodech 0 a F (x). Tak urèuje tedy v tomto pøípadì distribuèní funkce F
pravdìpodobnostní míru na B1. Uká¾eme, ¾e vzájemnì jednoznaèné pøiøa-
zení mezi pravdìpodobnostními mírami a distribuèními funkcemi platí zcela
obecnì.

Vìta 6.2. Nech» F je distribuèní funkce. Potom existuje právì jedna prav-

dìpodobnostní míra � na B1 taková, ¾e pro ka¾dé x 2 R platí

F (x) = �((�1; xi) :

Dùkaz. Nech» � a � jsou míry na B1, pro nì¾ platí

F (x) = �((�1; xi) = �((�1; xi) ; x 2 R :

Potom �((a; bi) = F (b) � F (a) = �((a; bi), kdykoli a; b 2 R; a � b. Systém
J = f(a; bi; a; b 2 Rg obsahuje s ka¾dými dvìma mno¾inami jejich prùnik,
tudí¾ podle (5.3) je �(A) = �(A), pro v¹echny A 2 B1. Míra � s vlastností
uvedenou ve vìtì existuje tudí¾ nejvý¹e jedna.

Budeme dokazovat existenci míry �. Následující de�nice, názornì øeèeno,
zprostøedkuje vyplnìní pøípadných

"
dìr\ v mno¾inì F (R).

Pro x 2 R de�nujme �[x] := fF (x)g, pokud je x bodem spojitosti funkce
F , a �[x] := hF (x�); F (x)i, pokud F není v bodì x spojitá. Pro A � R

de�nujeme �[A] :=
S

x2A�[x]. Oznaème je¹tì

S := fy 2 h0; 1i ; F�1(y) obsahuje více ne¾ 1 bodg :
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Pro y 2 S je F�1(y) nedegenerovaný interval, proto je mno¾ina S spoèetná.
De�nujme A := fA � R; �[A] 2 B1g. Jestli¾e A 2 A, pak existuje

S1 � S tak, ¾e �[Ac] = (�[R]n�[A])[S1 , tudí¾ Ac 2 A. Je-li fAng posloup-
nost mno¾in z A, pak � [

S
1

n=1An] =
S
1

n=1�[An], tudí¾
S
1

n=1An 2 A. Je-li
A otevøený interval, je �[A] interval. Odtud plyne, ¾e v¹echny otevøené pod-
mno¾iny R jsou prvky A. Je tedy A �-algebra obsahující v¹echny otevøené
mno¾iny, tudí¾ B1 � A.

Pro A 2 B1 de�nujeme �(A) := �1(�[A]). Nech» A1; A2; : : : jsou po
dvou disjunktní mno¾iny z B1. Potom pro v¹echna n;m 2 N; n 6= m, je
�[Am] \ �[An] � S, tedy �1(�[Am] \ �[An]) = 0. Odtud snadno plyne, ¾e
� (
S
1

n=1An) =
P
1

n=1 �(An). Je tedy � míra na B1.
Proto¾e pro ka¾dé x 2 R je �[(�1; xi] interval o koncových bodech 0 a

F (x), tak �((�1; xi) = F (x). 2

Poznámka 6.3. Je-li x 2 R a xn % x; xn < x, pak

F (x)� F (xn) = �((xn; xi) :

Odtud plyne, ¾e �(fxg) = F (x)�F (x�). Je tedy �(fxg) = 0, právì kdy¾ x
je bod spojitosti funkce F .
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7 Transformace Lebesgueovy míry pøi lineárních
zobrazeních

Nech» T : Rk ! Rk je lineární zobrazení. Na¹ím cílem je vyjasnit vztah mezi
Lebesgueovou mírou mno¾iny A � Rk a mírou mno¾iny T (A).

Nejprve pøedpokládejme, ¾e zobrazení T je prosté. Pak zobrazení T�1 je
spojité, proto obraz ka¾dé otevøené mno¾iny pøi zobrazení T (co¾ je ov¹em
vzor pøi zobrazení T�1) je otevøená mno¾ina. Oznaèíme-li tedy

A := fA � Rk ; T (A) 2 Bkg ;

je A zøejmì �-algebra a Gk � A, tudí¾ Bk � A.
Pro A 2 Bk de�nujme �(A) := �k(T (A)) a �(T ) := �(h0; 1ik). Proto¾e

T (h0; 1ik) obsahuje neprázdnou otevøenou mno¾inu T ((0; 1)k), je �(T ) > 0.
Polo¾me �(A) := (�(T ))�1 �(A); A 2 Bk. Proto¾e zobrazení T je lineární
a prosté, snadno se ovìøí, ¾e � je míra na Bk, která je invariantní vùèi
posunutí a �(h0; 1ik) = 1. Podle (5.5) je �(A) = �k(A); A 2 Bk, neboli
�k(T (A)) = �(T )�k(A).

Jestli¾e jsou T1, T2 prostá lineární zobrazení Rk na sebe, potom

�(T1 � T2) = �k((T1 � T2)(h0; 1ik)) = �k(T1(T2(h0; 1ik))) =
= �(T1)�k(T2(h0; 1ik)) = �(T1)�(T2)�k(h0; 1ik) = �(T1)�(T2) :

Je-li T : Rk ! Rk libovolné lineární zobrazení, oznaème detT determi-

nant matice zobrazení T vzhledem ke standardní bázi Rk .
Uva¾ujme nyní speciální zobrazení. Nech» �1; : : : ; �k jsou vesmìs nenu-

lová reálná èísla a nech» pro x = (x1; : : : ; xk) je T (x) := (�1x1; : : : ; �kxk).
(Matice tohoto zobrazení má na diagonále �1; : : : ; �k, na ostatních mís-
tech nuly, tak¾e det T je pro toto diagonální zobrazení roven �1 � : : : � �k.)
V tomto pøípadì je T (h0; 1ik) kompaktní interval o délce hran j�1j; : : : ; j�kj,
tedy �k(T (h0; 1ik)) = j�1 � : : : � �kj, tak¾e �(T ) = jdet T j.

Dal¹í speciální zobrazení, které budeme uva¾ovat, je izometrické lineární
zobrazení T : Rk ! Rk . Podle de�nice tedy platí jT (x) � T (y)j = jx � yj,
kdykoli x; y 2 Rk . (Matice takového zobrazení je ortonormální, tudí¾
detT = �1.) Je-liB = fx 2 Rk ; jxj � 1g, je pro takové zobrazení T (B) = B,
tak¾e �k(B) = �k(T (B)) = �(T )�k(B). Zøejmì je �k(B) � 0, proto¾e B
obsahuje (nedegenerovaný) otevøený interval, tedy �(T ) = 1 = jdetT j.

Tyto speciální informace staèí k tomu, abychom dokázali následující
vìtu. (U¾íváme obvyklé de�nice 0 � 1 = 0.)

Vìta 7.1. Nech» T : Rk ! Rk je lineární zobrazení. Potom pro ka¾dou

mno¾inu A 2 Bk0 je T (A) 2 Bk0 a

�k(T (A)) = jdetT j�k(A): (1)
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Dùkaz. Nech» nejprve T je prosté (tedy matice zobrazení T je regulární).
Podle Dodatku existují izometrická zobrazení T1 a T3 prostoru Rk na sebe a
diagonální prosté zobrazení T2 : Rk ! Rk tak, ¾e T = T1�T2�T3. Proto¾e pro
ka¾dou mno¾inu A 2 Bk je �k(Tj(A)) = �(Tj)�k(A); j 2 f1; 2; 3g, a navíc
�(T ) = �(T1)�(T2)�(T3) a det T = detT1 �detT2 �detT3, tak platí rovnost
(1) pro A 2 Bk. S odvoláním na (4.2) je tøeba dokázat (1) pro A 2 Bk0 ,
pro ni¾ �k(A) = 0. Existuje v¹ak D 2 Bk; A � D; �k(D) = 0. Potom
�k(T (D)) = jdet T j�k(D) = 0, a proto¾e T (A) � T (D), je T (A) 2 Bk0 a
�k(T (A)) = 0, tak¾e (1) platí.

Nech» nyní T je lineární zobrazení, které není prosté. Potom T (Rk ) je
podprostor v Rk , jeho¾ dimenze je men¹í ne¾ k. Existuje tedy nadrovina
N � Rk taková, ¾e T (Rk ) � N . Oznaème nyní H := fx 2 Rk ; x1 = 0g a
pøipomeòme, ¾e podle (4.5.3) je �k(H) = 0. Potom existuje prosté lineární
zobrazení S : Rk ! Rk tak, ¾e S(H) = N . Zøejmì

�k(N) = �k(S(H)) = jdetSj�k(H) = 0 :

Pro A 2 Bk0 tedy platí �k(T (A)) � �k(N) = 0 = jdet T j�k(A). 2

Poznámka 7.2. Pro lineární zobrazení T : Rk ! Rk má tedy jdetT j tuto
geometrickou interpretaci: jdet T j je

"
objem\ rovnobì¾nostìnu T (h0; 1ik).
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Dodatek. Faktorizace lineárního zobrazení

Lemma. Nech» T : Rk ! Rk je lineární zobrazení. Potom existuje e 2 Rk ;
jej = 1, takové, ¾e T (x) � T (e) = 0, kdykoli x 2 Rk a x � e = 0.

Dùkaz. Existuje e 2 Rk takové, ¾e jej = 1 a jT (z)j � jT (e)j pro v¹echna
z 2 Rk ; jzj = 1 (spojitá funkce na kompaktní mno¾inì). Nech» x 2 Rk a
x � e = 0. De�nujme '(t) := jT (e+ tx)j2; t 2 R. Zøejmì

'(t) = jT (e)j2 + 2 t T (x) � T (e) + t2 jT (x)j2 ; t 2 R :

Je-li y = e+ t x; t 2 R, je jyj2 = jej2+ t2jxj2 � 1. Pro z := y=jyj platí jzj = 1
a tudí¾ jT (y)j = jyj jT (z)j � jT (e)j. Proto platí '(t) � '(0), pro v¹echna
t 2 R, tak¾e v bodì 0 nabývá ' minima. To znamená, ¾e '0(0) = 0. Ov¹em
'0(0) = 2T (x) � T (e). 2

Vìta. Nech» M je regulární (k � k)-matice. Potom existují ortonormální

matice A;B a diagonální regulární matice C tak, ¾e M = AC B.

Dùkaz. Na základì lemmatu se sestrojí ortonormální báze fv1; : : : ; vkg pro-
storu Rk tak, ¾eM vi �M vj = 0; i; j 2 f1; : : : ; kg; i 6= j. Nech» �j := jMvj j,
j 2 f1; : : : ; kg, a C je matice s (kladnými) prvky �j na diagonále. Dále
nech» A je matice o sloupcích wj := (�j)�1M vj, B matice o øádcích vj,
j = 1; : : : ; k. Pak AC je matice o sloupcíchM vj ; j = 1; : : : ; k, co¾ je matice
M B0 (èárka znaèí transponovanou matici). Je tudí¾ AC B =M B0B =M .

2
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