KAPITOLA 1

INTEGRAL PO CESTE. KRIVKOVY INTEGRAL

Na dva uzivané typy integralu po cesté resp. kfivkového integralu vedou néasle-
dujici dvé vzorové tlohy:

Uloha 1. Méame spoé¢itat délku dratu, zndme-li jeho tvar, obecnéji: mame spo-
¢itat hmotu dratu, zname-li jeho tvar a linedrni hustotu rozlozeni hmoty.

Uloha 2. Méame spoéitat praci proti silovému poli, pohybujeme-li v ném hmot-
nym bodem po néjaké draze. Tady nam nestaci tvar drahy, ale musime také védét,
jak se po této draze pohybujeme.

1.1. Cesty a kfivky v R,

Predné si musime ujasnit, co budeme pod cestou resp. kfivkou rozumét. Pripo-
mehme, ze body v R, budeme znaéit x = (z1,22,...,2,), v Ry resp. R3 také (x,y)
resp. (z,y,2). Pro definici integralti po cesté resp. k¥ivkovych integrald je vhodnd
nasledujici definice:

Definice 1.1. Cestou tiidy C' v R, nazveme zobrazeni ¢ néjakého intervalu
(a,b) C Ry do R,, které je na tomto intervalu spojité derivovatelné (v konco-
vych definiéniho intervalu jde o jednostranné derivace) a md na ném nenulovou
derivaci ¢'(t) = (@} (1), ¢'(t),..., ¢ (t)). Cestou po édstech tiidy C' nazveme spo-
jité zobrazeni ¢ néjakého intervalu {a,b) C R; takové, Ze tento interval lze roz-
loZit na sjednoceni kone¢ného poctu intervalt (a;, b;), i = 1,2,...,n, kazdé dva
z nichz maji spoletné nejvyse piislusné krajni body a to tak, ze zazeni @4, s,)
zobrazeni ¢ na intervaly (a;,b;) jsou cesty t¥idy C'. Budeme-li chtit explicitné
u zobrazeni zachytit jeho defini¢ni interval I, budeme pséat (¢, I) misto ¢. Mno-
Zinu {p) = ((p,I)) def ©(I) nazyvame geometrickym obrazem cesty (p,I). Vektor
O (t) = (&1 (1), ¢h(1), - .., oL(t)) a kazdy jeho nenulovy ndsobek nazyvame tecnym
vektorem k cesté tiidy C! (pfesndji k jejimu geometrickému obrazu) v bodé ¢(t),
vektor 7(t) = @' (t)/|l¢'(t)|| jednotkovgm tecngm vektorem. (Bereme v R, normu
generovanou skaldrnim sou¢inem (o, ) = Y.i_, ;B tj. ||| = />.;_, a} pro
a, 3 € R,). Krivkou tiidy C! resp. k¥ivkou po édstech t¥idy C' nazyvame takovou
mnozinu K C R,, pro kterou existuje cesta ¢ tiidy C' resp. po ¢astech t¥idy C!
v R,, takovd, ze K = (p). Kazdou takovou cestu nazyvame parametrizaci nebo
parametrickym zaddnim kiivky K.

Pokud nebude feceno jinak, budeme pod cestou resp. kiivkou vzdy rozumét
cestu resp. kiivku po ¢astech tiidy C!.
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Pozndmka 1.1. Nékteri autori nazyvaji kfivkou to, co jsme nazvali cestou. Je
vidét, Ze nase definice cesty zachycuje jednak jeji tvar - geometricky obraz, ale také
zptsob probihdni po ném: body odpovidajici mensim # se probihaji pred body s ¢
vétsim.

Pozndmka 1.2. 'V této souvislosti podotknéme, ze ¢asto mame zadanou néjakou
mnozinu K C R, a mame najit néjakou jeji parametrizaci . Takovych parame-
trizaci je obecné mnoho (pokud existuje aspon jedna); potom se snazime vybrat
takovou, abychom byli schopni néco spocitat. Napiiklad elipsu z2/a® + y?/b> = 1
miZeme parametrizovat zobrazenim ¢ = (1, 92) s p1(t) = acost, pa(t) = bsint,
t € (0,2m).

Pozndmka 1.3. Te¢ny vektor ke kiivce K, parametrizované cestou ¢ v bodé ¢(t)
je podle definice limitou (vzhledem k normé v R;) se¢nych vektora

et h) —e(t)
h—0

e(t+ h)

OBR. 1.1

Viz obr. 1.1, na némz je tuéné prerusSované a se Sipkou vyznacen vektor (p(t+ h) —
©(t))/h. Teény vektor ma tu vlastnost, 7e ze vSech vektort, vychazejicich z bodu
©(t) se ke kiivce nejvice pfimyka ve smyslu

o(t + h) = p(t) + he'(t) + o(h) pro h — 0.

V bodech, v nichz existuji pouze jednostranné derivace zobrazeni ¢ mame fak-
ticky dva jednostranné teéné vektory (viz bod B na obrézku 1.2). V bodech, které
dostaneme pii raznych hodnotéach t1, t2 (p(t1) = ¢(t2)) (jsou to body, v nichz se
kiivka protind) mame fakticky také dva tené vektory, kazdy je tefny k piislus-
nému kousku k¥ivky odpovidajicimu ¢ blizkym k ¢; resp. t». Viz bod A na obr. 1.2.
Na tomto obrazku i na dal§ich obrazcich je Sipkami vyznacen zpusob probihani po
kiivce pfi zvétSovani parametru.
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V mechanické interptetaci cesty, kdy ¢ mé& vyznam ¢asu a () znadi souradnice
pohybujiciho se bodu v okamziku ¢, ma ¢'(t) vyznam vektoru rychlosti pohybu to-
hoto bodu v okamziku . PFfipomenme, Ze obecné parametr miize mit i jiny vyznam
nez cas, jak je tomu u prikladu parametrizace jednotkové kruznice se stfedem v
pocatku: z = cost, y = sint, t € (0,27), kde ¢ ma vyznam thlu mezi pravodi¢em
bodu (z,y) této kruznice a kladnou z-ovou poloosou. U piikladu parametrizace
elipsy z poznamky 1.2. s a # b uz t nemd tento vyznam.

OBR. 1.2

Pozndmka 1.4. Ukazme si na piikladech vyznam pozadavku ¢’ # 0:

1) p(t) = A, t € R, kde A je dany bod z R,. Pak je ¢'(t) = 0,t € R a (¢) = {A},
tj. jednobodova mnozina.

Dz =) =13 y=(t) =t t e R Je(t) = (2t,3t?), coz je nulovy
vektor pro t = 0. Geometricky obraz této cesty je na obrazku 1.3: ¢ > 0 odpovidaji
body (z,2%/?), z >0, t < 0 body (z, —z3/?), > 0. Bod (0,0) je tzv. bod vratu.

OBR. 1.3

3) ¢1(t) = cost®, pu(t) = sint?, t € (=6,0). Geometrickym obrazem této cesty
je kousek kruznice 22 + y? = 1 okolo bodu (1,0). Je to ,hezkd” kiivka, piestoze je
¢1(0) = ¢5(0) = 0.

4) o1 (t) = cost?, po(t) = sint?, t € (—6,5) dava dvakrat prob&hnuty obloudek
jednotkové kruznice 22 4+ y? = 1 — jednou zhora do bodu (1, 0), podruhé opaéné od
tohoto bodu nahoru. Opét je ¢! (0) = ¢5(0) = 0.
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Definice 1.2. Cesta (¢, (a,b)) se nazyva jednoduchou, je-1i ¢ prosté na {(a,b).
Cesta (i, {a, b)) se nazyva uzavienou, je-1i p(a) = p(b) a jednoduchou uzavienou, je-
li uzavienda a ¢ je prosté na (a,b). Kiivka se nazyva jednoduchou resp. uzavienou
resp. jednoduchou uzavienou, jestlize existuje takova jeji parametrizace, kterd je
jednoduchd resp. uzaviend resp. jednoduché uzaviend.

Kriivka na obrazku 1.2. neni jednoduché, protoze zobrazeni ¢ ji zadavajici neni
prosté (bod A se nabyva pfi riznych hodnotéch ¢, t2 parametru ¢). Na obrazku 1.4.
je nalevo uzaviend ktivka, ktera neni jednoduché, napravo je jednoducha uzaviena

kiivka.

OBR. 1.4

Priklad 1.1. (explicitni zadani cesty resp. kiivky) Je-li g spojité derivovatelnd

funkce na intervalu (a,b), pak x = 1 (t) def t, y = paft) def g(t), t € {a,b) je

jednoduchd cesta v Ry. Jejim geometrickym obrazem je graf funkce g. Podobné
mame-li na {a,b) dvé spojité derivovatelné funkce go a g3, pak z = 1 (¥) ef t,
Yy = @a(t) def 92(t), z = p3(t) def g3(t) je jednoduché cesta v Rs.

Stoji za to si uvédomit, Ze v jistém smyslu opa¢na implikace neplati, jak ukazuje nésledujici
piiklad.

Pi¥iklad 1.1a. UvaZme funkei g(t) = V1 — 2, t € (—1,1). Pak zFejmé& g neni spojité deriva-
telnd na (—1,1), a tedy ani zobrazeni ¢(t) = (¢, g(t)), t € (—1,1) neni t¥idy C!. Ale k¥ivku {¢)
(coz je graf funkce g, a tedy to je horni jednotkovad polokruZnice se stfedem v poatku) miZeme
dostat jako geometricky obraz cesty v (u) = (cos u,sinu), u € (0,7), kterd je t¥idy CT.

Priklad 1.1c. (implicitni zadani kiivky) K¥ivku K v R, je moZné také zadat
jako mnozinu téch x € R,, ktera vyhovuji rovnicim

Fi(z)=0,i=1,2,...,r — 1,

kde F; jsou spojité derivovatelné funkce, pro néz je hodnost matice

go o o o
DB, Py Froa) et SO N e CONR el €
D(x1,%2,- -, %) :
OF, OF,_ OF,_
Oz : (IE) Ozo : (il?) e Bzrl (il?)
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rovnd r — 1 pro kazdé z € K. Te¢ny vektor k takto zadané kiivce se da urcit jako
formélni determinant

e1 €92 PN €r

d d d
il gl e
det | 2@ Fm(®) ..o Fr(x)
OF,_ OF,_ OF,_
(1) (@) .. Hr(2)
kde ey, €9, ..., e, je kanonickd baze v R,, ktery si myslime rozlozeny podle prvniho

fadku. Tak v Ry staéi jedna rovnice, napifklad az + by + ¢ = 0 (a® 4+ b> # 0) je
rovnice p¥imky, z%/a®> + y?/b> — 1 = 0 je rovnice elipsy. V Rz potiebujeme dvé
rovnice, napiiklad soustava rovnic z +y + z = 0, 22 + 92 — 1 = 0 urcuje kiivku
(elipsu), v niz rovina z + y + z = 0 protind vélcovou plochu z% + y% — 1 = 0.

Nakonec budeme potiebovat jesté nasledujici dva pojmy:

Definice 1.3. Souctem dvou cest (p,{a1,b1)) a (¢, (aa, b)), pro které plati

p(b1) = ¥(az) nazyvame cestu (x, (a1, b1+ (ba—a2))), kde zobrazeni x je definovano
predpisem

_ (P(t), prot € (al, b1>,
0= { $(as +t—=b), prot € (by,by+ (b — az)).

Soucet dvou cest oznacujeme ¢ @ ).
Opacnou cestou k cesté (¢, (a, b)) nazyvame cestu (©¢, (—b, —a)), kde zobrazeni
S je definovano predpisem

e¢(t) = p(—t) pro t € (—b, —a).

Souctem pfislusnych kiivek (@) a () pak rozumime kiivku (¢ & ).

Pozndmka 1.5. Pii souctu se obé cesty resp. kiivky napoji ptes spoleény bod
p(b1) = ©(az). Opatna cesta mé stejny geometricky obraz jako dané cesta, jen
se jeho body probihaji v opatném poradi (v opaéném smyslu). V oddilu 1.4. dile
zavedeme pojem orientované kiivky jako kfivky, na niz je zvolen jeden z moznych
smysli probihani. Potom dand cesta a cesta k ni opa¢na budou zadavat opacné
orientované ktivky.

1.2. Dva druhy integralu po cesté

Pokud nebude fedeno jinak, bude cesta znamenat cestu po ¢astech tiidy C'.

Definice 1.4. Necht (¢, {a, b)) je cesta.
I Je-li f:{p,(a,b)) = R, pak definujeme integrdl 1. druhu z funkce f po cesté
¢ predpisem

b
/ fds / o)l ()]l dt.



