KAPITOLA 1

LEBESGUEOVA MIRA A LEBESGUEUV INTEGRAL

1.1. Mira

Na zacatku na8eho stoleti zavedl francouzsky matematik Henri Lebe-
sque ( 1875-1941) obecnéjsi integral, nez je integral Riemanntv. Nejenze
genialné zlepsil proces integrace, ale uvédomil si také, Ze teorii integralu
musi predchazet obecnd teorie miry, ktera da patfiény smysl pojmu miry
pro co nejobecnéjdi (a pfitom rozumné) mnoziny a tak se pfirozenym

zptsobem zobecni pojem délky intervalu, obsahu mnohotihelnika apod.
Definice. Rekneme, 7e neprazdny systém ¥ podmnoZin mnoziny X
je okruh, jestlize plati:

A BeXx=AUBeX A\BeX.

Rekneme, 7e ¥ je o-okruh, jestlize navic plati

4; €%, ieN=|JAex

i=1
Je-li navic X € ¥, pak ¥ nazyvame o-algebrou na X.

Oznaceni. Mnozinu vSech podmnozin mnoziny X zna¢ime exp X.
Potom pro ¥ z predchozi definice miizeme psat ¥ C exp X.

Priklady. Trividlnim pifikladem o-algebry na X je exp X.

Systém &7 vSech téch podmnozin mnoziny X, které jsou bud samy
kone¢né nebo maji konecny doplnék, je piikladem okruhu. Systém %
vSech téch podmnozin mnoziny X, které jsou bud samy nejvyse spocetné
anebo maji nejvyse spocetny doplnék je prikladem o-algebry.

Systém vSech intervali v R neni okruhem.
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Systém & vSech podmnozin v R, které se daji vyjadfit jako sjednoceni
kone¢né mnoha omezenych intervald, je okruhem, ale neni g-okruhem na

R.

Umluva. V celé této kapitole budeme uvazovat posloupnosti a funk-
ce s hodnotami v R* = RU {—oc, +o0}.

Definice. Necht ¥ je neprazdny systém mnozin, ¥ C exp X. Rek-
neme, ze funkce ¢ : ¥ — R* je aditivni na X, jestlize plati

ABEY, AUBEY, ANB=0= p(AUB) = ¢(A) + ¢(B).

Rekneme, 7e ¢ je o-aditivni na ¥, jestlize

A; € X proi €N, UAiEZ, AiNA;j=0proi#j=

i=1

= (4 =3 w40,

Pozorny &tendr si uvédomi, Ze platnost rovnosti na pravych stranach uvedenych
implikaci zahrnuje to, Ze @(A) + ¢(B) resp. > ic; ¢(A;) jsou v R* definovany. To je
spIlnéno samoziejmé pro takova ¢, kterd mohou nabyvat nejvySe jednoho nekonecna,
jak tomu je naptiklad v nésledujici definici.

Definice. Mirou budeme nazyvat nezdpornou o-aditivni funkci na
néjakém o-okruhu 3.

Priklady. Ziejmé je expN o-algebra na N. Pro kazdé A € expN
polozme p(A) rovné poétu prvki mnoziny A, je-li A koneénd a p(A) =
+o00, je-li A nekoneéna. Pak je ¢ mira na exp N.

Prifadime-li kazdému n € N kladné éislo h,, a polozime-li pro A €
expN p(A) =3 o4 by, je-li A# D a (D) =0, pak je opét ¢) mirou na
exp N.

Definice. Mira u na o-okruhu ¥ se nazyva dplnou, jestlize plati:

AeX, p(A)=0, BCA=BeX, ulB)=0.

Poznamka. Je-li I interval v R s krajnimi body a, b, a < b, pak délkou
(mirou) intervalu I bé&Zzné rozumime ¢islo mi(I) = b — a. Je-li A C R
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sjednocenim neprekryvajicich se intervali I a I, je vhodné prohlésit za
délku (miru) mnoziny A soucet délek intervalt I a Iy, tj.

7771(14) =m (Il) + my (IQ)

Necht nyni obecnéji je mnozina B C R tvofena spocetné mnoha nepie-
kryvajicimi se intervaly, napifklad B = U2 I, kde I, = (1/2%+1 1/2F),
k=0,1,2,.... Tuto mnozinu mizeme zapsat nasledovné:

B:(O,l)\{%,i,%,...},

odkud je vidét, ze B nelze vyjadrit jako sjednoceni koneéného poctu
intervalli; pfesto ale povaZzujeme za piirozené pfitadit ji délku (miru)
1 1 1

my(B) = mq(Io) + mi (L) +mqi(la) +--- = gttt = 1.
Mnozina B tedy bude mit stejnou miru jako cely interval (0, 1).

Takto definovand mira je tzv. Lebesgueovou mirou uvedenych mnozin.

Lebesgueova r-rozmérnd mira m, je Uplnd mira na jisté o-algebte
3, C expR,.. Prvky této algebry se nazyvaji lebesqueovsky meéritelné.
Jeji definici nebudeme uvadét (zajemci ji najdou napiiklad v [KIII]),
nebot pro poé¢itani ndm bude stacit znat jen jeji vlastnosti.!

Oznaceni. Oznacme %, C R, nejmensi o-okruh, obsahujici vSechny
oteviené mnoziny z R,, tj. je-li £ C expR, libovolny o-okruh, do kte-
rého patii vSechny oteviené mnoziny v R,, pak 4, C J#. Mnoziny z 4,
se nazyvaji borelovské. Ziejmé 98, obsahuje vSechny uzaviené mnoziny,
v8echny mnoziny, které lze napsat jako prinik spocetné mnoha otevre-
nych mnozin nebo jako sjednoceni spocetné mnoha uzavirenych mnozin,
atd.

Plati
Véta. Kazda borelovska mnozina je lebesgueovsky méritelna.

Budeme déle psat pu a ¥ misto m, a ¥, ze dvou divodi: predné je
to kratsi a za druhé proto, 7e mnohé vlastnosti plati i pro obecnou miru
(viz napriklad [K3]). V ptikladech déle vzdy jde o Lebesgueovu miru.

Zakladni vlastnosti lebesgueovy miry shrneme do nasledujici véty:

"Rekn&me zde jen, 7e ¥, obsahuje viechny intervaly v R, a a je m1(T) rovno délce
intervalu I C Ry, m,(J) = I];_; m1(J;), kde I, J; jsou intervaly vRy aJ = [];_, J;.
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Véta. Pro Lebesgueovu miru p plati:

(1) A,Be X, AC B= u(A) < u(B).

(2) A,Be XY= u(AUB)+ u(AnB) = pu(A) + u(B).

(3) AieX,ie N=pu(U 4;) < X u(4)).
i=1

(4)

i=1

4) p je o-aditivni, tj.
AjeX i eN, AN A :@proiﬂju(u Ai) =3 n(Aq).
i= i=1

(5) A, €%, Ay DAZ,zeN:> hm /A(A)—/J,(UA

(6) A; € X, Ay CA,,ZEN HnOEN 7eu(An0) < 00 =
Tim p(A) = () A
i— 400 i=1

(7) p je tiplnd mira,'tj.
AeX u(d)=0,BC A= BeX, uB)=0.

Upozornéni. V bodé (6) je predpoklad o koneénosti miry podstatny a
nelze ho vynechat, jak ukazuje nésledujici priklad: je-li A; = (i, +00),1i €
o0 o0
N, pak je mi(A;) = 400 = +oc, zatimco () 4; = @ atedy mi(() 4;) =
i=1 i=1
0.

Umluva. Nechf M je méfitelnd mnozina. Rikdme, 7e néjaké tvrzeni
plati skoro vSude na M (zkricené s.v. na M), jestliZe existuje takova
mnoZina K C M, u(K) = 0, Ze toto tvrzeni plati na M \ K. Kupfikladu,
jsou-li f, g dvé funkce, pak

f=gsv.na M,
jestlize existuje K C M, u(K) = 0 takové, Ze

f(z) =g(z) proz e M\ K.

Véta. Lebesgueova mira je invariantni viici translaci a rotaci, tzn. je-
li E lebesgueovsky meéritelnd mnozina a mnozina H vznikne posunutim
nebo otocenim mnoziny E, pak je také H méritelnd a u(H) = u(E).

"Tyrzeni (7) pro obecnou miru neplati, ale ka¥dou miru Ize ziplnit — viz nap¥iklad
[K3].
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Véta. Existuje podmnozina intervalu (0, 1), kterd neni lebesgueovsky
méritelna.

Diikaz této véty podal italsky matematik Vitali nedlouho potom, co
Lebesgue zavedl pojem méfitelnosti. Protoze je pouc¢ny, uviadime jej pro
zajemce petitem.

Diikaz. Na mnoZing A bodi intervalu (0, 1) zavedeme ekvivalenci: dva body z A
nazveme ekvivalentni, jestliZe se jejich soufadnice lisi o raciondlni ¢islo. Vezmeme-li
v uvahu, 7e mnoZina raciondlnich ¢isel je spocCetnd, dostaneme, 7e kazda ti¥ida ekvi-
valence je spofetnd mnozina. ProtoZe ale A je nespocetna, musi byt nespocetnd také
mnozina t¥id ekvivalence (protoZe sjednoceni spocfetn& mmnoha spodetnych mnoZin
je zase spocetnd mnoZzina). Pfedpokladejme, Ze v kazdé t¥id& ekvivalence byla za-
vedena ur¢itd vzdjemné jednoznalnd korespondence s mnoZzinou prirozenych Cisel a
oznatme A, tu mnoZinu, kterd obsahuje z kazdé t¥idy pravé ten prvek, ktery od-
povida pfirozenému ¢islu n. Z toho plyne, 7e kazdd mnoZina A, je nespoletnd a

oo
pritom je A = |J A,. UkdZeme, %e mezi mnozinami A, je alesponi jedna, kterd

=1
neni lebesgueovsTl:y méritelnd. Tento ditkaz provedeme sporem. Pfedné vylouc¢ime
moznost, %e je pro kazdé n mi(A,) = 0. Kdyby tomu tak bylo, pak na zaklad& o-
aditivity Lebesgueovy miry bychom dostali g1 (A) = 0, co% je zfejmé ve sporu s tim, Ze
m1(A) = m1((0,1)) = 1. Existuje proto takové p¥irozené p, 7e mi(Ap) > 0. Pro zjed-
nodugeni zapisu oznaéme B toto Ajp. Je tedy mi(B) > 0. Ozna¢me dile pro n pfiro-
zené By, mnoZinu, kterd vznikne translaci Bo 1/n, tj. B, = {y; y=xz+1/n, z € B}.
Diky invarianci lebesgueovy miry vzhledem k translaci vime, Ze kazd4 By, je méfitelnd
a mi(Br) = mi1(B). UkdZ%eme, %e tyto By jsou po dvou disjunktni, tj. Bs N By = 0
pro s # t. Maji-li By a B spoledny prvek b, pak z toho, Ze b € Bs plyne existence
¢ € B, 7e b=c+ 1/s a analogicky existence takového d € B, 7e b = d + 1/s. Potom
ale c—d =1/t —1/s je raciondlni, a tedy ¢ a d pat¥i do stejné t¥idy ekvivalence. Ale
podle konstrukce B = A, vime, Ze v ni z kazdé t¥idy ekvivalence existuje pravé jeden
prvek, a tedy je ¢ = d a t = s, coz dokazuje pozadované. Nakonec si v§imnéme, Ze

oo
D= U Bn C(0,2), a tedy musi byt m(D) < mq((0,2)) = 2. Na druhé stran& ze
n=1

o-aditivity miame
mi1 (D) =m1(B1) +mi(B2) +--- =mi(B) + mi(B) +--- = 400,
coZ je spor s méfitelnosti B.

Dodatek. Vsimnéte si, Ze jsme sice dokdzali existenci neméritelné mnoziny Ap,
ale nevime, ktera z mnozin A,, n € N to je — diitkaz neni konstruktivni.

Vidime, 7e tedy ne vSechny mnoziny jsou lebesgueovsky métitelné,
ale prakticky na neméritelnou mnozinu nenarazime. Mnoziny, se kterymi
bézné pracujeme, vznikaji z intervalit opakovanym pouzitim operaci sjed-
noceni nebo priiniku spoc¢etné mnoha mnozin ¢i operace mnozinového
rozdilu a v8echny takové mnoziny jsou borelovské a tedy méritelné.



