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Hlavni témata
@ Funkce komplexni proménné

@ Fourierova transformace, Laplaceova transformace,
Z-transformace
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Co se mimo jiné nau¢ime a co pozname:

s v

@ Komplexni €isla maji sviij geometricky Zivot. Rovina je
sféra bez bodu. Kruznice a pfimky jsou totéz! Komplexni
operace generuji fraktalni geometrii.

@ Uvidime, ze exponencialni funkce je periodicka
a logaritmovat Ize v8e kromé nuly.

@ Komplexni diferencovatelné funkce se vyrazne lisi od
realnych diferencovatelnych funkci. Jsou to pravé funkce,
které se rovnaji souctu své Taylorovy fady (ij. jsou to
.,nekonecné polynomy*).

@ Naucime se systematicky aproximovat funkce mocninnymi
a Laurentovymi fadami.
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@ Pomoci komplexnich transformaci prevratime signal vzaru
nohama a uvidime rozlozeni jeho frekvenci. Typicky signal
ma ryze komplexni spektrum.

@ Naucime se fesit diferencialni rovnice pomoci komplexnich
integralnich transformaci. Uvidime, Ze spojité i diskrétni
dynamické systémy (input-output aparatura) jsou vlastné
komplexni funkci.

@ Fibonacciho ¢isla fesi rovnici

Yni2 =Ynt1 +Yn

Yo = y1 = 1. Diskrétni problém? Vidime, Ze y, roste
v podstaté geometrickou fadou? Odpoved da rychle
integral a fada v komplexnim oboru.
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Komplexni analyza je mostem (sjednocenim) digitalniho
(diskrétniho) a analogového (spojitého) sveta

Naptikad Tustinova transformace, T > 0,

N 2z—1
TZz+1
spojuje diskrétni a spojity systém. Je bijekci mezi
otevienym jednotkovym kruhem a levou polorovinou
(vlastnost Mdbiovy transformace).

Kvantova Castice je typicky zadana posloupnosti
komplexnich &isel.

Svét je komplexni!
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1. Komplexni ¢isla a geometrie komplexni
roviny

Historie: Zavedeni komplexnich Cisel bylo motivovano snahou
hledat kofeny polynomd.

@ Geronimo Cardano (1501-1576) - vzorce pro feSeni
kvadratické a kubické rovnice

@ René Descartes (1596—1615) - pojem imaginarniho feSeni

@ Carl Friedrich Gauss (1777—-1855) - korektni zavedeni
komplexnich Cisel, komplexni rovina

@ William Rowan Hamilton (1805-1856) - komplexni Cisla
jako dvoijice cCisel realnych, zaved! i kvaterniony
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Chceme model rozSitujici mnozinu reélnych Cisel R
a obsahujici element (imaginarni jednotku) i tak, ze i = —1.

1.1. Definice. Symbolem C ozna¢ime mnoZinu usporadanych
dvojic {(x,y)| x,y € R} s nasledujicimi operacemi:

o SCitani: (x1, y1) + (X2, ¥2) = (X1 + X2, y1 + ¥2)

e Nasobeni: (X1, y1) - (X2, Y2) = (X1 X2 — Y1Y2, X1Y2 + X2)1)
C ...mnozina komplexnich Cisel

(1,0) - (x,y) = (x, y),

0,1)-(x,y

(0.1)- (x,¥) = (~y.x) atedy pro i ~ (0,1) plati
2 =(=1,0) ~ —1.

Obecné: (x,y) = x(1,0) + y(0,1) ~ x + iy.

 komplexni &isla se nasobi jako dvojéleny s vyuZitim 2 = —1.
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Terminologie a znaceni

z=x+iy, x,yeR

x =Rez...redlnd ¢ast, y =Imz...imaginarni cast
Z=x—1iy...Cislo komplexné sdruzené

|z| = /X2 + y2 = /zZ ...absolutni hodnota (modul)

Algebraické zékony:

212y =221, z1(2223) = (21 22) s,
Z4 (22 + Z3) =21 20 + Z1 Z3.

Pravidla pro konjugaci:
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Komplexni (Gaussova) rovina
Rez =|z|-cosp Imz =|z|-siny.

Argument: z # 0
Argz={p e R|z=|z| - (cosp +isinyp)}.
Hlavni hodnota argumentu: z # 0

argz € Argz, argz e (—m,m).

Priklad: zy =1 + i, Zo = %(1 — ivV/3).
21| = V2, cosp = @ =sinp=argzy = §.
‘22| :\@, COS@:%,sinsp:f@:arg22:7%'
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Geometricky vyznam scitani:
acC z—z+a

...posun v roviné o vektor a.

Geometricky vyznam nasobeni:
2y 2y = |z1] - (cospq + i sinpq) - |2 - (cos o + i sin ) =
|Z1]-| Z2|[cos @1 cos po—sin 1 sin wa—+i(cos @1 sin pa+sin o1 cos g2)]
= |z1] - |22[[cos(p1 + p2) + I sin(@1 + @2)]-

Tedy
121 - 22| = |z1] - | 22

arg zy + arg Zp € Arg(zy - 20).

z— za, kde a = |a|(cos ¢ + isin )

...otoc¢eni o Uhel p kolem pocCatku a pak stejnolehlost
se stfedem v pocatku a koeficientem |a|.
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Priklad:
Je dan trojuhelnik s vrcholy 1 + i, i, —1 + 2i. Otocte tento
trojuhelnik o pravy Uhel vzhledem k pocatku.

otocené vrcholy:
i(1+10)=—1+1,
P =1,
i(—1+2i))=—2—i

dalsi varianta: 1 —/j, 1,2 + /.
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e Déleni — inverzni operace k nasobeni

zy 212
Z  |z*

e Geometricka interpretace déleni:
z ..
zZ— - a=|al(cosp+isinp),a#0

1

...otoc¢eni o Uhel —p a stejnolehlost s koeficientem ER

Priklad:
1 X — iy X y

_ - iy .
X+iy x24y2 x2+y%2 x24y?
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1.2. Véta. Moivreova véta.
Pro z = |z|(cos ¢ + isin @) plati

Z" = |z|"(cos Ny + isin ).

Pfiklad:
(14 1)" = V2" (cos n% + isinn%).

e Binomicka rovnice: z" = a
|2|"(cos ny + isin ny) = |a|(cos v + isin)

2k
|z =+/]al, ne =1+ 2km, @:71/}_’_” il
Stacivzitk =0,1,...,n—1.

...vrcholy pravidelného n-thelnika na kruznici |z| = {/|a|.
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P¥iklad: Naleznéte v/1 — i. Tj. fedime rovnici z* = a, a=1—i.

‘a‘ = \/§7¢: _%

¢ . m 7m 15 3
thly: —15, 16> 16 » 16
8 ™
Z1 = \/é (COSE IS|n ﬁ)
o 7n 7n
Zo = \@<cos16+lsm 16>
B = 4
Zy = —2o.

,Odmocniny v komplexnim oboru jsou viceznacné funkce.”
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Vzdéalenost bodl z1, zo: |21 — 2o|.

Nerovnosti

Q |Rez|,|Imz| < |z

Q |z + w| < |z| + |w| (trojuhelnikova nerovnost)
Q |z+w| > ||zl - |wl|

Q |z| <|Rez|+|ImZ|.

Dikaz (2)

1z + wf?

(z+w)(Z +W) = |2)? + |W]? + (WZ + zW) =
= |z +|w|® + 2 Re(zW) < |z + |w|* + 2|z||w| =
= (lz] +|w])2
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2l = lz+w—w[<[z+w|[+|wl
wl = |z+w-2z|<|z+w|+]Z]
2] = [w] < [z+w]
w|—[z] < [z+w]

(4) Podle trojuhelnikové nerovnosti

|z| =|Rez +ilmz| <|Rez|+ |ilmz| =|Rez|+ |ImZz|.
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Poznamka: Na C nedefinujeme usporadani!
Zapis a < b implikuje a, b € R.

Cviceni — dulezité geometrické Utvary v roviné a jejich popis:
elz—a=r,r>0,acC

elz—al>r,r>0,acC

o [z1,20] ={z1 + t(zo — z1) | t € [0,1]} UseCka

eRez>5

o 7 <argz < %’T

ea#b,|z—al =|z—-b|...osausecky |a, b].
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Rovnice kruznice:

Azz+az+az +C=0,

kde A # 0, C jsou realna Cisla, a je komplexni a aa — AC > 0.
Ekvivalentni zapis:

aa - AC

z += y

(vypocet tabule)

Rovnice pfimky:

az+az +C=0,

kde a # 0 je komplexni a C je realné Cislo.

Zobecnéna kruznice (circline) = kruznice nebo pfimka
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Inverzni body vuci pfimce jsou body osové sdruzené.

Inverzni body vuci kruznici |z —a| =r:
body «, 3 lezici na polopfimce prochéazejici sttedem kruznice,
pro které plati

lo—a|-|8—al =r2
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K={z||z—al=r}

Kruhova inverze vuci K je zobrazeni

Kruhova inverze najde k danému bodu bod inverzni.

e transformace z — 1/Zz realizuje kruhovou inverzi vuci
jednotkové kruznici.
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Rozsifena rovina komplexnich Cisel a Riemannova sféra
Riemannova sféra

1
S:x‘2+y2+(u—1/2)2:Z
neboli

X+y?+u?=u.
®(z) ...stereograficka projekce C na S\ N, kde N = [0,0,1].
Pro z = x + iy je ®(z) prusecCik pfimky spojujicici z a N se
sférou S. ¢ je vzajemné jednoznacné zobrazeni C na S\ {N}.

North pole
ST TN
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Analytické vyjadreni stereografické projekce:
primka:

[0,0,1] + {[(x,y,0) — (0,0,1)] = [tx, ty,1 — {].
Dosazeno do rovnice sféry:

Px2+ 2y +(1-t)2=1—t

1

2 2 2

1 — = =

F(1+x“+y)—t=0=t T X212
X y X%+ y?

d(x +1iy) =

T+Xx24+y2" 14+ x24+y2" 14 x2+y2]
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e Co odpovida rovnobézkam?
Kruznice se stfedem v pocatku.

e Co odpovida kulovému vrchliku?
VnéjsSek kruhu se stfedem v pocCatku.

Jaké utvary v C se zobrazi na kruznice na S?
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Kazda kruznice je pranik S s rovinou
ax+by+cu=d.
Slozky ® musi vyhovovat této rovnici, tj.

ax by c(x® + y?)

=(c—d)(x®*+y?)+ax+by=d.
¢ # d...rovnice kruznice
¢ = d ...rovnice primky (pravé kdyz jdeme pres severni pdl)

kruznice na S «—— zobecnéné kruznice v C.

Jan Hamhalter https://math.fel.cvut.cz/en/people/hamhalte/ Komplexni analyza 25/353



Klaudios Ptolemaios (100—160 n.l.)

Ptolemaiova véta

Kazda kruZnice na kulové plose, jeZ neprochazi jejim severnim
pdlem, se pfiinverzni stereografické projekci zobrazi na kruZnici.

Jan Hamhalter https://math.fel.cvut.cz/en/people/hamhalte/

Komplexni analyza 26/353






M. Kfizek, L. Somer, A. Solcova: Deset matematickych vét
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~_Obranik Kozor >

©
e
nevess S

__ obraiik Rk

kit Raka a Kozoroha, nebeského rovniku a ekliptiky

Obr. 2. Stereograficka projekce obratni
dané koule je roven poloméru |JN'| stereogra-

(nahofe bokorys, dole piidorys). Primér |./5]
fické projekce rovniku

polomér sféry: asi 40 cm

zajimavé kruznice: ekliptika, obratnik raka, obratnik kozoroha
obzornik, den a noc, ... ,
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Zavedeni nekonecna v komplexnim oboru:

Na sféfe se blizime k N <= |z]| — oc.

N~oo S~CuU{oco}=C... rozsitena komplexni rovina
Rozsirena aritmetika: pro a € C.

—00 = 00, aioo:oo,gzo,g:ooproa#o.

Jan Hamhalter https://math.fel.cvut.cz/en/people/hamhalte/ Komplexni analyza 30/353



2. Zakladni pojmy analyzy v C

e Zakladem analyzy je pojem limity, k tomu potfebujeme pojem
okoli bodu z € C.

U(z) = U(z,e) = {w e C| |w— 2| < &}

...e-okoli bodu z, (¢ > 0).

U(z,e)\{z}

... prstencové okoli bodu z.

U(oo,e) ={weC||w| > ¢}

...okoli nekonec¢na.
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2.1. Definice. Posloupnost (z,) ¢ C ma limitu z € C, jestlize
pro kazdé okoli U(z) plati, Ze pouze kone¢né mnoho ¢lend
posloupnosti (z,) nelezi v U(z).

2.2. Tvrzeni.

@ limp_,o 2p = z € C pravé tehdy, kdyZ limp_,o |2 — zn| = 0.

Q limy_.o 2, = z € C pravé tehdy, kdyZ limp o, Rez, = Re z
a soucasné limp_oo Imz, = Im z.

Q limp o0 Zn = 0o pravé tehdy, kdyz limp o |Zn| = 0.
Dikaz: (1), (3) Zfrejmé
(@)

|Re(2— 20). | Im(z ~ 20)| < |2~ 20| < |Re(z ~ 20)] + | Im(z — 21)|
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Priklad
ezp=(1+1)"4icos ]

limn_yo0 Zn = liMpoyoo(1 + 2)7 4+ ilimpoo cos + = €+ i
e limp_oo(—1)"Nn = 0.

Tato limita neexistuje v oboru reélnych Cisel!
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2.3. Definice.
@ Bod z € M je vnitinim bodem mnoziny M, jestlize existuje
okoli U(z,¢), pro které je U(z,e) C M.
@ Bod z € C se nazyva hranicnim bodem mnoziny M, jestlize
pro kazdé jeho okoli U(z, <) plati

U(z,e) N M # () a soucasné U(z,e) N (C\ M) # 0.

© Mnozina vSech hrani¢nich bodd mnoziny M se nazyva
hranice mnoziny M a znaci se oM.

@ Uzavér M mnoziny M je definovan jako M U OM. Mnoziny,
pro které plati, Ze M = M se nazyvaji uzaviené.
@ Mnoziny, jejichz kazdy bod je vnitini, se nazyvaji oteviené.

Jan Hamhalter https://math.fel.cvut.cz/en/people/hamhalte/ Komplexni analyza 34 /353



@ o(M) =9(C\ M).

@ M je uzaviena pravé tehdy, kdyz OM c M.

© M je oteviend praveé tehdy, kdyz M N oM = ().
O M je uzaviena < C\ M je oteviena.

© 0 a C jsou oteviené a uzaviené zaroven.
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~Souvisly celek nelze roztrhnout na dvé ¢asti.”

2.4. Definice. Mnozina D c C neni souvisla, jestlize existuji
dvé oteviené mnoziny G a H v C takové, ze
@ D c GU H (pokryvame),
Q@ GnD#APaHND#MDaGnNHND = (. (netrivialni
disjunktni pokryti)
V opacném pripadé nazyvame mnozinu D souvislou.
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2.5. Tvrzeni. Usecka [a, b] je souvisla mnoZina.
Dlkaz: pfednaska — tabule

2.6. Definice. Souvisla oteviena mnozina se nazyva oblast.

2.7. Véta. Necht G C C je oteviena neprazdna mnoZina. Pak
nasledujici tvrzeni jsou ekvivalentni.

@ Kazdé dva body z G Ize spojit lomenou c¢arou leZici v G.
@ G je oblast.

Dlkaz: prednaska — tabule, skripta
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2.8. Definice. Mnozina G C C se nazyva konvexni, jestlize |ze
kazdé dva body z G spoijit useckou lezici v G.

2.9. Tvrzeni. Oteviena konvexni mnoZina je oblast.

e Opacné tvrzeni neplati!

Budeme zachéazet s oblastmi, které ,nemaji diry*.

Jan Hamhalter https://math.fel.cvut.cz/en/people/hamhalte/ Komplexni analyza 38/353



2.10. Definice. Oblast G c C se nazyva jednoduse souvisla,
jestlize jeji steregraficka projekce ¢(G) na Riemannovu sféru
ma souvisly doplnék.

2.11. Tvrzeni. Omezena oblast G C C je jednoduse souvisla
prave tehdy, kdyz C \ G je souvisla mnoZina.
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2.12. Tvrzeni. Oteviena konvexni mnoZina G je jednoduse
souvisla.

Dlkaz: Lze predpokladat, ze 0 € G. Dva body v dopliku ¢(G)
Ize spojit poledniky prochazejicimi pfes severni pol. Detaily:
prednaska — tabule.
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3. Holomorfni funkce

3.1. Funkce komplexni proménné

3.1. Definice. f: D(f) — C, D(f) C C je komplexni funkce.

mozné interpretace:

o f(x+iy)=u(x,y)+iv(x,y), x,y eR
dvojice realnych funkci — vektorové pole.
Ref=u,Imf=v.

e z — f(z) ...jista transformace roviny
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Pfiklad: f(z) = Z2.
(x +iy)? = x? — y? + i2xy

ux,y)=x>—y%  v(x,y)=2xy

tan
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geometricky:

Z|(cos o + i sin ) — |z|?(cos 2¢ + isin 2¢).
¥ 12 12

napfiklad: 1. kvadrant — horni polorovina;
horni polorovina — C \ R™.

Deformace soufadnicoveé sité:
Rez=c — {(c® — t?) + i2ct| t € R}.
c=0...R™

¢ # 0 ...parabola.
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3.2. Definice. Necht f: C — C je komplexni funkce

azy € CU{oco}. Rekneme, ze f ma limitu A € C U {co} v bodé
2y, jestlize pro kazdé okoli U(A, ¢) existuje okoli U(zy, 9)
takové, Ze kazdy bod z € U(zy,0) \ {20} se zobrazi do U(A,¢).

Rekneme, Ze f je spojita v bodé z, € C, jestlize

lim f(z) = f(z).

Z—2y

Priklady:

1) lim,_,0 Z neexistuje.

2) limz_yo0 2% = 0.

3) lim,_,0 1 = oo na rozdil od realného oboru!

Funkce f(z) = arg z je spojitd v C \ R~. Pfechodem pres
zapornou Cast realné osy zaznamename skok 2.
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3.2. Diferencovatelnost komplexnich funkci

3.3. Definice. Komplexni funkce f(z) ma v bodé z € C
derivaci, jestlize existuje vlastni limita

i f(z+ h) —f(2)
o0 h ’

Hodnota této limity se oznacuje f'(z).

Dvourozmeérnost limity ma silné disledky.

Pro derivovani plati bézna pravidla se stejnym dikazem jako
v realném oboru.
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(f+9)(2) = F(2) + ¢(2).
(fg)(2) = F'(2)9(2) + 9'(2)f(2).
(

[

_ 1292129 (2) jo.fi g(2) 0.

g%(2)

)
f(9(2))]' = F(9(2))9'(2)-

Je-li g inverzni funkce k funkci f, pak

za predpokladu, ze derivace f'(g(z)) existuje a je
nenulova.
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Priklad: UrCete f'(z) pro f(z) = z", ne N.

f'(z) = nz" 1.

Ovéfime indukci: n=1...f(z) = 1.
Necht hypotéza plati pro n. Pak

(Z"Y =(z-2"Y =2"+z-n- 2" = (n+1)2".

Priklad: f(z) = Re z.

f(z4+h)—1f(z) Reh
h ~h

Limita pro h — 0 tohoto vyrazu neexistuje (testujte limity po
osach). Toto f je pfiklad spojité funkce, ktera nema derivaci
v zadném bodé. Najdete takto snadno pfiklad realné funkce
s tymiz vlastnostmi?
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3.4. Véta. Necht f je diferencovatelna v bodé z = x + iy. Pak
realna slozka u i imaginarni sloZka v funkce f maji parcialni de-
rivace v bodé (x,y). Tyto parcialni derivace splriuji nasledujici
Cauchy-Riemannovy podminky:

ou ov ou ov
a(xay)_@(xay% @(va)__aix(xvy)'
Navic plati, Ze

ou .0V
f/(Z) = aix(xvy) + Iaix()“y)’
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Dikaz: f/(z) = limp._,o {EN=12),

Jdeme po redlné ose:

f/(z) _ lim U(X+h,y)—U(X,y)+iV(X+h,y)—V(X,y)
h—0,heR h h
ou .0V
- 87(X7y)+la(x7y)'

Jdeme po imaginérni ose:

f/(z) _ lim U(Xay+l?)*u(x,y)+iV(X,y+I'.7)—V(X’y)
h—0,heR ih ih
10u

v
Iay(xay) + aiy(xay)

— Cauchy-Riemannovy podminky.
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Priklad: f(z) = Z, f(2) = x — iy, % =1; %; — 1,
Tedy f nema derivaci v zadném bodé.

Priklad: f(z) =1 proRez #0AImz #0; f(z) = 0 jinak.
Parcialni derivace u a v jsou v bodé (0, 0) nulové, nicméné

_(h) - £(0)
flyino h hs0 h

neexistuje.

3.5. Véta. Komplexni funkce f(z) ma v bodé z = x + iy derivaci
prave tehdy, kdyZz jeji sloZky u a v splriuji Cauchy-Riemannovy
podminky a maji obé totalni diferencial v bodé (x, y).

Spojitost parcialnich derivaci + Cauchy-Riemannovy podminky
= existence derivace.
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3.3. Holomorfni funkce

3.6. Definice. Funkce f je holomorfni v oteviené mnoziné
G C C, jestlize ma derivaci v kazdém bodé mnoziny G.
Funkce f je holomorfni v bodé zj, je-li holomorfni v néjakém
okoli bodu z.

3.7. Tvrzeni. Je-li f holomorfni v oteviené mnoZiné G, pak je
v G spojita.

Dlkaz zcela stejny jako v redlném pripadé.

3.8. Véta. Ma-li funkce f nulovou derivaci v oblasti G, pak je
konstantni.

Dlkaz: nulovost derivace = nulovost parcialnich derivaci
slozek + véta o stfedni hodnoté = f je konstantni.
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Dal$i vyznam derivace — zachovani uhlt, konformita.

¢ :[a,b] — C...parametrizace kfivky C.
t € [a,b]. At ¢'(t) # 0 pro vSechna t € (a, b).

TeCna ke krivce v bodé ¢(ty), fh € (a,b), ...
z = (b)) + s¢'(h): s€R.

KFivky s parametrizacemi o1 (t), t € [a, b], ¥ (t) # 0, pro
v8echna t € (a, b)

a ¢a(8); s € [c, d], p5(s) # 0, pro vSechna s € (c, d).
Uhel kiivek v bodé ©1 (to) = 4,02(8()) = Uhel teCen ...

arg ¢4 (f) — arg (o)

Co se déje v transformaci z — f(z) s uhly?
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3.9. Véta. Véta o zachovani uhlu. Necht f je holomorfni

v oblasti G. Pfredpokladejme, Ze p1(t) a p2(S) jsou
parametrizace dvou kfivek Cy a C, leZicich v G, které se
protinaji v bodé z = p1(to) = w2(So)- At (o) # 0. (o) # 0.
Necht f'(z) # 0. Pak f zachova uhel mezi kfivkami Cy a C,.

Dikaz:
(foer)(to) _ F(2)¢i(t) _ ¢4(to)
(fowa)(s0)  f(2)pa(S0)  ¥5(S0)
Z toho vyplyva:

arg(fop1)' (o) —arg(fopz)'(So) = arg ¥ (fo) —arg ¥h(So) mod 2.
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Piiklad: 7(z) = z2. Uvazujme dvé kolmé pfimky
p1 ={1+it| t e R}, t=1,

po={s+i|seR}, s=1.
f(py) = {1 — 2 4 2it| t € R}.
f(p2) = {8 — 1+ 2is| s € R}.

Vektory te¢en jsou kolmé:
(—2t,2) tj. pro t = 1 je vektor teCny (-2, 2),
(2s,2) tj. pro s = 1 je vektor teCny (2, 2).

Pro z =0 je f'(z) = 0 a Uhly se nezachovaiji.
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3.10. Definice. Holomorfni funkce v oteviené mnoziné G se
nazyva konformni, jestlize f(z) # 0 pro vSechna z € G.

3.11. Tvrzeni. SloZeni dvou konformnich zobrazeni je
konformni zobrazeni. Inverze k prostému konformnimu
zobrazeni je konformni.

ZaloZeno na skuteénosti, ze (fo g)'(z) = f'(9(2)) - g'(z) a
(F1)(2) = W
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Holomorfni a harmonické funkce

Predpokladejme, ze
f(z) = u(x,y) + iv(x, y).

f je holomorfni v G a u, v maji spojité parcialni derivace
druhého fadu v G. Vezméme Cauchy-Riemannovy podminky:

ou_ov. ou_ oy
ox oy’ dy  0x
Prvni identitu derivujme podle x a druhou podle y. Dostaneme

Pu  OPv 5%u %

ox2 _ oxdy'  9y2  aydx

Tedy u spliiuje Laplaceovu rovnici

Py Fu_
ox2  oy?
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Taktéz v splfiuje Laplaceovu rovnici.

Funkce splnujici Laplaceovu rovnici se nazyvaji harmonické.

Zavér: Redlna a imaginarni slozka holomorfni funkce je
harmonicka.
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3.4. Elementarni funkce

Afinni funkce

f(z) =az+ b, a+0, beC.
Slozeni rotace, stejnolehlosti a posunu.
f(z)=a

f je holomorfni v C, f(o0) = oc.
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Polynomy
polynom stupné n:

1

f(z)=ayz"+a1z" '+ +ap_1z+an ag#0.

Holomorfni funkce v C, konformni az na koneéné mnoho bodu.

3.12. Véta. Zakladni véta algebry.
Kazdy polynom stupné alespori jedna ma alespon jeden
komplexni koren.
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Linearni lomené zobrazeni (Mébbiova transformace)

az+b
f(z)_m ad — bc #0,c #0.
Neboli 1
> (bc — ad
f(z):§+c2(7d)
C Z+ 3

Tedy f je sloZeni afinnich zobrazeni, kruhové inverze vUCi
jednotkovému kruhu a osové soumeérnosti dle realné osy.

Jan Hamhalter https h.fel.cvut.cz/en/people/hamhalte/ Komplexni analyza 61/353



e SloZzenim linearnich lomenych zobrazeni je linearni lomené
zobrazeni.

e Linearni lomené zobrazeni je prosté, jeho inverze je opét
linearni lomené zobrazeni.

Dodefinovani v rozSifené komplexni roviné:
f(o0) = a f <—ch> = 0.

Priklad: Naleznéte Mobiouvu transformaci, ktera zobrazi
polorovinu Im z > 0 na otevfeny jednotkovy kruh.

Regeni:
Imz>0&s|z—i<|z+i] &

Tedy f(z) = 2.

|z—i|
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Dalezity princip:

3.13. Véta. Linearni lomené zobrazeni zachovda zobecnéné
kruZnice a body inverzni vici nim.

Rozsiteni definice: stfed kruznice je sdruzeny s co. Princip plati
i pro tuto dvoijici.

Poznamka: Princip se tyk& zachovani kruznic na sféfe. Pokud

je linearni lomené zobrazeni tvaru f(z) = ‘gjjrg, pak

F(C\{—d/c})=C\{a/c}.

Pfimka se tedy zobrazi bud’ na pfimku, nebo na kruznici bez
bodu a/c.
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Pfiklad: f(z) = i1=Z. Urete obraz jednotkové kruznice.
1 € K — oo a tedy obraz je ptimka. (Staci tedy vzit obraz dvou
bodu.)
00 — —I,
0—i

implikuje, ze i a —i jsou sdruzené, a tedy obraz je jejich osa
— realna osa.
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Racionalni funkce

kde p a g jsou polynomy.
Racionalni funkce f je holomorfni v C az na kofeny polynomu q.
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Exponencialni funkce

e? = e®?(cos(Im z) + isin(Im 2)),z € C.

u(x,y) = € cosy, v(x,y) = € siny.

(a) Magnitude of exp(z)
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Cauchy-Riemannovy podminky + spojitost derivaci — € je
holomorfni v C.

ou ov
z/ __ YY i
e + Iax

= = eXcosy + ieXsiny = €°.
ox y y

e‘ # 0 = €& je konformni v C.
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Eulerova identita:

€' = cos p + isin ¢, peR.

B i Instituie of Technology
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Nékteré vlastnosti exponencialni funkce:
o |eZ| — eRez

e e? . g% = giitz

Q &7t2m = ¢7. 2™ = ¢Z. Perioda 27l
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Pfiklad: Reste rovnici e? = z, kde z € C \ {0}.
e? = |z| - (cos(arg z) + isin(arg 2)).
= Rea=In|z|, Ima=argz +2km, k € Z.
Mnozina feSeni je

{In|z| +i(argz + 2km) | k € Z}.
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Deformace souradnicové sité:
ve ={z€ C| Rez=c}.

e =etV=gf.eY yeR

.kruznice s polomérem e°.

he={ze€C| Imz=c}
e =t =¢e". e xcR

. polopfimka bez pocatku, Uhel c.

Priklad: Na co zobrazi e nasledujici mnoziny?
@{z| —v<Imz <=},

(b){z] =7 <Rez <7},

() {z| 0 <Rez <Inm}.
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Logaritmus

z#0
Lnz ={In|z|+iargz + 2kni| k € Z}.

Hlavni vétev logaritmu

z#0

Inz =In|z|+iargz.

Hlavni vétev logaritmu je inverzni funkci k € na mnoziné
{zeC| —m<Imz <7}

\J‘

il ”J | /J” ’

(b) Im(Log z)
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Priklady:

Ln1 = {2kni| k € Z},

In1 =0,
In(1 4 i) = InV2 + in/4,
In(—1) = =i.

e In z je spojitd funkce na mnoziné D =C\ {—t|t € R, t > 0}.
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Zkoumejme diferencovatelnost funkce In z na mnoziné D.
Definujme funkci f(z) na otevieném pasu

P={zeC| —n<Imz<n}
f(z) = €.

Funkce f(z) je prosta a jeji obor hodnot je oblast D.
Inverzni funkce g(z) k funkci f(z) je funkce

g:D—>P:z—Inz.

Podle véty o derivaci inverzni funkce mame

1 1 1

IO =Ty~

Zavér:

(Inz)’:; na D.
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Goniometrické a hyperbolické funkce

z e% +e 7 L, & te’
COs”Z = ———— CcoS =
2 ’ 2
- iz efiz L zZ_ g2
sin = sin =
2i ’ 2

Osbornova pravidla:
cos iz = cosh z, siniz = isinh z.
Reélné a imaginarni slozky: (x, y € R)
cos(X + Iy) = cos x cosh y — isin X sinh y

sin(X 4 Iy) = sin X cosh y + i cos X sinh y
vypocCet ze vzorce, soucCtové vzorce, ...

Identity plati stejné.
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sinz =0« z=km, k € Z.

sinz
= 2+ kr|keZ
6z = 2 2y (nj24kn|ke),
cos Z
= krm| k e Z}.
cotg z inz’ z¢{kn|keZ}

Pro derivace plati stejné vzorce jako v redlném oboru.
Napf.:

= COs Z.

S
) ;o eIZ . e 1z B IeIZ + Ie 1z B eIZ _"_ e 1z
Gnzy=\—%—) =~ 2
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Cyklometrické funkce

mnohoznacné funkce:

Arcsinz ={ae C]| sina =z}
Arccosz ={acC| cosa =z}

Daji se logaritmicky vyjadfit:

Arcsinz = {—ia| a € Ln(iz +w),w € V1 - 22}

Vypocet:
eia . e—ia
—_— = Z.
2i
substituce: p = e,

p—;:2iz —p?-2izp—-1=0
iz £V4ZZ+4

+Vv1-2Z2
P12 5 Iz z
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Priklad: Rovnice tg a = z ma feSeni pravé tehdy, kdyz
z ¢ {i,—i}. Mnozinou feSeni je

1 140z
— LN —.
2i 1—-1iz
Vypocet: . ' .
sina  ed—e g?la _ 1

cosa i(e@+ e—ia) - i(e%a + 1)
Substituce: €?@ = p

p—1:iz(p+1)<:>p:1tg, zZ#—i

; 1+iz
eZIa _

11—z

z #i. Pak
aéan1+iZ
2i 1—iz
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Muzeme definovat vétve:

te 7 1 In 14z
arc = — —.
& 2i 1—1iz

Tato funkce je diferencovatelna pravé tehdy, kdyz
1412 ¢ (—o0,0). Domaci cviceni:

1+1iz
1—-iz

€ (—o00, —1)U(=1,0) <= z € {it| |t| > 1}.

Derivace této funkce:
11—1iz '(1 —iz) = (1 +iz)(=i)
2i1+iz (1 —iz)?

B 1 B 1

(41 —iz2)  z22+1

(arctg z)' =
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4. Integralni reprezentace holomorfni funkce

4.1. Krivkovy integral a primitivni funkce

Motivace: hledame primitivni funkci.

4.1. Definice. MnozZina C se nazyva oblouk, jestlize existuje
spojité zobrazeni

p:lab] - C
intervalu [a, b] na mnozinu C splnujici nésledujici podminky:

@ o je prosté zobrazeni,
@ ¢ ma spojitou a nenulovou derivaci na (a, b). V krajnich
bodech existuji jednostranné drivace.
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4.2. Definice. Mnozina C C C se nazyva krivka, jestlize
existuje spojité zobrazeni

T2 [av b] — C, 90([37 b]) =C

takové, Ze [a, b] Ize rozdélit na kone¢né mnoho podintervall
tak, ze na kazdém dil¢im intervalu ma ¢ vlastnosti (i) a (ii)

v definici oblouku. Navic Zadame, aby ¢ bylo prosté zobrazeni
az na kone¢né mnoho bodu.

Zobrazeni ¢ se nazyva parametrizaci oblouku nebo kfivky C.

Kfivka se nazyva uzaviena, jestlize p(a) = ¢(b). Kfivka se
nazyva jednoducha, jestlize ¢(t) # ¢(s) pro vSechna s # t
s vyjimkou pocatecniho a koncového bodu.

Jan Hamhalter https://math.fel.cvut.cz/en/people/hamhalte/ Komplexni analyza 82/353



Te€ny vektor ... ¢ ().

Délka kfivky ... I(C) = [2|¢/(t)| dt.

Orientace .. .zpUsob probihani kfivky, kladna a zaporna.
Priklady:

1. Usecka [a, b].

o(t)=a+t(b— a), t€[0,1],
Jty=b-a.

2. Elipsa se strtedem 1 + i, poloosy a=1,b = 2, osy
rovnobézné se soufadnou soustavou.

Sp(t):1—|—l—|—COSt+2lsmt; tE[O,Zﬂ'],
¢'(t) = —sint+ 2j cost.
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3. Elipsa, stejné parametry, osy rovnobézné s osami kvadrantu.

o(t) =1 +i+e%{(cost+2isin f) t € [0,2n7],
O(t) = e% (—sint + 2icos ).

4.3. Definice. Uzaviena jednoducha kfivka se nazyva
Jordanova krivka.

4.4. Véta. Jordanova véta.
Je-li C Jordanova krivka, pak
C\ C je sjednocenim omezené oblasti a neomezené oblasti.

Int(C) ...omezend oblast, vnitrek kFivky,
Ext(C) ...neomezen4 oblast, vnéjsek krivky.
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4.5. Definice. Necht C je kfivka s parametrizaci ¢ : [a,b] — C
a necht f: C — C je funkce spoijita v bodech kfivky C. Kfivkovy
integral funkce f podél krivky C je (komplexni Cislo)

/f dz—/f S (t)dt.

Piiklad: [, (z — 2z0)"dz, kde k € Z a C je kladné orientovana
kruznice se stfedem v bodé zy; a polomérem r > 0.

o(t)=z+ret, telo,2x]
O(t)=rie.
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J

Je-li k = —1, je vysledek 27i.
Je-li k # —1, pokraCujeme:

0

27 ) ) 2T
(z—z)kdz = / rke'Kire'tdt = rkt1j / e/(ktt gt
0

' k+1[ei(k+1)z]27r
itk+1)],
2ni k= -1
/(z—zo)kdz: i
c 0  k#-1.
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Vyjadfeni komplexniho integralu pomoci kfivkového integralu
z vektorového pole — viz tabule. Kfivkovy integral je stejny pro
vSechny parametrizace davajici stejnou orientaci. (Nedokazuje
se — viz skripta)

Znaceni:
—C ...kfivka s opacnou orientaci
Ci + G, ...napojeni navazujicich kiivek C; a Co.

Vlastnosti kFivkového integralu:

° [of(z z)dz = [, f(z)dz + [ 9(2)
ofcaf dZ—afC dZ a € C,
o [ f(2)dz=—[,f(z

° fc1+cz f(z)dz = [, f(z)derfC2 f(z)dz.
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Technické priklady:
P¥iklad 1. / %dz, C e setka C = [i,1].
C

e(ty=t+ (1 —=1t)i, te]0,1],
Ot)y=1—1

1 1 1
—dz= [ ——— . (1—i)dt
/czdz /0 t+(1—1)i ( )
V(1 -1)i
—(1—i) [ T gt
( ')/0 21112
1 7
:/ i 1+2tdt
o 22— 2t +1
<! —i 1 2t
-0 [ 21‘2—2t+1dt+/ o2 2t 41

! 1 4t — 2
——// / dt
0 22 21410 22 —2t+1
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1 1
2 2
- = _[4(t— =)2 +1
2t — 2t +1 2[ (t 2) +1]
PokraCovani vypoctu:
1 1
1 1 4t -2
—i | s dt+ - | 5 dt
'/0 212 — 2t + 1 +2/0 512 _ 2t + 1

1 1
——i[arctg2<t—;>} +;[|n\2t2—2t+1@
0 0

_ T
— i
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Priklad 2.

Jc z°2dz, kde C je kladné orientovana kfivka — sjednoceni
intervalu [—R, R] (R > 0) na realné ose a horni polokruznice
se stfredem v pocatku a polomérem R.

901(1.) =1, te [7R7 R]
3 2

2 “R3
/_Rt dt_M iR

() = Re",  tel0,n].

/7r ReliRetdi= LR = 250
0 3 3

0
/dez=o
C
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4.6. Véta. Odhad modulu krivkového integralu. Necht C je
kiivka a f(z) funkce spojita v bodech krivky C. Pak

/c f(z)dz

Dlkaz — prednaska.

< max [f(2)| - [(C).

Pouzivame ve varianté:
Je-li |[f(z)| < M pro v8echna z € C, pak

/Cf(z) dz

P¥iklad: Odhadnéte velikost [, 1/zdz, kde C je kruznice

lz—1|=2.
/1/zdz
c

< M- I(C).

1
< max— 4w < 4r.
ze

¢ |2|
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Priklad: Urcete limitu

. _ a2
lim / e ¥ dz,
R—o0 Cr

kde a > 0 a Cg je Usecka [R, R + ip], kde R,p > 0.

Reseni:
zeCr&z=R+1iy, y €]0,p].

’e—a22| _ ‘e—a(R2+2iRy—y2)| _ e—aR2 eay2 < e—aR2 eapz'

/ e 3 4z
Cr

2 2
<e e .p 5 0proR— .
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Stejnomérna konvergence posloupnosti funkci (f,(2)) k funkci
f(z) na mnoziné M c C znamena

lim sup |f2(2) — f(2)| = 0.

n—oo zeM

4.7. Tvrzeni. Jestlize (f5(2)) je posloupnost spojitych funkci
stejnomérné konvergujicich k funkci f na kfivce C, pak

nli_)moo/cfn(z)dz:/cf(z)dz.

Duakaz:

/ fn(z) — f(z)dz
c

/Cfn(z)dz—/cf(z)dz

< sup |fa(2) — f(2)| - I(C) = 0, n — oo.
zeC
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4.8. Tvrzeni. Necht f je funkce spojita v bode zy € C. Pak

1
lim — f(z)dz = f(zy).
LY . (2) (20)

Dlkaz:
1

1 / f(2)dz — f(z)
hJizo.201h]
)
/ [f(20 + th) — f(20)] Ot
0
f je spojita v bodé zy —> pro kazdé predepsané ¢ je

[f(zo + th) — f(z0)| < €

_ '2/01 (20 + thhdt — f(2)

pro dostatecné mala |h|. Tedy i

/ f(z)dz — f(zp)| < e.
h [20,20+h]
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Primitivni funkce je v realném pripadé konstruovana jako
neurcity integral F(x f f(t) dt. Kazda spojita realna funkce
ma funkci pr|m|t|vn|

vvvvvv

V komplexnim oboru je situace slozitéjsi — vice moznosti kfivek
vedoucich k danému bodu.

4.9. Definice. Necht G c C je oteviena mnozina. Funkce F(z)
se nazyva funkce primitivni k funkci f(z) na mnoziné G, jestlize

F'(z) = f(2) pro kazdé z € G.

4.10. Definice. Krivkovy integral funkce f na oblasti G nezavisi
na ceste, jestlize

/ f(z)dz = f(z)dz
o C

pro vSechny kfivky Cy, Co C G se stejnym koncovym
a pocateCnim bodem.
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Nezavislost na cesté odpovida konzervativnimu poli ve fyzice.

4.11. Tvrzeni. Kfivkovy integral funkce f v oblasti G nezavisi
na cesté prave tehdy, kdyz

/Cf(z)dz ~0

pro kazdou uzavrenou krivku C lezici v G.

4.12. Véta. Newtonova-Leibnizova formule. Necht F(z) je pri-
mitivni funkce k funkci f(z) na oblasti G. Necht C je kfivka leZici
v G s pocatecnim bodem z; a koncovym bodem z,. Pak plati

/Cf(z) dz = F(z) — F(zy).
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Dlkaz: ¢ : [a, b] — C parametrizace kfivky C.

/fz)dz_/ f(p(t)

= [F(e(0)]2
= F(o(b)) — F(¢(a))
= F(z2) — F(z1).

Dusledek: Ma-li f primitivni funkci, pak jeji kfivkovy integral
nezavisi na ceste.

e Re z je priklad funkce spojité v C, ktera nema primitivni funkci,
nebot napf. [, Rezdz =i +# 0, kde C je hranice jednotkového
Ctverce s vrcholy 0, 1, 1+, i.
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Priklad: [, 1/zdz, C...[i,1].

1 .
/dz:ln1—lni:—l7r.
CZ

4.13. Véta. Necht G je oblast a f(z) spojita funkce na G. Nasle-
aujici tvrzeni jsou ekvivalentni:

@ Funkce f(z) ma primitivni funkci na oblasti G.
Q Kr’ivkovy integral funkce f(z) nezavisi na cesté.

Q /. f(z)dz = 0 pro kazdou uzavienou (Jordanovu) kfivku C
/ez:c: v G.

\V)

Dlkaz: prednaska, skripta.
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Priklad:

Ie z2dz, kde C je kladné orientovana kfivka — sjednoceni
intervalu [-R, R] (R > 0) na realné ose a horni polokruznice
se stfedem v pocatku a polomérem R.

Funkce z — 2% ma v C primitivni funkci, a tudiz integrél je
nulovy.

4.14. Véta. Funkce f(z) mé v konvexni oblasti G primitivni
funkci praveé tehdy, kdyz [, f(z)dz = 0 pro kaZdy obvod troj-
uhelnika C leziciho v G.
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4.2. Cauchyova véta

Cauchy 1814 — za predpokladu spojitosti derivace, pouzil
vpodstaté Greenovu vétu.

Goursant v pozdnim 19 stoleti — obecny pfipad.

4.15. Véta. Cauchyova veta. Necht f je holomorfni funkce v jed-
noduse souvislé oblasti. Pak

/Cf(z) dz=0

pro kazdou uzavrenou krivku C C G.

Dusledek: Kazda holomorfni funkce ma v jednoduse souvislé
oblasti primitivni funkci.
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Dikaz Cauchyovy véety pomoci Greenovy véty — skripta,
prednaska.

Priklad:
z

c(z—1)p3(2+z+ 1)d
kde C je jakakoliv Jordanova kfivka majici body

z=0,

14 V3
1, —+%

ve své vneéjSi oblasti.
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@ V Cauchyové vété je dulezité, aby se vnitfni oblast kfivky
dala ,zabalit* do jednoduse souvislé mnoziny.

@ Predpoklad jednoduché souvislosti je v Cauchyové véte
podstatny — integral funkce } pres jednotkovou kruznici je
roven 2mi.

Priklad: Aplikace Cauchyovy véty na vypocet Fourierova
obrazu gaussovské funkce.

o0 > i
/ e e Pl gt
—0Q

kde p je realny parametr, pomoci Laplaceova integralu

/ e~ dt = /.

—00

Spoctéte integral
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0 . 0 p 2 2 0 in\2
/ et e"ptdt:/ e (H58) % gt — e‘a/ e (t+2) gt
—00 —o0

—00

(substituce u =t + ’5”)
Ukazeme, ze

coz da vysledek
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Predpokladejme, Zze p > 0.

Vezméme kladné orientovany obvod obdélnika s vrcholy —R,
R, R+ ip, —R + ip jako kfivku Cgr a uplatnéme Cauchyovu vétu
na funkci f(z) = e~#*. Dostaneme

/ e % dz=0.
Cr

Horizontalni Usecky Cy, Cs, vertikalni C,, C4. Na zakladé
predchoziho pfikladu mame pro i = 2,4:

lim /C,- f(z)dz = 0.

R—o0

Limitnim pfechodem R — oo v identité

4
> | f(z)dz=0
i=1 7 Ci
dostaneme
0o 5 oco+ip/2 5
/ e ! dt—/ e dt=0.
—o0 —oo+ip/2
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4.16. Véta. Princip deformace.

Predpokladejme, Ze Cy a C, jsou Jordanovy kfivky s kladnou
orientaci takoveé, Ze

Int C; U Cq C Int Co.

Necht zy € Int Cy. Predpokladejme, Ze f je holomorfni
v kaZzdém bodé mnoZiny Int C, U C, kromé bodu z,. Pak

f(z)dz = f(z)dz.
Ci Co

Ddkaz: prednaska.
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Priklad: Ukazte, ze

1 .
/ dz = 27,
cZ— 2

kde C je kladné orientovana Jordanova kfivka majici zg ve své
vnitfni oblasti.

Reseni: Princip deformace zredukuje na kruznici a vyuZije se
predchozi priklad.
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4.3. Cauchyuv integralni vzorec a jeho dusledky

4.17. Véta. Cauchyuv integralni vzorec.

Necht funkce f(z) je holomorfni v jednoduse souvislé oblasti
G c C. Pro kazdou kladné orientovanou Jordanovu kfivku C
leZici v G a pro kazdy bod zy € Int C plati

1 [ 2 4, _
27”/0 Z 7 dz = f(z).

MozZnost rekonstrukce vSech hodnot z hrani¢ni kfivky.

Dlkaz: prednéska, skripta.
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Priklady:
1. f(z) = 1.

1 .
/ dz = 27,
cZ— 2

je-li C kladné orientovana Jordanova kfivka majici bod z, ve
svém vnitrku.

2.

cosZ
R

kde C je kladné orientovana Jordanova kfivka obsahujici bod 1
ve svém vnitrku a bod 5 ve svém vnéjSku.

cosZ

f(z) = — =1.

(Z) (2_5)2a 2y

cos Z cos 1 micos 1
/c(z—1)(z—5)2dz ™6 8
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4.18. Definice. Funkce holomorfni v C se nazyva celistva.

4.19. Véta. Liouvilleova véta.
Omezena celistva funkce je konstantni.

Dlkaz — prednaska

4.20. Véta. Zakladni véta algebry.
Kazdy polynom stupné alespori jedna ma alespor jeden kom-
plexni koren.

Ddkaz: P(z) polynom stupné alespon jedna.
Sporem: Je-li P(z) nenulové pro vSechna z € C, pak » (Z) je
omezena celistva funkce, a tedy konstantni funkce, coz je spor.
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5. Reprezentace holomorfni funkce
mochinnou radou

5.1. Mocninné rady

Cil — rozvoj v Taylorovu fadu, ,digitalizace funkce*.

5.1. Definice. Rada tvaru

oo
Y an(z—z0)"=ao+ai(z—20) +a(z— 20)° + -
n=0

se nazyva mocninna rada se stredem v bodé z,
a koeficienty a,. Castetné soucty fady jsou funkce

m

Sn(2) = an(z — 20)"

n=0
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e Mocninna fada konverguje bodové k funkci f na mnoziné
M c C, jestlize pro vSechna z ¢ M

|Sm(z) — f(z)| — 0 pro m — oc.

e Mocninnd fada konverguje stejnomérné k funkci f na mnoziné
M c C, jestlize

sup |Sm(z) — f(z)] — 0 pro m — oo.
zeM

Funkce, ktera je souctem mocninné fady, je ,nekonecny
polynom*.
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Priklady
e geometricka fada

Y M =14z428 4
n=0
Konverguje prave tehdy, kdyz |z| < 1, se souCtem
1
1-Zz

14+z+22 4+ =

Otazka stejnomérné konvergence:

1 — zm+1

ZZ -z

Na M = {z| |z| < 1} nema&me stejnomérnou konvergenci,

nebot’:

1_Zm+1 1 ‘Z|m+1
sup |Sm(2)—S(z2)| = su - = su =
zel\el‘ m(2)=5(2) zel\el 1T-z 1-2z zel\el|1_z|
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AvSak pro M, ={z e C| |z| < p},0 < p < 1, mame
stejnomérnou konvergenci, nebot':

m+1
Q+

1-9

Zm+1

— 0 pro m — oo.

sup <

zeM 1-2

114 /353
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Priklady:

(o)
> nz"
n=0
Odmocninové kritérium :
lim /n|z| = |z|.
n—oo

Rada absolutné konverguije pravé pro |z| < 1.

Podilové kritérium:
izt o 1

R P TR A LU Ll

Rada konverguije absolutné v C.
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5.2. Tvrzeni. Konverguje-lifada ;> ,an(z — z)" prow € C,
pak konverguje absolutné na mnozZiné

{zeCl|z— 2| < |w— 2z}

Dikaz: zy = 0.
Z konvergence pro z = w vyplyva omezenost ¢lenl fady, tedy
existuje konstanta M > 0 tak, ze pro v§echna n € N plati

lan| |w|" < M.

Pro z € Cs |z| < |w| volme p tak, ze |z| < o < |w/|. Pak
mUzeme odhadnout

n n
. mL
jw|m = w|"

|an2"| = |an| - |2|” < |an| o" = |an||w|"

Yoo Mvﬁ—nn < 0o, aproto Y o7 glan||z]" < .
[w]
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5.3. Definice. Polomér konvergence R mocninné rady
> oo an(z— zp)" je definovan jako

R=sup{r>0] ) |an - r" < oc}.
n=0

Dusledek Tvrzeni 5.2:
Je-li R polomér konvergence mocninné fady » .~ an(z — 2)",
pak tato fada

@ konverguje absolutné pro véechna z s |z — z| < R;
@ nekonverguje pro zadné z s |z — zg| > R.
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Priklady:
Q@ >, ,nz",R=1.
e Z;,.io %,!1, FI, =0
Q@ >°°, n'z". Podilové kritérium:

FIER =(n+1)|z| - oo proz #0.
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> 2 oanz", kde

m, n=2",

an =
"7 10 jinak.

Pomocna fada: 30>, mz2". Odmocninové kritérium:

m 0 zl < 1;
im o/m2" = fim Um s =% 12
m—oo m—oo 00 |z’ > 1

9

= R=1.

Jan Hamhalter https://math.fel.cvut.cz/en/people/hamhalte/ Komplexni analyza 119/353



5.4. Véta. Weierstrassovo kritérium.
Plati-li pro posloupnost funkci f,(z), Ze

1fa(2)| < an pro véechna z € M,
kde

D
Z an < 0o,
n=0

pak fada )" ," , fa(z) konverguje stejnomérné na mnoziné M.

Dlkaz: Bodova konvergence plyne ze srovnavaciho kritéria.

o9 N 00 o
> (2) =D fa(2) Y h(2) < ) an—0
n=0

n=0 n=N+1 n=N+1

<

pro N — oc.
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5.5. Véta. Pokud ma mocninna fada ">, an(z — zp)"
polomeér konvergence R > 0, pak konverguje stejnomérné na
kaZzdém kruhu {z| |z — Zzy| < o}, kde o < R.

Dukaz: Pro z € {z| |z — 2| < o} m&me

|an(z — 20)"| < |an| ¢",

o0

Z |lan|o" < oo.

n=0
Aplikujeme Weirstrassovo kritérium.
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Jaké jsou vlastnosti funkce

(2)= an(z— )"
n=0

5.6. Véta. Necht' R > 0 je polomér konvergence mocninné fady
S0 0 @n (2 — 20)". Funkce

f(2)=> an(z—2)" (1)
n=0
Jje holomorfni v kruhu |z — zy| < R a plati pro ni, Ze
f'(z) = Z nap(z—2z))" ' = aj+2 a(z—2zp)+3 az (z—2zp)%+- - - .
n=1

(@)

,Derivace rady ¢len po clenu*
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Dukaz: Rady v (1) a (2) maji stejny polomér konvergence (viz
vyse).
Zp=0,|z| <R

f(z+ h) —1(2) i n—1

=7 =) _Nnayz

‘ h n=1
N, [Erh -2 - (z+h)"—2" o4
= nzoan [h—nz < nzo|an|- ————nz""|.
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Volme § € (0, R — |z|) a |h| < 4. (Binomické formule.)

1 (”) n—k pk
= —Z z h
'hkz k

n
n _ _ h _
§’h| <k) |Z|n k‘h|k 2< ‘ ’Z( > |n ké*k
k=2

h
< ’52‘[\21 +4]".

(Z + hl),,n — 2" _ nznf1

Pouzitim tohoto odhadu dostavame:

f h h| &
’ (z+h) Znan n- ‘52| > " |an|-(12|+6)" — 0 pro h — 0.

n=2
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Priklady:
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5.7. Véta. Funkce f(z) =" an(z — 20)" ma na kruhu
konvergence |z — zy| < R mocninné fady >~ ", an(z — 2o)"
derivace vsech radu, pricemz plati, Ze

Za,, nn—1)---(n—k+1)(z—-z)" %

Specialné dostavame

fF)(z9) = ax - k!|.
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Dusledky:

Koeficienty fady jsou ur¢eny hodnotami souctu na libovolné
malém okoli bodu z.

Princip neurcitych koeficientu:

Zanz 2)" anz 2)"

na jistém okoli bodu zy implikuje

an = by pro vSechna n.
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5.8. Véta. Integrace clen po clenu.

Mé-li fada ">, an (z — 2p)" polomér konvergence R > 0, pak
funkce

je primitivni funkce k funkci

f(2) =3 an(z—2)"
n=0

na mnoziné {z| |z — zy| < R}.
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Priklad: Naleznéte soucet fady

(o)
z)=) Pz
n=0

—zan i1
an n1_<nzonzn>.
an”—zan” 1—2(22 >/ z<1iz>/:(1_zz)2

n=0 n=0

z+2z2

@=2(") = o
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5.9. Véta. Integralni vyjadreni koeficientu.
Predpokladejme, Ze

f(2) =3 an(z - 2)"
n=0

a R > 0 je polomér konvergence fady >, an(z — z)". Pro
jakoukoliv kladné orientovanou Jordanovu kfivku

C C {z||z — zy| < R} obsahujici bod zy ve své vnitini oblasti
plati

_ f(2)
= i, 9
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Diikaz:

f(z

a diky stejnomérné konvergenci na kazdém kruhu
|z — zp| < 0 < R dale mame

o0
=> ak/ (z—2z0)"'dz = a - 2ri.
k=0 “’C

_ ] f(2)
:>an—27ﬂ_i Cmdz.
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5.10. Véta. Jednoznacnost analytické funkce.
Funkce f(z) je dana souc¢tem mocninné fady

z)= Zan (z - z0)"
n=0

s kladnym polomérem konvergence R. Necht existuje
posloupnost (zx) neobsahujici zy tak, Ze f(zx) = 0 pro
vsechna k alimy_,, Zx = Zy. Pak f je nulova funkce.

Dlkaz: indukci dokazeme, ze a, = 0 pro v§echna n.
1.4y = f(Zo) = limy_oo f(Zk) = 0.
2.ay=ay=---=ap_1 =0.

f(2) = an(z — 20)" + ans1(z — 20)" '+ =
= (z—20)"[an + anp1(z — 20) + -]

-~

9(z

~

9(zx) =0, atedy a, = 0.
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5.2. Taylorovy fady

5.11. Definice. Necht f(z) je funkce majici vSechny derivace
v bodé z,. Taylorova rada funkce f(z) v bodé z; je mocninna

fada -
. f(N)(z
Z n(! o) (z — z9)".
n=0

5.12. Véta. Existence Taylorova rozvoje.

Necht f(z) je holomorfni funkce v oblasti G. Necht K je
kruznice se stfedem v bodé z, takova, Ze Int K C G. Pak
existuje mocninnd fada "> 4 an(z — zp)" konvergujici v Int K
tak, Ze

f(2) =3 an(z - z)"
n=0

pro véechna z € Int K.
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5.13. Dusledek. Holomorfni funkce ma v oteviené mnoZziné
derivace vsech radu!

Ddkaz: r ... polomér kruznice K.
Volme 0 < o < raoznatme K, = {z| |z — zy| = o}. Vyjdeme
z Cauchyova vzorce pro z € Int K,:

_ f(w)
f(z)_27ri/Kg W_Zdw.

Jan Hamhalter https h.fel.cvut.cz/en/people/hamhalte/ Komplexni analyza 134 /353



Tedy

T i(z—zo)”_i (z— zp)"
w—z w-2 nzo(w—zo)”_nzo(w—zo)”+1'

Omezenost f: |f(w)| < M na K,.

— n _ n _ n
‘f(W) (Z ZO) < M. |Z ZO’ - M- 1Q<|Z ZO‘)

(w — zp)"+1 o1 0
—( |z — 2|
Z( 0 ) < 00
n=0
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Weierstrassovo kritérium implikuje stejnomérnou konvergenci,
a tedy zaménou integralu a fady:

f(z) = Z:rl/ vll:(M/)de

27”/ Z = Z)))”“ (z— 20)"dw

S ) o

n=0
= existence rozvoje s koeficienty

1 f(w)

2ri K, (W — zp)"+1 dw.

an =

Zbytek véta o jednoznacnosti.
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Zobecnény Cauchyuv vzorec:

Je-li f(z) holomorfni v oteviené mnoziné G, z, € Int C, kde C je
kladné orientovana Jordanova kfrivka, pro kterou plati

CuUIntC C G, pak

f((z9) = n! /C(f(w)dw

2ri w— Zp)"tt T

5.14. Véta. Véta o jednoznacnosti.

Je-li f(z) holomorfni funkce v oblasti G a existuje-li prosta po-
slupnost (zx) C G slimg_, zx = a € G takova, Ze f(zx) = 0 pro
v8echna k, pak

f(z) = 0 pro vsechna z € G.

Dikaz — prednaska, skripta.
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Klasické Taylorovy fady a techniky rozvoje:

5.15. Priklad.
1
fz)=—, K
(2) Z-aF €N,

v bodé zy # a.

1 1 1 i (z— zp)"
_ a3 7_ _a _ zZ—2 _ g)n+17
z—a zZ—-Zx+zx—a 2z ai +ia o Zp — a)

Pro |z — zy| < |2y — &|. Postupna derivace:

LR R G D I G
=
1

o~ (0" n(n—1)---(n—k+2)
o (20— a)™ (k—1)!

— f(2) = (z—z0)" K.
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5.16. Priklad.
f(z)y=¢*, z=0.

f("(0) = 1 pro v8echna n.

= z"

Z

e —E o z e C.
n=0

5.17. Priklad. Goniometrické funkce:

o0 22n+1
. o _4\n
smz—nzo( 1) @nr i) zeC,
o0 Z2n
_ o n
cosZ—nz_:o( 1) @n)] zeC.
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f(z)=Inz, Zy=1.

! _1_ 1 _oo _4\N(> _ 4\N
L e R P DEUUCEL
Integrace ¢len po ¢lenu:
f . (_1) 1n+1 OO( )n_1 1/7
()_Zn+1(z )l te=>" (z—1)"+¢c
n=0 n=1
f(1)=0=c=0.
Y ) PP
InZ_; (1) z—1| <1
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5.18. Priklad.

f(z) = =) (-1)"2*" 1.
@)= X el
> 2n+1
)= () +e
n=0
f(0)=0=c¢c=0
o0 ; Z2n+1
arctg z :Z(— ) on T |z| <1
n=0
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Leibnizova formule

n

(292" =3 (i) @ (@)

k=0
Dudkaz indukci: 1. n=1: OK.
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2. Plati pro n, pak plati pro n+ 1:

[f2)g(2)" = (k; (7)r0gncz) )

n

(o) 9@ g7 k() + 1 2)gl 2

n+1
(Z) £ (2)g(—k+1)(Z) 4 Z ( ) (2)g" K+ (z2)
0
n

() )
;")

x

S |
o

k=

+ " D(2)g(2).
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5.19. Véta. Ndsobeni mocninnych rad.
Necht pro bod zy maji funkce f(z) a g(z) v okoli bodu zy
Taylorovy rozvoje

f(z) = Z an(z — z)", 9(z) = Z bn(z — z0)".
n=0 n=0

Pak funkce h(z) = f(z)g(z) ma v daném okoli bodu z, Taylortv
rozvoj

h(z) = cn(z - 2)",
n=0
kde

n
=Y akbpx.
k=0
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Dudkaz:

o) = Z() oz

1 n! n
= kzo Rn Ry H13(n = Rl =3 by

Mocninné fady nasobime jako polynomy.

Priklad: NapiSte pocatecni ¢leny Taylorova rozvoje funkce
f(z)=e (@1 . Inzproz = 1.

<1 (Z 1)2 Z 1) +. ><(Z—1)—(Z21)2+(Z31)3_(Z41)4

:(2_1)_(2—21)2_2(251)3+”.

o
Q

Jan Hamhalter https://math.fel.cvut.cz/en/people/hamhalte/ Komplexni analyza 145/353



6. Reprezentace holomorfni funkce
Laurentovou radou

6.1. Laurentovy rady

Motivace:

[e.e]

1 1 1
1—z z 1/z—1 __nz_:oz”ﬂ'
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6.1. Definice. Rada tvaru

o0
Zan(z—zo)”
n=—o0
a_ a_
= b e T G agtar(2-20) + a2 - 20)P 4+

(z-20) z-2

kde (an)5>_ ., je posloupnost komplexnich Cisel a z; € C, se
nazyva Laurentova fada se stfedem v bodé z a koeficienty

(an)noo:_oo_
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Rada Y 2o an(z — zo)" se nazyva regularni ¢ast Laurentovy
fady,

fada Z;;_OO an(z — z9)" se nazyva hlavni ¢ast Laurentovy
fady.

Laurentova fada konverguje v daném bodé z € C, konverguje-li
soucasné v tomto bodeé jeji hlavni i regularni ¢ast. Jeji soucet je
pritom definovan jako soucet regularni a hlavni ¢asti, tj.

o0 o0
D an(z - z)" Z an(z—2)"+> an(z-z)"
n=0

n=—oo
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6.2. Definice. Rada .
an
> o
n=—o0
se nazyva Laurentova rfada se stfedem v bodé oco.
Rada 37, _ 2 se nazyva hlavni ¢ast.

Rada 3% ; 2 se nazyva regularni ¢ast.
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Otazka konvergence fady > 7> an(z — z)"™:
1. regularni €ast: > 7 an(z — 2p)"... mocninna fada se
stfedem z; a polomérem konvergence Ro.

a_p
(z—20)?

2. hlavni ¢ast Y 2"y a_n(z—2)) " = za:z10 +
1

z—2y"

Substituce: w =

a_1w+a_2w2+--~

— mocninna fada s polomérem konvergence R.
Ry = lR ... polomér konvergence hlavni Casti.
Hlavni ¢ast konverguje absolutné pro |z — zy| > Rj.

Zobecnéné mezikruzi: 0 < Ry, Ro < o0

P(20, R1,R2) ={z € C| Ry < |z - 2| < Rz}
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6.3. Véta. Necht' ) > an(z— 2)" je Laurentova fada

s polomérem konvergence hlavni ¢asti Ry a reqularni ¢asti Ro.
Je-li Ry < R», pak Laurentova fada konverguje absolutné

v mezikruZi P(zy, Ry, R2) a nekonverguje v Zadném bodé mimo
uzaveér tohoto mezikruZzi.

Priklady: 1.

o)

> 2z — 1),

n=—oo

Regularni ¢ast:

Zz (z—1)"

Jim Vo2rnz—-1|=1/21z-1|<1=|z—-1]| < 2.
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Hlavni ¢ast:

n=—o0

—1 0o
iy 4y —N"p-n 1
> 27lhlz—1) ;2 1y

n 1 1 1
lim v2-"n

= _ —1
lim_ Z 1] 2|Z_1‘<1:>\z | >

N =

Zavér: mezikruzi konvergence P (1, 5,2).

2. 1
Z 2NN 4 Z 3nz",
n=—oo n=0
1 1
Ry 5 2=3

Zaveér: Nekonverguje v zadném bodé.
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1
> 7
n=—o0

Konverguje v P(0, 1, c0).

Otazka stejnomérné konvergence:

6.4. Véta. Konverguje-li Laurentova fada v mezikruZzi
P(zy, R1, Ro), kde Ry < R, pak konverguje stejnomernée
v kazdém mezikruZi P(zy, 01, 02), kde Ry < 01 < 02 < Ro.

Ddkaz: prednaska, skripta.
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Funkce f(z) = >",2 . an(z — 2p)" je holomorfni v oblasti
P(zy, Ry, Ro). Existuji totiz dvé holomorfni funkce g, h tak, ze

12) =gz~ 20) +h( 5 5. )

Z— 2y

Opacna otazka: Ma funkce holomorfni v mezikruzi rozvoj
v Laurentovu fadu?
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6.5. Véta. Cauchyuv vzorec pro mezikruZi.

Necht Cy, C» jsou kladné orientované Jordanovy krivky takove,
Ze Cy C Int Co. Necht f je funkce holomorfni v oteviené
mnoZiné O D Int C, \ Int Cy. Pak pro kaZzdé

zelntCo\ (CiUInt Cy) je

f(z):217i</czv)|c/(—W)de_/C1vT/(—W)de)'

Dlkaz: Prednaska, skripta.
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6.6. Véta. Rozvoj v Laurentovu radu.

Necht f(z) je funkce holomorfni v mezikruZi P(zy,r, R), kde
0 < r < R < ~. Pak existuje prave jedna Laurentova rada
Yo an(z—2z)" tak, Ze

f(Z): Z an(Z_ZO)n7 ZGP(207raR)‘
n=—oco
Pritom
1 f(w)

an dw nez,

" 270 Jo (w—z)m T

kde C je libovolna kladné orientovana Jordanova kfivka lezici
vP(zy,r,R)az € IntC.
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Ddkaz: 1. Existence rozvoje
z20=0,z€ P(O,r,R).

Volme p1,008r < o1 < |zZ| < 02 < R.
Ci...|z| =01

Co...|z| =02

kladna orientace

f(z):217ri</csz/(—W)de_/C1mc(—W)de)'

[e.e]

flw)  f(w) wh
W—z_z("z"—1)__f(w)nzzzoz”“’
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Odhad hodnoty:

w|" 1 of
oy < (ma rw)) o

s v

< 1, da horni odhad konvergentni ¢iselnou fadu.

Jelikoz £ ‘Z

Tedy > 5° f( )Zn+1 konverguje stejnomérné pro w € Cj.

/01 s dw - —i< A f(w)w"dw) g

n=0

Rozvoj pro C, vede na regularni ¢ast — viz véta o Taylorove
rozvoiji.
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Jednoznac¢nost a integralni vyjadreni koeficientu:

> 1
k=—0c0
f(W) = k—n—1 /
7= Z ag w aw
wnt k=—o00 c
f(w) = / k—n—1
dw = a w* " dw
f(w)
/c T dw = 2xian
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Priklady:
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f(z) = Z_2p Zo =0, |z| > 2.
1 =, on
z—-2 e zn+

Derivace ¢len po Clenu:
1 > 2on
N
n=

1 ks n

2
W:Z(”“)W
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f(z) = Z%e'?, zp=o0

PR = I s 1 1
“E 2 am T T i
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1+2Z =
Integrace:
0 N ZN+1
9(2)=> ()" +e
n=0
c=0
> 1
_ n
(@)= ("o e 2> 1
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6.2. Singularity

6.7. Definice. Necht f je funkce holomorfni v prstencovém
okoli bodu z; € C U oo a bod zy neni v definiénim oboru
funkce f. Pak se bod zy nazyva izolovanym singularnim bodem
(singularitou) funkce f. Rekneme, Ze z je

@ odstranitelna singularita funkce f, jestlize existuje vlastni
limita f v bodé Zzp;

@ pol funkce f, jestlize lim,_, 5, f(z) = oo;

© podstatna singularita funkce f, jestlize f nema limitu
v bodé zj.

Pfiklad: €22 ...0,00; €'/%...0,00
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6.8. Véta. Necht f je funkce holomorfni a omezena na
prstencovém okoli bodu zy. Pak zy je odstranitelna singularita
funkce f. Dodefinujeme-li navic funkci f v bodé z, jeji limitou,
stane se f holomorfni v bodé z.

Nem4 analogii v redlném oboru .. .sin(1/x), sin X, sgn X, M

Dikaz: .
f(z2)= > an(z—2)
n=-—oo
Pron=1,2
1 (W) n—1
a-n = o c(w—2z)~ (W= z5) 9 27r//f (W= 2o)" dw.

C je kruznice o poloméru r a stfedu zj.
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Omezenost f znamena:
f(w)(w - 20)" " < M

na jistém okoli bodu zy. Tedy

1

la_n| < =— M- 27r = Mr.

2r
Protoze r maze byt libovolné malé, mame

|a_n| =0

pro vSechna n=1,2,... Tedy hlavni ¢ast Laurentova rozvoje je
nulova.
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Poly maji jemnéjsi klasifikaci vystihujici rychlost konvergence
k 0o. Souvisi s fadem kofene holomorfni funkce.

6.9. Tvrzeni. Necht f je funkce holomorfni v bodé z,, ktera
neni identicky rovna nule na Zadném okoli bodu zy. Pak
existuje (jediné) cislo € {0,1,2,...} tak, Ze

f(zg) =---=fk(z) =0, f9)(zo) # 0.

Cislo k se nazyva nasobnost (fad, stupen) kofene z, funkce f.

Poznamka: k = 0 neni kofenem,

k = oo by znamenalo nulovost na celém okoli. Tvrzeni vyplyva
ze skutecnosti, Ze nulovost vSech derivaci znamena nulovost
Taylorova rozvoje.
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Zo je kofenem nasobnosti k prave tehdy, kdyz

(k) (k+1)
f(z) = f l((!ZO)(Z—ZO)k+Ic(l:_+_(_IZ)(;)(Z—ZO)k+1+‘ = (z—2)

k

9(2),

kde g(z) je holomorfni v bodé z; a g(zp) # 0.

Je-li zy pdl funkce f(z), pak f(z) # 0 pro vSechna z € P, kde P
je néjaké prstencové okoli bodu zy. Funkce h(z) = ﬁ je
holomorfni v tomto prstencovém okoli a plati, Ze

limz_,z, h(z) = 0. Bod zj je tedy odstranitelna singularita
funkce h. Dodefinovanim h(z,) = 0 se z; stane kofenem
funkce h.

Rad (stupen, nasobnost) pélu z, funkce f(z) je definovan jako
stupen kotene z funkce h(z).
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Bod z je polem nasobnosti k <= 7y = (2 — 20)* g(2), kde

g(2) je holomorfni a nenulova v bodé z,.

6.10. Tvrzeni. Bod zy € C je pdlem funkce f nasobnosti k
pravé tehdy, kdyZz
__h(=)
f(Z) - (Z o Zo)k’

kde h je holomorfni a nenulova v bodé z,.

Kazdy pél ma svij fad — konvergence k oo je ,kvantovana“ a ne
libovolna jako v redlném oboru.
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Priklady:

1
f(z) = m

Jednoduchy pél 0 a dvojnasobny pél 2.
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f(z) = -8
Bod 0 je pdl nasobnosti 5.
e -1
M2) = 7=y

Bod 1 je pdl nasobnosti 2.
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6.11. Definice. Necht f je holomorfni v prstencovém okoli
nekonecna. Rekneme, ze ~o je pdl funkce f fadu k, jestlize

f(z) = 2 g(2),

kde g je holomorfni funkce s vlastni nenulovou limitou v co.

oo je pél nasobnosti k <= 0 je pdl fadu k funkce g(z) = f(1/2).

Piklad: oo je p6l nasobnosti 2 funkce f(z) = z2e'/%,
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6.12. Véta. Necht

i an(z —z9)" (resp. i j’;)

nN=—o0 nN=—o0

je Laurenttyv rozvoj funkce f v prstencovém okoli bodu
Zy € CU oco. Pofom plati:

@ Funkce f ma v bodé zy odstranitelnou singularitu pravé
tehdy, kdyz a, = 0 pro vSechna n < 0.

© Funkce f ma v bodé zy pol ndsobnosti k pravé tehdy, kdyz
a_x #0aap=0provsechnan < —K.

© Funkce f ma v bodé z, podstatnou singularitu pravé tehdy,
kdyz nekonec¢né mnoho koeficientu v hlavni ¢asti
Laurentovy rady je nenulovych.
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Dikaz (2)
e = 2o

kde g je holomorfni a nenulova v zj.

=> ba(z—2)", by #0

f(z) = - Zo)kanz 20)" =

b b
G g e
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Priklady:
sinz 1 1 z2

0...dvojnasobny pol

=1
f(Z) = 61/2 — Z nlzn
n=0 "

0...podstatna singularita, oo ...odstranitelna singularita

& (71 )nZ2n+1

f(z) =sinz :ZW

n=0
oo je podstatna singularita

ad 1 1
_ 2 1/z _ 2 o
f(z)y=z€/*=2z"+Zz +nz_:o(n+2)!zn

oo je pdl nasobnosti 2
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6.3. Reziduum
Motivace: integralni vyjadreni koeficientl Laurentovy fady

_ 1 f(2)
= 2 o =z

da ve specialnim pripadé

a=-—|[ f(z)dz.

Jan Hamhalter https://math.fel.cvut.cz/en/people/hamhalte/ Komplexni analyza 176 /353



Laurentovym rozvojem se stfedem v dané singularité rozumime
Laurentlv rozvoj v néjakém prstencovém okoli singularity.

6.13. Definice. Necht z, € C (resp. zp = o0) je singularita
funkce f. Koeficient a_ (resp. —ay) Laurenotva rozvoje f v bodé
Zp se nazyva reziduum funkce f v bodé zj.

Znaceni: res,_5, f(z) nebo res,, f(z).
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Priklady:

sinz_ 1 1 V4
B 2 3 TE

1

2.1/z
resz-e = ——.
oo 3!

1 1
fellr = 22 +Z+Z (n+2)zn
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Reziduum — co zbyde po integraci kolem bodu. Napfiklad, je-li
C dostatecné velka zaporné orientovana kruznice se stredem
v nule, je pro singularitu co:

O an . [a A
/Cf(z)dz_ Z /CZ" z_/czdz_ a127r/_27r1r§>sf(z).

n=—oo
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Nékteré metody vypoctu rezidua (mimo Laurentlv rozvoj):

6.14. Tvrzeni. Necht zy € C je k-nasobny pdl funkce f. Pak

_ 1 d! K
Dukaz:
= aik aik+1 DY a71 o ..
f(z) = Z— 2 " (Z= z)F + +Z—zo+aO+

(z— 20)f(2)

=ax+ak(z—2)+ - +a(z—2) " +a(z—z)+-
dk—1
dzk—T

Limitou z — zp konverguje posledni vyraz k (k — 1)!a_.

[(z— zo)k f(z)] =(k—1)a4+ka(z—2z)+--.
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Priklad:

res

z+2 lim d/z+2 -1 3+4i
= |l —_ — .
2i (z—2i)2(z+1) z-2idz

z+1> :zh—rgi(2+1)2 25

Specialné pro jednonasobny pdl plati

res f(z) = zIer; (z - z9) f(2).

6.15. Tvrzeni. Necht f a g jsou funkce holomorfni v zy € C.
Necht z, je jednonasobny koren funkce g (1. 9(zp) = 0,
g'(20) #0). Pak

res@ = H(z0)
2 9(z2) g'(2)
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Priklady:

z3 +1
f(Z)_ sinz
fz) = ' — 1
res = %0 = "
f(z) = cotg z
k
resf(z) = res cF>sz = 7Ty,
kr kr sinzZ  cosKm
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6.16. Tvrzeni. Necht f je holomorfni v bodé z, € C ag ma
v bodé z, jednonasobny pdl. Pak

res f(z)g(z) = f(Zo)r%s a9(2).

Dlkaz: prednaska, skripta.

Priklad:

res 28 cotg z = (k373)res cotgz = k373.
km km

Pfipad oo. Ma-li f odstranitelnou singularitu v co, pak

f(c0) = lim f(2) = ao.

Z—00
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6.17. Tvrzeni.
@ Necht f ma v oo odstranitelnou singularitu. Pak

res f(z) = Z|Lmoo z[f(o0) — f(2)],
(@) = Jim, 21(2)

@ Ma-li f voo pdl Fadu k, pak

resf(z) = ﬂ lim |Z¢+2 g f(2)
oo - (k+1)! 2500 dzk+1 '
Priklad:
rese'/? = lim z(1 —e'/?) = —1.
o0 Z—00
rese'/? = lim Z2(e'/?) = —1.
o0 Z—00
e1/z_ i Ze1/z_ 1
'S 2z zhe ‘2z 2

Jan Hamhalter https://math.fel.cvut.cz/en/people/hamhalte/ Komplexni analyza 184 /353



7. Reziduova véta a jeji aplikace

7.1. Reziduova véta

Motto: Jacques Hadamard (1865-1963): ,NejkratSi cesta mezi
dvéma pravdami v realném oboru vede pres obor komplexni.*

7.1. Véta. Reziduova veta.

Necht G je oblast a f(z) funkce holomorfni v mnoZiné

G\ {z,20,...,2n}. Necht™ C je kladné orientovana Jordanova
krivka leZiciv G\ {zy, 22, ..., Zz,} @ majici ve svém vnitrku body
Z1,20,...,2¢, kK < n. Predpokladejme dale, Ze G obsahuje
vnitfni oblast kfivky C. Potom

. k
f(z)dz =27 ) resf(z).
G > ret(a)
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Cauchyuv vzorec i Cauchyova véta se daji chapat jako
disledek Reziduové véty.
Vime jiz, ze reziduova véta plati pro jednu singularitu.

Dlkaz: H;(z) ...soucet hlavni Casti Laurentova rozvoje
v bodé z;. Jedna se o funkci holomorfni v C\ {z}. Polozme

9(z) = f(z) — Hi(z) — Ha(2) — - -+ — Hk(2).
g je (po dodefinovani) v bodech z; holomorfni v G. Dle
Cauchyovy véty:
k
0= / 9(z)dz = / f(z)dz — Z/ Hi(z)dz =
c :
J=1

k
= [ f(z)dz—27i ) resf(z).
R LY
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7.2. Dusledek. Je-li funkce f(z) holomorfni v C aZ na konecné
mnoho bodu zy, 2o, . .., zx € C, pak

res f(z) +resf(z) = 0.
-1 °°

Dlkaz: Pro kladné orientovanou Jordanovu kfivku C majici
body zy, 2o, . . ., zx ve svém vnitiku plati

k

/ f(z)dz =2mi ) resf(z),
¢ i

—/ f(z)dz = 2mires f(z).
C oo
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Priklady:

/ L dz
c(ZZ—-1)(z-38)2 "
kde C je kladné orientovana asteroida x2/3 + y2/3 = 22/3,
Singularity uvnitt: 1, —1, jednoduché pdly.

res ! = 1 !
1 (22-1)(z—-3)2 2-(-2)?

1 B 1 1

@ _1)(z_382 (-2) (-42 32
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1
LL1+ﬂ“dL

kde C je kladné orientovand kruznice |z| = 2.
Celkem sto singularit zy, zo, . . ., Z109. (TvOFi vrcholy
pravidelného stouhelnika na jednotkové kruznici.)

100
Zresf = —resf(2).

resf(z) = Jlim —3 7z =

1
Joiramdz=0
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/sin z dz,
cC Z—|—1

kde C je kladné orientovana kruznice |z| = 2.

) z ) 1 . 1 ) 1
sin =sinf{1 — —— | =sin1cos — cos 1sin .
Z+1 Z+1 Z+1 zZ+1
1 > (z+ 1)_2"
- E (—1 k2t 7 -
1 (=1) R AT I

k=0

& i (24 1)72k1 1
o - 2 ey s

Zaver:

/sin z dz = —2micos1.
c Z—|—1
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6.2. Vypocet urcitych integralu

a) Integraly racionalnich funkci f°° P(Xg dx

P, Q ...polynomy s realnymi koeficienty,
deg Q > deg P + 1, Q nema reéalné koreny.

Cgr (R > 0)...kladné orientovana kfivka skladajici se z UsecCky
Lr = [-R, R] a oblouku kruZnice
Kr={ze€C||z| = R,Imz > 0}.

Cislo R zvolme tak, aby v&echny singularity funkce f
v poloroviné Im z > 0 lezely uvnitf kfivky Cg. Podle reziduové
véty

f(z)dz=2mi > res f(w).

Cr {z] Q(2)=0,Im z>0}
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f(z)dz= [ f(z)dz+ f( )dz.
Cr Lp

i f(z)dz:/_ f(x)d R_"’O/ QX

X
Ukazeme, Ze

lim f(z)dz = 0.

R—o0 Kg

Existuje okoli nekonec¢na U, tak, ze

72P(2) , P(z) M
<M tj. < — U
az) | = ‘O(z> e CS
M ™
< <aR. - =
| 12)0z] < ((Kn) max (2)| < R~ = T =0
pro R — cc.
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ZAaveér:

> P(x) A P(w)
/OOQ(X)dX—ZWI Z res aw)’

{z| Q(z)=0,Im z>0}

Priklad:
X 0
/_OO 2 2R X, a> 0.
P(Z) T 2 22 ! T 22 ' .
22 Q(z) zhjlu <(Z a) (z2+a%)2) zlfja/ (z+ai)2)

i 2aiz 1
= m ——m = ——
z—ai (z+ai)®  4ai

©  x? P(z) 1 s
/_OO (x2 + a?)? ox = 2ni =i Q(z) " 4ai T 2a
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b) Integraly z goniometrickych funkci f02” R(cos x, sin x) dx.

R(x,y) ...racionalni funkce definovana na jednotkové kruznici.

, C (72241 22 -1\ dz
F?(cosX,sz)dX—'/CF:’< 57 ' 2z >IZ

27

0

kde C je kladné orientovana jednotkova kruznice.

Odvozeni : pfednaska, skripta.

Priklad:

2
g ax
T b> 0.
/0 a+ bcosx’ a=n-=
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Polozme
1 1 2 1

(2) a+bitl iz ibz2+2az+b

Funkce F(z) ma singularity v kofenech polynomu

bz? + 2az + b,
tj. v bodech
_a‘l‘m —a— a2_b2
b b
\z1] < 1, |z2| > 1 (protoze z1zp = & = 1).
/2# dx o > 4
Y = res - —
o a-+ b cos x T z=2 ’b(Z—Z1)(Z—Zz) b(Z1 _22)
_ 4r 1 _ 2n
b 2Er V@ B
b
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c) integraly typu [*°_ R(x) e dx,

kde R je racionalni funkce s realnymi koeficienty, nema pdly na
realné ose, lim,_,. R(z) = 0.

Dle Eulerovy identity:

/ R(x)e dx — / R(x) cos X dx + i / R(x)sin x dx.

7.3. Véta. Jordanovo lemma.

Necht K, je polokruznice {z € C | |z| =r, Imz > 0}.
Predpokladejme, Ze f(z) je spojita funkce definovana na
pruniku jistého okoli nekonecna s horni polorovinou. Oznacme

M(r) = max 1(2)!.

Jestlize lim;_,o M(r) = 0, pak lim/_ fK z)e?dz = 0.
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Dlkaz:

f(z)e” dz = / f(re')e™" - ire® dt.
Kr 0

Protoze |f(z)| < M(r) na K;, miZzeme odhadnout

f(z)e” dz

T
‘ < M(r) - / 6| dt. 3)
K 0
Proz=x+1iy, x,y € Rmame e? = &% |e?| = e . Pro
z = re't da vy$e uvedena identita | "
Dle (3) dostaneme

—e ' sin t

f(z)e?dz

‘ < rM(r) - / e rsintdt.
Kr
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Pro t € [0, 5] plati nerovnost
2
sint > —t
e

(konkavita).

w/2

Diky symetrii funkce sinus k bodu /2 mame

/ﬂ— e—rsintdt: 2/’5 e_rSintdt.
0 0
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Plati tedy

™ _ s . 1
/Zers'"tdt§2/2e’5’dt<2/ e*’%tdtzzz—:z.
0 0 0 sr T

™

f(z)e%dz| < rM(r)g = 7M(r) — 0 pro r — cc.
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Pro racionalni funkci R s lim,_... R(z) = 0 plati Jordanovo
lemma, a proto miZzeme postupovat stejné jako v bodé (a).
Timto ziskdme

/ R(x) eXdx = 2ri > res R(w ) e

{zeC| zje pdl R,Im z>0}
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Priklad:
[e’e) eix
/_ N 214 dx

< gk * cos X
/ 240"‘:/ ZraX=
e X2 e X2

iz -2
. e T
= 2mi S =2mi—— = €

i z2+4 2:21 2
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d) Obchazeni jednoduchych polu

7.4. Tvrzeni. Predpokladejme, Ze funkce f ma jednoduchy pdl
v bodé z, € C. Necht C je oblouk kruZnice o stfedu z
a poloméru ¢ parametrizovany funkci

o(t) =z +0€",  te[p,p+al

kde 0 < p < p+ a < 2m. Pak

lim /f dZ—Iaresf( )

0—0+
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Dlkaz: Skute¢nost, Ze f ma v bodé z, jednoduchy pél,
znamena, ze f(z) je mozno vyjadrit:
f(z) = resz, f(2)

Z— 2
kde g je funkce holomorfni v zj. Je tedy

/ H(2)dz = / ress 1(2) 4, / 9(z (4)
C —Zo
Pritom

/ resz, (2) 4 _ /“"*O‘ resz (2) et gt
c £— 2 © Qelt

+9(2),

ot+a
=lres f(Z)/ dt = iares f(2).
©

20 20

Funkce g je omezena v jistém okoli bodu zy. Pro ¢ — 0+
konverguje délka krivky k nule.

= /Cg(z) dz

< ap-max|g(z)| — 0 prog —0+.
zeC
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lim /Cf(z) dz = iaresf(z2).

0—0+ 2y

Priklad: Newtonav integral
(detaily prednaska)
/ sin X dx — .
oo X

Integrujeme pres velké polokruznice (Jordanovo lemma) a malé
polokruznice kolem bodu 0 (pfedchozi tvrzeni),

9] eiz ' eiz )
—dZ:wlres7 = Tl.

oo 0
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8. Fourierova transformace

8.1. Fourierovy fady

e zpracovani periodické funkce, spektralni rozklad
predpoklady:

o
f(t):[a,a+T]—-C, T >0

nebo f je periodicka funkce s periodou T.
Q@ fjeintegrovatelna t.

a+T
/ ()| dt < oo,
a
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Fourierova fada v komplexnim tvaru funkce f je fada

oo
Z Ch einwf

N=—o0

=... 4 C_2e—2iwi +C_4 e—iwl‘ + Co + C eiwi + CZeZiwl‘ 4.
0

kde

1 att —inwt

Fourierovy koeficienty funkce f, ¢, (n € Z) ,pomeruji“ f(t)
s periodickym pohybem €™, tj. nasobnymi harmonickymi
kmitocCty.
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Princip: Spoijité funkce integrovatelné s kvadratem se stejnymi
Fourierovymi koeficienty jsou stejné. Fourierovy koeficienty
koduji funkce, charakterizuji je ve frekvencni oblasti.

Dudkaz tohoto faktu je obtiznégjsi.
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‘Je—li f je realna funkce, pak c_, = ¢, pro vSechna n € N.

Ddkaz: f(t) je realné:

a+T )
Tcp= / f(t) e~™tdt
a

a+T a+T

:/ f(t) cosnwtdt—i/ f(t) sin nwtdt,
a a
a+T )

Ten= / (1) et dt

a
a+T a+T

:/ f(t)cosnwth—i/ f(t) sin nwtdt,
a a

atedy c_, =7¢Cp.
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Je-li f realna funkce, pak mazeme sloucit dva komplexné
sdruzené Cleny dohromady a dostat tak Cisté realnou fadu.
Pro n > 1 mame:

Ch einwt +c e—inwt

= Cp (cos nwt + isin nwt) + ¢_p (cos Nwt — isin Nwt)
= (Cn + C_p) cos nwt + (i cy — ic_p) sin nwt

= 2Recpcos nwt — 21Im ¢y sin nwt.
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Oznaéme
2
an=2Rec, :/ f(t) cos nwt dt,
T a
2 T
T a
Kosinové-sinovy tvar:

?0 Z an cos Nwt + by sin Nwt.

n=1
Amplituda:
Transformacni vztahy mezi koeficienty pro n > 1:
an .bn
n €Cn, n 2 2 ’
an .bn
=-21 n=—+Ii—=.
bn m Cn, C_p= > +1 2
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Dulezité je, ze Fourierovy koeficienty umozni zrekonstruovat
funkci (jsou vlastné soufadnicemi vici nekonecné bazi).

V nékterych pfipadech je funkce pfimo rovna souctu své
Fourierovy fady.

8.1. Véta. Dirichletova veta.
Je-li realna funkce f s periodou T po c¢astech spojita a ma po
castech spojitou derivaci, pak

f(t) + f(t=)  a ~— .
=5 +Zancosnwt+bnsm nwt

n=1

pro vsechnat € R.
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8.2. Pfima a zpétna Fourieova transformace

Motivace: spektralni rozklad obecné neperiodické funkce
v nekonecCné Casové oblasti, nediskrétni Skala frekvenci,
koreluje funkci s harmonickymi funkcemi g(t) = e'“!, w € R.

8.2. Definice. Necht f je komplexni funkce definovana na R.
Funkce f definovana predpisem

?@y:/ f(tye ™dt, weR,

se nazyva Fourierova transformace funkce f.
Funkce f definovana predpisem

y 1 [ .
awzzm/ (e dt, weR,

—0o0

se nazyva inverzni Fourierova transformace funkce f.
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Za defini¢ni obor se povazuje mnozina vSech w € R, pro které
existuji pfislusné integraly.

Konvence:

" f(tydt = lim " f(t) dt.
/ /

—o0 R—o0

Hlavni hodnota integralu.
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Poznamka: A 5
f(w) = 27 f(—w).

Znadeni a terminologie: F: f — f, F~1 . f — .

Fourierova transformace a inverzni Fourierova transformace:

Ff, f(t) = H(w), F{f(t)} = F(w).

Postacujici podminka pro existenci Fourierovy transformace:
/ I7(t)| it < oo,

Pak totiz: [ |f(t) e~ ™!|dt = [*_|f(t)|dt < cc.

Znaceni: L'(R) = {f: R — C| [*_|f(t)|dt < oo}
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8.3. Priklad. Obraz branové funkce, a > 0:

1, tel-aa;

=10 jinde.
[e'e) a
ha(w) = /OO fa(f) et dt = /ae’“’dt
_{e’”’} - psin aw
—iw |, iw w
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8.4. Priklad.

1sin(—aw) 1 sinaw
T o—w T w

8.5. Priklad. Obraz gaussovskeé funkce:

f(ty=e2,  a>0.
Vime jiz, Zze

o > . w2
/ e e ™dt=/re 7.

—00

Na zékladé toho (substituce u = v/a t):

o o0
/ e—atze—itw dt — 1/\/5/ e—u2e_iu w/\/édu — \/Ze_(:é‘
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8.6. Priklad. Vybijeni kondenzatoru, « > 0:

—al >0
f(t) = {e e
0 jinak.

'f(w) _ / efatefiwtdt _ / ef(aJriw)tdt
0 0

|: —1 e—(a+iw)t:|oo _ 1

o+ iw 0 Ca+iw
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Fourierovy obrazy racionalnich funkci - aplikace reziduové
véty

Predpoklady: P a Q jsou polynomy, deg Q > deg P a Q nema
realné koreny.

P(w)
it w
/ —e dt = 27 E re_szQ(W)e

{z| Q(z)=0,Im z>0}

P¥i vypoctu Fourierovy transformace racionalni funkce g
potfebujeme integral
= P
- Q(t)

Ten se da substituci pfevést na integral vySe:

e wtdt.
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Substituce pro w # 0:
U= —wt, du=—wdt.

Pak
© P(t) /OO P(-%) , du
/_oo an® T/ acHC
Oznacime-li P 2)
1= azy
mame:
< P(t) it 2mi iw
— L e Y'dt = — res R(w)e'.
[ a@ o 2. =AW

{z ’ Q(=2)=0,Im z>0}
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1

8.7. Priklad.
f(t)y= ——.
() 2 4+ 1
w#0:
1 w?
A(z) = (_zjf)z +1 22402
2ri w?  ,  2miw? . e vl el
w| - 2ilw] '

flw) ===
() |w| :r|is| 22 +w?
Pro w = 0 dopocitame ze spoijitosti obrazu nebo z definice:

2 41

—00

/ L dt = [arctg t]>,, = 7.
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Souvislost Fourierovy transformace a Fourierovy rady

Predpokladejme, Ze f je periodicka funkce s periodou T > 0

takova, ze
atT
/ I7(t)|dit < oo,
a

OznaCme 1(, 5, 1] charakteristickou funkci intervalu [a,a+ T] a
fr=1aa:mf
Pro Fourierav koeficient c,, funkce f plati

lA

1 art —inwpt
— 0 — N
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o
. Motivating Example: Square wave

x(1)
l 1
T ’T, T\
kept fixed
) i 200 /| 2w
2 sin(kwoTy e | J T~ :
ag = ]( T ) ) NFa s Discrete
Padtke frequency
points
Tay T=8T
(f \ become
s ( i“ don _ denser Tm
B m TTTN TTT E w as
. 2sinwT} | i Ul 1) \uy/ o s
Bag: = " increases
w
bt w=kwo l
Mhra, T=16T:
( M
[
-8a, H ‘ l \ N\ 8o
\ ey V/mm\u“ m W‘U\ u),/mm,{w,,%
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8.8. Véta. Véta o inverzni Fourierové transformaci.
Necht f € L'(R).

@ Je-lif spojitinaR af e L'(R), pak

_ 1 R iwt

f(t) = - /OO Fuw) 6! du
pro vsechnat € R.

© Jsou-li f af' po éastech spojité funkce na R, pak

f(t+) + f(t-) 1 [

_ ’f N\ aiwt
5 on (w) €“ dw

—00

pro vsechnat € R.
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Vyznam:
1 0o .
— f iwt
f(t) 27r/ (w) e dw,

—0o0

W <wo < --- < Wwp,
aproximujici soucty tohoto integralu:

1 n—1

> Fwi) (w1 — wi) €/

2r
k=1

jsou kombinaci harmonickych funkci wg(t) = €.
Hodnota |f(w)| udava amplitudu.

8.9. Dusledek. Dvé spojité funkce z L'(R) jsou stejné, maji-li
stejnou Fourierovu transformaci.

Dikaz: f,g € L'(R) spojité, f = §. Pro h= f — g mame
h=0,
atedy h=0.
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8.10. Priklad.
B 1 L sinw ot
a(t) = 5 /OOZw e“ dw.

Podle Pfikladu 8.3 mame

1, jeslite (—1,1);
gty=<¢1/2, jelite {+1};
0 jinak.
Jinymi slovy inverznim obrazem funkce h: w — 2 """T“ je funkce
g.
Specialni pfipad t = 0 vede na Newton(v integral.
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8.11. Véta. Zakladni gramatika Fourierovy transformace.
@ Posun ve vzoru:

F{f(t—a)} = e “aF(w).
© Zména méritka (scaling):

F{f(at)} = |13|? (g) ,a#0.

© Pravidlo konjugace:

F{f(=0)} = T(w).

© Posun obrazu, modulace vzoru:

F{e® (1)} = f(w - a).
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Dikaz:
Q F{f(t—a)}=e" iwa f f(w):

/OO —thdt

(substituce u =t — a)

/ —iw(u+a) du

_ —Iwa/ f(U) —iwudu: e—iwa’f(w)‘

F{f(t—a

8

8

o0

@  Fliani(w) = / f(at) et dt

—0o0

(substituce u = at, du = adi)

1.
= | _twetau= 27(2).
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(substituce u = —1)

:/ 1‘(tJ)e’w”du:/ f(u) e~wudu

—00 —0o0

= /OO f(u)e-iwudu = m

— 00

o / f(t) et et it — / () - 4t = Fw — a).

—00 —00
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8.12. Priklad.

e 21 = g=iw /o g3,

8.13. Priklad.

U - -l PR L@ (1)
sinfe™ = ————¢6 " = 4 e 1

8.14. Priklad. Predpokladejme, Ze plati véta o inverzni
Fourierové transformaci. Jaké realné funkce maji realny
FourierQv obraz?

Reseni: f(w) = f(w), a tedy f(—t) = f(t). Jsou to pouze sudé
funkce.
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8.15. Priklad. Naleznéte obraz funkce g(t) = f(2t — 3) pomoci
obrazu funkce f.

Reseni:
f(y  — f(t—3) — f(2t - 3)
~ N 1 3, ~/w
—3iw _polw -
o)  —  e¥Hw) — et f(2>.
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8.16. Véta. Riemannovo-Lebesgueovo lemma.
Je-lif € L'(R), pak f je spojita funkce a plati

lim #(w)=0.

w—Fo0

Jan Hamhalter https h.fel.cvut.cz/en/people/hamhalte/ Komplexni analyza 232/353



8.17. Véta. Obraz derivace.
Necht f je spojité diferencovatelna funkce a f, f' € L' (R). Pak

F{f'(t)}(w) = iw f(w).

Dikaz:
f e L1(R):>/ F(t)ydt = lim £(t) — £(0).
0 t—o0

Tedy existuje limita lim;_, 1o f(t). Tato limita musi byt rovna
nule, nebot f € L'(R).

Nyni pouzijeme metodu per-partes:

— 00 —0o0

/ f’(t)e’”’dt:[f(t)e’“’] +iw/ £(1) e~ dt
t=—o0
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8.18. Piiklad. f(t) = e~2" a> 0. Pak
w2
f(t)=—2ate @ = jw \/Ze‘zta.
Dusledek:

Jsou-li f, 7, ..., f¥) spojité funkce z L'(R), pak

() = (iw) H(w)

a dle Riemannova-Lebesgueova lemmatu

lim wkf(w) = 0.

|w|—o0
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8.19. Véta. Derivace obrazu.
Necht f € L'(R) a (t — tf(t)) € L'(R). Pak

F{tf(t)}(w) = ii?(w).

8.20. Priklad. Spoctéte Fourierovu transformaci funkce
f(t)y=te =.
Reseni:

2

_2 w
tez = idd\/277 et — —iV2rwe 7.
W
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Konvoluce je operace na mnoziné integrovatelnych funkci.
Motivace: Co odpovida ve Fourierové transformaci soucinu
funkci?

8.21. Definice. Necht f, g € L'(R). Konvoluce funkci f a g je
funkce h = f x g dana vztahem

(o)) = | " H(s)g(t — s)ds.

—00

8.22. Priklad. h = f,  f,, kde f, je branova funkce.

[e.e]

h(t):/ fa(s) falt — 5) ds.
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Integrujeme 1 pres pranik intervalQ

[-a,aNn[t—at+a

0, < —2g
t+2a, te[-2a0];
2a—t, te[0,24];
0, t>2a.

h(t)
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8.23. Véta. Obraz konvoluce.
Necht f,g € L'(R). Pak pro h = f g plati

h(w) = f(w) §(w).

Dlkaz: Zalozen na zaméné poradi integrace.

h(t)

/Z (/Z f( )g(t—s)ds) e dt
:/ ( g(t ’“(’S)dt) f(s) e ™“*ds
K

posunu t—s

g—wu du) (/_Z f(s) e~/ws ds) .

o) Ho)
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8.24. Priklad. Trojuhelnik:

0, I < —2a;
t+2a, te[-2a0];
2a—t, tel0,24];
0, t>2a

f(t) =

Plati £(f) = fa(t) = fa(t).

Podle véty o obrazu konvoluce:

?(w) _ (2 sinwaw>2 _ 4 sin? aw'

w2
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8.25. Priklad. UrcCete konvoluci f x g funkci
f(t) = e,
g(t) = e,
kde a, b > 0.

Fourierova transformace:

Inverze:
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8.26. Priklad. Reste diferencialni rovnici

f2

y'(t)—y(t)=e

Fourierova transformace:
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Fourierova transformace je zakladem oboru:
@ teorie signall
@ harmonicka analyza
@ kvantova mechanika
@ waveletova analyza
@ parcialni diferencialni rovnice
@ atd.
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llustrace k detekci nosného signalu:
signal:

6

M i
i

-6

TS |

L L L i L
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
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Realna a imaginarni slozka Fourierovy reprezentace:

15
1
o
2
5 05
3
o
0
e 50 100 150 200 250 300
Frequency
05

MFWL:JMW%M

°
2
T-05
5
g
S A
g
E

-1.5

. ;
25 50 100 150 200 250 300
Frequency

odhali kompozici kosinové a sinové viny

x(t) = cos (27 - 80t) + 2 sin (27 - 50t) + Sum.
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9. Laplaceova transformace

9.1. Pfima Laplaceova transformace

9.1. Definice. Predpokladejme, Ze f je komplexni funkce
definovand na intervalu [0, c0). Laplaceova transformace
funkce f je komplexni funkce F (proménné s) dand vztahem

F(s) = /OOO f(t) e~Stdt.

Za definicni obor Laplaceova obrazu povazujeme mnozinu
vS8ech komplexnich s splnujicich Re s > 0, pro ktera existuje
vySe uvedeny integral.
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e LT zpracuje na rozdil od FT i nestabilni systémy.
e LT je motivovana LTI systémy.

Konvence:

1, t>0;
1=~ —
() {0, t<O.

Casto ztotozfujeme f(t) a 1(1)f(t).

Znaceni: F = Lf, f = F, L{f(t)} = F(s).

Priméa Laplaceova transformace je zobrazeni f — Lf.
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Priklady:

f(t) =1(1)
Res > 0,
[e'e] —St7 o0 1
F(s)z/ e *ldt = [e ] = —
0 —Sli=0 S
f(y=e% acC, a#0.
Re s > Rea,
0 (a—s)tq o 1
F(s) =/ e*'e ' dt = [e ] =
0 a-s|,., Ss—a
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f(t) = cost, Res >0,

At i T T\ _
F(s)_ﬁ{z(e +e™") =3 s—i+s~|—i =
1 28 s
28241 s2+ 17

f(t) =sint, Res > 0,

LIS R A T\ _
F(S)_E{zi(e e )= oi\sTi T sti) "
_l 2i B 1
C2is24+1 82417
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9.2. Definice. Funkce f definovana na kladné Casti realné osy
se nazyva funkce tfidy Lq (téz predmét standardniho typu),
jestlize
@ fje po ¢astech spojita,
@ f je nejvyse exponencialniho rlstu, tj. existuji konstanty
a, M > 0 tak, ze

If(t)] < Me*!  pro v8echna t > 0.

Cislo « se pfitom nazyva index riistu funkce f.
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@ Kazda omezena po Castech spoijita funkce je v Lo;
0 je index rlstu.

@ Funkce
f(t) = t",
kde n € N je parametr, je v Ly, nebot
n
im t— =0
t—o0 @1

pro vSechna a > 0.
Mnozina L, je uzaviena na linearni kombinace a souciny.
V dusledku toho je p € £y pro kazdy polynom p.
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@ Exponencialni funkce
f(ty=€¥,  acC

je v mnoziné Ly; Re a je indexem rustu.
Tedy kazdy kvazipolynom (soucin polynomu
a exponencialni funkce) je v Lg.

e e neniv £y. Davod: Funkce

et
ool

ma limitu oo pro t — oo, pro kazdé « > 0, a tedy nemuze
byt omezena.

e Laplaceova transformace je definovana pro S$irsi tfidu funkci
nez transformace Fourierova.
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9.3. Véta. Zakladni gramatika Laplaceovy transformace.

@ (Linearita.)
Necht f;,f, € Lo, o, B € C. Pak

L{ah + k) = al{fi} + BL{L}.

@ (Veéta o substituci.)
Necht f € Ly a necht L{f(t)}(s) = F(s). Pak, pro a c C,

Li{e f(t)}(s) = F(s — a).

© (Véta o zméne méritka.)
Necht f € Ly a necht L{f(t)}(s) = F(s). Pak, pro k > 0,

L{f(k)} = ¢ F<k>.

Dulkaz: stejné jako v pfipadé Fourierovy transformace.
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Priklady: Necht w € R.

. 1 1 w
L{sinwt}(s) = " 05722 1T ErR
Podobné:
1 s 1 S
t = — . — . =
L{coswt}(s) o w %22 11 S2+uw?
t _ w
E{ea Sin wt}(S) = m
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9.4. Véta. Véta o derivaci obrazu.
Predpokladejme, Ze f je po ¢astech spojita funkce na intervalu
(0,00) a c > 0 je takové, Ze konverguje integral

/ [f(t)| e~ dt < .
0
Pak Laplaceova transformace F funkce f je definovana

v poloroviné {s € C| Res > c} a je v této poloroviné
holomorfni. Plati déale, Ze

F(s) = — /O Tty estdt.

Dlkaz: prednaska.
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9.5. Véta. Predpokladejme, Ze f € Ly ma Laplaceuv obraz F.
Pak plati nasledujici tvrzeni:

@ Existuje a > 0 tak, Ze F je holomorfni v poloroviné
{s€C| Res > a},

Dudkaz: (i) z pfedchozi véty, a — index rustu.
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Dakaz: (ii)
F(£)] < M et

Vezméme s takové, ze Re s > a.

/ f(t)esfdt’g/ M eteRest g
0 0

B Me(a—Res)t t:OO_ M Res—oo, o
N a—Res |,y Res—ua '

9.6. DUsledek. Je-li f € Ly s Laplaceovym obrazem F, pak
existuji konstanty M, o > 0 takové, Ze

M

<
F) = ges—a

pro v8echna s splriujici Re s > a.
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Priklad:

f(t)y=1", neN.

£{0M(s) = £{t-1}(s) = _<1>, 1

Postupné indukci:

LIt (s) = s,’,’+!1.

Doposud spojité funkce, nyni funkce se skokem.
Translace funkce:
a>o,

f(t—a)l(t—a) = {;(t —a) ;;ka
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9.7. Véta. Véta o translaci.
Pro funkci f s Laplaceovym obrazem F a pro a > 0 plati

L{1(t — a)f(t — a)}(s) = e *F(s).

Dukaz:
/ 1(t - a)f(t — a) e—sfdt:/ £t — a)e~s'dt
0 a

(substituce u =t — a)

Il
-
—~
<
N
(D\
2
Y
+
E
Q
<
Il
CD\
D
[}
c\
8
-
—~~
<
N—r
('D‘
2]
<
o
<
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Modifikace:

L{1(t — a)f(t)}(s) = e~ L{f(t+ a)}(s)

Priklady:
a>0o0

1
1(t—a)=e *.
(t-a)=e ™

Spoctéte obraz funkce

f(t) = {o, te[0,2);

el, t>2.
f(t)y =1(t — 2)e".

1
s—1°

L{f(D)}(s) = 6725 L{e'*2}(s) = e 2567
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Konecény impuls:
0O<a<hb.

h(t) f(t), telab),
10 jinak.

h(t) = F(O[1(t — &) — 1(t — b)].

9.8. Priklad. Spoctéte obraz koneéného impulsu, a > 0,

1 2a);
0, jinak.

Reseni:

f(t)y=1(t—a) — 1(t — 2a) = e—as1S _ g2as!
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9.9. Véta. Obraz periodické funkce.
Je-li f € Ly periodicka funkce s periodou T > 0, pak Laplaceuv
obraz funkce f je funkce

I f(t)ye~stdt
Fls)= "=

Dlkaz: Funkce
f(y—1(t—-N)ft-T)

je rovna funkci f(t) na intervalu [0, T] a je nulova jinde. Jeji
obraz je tedy funkce

G(s) = /O " et
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Na druhé strané je ovSem podle véty o translaci obraz této
funkce roven funkci

F(s) — e STF(s) = G(s).

Z této identity plyne okamzité pozadovany vztah.
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9.10. Priklad. Naleznéte obraz periodického prodlouzeni
funkce
1 2al;
f(t):{ ; .tle[a, al;
0 jinak;

s periodou T = 2a.

Reseni: T = 2a.

1(t—a) — 1(t — 2a) = e‘sa% — e 2%a_,

n

1 e a _ efZas 1 e~ a5(1 _ g—as
F(s)= <~ _o-2as ¢ (1_— —(as —)as
s 1-e s (1—e2)(1+ e )
1 e 1 1

s 1+ea s 1+eas
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V nékterych pfipadech se da Laplaceova transformace
mocninné fady pocitat ¢len po ¢lenu.

9.11. Véta. ,Laplacovani ¢len po clenu”.
Predpokladejme, Ze f € Ly a jsou splnény nasledujici dvé
podminky:

@ Provsechnat > 0 plati

f(ty=> ant".
n=0

Q Rada
o0
>ang
an—-—
n+1
n=0 S
konverguje v jistém okoli nekonecna.

Pak pro Laplacelv obraz F funkce f plati

o0

n!

n=0
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9.12. Priklad.

> t2n
2% 2n+1 '
Zkoumejme konvergenci fady
$oCent s (1)
= (2n+1)! s2n+1 —(2n+ 1) s2ntt’

Tato fada ma stejny (vnitini) polomér konvergence jako fada

S
2n+17
S

n=0

které konverguje pro |s| > 1. Pro Laplacedv obraz F mame

N (=1)"
F(S)_HZ::O(ZnJrUs?”“ pro Res > 1.
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9.13. Véta. Véta o obrazu n-té derivace.

Necht funce f ma derivace do n—tého fadu, které nalezi do
tidy Lo. PFedpokladejme déle, Ze existuji viastni limity fK)(0+),
0 < k < n. Oznaéme F Laplaceuv obraz funkce f. Pak

L{(1)}(s)
= s"F(s) — 8" f(0+) — s"2F(04) — - -- — ™D (04).

Dlkaz zalozen na metodé per partes — viz prednaska.
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Reseni diferencialnich rovnic pomoci Laplaceovy
transfromace
Reste diferencialni rovnici:
y'(t) —2y/(t) +2y(t) = €,
y(0+) =1, y'(0+)=1.

Y(s) = L{y(t)}(s),
L{y'(t)}(s) = sY(s) — y(0+) = sY(s) - 1.
L{y"(H}(s) = 2Y(s) — sy(0+) — y'(0+) = $?Y(s) —s — 1.
Transformace rovnice:
SPY(s)—s—1-2sY(s)+2+2Y(s) = {15,
s2—25+42

1
2

— = — —1:7
(s°—25+2)Y(s) S_1+s s

Y(s) = s1f1’ atedy y(t) = e.

Nutno znat inverzni transformaci.
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9.2. Inverzni Laplaceova transformace

Nutna podminka pro existenci vzoru v £y je holomorfnost v jisté
pravé poloroviné a nulova limita funkce pro Re s — oo. Do této
kategorie spadaji racionalni funkce.

9.14. Tvrzeni. Je-li F(s) = %, kde P and Q jsou polynomy,

deg Q > deg P, pak F je Laplaceovym obrazem funkce z L.

Algoritmus: rozklad na ¢aste¢né zlomky

eat tnf1 ) 1

(n—1)! (s—a"
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9.15. Priklad.

2(s? — 1)
F(s)= —5——.
(s) (s2+1)2
Rozklad na ¢astecné zlomky:
A B C D

F(s) =

Po vypoctu:

GrZ "G+ T =g T s=h

1 1
P9I =i T soip

= e Mt 4 et = 2t cost.
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9.16. Priklad. ’

F(s) = m

A B C D

F(s)

st (st s—i(s-0E
Body +/ jsou pdly druhého fadu funkce F.
/

A= rie? F(z) = lim [F(S) (s+ i)2

S——I
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S——i
D=B
Vzor:
1 1 j ;
f(t) = Z1re”—2te’f+£e—” A’fe’f

1t t—|—1s'nt
=—= =sint.
cos 5
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Obecnéjsi nez racionalni funkce jsou funkce holomorfni v okoli
nekonec¢na majici v nekonec¢nu nulovou limitu.

9.17. Véta. Véta o rozkladu.

Necht F je holomorfni funkce v okoli nekonecna s Laurentovym
rozvojem

> a
F(s) = S—Z
n=1
Pak F je Laplaceovym obrazem funkce

Zn—1 "

n=1
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9.18. Priklad.

F(s):§es
11 1 X (1)K 1
R AT R D D
RGN
fity=>_ P
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Integralni formule a metoda rezidui
Odvozeni integralniho vyjadreni:

Predpoklady:
f € Ly, f' po Castech spojita,
f(t) = 0 pro t < 0. Existuje o > 0 tak, Ze

f(<Me*!, t>0.

Prox > aje
(te f(t)e™") e L'(R).

Zvolme pevné s=x+iy,kde x > a, y € R.
Pocitejme hodnotu Laplaceovy transformace v bodé s:

LHS) = F(x +iy) = /Ooo(f(t) ey eividt.

Jinymi slovy
F(x+iy) = F{f(t)e”}(y).
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Muzeme pouzit vétu o inverzni Fourierové transformaci
aplikovanou na funkci

t— f(t)e .

V bodech spojitosti funkce f(f) mame:
f(1) et = 2;/ F(x+iy)e¥idy, t>0.
Odtud

f(t) = 217T/ e 'eVIF(x+iy)dy.

Tento integral se dé interpretovat jako kfivkovy integral pres
pfimku: Zvolme nejdfive UseCku Cg, s krajnimi body

x—IiR, x+IiR, R > 0.
Parametrizace této Usecky je

e(y)=x+iy, ¢'(y)=i ye[-RA]
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R .
/F(s)eS’ds:/ F(x+iy)eteYtidy.
Cr R
Tedy

1

1 (A ,
St _ F i Xt+i yt )
5 F(s)e®'ds 5 /_R (x+iy)e dy

Limitou pro R — oo dostaneme

Riemanntv—MellinGv vzorec

st
27”/ F(s ds.

Ly ...Bromwichova linie. Pfimka dana parametrizaci

o(t) =x+it, te(—o0,00).
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Téz pouzivame zapis

f(t) = 1 /OOi+X F(s)e*!ds
2ri '

—ool+X

VSimnéme si, Zze na x, x > « nezalezi.
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Yo e g [ocita
Jak vypocitat integral =" F(s) eStds, a> 0?
Predpokladejme, Ze uvedeny integral existuje.

Technické predpoklady:

@ Laplacelv obraz F se da rozsifit na funkci holomorfni v C
vyjma spocetné mnoha izolovanych singularnich bodu
S1, 82, ... lezicich v poloroviné {s € C| Res < a}.

@ Existuje posloupnost polokruznic
Kh={seC||s—al=RpRes<a}

s poloméry R, — o tak, ze

F(s)eStds — 0 pro n — oo.
Kn
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Technické predpoklady implikuji pomoci reziduové véty, ze

coi+a
/ F(s)e®!ds = 2ri res F(s)eSt.

—ocol+a S=Sn

Metoda rezidui:

f(t) = res F(s)est.

S$=8np

Da se pouzit u nékterych dalezitych funkci jako raciondlni
funkce a obrazy periodickych funkci. D4 odhad vzoru, ve v8ech
pfipadech je mozno vysledek ovéfit zkouskou.
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Testovaci priklady:

9.19. Priklad.

1
F(s) = 2
est
f(t) = res — = lim (&) = te® =t

9.20. Priklad.

S S
f(t) = res =——e°"+ res ———e°!
s=ia & + a s=—ia §c + a
ai iat —ai —iat iat 1 —iat
=—€e“"+—e€ =—e° 4+ <€ = cos at.
2ai —2ai 2 2
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9.21. Poznamka. Pokud je singularita s, pdlem prvniho radu
funkce F, pak

St: F . Snt
sr:egnF(S)e (rsens )- et

9.22. Priklad.

]
(s—1)(s—2)(s—3)

F(s) =

f(t) = etr<1es F+ eZtrgs F+ estrgs F

el ot 1 3
=——e —e°l,
2 *5
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9.23. Priklad.

est _ est /
S GG 12(s—2)(s—3) <(s— 2)(3-3))

i t est B 2s-5 o5t
51\ (s—2)(s—-3) (s—2)2(s—3)?

_ 3

=4¢ +t5e.

Ostatni singularity jsou jednoduché poly, a tedy

1 1
f(t) = %e’ + tée’ — e+ Zem.
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9.24. Priklad.

1
F(8)= 53"
(s) (s241)2
Singularity £/, p6ly druhého radu.
est est /
A
o (s2+1)2 o) {(s + i)Z}
. teSt(s+ i) —eSt2(s+i) —tel gl
= lim - = - —.
s—i (S + 1)4 4 4
Podobné .
et —te "t N it
r = —
i (s2 4 1)2 4 4
Zaver:

f(t) = —%t cost + % sin t.
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9.25. Priklad.

1
F(s) = m.

Singularity: 0, e°* = —1,tj. s, = (2n+ 1)in, n € Z.
Aplikujeme metodu rezidui:
est 1 1
res = = —.
s=0s(1+es) 1+ 2
Pro s, = (2n+1)wi:

est etlsn et(2n+1 )i

' <s(1 +e5)> T s, e (@n+ i
=1
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1 o0

et @nt1)mi
(6 =3~ 2~ (@n+ N)ri

1 =, cos|(2 1)t fsin[(2 1)t
E_Z [(@n+ 1) 7] +isin[(2n+ 1) m]

) (2n+ 1)mi
1 2 sinf(2n+ 1)7t)
=2 a2 (ensd)

Dostavame takto periodickou funkci s periodou
T=2r -2
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Na zakladé této informace jsme dokonce schopni explicitné
stanovit danou funkci.
1 _ G(s)
s(1+es) 1-—e2s

Tedy

11— (1-e5(1+e)
Gls) = s(1+e) s(1+e5)es

!
:—e‘s—56_23£1(t—1)—1(t—2).

Budeme se ted’ vénovat zobecnéni této metody.
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Metoda odstépeni polu

Motivace:
kvazipolynom: p(t) e ... p je polynom, a € C.
Laplacetv vzor Laplacetv obraz
soucet kvazipolynomu raciondlni funkce s — Sg;
soucet funkei ,kvazipolynom-1(t — a)* souget funkci tvaru s — % e ¥ a>0
koneéné impulsy dané kvazipolynomy soucet funkci tvaru s — % e ¥ a>0
periodické funkce z kvazipolynom souget funkci s s 2 €% 550 T 0
Q) 1—e—sT* “ ="
soucet vSech funkci vyse soucty soucet vSech funkci vyse
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Takovéto funkce vznikaji pfi feSeni systému diferencialnich
a integro-diferenciélnich rovnic, popisuji linearni dynamické
systémy.

Typicka situace:

Y(s) = F(s) - X(s)
—— —~— —~—

L-obraz vystupu  prenosova funkce L-obraz vstupu

Pfenosova funkce je obvykle ryze lomena funkce, jejiz
singularity maji zapornou realnou ¢ast.
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To néas vede k Uloze nalézt vzor k funkci typu

P(s) e %
F(S):wm aZO,T>O

Je mozno pouzit metodu rezidui pro pfipad a = 0 a pak posun
pro obecné a, singularity jsou dvojiho typu:
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@ Koreny polynomu Q.
Je-li sy kofen polynomu Q, pak je pélem fadu k funkce F.
Vypocet rezidua vede k funkci typu

t

pr—1(t)e kde pk_1 je polynom stupné k — 1.

Vyplyne z konkrétnich vypoctu.
@ Koreny rovnice e~ 7S = 1, 1. body

2wni
T

Nekonecné téchto bodu neni korenem polynomu Q.
V téchto bodech méa F jednonasobné poly. Vypoctem
rezidui pak dostaneme funkce typu

n=0,4+1,42,...

t—che T ! cheC.

Soucet téchto funkci je periodicka funkce s periodou T > 0
(dostaneme ji ve formé Fourierovy fady).
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Zaver: Vzor f je tvaru

f(t) = h(t) + g(t).
~—~ ——
soucet kvazipolynomU, neustalena slozka  periodicka funkce s periodou T
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9.26. Priklad.

1 1
Fo) =52 7 &5

Vzor f ma tvar:
f(t) = Ae? + g(b).
Toto g je funkce s periodou 3.

1 1 St __ 1 2t
252 1-e° "1 6%
_ 1
S 1-e %
1 1 A H(s)
F(s) = : = :
(s) s—2 1-e3 s-2 13

Funkce H je obraz kone¢ného impulzu délky 3 generujici
funkci g. Pronasobenim funkci

(1 —e™3%)

dostavame

Jan Hamhalter https://math.fel.cvut.cz/en/people/hamhalte/ Komplexni analyza 292 /353



1 A(1—e_3s); ot ot 2(t—3)
H(s)_siz— s 5 € —Ae“ + Ae 1(t - 3).

a(t) = (1 - A)e, t €[0,3).

g(t) = —0,002458 ¢?!,  te[0,3).
Dale se periodicky opakuije.

Napf.

f(100) = Ae?® + g(100) = Ae®®® + g(99 + 1)
= Ae”? + (1 - A)é.
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9.27. Priklad.

0...dvojnéasobny pol.

Sest /
res F(s)es! = lim
5=0 (s) s—>0<1 —e—3>

~hm et (1+ts)(1 —e®)—se s

50 (1-— 675)2
(2x 'Hospitalovo pravidlo)

2t +1
2

(=210 1 g)

kde g ma periodu 1.
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Fourierovo vyjadreni funkce g: pro n # 0:

" eZnﬂﬁ
res F(s)es! = .
s=2nmi (s) 2nmi’
(0 g2nmli 1 i sin2nmnt
g\t = 2nwi o« n
neZ,n;ﬁO n=1
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Explicitni vyjadreni:

111 Hs)

F(S)_s(1—e*3) 2 2s T es
H(s) = ¢ — (1 -9 - 51 —e7)

S (1) - 1),
g(t):%—t, te0,1).

1 1
=ttt —t= 1).
f(t) t+2+2 t=1, te[0,1)

ﬂn:t+%+ga—nzt+1+%—u—n:2, tel[l,2).

2
Tedy
f(t) =n, te[n—1,n).
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9.28. Priklad. Urcete analyticky inverzni Laplacelv obraz

funkce 1
FO) =i raa-e9
eS F(s _ e =Ae! _ ]
) O T 1-¢€
—2t
st __ € _ pa-2t —1
res e F(s) = 1_62_86 , =
Perioda je 1.
1 A B G(s)

511)(5+2)(1-e%) s+1 st2 T1-es
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Odtud

B 1 A(1—e5) B(1-e)
)= N2~ st1 st2

_ 11 A(l-e®) B(1-e)

s5+2 s+ S+ 1 s+2

Pro t € [0,1) je periodicka cast

g(t)=—e?'4+e!-—Ae!-Be 2 =(1-Ae!—(1+B)e 2L

Zaver:
f(t)y=Ae '+ Be 2! 4 g(t).

Predikce: pro velké t je f(t) skoro periodicka funkce.
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10. Z-transformace

10.1. Pfima Z-transformace

Motivace: zpracovani diskrétniho signalu, vzorkovani,
umoznuje pouzit analytické operace na diskrétni objekty.

an

zn
n=0

Otézka: Pro jaké posloupnosti (an)o2 , konverguje fada
Ym0 2 v jistém okoli nekone¢na?

Z:(an)nlo = F(2) =
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10.1. Tvrzeni. Rada
an
zn
n=0
konverguje v nejakém okoli nekonecna pravé tehdy, kdyz existuji
konstanty M > 0 a c € R tak, Ze

|an| < Me®" pro vsechna n. (5)

Dlkaz: Pfedpokladejme, Ze 3>, 21 konverguje ve vnéjSku
kruhu {z € C| |z| > R'}. Jeji soucet

o0
an

F(z) = o0

n=0

je na této oblasti holomorfni funkce.
Zvolme kladné orientovanou kruznici C se stredem v pocatku,
leziciv{z € C| |z| > R'}, tj. s polomérem R > R’ > 0.
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Podle integralniho vyjadreni koeficientd Laurentovy fady (tady
je treba fadu )7, & interpretovat jako fadu se stfedem
v poCatku) mame

1 F(2)
&l = ‘27” /Cz—n+1 dZ‘
<11 (@) 27 R
—2r RI-n zeaé( m

= R" - max|F(2)|.
zeC

N——
=M

Tedy

‘an‘ < Me" In R.
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Opacna implikace: predpokadejme, Ze plati odhad (5):

a (eC)n
— <M
z|" = |z|”
Rada .
c\n
> mt)
|z|"
n=0
je pro |z| > e geometricka fada s absolutni hodnotou
kvocientu
eC
— <1
F4

Dle srovnavaciho kritéria konverguje fada "2, 27 pro
v8echna z takovd, Ze |z| > e°.
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Znaceni:

Zy ... mnozina v8ech komplexnich posloupnosti (an)5 , ktere
jsou nejvySe exponencialniho rastu, tj.

lan| < Me°"  pro vSechna n,

kde M >0, c € R.

Ekvivalentné: pro (an)5>, € 2y existuje M > 0 a a > 0 tak, ze

lan| < Ma"  provsechna n.
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@ Kazda omezena posloupnost je v 2.
@ KaZzda posloupnost (p(n))o2 ,, kde p je polynom, je v Zy:
im P)

n—oo N

=0.

Tedy napfiklad
lp(n)| < &”

pro dostate¢né velka n.
@ Vzorkovani kvazipolynomu je v Z;.
@ (n")2, & Zo.
n

Iim — = |lim e
n—oo @cn n—oo

o (M2, ¢ 2.
Podilové kritérium pro fadu >-5° ; &:

n(lnn—c) _ 0.

(n+1) 2" n+1 nseo
[zl T g }
Nekonverguje v Zadném bodé.
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10.2. Definice. Z-obraz posloupnosti (an)>, € Zp je funkce

Znaceni:
Z(an)p—o = F(2),  (an)p=o = F(2)

Kp ... funkce holomorfni v okoli co majici v co vlastni limitu.

10.3. Véta. Z-transformace je prosté zobrazeni mnoZiny Zy na
mnoZinu K.

Dlkaz: Véta o Laurentoveé rozvoiji.
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10.4. Priklad.

(an)p2o = (1,2,0,4,0,0,...).

z#0.

10.5. Priklad.

(an)%ozo == (0,0,..., 1 ,0,0,...) == (6mn)%o:0
index m
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10.6. Priklad.
oo _ 1 -
o= (31), 4

<11 1
n=0
z#0.

10.7. Priklad.

FO=) =y qz=7 1

|z| > 1.
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10.8. Priklad.
(a@n)pzo = (0,1,0,1,0,1,...).

1, 1.1 z

':1—1/22_22—1'

o
_l’_
NI[=
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10.9. Pfiklad. Vime, Ze se posloupnost (a,)5°, zobrazi na
funkci (z — F(z)). Jak& posloupnost se zobrazi na funkci
(z+— F(22))?

[e.e]

a
F(z)=>_ 72
n=0

[e.9]

a
F(Z5)=> 7277
n=0
Tedy posloupnost

(807 0) a'I,O, 32, o, .. )

ma Z-obraz F(z?).
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10.10. Priklad.

(an)plo = (8", acC
o0 n
a Z
F(z) = — =
( ) zn zZ—a
n=0

2| > |al.
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10.11. Véta. Zakladni gramatika Z-transformace.
Predpokladejme, Ze (an)s2, € Zy a (bn)3, € 2o, pficemz

Z(an)nzo = F(2).

Pak plati
@ (Linearita)

Z(cran+ cobn)ilo = c1Z(an)ilo + c2 Z(bn)io
pro libovolna ¢y, c> € C.
©Q (Multiplikace)

Z(@ an)y = F<Z>

a

pro véechna a # 0.
© (Derivace obrazu)

Z(nan)y, = —2zF'(2).
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Ddkaz:

(o)
Cian+cCob
Z(cran+coabn)py = Z #
n=0

—C1Z 7_'_ QZ = c1Z(an)py + C2Z(bn)p
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10.12. Priklad.
(c+2a"),

Z(c+2a"), g =Z2(c)po+2Z2(a"), 0
cz z
= Fov2 S 2 max(1al)

10.13. Priklad.

(sinwn)ply .

1. .
sinnw = — (e — e M),

2i
Flz) = 1 z z 1 22—z — 7% 4 ze
- 2i\z—ew z—ew] 2] 722_2zcosw+ 1
Zsinw

72 —2z7cosw+1°
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10.14. Priklad.
(@"sin nw) 2, -

Zsinw
Z(a"sinnw),_y = a -

2
<Z> — 2§cosw +1

azsinw

72 —2azcosw + @’

10.15. Priklad.
(MnZo -

Z(n)i"_o=—2<zf1)/= (2_21)2

Jan Hamhalter https://math.fel.cvut.cz/en/people/hamhalte/ Komplexni analyza 314 /353



10.16. Priklad.

(P)oo

Z(), = _Z<(z)2>,: a1z -1) 4z

n=0 z—-1 (z—1)* (z—1)%

Takto je mozno ziskat obraz kazdého polynomu.

10.17. Priklad.
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10.18. Véta. Posun doprava.
Necht (an)s2, € Zy a k je nezdporné celé Cislo. Definujme
posloupnost (bp);., vztahem

{a,,_k, jestlize n > k;
bn -

0, jestlize n < k.
Pak
. 1
Z (b)i2o = 55 F(2),

kde F je obraz (an)32,.
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Dlkaz:

o _ 4o ai az
Z(bn)nzo_?+ﬁ+ﬁ+
ai ao _1
=@+ 4oy te) = 5 F(2)

10.19. Priklad.
(0)070)131)17'”)

[e'e) . 4
(1)n:0 = z—1

1z
(0,0,0,1,1,1,-'-):§2_1.
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10.20. Véta. Translace vievo.
Predpokladejme, Ze (an)s>, € Zo ma Z—obraz F a k je celé
nezaporné cislo. Definujme posloupnost (b,),-, rovnosti

bn:a,H_k n:0,1,...

Pak o
% — a
Z(bn)n:O = Zk |:F(Z) — Z 277:|
n=0
- Sk a4 a ak—1
(ak,ak+1,...):z <F(Z)aozzz...zk1>
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Ddkaz: Bt Bpsn
bn)°y = ax + —+ + =4
(bn) 0 Kk + Z + 72

e Ex] (52 £

Lk Ak+1 | k42 Ak+1 |, k42
—Z( +Zk+1+ “ki2 ‘)—a +7+7+
10.21. Priklad.
(sin 5w, sin Bw, .. .)
Zsinw sinw sin2w sin3w sindw
F(z)=2° — — _ _
(2) (22—22 cosw+1 Zz z2 z8 z4 )
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10.22. Priklad.
((n + 3)2)

00
n—

. 2
<n2) n=0 = (j—:;

2 5 4
_p(FEFtZ 1 _A\_ 2tz o
F(z)_z< 0 >_(z—1)3 z
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Diference posloupnosti (an);2 € £ je definovana rovnosti

A(an)pZo = (@np1 — an)plo -

Diference vyssich radu:

AK(an)iey = AN (@n)32,.

Priklady:
Az(an);io = A(ani1 — an)peo = (@ns2 — @ny1 — (@1 — @n)) 2o

= (@ny2 — 2ap41 + an)plg -

A(MnZo = (1nZo-
A% (n)p2e = (0)7,.
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10.23. Tvrzeni. Necht (an);2, € Zy se Z-obrazem F(z). Pak
Z(Aap)yly = (z—1)F(2) — zap.
Ddkaz:

(@n+1)20 = (a1, a2, ...) = 2[F(2) — a0,
A(an)po = zF(2) — zag — F(2).
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10.24. Definice. Predpokladejme, Ze (a1)2.q, (bn)peg € Zo-
Konvoluce téchto posloupnosti je posloupnost

(€n)nzo = (@n)nzo * (bn)ng

definovana vztahem

n
cn:Zakbn,k, n=01,....
k=0

Ch = Qo bo
Ci = Q by + a4 bo
Co = agbo+ayby+ a by

10.25. Priklad.

(Mo * (Dnzo = (N+ 1),
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10.26. Priklad.

(Dnlo*(eMno=(1,1+e1+e+e. )

10.27. Priklad. Co je konvoluce s posloupnosti (0,1,0,0,...)?

(071,0,0,...)*(80,31,32,...):(0730,81,...).

10.28. Priklad. Co je konvoluce s posloupnosti

(0,0,...,0,1,0,...) = (6kn)peo?
k

(0kn)p—o * (@n)nzo = (0,0,...,0, a9, &, ...).
k
Posun doprava o k pozic.
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10.29. Véta. Veéta o konvoluci.
Predpokladejme, Ze (an)2 o, (bn)peg € Zo,
Z(an)peg = F(2), Z (bn)pZo = G(2)-

Pak

Z[(@n)pZo * (bn)pzo] = F(2) - G(2)-
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10.30. Priklad.
Z 2
<n+1)$,io:(1)2°_o*<1>$,°_oi( )

z—1

10.31. Priklad.

(MnZo * (€")n20 =

z z z2

z—1z—e:(z—1)(z—e)'

10.32. Priklad. UrCete posloupnost (a,)° 4, pro kterou plati

n=0>’
(an)izo * (2")p20 = (4")n0 -
Z(an)® z 0z
Wn=0"z_2  z-4
o z-—2 2
Zan)nzo= ;=4 =1+,
i(5n0+2.1(n_1)4”_1)00 =(1,2,8,32,...).
n=0
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10.33. Pfiklad. Pro jakou posloupnost (an)> , plati, Ze

(@n)nZo * (bn)pZo = (bn)pZo
pro v8echna (bp);2o € Z?
F(z)- G(z) = G(2),
F(z)=1,
(@n)p=o = (1,0,0,...).

Dusledek: Konvolutivni soucin je komutativni, asociativni a méa
jednotkovy prvek.
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Vyznam konvoluce
L: Zo — Zo
vstup — vystup

@ Zobrazeni L je translaéné invariantni, tj. jestlize
L(an)72o = (bn)pzo, PakK

L(1(n = K)an—k)nzo = (1(n — K)bn—k)no-
© Zobrazeni L je linearni, tj.
L(c1(an)pzo+C2 (bn)pZot--+) = C1L(an)pZotCoL (bn)p ot -
Predpokladejme, Ze

L(1,0,...) = (bo, b1,...).
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vstup:

ap(1,0,0,...) + a4(0,1,0,0,...) +...

vystup:
a - (bo, by, by, bz, ...) +
a - (07 bOa by, by ) +
a- (0, 0, bo, by, ...) +
(aobo, agby + aiby, agbo + ajby + azby, )

Zaveér:
Odezva na (an)s2, je
(@n)o2g * (bn)pep = (an)32o * L(1,0,0,...) neboli

n=0

L(an)io = (an)yo * L(1,0,0,..).
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10.34. Tvrzeni. Je-li Z(an)5>, = F(2), pak

k=0 /7 n=0

Dlkaz:

<Zn:ak>oo — ()0 * (1) = ——F(2).

k=0 7/ n=0 z-1

10.35. Priklad.

n V4 V4 . V4
Z(Z%") REEE ) I P
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10.2. Inverzni Z-transformace

z! Ko — 4y

F(2) = (an)nZo

F(z)= —.

Metody vypoctu:
e rozvoj v Laurentovu fadu
e integralni forma, reziduova véeta

1

= — | F(z2)z"'d
oni ) F(BE 0z

an

kde C je kladné orientovand kruznice se stfedem v pocCatku,
leZici v oblasti, kde je obraz holomorfni
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Podle reziduové véty:

an=>» res (F(2)z" ).

Z=2Z
Zj

Suma pres singularity lezici uvnitf C.

e pfimé vzorce
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e znamé obrazy
e konvoluce

10.36. Priklad.

1 &, L, 1
in g = 2 gy e

n=
a = (—1)”71
a2n - O
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10.37. Priklad.

1
Fo = =hz=9
1 1 1
F2) 1—e<z—1_z—e>
1 1 _
71"z z-1 @1
1T 1z = (0,1,e,€°,...)
zZ— € zZ Z—e€e
Z1F(z):1ie(0,0,1—e,1 e?,...)
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10.38. Priklad.

Metodou rezidui:

Z—00
n>1
n—1 n—1
=S E-Nz—e R z-Nz-e
1 e 1 e’
T1-ee-1 1-e
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10.39. Priklad.

1
F _
@)=z
1 z
= — = 1,2,3,..).
F(2) ZZ-17 (0,0,1,2,3,..)
Metodou rezidui:
n>1:
n—1
an = reszi = lim iznf1 =n-1.

z=1(z—-1)%> z-1dz
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10.40. Priklad. Pomoci Z-transformace naleznéte soucet

n
P22+ 4P =) Ko

Reseni:
()= 212
(z-1)3
(ik2> .z Z2y+z 47
P z—1(z—-1) (z—-1)
res 2 +2° Z" 1 = lim —(Z”+2 + ZMhy
z=1 (z—1)* z—13
1

= [0+ 2)(n+ 0+ (0 n(n—1)] = gn(n+ 1)(2n+1),
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10.3. Diferencni rovnice

Motivace: teorie signall, numerické feSeni parialnich
diferencialnich rovnic, ladder networks,. ..

Diferenc¢ni rovnice maji podobnou strukturu jako rovnice
diferencialni, hleda se feseni ve tvaru posloupnosti vyhovuijici
pocatecnim podminkam.

Regeni téchto rovnic pomoci Z-transformace je diskrétni
analogie feseni diferencialnich rovnic pomoci Laplaceovy
transformace.

10.41. Priklad.

Yni2 +2Yni1 +Yn =0,
Yo=Yy1 =1
(homogenni diferen¢ni rovnice druhého fadu s konstantnimi
koeficienty)
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(Yn)neo = Y(2).

Yn1)nzo = 2[Y(2) = yo] = 2(Y(2) - 1).

Provedeme transformaci rovnice:
22Y(2) - 22— z+2zY(z) -2z + Y(z) = 0.
Y(2)(22 +2z+1) = 2% + 3z

Y(z) =

z2+3z
(z+1)2

Jan Hamhalter https://math.fel.cvut.cz/en/people/hamhalte/ Komplexni analyza 339/353



Provedeme inverzni transformaci:
n>1:

(22 +32)z"1 . " n—1
= = lim (n+1)Z2" +
Jes Z 172 L _1(n )Zz" +3nz

=(n+1)(=1)"+3n(-1)"" = (-1)"(1 —2n).

(yn)?)o:O = (1a 17_3,53 .. )
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Mnohdy dava lepsi predstavu nez numericky vypocet,
ve kterém se hromadi zaokrouhlovaci chyby:

10.42. Priklad.
10
Yniyo = ?}/n-H — Vn,
IR
Yo=1, V1 = 3
Transformace:
1 10
2 g 1
z [Y(z) 1 32] 3 z[Y(2)-1]-Y(2)
2 _ 2, Z 10 > B
Y(z)<z 32+1>_ +3 32=7 3z
72— 3z z o
(2) = = = (37") =
(2-9(z-3) z-} =0

Numericky vypocet na tfi platné Cislice da nesmysiné vysledky:
YO = 17 Y1 = 073337"'7y6 = —070927-~-7Y10 = _5765
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10.43. Priklad. Fibonacciho cisla

Fibonacci (1212): Liber Abaci

Uloha o populaci kralikd:

Kazdy par se zreprodukuje po dvou mésicich.
1,1,2,3,5,8,13,21,34,55,89, 144,233, . ..

Posloupnost se fidi zakonem

co bude coje  prirstek
A~ = A~ ~ =~
Yny2 =VYnt1+ Yn

Yo=y1 =1
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Transformace rovnice:

z2 [Y(z) 1} =z[Y(2) - 1]+ Y(2)

12
z
(Z2—z-1)Y(2)=2°

2
z
Y(z):22_2_1

Inverze:

Binet (1786—1856)
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Kombinace dvou geometrickych fad, jedna z nich mizi
v nekonec¢nu:

lim Y1 _
n—oo yn

1 Zﬁ = 1,61803.

Souvisi s pomérem zlatého rezu.
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10.44. Priklad.
Az}’n +yn=0,

Yo=1, Ay =0.
AYn)nzo = (2=1) Y(2) -
A% (yn)plo = (2-1)[(2-1)Y(2)~2]-0 = (z-1)?Y(2) ~2z(z—1)
(z=1)2+1]Y(2)=z(z—1)

2(z—1) 22—z

(z—1)24+1 22-2z42
_ z—1 _ A N B
ST (z-1=-i)(z-1+0) T\z-1—i z—1+i

(ot
2 \z=1—-i z—-1+4+1i)

Y(2) =
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E
4

N —

Yn [(1 + [)n + (1 _ I)n] — Re(\@ei%)n _ 2,7/2 cos
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10.45. Priklad.
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10.46. Priklad. Rovnice s konvolu¢nim jadrem

n
Yn+2+z2k}/n—k = 17

o
Yo=y1 =
2Y(2)+ —=Y(2) = zf 1
Y(z) = (zz - 12)3
(z—2)z"

=Sz 22

1 n
:En(n—1)—(n—1)(n—2):(n—1)(2—5)
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10.47. Priklad. Vyjadrete vzorcem feSeni diferencni rovnice
Yne1 — 2Yn = an,

kde yo = 0 a (an);2, je obecna posloupnost ze Z;.

Transformace:

zY(z) - 2Y(2) = F(2),

kde F(z) je obraz (an);2 .

Pron>1:
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10.48. Priklad.
Yn+3 +Yn = an,
Yo=y1=y2=0.

1
>3(n+1)
= z3(n+1)
= (0,0,0,1,0,0,-1,0,0,1,0,0,1,...)
YH:an—3—an_6+an_g—...
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10.49. Priklad. Pomoci diferencnich rovnic urCete soucet

272" on”

Reseni:

1 2 3 n
Yn:§+?+§+'”+§.

n+1
Yn+1 _y":W’
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1 z
zY(z)-Y(z) = =
2(z-1p
1 1 z2
Y(z)=3
2(2—1)(2_%)2
1 1 z 1 1
12(z—1 e 2(1)E °
z=12(z-1)(z-3) (2)
1 1 zn+1 1/ 21N/
res — = lim =<
=12(z-1)(z-})? H;2<z—1
n(- n+1
:“ml n+1)z"(z 12) z
71 (z—-1)

()] 4
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