MAZ2 - 5. konzultace
Krivkovy a plosny integral

1 Krivkovy integral

1.1 Pojem oblouku a krivky

Kiivku si budeme predstavovat jako souvislou ¢dru, ktera bude hladkd az na nékolik vyjimecénych bodu
(muze tedy byt v nékterych bodech "zlomend”) a kterd muze také protinat sama sebe. Pro jednodussi praci
si proto obecnou kiivku sestavime ze snadnéji uchopitelnych ¢asti, kterym budeme fikat oblouk.

1.1.1 Pojem oblouku

Definice oblouku: Mnozinu C ¢ R"” nazyvame oblouk pravé kdyz existuje zobrazeni ¢ = (¢1,...,¢n) :
{(a, B) = R™, pro které plat{

e p({a, ) =C.

e ¢ je spojité a spojité diferencovatelné na intervalu (o, 3) (tj. jednotlivé slozky ¢; : (a, 8) - R jsou
spojité a spojité diferencovatelné na daném intervalu a v krajnich bodech « a [ je toto chapano
jednostranné),

e © je prosté na (o, 8) a ¢'(t) = (np’l(t),...,go;(t)) #(0,...,0) pro vsechna t € («a, 8),

Zobrazeni{ ¢ nazveme (hladkou) parametrizaci oblouku C. PFi dané parametrizaci budeme bod ¢(a)
nazyvat pocdtecni a bod ¢(3) koncovy bod oblouku a spole¢né jim budeme fikat krajni body oblouku.

Pozndmka (geometrickd a fyzikdlni interpretace): Jak vidime, oblouk sdm sebe nikde neproting
(a to ani v krajnich bodech).
Pro tg € (o, 8) je vektor

1 T Qo(t)_go(tO) _ 1
#'(to) = Jim A

(@1(t) —¢1(to) en(t) - @n(to)) CR"
t—to t—to

teénym vektorem k oblouku v bodé a = p(tg). Pokud parametr ¢ budeme chdpat jako ¢as, pak a = ¢(tg) je
poloha v okamziku ¢y a ¥ = ¢’(tg) je okamzity vektor rychlosti v okamziku ¢ (a v bodé a). Nase pozadavky
tak fikaji, Ze oblouk C projizdime z jednoho konce na druhy a pritom se v zadném bodé (kromé piipadnych
kraju) nezastavujeme.

Vsechny dalsi pojmy, které budeme chtit pro oblouk (a nésledné kiivku) zavést, bychom chtéli mit zavislé
pouze na mnoziné C (a nanejvyse jesté na jeji orientaci - viz déle), ale ne na volbé zpusobu, jak ji zrovna
parametrizujeme. Skuteéné to tak nakonec bude a k tomu se bude hodit nésledujici véta. Ta tika to, co
se da intuitivné ocekdavat, a sice ze parametrizace oblouku se daji jedna pfevadét na druhou jen pomoci
transformace jejich defini¢nich oboru.

Véta (o pfechodech mezi parametrizacemi): Necht ¢ : (o, 8) > R™ a ¢ : (y,d) - R" jsou dvé hladké
parametrizace téhoz oblouku C ¢ R™. Pak existuje (jednozna¢né definovand) prosta spojité diferencovatelnd
monotonni funkce, a sice h =9 o p: (a, ) - (v,5) takova, ze

p=1oh.



1.1.2 Orientace oblouku

Zde si zavedeme orientaci oblouku. Postup, ktery si zvolime (pomoci teéného pole) se muze zddt na prvni
pohled zbyte¢né slozity, ale vysledné pojmy pak vyuzijeme pro integral 2. druhu a navic analogicky pak
muzeme postupovat i u plochy.

Definice jednotkového teéného pole: Necht C je oblouk. Zobrazen{
T :C ~ {krajni body} - R"

takové, 7ze pro kazdy bod a € C \ {krajni body} je T'(a) teény vektor k danému oblouku C a |T'(a)| = 1
nazyvame jednotkové teéné vektorové pole (daného oblouku).

Véta (o spojitych jednotkovych teénych polich): Necht C je oblouk.

e Pii zadané parametrizaci ¢ : (o, 8) = R™ oblouku C je zobrazen{ Tsa :C~{krajni body} - R"™ definované
jako

©'(1)

le"(B)]

kde a = p(t) € C pro t € (o, 8), spojité jednotkové tecné vektorové pole.

T,(a) =

e Pro C existuji pravé dveé spojitd jednotkova teéna vektorova pole, kterd jsou navzajem opacna.
e Pro parametrizace ¢ a v jsou nasledujici podminky ekvivalentni:

(a‘) TﬁP = T’L/M

(b) prechodové funkce (z véty vyse) mezi ¢ a ¢ je rostouct,

(c) obé parametrizace maji stejné pocatecni body (a tedy i stejné koncové body).

Jestlize je splnéna nékterd z téchto podminek, fikdme, ze parametrizace ¢ a 1 jsou stejné orientované.
V opacéném piipadé iikame, ze parametrizace ¢ a v jsou opacné orientované.

Pozndmka: Pro danou parametrizaci ¢ : (a, 8) - R™ lze opacné orientovanou parametrizaci vzdy vyrobit
napf. jako
&(t):=p(a+p-t) pro te(o,f).

Definice orientace oblouku: Orientace oblouku C je zaddna vybérem jednoho ze dvou spojitych tecnych
poli.

1.1.3 Pojem kiivky a jeji orientace

Definice kiivky a jeji orientace: Mnozinu C € R" nazyvame kiivka praveé kdyz se sklada z kone¢né mnoha
na sebe navazujicich (orientovanych) oblouku Cy,...,Cx (tj. koncovy bod jednoho oblouku je poc¢atecnim
bodem nésledného oblouku).

Orientaci oblouku C; (danou odpovidajicim polem T, ;) zde vyzadujeme proto, abychom mohli mluvit
o pocateénim a koncovém bodu daného oblouku. Vektorové pole T' uréené souborem poli (Ti,-,T)) pak
povazujeme za jednotkové tecné pole kiivky C, kterym jsme zadali jeji orientaci. Toto pole T je tedy defi-
novano na celé kiivce az na kone¢né mnoho jejich bodu.

Obecnéji: Vektorova pole na kiivce budeme povazovat za totoznd, pokud se budou rovnat na celé kiivce
C az na kone¢né mnoho bodu. Timto ztotoznénim vlastné fikdme, Ze orientace kiivky nezavisi na jejim
rozkladu na jednotlivé oblouky.

Pozndmka: Orientaci kiivky uz nemuzeme (az na “evidentni” piipady) zaddvat jen volbou pocateéniho
a koncového bodu, protoze napf. u smycek na kiivce nebo u kruznice a podobnych uzavienych kiivek
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bychom nevédéli, jaky zpusob prochazeni zvolit. A dale - jestlize C bude znacit kiivku orientovanou zvolenym
jednotkovym teénym polem 7', pak opacéné orientovanou kiivku (vzhledem k té nasi zvolené orientaci) muzeme
znacit (pomérné nizorné) jako

-C .

Speciélné pak zavedeme, ze —(-C) = C.

Definice parametrizace kiivky: Pokud mame kiivku C vyjadienou tak, Zze existuje zobrazeni ¢ :
(a, B) = R™ takové, ze

o o({o, B)) =C,
e existuje délenf intervalu o =t <t < -+ <tg_1 <t} = 3 takové, ze na kazdém podintervalu (t;_1,t;) je ¢

hladkou parametrizaci néjakého oblouku C; := gp((ti_l,ti)).

nazveme zobrazeni ¢ parametrizaci kiivky C. Parametrizace pak vytvaii i orientaci krivky (vyse uvedenym
zpusobem pomoci teéného pole).

Poznamka: Z definice parametrizace o kiivky specidlné plyne, ze zobrazen{ ¢ je spojité na («, 8). Ktivka
pak muze byt v nékterych bodech ”zlomena”, ale stale to mé byt souvisla ¢ara. Kfivka také muze protinat
sama sebe a vektor rychlosti chceme mit nenulovy az na kone¢né mnoho vyjimek.

Déle poznamenejme, Ze orientace kiivky v piikladech muze byt zaddna i jinak, napt. posloupnosti nékolika
bodu nebo ”podle/proti sméru hodinovych rucicek”apod. Pokud parametrizace, kterou pak pro vypocet
volime, nemd pozadovany zadany smér, musime tomu pfizpusobit i pfipadné znaménko integralu (tj. kdyz
pocitdme praci silového pole podél kiivky).

P#. (parametrizace kiivky)
Zparametrizujte kiivku
C: 22+y%=22 & 22+y°=2¢ & 220

s orientaci v kladném smyslu pii pohledu shora. _
(Tim se mysli toto: jestlize C promitneme do roviny xy, pak vznikld kiivka C v této roviné méa orientaci
proti sméru hodinovych ruéicek - to je ten tzv. kladny smysl).

Reseni:
Rovnice 22 + 42 = 2z je to samé jako (z — 1)? + 4% = 1 (coz je valec).

Kiivka predstavuje tedy prunik kuzelu s valcem jehoz polomér je 1 a osa kuzele lezi v plasti vélce.
Parametrizaci udélame pomoci obvyklych valcovych soutadnic:

T =17CoS
y=rsing
z=h

Po dosazeni do podminek dostaneme
r?=h* & r*=2rcosp & h>0

které splnime (pro vSechny moznosti) pti volbé 7 = 2cosg, h = r = 2cosp a -5 < ¢ < & (pro leps
pochopen( si kfivku na¢rtnéte). Tim dostaneme parametrizaci:

)

TR

)

R

C: x(p)=2cos’yp, y(p)=2cospsing, z(p)=2cosp pro @e(-
kterda mé pozadovanou orientaci.

K parametrizaci lze vyuzit i posunuté valcové souradnice:
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r=1+7rcosp
y=rsinp
z=h

Zkuste si to sami.

1.2 Délka krivky

Délku oblouku C muzeme bud definovat jako supremum délek lomenych ¢ar, které ji aproximuji (to je velmi
prirozend definice, ale vyzaduje pak vice dokazovéni) nebo jako délku dréhy, kterou urazi bod, jehoz pohyb
v ¢ase je ddn parametrizaci ¢ : (o, 8) - C. Jelikoz zménu dradhy As béhem krétkého ¢asového tseku At
pocitdme jako As = |0] - At, kde ¥ je vektor (okamzité) rychlosti, tak si délku oblouku C muzeme pfirozené
definovat také jako

B
()= [ lle' (1)l dt

n 2
kde |¢' ()] =1/ 2 (<p;(t)) . Dulezité pak je ukézat, ze tato definice nezdvisi na zvolené parametrizaci
i=1
(coz neni tézké). A jak je vidét, nezdvisi tim ani na orientaci oblouku.

Pro kiivku C skladajici se z oblouku Cy,...,C; pak zavedeme délku pfirozené jako

k.
(e) =3 uc)
i=1
Opét je potieba ukéazat, ze délka nezavisi na rozkladu na oblouky.

P#. (délka kiivky)
Urcete délku cykloidy I' s parametrizaci

p: xz=t-sint A y=1-cost

kde 0 < ¢ < 27. Cykloida je kiivka urcend drahou bodu, ktery je na kruznici (zde s polomérem a = 1), kterd
se vali bez tfeni po primce.

Reseni:
Délka kiivky I" s parametrizaci ¢ se vypocita jako

b
(ry= [l old (= [ 1ds),
a r

neboli jako integral z konstantni funkce f =1 podél dané ktivky I". Mdame

o'(t) = (1 - cost, sint)

llo" ()] = \/(1 —cost)? +sin’t = /2 - 2cost.

Takze muzeme psat
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K

K(F):/-ldS:\/ifr\/l—COStdt:{QleJit}:2\/§f\/1—cos(2u) du =
r 0

0

= {cos(2u) = cos? u — sin? u} = 4/sinu du=8.
0

1.3 Kiivkovy integral z funkce (Kfivkovy integral 1.druhu)

Kdyz méme definovéno, co je to délka oblouku, muzeme nyni uz zavést pojem integralu ze (spojité) funkce
f podél oblouku C. Oblouk si rozdélime na (navazujici) useky D, ..., D,, a vezmeme si sumu

> f(z;)-€(D;), kde z;€D; je néjaky zvoleny bod.
i=1

D4 se ukdzat, ze jestlize se pruméry diam(D;) mnozin D; bliz{ k nule, tyto aproximaéni{ sumy se blizi k
hodnoté, ktera pro nas bude hledanym integralem a ktera se da spocitat vztahem

b
[ ras= [ @)l @l a,
c a

kde ¢ : (a,b) - C je vhodnd parametrizace oblouku C.

Ukéazeme si, ze vyraz napravo skuteéné nezavisi na volbé parametrizace (a tim ani na volbé orientace

oblouku!):

Dikaz: Pro parametrizaci ¢ : (¢, d) — C podle véty o pfechodu existuje hladké funkce h: {(a,b) - (¢, d),
ze @ =1 o h, takze ' (t) = ' (h(t)) - h'(t) a tudiz

b b
[ @) @llde= [ (w(h))- 1/ ()l ) dt={dffh'?‘((f))dt}=

——

h(t)sgn(h/())

a

h(b) d
o e ar = D L@ e =d )y
= Sgn(h ) [ f(T) ||'L/) (7—)H dr = { sgn(h') - 1: h(a) _ d7h(b) —c (7 f(T) ||'L/) (T)H dr .
h(a) c
Pro kiivku C skladajici se z oblouku Cy,...,Ci opét definujeme integral jako

/fds::i/fds
C i=lg

(opét se ukdze, ze nezavisi na rozkladu na oblouky).

Pokud ¢ : (a,b) — C je parametrizace kiivky, plati analogicky vztah jako pro oblouk, tedy

b
[ 1ds= [ 1)l @l dt,
C a

P#. (kfivkovy integral z funkce)
Spocitejte [ /a2 +y?ds, kde C se skladd postupné z kiivek
c
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e C;: horn{ polovina kruznice o poloméru % se stredem v (%,0) jdoucf v kladném smyslu z bodu (1,0)
do bodu (0,0);

e Cy: tsecka jdouci z bodu (0,0) do bodu (-1,2).

Reseni:
e parametrizace Cy: Kfivka spliiuje rovnici (x — 7)2 + 12 (%)27 proto pouZijeme posunuté polérnf
souradnice.

A _ 1
p1: x=5+gcost, y=g5sint pro 0<t<m.

ei(t): 2'(t) =-3sint, y'(t)=1cost a |pi(t)] = \/(—fsmt +1cos?t=1

Parametrizace méa orientaci souhlasnou se zvolenou orientaci. Takze

f 2 +y2 ds:f\/$2+y2wl(t)-||<p'1(t)||dt:f%\/(%+%cost)2+(%sin)2t dt =
1 0 0

%\&

f V1 +cost dt = [Q%zgt = l / 1+ cos(2u) du =
0 0

S

2
= {cos(?u) = cos? u — sin? u} = ? / cosu du = 22 .
0

e parametrizace Ca: p2(t) = (0,0) +t(-1,2) = (-¢,2t), t€(0,1)

pr(t)=(-12) a [le(®)ll=V(-1)?+22= V5.

Parametrizace mé orientaci souhlasnou se zvolenou orientaci. Takze

1 1
5
f 22 +9y2 ds = f 22+ Y2, e ()] dt = f5t dt = 3
Cs 0 0

Celkem tedy mame

5+\/_

f(:c+y)d5—2[ x+y)ds=

1.4 Krivkovy integral z vektorového pole (Kfivkovy integral 2.druhu)

Integral z vektorového pole F podél dané orientované kiivky C budeme pocitat jako praci sily podél této
krivky s jednotkovym tecnym polem T (jez urcuje orientaci kiivky C). Protoze na préci silového pole F se

podili jen slozka (F-T) T, kterd je rovnobéznd s okamzitym smérem pohybu (tj. slozka v/proti tecnému

——
skal. souc.

sméru) bude pifspévek k celkové préci na malé ¢édsti drahy As v okoli bodu a € C dén jako (F(a) -T(a))As

Proto si préci pole definujeme pomoci integralu 1. druhu (tj. integralu z funkce) jako

funkce
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Poznamka: Pii zméné orientace kfivky C na —C, tj. jestlize si vezmeme pole T’ = =T dostaneme
fF.dg:f(F-T')ds:f(ﬁ-(-T))ds:-f(F.T)ds :—f(F.T)ds:—fﬁ-dg
-C -C -C -C c ¢

—_——
integrédl 1.druhu

(kde jsme pouzili, ze integral 1. druhu nezdvisi na orientaci.)
Integral z pole tedy zdwisi na orientaci kiivky a pfi zméné orientace kiivky méni znaménko.

Jestlize nyni budeme mit parametrizaci ¢ : (a,b) - C, kterd bude odpovidat zvolené orientaci (dané

jednotkovym teénym polem T'), pak bude platit T(¢(t)) = % (az na kone¢éné mnoho vyjimek) a my tak
dostaneme vztah
- o b - Spl(t) b -
[ Feds= [ Dyas= [ (Flen)- O] )l dt = [ Fe(t)-'(t) dt .
c C a a

Pokud parametrizace ¢ je v opacném sméru nez nami zvolend orientace C, pak méme
b
/F-dgz —[F(go(t))~go’(t) dt .
C a

P#. (kfivkovy integral z vektorového pole)
Urcete
/(y2+1) dz +2z dy +2° dz
c

kde
2?2t =1 & z=y & 220

C:
je kiivka s orientaci od bodu (—g,—g,O) do bodu (%, g,O).

Reseni:

Méme pole F = (y? + 1, 2z, ?). Kiivka piedstavuje prinik horni éasti sféry a roviny kolmé k
zakladné. Je to tedy polovina kruznice. Ukdzeme si na ni, jak muzeme vyuzivat zndmych transformaci
soutfadnic pro nalezeni parametrizaci kiivek.

Vzhledem k rovnicim urcujicim na$i kiivku C muzeme dobie vyuzit sférické soutradnice

x =rsindcos
y =rsindsinp
z=rcosv
Po dosazeni do vztahu pro C dostaneme
=1 & rsind(cosp-sing)=0 & 7rcos?>0

Vzhledem ke geometrickému nahledu a témto rovnicim si vezmeme tuto volbu pro jednotlivé parametry:

r=1 & cpz% & —gﬁﬁé

Muze se zdat zvlastni brat si ihel ¢ i pro zdporné hodnoty, ale vzhledem k tomu, Ze se méii od kladné
¢4sti osy z a thel ¢ mame ted pevné zvoleny, to je v pofddku. Dostdvdme tak parametrizaci:

)

NI

0 x(ﬁ):gsmﬂ, y(ﬁ):gsinﬁ, 2(0) =cos? pro Ve (-7,
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kterou bychom mohli koneckonctu snadno dostat i z geometrického nahledu nebo pii dosazeni = = y do
rovnice 2% +y%+ 2% = 1 (tj. zparametrizovdnim elipsy 2y*+ 22 = 1). Tato parametrizace odpovid4 i zvolené
orientaci C.

Zapis na zakladé puvodni definice integralu 2. druhu bude:

) : a'(t)
[ Feds= [ Fe)-¢'@) dt—f(y 1,22, ) oo ygt; dt -
C a -z 2'(t

? cost

= [ ($sin®t+1, 2cost, Lsin’¢)- gcost dt =

e

[ME]

—sint

z
:/((%sin2t+1) \gcost+2cost icost— Sln t- smt) dt =

[N

Zde si ukazeme jeSté, ze pro vypocet muzeme vyuzit i formu, ve které byl integral zadéan:

[F-d§:f(y2+1) dz + 22 dy + 22 dz:f((y (19)+1) 22(19) xz(ﬂ)-j—;) 9 =

C c -

[ME]

7
f((2S1H d+1)- fcos19+2c0519 icosﬁ %sin 29. 511119) dd =

B

NIE]

“\3
o |

f(%sm 19+1)com9d19+\/_f cos? 9 dﬂ—§ sin9  di =

-z -z 1+Cos(219) —% lichd funkce
2 3 2 2
:i[%sin319+sim9]2 + 2~I+0:i+i.
2 s 2 6 2

1.5 Konzervativni pole. Potencial.

Definice konzervativniho pole: Spojité vektorové pole F' na oteviené mnoziné U € R"™ nazyvame konzer-

vativnd, pokud préce sily z bodu A do bodu B (v piipadé ze dané body lze propojit alespon jednou kfivkou

lezici v U) nezévisi na zpusobu, jakym oba body propojime (na bodech A a B ale zdviset muze). V tom
B
pifpadé pro tuto préci volime znaceni [ F' ds.
A
Véta (o potenciilu): Nésledujici podminky jsou ekvivalentni pro spojité vektorové pole F na oteviené
mnoziné U ¢ R™:

e pole F' je konzervativni na U,
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e prace pole F podél jakékoliv uzaviené kiivky C € U je nulov4,

e existuje funkee (tzv. potencidl) f:U — R, ze grad(f) = F.

B
fF ds =
A

Definujme si tzv. rotaci pole jako

Pak plati, ze
grad(f) ds=f(B) - f(A) .

m\m

rot(F)=v x F =

oy 9z’ dx 0z 0xr oy

(@F3 OFy _OF; OF OF 8F1)

g
TSl
3l

kde V = (6%, 6%7 %) je formalné definovany vektor slozeny z operatoru parcialnich derivaci.

Véta: Pro spojité diferencovatelné vektorové pole F' na oteviené mnoziné U € R? (tj. v dimenzi 3) plati:

e F je konzervativni = rot(F) =0

(podminka rot(F) = 0 vlastné znamens zéménnost druhych parcidlnich derivaci potencialu f)
e Jestlize mnozina U je jednoduse souvisld a rot(F) =0 (vsude na U), pak F je konzervativni.
Definice jednodusSe souvislé mnoziny: Mnozina U € R" se nazyvéd jednoduSe souvisld, jestlize se

jakakoliv uzaviena ktivka v U da v ramci U spojité stdhnout do bodu.

Pifkladem jednoduse souvislé mnoziny je R™ nebo R3 \ {0}.
Pifkladem oteviené mnoziny, kterd neni jednoduse souvisla je R? \ {0}, R? \ “pifmka” nebo torus (t;.
“pneumatika”).

Poznamka: Nulové rotace je obecné opravdu jen nutnou podminkou pro existenci potencialu, jak ukazuje
priklad vektorového pole

= -y T
= (m2+y2’ m2+y270)
na mnoziné U = {(x,y,z) € R? | 22 + y? # 0}, kterd neni jednoduse souvisla.

Méame
2 2 .
ry Ty _5
(x2+9y?)? (2% +y?)?

rot(F) = (0, 0,-

ale préce sily F podél kruznice T': p(a) = (cos a,sina, 0), o € (0,27) je nenulova:

—sin«

2m 2m
/F~d§:f(—sina,cosa,0)~ cos daz[ldaz?w.
r 0 0 0

_ Pole tedy nemd potencidl na celém U. Na druhé¢ strané, na urcitych podmnozinach U lze potencidl pole
F nalézt, napf.
fiay.2) =arctg (L) ma U= {(p2) € R0 2 0)

X
nebo

T .

fo(z,y, 2) :arccotg(f) na U= {(z,y,2) eR®|y=%0}.
Y

Pf. (konzervativni pole, potencidl)
Dokaite, ze pole F(x,y,2) = (z2 +vy, y?>+x, ze*) je konzervativni, najdéte jeho potencial a hodnotu
préce sily z bodu A = (0,1,0) do B =(-1,1,0).
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Reseni:

Protoze mame najit potencial pole, je ovéfovani podminky o nulové rotaci celkem zbyteéné. Pocitani
rotace pole ndm sice rozhodne o existenci potencidlu, ale neurci jeho tvar. Ten musime zjistit dalsim
vypoctem, jehoZz postup v sobé také zahrnuje (piipadné) zjisténi neexistence potencidlu (viz déle). Pokud
by nds zajimala skutetné pouze (ne)existence potencidlu, je jednoduss{ a rychlejsi spocitat rotaci. Ale
pokud chceme pfimo potenciédl najit, pouzijeme ndsledujici postup (hleddni potencidlu) a v tom piipadé
je pocitani rotace zbytecné a jen zdrzuje.

Vypocet rotace udélame zde pouze z cviénych davodu:
rot(F)=(0-0, 0-0, 1-1)=0.

Rotace je nulové na celém R3 (coz je jednoduse souvisl4 mnozina) a pole F' potencidl m4 (ale nic dalstho se tim nedozvime).

Potenciél je funkce f:R3 — R takova, ze

O - way 1)
gzz . (2)
of .

3, - - (3)

Z prvni rovnice dostaneme

Fa) =[G ep) de=S vay 0t 2),

kde C : R? > R je neznamd funkce zavisld nyni pouze na y a z. Nalezeny tvar funkce f ted dosadime
do druhé rovnice

3
y2+x:g£:88y(g+my+C(y,z)):x+68§
tedy
oC _ p
dy -

Dostévdme C(y,2) = [y* dy = % +D(z2), kde D : R - R je opét nezndmé funkce zavisld pouze na z.

Zatim tedy mame
23 Y3
f($7yvz) = §+$y+§+D(2)

a dosazenim do posledni rovnice mdame

3 3
Zez:ﬂ:g w—+xy+y—+D(z) :82.
dz 0z

Takze D(z) = [ ze* dz=(2-1)e* + K, kde K €R je konstanta. Celkové tak mdme potencidl

23 %
f(x,y,z):§+xy+§+(z—1)ez+K.

Prace pole pak je

B
fFd§:f(B)—f(A):f(—l,l,O)—f(O,l,O):—2—(—7):—3 .
A
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A jak ndm ndas postup rozhodne o pripadné neexistenci potencidlu? Pokud po dosazeni prubézného
tvaru potencidlu do dalsi rovnice zjistime, Ze tato nova rovnice nemé teSeni, pak potencidl nemuze
existovat. Jak by k né¢emu takovému mohlo dojit? Pfedpokladejme napt., ze druha slozka pole je trochu
jind, dejme tomu, Ze je tvaru Fy = y? — x. Z prvni rovnice % = I, = 22 + y opét dostaneme, Ze potenciél

of _
oy

z®
3
(se zménénou slozkou Fy) tak dostaneme, ze

musi byt tvaru f(z,y,2) = % +zy + C(y, 2) a kdyz ho nyni dosadime do druhé rovnice Fo=y? -z

3
yQ—x:gch:;y(z+xy+C(y,z)):x+??j
tedy
9 (.2) =y - 2a.
dy

Nalevo je funkce zavisla pouze na y a z, ale uz ne na x, zatimco napravo je funkce zavisla také na x.
Takovouto rovnici nelze splnit, tedy potencial v tomto pfipadé neexistuje (bez ohledu na to, jaka je t¥eti
slozka F3 nascho pole).
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~ L . ’,
2 PlosSny integral
Technické zalezitosti:
V dalsim se budeme zabyvat plochami (dvojrozmérnymi objekty) a tedy v dusledku i dvojnymi integraly. U ploch budeme

pracovat i s jejich okraji. K tomu téelu se v této Casti omezime jen na ty oblasti integrace v R?, které jsou sestaveny z konené
mnoha zdkladnich oblasti{ (tj ”ne-zobecnénych”), protoze u téch médme dobie definovany ”okraj”.

2.1 Pojem plochy

Motivace: Typickym ptikladem plochy bude pro nds graf (hladkd) funkce dvou proménnych (tzv. elementérn{
plocha). Z téchto ¢ésti pak ”slepime” obecnou plochu. Co se tyce orientace (a orientovatelnosti) tohoto slepent
- mens§i plochy si dokdzeme orientovat a podle tzv. pravidla pravé ruky uréime orientace jejich okraju. Jestlize
plochy slepujeme tak, aby orientace kraju Sly ”proti sobé”, pak vysledek povazujeme za orientovatelnou
plochu s orientaci zadanou na kazdé z jejich mensich ¢ésti.

2.1.1 Pojem (elementdrni) plochy a okraje
Definice elementarni plochy: Mnozinu M ¢ R? nazyvame elementdrni plochou, jestlize
M ={(z,y,2) e DxR|z=g(z,y)}
kde
e g je spojita funkce na zékladni oblasti D ¢ R?,
e ¢ je spojité diferencovatelna na vnitiku D°,

e mnozina g(dD) € R3 je kiivka (to nastane napi. pokud g se da rozffit na vétsi otevienou mnozinu £
a je na F spojité diferencovatelnd).

(Dalsf elementédrni plochy ziskame cyklickymi permutacemi proménnych.)

Krajem elementdrni plochy M rozumime kiivku K (M) := g(9D).

Definice plochy: Mnozina M ¢ R? se nazyva plocha, jestlize je ”slepenim elementérnich ploch pomoci
jejich kraju”v tomto smyslu: existuji elementdrni plochy My, ..., M} takové, ze

o M=Ur, M;

e pro i # j je M;nM; ¢ K(M;)n K(M;) a mnozina M; n M; je bud prazdnd nebo je to kfivka (tj.
elementédrni plochy slepujeme pomoci kraju a chceme, aby toto slepeni tvofilo nepferusovanou kiivku),
e pro navzdjem ruzné indexy i,j,¢ je mnozina M; n M; n M, bud prézdnd nebo jednobodova (tedy:
spolecnou kiivkou slepujeme vzdy jen dvé elementdrni plochy a ne vice).
Kraj plochy M sestavime z takovych bodu kraju elementarnich ploch M;, které jsou v pravé jedné z
mnozin K(M;) a protoze tim bychom poiad jesté nemuseli dostat to, co si jako kraj predstavujeme (meéli
bychom prerusované tseky), tak tuto mnozinu jesté uzavreme, tedy

K(M):={aeR3|Nie{l,... k}acK(M,))}

Je samoziejmé potieba ukdazat, ze definice kraje plochy nezavisi na zvoleném rozkladu M na elementarni
plochy.
V nékterych pripadech se muze i stét, ze kraj plochy bude prazdnd mnozina (napt. u sféry).

Ted' si definujeme pojem parametrizace plochy. Abychom ho mohli pouzivat v co nejobecnéjsich piipadech,

tickym bodum na kraji plochy.

Definice parametrizace plochy: Necht M c R? je plocha. Zobrazeni ® = (&1, ®5,®3) : U - M, kde
U c R? je oblast integrace, nazyvame parametrizaci plochy, jestlize
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oU)=M
e ® je spojité na U; ®(OU) je kiivka

® je prosté a spojité diferencovatelné na U° (tj. na vnittku U)

e v kazdém bodé u = (s,t) € U° md matice ®'(u) (kterd je typu 3 x 2) linedrné nezdvislé sloupce:

0 9
Gk (u) G (u)

'(u)=| Z2(u) 222(u) ::(gf(u), %T(U))

P 9
e (u) %2 (a)

neboli %—f(u) a %—f(u) vektory jsou linedrné nezavislé, coz je také ekvivalentn{ podmince
0P 0P -
—(u) x —(u) #0.
55 (W x5 (1)

(Proménné s a ¢t budeme nazyvat parametry).

Kiivky s predpisem ¢(-) := ®(-,t9) (pro pevné zvolené tg) a ¥(-) := ®(sp,-) (pro pevné zvolené sg)
nazyvame souradnicové krivky. Jsou to kiivky, které lezi na plose M a prenaseji ¢tvercovou souradnicovou
sit z ptivodni oblasti parametrizace U na kiivoéarou soufadnicovou sit na plose M.

Geometricky vyznam vektoru %—‘f (u) a %—‘f (u) je ten, Ze to jsou teéné vektory k souradnicovym kiivkam
v bode a = ®(u) na plose M a tedy oba tyto (nenulové) vektory jsou teéné k plose.

Pro elementdrni plochu (z nas{ definice) je zobrazeni ® : D — M zadané jako

(I)(l‘7y) = (Jc,y,g(x,y))

(tzv. kartézskou) parametrizaci této elementdrni plochy a ® je prosté na celé mnoziné D. Tento typ para-
metrizace budeme celkem ¢asto pouzivat.

Pojmy, které budeme chtit pro plochu M zavést, bychom chtéli opét mit zdvislé pouze na mnoziné M (a
nanejvyse jesté na jeji orientaci - viz déle), ale ne na volbé zptusobu, jak ji zrovna parametrizujeme. K tomu
se bude hodit nasledujici véta, kterd pro elemetarni plochy fiké, ze parametrizace se daji jedna prevadét na
druhou jen pomoci transformace jejich definiénich oboru.

Véta (o pfechodech mezi parametrizacemi): Nechf ® : U - M a ¥ : V - M jsou dvé hladké
parametrizace téze plochy M, ®(9V) = ¥(AU) a necht ® je prosté na celé mnoziné U. Pak pro zobrazeni
H:=®"1oVU:V - U plati, ze

e U=0oH,
e H je spojité na mnoziné V,
e H prosté a spojité diferencovatelné na V° (tj. vnitiku V')

o det H #+ O na V°.
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2.1.2 Orientace (elementdrni) plochy a souvisejici orientace okraje

Jak nyn{ definovat orientaci plochy a vibec pojem toho, ze plochu orientovat 1ze? (U kiivek jsme problém
orientovatelnosti fesit nemuseli, protoze kiivka je totiz - na rozdil od plochy - orientovatelnd vzdy).

Tady si opét nejdiive zavedeme orientaci pro elementarni plochu a spolu s tim hned i to, jak by méla
orientace elementarni plochy souviset s orientaci jejiho okraje.

Definice jednotkového normalového pole: Necht M je elementdrni plocha. Zobrazeni
N : M ~ {okraj} - R"

takové, ze pro kazdy bod a € M\ {okraj} je N (a) normalovy vektor k dané elementérni plose M a |N(a)| = 1
nazyvame jednotkové normdalové pole (dané elem. plochy).

Véta (o spojitych jednotkovych normdélovych polich): Nechf M je elementarni plocha.

e Pii zadané parametrizaci ® : U — M takové, ze ®(OU) < okraj, je zobrazeni Ng : M \ {okraj} — R"
definované jako
S Ge (u) x 57 (u)

Na@) = 108 (o ()

kde a = ®(u) € M pro u = (s,t) € U°, spojité jednotkové normalové pole.

(Toto pole nazyvejme odvozené jednotkové normdalové pole pro parametrizaci ®. Vsimnéte si, ze poradi
vektoru ve vektorovém soucinu odpovidd poradi piislusnych proménnych!)

e Pro M existuji pravé dvé spojitd jednotkova normélova pole, kterd jsou navzijem opacna.

Definice orientace elem. plochy: Orientace elementdrni plochy M je zadédna vybérem jednoho ze
dvou spojitych normalovych poli.

Definice odvozené orientace okraje elementarni plochy: Méjme elementirni plochu
M ={(z,y,2) e DxR|z=g(z,y)}
(kde D ¢ R? je zékladni oblast integrace) a jeji kartézskou parametrizaci ® : D — M,

(b(x’y) = (x,y,g(x,y)) .

Necht orientace plochy je ddna norméalovym polem Ng (tj. s poradim proménnych z,y). V tom piipadé si
budeme orientovat uzavienou kiivku 9D (kterd je okrajem oblasti D) v kladném smeéru (tj. proti sméru hodin.
rucicek). Tato orientace nyni uréuje odvozenou orientaci (tj. te¢né pole) uzaviené kiivky K(M) = ®(9D),
kterd je zase okrajem nasi elementarni plochy M.

A déle, jestlize vezmeme k obéma polim z predchoziho textu (tj. k normélovému plochy i k te¢nému
kiivky) soucasné opacné orientovand pole, pak o kiivce budeme opét fikat, ze ma odvozenou orientaci.
Zkrécené budeme fikat, Ze orientace obou dtvaru (tj. elem. plochy a jejiho kraje) jsou v souladu (nebo, Ze si
navzdjem odpovidaji).

Tuto (mozné na prvni pohled slozitéjsi) definici muzeme popsat nasledujicim zpusobem:

Pravidlo pravé ruky: Jestlize prava ruka je polozena na orientovanou plochu tak, ze vektor normalového
pole plochy vchazi do jeji dlané a natazeny palec ukazuje dovnitt plochy, pak ostatni natazené prsty ukazuji
smeér orientace okraje plochy.

Definice: Necht M je plocha a My, ..., My jeji rozklad na elem. plochy (viz definice) a nechf N; jsou
zvolené orientace elem. ploch M; a T} 0dpov1daJ101 orientace jejich kraJu

Plochu M nyni nazveme orientovatelnou (se zvolenou orientac{ N danou souborem pol{ (Nl7 e ,Nk))
praveé kdyz
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o pro kazdé i # j a pro kazdé a € K (M;) n K(M;) bude Ti(a) = -Tj(a) az na koneéné mnoho vyjimek.

Orientaci T' kraje K (M) pak zaddme pomoc{ odpovidajictho souboru poli (T1,...,Ty). A zase fekneme,
Ze orientace plochy N a jejiho kraje T jsou v souladu (nebo, Ze si odpovidaji).

Smyslem této definice je slepovat elementarni plochy tak, aby orientace kiivek na spoletné hrané sly proti
sobé a vzajemné se tak ”vyrusily”.

Piikladem orientovatelné (ne-elementérni) plochy je napi. sféra nebo povrch krychle a naopak ptikladem
plochy, co se nedé orientovat je tzv. Mobiav list.

2.2 Obsah plochy

Obsah elementarni plochy M ¢ R® miizeme bud definovat jako suprémum obsahu mnohosténu slozeného z
trojihelnika (tzv. triangulace plochy), ktery ji aproximuje, coz je opét velmi prirozend definice, a opét dost
pracnéd anebo muzeme postupovat nasledujicim zpusobem:

Vezmeme si kartézskou parametrizaci ® : D — M (bez ijmy na obecnosti tvaru)

(I)(x,y) = (x,y,g(x,y)) .

Zékladni oblast D ¢ R? rozdélime na malé obdélniky D; = (z;+Ax)x(y;+Ay) (neptesné "neobdélnikové” tvary
u hranice budou pak v dalsim celkovém souctu nevyznamné). Obsah plochy M;, kterd je grafem funkce
nad obdélnikem D; muzeme aproximovat jako obsah rovnobézniku daného te¢nou rovinou plochy v bodé
u; = (x4,y;) nad obdélnikem D;. Rovnobéznik je tedy uréen vektory

0d

CIJ'(ui)[Amél]:Awg—i(ui) a @'(ui)[Ay~ég]:Ay~a—y

(u;)
kde €; jsou vektory standardni baze v R?. Jeho obsah spocitdme pomoci vektorového soucinu tedy jako

Jaz- 2 x Ay (uz

= |5 <5 (m)

‘ Az - Ay .
Tedy obsah plochy chceme aproximovat sumou

25 0 < o)

Az Ay .

Definice obsahu elementarni plochy: Obsah elementarni plochy M pii kartézské parametrizaci

®: U - M definujeme jako
S(M) ff H 0P @ dwdy
dy

Ukéazeme si, ze tato definice nezavisi na zvolené parametrizaci elementarni plochy a tim ani na jeji
orientaci.

Nejdiive si dokdzeme pomocné tvrzeni: Pro (sloupcové) vektory i, € R® a matici A = ( ) polozme

@, o) = (4 9) - (2%)="(ati+cv, bi+dv).
—— ——
matice typu 3x2 matice typu 3x2

Pak plati
i x " = (ati+ct) x (b +db) =ad-ixv+ab- ixt +cd-Dx0 +be-0xi=
N~—— —
=0 =0

=(ad-bc) - ix v =det(A) - uxv .
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Protoze kartézka parametrizace ® : U - M elementarni plochy M je prosté zobrazeni, tak pro jinou
parametrizaci ¥ : V - M méme (podle predchozi véty) prechodové zobrazeni H : V - U, 7e ¥ = o H, a
pro derivaci mame

(e, B) = ' (H(ex, 8)) - H'(cv, B)

neboli o oW\ 0D 0D
—_— —_— )=, — HI
(aa’ 66) (ax’ dy )|H(a,m (.5)
a podle pomocného tvrzeni je
ov oV 0P 8(I>
— x — =det H (a, 8 -
Oa  0p ( ) ( oz [E(a,8) 83/ | (a,8)

Tudiz mame

i \detH«a,mdadﬁ:{H(jgj(jy)}:

o 0D
f/Hixin -

coz jsme chtéli dokazat.

Definice obsahu plochy: Pro plochu M sklddajici se z elem. ploch My, ..., M} definujeme jeji obsah
jako

S(M) = iS(M)

i=1

(opét se ukdze, ze nezdvisi na rozkladu na elem. plochy).

P#. (obsah plochy)
Spocitejte obsah plochy M, ktera je ¢asti vélce 2 + y? = 1 a je vymezena rovinami z =0 a z =z + 1.

Reseni:
Plocha je urcéena jako
M: z2+y*=1 & O<z<z+1.

Jeji parametrizaci vytvorime pomoci cylindrickych souradnic jako

P(p,2) = (cosp,sin g, z)

s definiénim oborem
U: 0<p<2r & 0<z<1+cose.

Méme
g—i = (-sing, cosyp, 0)
o= C 0 00
g—ixg—f = ( cosyp, sing, 0)
H8<I> 0P
Op 0z
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Takze pro obsah mame

27 l+cos g 27
S(M)zﬂldSz[fH%x%—f ds f f 1dz dp= f1+cosg0d<p 27r+[cos<pdap 2.
M u “>——— 0 0
=1 | ——

=0

2.3 Plosny integril z funkce (Plo$ny integral 1.druhu)

Nyni budeme postupovat podobné jako u integralu funkce podél kiivky.

Kdyz vime, co je to obsah elementdrni plochy, muzeme zavést pojem integrélu ze (spojité) funkce f na
plose M s koneéngm obsahem S(M) < oo. Plochu si rozdélime na mensi plochy Ki,..., K, a vezmeme si
sumu

Z flxz;)-S(K;), kde z; € K; je néjaky zvoleny bod.
i=1

D4 se zase ukdzat, ze jestlize se pruméry diam(K;) mnozin K; bliz{ k nule, pak se tyto aproxima¢ni sumy
blizi k hodnoté, ktera pro nas bude hledanym integralem a ktera se da spocitat vztahem

f/f ds = j]f(q)(ét) HM) d@H ds dt ,

kde ® : U — M je parametrizace elementarni plochy.

Ukézeme si alespoii, Ze vyraz napravo nezdvisi na volbé parametrizace (a tim ani na volbé orientace
plochy!):

Dikaz: Pro parametrizaci ¥ : V — M podle véty o prechodu existuje prechodové zobrazeni H : V — U,
7e U ==®o0 H, takze

[f(fo\l/)(a,ﬁ) H‘N a‘l"d dB = ff FodoH)(a,f)- Ha@ o2 | det (0, )] der 5 =

|F (o, 8)

:{ H(Ii,:ﬂ‘;:((;t)} /[(f°‘1’)( 1) Haq) ach ds dt .

Pro plochu M skladajici se z elem. ploch My, ..., My opét definujeme integral jako

ffde::éf/de

(opét se ukdze, ze nezavisi na rozkladu na elem. plochy).

Pokud ®: U — M je parametrizace plochy, plati analogicky vztah jako pro elem. plochu, tedy

ffde fff(cb(s ) HM M)H ds dt,

P#. (plosny integrél z funkce)
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Spocitejte
f/ 22z +y?2 dS,
M

kde M je povrch polokoule 22 + y? + 22 =4, 2 > 0.

Reseni:
Plochu M = {(x,y,2) e R |22 + 4% + 22 =4 & 2 > 0} parametrizujeme pomoci sférickych soufadnic jako

D(p,9) = (2sindcosp, 2sindsingp, 2cos?)

s definiénim oborem

U: 0<p<2r & omsg.
Daéle mame
)
a—:(—2silm9sin<p, 2sin 4 cos p, 0 )
O
0P . .
%:( 2cosdcosp, 2cosdsing, —-2sind}).

Vypocet normy vektorového soucinu si zjednodusime tim, ze si vSimneme, ze dané vektory jsou na sebe
kolmé, tj. a‘i aq> =0. Pak je

H@(I) oe =4|sin19|.

Méme tedy

% 2
/]x2z+y2z dSz[f(SSinQﬁcosﬂ)-4|sin19| ds = f32sin31900s19 @9 |- fldgp -
M U 0 0

= 27 8sin’ 19]::% - 167

2.4 Plosny integril z vektorového pole (Plosny integral 2.druhu)

Tok vektorového pole F': M — R® orientovanou plochou M ¢ R? si nynf uz definujeme podobné jako préci
pole podél krivky, jen s tim rozdilem, ze ted nés bude zajimat normalové pole N

Na toku pole F' se podilf jen slozka (F N) , ktera je kolma na plochu v danem bodé (a kterd jde

——
skal. souc.

ve/proti sméru orientace plochy v daném bodé). Prispévek k celkovému toku na malé ¢asti plochy AS v

okoli bodu a € M je ddn jako (ﬁ(a) . N(a))AS’. Proto si préci pole definujeme pomoci integralu 1. druhu

/]FdS ff(FNdS

funkce

(tj. integrélu z funkce) jako
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Poznamka: Pii zméné orientace plochy M na —M, tj. jestlize si vezmeme pole N’ = —N dostaneme

fF ds = f f(F(N))dS_ [(F N)dS = - f(F N)dS - - /F 43

-M -M
—_—
integral 1.druhu

(kde jsme pouzili, Zze integrdl 1. druhu nezdvisi na orientaci.)
Integral z pole tedy zdvisi na orientaci plochy a pfi zméné orientace plochy méni znaménko.

Méjme nyni parametrizaci ® : U - M, kde U ¢ R?, pro kterou orientace dand vektorovym polem % X i;}’

souhlast se zadanou orientaci plochy M danou norm. polem N. To znamené, ze pro zvolenou orientaci danou
jednotkovym normélovym polem N bude platit, ze

No(I): _0s Ot ot
R

(az na mnozinu skladajici se z koneéné mnoha kiivek).
Pak dostaneme vztah

[fF a5 = ff(F N)dS = ff (@(s.1)) - N(®(s,1))] Ha‘b 5‘1"ddt_
ff[ (®(5.1))- ‘g; ”] 2. acb”dsdt—ff 0)-(5e % 5 s

Pokud by orientace nesouhlasila, sta¢i jen zménit poradi ve vektorovém soucinu, tj. zménit znaménko

integralu.

Pi#. (plosny integral z vektorového pole - tok)
Spocitejte

f EF-dS
M

kde F(z,y,2) = (x, y, z) a M je ¢ast paraboloidu z = 1 -2 — y? pro z > 0 s orientaci danou vektorovym
polem sméfujicim vzhuru.

Reseni:
Plochu S zparametrizujeme pfirozené jako graf funkce:

O(w,y) = (v, v, 1-27 - y?)

s definiénim oborem

Méame
2 = (1, 0, -2z)
5 = (0, 1, -2y)
a
0> 0%
%xa—y:@x, 2y, 1)
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Treti slozka tohoto vektoru je kladné, takze toto pole je orientované v souhlase se zadanim. Takze
mame

00 99 2o
TS = 2 2
. - = = - — — . 2 =
f/F dsS [fF(CI)(:my)) (8m X ay)clS [f(n@y,l < —y°) 1y dsS
S U U

T=7COoSs @ 2w 1 1 27

:[f(1+x2+y2) dS:[yagi;nf]:f[(lJrﬁ)r drdy = f(1+r2)r dr|- fldap =
U Oips2m 00 0 0
2y277=1
o [ AT 33
i |, 12

Poznamka: Ke zjisténi hodnoty integrdlu muzeme pouzit i Gaussovu vétu (viz pozdéji), protoze tok pole podstavou
z2 +y2 <1, 2 =0 je v tomto pifpadé nulovy (nebot pole je rovnobézné s podstavou).
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