
Př́ıklady na lineárńı závislost:

1. Rozhodněte o lineárńı závislosti vektor̊u ~a = (1, 1, 2),~b = (−1, 1, 2),~c = (1, 1, 0).

Řešeńı: Podle definice jsou vektory závislé právě tehdy, když existuje alespoň jedna
jejich netriviálńı lineárńı kombinace rovnaj́ıćı se nulovému vektoru. Takže hledáme řešeńı
rovnice
α~a+ β~b+ γ~c = ~o
takové, že
(α, β, γ) 6= (0, 0, 0).
Dosad́ıme
α(1, 1, 2) + β(−1, 1, 2) + γ(1, 1, 0) = (0, 0, 0),
vypočteme na levé straně
(α− β + γ, α+ β + γ, 2α+ 2β) = (0, 0, 0)
a na základě rovnosti vektor̊u vytvoř́ıme soustavu tř́ı rovnic o třech neznámých
α− β + γ = 0
α+ β + γ = 0
2α+ 2β = 0.
Uprav́ıme (od druhé rovnice odečteme prvńı)
α− β + γ = 0
2β = 0
2α+ 2β = 0.
Z druhé rovnice vid́ıme, že β = 0, dosad́ıme do třet́ı a vid́ıme, že α = 0 a po dosazeńı
do prvńı vid́ıme, že i γ = 0.
Tedy existuje jediné řešeńı (α, β, γ) = (0, 0, 0), které je triviálńı, netriviálńı lineárńı
kombinace rovnaj́ıćı se nulovému vektoru tedy neexistuje a vektory jsou podle definice
lineárně nezávislé.

2. Rozhodněte o lineárńı závislosti vektor̊u ~a = (1, 1, 2),~b = (−1, 1, 2),~c = (−1, 3, 6).

Řešeńı: Podle definice jsou vektory závislé právě tehdy, když existuje alespoň jedna
jejich netriviálńı lineárńı kombinace rovnaj́ıćı se nulovému vektoru. Takže hledáme řešeńı
rovnice
α~a+ β~b+ γ~c = ~o
takové, že
(α, β, γ) 6= (0, 0, 0).
Dosad́ıme
α(1, 1, 2) + β(−1, 1, 2) + γ(−1, 3, 6) = (0, 0, 0),
vypočteme na levé straně
(α− β − γ, α+ β + 3γ, 2α+ 2β + 6γ) = (0, 0, 0)
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a na základě rovnosti vektor̊u vytvoř́ıme soustavu tř́ı rovnic o třech neznámých
α− β − γ = 0
α+ β + 3γ = 0
2α+ 2β + 6γ = 0.
Uprav́ıme (od druhé rovnice odečteme prvńı, od třet́ı dvojnásobek prvńı)
α− β − γ = 0
2β + 4γ = 0
4β + 8γ = 0
a třet́ı rovnici vynecháme, neboť je dvojnásobkem druhé
α− β − γ = 0
2β + 4γ = 0.
Z druhé rovnice vid́ıme, že zvoĺıme-li γ = 1, pak β = −2 a po dosazeńı do prvńı vid́ıme,
že α = −1.
Tedy kromě triviálńıho řešeńı (α, β, γ) = (0, 0, 0), existuje i řešeńı netriviálńı (α, β, γ) =
(−1,−2, 1), a kromě triviálni lineárńı kombinace , která se nulovému vektoru rovná vždy,
existuje i netriviálńı lineárńı kombinace rovnaj́ıćı se nulovému vektoru a vektory jsou
podle definice lineárně závislé.
Poznámka: Těch netriviálńıch řešeńı je samozřejmě v́ıc, pro daný účel ale stač́ı jakékoliv
z nich.

3. Rozhodněte o lineárńı závislosti polynomů P (x) = x2 + x + 2, Q(x) = −x2 + x +
2, R(x) = −x2 + 3x+ 6.

Řešeńı: Podle definice jsou polynomy závislé právě tehdy, když existuje alespoň jedna
jejich netriviálńı lineárńı kombinace rovnaj́ıćı se nulovému polynomu, tj. nule. Takže
hledáme řešeńı rovnice
αP (x) + βQ(x) + γR(x) = 0
takové, že
(α, β, γ) 6= (0, 0, 0).
Dosad́ıme
α(x2 + x+ 2) + β(−x2 + x+ 2) + γ(−x2 + 3x+ 6) = 0,
vypočteme na levé straně
(α− β − γ)x2 + (α+ β + 3γ)x+ (2α+ 2β + 6γ) = 0
a na základě rovnosti polynomů vytvoř́ıme soustavu tř́ı rovnic o třech neznámých
α− β − γ = 0
α+ β + 3γ = 0
2α+ 2β + 6γ = 0.
Ta je stejná jako v př́ıkladu 2. takže kromě triviálńıho řešeńı (α, β, γ) = (0, 0, 0), existuje
i řešeńı netriviálńı (α, β, γ) = (−1,−2, 1), a kromě triviálni lineárńı kombinace , která
se nulovému polynomu rovná vždy, existuje i netriviálńı lineárńı kombinace rovnaj́ıćı se
nulovému polynomu a polynomy jsou podle definice lineárně závislé.
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4. Nechť jsou dány lineárně nezávislé polynomy P,Q,R. Vyšetřete lineárni závislost
polynomů P +Q+ 2R, −P +Q+ 2R a P +Q.

Řešeńı: Podle definice jsou polynomy závislé právě tehdy, když existuje alespoň jedna
jejich netriviálńı lineárńı kombinace rovnaj́ıćı se nulovému polynomu, tj. nule. Takže
hledáme řešeńı rovnice
α(P +Q+ 2R) + β(−P +Q+ 2R) + γ(P +Q) = 0,
kterou uprav́ıme
(α− β + γ)P + (α+ β + γ)Q+ (2α+ 2β)R = 0.
Polynomy P,Q,R jsou lineárně nezávislé, proto se jejich lineárńı kombinace může rovnat
nule, jen tehdy, je-li triviálńı, tj. má nulové všechny koeficienty, takže
α− β + γ = 0
α+ β + γ = 0
2α+ 2β = 0.
Tuto soustavu jsme již řešili v př́ıkladu 1., existuje jediné řešeńı (α, β, γ) = (0, 0, 0), které
je triviálńı, netriviálńı lineárńı kombinace polynomů P +Q+ 2R, −P +Q+ 2R a P +Q
rovnaj́ıćı se nule tedy neexistuje a tyto polynomy jsou podle definice lineárně nezávislé.
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