
Základní pojmy kombinatoriky.

Velmi stru£n¥ °e£eno, kombinatorika je po£ítání prvk· dané kone£né mnoºiny. To vypadá
jako jednoduchý úkol, ale mnoºiny, jejichº prvky chceme spo£ítat jsou £asto velmi velké a
sloºité. (Nap°. kolik variant má sudoku?) Výhodou je, ºe kombinatorické problémy nevy-
ºadují p°íli² abstraktní matematické pojmy a jsou snadno srozumitelné. Na druhou stranu,
n¥které z nich se mohou ukázat jako velmi (a to aº frustrujícím zp·sobem) obtíºn¥ °e²itelné.

Multiplika£ní pravidlo.

Protoºe kaºdá teorie je vºdy zpo£átku motivována p°íklady, za£neme i my p°íkladem.

P°íklad 1. U fotografa se postaví n svateb£an· do °ady vedle sebe.
(a) Kolika zp·soby je moºné tuto °adu vytvo°it, má-li ºenich a nev¥sta stát vedle sebe?
(b) Kolika zp·soby je moºné tuto °adu vytvo°it, má-li nev¥sta stát kdekoli nalevo od
ºenicha?
(c) Kolika zp·soby je moºné rozesadit n svateb£an· kolem kulatého stolu tak, aby nev¥sta
s ºenichem sed¥li vedle sebe?

Pro získání odpov¥di budeme pot°ebovat následující jednoduché, ale velmi d·leºité
multiplika£ní pravidlo:

Vytvá°íme uspo°ádáné k-tice vyhovující následujícím dv¥ma podmínkám.

• Na první místo v k-tici máme na výb¥r z n1 moºností, na druhé místo
z n2 moºností a tak dále, aº na posledním k-tém míst¥ máme výb¥r z nk
moºností.

• Po£et moºností v kaºdém kroku je nezávislý na p°ede²lých výb¥rech.

Pak po£et v²ech takových k-tic je N = n1 · n2 · · ·nk.

Ilustrujme si toto pravidlo n¥kolika p°íklady.

P°íklad 2. Kolik je p°irozených £ísel mezi 106 a 107 takových, ºe se v jejich zápise neopa-
kuje ºádná £íslice? A kolik je takových p°irozených £ísel mezi 106 a 107, kde v jejich zápise
nestojí dv¥ stejné £íslice vedle sebe?

Nejprve si uv¥domíme, ºe £ísla, o která se nám jedná jsou sedmiciferná. K odpov¥di
na první otázku si vyjasníme, kolik moºností máme p°i výb¥ru £íslice na kaºdém ze sedmi
míst. Na prvním míst¥ máme n1 = 9 moºností. Jsou to £íslice 1, 2, . . . , 9, nebo´ £íslo 0 zde
nem·ºeme pouºít. (Vytvo°ené £íslo by bylo men²í neº 106.) Na druhém míst¥ uº m·ºeme
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pouºít v²ech deset £íslic s výjimkou té, kterou pouºili na míst¥ prvním. Tedy n2 = 9
moºností. Na t°etím míst¥ máme teoreticky k dispozici v²ech deset £íslic, pouze musíme
vynechat ty, stojící na prvních dvou místech, tj. n3 = 8 moºností. Projdeme-li takto v²ech
sedm pozic, dostaneme, ºe po£et hledaných £ísel je

Nr = n1 · n2 · · ·n7 = 9 · 9 · 8 · 7 · 6 · 5 · 4 = 544 320.

Odpov¥¤ na druhou otázku je podobná. Na první místo máme n1 = 9 moºností jako
vý²e. Na druhé místo rovn¥º n2 = 9 moºností, nebo´ z deseti £íslic nesmíme pouºít jen tu,
která stojí na prvním míst¥. Na t°etí pozici m·ºe být jakákoli z deseti cifer krom¥ té, která
stojí na míst¥ druhém, tedy op¥t n3 = 9 moºností. Po projití v²ech sedmi pozic máme
výsledek

Ns = 97 = 4 782 969.

Podívejme se na podobnou úlohu, ve které budeme na dané £íslo klást více poºadavk·.

P°íklad 3. Kolik je lichých £ty°ciferných £ísel, kde se £íslice neopakují a navíc neobsahuje
£íslici 2?

Jako v p°edchozím p°íkladu vy²et°íme, kolik je moºností na kaºdém ze £ty° míst. Nej-
prve ale zjistíme kolik je moºností na posledním míst¥: Má-li být £íslo liché, máme n4 = 5
moºností (1 nebo 3 nebo 5 nebo 7 nebo 9). Nyní se vrátíme k prvnímu místu. Tam máme
n1 = 7 moºností: Nesmí tam být 0 ani 2 a ani £íslice, kterou jsme uº pouºili na posledním
míst¥. Druhé místo dovoluje op¥t n2 = 7 moºností, nebo´ 0 je jiº povolená, ale musíme se
vyhnou dvojce a dv¥ma jiº pouºitým £íslicím. A kone£n¥ poslední n3 = 6 (vyhýbáme se
dvojce a t°em jiº d°íve zvoleným £íslicím). Výsedek je

N = n1 · n2 · n3 · n4 = 7 · 7 · 6 · 5 = 1470.

V tomto p°íkladu nem·ºeme za£ít vybírat £íslice od prvního místa. P°i takovém postupu
bychom zjistili, ºe n1 = 8 (mimo 0 a 2), n2 = 8 (mimo 2 a první zvolenou £íslici), n3 = 7
(mimo 2 a dvou jiº zvolených £íslic). U poslední volby ale nastane problem. Musí tam stát
liché £íslo, jenºe jejich po£et závisí na tom, jestli jsme uº n¥jaké liché £íslo v prvních t°ech
krocích pouºili nebo nikoli. To odporuje druhému poºadavku v multiplika£ním pravidle, a
proto ho nelze takto pouºít.

P°íklad 4. P°ístupové heslo k jisté webové stránce se skládá ze 6 aº 8 znak· a musí
obsahovat alespo¬ jednu £íslici. Kolik takových hesel existuje?

Uvaºujme abecedu o 26 písmenech. Protoºe uºíváme jak velká, tak malá písmena, máme
k dispozici 52 písmen. Navíc je²t¥ 10 £íslic. Celkový po£et znak· je 62. Hledaný po£et hesel
bude

H = H6 +H7 +H8,

kde Hk je po£et k-znakových hesel. Po£et hesel obsahujících alespo¬ jednu £íslici získáme
tak, ºe od po£tu v²ech hesel ode£teme hesla sloºená pouze z písmen.

H6 = 626 − 526, H7 = 627 − 527, H8 = 628 − 528.

Výsledek je H = H6 +H7 +H8 = 167 374 455 885 920.
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P°íklad 5. M¥jme v rovin¥ n bod·, z nichº ºádné t°i neleºí na jedné p°ímce. Kolik r·zných
p°ímek je ur£eno t¥mito body?

Protoºe kaºdá p°ímka je ur£ena dv¥ma body, je otázka po£tu p°ímek ekvivalentní s
otázkou po£tu dvojic bod·, které lze z dané mnoºiny vybrat. První bod m·ºeme zvolit
n zp·soby. Pro druhý máme pouze n − 1 moºností, nebo´ body musí být r·zné. Po£et
uspo°ádaných dvojic bod· je tak n(n − 1). Protoºe dvojice bod· (A,B) a (B,A) ur£ují
tutéº p°ímku, je po£et p°ímek polovi£ní neº po£et dvojic, tj. 1

2 n(n− 1).

P°íklad 6. Jistá fakulta má 4 katedry s postupn¥ 6, 35, 12 a 7 £len·. D¥kan chce vytvo°it
t°í£lenný výbor z pracovník· kateder pro °e²ení r·zných studentských záleºitostí. �lenové
musí být z r·zných kateder a navíc se denn¥ obm¥¬ují. Zasedá-li výbor b¥hem akademického
roku (p°edpokládejme 165 dní), kolik let m·ºe ub¥hnout, neº se sloºení výboru zopakuje?

Ozna£íme si Vi, i = 1, 2, 3, 4, po£et sloºení t°í£leného výboru, kde chybí zástupce i-té
katedry. Pak

V1 = 35 · 12 · 7 = 2940 V3 = 6 · 35 · 7 = 1470
V2 = 6 · 12 · 7 = 504 V4 = 6 · 35 · 12 = 2520.

po£et v²ech moºných sloºení výboru je V1 + V2 + V3 + V4 = 7434. Po£et let je tak

7434

165
= 45.05.

Z multiplika£ního pravidla plyne i následující rovnost pro po£et prvk· kartézského
sou£inu mnoºin. M¥jme kone£né mnoºiny A1, A2, . . . , An. Pak

|A1 ×A2 × · · · ×An| = |A1| · |A2| · · · |An|.

Slovy to znamená, ºe po£et prvk· kartézského sou£inu mnoºin je sou£in jejich velikostí.

Permutace a binomické koe�cienty.

P°ipomeneme si n¥kolik ozna£ení.
�íslo n! = n · (n− 1) · · · 2 · 1 se nazývá n faktoriál. Platí, ºe 0! = 1. Dále,(

n

k

)
=


n(n− 1) · · · (n− k + 1)

k!
=

n!

k! (n− k)!
pro 0 ≤ k ≤ n,

0 jinak.

je kombina£ní £íslo, které £teme �n nad k� . Nazýváme jej také binomický koe�cient. K vý-
po£tu je výhodné uºívat první tvar uvedený v de�nici. Nap°.(

7

3

)
=

7 · 6 · 5
3!

= 35.

Z de�nice rovn¥º vidíme, ºe(
n

0

)
=

(
n

n

)
= 1,

(
n

1

)
= n,

(
n

k

)
=

(
n

n− k

)
.

D·leºité jsou významy t¥chto dvou £ísel.
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• �íslo n! udává po£et v²ech uspo°ádání n r·zných objekt· do °ady. K od·vodn¥ní
pouºijeme multiplika£ní pravidlo: Na prvním míst¥ máme výb¥r z n objekt·, na
druhém míst¥ z (n− 1) objekt· a tak dále, a na poslední místo nám zbývá poslední
objekt, a tedy jediná moºnost výb¥ru.

Prosté zobrazení n-prvkové mnoºiny {1, 2, . . . , n} samu na sebe se nazývá permutace.
Ozna£íme-li takovou permutaci f ,

f : {1, 2, . . . , n} −→ {1, 2, . . . , n},

pak výpis jejích hodnot, f(1), f(2), . . . , f(n), je vlastn¥ p°erovnání p·vodní mno-
ºiny. Název permutace se proto pouºívá i pro p°erovnání n-prvkové mnoºiny. V této
terminologii je n! po£et permutací n-prvkové mnoºiny.

Funkce f(n) = n! roste velmi rychle. Její chování pro n → ∞ je dáno Stirlingovým
vzorcem,

n! ∼
√
2πn

(n
e

)n
.

Zde jsme uºili ozna£ení f(n) ∼ g(n), které znamená, ºe podíl f(n)/g(n) má limitu v
nekone£nu rovnou 1. Navíc je známo, ºe se podíl t¥chto dvou výraz· li²í od jedni£ky
maximáln¥ o 1/10n: ∣∣∣ n!√

2πn(n/e)n
− 1
∣∣∣ < 1

10n
.

• Podívejme se na význam sou£inu n(n−1) · · · (n−k+1). Jedná se o k £initel· a podle
multiplika£ního pravidla udává tento sou£in po£et uspo°ádaných k-tic vytvo°ených z
r·zných prvk· dané n-prvkové mnoºiny. N¥kdy je vhodné zapisovat tento sou£in ve
tvaru

n(n− 1) · · · (n− k + 1) =

(
n

k

)
k!.

• D·sledek p°edchozího bodu je, ºe samotné £íslo
(
n
k

)
udává po£et v²ech k-prvkových

podmnoºin n-prvkové mnoºiny: Protoºe u vybrané k-prvkové mnoºiny nehraje její
uspo°ádání roli, musíme po£et uspo°ádaných k-tic vyd¥lit po£tem moºných uspo°á-
dání takové k-tice, coº je k!. Výsledný po£et podmnoºin je tak

n(n− 1) · · · (n− k + 1)

k!
=

(
n

k

)
.

Vrátíme se nyní k p°íkladu o rozestavení n svateb£an· do °ady. Po£et v²ech moºných
uspo°ádání n lidí do °ady, je práv¥ permutace n prvk·, a tedy n!. Nás zajímají taková
uspo°ádání, kde ºenich a nev¥sta stojí vedle sebe. Po£et pozic v °ad¥, kde m·ºe stát dvo-
jice ºenich-nev¥sta v je n−1. Rovn¥º dvojice ºenich-nev¥sta m·ºe vypadat dv¥ma zp·soby,
podle toho je-li ºenich nalevo od nev¥sty nebo naopak. A kone£n¥, zbývajících n − 2 sva-
teb£an· rozmístíme na zbývajících n− 2 míst libovoln¥, tj. (n− 2)! zp·soby. Odpov¥¤ na
otázku (a) je tak

Na = (n− 1) · 2 · (n− 2)! = 2 · (n− 1)!.

Pro otázku (b) si uv¥domíme, jak m·ºe vypadat poºadované rozestavení svateb£an·. Nej-
prve si zvolíme dv¥ místa v °ad¥ pro ºenicha a nev¥stu a postavíme je na tato místa tak,
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aby nev¥sta stála nalevo od ºenicha. Výb¥r t¥chto dvou míst m·ºeme provést
(
n
2

)
zp·soby.

Pak uº zbývající svateb£any rozestavíme liboln¥.

Nb =

(
n

2

)
(n− 2)! =

n!

2
.

Tvar výsledku nazna£uje, ºe jsme mohli otázku (b) °e²it i jinak. Víme, ºe v²ech uspo°ádání
n lidí do °ady je n!. V kaºdém takovém uspo°ádání je bu¤ nev¥sta nalevo od ºenicha nebo
naopak napravo od ºenicha. Z d·vodu symetrie nastane první moºnost v polovin¥ v²ech
p°ípad·. Odpov¥¤ je proto 1

2n!.

I kdyº to pro °e²ení otázky (c) není nutné, je uºite£né si uv¥domit, jaký je rozdíl v
po£tech moºností postavit n lidí do °ady nebo je posadit kolem kulatého stolu. Za£neme
tím, ºe postavíme n lidí do °ady. Pak je budeme posazovat ke stolu tak, ºe si sedají od
pevn¥ zvolené ºidle v kladném smyslu. Tím vznikne jedno rozesazení kolem stolu. Vrátíme-
li pak lidi do p·vodní °ady a prvního v °ad¥ po²leme na konec, budeme mít novou °adu.
Posadíme-li tuto °adu stejným zp·sobem od stejné pevn¥ zvolené ºidle v kladném smyslu,
bude rozesazení stejné jako p°ed tím. Pouze se v²ichni posunuli o jednu ºidli doprava.
Budeme-li takto pokra£ovat a prvního v °ad¥ vºdy posílat na konec, zjistíme, ºe tímto
zp·sobem získaných n r·zných °ad vytvo°í jediné rozesazení kolem stolu. Jinými slovy
po£et uspo°ádání do °ady je n krát v¥t²í neº po£et rozesazení kolem kulatého stolu. Odtud
plyne, ºe n lidí lze posadit kolem kulatého stolu n!/n = (n− 1)! zp·soby.

Aby nev¥sta s ºenichem sed¥li vedle sebe, máme v prvním kroku dv¥ moºnosti: bu¤
ºenich sedí po levici nev¥sty nebo naopak. Máme-li uº ºenicha a nev¥stu usazené, zby-
lých n − 2 míst obsadíme libovoln¥ n − 2 osobami, tj. (n − 2)! moºnostmi. Celkov¥ po£et
rozesazení, kdy ºenich a nev¥sta sedí vedle sebe je

Nc = 2(n− 2)!, n ≥ 3.

Následující dva p°íklady se týkají losování Sportky.

P°íklad 7. P°i tahu Sportky se losuje 6 £ísel ze 49. Ozna£íme symbolem Ak jev, ºe jsme
uhodli k £ísel, k = 0, 1, . . . , 6. Jak jsou pravd¥podobné jevy Ak?

V²ech losovaných ²estic je
(
49
6

)
. Zjistíme, kolik je ²estic, ve kterých jsme uhodli práv¥

k z taºených £ísel.

Z na²ich ²esti vsazených £ísel lze vybrat k správných (tj. vylosovaných) £ísel
(
6
k

)
zp·-

soby. Zbylých 6−k £ísel vylosováno nebylo. Jsou tedy vybrána ze 43 nevylosovaných. Po£et
takových výb¥r· je

(
43
6−k
)
. Hledaná pravd¥podobnost je proto

P (Ak) =

(
6
k

) (
43
6−k
)(

49
6

) .

Uve¤me si p°ibliºné výsledky do tabulky.
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k P (Ak)

0 0.4359
1 0.4130
2 0.1324
3 0.0176
4 10−3

5 1.8 · 10−5
6 7.2 · 10−8

P°íklad 8. Náhodn¥ losovaná £ísla si intuitivn¥ p°edstavujeme, ºe by m¥la být rozpro-
st°ena v celém oboru {1, 2, . . . , 49} a nikoli nahromad¥na u sebe. Zjistíme, nakolik je tato
intuice správná tím, ºe vypo£teme kolik je ²estic vylosovaných z {1, 2, . . . , 49} takových,
ºe neobsahují dv¥ po sob¥ jdoucí £ísla.

Ozna£íme si n1 < n2 < · · · < n6 ²estici vylosovaných £ísel. Za kaºdým z £ísel n1, . . . , n5
máme jedno zakázané £íslo. Tím se nám po£et 49 moºností sníºil na 44. Z nich tedy
vybereme 6, a to (

44

6

)
= 7 059 052

zp·soby. M·ºeme to porovnat s celkovým po£tem v²ech losovaných ²estic:(
44
6

)(
49
6

) =
7 059 052

13 983 816
= 0.5048015506.

Vidíme, ºe zhruba v polovin¥ p°ípad· jsou £ísla od sebe separovaná a v polovin¥ p°ípad·
jsou vºdy alespo¬ dv¥ z nich t¥sn¥ za sebou.

Následující v¥ta uvádí vztah mezi binomckými koe�cienty, který se objevuje v tzv.
Pascalov¥ trojúhelníku. (O n¥m se zmíníme za v¥tou.)

V¥ta 9. Pro 1 ≤ k ≤ n platí, ºe(
n− 1

k − 1

)
+

(
n− 1

k

)
=

(
n

k

)
.

D·kaz. Pravá strana rovnosti udává po£et k-prvkových podmnoºin n-prvkové mnoºiny
{1, 2, . . . , n}. Zjistíme, jaký význam má levá strana rovnice.

k-prvkové podmnoºiny si rozd¥líme do dvou skupin podle toho, jestli daná podmnoºina
obsahuje £íslo n £i nikoli. Neobsahuje-li £íslo n, pak je taková podmnoºina vybraná pouze z
(n−1)-prvkové mnoºiny {1, 2, . . . , n−1}. Takových podmnoºin je

(
n−1
k

)
. Obsahuje-li naopak

podmnoºina £íslo n, pak vznikla jako (k−1)-prvková podmnoºina mnoºiny {1, 2, . . . , n−1},
ke které jsme p°idali prvek n. Takto vzniklých podmnoºin je

(
n−1
k−1
)
. Sou£tem získáváme

po£et v²ech k-prvkových podmnoºin, coº je p°esn¥ rovnice ve v¥t¥. �

Pascal·v trojúhelník je schéma, které vytvo°íme tak, ºe na n-tý °ádek vypí²eme po-
stupn¥ n+ 1 £ísel (

n

0

)
,

(
n

1

)
, . . . ,

(
n

n

)
.

Vznikne nám následující trojúhelník.

6



J. TI�ER: KOMBINATORIKA

n = 0 1
n = 1 1 1
n = 2 1 2 1
n = 3 1 3 3 1
n = 4 1 4 6 4 1
n = 5 1 5 10 10 5 1

...

Kaºdé £íslo v Pascalov¥ trojúhelníku je sou£tem dvou £ísel, která jsou v p°echozím °ádku
p°ímo nad ním (viz V¥tu 9). Proto m·ºeme £íslo

(
n
k

)
také zjistit postupným vy£íslováním

°ádk· od 0-tého do n-tého. Výhodou tohoto postupu je, ºe uºívá pouze operaci s£ítání, na
rozdíl od p°ímého výpo£tu

(
n
k

)
= n!/(k!(n − k)!), kde je t°eba d¥lit jeden velký faktoriál

jiným.
Dal²í uºite£ný vzorec je známá binomická v¥ta pro umocn¥ní dvoj£lenu na n-tou. Kom-

bina£ní £íslo
(
n
k

)
má název binomický koe�cient práv¥ podle této v¥ty.

V¥ta 10. (Binomická v¥ta) Pro kaºdé x, y ∈ R a n ∈ N platí

(x+ y)n =
n∑
k=0

(
n

k

)
xkyn−k.

D·kaz. Rozepí²eme si mocninu na sou£in závorek

(x+ y)n =

n-krát︷ ︸︸ ︷
(x+ y)(x+ y) · · · (x+ y).

Po roznásobení kaºdé závorky s kaºdou se podíváme, jaký je koe�cient u výrazu xkyn−k.
Tento sou£in vznikne tak, ºe v k závorkách zvolíme x a ve zbylých n − k závorkách y.
Vybrat k závorek z celkového po£tu n závorek lze

(
n
k

)
zp·soby, a proto se p°i roznásobení

objeví výraz xkyn−k p°esn¥
(
n
k

)
-krát. �

M¥jme nap°. výraz (2a − 7)9. Jaký je koe�cient u a5? Pouºijeme binomickou v¥tu pro
x = 2a a y = −7. Dostaneme

(2a− 7)9 =
9∑

k=0

(
9

k

)
(2a)k(−7)9−k.

Mocnina a5 vznikne pro k = 5. Její koe�cient je(
9

5

)
25(−7)4 = 9 680 832.

Dal²í pouºití binomické v¥ty si ukáºeme na n¥kolika p°íkladech.

P°íklad 11. Kolik podmnoºin má n-prvková mnoºina?
Se£teme po£et v²ech 0-prvkových, 1-prvkových, . . . , aº n-prvkových podmnoºin a podle

binomické v¥ty dostaneme(
n

0

)
+

(
n

1

)
+ · · ·+

(
n

n

)
=

(
n

0

)
101n +

(
n

1

)
111n−1 + · · ·+

(
n

n

)
1n10

= (1 + 1)n = 2n.

7
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P°íklad 12. M¥jme n-prvkovou mnoºinu. Je po£et jejích podmnoºin se sudým po£tem
prvk· stejný jako po£et podmnoºin s lichým po£tem prvk·?

Podle binomické v¥ty platí

0 = (1− 1)n =

(
n

0

)
1n(−1)0 +

(
n

1

)
1n−1(−1)1 +

(
n

2

)
1n−2(−1)2 + · · ·+

(
n

n

)
10(−1)n

=

(
n

0

)
−
(
n

1

)
+

(
n

2

)
− · · ·+ (−1)n

(
n

n

)
.

P°evedeme-li záporné £leny na levou stranu, dostaneme∑
k liché

(
n

k

)
=
∑
k sudé

(
n

k

)
,

tj. lichých podmnoºin je vºdy stejný po£et jako sudých podmnoºin nezávisle na £ísle n.

Obtíºn¥j²í je úloha zjistit kolik podmnoºin n-prvkové mnoºiny má po£et prvk· d¥litelný
t°emi. Výsledek je

N =
1

3

(
2n + 2 cos

πn

3

)
,

a vyplyne z porovnání reálné a imaginarní £ásti obou stran rovnice eπni/3 = (1 + e2πi/3)n.

P°íklad 13. Kolika zp·soby lze vybrat dv¥ podmnoºiny A,B ⊂ {1, 2, . . . , n} takové, ºe

(i) B ⊂ A;

(ii) A a B jsou disjunktní.

(i) Uvaºujme p°ípad, ºe v¥t²í mnoºina ve dvojici má k prvk·. Takových mnoºin je
(
n
k

)
a uº víme, ºe kaºdá má 2k podmnoºin. Se£teme v²echny moºnosti pro k = 0, 1, . . . , n a
podle binomické v¥ty máme

n∑
k=0

(
n

k

)
2k = (2 + 1)n = 3n.

(ii) Má-li jedna z mnoºin k prvk·, druhou mnoºinu vybíráme ze zbylých n− k prvk·.
Po£et takových podmnoºin je 2n−k. Dohromady je

(
n
k

)
2n−k zp·sob·, jak vybrat k-prvkovou

mnoºinu a k ní disjunktní mnoºinu. �íslo

n∑
k=0

(
n

k

)
2n−k = (1 + 2)n = 3n

je po£et uspo°ádaných dvojic disjunktních podmnoºin. Nás v²ak nezajímá po£et uspo°á-
daných dvojic, ale kolika zp·soby m·ºeme dv¥ takové mnoºiny zvolit. V £ísle 3n je kaºdá
dvojice zapo£tena dvakrát (dvojice (A,B) i (B,A)) s jedinou výjimkou dvojice (∅, ∅). Tuto
výjimku ode£teme od celkového po£tu 3n, výsledek vyd¥líma dv¥ma a pak vyjíme£nou
dvojici (∅, ∅) op¥t p°i£teme. Správný po£et výb¥r· dvou disjunktních mnoºin je

3n − 1

2
+ 1 =

3n + 1

2
.

8
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P°íklad 14. Se£teme-li velikosti (tj. po£ty prvk·) v²ech podmnoºin n-prvkové mnoºiny,
jakou bude mít sou£et hodnotu? Stru£n¥ zapsáno, kolik je∑

A⊂{1,...,n}

|A|?

Víme, ºe k-prvkových podmnoºin je
(
n
k

)
, takºe odpov¥¤ je

∑
A⊂{1,...,n}

|A| =
n∑
k=0

k

(
n

k

)
.

M·ºeme se na situaci podívat i jinak. Ke kaºdé mnoºin¥ A ⊂ {1, . . . , n} p°idáme její
dopln¥k Ac = {1, . . . , n} \ A. Tato dvojice má dohromady n prvk·. Takových dvojic je
polovina po£tu v²ech podmnoºin, tj. 2n/2 = 2n−1. Se£tením velikostí v²ech takových dvojic
dostaneme ∑

A⊂{1,...,n}

|A| = n2n−1.

Jako d·sledek jsme dostali vztah

n∑
k=0

k

(
n

k

)
= n2n−1.

Zobecn¥ní binomické v¥ty se nazývá multinomická v¥ta. K její formulaci pot°ebujeme
jisté ozna£ení, jehoº motivace by mohla být následující.

M¥jme abecedu A skládájící se z k symbol·,

A = {a1, a2, . . . , ak},

a vytvá°íme z ní slova. (Slovo je kone£ná posloupnost symbol· z abecedy.) Kolik je slov
délky n, ve kterých se a1 objeví r1-krát, a2 se objeví r2-krát, ... a ak se objeví rk-krát,
r1 + r2 + · · ·+ rk = n?

Symbol a1 obsadí r1 míst ve slov¥ délky n, coº lze vybrat
(
n
r1

)
zp·soby. Ze zbývajících

n − r1 míst vybereme r2 míst pro a2, a to
(
n−r1
r2

)
zp·soby. Tak pokra£ujeme dále aº v

posledním k-tém kroku obsadíme zbývajících n− r1 − · · · − rk−1 = rk míst symbolem ak,
a to jedním zp·sobem. Po£et moºností je(

n

r1

)(
n− r1
r2

)(
n− r1 − r2

r3

)
· · ·
(
n− r1 − · · · − rk−1

rk

)
=

n!

r1! r2! . . . rk!

Toto £íslo nazýváme multinomický koe�cient a zna£í se

(
n

r1, r2, . . . , rk

)
=


n!

r1! r2! · · · rk!
0 ≤ r1, r2, . . . , rk, r1 + · · ·+ rk = n,

0 jinak.

Vý²e uvedené odvození si ilustrujme na p°íkladu.
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P°íklad 15. Uvaºujme abecedu A = {a, b, c} a vytvá°íme slova délky 4, která obsahují
jedno a, dv¥ b a jedno c. Po£et takových slov je(

4

1

)(
3

2

)(
1

1

)
=

4!

1! 3!

3!

2! 1!

1!

1! 1!
=

4!

2!
= 12.

V tomto jednoduchém p°ípad¥ si jako zkou²ku m·ºeme v²echna hledaná slova vypsat:

abbc, abcb, acbb, babc, bacb, bbac, bbca, bcab, bcba, cabb, cbab, cbba.

V¥ta 16. (Multinomická v¥ta) Pro kaºdé x1, x2, . . . xk ∈ R a n ∈ N platí

(x1 + x2 + · · ·+ xk)
n =

∑
r1+···+rk=n

(
n

r1, r2, . . . , rk

)
xr11 · · ·x

rk
k .

D·kaz. Postupujeme analogicky jako p°i d·kazu binomické v¥ty. Rozepí²eme si mocninu
na sou£in závorek

(x1 + · · ·+ xk)
n =

n-krát︷ ︸︸ ︷
(x1 + · · ·+ xk) · · · (x1 + · · ·+ xk).

Po roznásobení kaºdé závorky s kaºdou se podíváme, jaký je koe�cient u výrazu xr11 · · ·x
rk
k .

Tento sou£in vznikne tak, ºe v r1 závorkách zvolíme x1, v r2 závorkách zvolíme x2 atd. Zápis
takového vybírání je slovo délky n z abecedy A = {x1, . . . , xk} s p°edepsanými £etnostmi
výskytu jednotlivých symbol·. Po£et t¥chto slov je

(
n

r1 ... rk

)
, a proto se p°i roznásobení

objeví výraz xr11 · · ·x
rk
k p°esn¥

(
n

r1 ... rk

)
-krát. �

P°íklad 17. Jakou hodnotu má absolutní £len výrazu (3x+ 1− 1/x)5?
Absolutní £len je koe�cient u mocniny x0. Ozna£íme jej a0. Podle multinomické v¥ty je

(3x+ 1− 1/x)5 =
∑

r1+r2+r3=5

(
5

r1, r2, r3

)
(3x)r11r2(−1/x)r3 .

Aby vznikla nultá mocnina prom¥nné x, musí platit r1 = r3. Protoºe také r1+ r2+ r3 = 5,
dostáváme tyto t°i moºnosti pro mocniny (r1, r2, r3): (0, 5, 0), (1, 3, 1) a (2, 1, 2). Tím

a0 =

(
5

0, 5, 0

)
3015(−1)0 +

(
5

1, 3, 1

)
3113(−1)1 +

(
5

2, 1, 2

)
3211(−1)2 = 1− 60+ 270 = 211.

Typy výb¥r·.

Zastavme se chvíli u otázky, kolika zp·soby m·ºeme vybrat k objekt· z mnoºiny velkosti n.
Odpov¥¤ se li²í podle toho, jaká kriteria pro výb¥r uplatníme: Záleºí nám na po°adí v jakém
prvky do k-tice vybíráme nebo nezáleºí? M·ºe se stejný prvek ve výb¥ru vyskytnou více
neº jednou nebo nikoli? Kombinací t¥chto dvou kriterií dostaneme £ty°i typy výb¥r·.

10
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• Prvky se neopakují a na po°adí záleºí (tzv. variace). Podle multiplika£ního pravidla
je po£et takových výb¥r·

N = n(n− 1) · · · (n− k + 1),

nebo´ první prvek volíme z n moºností, druhý z n− 1 moºností, ... aº poslední, k-tý
prvek z n− (k − 1) moºností.

• Prvky se mohou opakovat a na po°adí záleºí (tzv. variace s opakováním). V kaºdém
kroku máme na výb¥r stále n moºností. Aplikací multiplika£ního pravidla je po£et
takových výb¥r·

N = nk.

• Prvky se neopakují a na po°adí nezáleºí (tzv. kombinace). V tomto p°ípad¥ není
vybraná k-tice nic jiného neº k-prvková podmnoºina. Proto je

N =

(
n

k

)
.

Zbývá p°ípad, ºe dovolíme opakování a uspo°ádání ve výb¥ru ignorujeme. Zde je situace
o n¥co sloºit¥j²í. �e²ení vyplyne z následující v¥ty.

V¥ta 18. Po£et nezáporných celo£íselných °e²ení rovnice x1 + x2 + · · ·+ xn = k je roven(
n+ k − 1

n− 1

)
.

D·kaz. Zavedeme nové prom¥nné

y1 = 1 + x1,

y2 = 2 + x1 + x2,

y3 = 3 + x1 + x2 + x3,

...

yn−1 = n− 1 + x1 + x2 · · ·+ xn−1,

yn = n+ x1 + x2 + · · ·+ xn = n+ k.

Pro n¥ platí, ºe 1 ≤ y1 < y2 < · · · < yn−1 ≤ n + k − 1. Navíc, známe-li hodnoty
v²ech y1, . . . , yn−1, dopo£teme z nich hodnoty p·vodních x1, . . . , xn. Proto po£et nezá-
porných celo£íselných °e²ení x1, . . . , xn je stejný jako po£et výb¥r· y1, . . . , yn−1 z mnoºiny
{1, 2, . . . , n+ k − 1}, a to je

(
n+k−1
n−1

)
. �

Te¤ lze doplnit poslední £tvrtý typ výb¥ru.

• Prvky se mohou opakovat a na po°adí nezáleºí (tzv. kombinace s opakováním). Vy-
braná k-tice je jednozna£n¥ ur£ená, udáme-li kolikrát se daný prvek v ní vyskytuje.
Ozna£íme-li xi po£et výskytu i-tého prvku v k-tici, pak £ísla xi spl¬ují podmínky z
V¥ty 18. Po£et výb¥r· je proto roven po£tu nezáporných celo£íselných °e²ení rovnice

x1 + x2 + · · ·+ xn = k, tj.
(
n+ k − 1

n− 1

)
.

11
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P°íklad 19. V obchod¥ mají ko²ile sedmi barev. Zákazník si jich koupí 10. Kolika zp·soby
m·ºe prodej dopadnout? Kolika zp·soby m·ºe prodej dopadnout, má-li mít zákazník ko²ile
v²ech barev?

V prvním p°ípad¥ jde o výb¥r velikosti 10 ze 7-prvkové mnoºiny. Odpov¥¤ je

N =

(
7 + 10− 1

7− 1

)
= 8008.

V druhém p°ípad¥ nejprve za°adíme do výb¥ru ko²ile v²ech barev, tj. 7 kus· a zbylé t°i
ko²ile vybereme jakkoli. P·jde tak o výb¥r velikosti 3 ze 7-prvkové mnoºiny.

N =

(
7 + 3− 1

7− 1

)
= 84.

P°íklad 20. Kolik nezáporných celo£íselných °e²ení má rovnice x1 + x2 + · · · + xn = k,
chceme-li, aby v²echna °e²ení byla sudá £ísla?

Prom¥nné xi napí²eme ve tvaru sudého £ísla, tj. xi = 2ti, kde ti je celé nezáporné.
Rovnice dostane tvar

2t1 + 2t2 + · · ·+ 2tn = k, tj. t1 + t2 + · · ·+ tn = 1
2 k.

Podle V¥ty 18 je po£et hledaných °e²ení N =
(
n+k/2−1
n−1

)
.

P°íklad 21. Rozd¥líme k stejných objekt· do n o£íslovaných krabic. Kolika zp·soby to
lze u£init?

V první krabici bude x1 objekt·, ve druhé x2 objekt·, atd. Sou£et v²ech objekt· je k,
takºe platí x1 + x2 + · · ·+ xn = k. Podle V¥ty 18 je po£et takových rozd¥lení

(
n+k−1
n−1

)
.

P°íklad 22. Rozd¥líme k stejných dárk· n d¥tem tak, ºe kaºdé dít¥ má alespo¬ jeden
dárek. Kolika zp·soby to lze u£init?

V prvním kroku dáme kaºdému z d¥tí po jednom dárku. Zbylých k − n uº rozd¥líme
zp·soby, popsanými ve V¥t¥ 18, kde místo k máme nyní k − n. Po£et je tak

(
k−1
n−1
)
. Tato

úvaha °íká p°esn¥ to, ºe po£et kladných celo£íselných °e²ení rovnice x1 + x1 + · · ·+ xn = k
je
(
k−1
n−1
)
.

Dirichlet·v princip.

Tento princip zobec¬uje jednoduchá pozorování následujícího typu.

• Máme-li rozd¥lit 5 mí£k· do 4 krabic, musí n¥jaká krabice obsahovat alespo¬ 2 mí£ky.

• Mezi 367 lidmi musí být alespo¬ 2 se stejným datem narozenin.

• Zobrazení z alespo¬ (k+1)-prvkvé mnoºiny do k-prvkové mnoºiny není nikdy prosté.

Spole£ný tvar takových tvrzení se nazývá Dirichlet·v princip:

12
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Rozloºíme-li kone£nou mnoºinu o n prvcích na k £ástí, pak n¥jaká z £ástí nutn¥
obsahuje alespo¬ n/k prvk·.

Specieln¥, rozloºíme-li kone£nou mnoºinu o n prvcích na mén¥ neº n £ástí, pak
n¥jaká z £ástí nutn¥ obsahuje více neº jeden prvek.

Uve¤me si n¥kolik p°íklad· na pouºití Dirichletova principu. Za£neme jednoduchým p°í-
kladem.

P°íklad 23. Zkou²ka je hodnocena 0−100 body. Kolik student· se musí ú£astnit zkou²ky,
aby bylo zaru£eno, ºe alespo¬ dva mají stejný po£et bod·?

Protoºe je 101 moºných ohodnocení zkou²ky, je t°eba, aby se zú£astnilo alespo¬ 102
student·.

N¥která pouºití Dirichletova principu jsou p°ekvapivá.

P°íklad 24. Ukaºte, ºe kaºdé p°irozené £íslo n má násobek, který pouºívá ve svém zápise
pouze nuly a trojky.

M¥jme n a utvo°me seznam n + 1 £ísel 3, 33, 333, . . . ,

n+1︷ ︸︸ ︷
33 · · · 3. Jejich zbytky po

vyd¥lení £íslem n jsou prvky mnoºiny {0, 1, . . . , n − 1}. �ísel je o jedno víc neº zbytk·
po d¥lení. Existují tak alespo¬ dv¥ £ísla ze seznamu, která mají stejný zbytek po d¥lení
£íslem n. Jejich rozdíl je hledaný násobek. (�íslo 3 v zadání je zcela nepodstatné m·ºe být
nahrazeno jakoukoli nenulovou £íslicí.)

P°íklad 25. Z kaºdé mnoºiny obsahující n p°irozených £ísel (nikoli nutn¥ r·zných) lze
vºdy vybrat n¥kolik £ísel, jejichº sou£et je d¥litelný n.

Ozna£íme si prvky takové mnoºiny jako {a1, a2. . . . , an}. Uvaºujme n £ísel

a1, a1 + a2, . . . , a1 + a2 + · · ·+ an.

Není-li ºádné z nich d¥litelné n, pak kaºdé z nich má nenulový zbytek po d¥lení £íslem n.
Takových nenulových zbytk· je n − 1, a proto podle Dirichletova principu jsou alespo¬ u
dvou £ísel zbytky stejné. Nech´ to jsou £ísla

a1 + a2 + · · ·+ ai a a1 + a2 + · · ·+ aj , i < j.

Jejich ode£tením získáme £íslo d¥litelné n.

Princip inkluze a exkluze.

Máme-li zjistit, kolik prvk· má sjednocení n¥kolika mnoºin, A1 ∪ A2 ∪ · · · ∪ An, tak v
p°ípad¥ po dvou disjunktních mnoºin je to snadné:

|A1 ∪A2 ∪ · · · ∪An| = |A1|+ |A2|+ · · ·+ |An|,

se£teme velikosti v²ech. Umíme najít vzorec i v p°ípad¥, kdy se mnoºiny obecn¥ navzájem
protínají? Odpov¥¤ je v následující v¥t¥, která se nazývá Princip inkluze a exkluze.
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V¥ta 26. M¥jme kone£né mnoºiny A1, A2, . . . , An. Pak platí

|A1 ∪A2 ∪ · · · ∪An| =
n∑
k=1

|Ak| −
∑
j<k

|Aj ∩Ak|+
∑
i<j<k

|Ai ∩Aj ∩Ak|−

· · ·+ (−1)n−1|A1 ∩A2 ∩ · · ·An|.

P°ed d·kazem se podívejme na p°ípad dvou mnoºin. Vzorec má pro n = 2 tvar

|A1 ∪A2| = |A1|+ |A2| − |A1 ∩A2|.

Intuitivn¥ je jasné, ºe sou£et |A1|+ |A2| nadhodnocuje velikost sjednocení, nebo´ prvky v
pr·niku A1 ∩ A2 jsou zapo£teny dvakrát. Abychom to opravili, musíme velikost pr·niku
jednou ode£íst. P°esn¥ to, jen pro více mnoºin a tedy sloºit¥ji, se d¥j¥ i ve V¥t¥ 26. Odtud
je i její název, inkluze znamená zahrnutí a exkluze vyjmutí.

D·kaz. Zvolme libovolný prvek x ∈ A1 ∪ · · · ∪An. Na levé stran¥ rovnice ve V¥t¥ 26 je x
zapo£teno jednou. Ov¥°íme, ºe je zapo£teno na pravé stran¥ rovnice také práv¥ jednou.

Prvek x leºí obecn¥ v m mnoºinách. M·ºeme pro usnadn¥ní zápisu p°edpokládat, ºe
to jsou mnoºiny A1, . . . , Am. V první sum¥ je prvek x zapo£ten m-krát. Ve druhé sum¥ je
zapo£ten

(
m
2

)
-krát, nebo´ leºí ve v²ech pr·nicích dvojic mnoºin vybraných z A1, . . . , Am.

Stejn¥ tak máme, ºe ve t°etí sum¥ je prvek x zapo£ten
(
m
3

)
-krát, atd. Naposledy se prvek

x objeví v m-té sum¥, kde je zapo£ten
(
m
m

)
-krát, tj. jednou. Dohromady dostáváme, ºe na

pravé stran¥ je dané x zapo£teno

m−
(
m

2

)
+

(
m

3

)
− · · ·+ (−1)m−1

(
m

m

)
=

(
m

1

)
−
(
m

2

)
+

(
m

3

)
− · · ·+ (−1)m−1

(
m

m

)
.

P°i£tením a ode£tením jedni£ky a s vyuºitím binomické v¥ty dostaneme

= −1 +
(
m

1

)
−
(
m

2

)
+

(
m

3

)
− · · ·+ (−1)m−1

(
m

m

)
+ 1

= −
m∑
i=0

(
m

i

)
(−1)i + 1 = −(1− 1)m + 1 = 1.

Ov¥°ili jsme, ºe kaºdý prvek ze sjednocení je na pravé stran¥ zapo£ítám práv¥ jednou, a
tedy výraz na pravé stran¥ se rovná po£tu prvk· ve sjednocení. �

Obecná strategie pro pouºití Principu inkluze a exkluze je situace, kdy máme zjistit
po£et objekt· mající alespo¬ jednu z n¥kolika (dobrých?) vlastností. Do mnoºiny A1 zahr-
neme objekty s první vlastností, do A2 objekty s druhou vlastnosti atd. Podívejme se na
p°íklady.

P°íklad 27. Kolik je p°irozených £ísel n ≤ 10 000, která jsou d¥litelná 7 nebo 29.
Ozna£íme si A1 mnoºinu £ísel v daném intervalu d¥litelných 7 a podobn¥ A2 mnoºinu

£ísel d¥litelných 29. Pak

|A1| =
[10000

7

]
= 1428, |A2| =

[10000
29

]
= 344, |A1 ∩A2| =

[10000
7 · 29

]
= 49,

kde [x] ozna£uje celou£ást £ísla x. Podle V¥ty 26 máme |A1∪A2| = 1428+344−49 = 1723.
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Pomocí V¥ty 26 m·ºeme °e²it úlohy objevující se v ned¥lních p°ílohách novin.

P°íklad 28. V chatové osad¥ ºije 28 lidí a kaºdý z nich je £lenem n¥jakého z následujících
spolk·: �latelistický (7 £len·), tenisový (10 £len·), ²achový (7 £len·) a divadelní. Víme, ºe
nikdo není £lenem t°í spolk·, dvojí £lenství má 8 obyvatel a ºádný tenista nehraje ²achy
ani nesbírá známky. Kolik £len· má divadelní spolek?

Symboly F , T , S a D postupn¥ ozna£ují mnoºiny £len· spolk· �latelistického, teniso-
vého, ²achového a divadelního. Pak |F | = |S| = 7, |T | = 10, |F ∪ T ∪ S ∪D| = 28. Dále
T ∩ S = ∅ a T ∩ F = ∅. Podle V¥ty 26,

28 = 7 + 10 + 7 + |D| − 8, tj. |D| = 12.

A je²t¥ jedna aplikace Principu inkluze a exkluze.

P°íklad 29. Kolik je uspo°ádání (tj. permutací) °ady £ísel 1, 2, . . . , n takových, aby ºádné
£íslo nez·stalo na míst¥?

Od celkového po£tu n! permutací ode£teme po£et permutací, kdy alespo¬ jedno £íslo
z·stalo na svém míst¥. Ozna£íme si Ak mnoºinu permutací, kde k-té £íslo z·stalo na míst¥.
Hledaná odpov¥¤ je pak £íslo

Dn = n!− |A1 ∪A2 ∪ · · · ∪An|.

Pro pouºití V¥ty 26 musíme spo£ítat následující hodnoty:

|Ak| = (n− 1)!

|Aj ∩Ak| = (n− 2)!

|Ai ∩Aj ∩Ak| = (n− 3)!

...

|A1 ∩A2 ∩ . . . An| = 1.

Tak dostáváme

Dn = n!− |A1 ∪A2 ∪ · · · ∪An|

= n!− n (n− 1)! +

(
n

2

)
(n− 2)! +

(
n

3

)
(n− 3)− · · ·+ (−1)n

= n!
( 1

2!
− 1

3!
+ · · ·+ (−1)n 1

n!

)
.

Výraz v závorce je £ást nekone£ného sou£tu

1

2!
− 1

3!
+ · · ·+ (−1)n 1

n!
+ · · · = 1− 1

1!
+

1

2!
− 1

3!
+ · · ·+ (−1)n 1

n!
+ · · · = 1

e
.

Protoºe £íslo Dn je p°irozené, je Dn nejbliº²í p°irozené £íslo k n!/e, tj.

Dn =
[n!
e

+
1

2

]
,

kde [x] zna£í celou £ást £ísla x. Pro ilustraci uve¤me n¥kolik hodnot Dn.

n 1 2 3 4 5 6 7 8 9

Dn 0 1 2 9 44 265 1854 14 833 133 496
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Cvi£ení.

P°íklady ozna£ené ∗ jsou o n¥co náro£n¥j²í.

(1) Mezi m¥sty A a B vede 7 r·zných cest, mezi m¥sty B a C vede 5 r·zných cest a mezi
m¥sty A a C vedou dv¥ r·zné cesty. Ozna£íme slovem putování takové procházení
cest, p°i kterém se do ºádného z m¥st nevracíme.

(a) Kolik je putování z A do C?

(b) Kolika zp·soby lze projít z A do C a zp¥t tak, ºe na putování z A do C naváºe
putování z C do A?

(c) Kolika zp·soby lze projít z A do C a zp¥t jako v bod¥ (b), chceme-li projít
m¥stem B alespo¬ jednou?

(d) Kolika zp·soby lze projít z A do C a zp¥t jako v bod¥ (b), kdyº neuºijeme
ºádnou cestu dvakrát?

(2) Kolika zp·soby je moºné vybrat dvojici muº-ºena z n manºelských pár· tak, aby
netvo°ili manºelský pár?

(3) M¥jme v prostoru n bod·, z nichº ºádné £ty°i neleºí v rovin¥. Kolik rovin ur£uje tato
mnoºina bod·?

(4) V £ele místnosti je dlouhý st·l, kde na kaºdé ze dvou dlouhých stran je m míst k
sezení a u krátkých stran místa k sezení nejsou.

(a) Kolika zp·soby lze rozesadit 2m lidí?

(b) Zajímá-li nás u rozesazení jen to, které dvojice sedí naproti sob¥, kolik nyní
bude moºností?

(5) Uvaºujme £ty°ciferná £ísla.

(a) Kolik z nich obsahuje £íslici 1?

(b) Kolik z nich za£íná a kon£í sudou £íslicí?

(c) Kolik z nich za£íná lichou £íslicí, je d¥litelné 5 a neobsahuje ani 6 ani 7?

(d) Kolik z nich je sudých obsahujících 5, ale ne 2?

(e) Kolik z nich má v zápise alespo¬ jednu £íslici vícekrát?

(f) Kolik z nich je takových, ºe sou£et cifer je lichý? (První £íslice nesmí být 0.)

(g)∗ Kolik z nich obsahuje dv¥ (ale ne t°i) r·zné £íslice?

(6) Kolik je p¥ticiferných £ísel, která mají uprost°ed 6 a jsou d¥litelná 3?

(7) Obchodní cestující má b¥hem týdne nav²tívit 4 �rmy a kaºdou z nich 5-krát.

(a) Kolika zp·soby to lze provést?

(b) Kolika zp·soby to lze provést, nemá-li za£ít a skon£it u stejné �rmy?

(8) Ukaºte, ºe £íslo
(
2n
n

)
, n ≥ 1, je vºdy sudé.
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(9) M¥jme abecedu sestávájící z n písmen a vytvá°íme slova délky 4. (Slovo je posloupnost
symbol· z abecedy.)

(a) Kolik je slov délky 4, kde nestojí dv¥ stejná písmena vedle sebe?

(b) Kolik z nich spl¬uje poºadavek z (a), ale navíc chceme, aby i první a poslední
písmena byla r·zná?

(c)∗ Stejná otázka jako v (b), ale pro slova délky 5.

(10) Spole£nost se skládá z n muº· a n ºen.

(a) Kolika zp·soby je moºné utvo°it °adu, kde se muºi a ºeny st°ídají?

(b) Kolika zp·soby je moºné v²echny usadit okolo kulatého stolu tak, ºe se muºi a
ºeny st°ídají? Rozesazení, která se li²í pouze pooto£ením, pokládáme za stejná.

(11) M¥jme balí£ek karet o£íslovaných 1, 2 . . . , n.

(a) Kolik je r·zných uspo°ádání balí£ku takových, ºe p°i snímání p°ijde karta £íslo 1
d°íve neº karta £íslo 2?

(b) Kolik je r·zných uspo°ádání balí£ku takových, ºe p°i snímání je mezi kartou
£íslo 1 a kartou £íslo 2 práv¥ k dal²ích karet?

(c) Kolika zp·soby je moºné balí£ek uspo°ádat, aby pro kaºdé k = 1, . . . , n platilo,
ºe na k-tém míst¥ v balí£ku je karta s £íslem alespo¬ k + 1?

(d) Kolika zp·soby je moºné balí£ek uspo°ádat, aby pro kaºdé k = 1, . . . , n platilo,
ºe na k-tém míst¥ v balí£ku je karta s £íslem nejvý²e k + 4?

(12) Uvaºujme mnoºinu M = {1, 2, . . . , n}.

(a) Kolik podmnoºin mnoºiny M obsahuje práv¥ jedno z £ísel 1 a 2?

(b) Kolik podmnoºin mnoºiny M obsahuje alespo¬ jedno z £ísel 1 a 2?

(c) Kolika zp·soby lze M uspo°ádat, aby 1 p°echázela 2 a 3 p°edcházela 4?

(d) Kolika zp·soby lze M uspo°ádat, aby 1 p°echázela 2 i 3?

(e) Kolika zp·soby lze M uspo°ádat, aby sou£et kaºdých dvou sousedních £ísel byl
lichý?

(13) Kolik je 7-prvkových podmnoºin mnoºiny {1, 2, . . . , 20}, které neobsahují ºádnou
dvojici po sob¥ jdoucích £ísel?

(14) Obdélník je rozd¥lený vodorovnými a svislými úse£kami na m × n £tverc· velikosti
1× 1. Kolik r·zných obdélník· je tímto d¥lením ur£eno?

(15) Z mnoºiny {1, 2, . . . , n} zvolíme £ty°i £ísla.

(a) Kolik je takových výb¥r·, ºe nejv¥t²í ze zvolených £ísel je alespo¬ 11?

(b) Kolik je takových výb¥r·, ºe druhé nejv¥t²í ze zvolených £ísel je alespo¬ 11?

(16) Z £ísel {1, . . . , n} tvo°íme posloupnosti délky k.
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(a) Kolik existuje r·zných klesajících posloupností?

(b) Kolik existuje r·zných nerostoucích posloupností?

(17) V místní cukrárn¥ mají 10 druh· zmrzliny a t°i druhy polev. Jestliºe zmrzlinový
pohár má t°i kope£ky zmrzliny a kaºdý kope£ek m·ºe mít (nebo nemusí) na sob¥
n¥jakou z polev, kolik r·zných zmrzlinových pohár· lze vytvo°it?

(18) Kolik kladných celo£íselných °e²ení má rovnice x1+x2+ · · ·+xn = k poºadujeme-li,
aby °e²ení byla lichá £ísla.

(19) Monomial v n prom¥nných je výraz tvaru xk11 x
k2
2 · · ·xknn . Stupe¬ monomialu je k1 +

k2 + · · ·+ kn. Kolik je monomial· stupn¥ k? Kolik je monomial· stupn¥ nejvý²e k?

(20) Kolik je celo£íselných °e²ení rovnice x1 + x2 + · · ·+ x5 = 23 vyhovujících podmínce
xi ≥ i pro v²echna i = 1, 2, . . . , 5?

(21)∗ Kolik je celo£íselných nezáporných °e²ení rovnice x1 + x2 + · · · + x7 = k takových,
ºe x1 je sudé a x2 ∈ {0, 1}?

(22) (a) Kolika zp·soby lze k stejných mí£k· rozmístit do n o£íslovaných krabic, kdyº
nemusíme nutn¥ pouºít v²echny mí£ky?

(b) Stejná situace jako v p°ípad¥ (a), ale navíc chceme, aby ºádná krabice nez·stala
prázdná.

(c) Stejná situace jako v p°ípad¥ (a), ale nyní jsou mí£ky o£íslované.

(23) M¥jme v krabici n mí£k· o£íslovaných 1, 2, . . . , n. Postupn¥ je vytahujeme v²echny
ven.

(a) Nech´ k je pevn¥ zvolené £íslo, 1 ≤ k ≤ n. Kolik je p°ípad· takových, ºe k-tý
vytaºený mí£ek má £íslo práv¥ k?

(b) Kolik je takových vytaºení v²ech mí£k·, ºe p°i nich alespo¬ v n − 1 p°ípadech
souhlasí po°adí taºeného mí£ku s jeho £íslem?

(c) Kolik je p°ípad·, kdy pro v²echny taºené mí£ky platí, ºe po°adí vytaºení je
r·zné neº jejich £íslo?

(24) Na ²achovnici 8× 8 rozestavíme 8 v¥ºí.

(a) Kolika zp·soby je to moºné ud¥lat tak, aby se v¥ºe navzájem nenapadaly?

(b)∗ Kolika zp·soby je to moºné ud¥lat tak, aby se v¥ºe navzájem nenapadaly a
navíc aby ºádná v¥º nestála na diagonále z £erných polí£ek?

(25) Máme k dispozici p nul a q jedni£ek.

(a) Kolik r·zných posloupností délky p+ q lze sestavit?

(b) Kolik lze sestrojit posloupností délky p+q takových, aby se v nich nevyskytovali
dv¥ nuly vedle sebe?

18
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(c)∗ Kolik je posloupností délky p+ q je takových, ºe obsahuje práv¥ t°i bloky nul?
(Blok je posloupnost za sebou stojících stejných symbol·, m·ºe mít i délku
jedna.)

(26)∗ Máme k dispozici 6 nul, 5 jedni£ek a 4 dvojky. Kolika zp·soby je lze se°adit, aby

(a) První nula p°edcházela první jedni£ce?

(b) První nula p°edcházela první jedni£ce a ta p°edcházela první dvojce?

(27)∗ Kolem kulatého stolu je p míst, kde p je prvo£íslo. Ke kaºdému místu p°ipravíme
jeden talí°. Talí°e máme k dispozici v n r·zných barvách. Kolik je rozmíst¥ní talí°·
kolem kulatého stolu takových, p°i kterém se pouºijí talí°e alespo¬ dvou barev?
(�e²ení této úlohy je jeden z moºných d·kaz· tzv. malé Fermatovy v¥ty, která °íká,
ºe pro kaºdé p°irozené £íslo n a prvo£íslo p platí vztah np ≡ nmod p.)

(28) Leti²t¥ odbavilo b¥hem jednoho dne 1500 odlet·. Pomocí Dirichletova principu ukaºte,
ºe alespo¬ dv¥ letadla musela odlétat b¥hem jedné minuty.

(29) Na ostrov¥ ºije 510 tule¬· a kaºdý má po£et vous· mezi 10 a 30. Pomocí Dirichletova
principu dokaºte, ºe na ostrov¥ je alespo¬ 25 tule¬· se stejným po£tem vous·.

(30) Fotbalové muºstvo vst°elilo za sezónu 40 branek, na kterých se podílelo 9 hrá£·
týmu. Pomocí Dirichletova principu ukaºte, ºe alespo¬ dva hrá£i vst°elili stejný po£et
branek.

(31) �ísla 1, 2, . . . , 10 náhodn¥ rozmístíme na kruºnici. Pomocí Dirichletova principu ukaºte,
ºe musí existovat trojice sousedních £ísel se sou£tem alespo¬ 17.

(32)∗ Z mnoºiny {1, 2, . . . , 2n} vybereme jakýchkoli n + 1 £ísel (mohou se i opakovat).
Pomocí Dirichletova principu ukaºte, ºe mezi vybranými £ísly musí být dv¥ takové,
ºe jedno je násobkem druhého.

(33)∗ Pomocí Dirichletova principu ukaºte, ºe kaºdá posloupnost n2 +1 r·zných reálných
£ísel musí obsahovat monotónní posloupnost délky n+ 1.

�e²ení:

(1a) N = 7 · 5 + 2 = 37.

(1b) N = 372.

(1c) N = 372 − 4.

(1d) Procházení je t°í typ·: Bu¤ se m¥stu B zcela vyhneme, nebo ho projdeme jednou
nebo ho projdeme dvakrát. V prvním p°ípad¥ je po£et moºností N1 = 2.V druhém
p°ípad¥ je po£et moºností N2 = 2(7 ·5 ·2) = 140. Ve t°etím p°ípad¥ je po£et moºností
N3 = 7 · 5 · 4 · 6 = 840. Celkem je 982 moºností.

(2) N = n(n− 1).
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(3) Rovina je ur£ena t°emi body, proto po£et rovin je
(
n
3

)
.

(4a) Zvolíme m lidí z celkového po£tu 2m, coº lze
(
2m
m

)
zp·soby a posadíme do zadní °ady

m! zp·soby. Zbylých m rozesadíme rovn¥º m! zp·soby. Celkov¥ N =
(
2m
m

)
m!m! =

(2m)!.

(4b) Tato otázka je ekvivalentní otázce na po£et moºností, jak rozd¥lit 2m lidí do dvojic.
To je N =

(
2m
m

)(
2m−2
m

)(
2m−4
m

)
· · ·
(
2
2

)
= (2m)!

2m .

(5a) Od v²ech moºností ode£teme £ísla neobsahující 1, N = 9 · 103 − 8 · 93.

(5b) N = 4 · 102 · 5.

(5c) N = 4 · 82 · 2.

(5d) Od v²ech sudých £ísel neobsahujících 2 ode£teme ta sudá £ísla, která neobsahují ani
2 ani 5: N = 8 · 92 · 4− 7 · 82 · 4

(5e) Od v²ech £ísel ode£teme ta, kde se £íslice neopakují: N = 9 · 103 − 92 · 8 · 7.

(5f) Sou£et je lichý, je-li jeden s£ítanec lichý a t°i sudé nebo naopak. V prvním p°ípad¥ je
po£et N1 = 54 + 4 · 3 · 53, kde 54 odpovídá p°ípadu, ºe liché £íslo stojí na za£átku a
4 · 3 · 53 p°ípadu, ºe liché £íslo je na 2., 3. nebo 4. pozici. Podobn¥ pro druhý p°ípad:
N2 = 4 · 53 + 3 · 54, kde 4 · 53 odpovídá p°ípadu, kdy je sudé £íslo na za£átku a 3 · 54
zbylému p°ípadu. Dohromady N = N1 +N2 = 4500.

(5g) Za£neme tím, ºe po£et £tve°ic vytvo°ený dv¥ma r·znými symboly je 24 nebo´ na
kaºdé místo máme dv¥ moºnosti. Protoºe chceme, aby se ve £tve°ici objevily oba
symboly, musíme ode£íst dv¥ £tve°ice typu aaaa obsahující pouze jeden symbol.
Nyní je po£et 24 − 2. Vybereme dva symboly z {1, 2, . . . , 9} coº lze

(
9
2

)
zp·soby.

�íslo
(
9
2

)
(24 − 2) je po£et £ty°ciferných £ísel hledaného typu, ale jen t¥ch, které ne-

mají v zápise 0. Zbývá p°idat ta £ísla, mající v zápise 0. Na za£átku stojí nenulová
£íslice a, kterých je 9. Zbylá t°i místa zaplníme touto nenulovou £íslicí a 0, coº je
23− 1 moºností, nebo´ op¥t ode£ítáme £íslo tvaru aaaa. Tento p°ípad dává 9(23− 1)
moºností. Dohromady N =

(
9
2

)
(24 − 2) + 9(23 − 1).

(6) �íslo je d¥litelné t°emi práv¥, kdyº je ciferný sou£et je d¥litelný t°emi. Protoºe hle-
daná £ísla jsou tvar ab6cd, je d¥litelnost zaru£ena pokud a+b+c+d je d¥litelné t°emi
tj. pokud je £íslo abcd d¥litelné t°emi. �ty°ciferných £ísel je 9000 (= 9999 − 999) a
d¥litelné t°emi je kaºdé t°etí. Hledaný po£et je tak N = 3000.

(7a) Náv²t¥v je celkem 20 a kaºdé rozd¥lení náv²t¥v b¥hem týdne je popsáno slovem
délky 20 pouºívající £ty°písmenou abecedu (kaºdé písmeno odpovídá jedné �rm¥.)
N =

(
20

5,5,5,5

)
= 11 732 745 024

(7b) Od celkového po£tu ode£teme ta slova mající stejný za£átek a konec, N =
(

20
5,5,5,5

)
−

4
(

18
3,5,5,5

)
= 9 262 693 440.
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(8) Jeden zp·sob je numerický:
(
2n
n

)
= 2

(
2n−1
n−1

)
. Jiný zp·sob je kombinatorický:

(
2n
n

)
je

po£et n-prvkových podmnoºin mnoºiny s 2n prvky. Dopln¥k kaºdé takové mnoºiny
je op¥t n-prvková mnoºina. Proto je celý soubor n-prvkových podmnoºin sloºen z
dvojic (mnoºina, její dopln¥k), a tedy musí mít sudý po£et prvk·.

(9a) N = n(n− 1)3.

(9b) Od moºností z (a) ode£teme slova, kde stejná písmena nestojí vedle sebe, ale první a
poslední písmeno je stejné. Tato slova mají prost°ední dv¥ písmena navzájem r·zná a
navíc r·zná od prvního (a tedy i posledního) písmene. N = n(n−1)3−n(n−1)(n−2).

(9c) Zde je situace sloºit¥j²í v porovnání s (b). Op¥t ode£teme od v²ech moºností, kterých
je n(n − 1)4, slova se stejným za£átkem a koncem. Tato slova si rozd¥líme do dvou
skupin. První typ je a∗a∗a, kde ∗ je jakékoli písmeno odli²né od a. Takových slov je
N1 = n(n− 1)2. Druhý typ je a ∗ ∗ ∗ a, kde ∗ je op¥t písmeno odli²né od a, ale navíc
musíme dodrºovat to, ºe stejná písmena nestojí vedle sebe. N2 = n(n − 1)(n − 2)2.
Dohromady N = n(n− 1)4 − n(n− 1)2 − n(n− 1)(n− 2)2.

(10a) Za£íná-li °ada muºem, stojí muºi na lichých místech a po£et jejich rozmíst¥ní je n!.
Doplnit ºeny na sudá místa lze také n! zp·soby, a tedy (n!)2 moºností. Za£íná-li °ada
ºenou, je situace stejná, takºe výsledek je N = 2(n!)2.

(10b) Rozesadíme ºeny kolem kulatého stolu, aby mezi nimi bylo vºdy jedno volné místo.
To je moºné (n− 1)! zp·soby. Na zbylá prázdná místa posadíme n muº· n! zp·soby,
takºe po£et v²ech rozmíst¥ní je N = n! (n− 1)!.

(11a) Ze symetrie vyplývá, ºe polovina v²ech uspo°ádání balí£ku je taková, ºe 1 p°edchází
2 a ve zbytku naopak. Hledaný po£et je N = n!/2.

(11b) Blok za£ínající 1 a kon£ící 2, mezi kterými je k dal²ích karet, m·ºe být v balí£ku
umíst¥n n − k − 1 zp·soby. Krom¥ karet 1 a 2 m·ºeme zbylých n − 2 karet v ba-
lí£ku uspo°ádat (n− 2)! zp·soby. Protoºe je²t¥ celý blok m·ºe za£ínat 2 a kon£it 1,
dostaneme, ºe po£et je N = 2(n− k − 1) · (n− 2)!.

(11c) Neexistuje ºádné takové uspo°ádání, protoºe poslední karta by musela mít £íslo n+1.

(11d) Pro první kartu máme 5 moºností. Rovn¥º i pro druhou, t°etí atd., aº dojdeme ke
kart¥ £tvrté od konce, tj. s po°adovým £íslem n− 3. Pro tu uº máme jen 4 moºnosti.
Pro dal²í karty pak jen postupn¥ 3, 2 a 1 moºnost. N = 5n−44!

(12a) Mnoºiny obsahující 1 a ne 2 mají tvar A = {1} ∪A0, kde A0 ⊂ {3, 4, . . . , n}. Je jich
2n−2. Stejný po£et je i mnoºin obsahující 2 a ne 1. Celkem N = 2 · 2n−2 = 2n−1.

(12b) Od v²ech podmnoºin ode£teme ty, které neobsahují ani 1 ani 2, N = 2n − 2n−2.

(12c) Vybereme dv¥ místa pro 1 a 2 ve správném po°adí, to lze
(
n
2

)
zp·soby. Ze zbylých

míst vybereme op¥t dv¥ pro 3 a 4, to lze
(
n−2
2

)
zp·soby. Zbylých n−4 míst vyplníme

libovoln¥. N =
(
n
2

)(
n−2
2

)
(n− 4)! = 1

4 n!.

(12d) Vybereme t°i místa pro 1, 2 a 3, coº lze
(
n
3

)
zp·soby. Do t¥chto t°í pozic umístíme £ísla

ve dvou po°adích 1, 2, 3 nebo 1, 3, 2. Zbytek doplníme jakkoli.N = 2
(
n
3

)
(n−3)! = 1

3 n!.
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(12e) Podmínka znamená, ºe se musí sudá a lichá £ísla st°ídat. Uspo°ádávat lze tedy sudá
£ísla mezi sebou nebo lichá £ísla mezi sebou. Je-li n sudé, je po£et permutací sudých
i lichých £ísel stejný a je roven (n/2)!. Protoºe uspo°ádání m·ºe za£ínat sudým nebo
lichým £íslem, je N = 2(n/2)!(n/2)!. Je-li n liché, je po£et lichých £ísel (n + 1)/2
a sudých (n − 1)/2. Uspo°ádání celé mnºiny zde musí za£ínat pouze lichým £íslem,
proto N = (n+1

2 )!(n−12 )!.

(13) Jsou-li n1 < n2 < · · · < n7 vybraná £ísla, pak za prvními ²esti je £íslo, které být
vybráno nesm¥lo. Obor pouºitelných £ísel se tím zmen²il o 6 na 14. Z tohoto po£tu
vybíráme 7, N =

(
14
7

)
.

(14) Kaºdý obdélník je ur£en dv¥ma vodorovnými úse£kami a dv¥ma svislými. Prvních je
m+ 1 a druhých je n+ 1. Po£et moºných obdélník· je N =

(
m+1
2

) (
n+1
2

)
.

(15a) Je-li n ≤ 10, pak výb¥r neexistuje. Pro n ≥ 11 ode v²ech výb¥r· £ty° £ísel ode£teme
ty výb¥ry, kde jsou v²echna £ísla men²í neº 11, N =

(
n
4

)
−
(
10
4

)
.

(15b) Je-li n ≤ 11, pak výb¥r neexistuje. Pro n ≥ 12 ode v²ech výb¥r· ode£teme ty, kde
jsou v²echna £ísla men²í neº 11 a pak také ty výb¥ry, kde t°i z £ísel jsou men²í neº
11, ale jedno je alespo¬ 11. N =

(
n
4

)
−
(
10
4

)
−
(
10
3

)
(n− 10).

(16a) Kaºdému výb¥ru k r·zných £ísel odpovídá práv¥ jedno uspo°ádání t¥chto £ísel do
klesající posloupnosti, tj. máme N =

(
n
k

)
klesajících posloupností.

(16b) V nerostoucí posloupnosti se mohou hodnoty opakovat, proto vybíráme k-tice s opa-
kováním, N =

(
n+k−1
n−1

)
.

(17) Ozna£íme si dvojicí (z, p) typ jedné kopi£ky zmrzliny s polevou: z nabývá hodnot
1, 2, . . . , 10 a znamená jeden z druh· zmrzliny a p nabývá hodnot 0, 1, 2, 3 a ozna£uje
jednu z pouºitých polev (£ísla 1, 2, 3) nebo bez polevy (£íslo 0). Takových dvojic je 40.
Pohár se skládá ze t°í t¥chto dvojic, p°i£emº p°ipou²tíme opakování. Odtud máme,
ºe po£et pohár· je

(
40+3−1
40−1

)
= 11 480.

(18) Pi²me hledané °e²ení ve tvaru xi = 2ti+1, kde ti je celé nezáporné £íslo. Po dosazení
a úprav¥ dostaneme rovnici t1+· · ·+tn = 1

2(k−n). Podle V¥ty 18 je N =
(
(n+k)/2−1

n−1
)
,

mají-li n, k stejnou paritu; jinak °e²ení neexistuje.

(19) Podle V¥ty 18 je po£et monomial· stupn¥ k roven N =
(
n+k−1
n−1

)
. Po£et monomiál·

stupn¥ nejvý²e k je stejný jako po£et celo£íselných nezáporných °e²ení nerovnosti
k1 + · · · + kn ≤ k. Tento po£et je dále stejný jako po£et celo£íselných nezáporných
°e²ení rovnice k1+ · · ·+kn+q = k, kde jsme p°idali pomocnou prom¥nnou q. V¥ta 18
dává N =

(
n+k
n

)
.

(20) Prom¥nné si napí²eme ve tvaru xi = ti+ i, i = 1, 2, . . . , 5, kde ti jsou celá nezáporná
£ísla. Dosazením a úpravou dostaneme rovnici t1 + · · · + t5 = 8. Podle V¥ty 18 je
N =

(
12
4

)
.

(21) Ozna£íme si y = x1+x2. Budeme-li znát hodnotu y, pak pro sudé y poloºíme x1 = y
a x2 = 0, pro liché y poloºíme x1 = y − 1 a x2 = 1. Po£et hledaných °e²ení se
zredukoval na po£et °e²ení rovnice y+x3+ · · ·+x7 = k. Podle V¥ty 18 je N =

(
k+5
5

)
.
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(22a) Symbol xi ozna£uje po£et mí£k· v i-té krabici. Hledáme po£et celo£íselných nezá-
porných °e²ení nerovnice x1+ · · ·+xn ≤ k. Stejným postupem jako p°i druhé otázce
ve cvi£ení 19 dostaneme N =

(
n+k
n

)
.

(22b) Ozna£íme si po£et mí£k· v i-té krabici xi = ti + 1, i = 1, . . . n, kde ti jsou celá
nezáporná £ísla. Hledaný po£et rozmíst¥ní je pak stejný jako po£et °e²ení nerovnosti
t1 + · · ·+ tn ≤ k − n. Analogickým postupem jako v (a) dostaneme N =

(
k
n

)
.

(22c) Rozd¥litm o£íslovaných mí£k· do n o£íslovaných krabic lze nm zp·soby: První mí£ek
dáme do jedné z n krabic, druhý op¥t do jedné z n krabic atd. Nemusíme-li pouºít
v²ech k mí£k·, je po£et rozmíst¥ní roven N =

∑k
m=0 n

m = (nk+1 − 1)/(n − 1) pro
n > 1 a N = k + 1 pro n = 1.

(23a) Umístíme-li mí£ek s £íslem k na k-té místo, bude zbylých n − 1 mí£k· rozmíst¥no
N = (n− 1)! zp·soby.

(23b) V tomto p°ípad¥ jen jeden zp·sob vyhovuje zadání, u v²ech mí£k· souhlasí jeho
po°adí s £íslem na mí£ku.

(23b) To je situace °e²ená v textu, v P°íkladu 29, N = Dn.

(24a) V první °ádku ²achovnice máme 8 moºností pro umíst¥ní v¥ºe. Ve druhém °ádku uº
jen 7 nebo´ jeden sloupec je jiº obsazen, ve t°etím jen 6 atd. Po£et rozmíst¥ní je
N = 8!.

(24b) Ozna£me Ak mnoºinu v²ech rozmíst¥ní 8 v¥ºí, ºe se vzájemn¥ nenapadají a p°itom
jedna v¥º stojí na k-tém polí£ku diagonály, k = 1, 2, . . . 8. Po£et hledaných rozmíst¥ní
je pak 8! − |A1 ∪ · · · ∪ A8|. Dále, |Ak| = 7!, |Aj ∩ Ak| = 6!, . . . , |A1 ∩ . . . A7| =
1 = |A1 ∩ . . . A8|. Podle Prinicpu inkluze a exkluze (V¥ta 26) dostaneme výsledek
N = 8!−

∑8
k=1(−1)k−1

(
8
k

)
(8− k)! = D8 = 14 833, kde Dn je £íslo z P°íkladu 29.

(25a) Z celkového po£tu p+ q míst v posloupnosti vybereme q míst pro jedni£ky a zbytek
doplníme nulami. Po£et je N =

(
p+q
q

)
.

(25b) Posloupnost vypadá tak, ºe bloky jedni£ek jsou odd¥lené nulami a pouze první a
poslední blok jedni£ek m·ºe být prázdný. Ozna£íme xi po£et jedni£ek v i-tém bloku.
Pak x1+· · ·xp+1 = q, kde x1 ≥ 1, xp+1 ≥ 1. Nahrazením xi = ti+1 pro i = 2, 3, . . . , p
dostaneme x1 + t2 + · + tp + xp+1 = q − (p − 1). Po£et nezáporných celo£íselných
°e²ení je N =

(
q+1
p

)
.

(25c) Ozna£íme pro chvíli a, b, c t°i bloky nul. Máme tak uspo°ádat do posloupnosti q
jedni£ek spolu se t°emi symboly a, b, c tak, aby ºádné dva symboly nestály t¥sn¥ za
sebou. To lze

(
q+1
3

)
zp·soby. Zbývá rozd¥lit p nul mezi t°i neprázdné bloky a, b, c.

Ozna£íme xa, xb, xc po£ty nul v blocích a, b, c, pak platí xa + xb + xc = p. Po£et
kladných celo£íselných °e²ení je

(
p−1
2

)
, viz P°íklad 22. Celkem N =

(
q+1
3

)(
p−1
2

)
.

(26a) �íslo 2 nehraje v uspo°ádání ºádnou roli, nebo´ m·ºe stát kdekoli. Máme tak 6 nul a
5 jedni£ek, tj. 11 symbol·. Uspo°ádáme je podle poºadavku: na první místo dáme 0
a zbylých deset míst obsadíme 0 a 1 jakkoli. To lze

(
10
5

)
zp·soby. Zbývá do vytvo°ené
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posloupnosti z 0 a 1 délky 11 libovoln¥ rozmístit £ty°i 2. Míst pro moºné umíst¥ní
2 je 12. Ozna£íme xi po£et dvojek na i-tém míst¥. Platí x1 + · · · + x12 = 4. Po£et
celo£íselných nezáporných °e²ení je

(
15
4

)
. Dohraomady N =

(
10
5

)(
15
4

)
.

(26b) Na prvním míst¥ musí stát 0. V uspo°ádání zbytku posloupnosti tak uº 0 nehraje
ºádnou roli, m·ºe stát kdekoli. 5 jedni£ek a 4 dvojky uspo°ádáme podle poºadavku.
Jako v p°ípad¥ (26a) to lze

(
8
4

)
zp·soby. Do této posloupnosti libovoln¥ rozmístíme

zbylých 5 nul. Míst pro umíst¥ní je 10. Ozna£íme xi po£et 0 na i-tém míst¥. Pak
x1 + · · · + x10 = 5. Po£et celo£íselných nezáporných °e²ení je

(
14
5

)
. Dohromady tak

máme N =
(
8
4

)(
14
5

)
.

(27) P°edstavme si nejprve, ºe talí°e rovnáme do °ady: Na kaºdé místo máme výb¥r z n
barev, tedy np moºností. Musíme ale ode£íst ta rozmíst¥ní, kde se vyskytují v²echny
talí°e stejné barvy. Pro uspo°ádání do °ady bychom tak dostali np − n moºností.
Protoºe p je prvo£íslo nem·ºe se takové rozmíst¥ní talí°· skládat s periodicky se opa-
kujících stejných blok·. Proto kaºdé jedno rozmíst¥ní do kruhu odpovídá p r·zným
rozmíst¥ním do °ady. Odtud máme, ºe hledaný po£et je (np − n)/p.

(28) Po£et minut b¥hem 24 hodin je 1440. Mnoºina 1500 odlet· je rozloºena na 1400 £ástí,
proto alespo¬ dv¥ letadla musela vzlétnou b¥hem jedné minuty.

(29) Porotoºe je 21 r·zných po£t· vous·, máme, ºe existuje alespo¬ 510/21 = 24.285
tule¬· se stejným po£tem vous·.

(30) P°edpokládejme, ºe kaºdý z devíti hrá£· vst°elil odli²ný po£et branek. Nejmen²í
po£et takto vst°elených branek je 1 + 2 + · · · + 9 = 45. Protoºe branek je jen 40,
museli dva hrá£i vst°elit stejný po£et branek.

(31) Trojic sousedních £ísel je 10 a kaºdé £íslo leºí ve t°ech trojicích. Kdyby sou£et u v²ech
trojic sousedních £ísel byl nejvý²e 16, pak se£tením t¥chto sou£t· dostaneme nejvý²e
160. Tento sou£et je ale zárov¥¬ trojnásobkem sou£tu 1+2+ · · ·+10 = 55, coº je 165.

(32) Vybraná £ísla napí²eme ve tvaru 2k1m1, . . . 2
kn+1mn+1, kde mi jsou lichá £ísla. Pro-

toºe mi < 2n je jejich po£et nejvý²e n. Existují proto i 6= j, ºe mi = mj . Pak 2kimi

a 2kjmj je hledaná dvojice £ísel.

(33) M¥jme £leny posloupnosti a1, a2, . . . , an2+1. Ke kaºdému ai p°i°adíme dvojici £ísel
(ri, ui), kde ri je maximální délka neklesající podposloupnosti za£ínající v ai a ui
je maximální délka nerostoucí podposloupnosti za£ínající v ai. Kdyby neexistovala
monotonní podposloupnost délky n + 1, pak ri a ui jsou nejvý²e rovny n. Moºných
dvojic (ri, ui) je pak n2. Podle Dirichletova principu musí existovat dv¥ stejné dvojice
(ri, ui) = (rj , uj), i < j. Je-li ai < aj , pak existuje neklasající podposloupnost
za£ínající v ai a mající ri + 1 £len· - spor. Je-li ai > aj , pak existuje nerostoucí
podposloupnost za£ínající v ai délky di + 1 - spor.
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