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Resumen. Se exponen los principios de una légica de estructuras e individuos vari-
ables o extendidos utilizando como modelos naturales los haces fibrados sobre espacios
topolégicos. La teorfa de modelos resultante, caso particular de la légica de los topoi,
revela interesantes conecciones entre légica y geometria. En este contexto, se presenta
una nocién de estructura genérica sobre un haz que ilumina las relaciones entre la légica
intuicionista y la cldsica, y unifica los resultados fundamentales acerca de la construccién
de modelos de la 16gica de primer orden, la légica infinitaria y la teorfa de conjuntos.

Abstract. Utilizing sheaves over topological spaces as natural models, we expose the
principles of a logic of extended and variable structures. The resulting model theory,
particular case of the logic of topoi, reveals interesting connections between logic and
geometry. In this context, we present a notion of generic structure over a sheaf which
iluminates the relations between intuitionistic and classical logic, and unifies the fun-
damental results on model construction of first order logic, infinitary logic, and set
theory.

No se da algo asi como la
naturaleza en un instante...
A.N.Whitehead, El Concepto de Naturaleza

Introduccién

La nocién de haz sobre un espacio topoldgico ha jugado un papel fundamental en
el Anilisis Complejo, la Geometria Diferencial y la Geometria Algebraica desde su in-
troduccién en los afos cuarenta por Leray, Cartan y Lazard. En el contexto de los
trabajos de la escuela francesa de Geometria Algebraica de la postguerra dedicados a
demostrar las conjeturas aritméticas de Weil, generalizé Grothendieck la nocién de haz
y nos ensendé que es posible rehacer en la categoria de todos los haces sobre un sitio (hoy
un topos de Grothendieck) las construciones familiares de la categoria de los conjuntos
cldsicos. Motivado en gran parte por las ideas de Grothendieck, y gracias a la visién
de Lawvere, Tierney, Joyal, Freyd, Reyes, y otros categoristas formados en la escuela
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norteamericana de Eilenberg y Mac Lane, ha salido a la luz el hecho fundamental de
que los haces pueden verse como “conjuntos variables” los cuales obedecen una légica
intrinseca propia, y que las categorias de haces constituyen universos alternos cada uno
de los cuales permite hacer una matemdtica heterodoxa que ilumina y enriquece a la
clésica. La légica binaria del universo de los conjuntos clésicos se reduce al caso espe-
cial en que la variacién es nula. La leyes formales de esta légica coinciden con las de
la Logica Intuicionista, propuesta por los mateméticos holandeses Brouwer y Heyting
en el primer tercio de este siglo como alternativa critica a la légica Fregeana y a los
fundamentos Cantorianos de las matemé&ticas hoy imperantes. Cada espacio topoldgico
0, mas generalmente, cada “sitio” induce en sus haces una légica intermedia entre el
intuicionismo y la légica cldsica cuyas leyes reflejan sus propiedades geométricas. La
introduccion del concepto de topos elemental por Lawvere y Tierney permite generalizar
estos fenémenos a universos méds abstractos. En este contexto, los resultados de consis-
tencia e independencia de Cohen en teoria de conjuntos han sido reinterpretados como
la construccién de ciertos topos que “colapsan‘ luego a universos cldsicos por medio de
operaciones légico-geométricas. Los modelos booleanos de la teorfa de conjuntos y los
modelos Heyting-valuados de Fourman y Scott son haces sobre dlgebras booleanas y de
Heyting, respectivamente. Macintyre y otros han utilizado en forma muy limitada los
haces sobre espacios booleanos en la teoria cldsica de modelos.

Quizds el abstruso aparato categérico con que se han presentado generalmente es-
tas ideas en la literatura ha hecho que mateméticos y 16gicos no les hayan prestado
la atencién debida, y que sus posibles aplicaciones permanezcan en gran parte inex-
ploradas. Exponemos en este trabajo los fundamentos de la légica de los haces sobre
espacios topoldgicos sin suponer conocimientos preliminares acerca de teoria de cat-
egorias, intentando justificarla desde una perspectiva epistemoldgica. FEl caso de los
haces topolégicos es ya suficientemente rico como para permitir las aplicaciones légicas
y matemadticas mds interesantes, y para que el lector pueda adentrarse en posteriores
generalizaciones categoricas a los topos de Grothendieck y los topos elementales. Intro-
ducimos en este contexto una teoria de modelos genéricos sobre haces que ilumina las
conecciones entre légica intuicionista y 16gica cldsica, y unifica los resultados fundamen-
tales de la teoria de modelos (completitud, compacidad, omisién de tipos, propiedades
de ultraproductos) y las diversas aplicaciones del método de “forcing“ dispersas en la
literatura (independencia en teorfa de conjuntos, forzamiento de Robinson, etc.)

1. Objetos variables y extendidos

Los objetos y acontecimientos del mundo se presentan extendidos en el tiempo y el
espacio. Esta observacion es evidente con respecto a los objetos macroscépicos de la ex-
periencia cotidiana, pero vale igualmente para los objetos de las teorfas fisicas incluyendo



las particulas subatémicas cuya vida y dimensiones pueden ser muy cortas pero no re-
ducirse a un solo punto espacio-temporal. Podria discutirse de ciertas particulas como
el fotén o el neutrino si poseen una extensién espacial o no, pero toda particula consid-
erada por la Fisica posee una extensién temporal, su “vida“, que es inmensa para las
mencionadas particulas o del orden de 1020 segundos para ciertos mesones, pero nunca
se reduce a un solo instante. Obsérvese que aun los acontecimientos mentales, sin clara
extension espacial, parecen poseer un extensién temporal positiva.

De la misma manera, las propiedades y atributos de los objetos deben estar pre-
sentes en toda una regién de su extensién espacio-temporal para poder ser detectados.
Los acontecimientos puntuales e instantdneos de nuestros modelos fisico-matematicos
del mundo parecen ser limites ideales de acontecimientos extensos y no verdaderos fené-
menos naturales, como bien ha observado Withehead (1920) en su reconstruccién
conceptual de la naturaleza. Sin embargo, no parecen haber advertido los fil6sofos de
la fisica que al llevarse a sus ultimas consecuencias esta localizacién puntual de los
fenémenos, las leyes logicas cldsicas pueden perder su validez. Consideremos como
ilustraciéon de lo dicho las propiedades de una hoja de papel dividida en dos regiones
complementarias, una totalmente blanca y otra totalmente negra, un tipico objeto ex-
tendido (fig. 1):

Figura 1

Ante las preguntas: jes negra o nd la hoja en el punto p? en el punto q7 en el punto r?
responderemos sin vacilar que lo es en el punto p interior a la regién negra y no lo es en
el punto ¢ totalmente externo a la misma, pero no es claro cual serd nuestra respuesta
para el punto 7, acaballado entre las dos regiones. A pesar de que la negritud o ausencia
de negritud parece estar totalmente determinada en cada uno de los puntos de nuestro
modelo légico-matemadtico de la hoja, razones de simetria conceptual nos impiden tomar
partido en el caso del punto 7, y no parece valer en este caso el “tercio excluso“, una de



las leyes fundamentales de la 16gica tradicional. El problema se hace més inquietante al
preguntarnos si es mds negra la hoja en el punto s que en el punto r, o si corresponde
a alguna percepcién posible que la hoja sea blanca en un punto matemético aislado en
medio de la regién negra.

La respuesta convencional a las anteriores inquietudes dice que el color de la hoja
(o del modelo matemdtico de la hoja) en los puntos de frontera como r depende de si la
region oscura es cerrada o no, segun las definiciones del anglisis matematico (vése por
ejemplo Rudin, 1976). Pero esta solucién no tiene correlato perceptible: es imposible
distinguir sensorialmente o experimentalmente una hoja en donde la regién negra es
matemadticamente cerrada de una hoja idénticamente coloreada en donde no lo es. Si
la regién negra incluyera su frontera, la regién blanca no incluirfa la suya, jpor qué tal
asimetrfa? Suponer que una regién coloreada incluye o no sus puntos de frontera es
una idealizacién matemaética que no corresponde a ninguna intuicién fisica pero salva
las leyes de la l6gica clésica.

La nocién de color parece ser aplicable prima facie solamente a “regiones“ y no a
“puntos”. Cualquier observacién, tan fina como se quiera, que se haga de un punto lo
serd realmente de una region o vecindad del mismo (mateméticamente hablando, de un
conjunto que contiene un disco de radio positivo alrededor del punto). Como alrededor
de p existe una vecindad plenamente negra, no tenemos dificultad en atribuir la negritud
a p. Lo andlogo vale para el punto ¢ interior a la regién blanca. Sin embargo, cualquier
observacién de r lo serd de una vecindad que resulta siempre en parte negra y en parte
blanca, independientemente de que las regiones coloreadas sean o no matematicamente
cerradas, y como el punto mismo no es individualmente perceptible parece imposible
asignarlo a una de las dos regiones.

Problemas similares se presentan cuando atribuimos propiedades instantdneas a ob-
jetos extendidos en el tiempo. En Fisica se acostumbra identificar a una particula con
la funcién o “curva temporal” que le asocia a cada instante sus atributos. Supongamos
que uno de esos atributos es la velocidad y la particula se mueve aceleradamente. ;Qué
significa que su velocidad en un instante dado t, sea de 1 metro por sequndo, cuando
sucede que en ningin intervalo de tiempo que se observe alrededor de ¢, se mide dicha
proporcién entre el espacio recorrido y el tiempo empleado?

Desde Newton sabemos responder esta pregunta: la velocidad instantdnea es el limite
matemdatico de las proporciones que efectivamente podriamos medir en intervalos tempo-
rales alrededor de %, si dispusiesemos de mecanismos de medicién arbitrariamente finos.
Los escrupulos que sobre la realidad y significado de la velocidad instantdnea pudimos
haber tenido al aprender la Fisica en la escuela han sido reprimidos por la coherencia e
indiscutible efectividad de la nocién de limite. Sin embargo, el contenido epistemoldgico
de la velocidad instantdnea sigue siendo una ficcién andloga a la del color de un punto.



La proposicién: la velocidad en el intante t, es 1 m/s significa matemdticamente que
para cada € positivo se cumple la asercién:

existe un intervalo temporal abierto alrededor de t, tal que todas las velocidades
medidas en periodos contenidos en dicho intervalo que incluyan a t,estdn entre
l+eyl—em/s.

La validez de esta afirmacién en toda una vecindad abierta nos induce a atribuir ideal-
mente la propiedad al instante t, y afirmar:

en el punto t, la velocidad est entre 14+€ y 1 — € m/s. (1.1)

Aplicando la propiedad arquimediana a esta velocidad ideal localizada en t,, concluimos
que es exactamente de 1 m/s. Volviendo a la asercién critica (1.1), parece que aceptamos
su validez en el instante ¢, porque se observa para todas las mediciones relevantes dentro
de una vecindad temporal alrededor de t,. Esto es andlogo a declarar que la hoja de
nuestro primer ejemplo es negra en un punto p porque hay una vecindad alrededor de
p que se observa totalmente negra.

Si en cualquier vecindad abierta alrededor de ¢, se encontrasen velocidades tanto
dentro como fuera del intervalo numérico £ = [1 4 ¢,1 — €], no podriamos afirmar la
proposicién (1.1), pero tampoco podriamos afirmar su negacion:

en el punto t, la velocidade no estd entre 1 +€ y 1 —e m/s,

pues para ello seria necesario que dentro de cierto intervalo alrededor de ¢, las mediciones
diesen todas fuera del intervalo E. Cldsicamente, este tiltimo fenémeno no se describe
como una falla del tercio excluso, mds bien se afirma que en tal caso “la velocidad no
existe en t,“ y que por tanto ni (1.1) ni su negacién tienen sentido. Pero esta es una
situacion similar a la del punto r en la frontera de la regién negra de nuestro primer
ejemplo. jPodriamos afirmar, consecuentemente, que “en r el color no existe” y por lo
tanto no tienen sentido la asercién: la hoja es negra en el punto r, ni su negacion?

Las nociones de punto geométrico e instante temporal son idealizaciones limite gra-
cias a las cuales podemos construir nuestros modelos matema&ticos del mundo. No es
claro que podamos prescindir de las mismas o que gandsemos algo de poder hacerlo,
aparte de complicar los modelos inmensamente. Sin embargo, las anteriores observa-
ciones apuntan a la conveniencia de revisar la légica que gobierna a las propiedades
puntuales o instanténeas, las cuales deben ser también un limite de propiedades ex-
tensas. Precisamos una légica adecuada para individuos extendidos, digamos sobre
abiertos de un espacio topolégico X (que podemos imaginar como el espacio-tiempo),
cuyas propiedades puntuales cumplan el siguiente paradigma de continuidad veritativa:



Si una propiedad vale de un individuo en un punto de su dominio de
extension, entonces debe valer en toda una vecindad de dicho punto.

Un ejemplo de una propiedad matematica que ya cumple dicho paradigma es la analiti-
cidad de una funcién compleja en un punto z,. Utilizando los haces de estructuras sobre
espacios topoldgicos como estructuras extendidas es posible lograr tal objetivo con re-
specto a todas las propiedades matematicamente predicables. Se obtiene con ésto una
l6gica que no se opone a la cldsica sino que la enriquece e incorpora en varias formas al
proporcionarle poderosos métodos para la construccién de modelos, y la cual constituye
ademds un interpretacién natural de la légica intuicionista, que se deja generalizar a
estructuras alin méds abstractas que los haces: a los haces sobre sitios de Grothendieck
o a los objetos de un topos elemental. Esperamos que el potencial l6gico-matemaético
de estas ideas resulte claro para el lector de lo aquf expuesto. Por otra parte, creemos
que el estudio de la l6gica natural de los objetos variables y extendidos podria quizds
contribuir a la formulacién de modelos mas finos de la realidad, o al mejor entendimiento
de aquellos afectados por extranas paradojas como la fisica cudntica.

2. Haces sobre espacios topolégicos

La idea de los haces sobre espacios topolégicos aparece por por primera vez en el trabajo
de H. Weyl (1913) acerca de superficies de Riemann. Su definicién moderna fue intro-
ducida en los seminarios de H. Cartan (1948-52). La escuela francesa de Geometria
Algebraica de la postguerra, liderada por J.P. Serre (1953), M. Artin (1962) y A.
Grothendieck (1960-1967), una de las més brillantes pléyades de matemadticos del siglo
XX, generalizé la cohomologia de espacios con coeficientes en grupos, médulos o anillos,
a la cohomologia de esquemas (es decir ciertos haces) con coeficientes en haces de gru-
pos, médulos o anillos. En este contexto, Grothendieck introdujo los haces sobre sitios
en lugar de espacios topolégicos puntuales, es decir sobre categorias pequenas dotadas
de los que hoy llamamos una topologia de Grothendieck. El trabajo de este grupo
se realizé principalmente en el famoso Seminarie de Géométrie Algébrique del I.H.E.S
(Instituto de Altos Estudios Cientificos de Paris). La motivacién para tal empresa eran
las conjeturas de A. Weil (1949) sobre la funcién Zeta asociada al nimero de soluciones
de sistemas de equaciones algebraicas sobre cuerpos finitos. El mismo Weil habia obser-
vado que las propiedades de tal cohomologia podrian llevar a demostrar sus conjeturas,
lo cual fue confirmado parcialmente por Grothendieck y luego demostrado plenamente
por P. Deligne (1974).

Es tipico del trabajo matematico del siglo XX que problemas de teorfa de ntimeros
como las conjeturas de Weil fuesen atacados por métodos geométricos, y que los prob-
lemas geométricos se atacasen a su vez con una formidable maquinaria abstracta. La
teoria creada para tal propdsito, obra de Grothendieck principalmente, es uno de los més



complejos y hermosos edificios de la matemdtica. Va mucho mds alld de su propésito
inicial, y sus posibles consecuencias y aplicaciones no han sido todavia suficientemente
exploradas. Lo que méas adelante exponemos sobre légica estd inspirado en ultimo tér-
mino en el espiritu que anima el trabajo de Grothendieck, aunque él nunca llegé a
ocuparse explicitamente de asuntos légicos.

I. HACES. Aunque existen magnificas presentaciones de la teoria de haces, por
ejemplo Godement (1958), Tennison (1975) o Harsthorne (1977), entre otros, damos
una somera introduccién a sus conceptos fundamentales para ponerlos en el contexto
l6gico que nos interesa. En primera instancia consideraremos a los haces como espacios
fibrados mds bien que funtores de secciones.

Definicién 2.1. Dado un espacio topolégico X, un haz (espace étale, sheaf, sheaf-
space) sobre X es un par H = (F,p), donde E es un espacio topolégicoy p: E — X
es un homeomorfismo local, es decir una funcién tal que cada punto e € E tiene una
vecindad abierta S para la cual se cumple:

i) p(9) es abierto en X.

ii) p[S:8 — p(S) es un homeomorfismo.

(En algunos trabajos se reserva el nombre de haz para el caso en que p es sobreyectiva,
y se utiliza espacio fibrado en el caso general (Dedecker, 1969), en otros se llama haz
al funtor de secciones y a nuestro haz se le llama espacio-haz).

<D

|
X D p(s)

Figura 2

Se sigue inmediatamente de la definicién que p debe ser continua y abierta, y que
los abiertos para los cuales se cumple (i) y (ii) forman una base para la topologia de
E. Para cada elemento x en X, el conjunto E, = p~1(z) = {e € E : p(e) = z} se llama



la fibra de H sobre x. Una fibra puede ser vacia en caso de que p no sea sobreyectiva.
Cada fibra tiene la topologia discreta como subespacio de E, pues si e € p~(z) y S es
una vecindad abierta de e que cumple la condicién (ii) de la definicién de haz, entonces
p~Y(x) NS = {e} por inyectividad de p en S. Podemos visualizar a E como lo unién
disyunta de sus fibras, de ahi el nombre de espacio fibrado o de haz (un haz de fibras).
Sin embargo un haz matemédtico es mas que una coleccién de fibras, pues las vecindades
abiertas que aparecen en la definicién establecen conecciones continuas “horizontales*
entre fibras cercanas. Un haz es pues un haz de fibras “atadas” por ciertos abiertos.

Una seccién de ‘H es una funcién continua o : U — FE, donde U es algin abierto de
X, tal que po o = Idy, es decir una inversa local a derecha de p.

— T~

Figura 3

Una seccién se dice global si su dominio es todo X; de lo contrario se llama local. Un fi-
brado puede no poseer secciones globales, atin cuando p sea sobreyectiva. Evidentemente
una seccién o : U — o(U) es un homeomorfismo y estd completamente determinada
por su imagen Im(o) = o(U), pues tiene a p [ o(U) por inversa continua. Ademds
Im(o) es abierta en E ya que si e € o(U) y S es una vecindad de e que satisface (i) y
(ii), entonces S Na(U) = (p | S)"Lo71(S) es una vecindad abierta de e contenida en
o(U). Por tanto podemos identificar a las secciones con los abiertos de E que cumplen
(i) y (ii) en la definicién de haz.

Ejemplo 2.1. Los espacios recubridores de la topologia algebraica (ver Massey,
1967) son haces; tenemos, por ejemplo, los siguientes haces sobre el circulo S' = {z :
|2 = 1}:



=

i) p:R— st , p(x) = el* ii) p: st gt ,pz) = 22 iii) m,:{0,1} x st gt

:
UG

Figura 4

Los haces (i) y (ii) no poseen secciones globales. Los haces (ii) y (iii) muestran que la
estructura de las fibras no determina la estructura global del haz.

Ejemplo 2.2. Podemos construir un haz de anillos sobre el plano complejo C
tomando por fibras los anillos locales E, = H[[z — a]] de series de potencias complejas
con centro a € C y radio de convergencia positivo. A la unién disyunta E = (J,cc Ea
se la dota de la topologia generada por los siguientes abiertos bésicos:

Sup =1 Y an(z—a)":a€U y ) an(z — a)" representa a h en una vecindad de a},

donde U es abierto en C y h una funcién holomorfa en U. La proyeccién p : E — C
estd definida de la manera obvia. Puede verse que este haz no es un espacio recubridor
de C. Sus secciones estdn en correspondencia biunfvoca con las funciones holomorfas.

II. HACES COMO ESTRUCTURAS VARIABLES. Consideraremos en este
trabajo a un haz sobre un espacio X como un conjunto que se extiende o desarrolla
sobre X. Los “elementos de este conjunto no serdn los puntos de F, sino las secciones
del haz, individuos que se extienden sobre abiertos de X. El valor o(z) serd solamente
la descripcién puntual (tal vez ideal) de la seccién o en x. Desde esta perspectiva,
la siguiente observacién indica que la relacién de igualdad entre secciones de un haz
satisface el paradigma légico propuesto en la seccién anterior.



Lema 2.1. Si dos secciones coinciden en un punto x € X, entonces coinciden en
toda una vecindad de x.

Demostracién. Suponga o(z) = p(z); como S = Im(o) N Im(7) es abierta y p es
una funcién abierta, entonces V' = p(S) es una vecindad abierta de x; ademds o [ V =
pwlV,yaquepo(o|V)=Idy =po(u|V)ypesinyectivaen S =o(V)=pU). O

Como en el ejemplo 2.2, las fibras de un haz pueden ser anillos, grupos, conjuntos
ordenados, o cualquier otro tipo de estructuras matemadticas. Si la estructura de las
fibras “cambia continuamente” al movernos de fibra a fibra a “lo largo” de las secciones
se dice que tenemos un haz de estructuras. Este es el caso de las operaciones de anillo en
el Ejemplo 2.2. Nos restringiremos en este trabajo a los haces de estructuras de primer
orden, aunque es posible trabajar con estructuras de orden superior. Fijemos un tipo de
estructuras 7 = (R", .., f™, ..,¢c,..), donde R es un simbolo tipico de predicado n-ario, f
un sfmbolo de operacién m-aria y ¢ un sfmbolo de constante.

Definicién 2.2. Un haz de estructuras A de tipo 7 sobre X consta de:
1) Un haz (E,p) sobre X.
2) Para cada z € X, una estructura A, = (E;, Ry, .., fa, -+, Cz, ..) de tipo 7 con la fibra
E, por dominio (es decir R, C EY, fy : EI" — E, y ¢; € E;), sujeta a las condiciones
siguientes:

i) el conjunto R* = U, R, es abierto en Uz EZ (como subespacio del espacio producto
E™),

ii) la funcién A =Upfs: Uy BTY — Uz By es continua,

iii) la funcién ¢* : X — A dada por ¢*(z) = ¢, es una seccién global continua.

El espacio F X ... x E = UyE? es el producto fibrado de E por E (n veces). Se
X X

verifica facilmente que el par (E X ... x E, p*), donde p* envia E? a z, es un haz sobre
X X

X cuyas secciones tienen la forma (o1, ..,0,)(z) = (01(2),..,0n(x)), con o; seccién de
2. Ademds se demuestra facilmente que la continuidad de la funcién f% equivale a la
de todas las funciones parciales f® o (o1, ..,0m)(x) = fo(01(2),..,0m(x)), las cuales son
por lo tanto secciones de .

Cada fibra %A, es una estructura en el sentido clasico, con la salvedad de que puede
ser vacfa. Los predicados y funciones extendidas denotados por los simbolos R y f
satisfacen también el paradigma de continuidad veritativa cuando se aplican a secciones
del haz. En realidad, éste paradigma vale para cualquier propiedad o relacién existencial
positiva entre secciones, lo cual generaliza el Lema 2.1:

Lema 2.2. Si ¢(v1,...,v,) es una formula de primer orden que contiene solamente
los operadores ldgicos =, AV, 3, ademds de los predicados y funciones atomicas, y
vlo1(x), ...,on(x)] es verdadera en Ay, entonces existe una vecindad abierta U de x tal
que ©[o1(Y), ...,on(y)] es verdadera en A, para toda y € U.
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Demostraciéon. Que R[o1(z),..,0,(x)] sea verdadero en 2, significa que (o1(z), ..,on(x)) €

R*; tome como vecindad de z a U = p~1(Im(< o1, ..,0, >) N R¥), que es abierto por
serlo R¥ y por ser < o1, ..,0, > una seccién, entonces (o1(y), ..,0n(y)) € R* para toda,
yeU. Si f4(o1(x),..,0m(x)) = u(z), entonces por continuidad de f*o < o1, .., 00, >
existe una vecindad abierta U de x tal que f%o < o1, ..,0., > (U) C Im(u); se verifica
facilmente que f*(o1(y),..,om(y) = u(y) para toda y € U, ya que las secciones estén
determinadas por su imagen. Esto demuestra el caso atémico de la afirmacién, el resto
se obtiene por induccién en términos y férmulas. [J

III. PREHACES Y GERMINACION. Es comitn presentar a los haces funto-
rialmente, en términos de sus prehaces de secciones. Dado un haz 2 de estructuras
sobre X y un abierto no vacio! U de X, el conjunto de secciones sobre U

A(U) ={o : dom(o) =U}

hereda una estructura 2A(U) del mismo tipo que 2(, como subestructura del producto
directo de las fibras [] . ™%z. Ademds, para cada inclusion U 2 V' entre abiertos la
restricciéon

pov  AU) = AV), pyy(o)=olV

es un homomorfismo entre las correspondientes estructuras. El sistema de estructuras
2A(U) y homomorfismos pgy, permite reconstruir al haz 2, como explicamos en seguida
en un contexto mds general.

Definicién 2.3. Un prehaz de estructuras de tipo 7 sobre X es una asignacién I' de
una estructura I'(U) de tipo 7 a cada abierto no vacio 2 U de X, y de un homomorfismo
Tyy : T(U) — T'(V) acada inclusiéon U O V', de manera que I'yy = Idy, y Tywolyy =
T'yw cuando U DV O W.

En el lenguaje de categorias, un prehaz de estucturas de tipo 7 es un funtor con-
travariante I' : Ab(X) — FEstr;, donde Ab(X) es la categoria de abiertos de X con las
inclusiones por morfismos, y E'str; es la categoria de estructuras y homomorfisimos de
tipo 7. En particular, el prehaz de secciones de un haz 2 es el funtor by que asigna
0o (U) =2A(U) a cada abierto U de X y (by)uv = pyy a cada inclusiéon U D V.

Definicién 2.4. Todo prehaz I' puede transformarse en un haz GI' de gérmenes.
Para cada x € X, GT tiene por fibra (GI'), sobre z al limite directo de la familia dirigida
de estructuras y homomorfismos constituida por el prehaz I' restringido al filtro V(z)

! Este requisito no es necesario, ver nota siguiente. En todo caso, observe que A(U) puede ser vacia
para algunos abiertos.

2Si se quiere aceptar I'(@), este deberd ser el objeto final de la categoria de estructuras de tipo 7, es
decir la estructura de un elemento con las relaciones interpretadas maximalmente.
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de vecindades abiertas de x. Es decir,

(G = limpey»l'(U)= U T'U)~,
UeV(z)

donde, sia e I'U) y b e I'(V):
ar~gybe dWeV(),WCUNV tal que fuw(a) = frw(b);

y si denotamos por a/, a la clase de equivalencia de a bajo ~, llamada el gérmen de a
en x, tenemos:

(A1/gs s Opje) € Ry < 3U € V() tal que (ay,...,an) € RV
f(al/wa Sx) an/:v) = fm(U)(ala ) an)/:c

El espacio de fibras E* = U,(GI'), tiene la topologia inducida por las imédgenes de las
secciones: 04 : U — E, a € I'(U), U € Ab(X), donde 04(x) = a,.

Ejemplo 2.3. El haz de gérmenes de funciones holomorfas es el que se obtiene al
germinar el siguiente prehaz de anillos:

I'(U) = ({h: U—C : h holomorfa en U}, +,-)
UccC
fuv(h)=h |V,

donde la suma y el producto se definen por componentes. Ahora bien, dos funciones
holomorfas representan el mismo gérmen en z, si coinciden en una vecindad de z,. Pero
esto significa que tienen desarrollos en serie de potencias idénticos alrededor de z,; se
ve entonces que la fibra I',, de gérmenes sobre z, estd en correpondencia biunivoca con
la fibra del haz de series de potencias del Ejemplo 2.2. En efecto, estos dos haces son
topolégicamente y algebraicamente isomorfos.

Lema 2.3. 5i Ty es el prehaz de secciones de un haz U, entonces Gy es homeomorfo-
isomorfo al haz original A. Es decir existe un homeomorfismo H : E* — E que envia
isomdrficamente cada fibra de gérmenes (GLy ), a la fibra A, del haz original.

Demostracién. Defina H(o,,) = o(z). O

Definicién 2.5. Diremos que un prehaz de estructuras I' es exacto si, dado U = U;U;
y oi € T'(U;) tales que 'y, v,nv; (0:) = Tu; uinu, (05) para todo i, j, existe un tnico
o € I'(U) tal que I'yyy, (o) = o0; para todo 7; y lo mismo se cumple para las relaciones
RIW) de T'(U), vistas como prehaces.

El prehaz de funciones holomorfas del Ejemplo 2.3 es exacto. Lo mismo es cierto del
prehaz de funciones complejas continuas en abiertos de C. Mds generalmente, dados un
espacio topolégico X y una estructura topoldgica B cualquiera, el prehaz de estructuras
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de funciones continuas I'(U) = C(U, B), con U abierto en X y con las restricciones como
homomorfismos de transicién, es exacto.

Un prehaz exacto I' resulta siempre naturalmente isomorfo al prehaz de secciones de
su haz de gérmenes (véase Tennison, 1975 para prehaces de conjuntos o de grupos), y
por lo tanto a un prehaz de funciones continuas. Mds precisamente,

Lema 2.4. Si I' es un prehaz exacto, entonces I'gr(U) ~ I'(U) de manera que las
restricciones py de I'gr se transforman en los homomorfismos T'yy de T'.

Ejemplo 2.5. Dada una variedad diferencial M, el prehaz D(U) = CY(U, M) de
funciones diferenciables en abiertos de M es un prehaz exacto de dlgebras, de manera
que da lugar a un haz de gérmenes GD cuya dlgebra de secciones continuas sobre cada
abierto U es isomorfa a C1(U, M). Un vector tangente de M en z es una transformacién
lineal v de la fibra (GD), en si misma que satisface la regla de Leibniz: v(ab) = av(b) +
v(a)b. El espacio tangente T}, es por definicién el espacio vectorial de todos los vectores
tangentes en x. Este cambia continuamente de punto a punto, lo cual puede hacerse
explicito uniendo disyuntamente todos los espacios tangentes para formar un nuevo
espacio topolégico (de hecho otra variedad diferencial) que, junto con la proyeccién
que envia T, a X, constituye el fibrado tangente T'M. Podemos visualizar el fibrado
tangente del circulo, cuyos espacios tangentes son rectas, como la superficie del tubo a
la derecha de la figura 5:

- -

4 N
\\\ ’//
-
S~ o -
X

Figura 5

TM no es un haz ya que las fibras T, con la topologia heredada de T'M no son discre-
tas. Sin embargo, sus secciones locales diferenciables, los llamados campos vectoriales,
forman un prehaz exacto V de dlgebras de Lie:

V(U)={V :U — TM :V diferenciable, V(z) € T, },
UCM
fov(V)=h1V,
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de manera que para cada U € Ab(M) la estructura de secciones de GV sobre U es
naturalmente isomorfa a V(U), y asi los campos vectoriales de M sobre U pueden verse
como las secciones continuas de cierto haz.

De los lemas 2.3 y 2.4 se desprende que podemos considerar indistintamente a los
haces como ciertos espacios fibrados, o como ciertos prehaces. La equivalencia de los
dos puntos de vista se expresa con precision en el lenguaje de las categorfas. Sea H,(X)
la categoria de haces de estructuras de tipo 7 sobre X que tiene por morfismos entre
(E,p)y (E',p') alas funciones continuas m : E — E’ que envian homomérficamente E,,
a B!y sea PE,(X) la categoria de prehaces exactos de estructuras de tipo 7 sobre X,
con las transformaciones naturales entre funtores por morfismos, entonces los funtores
Ly Ho(X) — PEA(X) y G : PE-(X) — H-(X) establecen una equivalencia entre
categorias (es decir, un isomorfismo de categorias “médulo isomorfismo de objetos”).

Es la nocién de prehaz exacto la que puede generalizarse a la de haz sobre un sitio,
y lleva a los topos de Grothendieck. Las categorias de haces, de prehaces, o de prehaces
exactos de tipo 7 = () sobre un espacio X, son todas topos de Grothendieck; y los
haces, prehaces y prehaces exactos de estructuras de tipo 7 no vacio pueden verse como
“objetos o diagramas de tipo 7”7 en los correspondientes topos.

3. Légica de los haces

A partir de la creacién de la Teoria de Categorias por Eilenberg y MacLane (1945)
y sus aplicaciones a la homologia y la cohomologia, se hizo cada vez mds evidente que
algunas categorfas constituyen universos matemadticos alternativos de riqueza anéloga
a la de la Categoria de Conjuntos. Esto se manifiesta de una manera evidente en las
categorias de haces generalizados introducidas por Grothendieck (1960) en su nueva
fundamentacién de la Geometria Algebraica, hoy llamados topos de Grothendieck. Lo
anterior motivé a varios miembros de la escuela norteamericana de categoristas formada
por MacLane y Eilenberg: Lawvere, Tierney, Joyal, Freyd, y Reyes (1960-70),
entre otros a intentar fundamentar las matemdticas en la teoria pura de categorias.
Las propiedades esenciales de los topos de Grothendieck dieron lugar a la nocién mads
general de topos elemental (Lawvere, 1971). Lawvere impulsé la idea de que los haces
constituyen “estructuras variables”. Asi un haz de grupos debe verse como un solo
grupo que varia sobre el espacio base, mds bien que una gavilla de grupos distintos.
Estas motivaciones y los resultados técnicos sobre la légica interna de los topos, como
la construccién de los conectivos y cuantificadores en un topos debida a Freyd (1972)
confluyen en la misma légica, la llamada semdntica de Kripke-Joyal. La definicién usual
de la semédntica de Kripke-Joyal puede resultar misteriosa y ad-hoc para quien no sea
experto en categorfas; sin embargo, ella puede “deducirse” de nuestros puntos de vista
sobre la verdad puntual. Presentamos aqui la semédntica de los haces de estructuras
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sobre espacios topolégicos como una nocién de verdad localizada en los puntos del
espacio de base que cumple el paradigma de continuidad veritativa propuesto en nuestras
discusiones preliminares. La seméntica de Kripke-Joyal puede interpretarse entonces
como la validez en todos los puntos de un abierto, de donde resultan inmediatamente
todas sus propiedades.

I. SEMANTICA PUNTUAL. Como hemos indicado en la seccién anterior, con-
sideramos a un haz como una estructura extendida sobre el espacio base, y a las fibras
como meras descripciones puntuales o instantdneas de la estructura en su variacién. La
estructura estd constituida por el objeto global y no por sus descripciones puntuales.
De esta manera, los “elementos” de la estructura serdn las secciones continuas, indi-
viduos que varfan sobre su dominio en el espacio base. El valor o(x) de una seccién
en un punto x no serd un individuo sino la descripcién puntual o instantdnea de un
individuo. Lo anterior corresponde a nuestra nocién ordinaria de individuo; una amiba,
por ejemplo, puede considerarse como una seccién sobre un abierto del espacio tridimen-
sional, o mejor del espacio-tiempo cuatridimensional, con valores en un espacio F de
descripciones fisico-quimicas puntuales. Si el espacio de base estd linealmente ordenado,
podemos imaginar que la estructura es un universo en evolucién y que las secciones lo-
cales representan las curvas temporales de las particulas materiales, la duracién de cuyas
vidas es su domino.

En consecuencia, interpretaremos el lenguaje 16gico de manera que los sujetos de
las proposiciones sean las secciones y no los puntos geométricos del espacio de fibras.
Por otra parte, las propiedades de las secciones podran variar de punto a punto de su
dominio de extensién de modo que las proposiciones légicas tendrén la formas:

las secciones o1,...,0, tienen la propiedad P en el punto x.

Damos en seguida un sentido preciso a esta idea para el lenguaje predicativo de primer
orden, sintdcticamente el mismo de la légica cldsica. En adelante, secciéon definida en x
(respectivamente, en U) significard seccién definida al menos en z (respectivamente, al
menos en U).

Definicién 3.1. Sea L. el conjunto de férmulas de primer orden de tipo 7. Dado
un haz de estructuras 2 de tipo 7 sobre X, definimos inductivamente en férmulas
o(v1,...,0n) € L. la relacion: A fuerza plo,...,0n] en x, para secciones o1,...,0, de 2
definidas en z € X; en simbolos:

k2 @lot, ..., on)].

1) Si ¢ es atémica y t1,..., t son términos de tipo 7:
Ak, (t1 = ta)[o1, .., 00] & t37[01(2), .., on(T)] = 2 [01(2), ., on ()]
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Ak, R(t, ..., tg)o1, .., 0n] & (t?“” [01(2), .., 0n(x)], ..,t%”” [01(2),..,0n(x)]) € Ry.
2) Al (0 AY)[o1,..,on] © Al plor,..,on] y Albg Yo, .., o4].
3) Alky (pV)|o1,..,0n] & Ay o1, ..,0n] 0 Ay Ylo1, .., 00].

4) A Ik, —plot, .., 0] < existe una vecindad abierta U de X tal que para toda y € U:
AWy ploi,...,00).

5) Ay (¢ — ¥)[o1,...,0n] < existe una vecindad abierta U de X tal que para toda
yeU: Al ¢lo,...,0,] implica A IFy Yoy, .., 04).

6) A Ik, Fvp(v,01,...,0,] < existe o definida en z tal que A |-, plo, 01, ..., 04].

7) A Iy Yvp(v,01,...,0,] < existe una vecindad abierta U de X tal que para toda
y € U y toda o definida en y: A -y, ¢[o,01,...,04].

(Por supuesto, en la cldusulas (4), (5) y (7) el abierto U debe estar contenido en
ﬂidom(ai)).

La anterior definicién coincide con la seméntica cldsica de la fibra 2(, para férmulas
que utilizan solamente los operadores A,V, 3, pero es mds exigente para -, — y V.
Por ejemplo, en la cldusula (7) para el cuantificador universal se exige no solamente
que la propiedad ¢ valga para todas las secciones definidas en x, sino también para las
definidas en puntos cercanos a x cuyo dominio podria no incluir a z. En todo caso, el
forzamiento puntual cumple el paradigma de continuidad semédntica:

TEOREMA 3.1. 2|k, plo1,...,0n] < existe una vecindad abierta U de X tal que
Ay @lot,...,on] para toda y € U.

Demostracién. Para las férmulas atémicas se sigue de los lemas 2.1, 2.2, y para
las férmulas méds complejas se demuestra por induccién. Los pasos inductivos para
AV, 3 son triviales, y para -, — y V resultan de que la vecindad U que aparece en
las correspondientes cldusulas de la definicién de forzamiento es vecindad de todos sus
puntos. [

Ejemplo 3.1. Un conocido ejemplo de una variedad diferencial F que no es de
Hausdorff consiste de la recta real R con un punto adicional a cuyas vecindades abiertas
tienen la forma (U ~\ {0}) U {a} donde U es vecindad abierta de 0.

® 3
E o ° ‘o)
pl 0
X o) o)
-1 0 1
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Esta variedad puede verse naturalmente como un haz H sobre R cuyas fibras tiene
todas un elemento, excepto la fibra sobre 0 que tiene dos elemento. Sean ¢ y p las dos
secciones que “viven” en el abierto (—1,1) de R: una pasa derecho por 0 y la otra “salta
hasta a” en 0, entonces:

HWo (0 =pV-o=p).

No se cumple H IFg 0 = p pues o(0) # 1(0), ni se cumple H I-g =(0 = @) pues en toda
vecindad de 0 existe x € R tal que o(z) = p(z). En los demés puntos de (—1,1) vale
Ik, 0 = . De hecho, se puede demostrar que el tercio excluso para la igualdad:

YuYo(u = vV —u = v),

vale en un haz H sobre un espacio de Haussdorff si y solamente si el espacio de fibras
FE es de Hausdorff. Mas precisamente:

A I, VuVv(u = v V —u = v) si y sélo si
3U € V(z) tal que p~(U) es de Hausdorff.

El anterior ejemplo muestra cémo la légica que hemos introducido es capaz de expre-
sar propiedades geométricas del espacio de fibras del haz. El siguiente resultado ilustra
cémo ésta se relaciona también con la topologfa del espacio base.

TEOREMA 3.2. A -, =—plo1,...,0,] & existe una vecindad abierta U de X tal
que {y € U : Ay ploi,...05]} es denso en U.

Demostraciéon. 2 Ik, =—¢[oq,...,0,] <

& U eV(x) Vy e U : AWy, ~plo1,...,04]

WV eV(@)VyeUVW € V(y) Ize W : A+, plo, ..., 0]
W eV(x){zeU: A, plo,...,04]} es denso en U. O

Ejemplo 3.2. En el dltimo ejemplo considerado, 2A Wy ¢ = p; sin embargo, se tiene
A kg =-—o = p pues A IF, 0 = p para toda z € (—1,0) U (0,1) que es denso en la
vecindad (—1,1) de 0. Podemos concluir que A Wo (=0 = p — 0 = p).

Ejemplo 3.3. La légica de haces incluye a la cldsica como caso especial: si X = {x},
los haces sobre X son estructuras clédsicas individuales, y el forzamiento coincide con
la semédntica cldsica. Mds generalmente, si x es un punto aislado de X se cumple para
toda férmula ¢ y secciones de un haz 2 sobre X:

Alry plo1,...,on] & Az E plo1(), ..., on(x)].
Resulta también del la definicién que la equivalencia anterior vale en cualquier punto

de un espacio arbitrario si la férmula ¢ contiene solamente los operadores légicos A, V,
4.
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II. SEMANTICA LOCAL. Dado un abierto U C X y secciones o;definidas en
U, se define naturalmente el forzamiento en abiertos:

Alry plor,...,on) © Ve e U : Ak, ploy, ..., 00],

el cual cumple trivialmente las leyes siguientes: 3

A) Al oy W CU = Ay ¢
(B) A IFy, ¢lo | U;] para todo i € I = Ay, ¢[o].

Ademsds, satisface reglas para cada operador 16gico que permiten definir inductiva-
mente el forzamiento en abiertos sin hacer referencia a puntos. Tal vez la més significa-
tiva es la siguiente,

A Ik Jvp(v, 01...04] < existe una familia {y; }; de secciones cuyos dominios U; cubren
a U tal que A - ¢[u,,01,...,0,] para toda i.

La implicacién “=" vale por el Teorema 3.1, pues para cada punto z € U existe p,
y una vecindad U, C dom(o,) tal que

Al o[y, 01...04],

y los U, obviamente cubren a X. La otra direccién es inmediata. Esta equivalencia
dice que la validez de un existencial en un abierto U no garantiza la existencia de una
seccién global sobre U que lo satisfaga, sino solamente la de una familia de secciones
no necesariamente compatibles que lo satisfacen localmente. Sin embargo, el siguiente
principio cuya demostraciéon requiere el axioma de eleccién afirma que tal familia de
secciones puede reemplazarse por una seccién “casi”’ global.

TEOREMA 3.3 (Principio del maximo). Si 2 IFy Jvp(v), entonces existe o
definida en un abierto W denso en U tal que 2 lFy ¢[o].

Demostracién. Si 2 IFy Jup(U) existe un recubrimiento abierto (Uy), de U 'y
una familia (04).de secciones, o, definida en U,, tales que 2 Iy, ¢[o,] para todo a.
Entonces el conjunto

[={o:dom(c) CU y AlFioms) ¢lo]}

es no vacio. Si {0;}ier es una cadena por inclusién en I', entonces o = U;cro; es
una seccién con dom(o) = Ujerdom(o;) € U que extiende a todas las o; y ademds
2 - gom(e) lo] por el principio (B) ya que 2 I-gop,0,)[0i] por hipétesis. Por lo tanto
oes una acota superior de la cadena. Por el Lema de Zorn, existe 6 maximal en I'. Si
W = dom(&) no fuera denso en U, existira V' C U abierto no vacfo tal que VNW =0, y
como los Uy, cubren a U existiria 3 tal que VNUg # 0. Entonces o' = 6U(og | (VNUg))

3Bajo estd definicién se tiene A I @loi,...,0n] para cualquier férmula ¢ y secciones o1, ..., 0.
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serfa una seccién que extiende propiamente a &, y 2 IFgom (o) ©[0’] por los principios ()
y (II), lo que implicaria o € I', contradiciendo la maximalidad de . [J

El siguiente resultado lista las reglas sobre los conectivos que caracterizan el forza-
miento en abiertos. La importancia de esta definicién “sintética® es que puede gen-
eralizarse a haces sobre un sitio en el sentido de Grothendieck (véase MacLane &
Moerdijk, 1992).

Lema 3.1 (Semadntica de Kripke-Joyal). La relacion 2 by loi,...,0n] estd
completamente determinada por las propiedades siguientes:
1) Si ¢ es atémica:

Ql||—UO'1:O'2<:>O'1 [UZO'Q [U

Ay Rloy,..,00] & (01,..,0,)(U) C RY.
2) Alky (0 AY)[o1,...,on] & Ay plor,...,on] vy Alky Ylor, ..., o0].
3) Ay (¢ V)lot,...,on] < existen V,W tales que U =V UW, Ay plot,...,on] ¥y
Ay Y[o1, ..., o0
4) Ay —plor,...,0n] < para todo W C U, W £ 0: AWy plo1, ..., 0n]
5 A lky (¢ — ¥)[o1,...,0n] < para todo W C U: A by @[o1,...,0,] implica A IFy
V(o1 ..., op]
6) A Iy Jvp(v,o01,...,0,] < existe un recubrimiento abierto {U;}; de U y secciones
w; € A(U;) tales que A Iy, plp;, 01, ..., 0p), para todo i.
7) Ay Yop(v, 01, ..., 0] < paratodo W C Uy u definida en W: 2 by o[, 01, ..., o).

Demostraciéon. Es suficiente demostrar que la relacién kg satisface las equiv-
alencias (1)-(7), pues éstas constituyen una definicién inductiva que solamente puede
se satisfecha por una relacién. La verificacién es directa y no requiere induccién. Las
equivalencias (1) y (2) son inmediatas y (6) ya fue discutida, explicamos la direccién
menos trivial de las restantes:

3) “="  tome V ={x e U: Al plor,...,on]}, W ={x € U : Ay Yloy,...,0n]}
que son abiertos por el Teorema 1.

4) “<”, suponga que A Wy —p[oq,...,0,], entonces hay un punto x € U tal que
AW, —plo1... on, y por tanto toda vecindad de X, en particular U, contiene y tal que
Al plo1,...,04); por el Teorema 1, existe W vecindad de y tal que A -y ploi, ..., 04]
y podemos suponer W C U.

5) “=" st A Iy (¢ — ¥)[o1,...,0n] entonces se tiene en particular que 2 I+,
olot, .o, on] Ak, Y[oq, ..., 0] para todo = € U, el resto es trivial.

“=" st A W (@ — Y)[or,...,0q] existe z € U tal que AW, (¢ — ¥)[o1,...0n] ¥
por tanto existe y € U tal que & Ik, ploi,...,0p], A Wy, ¢[o1,...,0,]. Entonces existe
una vecindad W de y tal que A Ik [o1,...,0,] ¥ evidentemente 2A Wy ¥loq,...,00].
Tome W C U.

7) “=7, suponga que A W, Yvp(v,...] par algin x € U, entonces existe p definida
en y € U tal que AW, ¢(p,...]. Sea W = U Ndom(p), entonces A Wy o(p,...]. O
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Las leyes l6gicas satisfechas por un haz pueden expresar también propiedades estruc-
turales de su prehaz de secciones. El siguiente resultado al respecto parece no haber
sido observado hasta ahora.

TEOREMA 3.4. Sea U un abierto conexo, entonces:

a) Alry (0 = pV o = pu) para todo par de secciones o, definidas en U si y
solamente si para todo abierto no vacio V- C U la restriccion pyy : A(U) — A(V) es
inyectiva.

b) A Fy (¢ V =@)[o1,...,04] para toda férmula atémica ¢ y secciones o1, ...,0p
definidas en U si y solamente si para todo abierto mo vacio V. C U la restriccion
puv  AU) — A(V) es un sumersion isomorfa.

c) Ay (pV—9)|o1, ..., on] para toda formula ¢ y secciones o1, ..., 0y, definidas en U
si y solamente si para todo abierto no vacio V-C U la restriccion pyy = A(U) — A(V) es
un sumersion elemental (cldsica); equivalentemente, para toda ¢ y secciones o1, ...,0p
se tiene WA lky @lo1,...,0n] & Alky @loi,...,;0,]. O

El caso (c) del teorema implica que para todo z € U el forzamiento en = coincide
con la satisfaccion cldsica en 2A,, y que las fibras sobre U son todas elementalmente
equivalentes. Mads precisamente, si o; € A(U), =,y € U, entonces (A, 01(x),...) =
Ay, 01(y), -..).

Ejemplo 3.4. Se demuestra en el Anélisis Complejo que si dos funciones holomorfas
coinciden en un subconjunto abierto V' no vacio de un abierto conexo U entonces son
idénticas en todo U. Esto significa que las restricién p;;, es una sumersién isomérfica de
anillos, y por el teorema anterior vale la ley del tercio excluso para las férmulas atémicas
en el haz de gérmenes de funciones holomorfas de C. Puede comprobarse que lo anterior
no es cierto para el haz de gérmenes de funciones complejas continuas; por ejemplo, no
vale el tercio excluso para la igualdad entre la funcién identidad y la funcién conjugado,
secciones globales de este haz.

Ejemplo 3.5. La légica de cualquier espacio recubridor p : F — X de un espacio
localmente conexo es cldsica en cada fibra, pues cada x € X tiene una vecindad abierta
conexa U para la cual p~1(U) ~ U x p~!(x). Por conexidad, secciones distintas sobre
U deben tener imagenes disyuntas y por tanto las restricciones son inyectivas. Ademéds
las restricciones a subconjuntos abiertos conexos de U son isomorfismos lo cual implica
la condicién (c) del Teorema, por la conexidad local.

4. Validez de la légica intuicionista en los haces

Podemos dar cuenta de las leyes 16gicas generales satisfechas por todos los haces? Sor-
prendentemente, estas leyes coinciden con las de la alternativa m&ds importante que se
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ha planteado a la légica cldsica: la Légica Intuicionista, propuesta por el matemético
Brouwer (1908, 1913) a quien movian principios filoséficos acerca de los fundamen-
tos de la matemaética totalmente ajenos a los que hemos expuesto en este trabajo. La
filosofia del intuicionismo exige que las demostraciones sean constructivas y exhiban
explicitamente los objetos matemadticos cuya existencia demuestran o al menos las in-
strucciones para construirlos. Las construcciones y objetos infinitos son aceptables so-
lamente cuando estdn determinadas por procesos inductivos. No se aceptan las pruebas
por contradiccién donde se deduce una afirmacién de la inconsistencia de su negacién.
En esta légica fallan leyes como el “tercio excluso”, ¢ V =, y la ley de doble negacién,
——p — ¢. Heyting (1930) propuso un sistema formal deductivo que captura fielmente
las leyes deductivas aceptadas por Brouwer, sistema llamado hoy dia Cédlculo de Heyt-
ing. Por mucho tiempo, el Calculo de Heyting carecié de una interpretacién semdntica
manejable, hasta que Kripke (1965) introdujo una seméntica estructural para la cual
el Célculo de Heyting es védlido y completo, los hoy llamados modelos de Kripke. Para
referencias més detalladas sobre la 16gica intuicionista y el Célculo de Heyting puede
verse el texto introductorio de van Dalen (1983).

En adelante, Fz ¢ indicard que la férmula ¢ se puede deducir formalmente en
el Célculo de Heyting. Como las leyes F son un susbsistema de las del cdlculo de
predicados clédsico ¢ se tiene que

|—H(p = Fctp.

Evidentemente no vale el reciproco; sin embargo, la traduccién introducida por Gédel
(1933) para demostrar la interpretabilidad de la aritmética cldsica en la intuicionista
proporciona una especie de reciproco, mostrando que ambas légicas tienen la misma
fuerza deductiva. Independientemente y anteriormente a Godel habia descubierto Kol-
mogorov (1925) una interpretacién equivalente basada en la iteracién de la doble ne-
gacion. Esta traduccién tendrd un papel importante en la seccién siguiente.

Definicién 4.1 (Interpretacién de Gédel). A cada férmula ¢ se asocia ¢%como
sigue:
@G = ==y si @ es atomica

(p A)Y = G Ay©

(o V)G = =(=¢% A )
(2)6 = = o

(Vv@)G = Yo ¢F

(Fup)C = ~Vu—-pC.

Se tiene entonces:
Fop & Fae®
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(para una demostracién véase van Dalen). Observe que ¢© solamente contiene los
conectivos —, A, V. Si ¢ no contiene V o conjunciones infinitas se puede mostrar que

0% =g, * de ahi resulta el Teorema de Glivenko para el calculo proposicional:

Fo p b 7.

I. MODELOS DE KRIPKE COMO HACES. Un modelo de Kripke de tipo T,
consiste de una cuddrupla K = (3, <, (Ki)ies, (fij)i,j)e<) sujeta a las condiciones:

i) (¥, <) es un conjunto parcialmente ordenado.

ii) Para cada i € X, K; es una estructura de tipo 7.

iii) Dados 4,j € Xcon i < j, fi;: K; — K; es un homomorfismo de estructuras; f;; es la
identidad.

iv) Si 4,4,k € ¥con i < j < k, entonces fji o fij = fir-

El forzamiento de Kripke: K IF; ¢|aq, ..., ay], donde aq, ..., a,, € K;, se define induc-
tivamente:

Kk, a1 =a3 < a1 = ay

K IF; Rlay, ..., a,] < (a1, ...,a,) € RE®)

Kl (¢ = ) < Vi =2 i (Kb ¢[fij(ar)... fij(an)] = Kk ¥[fij(a1), ..., fij(an)])
Kl o < Vi > i : KWj olfij(ar), ., fij(an)]

K Ik Jvp(v)lai, ..., ap] < para algin a € K; : Kl ¢la, a1, ..., ay]

K Ik Yoplv, ..)[a1, ...,an] ©Vj > i Va € K; : K- ¢la, fij(ar)... fij(an)].

Todo modelo de Kripke puede verse como un haz de estructuras como veremos en
seguida.

Definicién 4.2. El conjunto ¥ estd dotado de una topologfa natural ¥ = {S C
Y:Vie SVj>i(j €S)} que tiene por base de abiertos a los conjuntos de la forma
[i) ={j € ¥:j >i}. Tomemos como fibra sobre i a la estructura K;, y dotemos a la
unién disyunta £ = ;o5 K; con la topologia generada por las secciones:

0 = (a;)iey donde a; € K; y fij(a;) = a; para i < j.

De esta manera K se transforma en un haz K~ de estructuras de tipo 7 sobre el espacio
X =(,2h).

A cada individuo a € K; se le puede asociar la seccién o, : [i) — E que consiste de
04(i) = a y todas sus imagenes futuras o,(j) = fi;(a), j > i. Esta asociacién define
un isomorfismo entre la fibra K; y la estructura de secciones K'([i)), por el cual fi;
corresponde a la restriccién pj;)(;). Ademds se tiene:

4Si ¢ no contiene V, 3 se tiene que ¢ es equivalente a doble negar sus componentes atémicas
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Lema 4.1. Sea K un modelo de Kripke y K" el haz correspondiente; entonces las
siguientes afirmaciones son equivalentes:

a) K Ik ¢lay,...,an] @ la Kripke,

b) K Ik @[, ..., 04 en el sentido de la semantica puntual de haces

c) K -5y wloas -, 0] en el sentido de la semdntica de Kripke-Joyal.

Demostracién. Una obvia inducccion en férmulas. En el caso atémico debe uti-
lizarse que las funciones de transiciéon son homomorfismos. La dtima equivalencia vale
porque [i) es el minimo abierto que contiene a 7. [

Las leyes intuicionistas son forzadas en todos los puntos del espacio base de cualquier
haz, pues se puede verificar que el forzamiento es preservado por Modus Ponens, y que
cada axioma del calculo de Heyting es forzado en todos los haces, una tediosa pero facil
tarea. También vale el reciproco por el lema anterior, pues si una férmula es forzada en
todos los haces lo serd en todo modelo de Kripke, y por el teorema de completitud de
Kripke (1965) serd deducible en el cdlculo de Heyting. Tenemos entonces:

TEOREMA 4.1. kg ¢ si y solamente si A IFx ¢ para todo X y todo haz de
estructuras A sobre X.

Se desprende que las férmulas forzadas en todos los haces sobre un espacio fijo X
constituyen una légica intermedia entre la intucionista y la cldsica, la cual depende
exclusivamente de la topologia de X.

Como los abiertos [i) son conexos, tenemos el siguiente corolario al Teorema 3.4 y
Lema 4.1.

TEOREMA 4.2. Sea K un modelo de Kripke, entonces:

a) Kl (@ = bV —a =b) para todo a,b € K; si y sélo si fi; es inyectiva para todo
J =

b) K Ik (¢ V =¢)[as, ..., an] para toda formula atémica ¢ y todo ay,...,an € K; si y
sdlo si f;j es una sumersion isomorfa para todo j > i.

c) Kk (pV—o)[aq, ..., an] para toda férmula ¢ que no contenga a ¥ y todo ay, ..., an €
K; sty solo si f;; es una sumersion elemental para todo j > .

Ejemplo 4.1 (Forzamiento de Robinson). Si se toma una clase V3 de estructuras
C ordenada por la relacién de subestructura, el forzamiento de Robinson (1970) en C
corresponde a forzamiento en el modelo de Kripke que tiene a 2 por fibra sobre 2, y por
transiciones las inclusiones. Utilizando la clausura de C bajo unién de cadenas, puede
extenderse cualquier estructura en C a una que satisfaga el tercio excluso para todas las
férmulas. Por (c) del Teorema anterior, tales modelos deben ser modelo-completos en

C.
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II. LOGICA MULTIVALUADA DE LOS HACES. La l6gica intermedia aso-
ciada a un espacio X puede verse como una légica multivaluada con valores en el dlgebra
de Heyting Ab(X). Si o01,...,0p80n secciones de un haz 2, definidas en U, es razonable
introducir la extension veritativa de una proposicién en U:

[[elot,...,on] Jlv :={x € U : Ay lo1,...,00]}.

Se sigue inmediatamente del Teorema 2.1 que [[p, 01, ..., 0, ]| es abierto. De esta manera
un haz de estructuras determina para cada U una valuacién topoldgica de las férmulas:

VU PO, e o) — [[0l01, - o0 U

que puede considerarse como una medida de su valor de verdad en la extensién U. Esta
valuacion puede definirse directamente a partir de su valor en férmulas atémicas:

i) [lor=02llv ={z € U:01(z) = 02(x)}
11) Rlo1,...,00] Jlu = {z €U : (01(2), ...,0n(z)) € R*}

[l
iii) [[=¢]ly = Interior (U N [[¢]]v)
iv) [l AYllu = [[ello N [[¥]]u
v) lleVv ¥y = [[¢llv Ul[¥]lu
vi) [[p—¢]]u = Interior((U ~ [[¢]]v) U [¥]]v)

[
vil) [[Fup(U)]lv = Useaowllelo] lw
[ WCU

viii) [[Vugp(U)]lr = Interior(Nseaqm)[[lo] Iw)-
WCU

Los abiertos de U forman una &lgebra de Heyting completa (Ab(U),N,U,=,0,U)
y las ecuaciones anteriores definen el valor de los operadores l6gicos en términos de la
operaciones del algebra; en particular, en las ecuaciones (vii) y (viii) se interpretan los
cuantificadores como ciertos supremos e infimos. Evidentemente,

A H—U (p[Ul, ...,O'n] = [[(,0[0’1, ...,O’n] HU = U,

de manera que las férmulas idénticas a 1 en dlgebras de Heyting completas son forzadas
en todos los haces, lo cual permite dar otra demostracién sencilla de la validez de la
l6gica intuicionista en los mismos.

Esta visién de la légica de los haces puede generalizarse a la consideracion de es-
tructuras definidas por valuaciones en una dlgebra de Heyting completa cualquiera,
dando lugar a la teorfa de conjuntos y estructuras Heyting-valuadas de Fourman y
Scott (1979). Un caso especial, reducible al topolégico, lo constituyen la estructuras
booleanamente-valuadas (Scott, 1967, Macintyre,1973), las cuales no son mds que
haces donde los valores [[p[o1,...,0,] ]]u son simultdneamente cerrados y abiertos.
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Ejemplo 4.2. El espacio X = {z} induce una légica de dos valores 0 = (), 1 = {z},
precisamente la cldsica. El espacio de Sierpinski {z,y} induce una légica de tres valores:
0=0,1/2={y}, 1 = {z,y}. Las “tablas de verdad“ que definen los conectivos légico
son en este caso:

o | - Al 0 V[l 3 0 -1 L o0
1|0 11 5 0 11 1 1 1|1 5 0
1 1 1 1 1 1 1 1

3|0 3/3 3 0 3|1 3 3 3 (110
01 0[0 0 O 0|1 5 0 0|1 1 1

Es posible enriquecer la légica de los haces, y por ende la intuicionista, con nuevos
conectivos no expresables en terminos de los anteriores, tema muy interesante y del-
icado, pues no cualquier operacién entre valores de verdad da lugar a un conectivo
genuinamente “intuicionista‘“ que cumpla los paradigmas de dicha légica, los cuales in-
cluyen el paradigma de continuidad veritativa expuesto en este trabajo. En Caicedo
(1991) se estudian en cierto detalle los conectivos intuicionistas en modelos de Kripke.
Refiriéndonos al ejemplo anterior, puede demostrarse que si se afiade a los conectivos
arriba descritos el conectivo monddico dado por la tabla

e | Oy
% 2
R
01

se tiene un sistema funcionalmente completo, en el sentido que cualquier conectivo cuya
inclusién en la légica para haces sobre el espacio de Sierpinski satisfaga el Teorema 3.1
es combinacién de -, A, V,— y 0. Su interpretacién en términos de forzamiento en los
haces sobre el espacio de Sierpinski es:

Al Op < lellpl <1,
y en haces arbitrarios podria interpretarse:
Ay e < [[¢]]u es discreto en U.

En A. M. Sette y X. Caicedo (1991) se caracteriza por medio de sistemas de homeo-
morfismos parciales la equivalencia elemental entre dos haces sobre el mismo espacio X,
con respecto a la semédntica de Kripke-Joyal enriquecida con todos los posibles conectivos
intuicionistas.

5. Modelos genéricos en haces

Los modelos genéricos aparecieron en la literatura con el trabajo de P. Cohen (1963)
sobre la independencia del axioma de eleccién y la hipétesis del continuo y constituyen
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hoy herramienta principal en las investigaciones sobre independencia en Teoria de Con-
juntos. Posteriormente, esta nocién fue introducida en la teoria general de modelos en el
trabajo de A. Robinson (1971) sobre estructuras existencialmente cerradas. Barwise
(1970) y Keisler (1973) utilizaron modelos genéricos para obtener teoremas de omisién
de tipos en légica infinitaria, y estos han sido utilizados también en la teoria de modelos
de la aritmética. No existe, sin embargo, un desarrollo unificado de estas aplicaciones,
aunque todas ellas pueden considerarse como la construccién de estructuras cldsicas
(los modelo genéricos) a partir de un modelo de Kripke, de manera que la semantica del
modelo clasico estd conectada con la del modelo de Kripke por via de un filtro genérico
del orden parcial (teorema del modelo genérico). En la mayoria de las aplicaciones en
la literatura la existencia de estos filtros y modelos requiere de fuertes condiciones de
enumerabilidad.

Introducimos aqui una nocién méas general de filtros y modelos genéricos en haces
de estructuras sobre espacios topolégicos cuya existencia no precisa condiciones de enu-
merabilidad. Veremos en la seccién siguiente que las condiciones de enumerabilidad son
necesarias solamente cuando se desea que los modelos sean genéricos con respecto a
l6gicas infinitarias.

Sea X un espacio topoldgico y Ab(X) su familia de subconjuntos abiertos, una
subfamilia F C Ab(X) es un filtro de abiertos sobre X si cumple:

XeF
UveF=UnVeF
UDVeF=U-Ee€eF.

Un filtro de abiertos F es no trivial si no es todo Ab(X) o equivalentemente () ¢ F; es
maximal si lo es con respecto a inclusién entre todos los filtros no triviales de abiertos
sobre X. En lo que sigue, todos los filtros mencionados serdn de abiertos aunque no se
lo diga explicitamente.

Lema 5.1. Si F es un filtro mazimal de abiertos sobre X entonces:

a) W abierto denso en U € F = W € F.

b)U e A(X)=U€ecF o-U=Int(X\U) e F.

Demostraciéon. a) Si V € F entonces V N U es un abierto no vacio contenido en
U, luego W N (VNU) # 0 por densidad de W y a fortiori W NV # (; entonces existe
un filtro no trivial que contiene a F y a W, que por maximalidad deberd ser el mismo
F, asi que W €F.

b) Si U ¢F entonces por maximalidad existe W €F disyunto de U; evidentemente
Int(X-U)ow. O

Definicién 5.1. Sea 2 un haz de estructuras de tipo 7 sobre un espacio topolégico
X. Un filtro F no trivial sobre X es genérico para 2, si para cualquiera férmula

26



(v, ..., v,), respectivamente o(u, vy, ..., v, ), de primer orden de tipo 7 y cualesquier
secciones 01,...,0,de 2 definidas en U €F, se tiene:

1) IW eF: Albw plot,...,on] 0 A lFw —plo1, ..., op].
2) A lryIup(u, o1, ...,00] = IW € F y odefinidaen W, tales que A IFy plo, 01, ..., oy

TEOREMA 5.1 (Existencia de filtros genéricos). Un filtro mazimal de abier-
tos sobre X es genérico para cualquier haz de estructuras sobre X.

Demostracién. Sea F un filtro maximal de abiertos sobre X, ¢(v1, ..., v,) cualquier
férmula, U €F y o1,.., 0y secciones en un haz 2 sobre X, definidas en U. Si B =
{z €e U :Alrx ¢lo1,....,04]} ¢ F entonces C = Int(X ~ B) = Int({x € U : A fFx
o1, ...,on]} U(X N U)) €F. Intersectando C' con U nos da que D = Int({x € U :
Al x plot,...,on]} €F. Por definicién, D es tal que A IFp —ploy, ...,0,]. Esto prueba
la condicién (1). Supongamos ahora que 2 by Jup(u, o1, ...,0,) con U €F. Por el
principio del méximo, existen un abierto W denso en U y una seccién osobre W tales
que A lFyw ¢lo,01,...,0,]. Por el Lema 5.1, W €F. Esto demuestra la propiedad (2).
O

Vale el reciproco del teorema anterior. En realidad, un filtro sobre X es maximal si
y solamente si es genérico para el haz de gérmenes de abiertos que resulta de germinar
el prehaz de dlgebras de Heyting I'(U) = (Ab(U), Q).

Definicién 5.2. Dado un haz de estructuras 2 sobre X y un filtro F sobre X sea
A[F] = lim perA(U), limite que se construye de la misma manera que una fibra de
gérmenes, utilizando el filtro F en lugar del filtro de vecindades de un punto, es decir:

AF] = Ugfmm/wf,

donde, dados o € A(U), p € A(V),
o~FpusIWeFtalqueo [W=pul W,
si llamamos [o] a la clase de equivalencia de o, las relaciones y funciones estan definidas

por:

([o1]s s [on)) € R*V] = 3U €F: (04, ...,0,) € R*Y),
P ([o1], s [on]) = [P O (01, ey 00)].

Si Fes genérico para 2, diremos que 2A[F| es un modelo genérico.

Consideramos al siguiente como el Teorema fundamental de la teoria de modelos, ya
que tiene por corolarios inmediatos los teoremas bésicos de la teoria de modelos clésica,
como mostramos més adelante. Su demostracién resulta de una cuidadosa induccién en
formulas. Recuérdese que ¢ denota la traduccién de Godel de la férmula ¢.
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TEOREMA 5.2 (Teorema del modelo genérico). Sea F un filtro sobre X,
genérico para A, entonces A[F| = ¢([o1], ..., [on])

& existe U € F tal que: Alry ¢ (o1, ..., 00)

es{reX Ak, ¢%(o1,...,00)} € F.

Si ¢ no contiene V, hemos dicho que ¢© = ==y intuicionisticamente; esto implica,

por definicién de filtro genérico que en tal caso podemos evitar la traducciéon de Godel
en el teorema anterior y concluir:

AF] = ¢([o1], .., [on])
& existe U €F tal que: Ay ¢(o1, ..., 04).
s{reX: A, ¢(o1,...,00)} € F.

El “ultrastalk theorem“ de Ellerman (1976) es el enunciado anterior para el caso
de filtros maximales. Miraglia (1989) demuestra un resultado anédlogo para filtros
maximales en estructuras Heyting-valuadas. Puede considerarse al modelo 2A[F] como
una nueva fibra que se anade al haz 2. Mds precisamente, sea X U {oo} el espacio que
resulta de anadir a X un nuevo punto co con las vecindades abiertas: U U {0}, U €F,
y mantener la topologfa original en X. Témese a A, = 2A[F] por fibra sobre oo, y
por nuevas secciones definidas en oo las de la forma 6" = o U {(00, [0]), donde oes una
seccién de 2 sobre U €F. Entonces, el teorema del modelo genérico significa que en el
nuevo haz 2" esta fibra es cldsica, es decir:

U oo G0, 0%) < AF] = d([o1], -, [on])-

Los teoremas fundamentales de la teoria de modelos pueden entonces interpretarse
como la construccién de estructuras genéricas en haces adecuados, como lo ilustramos
con los siguientes ejemplos.

I. TEOREMA DE LOZ PARA ULTRAPRODUCTOS. Una familia de es-
tructuras {2(; : @ € I} puede verse como un haz 2 sobre el espacio discreto I. Para
cada S C I, A(S) = [[;c5 2 y asf las secciones globales son los elementos del producto
[Lic; ™. Un ultrafiltro F sobre I es genérico por ser maximal. Es facil ver, ademds,
que A[F] coincide con el ultraproducto de la familia {2(; : i € I'} con respecto a F:

A[F] = “_T@ serU(S) = ZZ_W SeF Hies 2 ~ Hies i/ F.

El dltimo isomorfismo se debe a que toda seccién con dominio S €F puede extenderse a
una global. Tomando secciones globales f1, ..., f,, que tienen su dominio en F, se tiene
por el Teorema del Modelo Genérico:

HieS 912'/-7: ): (b([fl]v L) [fn])
s{iel: Al ¢%(fr, f) eF

s{iel A E=o(fi(d),..., fn()} e F,
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donde la tltima equivalencia se debe a que en este caso toda fibra es cldsica, y ¢ = ¢
cldsicamente.

II. COMPLETITUD DE LA LOGICA DE PRIMER ORDEN. Utilizando
modelos genéricos a la Cohen, Dahn (1979) ha demostrado el teorema de completitud
para teorias enumerables de primer orden en la forma de existencia de modelos de teorias
consistentes. Solamente para teorfas enumerables ya que utiliza los teoremas clésicos de
existencia de filtros genéricos sobre 6rdenes parciales. Damos aqui una demostracién de
dicho teorema para teorias de cualquier cardinalidad utilizando nuestra nocién de filtro
genérico.

Sea T una teoria consistente de primer orden de tipo 7, C' un conjunto infinito
enumerable de constantes, disyunto de 7, y 7/ = 7 U C. Se define un modelo de Kripke
de tipo T:

Kr=(%,<, Ap, qu)p,qGE, p<q

como sigue:

- X ={p: p es un subconjunto finito de L, (7") y T Up es consistente}
-psqgepiyq
- Ay = (D/p, RP, ..., fP,...,cP,...), donde
D = {t : t término cerrado sobre 7'}
t1 Npt2<:>TUp|—t1 =9
(tl/Np, ...,tn/Np) cEeRP&STUPE R(tl, ...,tn)
f(tl/va "'7tn/’\’p) = f(tb "',tn)/’\‘p
Ipq : Ap — AUy se define como fpq(t/ ~p) =t/ ~q.

Lema 5.2. Sean ti, ..., t, téminos cerrados y ¢(uy, ..., un) € Ly, entonces: TUp
G(t1, oo tn) & K Iy 9C (41 /mys wostn) )-

Demostracién. Por induccién en férmulas. Solamente se necesita del sistema de-
ductivo que tenga reduccién al absurdo (débil) y generalizacién universal. Se utiliza que
#%solamente contiene los operadores —, A, V, y cldsicamente, D(t1, .y ty) = ngG(tl, ey b))
O

Corolario. Sea T una teoria consistente de primer orden, si F es un filtro genérico
para K, entonces Kp[F| = T.

Demostracién. Si T+ ¢, esto implica por el lema anterior que Kp ”—E¢G y por el
teorema del modelo genérico, Kr[F] = ¢.

ITII. EL UNIVERSO CUMULATIVO DE CONJUNTOS VARIABLES. El
método de forzamiento de Cohen (1963) para demostrar la independencia del Axioma
de Eleccién y la Hipdtesis del Continuo se presenta en la literatura como una construc-
cién técnica ad-hoc cuya efectividad parece a veces milagrosa. Puede reinterpretarse,
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sin embargo, como la construccién de modelos genéricos en ciertos modelo de Kripke
sobre 6rdenes parciales cuidadosamente escogidos cuyas fibras son universos de la teoria
de conjuntos (Fitting, 1969), o como la construccién de universos de valores booleanos
(Scott, 1967). Ambas ideas son casos especiales de la construccién del universo cumu-
lativo de conjuntos extendidos sobre un espacio topolégico arbitrario. Presentamos aqui
una versién de esta construccién que simplifica y justifica intuitivamente la definicién
cldsica de “forcing“, aun en el caso de forzamiento sobre 6rdenes parciales. Por ejem-
plo, los elementos de nuestro modelo de Krikpe no son “constantes” o “nombres”, ni
el forzamiento de la pertenencia se define por medio de una induccién en rango, como
en las presentaciones tradicionales (Fitting, 1969; Kunen, 1980) sino que resulta ser
genuina pertenencia entre conjuntos extendidos.

Tierney (1972), Bunge (1974) y otros autores han interpretado categéricamente el
forzamiento de Cohen tomando todo un topos como modelo de la teoria, mientras que
aquf trabajamos con un solo haz, lo cual corresponde a construir la jerarqufa cumulativa
dentro de un topos.

Presentamos el universo cumulativo de conjuntos extendidos sobre un espacio arbi-
trario X como un prehaz exacto, pues describir directamente el fibrado resulta artificial
y complicado. En el caso de modelos de Kripke, en cambio, serd mds sencillo y natural
describir directamente el haz fibrado.

Definicién 5.3. Sea X un espacio topoldgico. Para cada ordinal o definimos un
conjunto V,(U) de funciones definidas en Ab(U), cuyos valores en W € Ab(U) son
conjuntos de funciones en Ab(W) cuyos valores, a su vez, en V € Ab(W) son conjuntos
de funciones en Ab(V), etc.:

Vo(U) =10

Vai1(U) = {0 € [Iweapw) P(Va(W)) : o con las restricciones p ) ap() paraW 2
T constituye un sub-prehaz exacto}

Va(U) =U, <o V4(U) si a es limite

Finalmente definase
V(U) = Uacord Va(U),
y dados o, u € V(U), la relacién de pertenencia:
ol peoecul).
Escribiremos VX para hacer explicito el espacio topoldgico.

Se tiene Vo (U) C VA(U) si a<vy. Ademds se verifica que V,con las restricciones
PAb(U)Ab(w) €S un prehaz exacto sobre X, por tanto Vi, € Vo y1(X) y asf V, €X Vi1
Més generalmente V,, | Ab(U) €Y V,,1. También Vcon las restricciones es un prehaz
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exacto cuyas estructuras de secciones V(U) son clases propias. No intentamos calcular
el haz GVde gérmenes, pero sabemos que los elementos de V(U) pueden considerarse
como las secciones en GV (U); en particular V,y V,1son secciones globales y tenemos

GV Iy Vg € Vaiq.

En el caso de modelos de Kripke, podemos describir directamente el haz de gérmenes,
ya que en general un prehaz exacto estd completamente determinado por sus valores en
una base, y en modelos de Kripke vale K, ~ K([p)). Si interpretamos el orden parcial
> como la estructura del tiempo, entonces tenemos una genuina jerarquia cumulativa
de conjuntos variables sobre X:

KS =0

Ko+t = {f : [p) = Ugsp PKayg) : fl@) SKag, Vr2qg=pige flg)=gllr) e
fr)}

Ky = U, <o Kp si aes un ordinal limite.

KP = UaGOrd K;?f

ger fege fp)

Los elementos de K, son funciones definidas en [p), de hecho secciones del haz K [ [p),
cuyos valor en ¢ es a su vez un conjunto de funciones definidas en [¢q), ¢ > p, etc. Un
conjunto variable g pertence en el momento p al conjunto variable f si g pertenece
a la descripcién instantdnea f(p) de f en p. Los homomorfismos de transicién son las
restricciones las cuales, por construccién, respetan la relacién de pertenencia del modelo.

TEOREMA 5.3. Para todo espacio topoldgico X, GVX I-x ZFC.

Demostracién. Para mayores detalles sobre esta construccién y la verificacién de
que los axiomas de ZF' (Teoria axiomética de conjuntos de Zermelo-Fraenkel) son forza-
dos en estos haces conjuntistas véase la tesis de Magister de A. Villaveces (1991). [J

Se tiene como corolario inmediato que VX[F] = ZF para cualquier filtro genérico
F. Los axiomas de ZF no son necesariamente forzados en su formulacién corriente, por
ello se necesita la traduccién de Godel; por ejemplo, en el universo conjuntista sobre el
espacio de Sierpinski no se fuerza la formulacién corriente del axioma de fundamentacion
AF:
Vudv(v € u AVw(w € v — —w € u)),

sino més bien su negacién ~AF, pero se fuerza AF(que contradice a ~AF clasicamente,
pero no intuicionisticamente).
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6. Genericidad en légica infinitaria

La semdntica puntual de haces puede extenderse al lenguaje Lo, que admite conjun-
ciones y disyunciones infinitas (para la légica infinitaria cldsica véase Dickmann, 1975),
adicionando a las cldusulas de la Definicién 3.1 las reglas:

ke Vier wilot, ., on] < Fi € 1 Alkp(o1, ... 00,
by Nicr @ilot, ..,on] & U € V(X) tal que Vy € U, Vi € I : A l-ip;fo1, ..., 04

se tiene entonces la siguiente extensién de la seméntica de Kripke-Joyal:

AUy Vier wilot, ..., on] < 3 un recubrimiento {U; }; de U tal que Vi : Uy, (o1, ..., on],
Ay Nier eilot, - 0n] © 3 U € V(X) tal que A kg ;o1 ..., 0p] para todo .

Es posible generalizar también la teoria de modelos genéricos a fragmentos de Lo, lo
cual permite demostrar completitud y omisién de tipos para fragmentos enumerables,
unificando las demostraciones por medio de condiciones de consistencia de Barwise
(1970) y Keisler (1973), y la de Dahn (1979) para la légica de primer orden L, por
medio de modelos de Kripke.

Un sublenguaje L de Lo, serd un fragmento si es cerrado bajo subférmulas y los
operadores: —, A, V, —, Vy 3.

Definicién 6.1. F es L-genérico para 2 (L un fragmento de Lo, ) si cumple las
condiciones de la Definiciéon 5.1 para todas las férmulas de L, y ademds para cada
VO € L la cldusula:

Ay Ve conU € F=IW e F I pe d tales que Alby .

Para disyunciones finitas, esta propiedad se sigue de las otras dos, de manera que
genericidad a secas es L,-genericidad. El andlogo del Teorema del Modelo Genérico
5.2 sigue valiendo para férmulas de un fragmento L y un filtro L-genérico, si extendemos
la traduccién de Godel a la légica infinitaria con las reglas:

(Nier®:)C = Nierdf’ .
(Vierd;)® = ~(Niery’).
No podemos asegurar en general la existencia de filtros L-genéricos, pues un filtro

maximal no tiene por qué cumplir la condicién (3); sin embargo, podemos garantizarla
bajo condiciones de enumerabilidad para L y el haz mismo.

TEOREMA 6.1. Sean L un fragmento enumerable de Loy, (y por lo tanto de
Lyyw), X un espacio topoldgico con una base enumerable B. Si 2 es un haz de estruc-
turas sobre X tal que 2A(U) es enumerable para toda U € B, entonces existe un filtro
L-genérico para A. Ademds puede escogerse el filtro de manera que tenga una base de
filtro formada por elementos de B.
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Bajo condiciones fuertes de interseccién en el espacio de base es posible probar
también la existencia de filtros L-genéricos para fragmentos no enumerables.

Llamaremos filtro de Cohen a un filtro sobre un modelo de Kripke que sea generado
por basicos de la forma [p). Por la dltima condicién del Teorema 6.1, existen filtros de
Cohen genéricos en modelos de Kripke enumerable. En tal caso el conjunto C' = {p :
[p) € F} es un filtro genérico sobre el orden parcial del modelo en el sentido corriente
de la teorfa de conjuntos (véase Kunen, 1980). Sea L un fragmento enumerable y 1,
el sistema deductivo resultante de adjuntar al sistema - para la légica de primer orden
las reglas infinitarias naturales para las conjunciones infinitas de L. Es decir para cada
Ni¢; € L las dos reglas:

Nidi Fr ¢
{¢1, P2, -} FL Nidh;.

Si construimos como antes el modelo K7 asociado a una teoria consistente 7' C L y al
sistema deductivo -y, puede demostrarse el andlogo del Lema 5.2, y como se cumplen
las condiciones del Teorema 6.1, puede demostrarse el teorema de completitud:

TEOREMA 6.2 (Completitud para fragmentos enumerables). Sea L un
fragmento enumerable y T C L un teoria consistente para el sistema 1, entonces Kp|[F]
es modelo de T, para cualquier filtro L-genérico F de K.

Si F es de Cohen, el limite K7[F] resulta enumerable, pues puede calcularse ul-
tilizando solamente las estructuras Kr([p)) que son enumerables por construccién. Por
otra parte, escogiendo con cuidado el fragmento y utilizando el mismo haz Ky puede
demostrarse el teorema de omisién de tipos.

TEOREMA 6.3 (Omisién de tipos para fragmentos enumerables). Sea L
un fragmento enumerable. Si ®(v) es un tipo no principal sobre T C L, existe un
modelo enumerable de T que omite a ®(v).

Demostraciéon. Consideramos el caso de una variable. Suponemos sin perder
generalidad que el fragmento es cerrado bajo la traduccién de Godel. Se define Kp
como antes. Para cada t € D y p se tiene:

Krlbp = A 6%t/ ~pl,
p(v)€D(v)

de lo contrario, existe ¢ > p tal que Kr Ik, qﬁG[t/ ~q] para toda ¢(v) € ®(v), y por
el andlogo del Lema 5.2: T U q Fr ¢(t), es decir, T Fr (Ag(t) — ¢(t)). Podemos
suponer que existe ¢ € C tal que (t = ¢) € ¢(t) , entonces T k1, Ag(c) — ¢(c), asi que
T k1, Yo(Aq(v) — ¢(v)) para todo ¢(v) € ®(v), una contradiccién. En conclusion,

Krlks = A ¢%[0d],
H(V)ed(V)
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donde o es la seccién global o4(p) = t/ ~;, . Ahora, el minimo fragmento L" que

contiene a L y a la formula = A\ ¢%[v] sigue siendo enumerable y podemos hallar
p(v)ES(v)

un filtro de Cohen L"-genérico F para Ky. Como X € F:

KFE- A ol
9(v) €R(v)

Pero todo elemento de K[F] tiene la forma &, para algin ¢ ya que si p estd definida
sobre U € F, que es de Cohen, existe [q) € F con q € U. Sea u(q) = t/~q, entonces
p(p) = t/~p = o+(p) para toda p > ¢q.Es decir, p ~7 p | [q) ~F o4. Por tanto, 11 = oy
no realiza a ®(V). O
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