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Teoŕıa de operadores Taller 4

Cálculo funcional. Fecha de entrega: 7 de septiembre 2012

1. (a) Sea H un espacio de Hilbert, sean ϕ : R → (a, b), (Eλ)λ∈R y (Fλ)λ∈R como en
problema 3 del taller 3. Sea f : (a, b) → R tal que f |[a0,b0] ⊆ I[a0, b0] para cada
subintervalo compacto [a0, b0] de (a, b). Muestre:

(i)
∫ ϕ(β)

ϕ(α)

f(λ) dEλ =
∫ β

α

(f ◦ ϕ)(λ) dFλ para todo [α, β] ⊆ R.

(ii) Sea x ∈ H. Entonces
∫ b−0

a+0

f(λ) dEλx existe si y solo si
∫ ∞
−∞

(f ◦ ϕ)(λ) dFλx

existe.1

(b) Sea H un espacio de Hilbert y ϕ : R → R creciente y continua y f : R → R una
función continua. Sea A ∈ L(H) un operador autoadjunto y B := ϕ(A). Muestre
(f ◦ ϕ)(A) = f(B).

2. Sea a : [0, 1]→ R continua y sea A : L2(0, 1)→ L2(0, 1) definido por

(Ax)(t) := a(t)x(t), t ∈ (0, 1), x ∈ L2(0, 1).

(a) Muestre que A es autoadjunto.

(b) Encuentre m := infx∈H,‖x‖=1〈Ax, x〉 y M := supx∈H,‖x‖=1〈Ax, x〉.
(c) Encuentre la resolución espectral de A.

3. Sean A y B operatores acotadas autoadjuntas en un espacio de HilbertH con resoluciones
espectrales (EA(λ))λ∈R y (EB(λ))λ∈R. Si A ≥ B, entonces2 dimEA(λ) ≤ dimEB(λ) para
cada λ ∈ R.

4. Sea H un espacio e Hilbert y A ∈ L(H).

(a) Muestre que Exp(A) :=
∞∑
n=0

1
n!
An converge en norma. Muestre que

(
Exp(A)

)∗ =

Exp(A∗). En particular, Exp(A) es autoadjunto y
(

Exp(iA)
)∗ = Exp(−iA) si A es

autoadjunto.

(b) Muestre que Exp(A) = exp(A) si A es autoadjunto y exp(A) es definido a traves
del cálculo funcional.

1

Z b−0

a+0
f(λ) dEλx := lim

λ1↘a
λ2↗b

Z λ2

λ1

f(λ) dEλ,

Z ∞
−∞

(f ◦ ϕ)(λ) dFλx := lim
λ1↘−∞
λ2↗∞

Z λ2

λ1

(f ◦ ϕ)(λ) dFλ x

2usando la notación dimP := dim(rgP ) para una proyección ortogonal P .


