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1 Normierte Riume

Die Funktionalanalysis beschéftigt sich mit normierten Rdumen und Operatoren zwischen
denselben.

Als einfiihrendes Beispiel betrachten wir das Anfangswertproblem auf I = [tg, t1],

y'=fty), ylto) =1y, (1.1)
mit der rechten Seite f: I x R* — R". Wir schreiben (1.1) um in die Integralgleichung
t
vty =w+ [ fls.u(s)ds. (12)
to
Wir definieren einen Operator
t
FiC(R) 5 CRY), (Py)®) =w+ | f(s,(5)) ds, (1.3)
to

dann ist (1.2) dquivalent zur Gleichung
y=Ty. (1.4)

Wir haben also unser urspriingliches mathematisches Problem umgeschrieben in eine Glei-
chung, deren Variable nicht fiir Zahlen oder Vektoren im R", sondern fiir Funktionen
stehen. In dieser Gleichung kommen (neben algebraischen Operationen) Abbildungen
zwischen Funktionenrdumen vor, die wir auch als Operatoren bezeichnen. Solche Funk-
tionenrdume sind typischerweise unendlichdimensionale Banach- oder Hilbertraume.

Im Folgenden steht K fiir R oder C.

Definition 1.1 (Norm, normierter Raum)
Sei X Vektorraum diber K. Eine Abbildung ||-|| : X — [0,00) heifst Norm auf X, falls gilt

lz|| =0 & z=0, (1.5)
|az|| = |af ||| fir allea €K, z € X, (1.6)
o+ oll < el + gl fir allez,y € X. (1.7
Ist || - || eine Norm auf X, so heifit (X, || - ||) normierter Raum.

Wir wiederholen kurz einige Grundbegriffe aus der Analysis, siche zB meine Vorlesung,
Teil 2, Kapitel 3 und 4.

Sei X ein normierter Raum. Eine Folge (z,)nen in X heifit konvergent gegen den
Grenzwert r € X,

lim z, =z, (1.8)
falls
lim |z, — z|| = 0. (1.9)



Sie heifit Cauchyfolge, falls es zu jedem ¢ > 0 ein NV € N gibt mit
|Zn — zm|| < e, fiir alle n,m > N. (1.10)

X heifit vollstindig, falls in X jede Cauchyfolge einen Grenzwert hat. Ist X vollstindig,
so heiffit X Banachraum. Ist x € X und £ > 0, so heiflen

B(z,e) ={y: ye X, |ly—z| <e}, (1.11)
K(z,e)={y:ye X, |ly—z| <€}, (1.12)

offene bzw. abgeschlossene ¢-Kugel um z. Eine Teilmenge O von X heifit offen in
X, wenn es zu jedem z € O ein ¢ > 0 gibt mit B(z,¢) C O. Eine Teilmenge A von X
heifit abgeschlossen in X, wenn X \ A offen in X ist, oder (dquivalent) wenn fiir jede
in X konvergente Folge (z,)nen, deren Glieder z,, alle in A liegen, auch der Grenzwert in
A liegt. Der Abschluf3 Y, das Innere int (Y) und der Rand Y einer Teilmenge Y von
X sind gegeben durch

V= (] A4, ()= [J 0, v =7 \int(Y). (1.13)
YCA oCcYy
A abgeschlossen O offen

Jeder Unterraum U von X ist ebenfalls ein normierter Raum, wenn wir als Norm auf U die
Einschréinkung der Norm auf X nehmen. Ist U vollstdndig, so ist U abgeschlossen in X
ist X selbst vollstiindig, so gilt auch die Umkehrung. Der Abschlu8 U eines Unterraums
U ist ebenfalls ein Unterraum.

Aus der Analysis kennen wir bereits einige Banachrdume. Zunéchst ist (K, || - |[,), 1 <
p < 00, ein Banachraum mit

1<i<n

1
n P
Izl = (Z |x,~|p) , 1<p<oo, |z|,= max|z]. (1.14)
i=1

Ist D Menge, so ist (B(D;K),|| - ||

0o

B(D;K) = {f| f: D — K, f beschrénkt}, | f||, =sup|f(z)|, (1.15)
zeD

ein Banachraum. Ist D ein kompakter metrischer Raum (beispielsweise eine beschrénkte
abgeschlossene Teilmenge des R"), so ist (C(D;K), || - ||.),

C(D;K) ={f|f: D —K f stetig}, (1.16)

ein abgeschlossener Unterraum von (B(D;K),|| - ||,,) und damit ebenfalls ein Banach-
raum. Ist D eine messbare Teilmenge des R (das trifft beispielsweise zu, wenn D offen
oder abgeschlossen ist), so ist fiir 1 < p < oo der Raum (L?(D;K) der zur p-ten Potenz
Lebesgue-integrierbaren Funktionen, d.h. diejenigen messbaren Funktionen, fiir die

i1, = ([ If(:r)l”dfvf <o (1.17)

gilt, mit dieser Norm || - ||, ein Banachraum, wenn wir fast iiberall gleiche Funktionen in
Aquivalenzklassen zusammenfassen (siehe Analysis 3, Kapitel 4).
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Folgenriume. Fiir D = N ist B(D;K) identisch mit dem Raum aller beschréinkten
Folgen. Wir bezeichnen ihn mit £°°(K),

(°(K) ={z: v = (zg)ken, 2k €K, sup|zg| < oo}, |z, =sup |z . (1.18)
keN keN
Als Spezialfall von (1.15) ist £*°(K) natiirlich ebenfalls ein Banachraum. Wir betrachten
die Teilmengen

¢(K) ={x: © = (zx)ken ist konvergente Folge in K}, (1.19)
co(K) = {z: 2 = (xy)ren ist Nullfolge in K} . (1.20)

Satz 1.2 Es gilt ¢o(K) C ¢(K) C £°(K). Versehen mit der Supremumsnorm sind cy(K)
und ¢(K) Banachriume.

Beweis: Ubungsaufgabe, es geniigt zu zeigen, dass ¢(K) abgeschlossener Unterraum von
£°(K) und ¢y(K) abgeschlossener Unterraum von ¢(K) ist. O

Wir betrachten aufierdem den Raum c.(K) aller endlichen Folgen,
ce(K) = {z: © = (zx)ren, es gibt ein N € N mit z; = 0 fiir alle k > N}. (1.21)

Der Raum c,(K) ist ein Unterraum von co(K), er ist aber nicht abgeschlossen, also auch
kein Banachraum, vielmehr gilt (Ubung)

o(K) = co(K) . (1.22)

Ist © = (xy)ren Folge in K so definieren wir

lll, = (Z |33k|p) L 1<p<oo, (1.23)
k=1
und den Raum ¢?(K) der zur p-ten Potenz summierbaren Folgen
O(K) ={z: z = (Tk)ren, 71 €K, [|z]|, < 00} . (1.24)
Satz 1.3 Der Raum (£*(K),|| - ||,) ist ein Banachraum fir 1 < p < cc.

Beweis: Fiir z € ¢?(K) gilt zunéchst
[z]l,=0 <« Z|$k\p=0 & |zgl=0firallek < z=0.
k=1

Sind z € #(K), a € K, so gilt

1

o] D o]
o], = (Z\au\”) = laf (Z\ml”) = |alllll, -
k=1 k=1

S



Sind z,y € P(K), so gilt fiir alle N € N

N 3 N ’ N »
(zmym) s(zw) +(z|yk|p) |
k=1 k=1 k=1

das ist gerade die Minkowskische Ungleichung im RY. Es folgt

N

Z ok + yel” < (2|, + llyll,)?, fir alle N € N,
k=1

Grenziibergang N — oo liefert
[e o]
D Lok yel” < (llall, + llyll,)?
k=1

also
lz +yll, < [z, +[yll, -

Also ist #°(K) ein normierter Raum. Sei nun (z"),cn eine Cauchyfolge in /(K). Dann
gilt fiir alle k,n,m € N

o0
[z — 2P <Y |2 — 2P = |2 — 2™|p,
]_1

also ist (z})nen Cauchyfolge in K fiir alle k£, daher existiert
zp = lim zj .

n—oo

Fiir alle k,n, m, N gilt nun (Minkowski)

N % N p% N %
(zw,: —wW) < (Z\xz—xmp) + (z\x;:—xzov)
k=1 k=1

k=1

1
N P
< [le" = ™[], + (Z |z} = 9612”\”) : (1.25)

k=1

Sei € > 0 beliebig, wihle M so grof3, dass
|z" —2™|, <e, fiirallen,m> M. (1.26)

Wir wihlen nun zu jedem N € N ein m(N) € N mit m(N) > M und

v ;
(Z ™~ °°|) <e. (1.27)

k=1

Aus (1.25) — (1.27) folgt
N 1
(Z |z}, —x,§°|p) <2, firallen> M, NeN
k=1
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Grenziibergang N — oo liefert
2" — 2|, < 2e, firallen> M.

Hieraus folgen z*° = (2 — 2") + 2" € ?(K) und 2" — 2z in #(K). O

Lineare stetige Abbildungen. Sind X und Y normierte Rdume, so ist eine Abbildung
f: X — Y definitionsgeméf stetig auf X genau dann, wenn

f(lim z,) = lim f(z,) (1.28)

gilt fiir alle konvergenten Folgen (z,)nen in X. Aus der Analysis wissen wir, dass dazu
dquivalent sind die Aussagen

F7HO) ist offen fiir jede offene Menge O C Y,
und
f1(A) ist abgeschlossen fiir jede abgeschlossene Menge A C Y.

f ist stetig in einem Punkt z € X, falls (1.28) gilt fiir alle gegen x konvergenten Folgen
(xn)neN-

Satz 1.4 Seien (X, || - ||x), (Y;|| - |lv) normierte Riume, sei T : X — Y linear. Dann
sind dquivalent:

(i) T ist stetig auf X.
(1) T ist stetig in 0.
(#i) Es gibt ein C > 0 mit
T (x)|ly < C|lz|lx, firalleze X. (1.29)
(iv) T ist lipschitzstetig auf X mit Lipschitzkonstante C.
Beweis: “(iii)=-(iv)”: Fiir alle z,y € X gilt

IT(2) = TW)lly = 1T (z = y)lly <Cllz —yllx -

“(iv)=(i)=(ii)”: klar.
“(ii)=-(iii)”: Kontraposition. Sei (iii) nicht giiltig. Wir wéhlen eine Folge (2, )nen in X
mit

1T (zn)lly > nllznlly - (1.30)
Wir setzen .
Zn = 1 Tn,
n|zn || x

das ist moglich, da z, # 0 wegen (1.30). Es folgt z, — 0, aber ||T(2,)|l > 1 und daher
T(z,) - 0, also gilt (ii) nicht. O



Nicht alle linearen Abbildungen sind stetig. Beispiel: Die Einheitsvektoren {e; : k € N}
bilden eine Basis des c.(K). Wir definieren eine lineare Abbildung T : ¢.(K) — K durch
T(ey) = k, dann ist ||ex||., =1 und |T(ex)| = k, also ist (iii) in Satz 1.4 nicht erfiillt.

Wir werden im Folgenden ||z|| statt ||z||x schreiben, wenn klar ist, welche Norm gemeint
ist. Und wir werden schreiben Tz statt T'(x).

Definition 1.5 (Isomorphismus)

Seien X,Y normierte Riume. Ist'T : X — Y eine bijektive lineare stetige Abbildung, und
ist T~! ebenfalls stetig, so heift T ein Isomorphismus (von X nach Y ). Gilt auferdem
|\ Tz|| = ||z|| fir alle x € X, so heifit T isometrisch. X und Y heiflen (isometrisch) iso-
morph, falls es einen (isometrischen) Isomorphismus von X nach'Y gibt. In diesem Fall

schreiben wir X ~Y (X 2 Y ). Fin isometrischer Isomorphismus heifit auch Isometrie.
O

Offensichtlich gilt (und ebenso fiir “2”)
X~Y, Y72 = X~2Z. (1.31)
Ist T : X — Y ein Isomorphismus, so gibt es nach Satz 1.4 Konstante C'; und C mit
|Tz|| < Cillz||, ||z||= T 'Tz| < Cy||Tz||, fiir alle z € X. (1.32)

Betrachten wir zwei verschiedene Normen || - [|; und [ - || auf X, so ist die Identitét auf
X genau dann ein Isomorphismus, falls es Konstante C; und Cy gibt mit

lz|ls < Cyillz|l2, ||z]le < Collz||1, fiir alle z € X. (1.33)

In diesem Fall heifien die Normen || - |1 und || - ||, &quivalent. Aus der Analysis wissen
wir bereits, dass auf dem K" alle Normen dquivalent sind. Als unmittelbare Verallgemei-
nerung erhalten wir den folgenden Satz.

Satz 1.6 Sind X,Y endlichdimensionale normierte Riume mit dim(X) = dim(Y'), so
gilt X ~ Y.

Beweis: Sei dim(X) = n, {vy,...,v,} Basis von X, seien ey, ..., e, die Einheitsvektoren
im K". Wir definieren

T:K" —)X, T.TZZ.Z‘ZU, falls LL‘:Z.TZQ
i=1 i=1
Wir rechnen unmittelbar nach, dass durch
z]lx = 7=

eine Norm auf K" definiert wird; 7" ist dann eine Isometrie. Verfahren wir analog mit Y,
so erhalten wir
X=ES ) lx) = &S (- v) =Y



Sind X,Y endlichdimensionale Vektorrdume mit ¥ C X, Y # X, so ist dim(Y) <
dim(X), und X und Y sind nicht isomorph. Im Unendlichdimensionalen ist die Situation
nicht so einfach. So ist ¢o(K) C ¢(K), ¢o(K) # ¢(K), aber es gilt

co(K) ~ ¢(K). (1.34)
Ein Isomorphismus 7" : ¢(K) — ¢y(K) wird definiert durch

(Tz); = limz;, (Tx)y=x5_1— limz;, k>2, (1.35)
j—o0

j—00
mit der Umkehrabbildung S : ¢o(K) — ¢(K),

(SY)k = Y1+ y1 - (1.36)

Man rechnet leicht nach, dass T'o S und S o T die Identitéit auf ¢(K) bzw. ¢(K) liefern,
und dass [|Tz||,, < 2|z]|, und ||Sy|l, < 2||lyll, fir alle z € ¢(K) und alle y € ¢(K)
gelten.

Satz 1.7 Seien (X1, || - ||l1),---, (Xm, || - ||m) normierte Riume. Dann werden auf dem
Produktraum

X=][Xi=Xix - xXpn (1.37)
=1

fir v = (x1,...,Zm) € X durch

n O\
ol = mas [zl ||:c||,,=<2||xi||f) , (1.38)
- =1

Normen || - ||, fiir 1 < p < oo definiert, die alle dquivalent sind. Eine Folge (x™)nen in X
konvergiert gegen ein x = (z1,...,%,) € X genau dann, wenn alle Komponentenfolgen
(27 )nen gegen x; konvergieren. X ist vollstindig genau dann, wenn alle X; vollstindig
sind.

Beweis: Ubung. O

Folgerung 1.8 Sei X normierter Raum. Dann sind die Addition + : X x X — X und
die Skalarmultiplikation - : K x X — X stetig.

Beweis: Aus z,, — = und y,, — y folgt
0 < [[(@n +yn) = (+ Y| < ll2n — 2/l + [[yn — Il = 0,
aus o, — « und z,, — z folgt

0 < llom@n — az|| < |on| ||z, — || + |an — af ||z]| = 0.



Definition 1.9 (Operatorenraum, Dualraum)
Seien X,Y normierte Riume. Wir definieren

LX;Y)={T|T: X =Y, T ist linear und stetig} .

Der Raum L(X;K) heifit der Dualraum von X und wird mit X* bezeichnet.

Aus der Linearen Algebra ist bekannt, dass L(X;Y") ein Vektorraum ist.

Satz 1.10 (Operatornorm)
Seien X,Y normierte Riume. Dann wird durch
[ T]|

T =
I7l= 5o el

eine Norm auf L(X,Y) definiert, sie heifst die Operatornorm. Es gilt
[Tzl < Tl |=]|, fir allex € X,

und weiter
IT||= sup |Tz||= sup [Tz,

zeX, ||lz[|<1 zeX, [|z]|=1

sowie

IT|| =inf{C : C > 0, ||Tz|| < C||z|| fiir alle z € X} .

Ist Y ein Banachraum, so ist auch L(X,Y) ein Banachraum.

Beweis: Sei T € L(X;Y), sei C > 0 mit ||Tz|| < C||z| fiir alle z € X, wir setzen

T
M = sup M
zex,az0 ||Z]

(1.39)

(1.40)

(1.41)

(1.42)

(1.43)

Es ist M < C, also M endlich und ||Tz|| < M||z|| fir alle x € X. Damit ist ||| € Ry,

und (1.41) und (1.43) gelten. Aus (1.41) folgt

sup |[Tz|| < sup |Tz| < [T,
zeX, |lo]=1 zeX, |zl <1

und wegen
17zl _ T(ge)

=l

folgt (1.42). Es ist

IT|=0 < |Tz||=0firalltze X & Tzx=0firallezeX <& T=0,

und weiter fiir « € K

lT[| = sup [[oTz| = [af sup ||Tz|| = |af [T,

llzf|=1 llzl[=1



sowie fiir S,T € L(X;Y)

IS+ Tl = sup |[Sz+ Tzl < sup [|Sz|| + sup [|T=z]| = [|S]] + [T

llz(l=1 llzl|l=1 llzll=1

Die Normeigenschaften sind also erfiillt. Wir zeigen nun die Vollstdndigkeit. Sei (7,)nen
Cauchyfolge in L(X;Y). Wegen

[Tz = Tnz|| = [(Th — Ton) (@)[| < [T0 = Tl |||
ist auch (7,,2)nen fiir jedes x € X eine Cauchyfolge in Y. Durch (Y ist vollsténdig)

Tx = lim T,z
n—,oo

wird daher eine Abbildung 7' : X — Y definiert. Seien z,2z € X, o, € K, dann ist
oTr+ fTz=a lim Tyz + B lim T,z = lim (oTpz + BT,2)
n—oo n—oo n—0oQ
= lim T, (az + Bz) = T(az + Bz),
n—00
also ist 7" linear. Wegen (die Norm ist stetig)
[Tz]| = || lim Tpzf| = lim [[Toz]| < (sup ||T,[))]«]
ist T stetig. Es bleibt zu zeigen, dass ||T;, — T|| — 0. Sei ¢ > 0. Wir wihlen N € N mit
|7, — T,n|| < e fiir alle n,m > N. Fiir beliebiges z € X mit ||z|| = 1 gilt
\(T — Tl < [T — T)all + (T — Thall < [T — Tl + [Ton — T,
also folgt fiir n > N, indem wir m hinreichend grof§ wéhlen,
(T = T)z|| < 2e,

und damit ||T,, — T'|| < 2¢ falls n > N. O
Beispiel 1.11

1. D kompakter metrischer Raum, X = C(D;K) mit Supremumsnorm, a € D, T, :
X = K T,z = z(a). T, ist linear, und |Tpz| = |z(a)| < ||z||,, mit Gleichheit,
falls = eine konstante Funktion ist. Also ist T, stetig und ||7,|| = 1. T, heifit das
Dirac-Funktional im Punkt a.

2. X =(C([a,b];R) mit Supremumsnorm, 7 : X — R

Tmz/abx(t)dt.

T ist linear,
b
el =| [ ot dt\ < (b= a)llall.

mit Gleichheit, falls z konstant ist, also ist T stetig und ||T|| = b — a.
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3. X = L'([a, b]; R) mit L'-Norm, T wie eben, dann ist

[ =0 i < [ (o) dt = ]

mit Gleichheit, falls z konstant ist, also ist T stetig und ||T’|| = 1.

Ta| =

4. X wie eben, f € C([a,b;R), T: X — R,

Ta = / F)a(t) dt.

T ist linear, und

b b
\Tx\S/ If(t)Hx(t)ldtSHflloo/ (&) dt = || flloo Il

also ist T stetig und ||T|| < ||f|l- Um die Gleichheit nachzuweisen, wihlen wir
ts € [a,b] mit f(t,) = || fll, (falls das Betragsmaximum im Negativen angenommen
wird, gehen wir zu —f bzw. —T i{iber). Sei nun € > 0, € < ||f||,.- Wir wéhlen ein
Intervall I mit ¢, € I C [a,b], so dass f(t) > || f||, — ¢ fiir alle ¢ € I gilt, und setzen
(|I] bezeichnet die Lénge von I)

1 L, tel
r=—17, alsoz(t) =< !’ ’
] ! ) {0, sonst .

Dann ist ||z||; = 1 und
b 1 1
2| = / F(t)z(t) dt\ - / () 7 e > / (1l = &) e = 1 =

Es folgt | T[] > [|f|l, — & und damit || T = [|f]|.

5. Sei D = (0,1) x (0,1), k € L?(D;R). Vermittels ¥ wollen wir auf X = L?((0,1); R)
einen Integraloperator 7' : X — X definieren durch

(T2)(s) = /0 k(s )zt dt, s € (0,1).

T ist linear. Es gilt (die Wohldefiniertheit der Integrale folgt aus dem Satz von
Fubini bzw. Tonelli, die zweite Ungleichung aus der Holderschen Ungleichung)

||T:1:||%2((0,1);R):/01 (/Olk(s,t)x(t)dt) dsg/ol (/01 \k(s,t)\|m(t)|dt>2ds
< /01 (/01 |k(s,t)\2dt) - (/01 \x(t)|2dt> ds

1 1
= JlelZ2 0. / / (s, £) [ dt ds

also ist T' stetig und

1
1 1 2
||T||s(/0 / |k(s,t>|2dtds) — Ikl -

10
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6. Sind X,Y normierte Riume und ist dim(X) < oo, so ist jede lineare Abbildung
T:X — Y stetig: Sei {v1,...,v,} Basis von X, dann gilt fiir

n
x:inviEX, z; €K,
i=1

dass

ITz]| =

n
E $iT’Ui
=1

n n
<3 Jal ITwll < moax [Tl ]
=1 - =1

also n
ITI < max |ITwil, falls etwa. [l = ol

i=1

7. Ist T : R* — R™ linear, T(z) = Az mit einer Matrix A € R(™™ 5o 148t sich
L(R*; R™) mit dem Raum R(™™ aller m x n-Matrizen identifizieren, die Operator-
norm wird dann zu einer sogenannten Matrixnorm, deren Form von der Wahl der
beiden Normen im R™ und R™ abhéingt. Matrixnormen spielen eine grofle Rolle bei
der Konstruktion und Analyse von Algorithmen in der Numerischen Mathematik.

O

Lemma 1.12 Seien X,Y, Z normierte Ridume, T : X — Y und S : Y — Z linear und
stetig. Dann ist auch SoT : X — Z linear und stetig, und

[So Tl < ISIHT]l- (1.44)

Beweis: Fiir alle x € X gilt ||(S o T)z| < ||S||||T=| < |IS|| |T]| ||=||- Die Behauptung
folgt nun aus Satz 1.10. |

Halbnormen und Quotientenrdume.

Definition 1.13 (Halbnorm)
Sei X Vektorraum diber K. Eine Abbildung p : X — [0,00) heifit Halbnorm auf X, falls
gilt

p(ax) = |a| p(x) fir allea € K, z € X, (1.45)

p(z+vy) <plz)+p(y) fiir alle z,y € X. (1.46)
Ist p eine Halbnorm auf X, so heifit (X, p) halbnormierter Raum.

Aus (1.45) folgt natiirlich p(0) = 0, aber p(z) = 0 impliziert nicht x = 0. Jede Norm
ist eine Halbnorm. Jede lineare Abbildung 7 : X — Y, (Y,¢) halbnormierter Raum,
definiert eine Halbnorm auf X durch

p(z) = q(Tz). (1.47)
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Beispiele:

X =R", px)=lz, (1.48)
X =B(D;K), a€D, p(z)=lz(a)l, (1.49)
X =L"(0,1;R), px)= /01 z(t) dt| , (1.50)
X=C'(0,1B), p) =l (151)
Ist X Vektorraum, U Unterraum von X, so wird (siehe Lineare Algebra) durch
r~pz & x—2€U (1.52)
eine Aquivalenzrelation auf X definiert. Sei
] ={z:2€ X, x ~y 2} (1.53)
die Aquivalenzklasse von X. Der Quotientenraum X /U ist definiert durch
X/U=A{[z]:x € X}. (1.54)
Mit der durch
[z] + [yl = [z +y], alz]=][ag] (1.55)

definierten Addition und Skalarmultiplikation wird X/U zum Vektorraum, und die Ab-
bildung
Q:X—-X/U, Qr=]lz], (1.56)

ist linear und surjektiv.
Satz 1.14 (Quotientennorm) Sei X normierter Raum, U ein Unterraum von X.

(i) Durch
p([z]) = dist (2, U) = inf [|lz - 2| (1.57)

wird eine Halbnorm auf X /U definiert mit
p([z]) < ||=||, fiir alle x € X. (1.58)
(i) Ist U abgeschlossen, so ist p eine Norm.
(i1i) Ist X Banachraum und U abgeschlossen, so ist (X/U,p) ebenfalls Banachraum.
Beweis: Teil (i) ist Ubungsaufgabe. Zu (ii): Ist
0= p(la]) = inf flo — 2|

so gibt es eine Folge (z,)nen in U mit ||z — z,|| — 0, also 2, — x und damit (wenn U
abgeschlossen) z € U, also [z] = 0. Zu (iii): Zunéchst beweisen wir: Sind z,y € X, so
gibt es ein § € [y] mit

15—zl < 2p(ly — =]). (1.59)
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Ein solches ¢ erhalten wir, indem wir zunéchst z € U wéahlen mit

ly —z — 2]| < 2p(ly — z])

und dann § = y— 2 setzen. Sei nun ([z,])nen eine Cauchyfolge in X/U. Nach eventuellem
Ubergang zu einer Teilfolge konnen wir annehmen, dass

P([@ns1] = [2a]) <277

Wiihle nun gemé$ (1.59) #; € [z;] und fiir n > 1 ein %,, € [z,] mit

120 — Znall < 2p([zn] = [2n])- (1.60)

Dann gilt fiir alle n,p € N

p p
[Zntp — Znll < Z |Zn4j — Tntjrll < ZQ LTI <92
7j=1 Jj=1

also ist (%, )nen eine Cauchyfolge in X. Da X vollsténdig ist, existiert x = limy,en Z,. Aus
(1.58) folgt

0 < p([zn] = [2]) = p([2n] — [2]) < ||Zn — =] = 0,
also [z,] — [z] in X/U. O
Beispiel: X = C([0,1]), U ={z:z € X, 2(0) = 0}. Es ist

z~py < z(0) =y(0),
und man sieht leicht, dass
p([z]) = |z(0)], X/U=R.

Die Abbildung T : X/U — R, T([z]) = z(0), ist eine Isometrie.

Dichte Teilmengen. Eine Teilmenge A eines metrischen Raumes (X, d) heiit dicht in
X, falls B
A=X (1.61)

gilt. Offensichtlich gilt: Ist A dicht in (X, d), und ist B dicht in (A4, d4), so ist B dicht in
(X, d).

Definition 1.15 (Separabler Raum)

FEin metrischer Raum (X, d) heifit separabel, wenn es eine endliche oder abzihlbar un-
endliche Teilmenge A von X gibt, welche dicht ist in X. O
Beispiel: Q" ist dichte Teilmenge von R™, also ist R" separabel. Analoges gilt fiir C".
Satz 1.16 Der Raum (C([a,b];K), || -||,) ist separabel.

Beweis: Nach dem Approximationssatz von Weierstrafl (siche Analysis 2) ist die Menge
P aller Polynome dicht in C([a, b]; K). Die Menge aller Polynome mit rationalen Koeffi-
zienten ist abzéhlbar und in P dicht, also auch in C([a, b]; K). a
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Satz 1.17 Sei X normierter Raum, (Zn)nen Folge in X mit X = span{xz, :n € N}.
Dann st X separabel.

Beweis: Ubung. O

Satz 1.18 Der Raum (*(K) ist separabel fir 1 < p < oo. Der Raum £*(K) ist nicht
separabel.

Beweis: Fiir p < oo gilt #(K) = span{e, : n € N}, also folgt die Behauptung aus Satz
1.17. Sei p = co. Fiir M C N definieren wir 2 € ¢*°(K) durch

w1 keM,
k 0, k¢ M.

Sind M, N C N mit M # N, so ist ||z™ — 2| =1, und

1
ist eine {iberabzidhlbare Menge disjunkter offener Kugeln. Ist A eine dichte Teilmenge, so
muss sie auch in jeder dieser Kugeln dicht sein, daher kann sie nicht abzdhlbar sein. O

Analog gilt, dass (D C R" offen) der Raum (L*(D; K), || - || ) separabel ist fiir 1 < p < oo,
aber nicht separabel fiir p = oo. Dies folgt fiir p < oo daraus, dass C*°(D) dicht in
(LP(D), |- Il,,) liegt und (analog zu Satz 1.16) die Polynome mit rationalen Koeffizienten
eine dichte Teilmenge von C*°(D) bilden.

Satz 1.19 Seien X normierter Raum, Y Banachraum, U ein dichter Unterraum von X
und S : U — Y linear und stetig. Dann g¢ibt es genau eine lineare stetige Abbildung
T:X—>Y mitT|U=S, und es gilt ||T]| = ||5]-

Beweis: Zu z € X wihlen wir eine Folge (z,)neny in U mit z, — z und setzen Tx =
lim,,_, o Sx,. Dieser Limes existiert, da mit (z,)nen auch (Sz,),en eine Cauchyfolge und
Y vollstandig ist. Die Behauptungen ergeben sich nun direkt aus den Definitionen und
elementaren Figenschaften der Operatornorm und von konvergenten Folgen, Details sind
ausgefiihrt im Beweis von Satz 13.15 (Analysis 4). O

Dualrdume. Ist X ein normierter Raum, so ist nach Satz 1.10 der Dualraum X* =
L(X;K) ein Banachraum.

Satz 1.20 Sind p,q € (1,00) mit

1 1
) + . =1, (1.62)
so gilt
(PP(K))* =2 (K). (1.63)

Beweis: Wir wollen eine Isometrie 7' : £7(K) — (¢?(K))* definieren durch
(Tz)(y) =D wryr, z€L(K), yer(K). (1.64)
k=1
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Es gilt nach der Hélderschen Ungleichung

N N N 117
NP (zw) - (z\yk\p) < lell, ol
k=1 k=1 k=1

also ist die Reihe ), x4y, absolut konvergent, und

q

(T2) ()] <D lzael < llll, yll, -
k=1

Daher wird fiir festes € ¢7(K) durch (1.64) eine lineare stetige Abbildung 7'z : ?(K) —
K definiert mit
1Tz < |zll, - (1.65)

Also ist T : #9(K) — (/7(K))* wohldefiniert. Aus (1.64) folgt, dass T linear ist, und aus
(1.65), dass T stetig ist. T ist injektiv, da (T'z)(ex) = xx, und also Tz = 0 auch 2, = 0
fiir alle £ impliziert. Wir zeigen, dass T surjektiv ist. Sei y* € (/7(K))* beliebig. Wir
definieren z = (xy)gen durch

xp = y*(eg) - (1.66)

Fiir ein y € ¢.(K) der Form

N
y:Zykek, yu €K, NeN, (1.67)
k=1

gilt dann

y'(y) =y’ (Z yk€k> =) ukyt(er) = Y Uk (1.68)

Wir wihlen nun
i = |2k "sign () - (1.69)

Dann gilt

q-1) _

y|P = |k \z|? = Tryi,

und aus (1.68) folgt

N N N % N %
D el = mye =y ) < vl llwll, = vl (Z \ml”) = |ly*|| (Z \fﬂk\q) ;
k=1 k=1 k=1 k=1

also

N .
(Z \$k|q) <Ily"ll- (1.70)
k=1
Grenziibergang N — oo liefert x € £4(K) und
lzlly < 11yl - (1.71)
Aus (1.64) und (1.68) folgt

(Tz)(y) =y*(y), fiiralley € c.(K).
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Nun ist c.(K) dicht in (£(K), || - [|,), also folgt aus Satz 1.19
Tz =vy", (1.72)

also ist 7" surjektiv, und aus (1.65) und (1.71) folgt ||Tz|| = ||z||,, also ist T Isometrie. O

Ohne Beweis geben wir einige weitere Ergebnisse zur Darstellung von Dualrdumen an. Es
gilt

coR)* 2 H(K), HK)*=P(K). (1.73)
Analoge Sétze gelten fiir Funktionenrdume. Ist D C R" offen, so gilt
1 1
LP(D;K)* = LY(D;K), 1<p<oo, —-+-=1. (1.74)
p q

Fiir p = 2 folgt (1.74) aus der Hilbertraumtheorie (spéter). Fiir beliebiges p € (1, 00)
erhalten wir analog zum Fall des Folgenraums ¢?(K) durch

(Tz)(y) = /Dx(t)y(t) dt, z € LiD;K), ye LP(D;K), (1.75)

eine lineare stetige Abbildung T : LY(D;K) — LP(D;K)* mit |[Tz|| = [[z|,. Aus der
Hélderschen Ungleichung folgt ndmlich

(T2)0)| < [ Jalo) (o) dr < ( /| \x(t)\th); ( / \y(t>|pdt)’l’=||x||q||y||p, (1.76)

und fiir
y(t) = sign (x(t))[(t)|""
gilt |y(¢)|? = |x(t)|? und daher

(T)(y) = / £(t)sign (x(t) 2(t) " di = / 2(t)] dt

= ([ st |th)" (f |x<t>|th)p:||x||q||y||,,.

Zum Beweis der Surjektivitét von 7" konstruiert man zu gegebenem y* € LP(D;K)* ein
x € LU(D;K) mit T = y* mit Hilfe des Satzes von Radon-Nikodym aus der Maf$- und
Integrationstheorie.
Weiter gilt

LY(D;K)* = L®(D;K). (1.77)
Der Darstellungssatz von Riesz besagt, dass fiir kompaktes D C R* der Raum C(D; R)*

isometrisch isomorph ist zum Raum aller signierten reguldren Mafle auf der Borel-o-
Algebra auf D, insbesondere gibt es zu jedem y* € C(D;R)* ein solches Maf} p mit

¥ (y) = /D ydp . (1.78)

16



2 Hilbertraume

Definition 2.1 (Skalarprodukt, Prihilbertraum)
Sei X ein K-Vektorraum. FEine Abbildung (-,-) : X x X — K heifit Skalarprodukt auf X,
falls gilt

(x,z) >0, fir allex € X mitx #0, (2.1)

(z,y) = (y,z), firallezx,ye X, (2.2)
(ax + Py, z) = alx,z) + B{y,z) , firalex,y,z€ X und alle a, f € K. (2.3)

(X, {-,-)) heifit dann Prdihilbertraum. O

Aus (2.2) und (2.3) folgt unmittelbar
(r,ay + Bz) =a(z,y) + B{x,z), fiirallez,y,z€ X und alle o, B € K. (2.4)

Im Fall K = R ist ein Skalarprodukt also nichts anderes als eine symmetrische positiv
definite Bilinearform.

Satz 2.2 (Schwarzsche Ungleichung, Hilbertraum)
Sei (X, {(-,-)) Prahilbertraum. Dann wird durch

[z]] = /{2, z) (2.5)
eine Norm auf X definiert, fir die die Schwarzsche Ungleichung
[z, ) [ < lzllllyll,  fir alle z,y € X, (2.6)

gilt. Ist X wollstindig, so heifit X Hilbertraum.

Beweis: Wir zeigen zuniichst (2.6). Seien z,y € X mit y # 0. Fiir jedes a € K gilt

0< (z+ay,z+ay) = (z,2) + afz,y) + @ (z,y) + o’ (y,9) .

Setzen wir speziell

o= B9
(v, y)
so folgt
TN 2
0< (z,2) _olm )y | e y)| ,
(v, y) (Y, y)
und weiter

0 < (z,z) (y,y) — | {z,y) |,

also gilt (2.6). Nun die Normeigenschaften. Aus ||z| = 0 folgt (x,z) = 0 und damit z = 0
wegen (2.1). Fiir « € K und z € X gilt

laz||* = {aw, az) = a@ (z,2) = |||
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Die Dreiecksungleichung gilt wegen

2+ ylI* = ll=ll* + (2, ) + (&, v) + Iyll® < Nll® + 2/l [y ]| + lly]?

= (llzll + llyl)*-
O
Aus (z,y) = (y,z) folgt Re (z,y) = Re (y, ), und es gilt
Iz +ylI* = [l2]* + 2Re (z,y) + lylI*, fir alle 2,y € X. (2.7)

Aus der Schwarzschen Ungleichung folgt unmittelbar (siehe Ubung), dass das Skalarpro-
dukt (-,-) — K stetig ist.

Beispiele fiir Hilbertrdume: Zunéchst

X=K", (x,y)szk%, (2.8)
k=1
und weiter o
X =LK, (z,9)=)> =Tk, (2.9)
k=1
sowie
X=L(DK), (o) = [ @, (2.10)
D

fir D C R™ offen. In den Féllen (2.9) und (2.10) folgt die Wohldefiniertheit des Ska-
larprodukts aus der Holderschen Ungleichung, und die aus (2.5) resultierende Norm ist
gerade die uns bereits bekannte.

Satz 2.3 (Parallelogrammgleichung)
Sei X Prdahilbertraum. Dann gilt

Iz +ylI* + llz = ylI* = 2=l + llylI*) , ~ fir alle 2,y € X, (2.11)

Beweis: Direktes Ausrechnen mit der Definition (2.5) und den Eigenschaften des Skalar-
produkts. O

Ebenso direkt kann man ausrechnen, dass sich in einem Prihilbertraum das Skalarprodukt
durch die Norm ausdriicken 148t, und zwar
1
(@y)=7(lz +9I° = lle—9l*), K=R, (2.12)
und
1 . . . .
(@ yy = 7=+ yll* = llz — ylI* + ill= + iy|* — illz — "), K=C. (2.13)

Ist X ein normierter Raum, in dem die Parallelogrammgleichung (2.11) nicht gilt, so kann
es natiirlich kein Skalarprodukt geben, welches diese Norm geméf (2.5) erzeugt. Auf diese
Weise 148t sich zeigen (Ubung), dass (C(D;K),|| - ||..), D kompakter metrischer Raum,
kein Prahilbertraum ist.

Gilt (2.11) in einem normierten Raum, so 18t sich zeigen, dass durch (2.12) beziehungs-
weise (2.13) ein Skalarprodukt definiert wird, also X ein Prihilbertraum ist (ohne Beweis).
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Satz 2.4 (Projektionssatz)
Sei X Hilbertraum, sei K C X nichtleer, konvexr und abgeschlossen. Dann gibt es zu
jedem x € X genau ein y € K mit

lz =yl = inf [z — 2| (2.14)

Die Zuordnung x — vy definiert also eine Abbildung Pk : X — K, sie heifst Projektion
auf K.

Beweis: Sei z € X, sei (Y5 )nen Folge in K mit
Jim [lz —yu|| = inf ||z — ]| = d.
Aus der Parallelogrammgleichung folgt

2(llz = yall®* + 2 — ymll®) = 1122 — (v + y)I* + ¥ — yull®,

also
Yo + Ym ||’
lyn = ymll” = 2(ll2 = gull* + |7 = ymll") = 4 |2 = == (2.15)
Da K konvex ist, ist
Yn + Ym €K
2
also folgt
0 < [lyn = ymll® < 212 — yull® + [l — yml|*) — 4d*, (2.16)
also ist (y,)nen eine Cauchyfolge in X. Da X vollstindig ist, existiert
y = lim y,, (2.17)
n—oo
und da K abgeschlossen ist, gilt y € K. Aus der Stetigkeit der Norm folgt
o= yll = tim fl& — gull = d.
n—oo
Damit ist die Existenz von y bewiesen. Ist nun § € K mit ||z — g|| = d, so gilt wie in
(2.15)
y+ 3’ y + 7|’
Iy =17 =200 =l + o= ) = o - L5 | a2 = afo - 157
<0, da % €K,
also y = 9. |

Satz 2.5 (Variationsungleichung)
Ser X Hilbertraum, K C X nichtleer, konver und abgeschlossen. Dann gibt es zu jedem
x € X genau einy € K mit

Re (x —y,z—y) <0, firalezeK, (2.18)

und es gilt y = Pkz.
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Beweis: Eindeutigkeit: Sind y, § € K Losungen von (2.18), so gelten

OZRQ <x_y’g_y>a

Addition liefert

0>Re G-y, 5—y) =7—yl,
also y = . Es bleibt zu zeigen, dass Pxx eine Losung ist. Sei z € K, t € [0, 1] beliebig,
dann gilt (1 —t)Pgzx +tz € K, also

|z — Pxz|]* < ||z — (1 — t)Pgx — tz|?
= ||z — Pxz||* + 2Re (zx — Pgx,t(Pxx — 2)) + t*|| Pxx — 2||?,

also (Division durch ¢t)
0 < 2Re (r — Pxxz, Pgx — 2) + t|| Pz — 2||?,

Grenziibergang t — 0 liefert die Behauptung. O
Fiir K = R wird aus (2.18) natiirlich

(x—y,z—y) <0, firalleze K. (2.19)

Folgerung 2.6 Sei X Hilbertraum, K C X nichtleer, konver und abgeschlossen. Dann
gilt
|Pxz — PgZ|| < ||t —Z||, fir allez,z € X. (2.20)

Beweis: Ubung. O

Folgerung 2.7 Sei X Hilbertraum, U abgeschlossener Unterraum von X. Dann ist Pyx
das eindeutig bestimmte Element y € U, fiir welches gilt

(x—y,2)=0, firallezeU. (2.21)

Beweis: Da mit z € U auch z + Pyz € U gilt, folgt aus (2.18)
Re (x — Pyz,z) <0, firalle z € U, (2.22)

setzen wir —z fiir z ein, so folgt Re (x — Pyx,z) = 0, und mit iz statt z folgt auch
Im (x — Pyzx, z) =0, also (2.21). Umgekehrt ist ein y € U, welches (2.21) erfiillt, Losung
der Variationsungleichung (2.18). O

Definition 2.8 (Orthogonalitét)
Sei X Prdihilbertraum. Gilt fir x,y € X

(z,y) =0, (2.23)

so sagen unr, dass x und y orthogonal sind und schreiben xly. Ist Y C X, so definieren
wir das orthogonale Komplement Y+ durch

Yt={z:2€X, 21y firalley € Y}. (2.24)

O
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Ist z Ly, so ist (Pythagoras)
Iz +yll* = ll=[I* + lly*-

Lemma 2.9 Sei X Prihilbertraum, Y C X. Dann ist Y+ ein abgeschlossener Unterraum
von X mit Y+NY = {0}.

Beweis: Folgt direkt aus der Bilinearitét, Stetigkeit und Definitheit des Skalarprodukts.
O

Satz 2.10 Sei X Hilbertraum, U abgeschlossener Unterraum von X. Dann ist Py : X —
U linear und stetig, ker(Py) = UL, und es gilt

Py =id— Py. (2.25)

Beweis: Nach Folgerung 2.7 gilt
(x — Pyx,z) =0, firallexze X, z €U, (2.26)
also ist x — Pyx € U*. Fiir z,7 € X und o, 8 € K gilt

CEPU$+ﬁPU£Z'EU,
((ar + ) — (ePyx + BPyZ),z) =0, fiiralle z € U,

also
PU(CV.Z"F,B.{&) :O!PU.T'F/BPU.f.

Aus (2.26) folgt
relUt & PyreUt & Puz=0.

Fiir z € U+ gilt
(x — (id — Py)x,z) = (Pyzx,z) =0,

und wegen z — Pyx € U+ folgt

Aus (2.25) folgt unmittelbar
l2[* = llz — Py=||* + || Pr=|)®

und damit
|Py|| =1, fallsU # {0}.

Die Abbildung = — (Pyx,x — Pyx) liefert eine Isometrie
XD =@ xU 0 ) -
Wir kénnen X natiirlich auch als direkte Summe
X=UoaU"

im Sinne der Linearen Algebra auffassen.
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Lemma 2.11 Sei X Hilbertraum, Y C X. Dann gilt
Y+t =spanY . (2.27)
Insbesondere gilt Y-+ =Y, falls Y ein abgeschlossener Unterraum ist.

Beweis: Ubung. |

Satz 2.12 (Darstellungssatz von Riesz)
Sei X Hilbertraum. Dann gibt es zu jedem xz* € X* genau ein x € X mit

x*(z) = (z,x) , firallez € X. (2.28)

Die durch (2.28) definierte Abbildung J : X — X* ist bijektiv, isometrisch und konjugiert
linear, das heifst, _
J(ozx + By) =al(z) + BJ(y) (2.29)

gilt fiir alle z,y € X und alle o, B € K.

Beweis: Durch (2.28) wird ein lineares Funktional z* : X — K definiert. Wegen
2 ()] <zl 2l |27 (@)] = |l=]®

ist * € X*, also J wohldefiniert, konjugiert linear und ||J(z)|| = ||z||. Es bleibt die
Surjektivitidt von J zu zeigen. Sei z* € X* mit x* # 0. Wir setzen U = ker(z*). Wegen
U # X ist U # {0}. Wir wihlen ein x € U* mit 2*(z) = 1. Fiir beliebiges z € X gilt

z=z—z'(2)z+2"(2)x, z—z2"(2)relU,

also
(z,2) = (z — 2" (2)x,2) + (" (2)z, ) = 27(2) (z, x) ,

- v
-~

=0

x
zt=J ( ) ;
|2
|

Fiir den Hilbertraum X = L?(D;K) bedeutet Satz 2.12, dass zu jedem Funktional z* € X*
genau eine Funktion z € L?(D; K) existiert mit

also

z*(z) = /Dz(t)f(t) dt, fiir alle z € L*(D; K).

Ist U abgeschlossener Unterraum eines Hilbertraums X mit U # X, so gibt es ein v € X
mit
dist (z,U) = 12[f]||ac —zll=1, |z =1, (2.30)

da jedes z € U* mit ||z|| = 1 diese Eigenschaft hat. In einem Banachraum, der kein
Hilbertraum ist, gilt der Projektionssatz im allgemeinen nicht, auch nicht dann, wenn die
konvexe Menge K ein Unterraum ist, und ein € X mit (2.30) muss nicht existieren.
Stattdessen gilt das folgende etwas schwichere Resultat.
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Lemma 2.13 Sei X normierter Raum, U abgeschlossener Unterraum von X mit U # X.
Dann gibt es eine Folge (x,)pen in X mit

lim dist (z,,U) =1, ||z,||=1 /fiir allen € N. (2.31)

n—,oo
Beweis: Sei & € X \ U, sei (yn)nen Folge in U mit
lim ||Z — y,|| = dist (z,U) .
n—,oo

Da U abgeschlossen ist, ist dist (Z,U) > 0. Wir definieren

:i - yn
"= =l (2:32)
Fiir beliebiges z € U gilt
Jon = 2ll = =17 — 413 = all) | > L dist (@, 0)
T — 2| = 7z || — yn T — yn Z - ;diS .Z', y
] ]
also
1 = ||a,|| = dist (2, U) > m——dist (Z,U) — 1 fiir n — oo.
Iz = vl
(|

Folgerung 2.14 Sei X ein normierter Raum mit dim(X) = co. Dann ist die abgeschlos-
sene Finheitskugel K(0;1) = {z : z € X, ||z|| < 1} nicht kompakt.

Beweis: K (0; 1) ist Teilmenge von X und daher in natiirlicher Weise ein metrischer Raum.
Es geniigt daher, eine Folge (x,)nen in K(0;1) zu konstruieren, die keine konvergente
Teilfolge hat. Sei z; € K(0;1) mit ||| = 1. Seien zy,...,z, bereits definiert, wihle
ZTp41 gemiB Lemma 2.13 mit ||z,41]| = 1 und

1
dist (zp11,Un) > 3 wobei U, =span{x1,...,Tn} -

Dann gilt

n#m,

Ml*—‘

|2n — Zm|l >

also hat (x,)nen keine konvergente Teilfolge. O

Ist X endlichdimensional, dim(X) = n, so ist X ~ K" nach Satz 1.6. Wir haben also
insgesamt bewiesen: In einem normierten Raum ist die Einheitskugel genau dann
kompakt, wenn der Raum endlichdimensional ist.

Definition 2.15 (Orthonormalbasen)

Sei X Hilbertraum. Eine Menge S C X heifit Orthonormalsystem (in X ) falls gilt ||e]| = 1
fiir alle e € S und eLf fir alle e, f € S mit e # f. Ein Orthonormalsystem S heifst
Orthonormalbasis, falls es kein Orthonormalsystem S gibt mit S C S und S # S. a
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Eine Orthonormalbasis wird oft auch “vollstindiges Orthonormalsystem” genannt.

In der Linearen Algebra beweist man, dass jeder Vektorraum eine Basis hat. Ganz analog
beweist man, dass jeder Hilbertraum eine Orthonormalbasis hat.

Satz 2.16 Sei X ein Hilbertraum, X # {0}. Dann hat X eine Orthonormalbasis. Zu
jedem Orthonormalsystem Sy gibt es eine Orthonormalbasis S mit Sy C S.

Beweis: Sei z € X, x # 0, dann ist Sy = {z/||z||} ein Orthonormalsystem. Sei nun S
ein beliebiges Orthonormalsystem. Wir betrachten die Menge

M ={S:8D Sy, S ist Orthonormalsystem} .
M ist nichtleer, und die Inklusion von Mengen definiert eine Halbordnung “<” auf M,
Sl < SQ = Sl C 52 .

Ist V eine vollstéindig geordnete Teilmenge von M (das heiflt, fiir beliebige Sy, So € V gilt
S1 <S5 oder Sy < S7), so ist
T=Js

sey

ebenfalls ein Element von M (da aus e, f € T folgt, dass es ein S € V gibt mit e, f € S,
also |le|| = || f|| = 1 und (e, f) = 0), also ist T eine obere Schranke von V in M. Also hat
jede vollstindig geordnete Teilmenge von M eine obere Schranke. Aus dem Zornschen
Lemma folgt nun, dass M mindestens ein maximales Element S besitzt, das heifit, ein
Element, zu dem es kein S € M gibt mit S € S und S # S. Also ist S Orthonormalbasis.
O

Satz 2.17 Sei X ein separabler Hilbertraum mit dim(X) = co. Dann hat jede Orthonor-
malbasis S abzihlbar unendlich viele Elemente.

Beweis: Ist S eine iiberabzihlbare Orthonormalbasis, so ist X nicht separabel, da ||e —
fll = V2 gilt fiir Elemente e, f € S mit e # f (Argument wie im Beweis der Nichtsepa-
rabilitdt des £*°(K)). Ist S ein endliches Orthonormalsystem, und ist x ¢ U = span (S),

So ist
S { x — Pyx }
|z — Pyl
ebenfalls ein Orthonormalsystem, also S keine Orthonormalbasis. O
Lemma 2.18 Sei X ein Hilbertraum, S C X ein Orthonormalsystem. Sind e, ..., e, €

S, so gilt fiir U =span{ey,...,e,}

n

Pyx = Z (x,er)yer, firallereX. (2.33)
k=1

Es gilt auflerdem die Besselsche Ungleichung

> e [P < )l (2.34)

24



Beweis: Fiir

gilt y € U und

(T —y,e5) = (z,€5) — ) (7, ex) (e, €5) = (7,€;) — (T,€5) =0,

also auch (x —y,z) = 0 fiir alle z € U und damit y = Pyx nach Folgerung 2.7. Die
Besselsche Ungleichung folgt wegen

1Py = <Z(~T,€k> ek,Z(fc,ej>€j> =) (z,ex) (x, ¢5) (ex, €5)

k=1 j=1 k=1
n
= [z, e)
k=1
aus der Ungleichung ||Pyz|| < ||z]|- a

Folgerung 2.19 Sei X ein Hilbertraum, S C X ein Orthonormalsystem, x € X. Dann
st die Menge
Se={e:e€ S, (x,e) #0} (2.35)

endlich oder abzdhlbar unendlich.
Beweis: Wegen (2.34) kann es zu jedem m € N nicht mehr als m||z||* verschiedene e € S
geben mit | (z,e) | > 1/m. O

Ein Orthonormalsystem S in X ist linear unabhéngig und daher Vektorraumbasis des
erzeugten Unterraums span (S). Die Bedeutung der Orthonormalsysteme und -basen
liegt nun darin, dass wir auch Elemente im Abschluss span (S) darstellen kénnen, und

zwar als Grenzwert einer Reihe in der Form
o0

T = (x,ex)er, ep€S. (2.36)
k=1

Definition 2.20 (Reihe im normierten Raum)
Sei X normierter Raum, sei (xx)gen Folge in X. Falls die Folge der Partialsummen

Sp = Zxk (2.37)
k=1

gegen ein s € X konvergiert, so sagen wir, dass die zugehdrige Reihe Y o | xy konvergiert,
und definteren

Zxk =5. (2.38)
k=1

Die Reihe Y - | x heift absolut konvergent, falls

> |zl < o0 (2.39)
k=1
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Aus der Stetigkeit der Addition und Skalarmultiplikation im normierten Raum folgen die
Rechenregeln

Z(aﬁk-i-yk):Zxk-i‘Zyk, Zaﬂvk:aZxk, (2.40)
k= k=1 k=0 k=1 k=1

1

a € K| die jeweils giiltig sind, wenn die Grenzwerte auf der rechten Seite existieren.

Satz 2.21 Sei X Banachraum, sei die Reihe Y ., xx absolut konvergent. Dann ist sie
auch konvergent, und es gilt

>k

k=1

Jede Umordnung der Rethe konvergiert ebenfalls, und zwar gegen den gleichen Grenzwert.

<Y - (2.41)
k=1

Beweis: Sei .
on=>_llzxll,
k=1

dann gilt fiir die in (2.37) definierten Partialsummen fiir n > m

n

[0 — sml| < Z &l = |on — o] -

k=m+1

Da (o0,) Cauchyfolge in R ist, ist (s,) Cauchyfolge in X, also konvergent. Wegen ||s,| <
|o| folgt (2.41) aus

o0
Isll = lim [|s, || < lim |ou| = -

Sei

o
> @k, =2k, 7:N—-N bijektiv,
k=1

eine Umordnung von »  z; mit den Partialsummen
n

Sp = E Tk -
k=1

Sei € > 0. Wir wahlen M so, dass

o

Yo llzll <e,

k=M+1

und N so, dass N > M und 7({1,...,N}) D {1,..., M}. Dann gilt fiir allen > N

o

18 = sall < D Nzl <e,

k=M+1

also folgt ||5, — s,|| — 0. O
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Satz 2.22 Sei X ein separabler Hilbertraum mit dim(X) = oo, sei S = {ey : k € N} ein
Orthonormalsystem. Dann sind dquivalent:

(i) S ist Orthonormalbasis.
(ii) S+ ={0}.
(iii) X = span (S).
(iv) Fir alle xz € X gilt
x = i (z,ex) ex . (2.42)
k=1

(v) Fir alle z € X gilt die Parsevalsche Gleichung
Izl = [ {,en) > (2.43)
k=1

Beweis: (i)=(ii): Ist z € S+, x # 0, so ist

so{i)

ein Orthonormalsystem, also S keine Orthonormalbasis.
(ii)=-(iii): Es gilt nach Lemma 2.11

span (S) = St = {0}+ =

(iii)=(iv): Sei U,, = span{ey,...,en}, Pn = Py, . Sei x € X beliebig, sei (z,)nen Folge
in span (S) mit z,, — x, sei (M, )nen streng wachsende Folge in N mit z,, € U,,,. Dann
gilt

0 < |lz = Pa,zl| <lle—znll =0,

und da (|| — P,z||)nen monoton fillt, folgt aus Satz 2.18, dass

0< llz = (z,ex) exl| = ||z — Pozl| = 0.
k=1

(iv)=(v): Fiir die Partialsummen s, =Y ,_, (z, ex) €, gilt

l[snll” = (5n 5n) leek :

Grenziibergang n — oo liefert (2.43).
(v)=(i): Ist S keine Orthonormalbasis, so gibt es ein z € X mit ||z|| = 1, so dass SU{x}
Orthonormalsystem ist. Fiir dieses z gilt (2.43) nicht. O

Aus Satz 2.22 folgt sofort, dass im ¢?(K) die Einheitsvektoren eine Orthonormalbasis
bilden, da dann span (S) = ¢.(K) gilt und c.(K) dicht ist in ¢*(K).
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Die Reihe in (2.42) ist im allgemeinen nicht absolut konvergent! Beispiel: Fiir

1
T = +

gilt = = (z4)ken € L2(K), aber ||(z,er)exlls = 7, wenn wir die Einheitsvektoren als

Orthonormalbasis wihlen. Nichtsdestrotrotz zeigt (2.43), dass in der Situation von Satz
2.22 der Grenzwert x nicht von der Reihenfolge der Basisvektoren abhingt.

Ist X ein nichtseparabler Hilbertraum, so 148t sich eine analoge Charakterisierung be-
weisen, da zu jedem z € X das Skalarprodukt (z,e) nur fiir hochstens abzihlbar viele
Elemente e € S von Null verschieden ist (Lemma 2.19).

Satz 2.23 Sei X ein separabler Hilbertraum mit dim(X) = oo. Dann gilt

X = 2(K). (2.44)

Beweis: Sei S = {¢;, : k£ € N} eine Orthonormalbasis von X. Zu jedem z € X definieren
wir eine Folge T'x durch
(Tx)p = (z,ex), z€X.

Aus der Parsevalschen Gleichung folgt, dass Tx € ¢£2(K) und ||Tz||, = ||z||x gelten. T ist
offensichtlich linear und injektiv. Wir definieren R : ¢.(K) — X durch

R(y) = Zykek, falls y = (y1,-- -, Ym, 0, - ..).
k=1

Dann ist R linear und stetig (sogar isometrisch), also 148t sich R nach Satz 1.19 eindeutig
zu einer linearen stetigen Abbildung R : £?(K) — X fortsetzen. Sei nun y € ¢*(K), sei
(y™")nen Folge in c.(K) mit y™ — y. Dann gilt y™ = TRy™ — TRy, also y = TRy und
damit ist 7" surjektiv. O

Aus Satz 2.23 folgt, dass alle separablen unendlichdimensionalen Hilbertrdume isometrisch
isomorph sind. Eine zunichst {iberraschende Konsequenz dieses Resultats ist, dass

I%(D;K) = *(K),

falls etwa D eine offene Teilmenge des R" ist.

Wir betrachten nun im L?((—n,7); C) die Funktionen

1 .
ex(t) = \/—27?@““, keZ, (2.45)

und wollen zeigen, dass

eine Orthonormalbasis ist. Gelingt uns das, so erhalten wir aus Satz 2.22, dass fiir jedes
r € L*((—m,7); C) gilt

1 T -
x = chek, e = {x,ex) = \/—27%/ z(s)e™* ds (2.47)

kEZ
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wobei der Grenzwert im Sinne der L2-Konvergenz zu verstehen ist. Die Reihe in (2.47)
heifit Fourierreihe von z.

Zunichst gilt

1 T .
<€k, €j> = 2—/ ez(kij)t dt = ik (248)

™ -7

(0, = Kronecker-Delta), also ist S ein Orthonormalsystem. Nach Satz 2.22 geniigt es zu
zeigen, dass span (S) dicht ist in L?((—m, 7); C). Wir betrachten zunichst die Riume

Cper([—m,7); C) = {z|  : [-7, 7] = C stetig, z(—7) = z(7)}, (2.49)
Cox(R;C) = {z] x : R — C stetig und 27-periodisch} . (2.50)

Mit der Supremumsnorm versehen sind beide Rdume Banachriume, vermittels der Re-
striktion
T :Co(R;C) = Cper([—m,7];C), Tx=z|[—m,n] (2.51)

sind sie isometrisch isomorph.

Definition 2.24 (Cesaro-Konvergenz)

Sei X normierter Raum. Eine Folge (xn)nen in X heifit Cesaro-konvergent gegen x € X,
falls

1
]\}I_I)I;OO'N =T, oN= len (2.52)

O

Jede gegen ein z € X konvergente Folge in X ist auch Cesaro-konvergent gegen z, die
Umkehrung gilt im allgemeinen nicht (Ubung).

Zu einem z € Cp,(|—m, 7]; C) betrachten wir die Partialsumme S,, der zugehorigen Fou-
rierreihe,

Su= Y (z,ex)ex, (2.53)

k=—n

n 1 - . .
= Z —/ z(s)e™*s ds - ™%t (2.54)
= 2r )

sowie die gemittelten Partialsummen

o = NHZSH, (2.55)

ON N 1 Z Z 5 / ~iks ds - ekt (2.56)

Offensichtlich gilt Sy, on € Cper([—7, 7]; C) fiir alle n, N € N.

Satz 2.25 Fir alle x € Cpe,([—m,7|; C) gilt
lim ||z —onl|,, =0 (2.57)
N—oo

fiir die in (2.56) definierten Funktionen oy .
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Beweis: Wir fassen gemif (2.49),(2.51) z und oy als Elemente von Cs,(R; C) auf. Zu-
néchst gilt

N+12227r/ ks gg . ikt

n=0 k=
= 1/ m(s)i Z zn: etk(t=5) 1o
2m J_, N+1 — =
1 X
= z(s)Kn(t — s)ds,
2 ) _,
wobei wir definieren N
1 . iks
Ky(s) = N1 nz_;g:ne , seR (2.58)

Die Funktion Ky heifit Fejér-Kern der Ordnung N. Da Ky ebenfalls 27-periodisch ist,
gilt

1 ™
oN(t)=§/ o(8)Kn(t — ) d —/ o(t — 5) K (s) ds
=5 z(t — s)Kn(s)ds. (2.59)
Aus (2.58) folgt, da ["_e™**ds = 0 fiir k € Z, k # 0,

1 4 N—+1

% . KN(S) ds = m = 1, (260)
N

K = — 2 H=N+1. 2.61
VO = g ey =N+ @61

Eine explizite Rechnung (Ubung) zeigt, dass

p sin’ (%)
N+1 sin®(8)
also ist insbesondere Ky > 0. Sei nun 6 > 0. Fiir alle s mit ¢ < |s| < 7 gilt also

1
K
K ()] < N+lsm (g)
Sei nun £ > 0. Wir wéhlen 6 > 0 mit |z(t) — z(t — s)| < ¢ fiir alle s, € R mit [s] < ¢
(moglich, da z gleichmiBig stetig ist), und weiter ein Ny € N mit ¢(Ng, ) < . Dann gilt
fir alle t € [-m, 7] und N > N,

KN(S) =

fiir alle s # 0. (2.62)

=:¢(N, ). (2.63)

o) = ow ()] = |5= | (a(0) = a(t = )Kn(s)ds| < 5= [ [a(t) = (e = 9 K(s) ds
<L /\x —alt— 8)|Kn(s ds+—</ /)2||x|| K(s) ds
<ey / K (s) ds+ 2l oe(N.8) < (14 2] )e.

Damit ist (2.57) bewiesen. O
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Satz 2.26 Die Menge

1 .
S = {ek ke Z}, Ck(t) = \/—2_7‘_62“, (264)

ist eine Orthonormalbasis im L*((—m, m); C).

Beweis: Da die oben definierten Funktionen o in span (S) liegen, ist nach Satz 2.25 der
Unterraum span (S) dicht in Cpe,([—7, 7]; C) beziiglich der Supremumsnorm, also auch
beziiglich der L2-Norm wegen

Iz = onlly, < V2rllz = onlly -

Wie man unmittelbar sieht, ist Cpe,([—, 7]; C) dicht in C([—n, 7]; C) beziiglich der L?-
Norm. Weiter ist C([—, 7]; C) dicht in L?((—,7); C) (folgt etwa aus Satz 13.9, Analysis
4). Also ist span (S) dicht in L?((—m,7); C), und mit Satz 2.22 folgt die Behauptung. O

Aus der Orthonormalbasis S in (2.64) im komplexwertigen Fall 1i8t sich eine Orthonor-
malbasis fiir den reellwertigen Fall gewinnen. Wir definieren

.12(6k—6_k), k>0,

V2
=1 €o, k=0, (2.65)
%(ek—ke,k), k<0.
Dann ist ~
S={é:kelZ} (2.66)

ebenfalls ein Orthonormalsystem, und wegen spanc(S) = spang(S) ist S auch Orthonor-
malbasis im L?((—m,7); C). Es gilt nun

ﬁsinkt, k>0,

&) = 7= k=0, (2.67)
1
ﬁcoskt, k<0,

und es ergibt sich, dass auch S ein Orthonormalsystem ist im L?((—,7); R), fiir das gilt
spang(S) = L2((—m, 7); R) und damit Orthonormalbasis im L?((—,7); R).
Die abstrakte Hilbertraumtheorie liefert wie dargestellt die Konvergenz

n

S, = Z (x,ex) e — x

k=—n

im Sinne der L?-Norm fiir jedes x € L?((—m, 7); C). Im allgemeinen liegt weder gleichmfi-
ge noch punktweise Konvergenz vor. Ist aber t € (—m, ) ein Punkt, in dem

—h)—2
lim sup |UF M et =) Z26) (2.68)
h10 h
fiir ein £ € C gilt, so gilt (Beweis siehe Alt S.278)
lim S,(t) = €. (2.69)

n—o0
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Die Bedingung (2.68) ist beispielsweise erfiillt, wenn eine rechtsseitige Ableitung der Form

lim z(t+h) — &

i ; , & = a(tt) = limz(t + h), (2.70)

h#£0

und analog eine linksseitige Ableitung existieren, es gilt dann

lim S, (1) = z(t+) + z(t—) '

n—00 2

(2.71)

Selbst fiir stetige 2m-periodische Funktionen = braucht S, (¢) nicht in jedem Punkt ¢ zu
konvergieren, es gilt aber, dass die Menge der Punkte, in denen S, (¢) nicht konvergiert,
das Lebesgue-Mafl Null hat.

Wir betrachten die durch

) ="t tcl0.21), a(t+2%m) =x(), ke, (2.72)

definierte 27-periodische Funktion x : R — R mit den Unstetigkeitsstellen ¢t = 2km, k € Z.
Die Partialsummen der zugehorigen Fourierentwicklung haben die Form

n . kt
Sa(t) = SH}C . (2.73)
k=1

Es gilt S,, — = gleichmifig in jedem kompakten Intervall I, welches keine Unstetigkeits-

stelle enthilt, sowie
lim 8, (0) = 200 =202) _

n—oo 2

Andererseits gilt
7

Sp(tn) —x(t,) > 0.0897, t,=——=.
(tn) — 2(tn) m —
(Siehe Konigsberger, Analysis 1, Kapitel 17.) Der Funktionswert der Approximation S,
entfernt sich vom Intervall [—m /2, 7 /2], welches das Unstetigkeitsverhalten in ¢ = 0 cha-
rakterisiert, um einen Betrag von fast 10% der Linge 7 dieses Intervalls, unabhéingig
davon, wie grofy n gewéhlt wird. Dieser Sachverhalt wird als Gibbs-Phinomen bezeich-

net.
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3 Das Prinzip der gleichmifligen Beschrinktheit

Auf dem folgenden Satz von Baire beruhen eine ganze Reihe von Sétzen der Funktional-
analysis.

Satz 3.1 (Baire)
Sei (X, d) vollstandiger metrischer Raum, sei (Uy,)nen eine Folge offener Teilmengen von
X, sei U, dicht in X fiir alle n € N. Dann ist auch

D=(\Un (3.1)

neN

dicht in X.

Beweis: Es geniigt zu zeigen: Ist V' C X nichtleer und offen, so ist VN D # (). Sei V eine
solche Menge. Wir wihlen z; € Uy NV (méglich, da U; dicht in X) und ein &; > 0 mit

z € K(z;e1) CUINV. (3.2)
Seien (x1,€1), ..., (Tn_1,6n_1) bereits definiert. Wir wihlen
Zp, € Uy N B(Tp—1;€n-1) (moglich, da U, dicht in X) (3.3)
und &, > 0 mit
Tn € K(Tn;en) CULNB(xp_1560-1), &n < %snl. (3.4)

Dann ist
d(Tpy1,Tn) < &, < 27" e d(zp,2,) < 2-27" ey fiir alle m > n,

also ist (z,)nen Cauchyfolge. Sei z = lim, o z,. Da K(z,;¢,) abgeschlossen ist und
K(zp;e,) C K(2p-1;6n-1) fiir alle n € N, folgt

v € (K @nien) C [\ UnNV=DNV.
neN neN
|

Definition 3.2 Sei (X, d) metrischer Raum, M C X. M heifit nirgends dicht in X, falls

int (M) =0 (das heift, der Abschluss von M hat keine inneren Punkte). a

Eine abgeschlossene Menge A C X ist nirgends dicht genau dann, wenn ihr Komplement
X \ A offen und dicht ist.

Folgerung 3.3 Sei (X, d) vollstindiger metrischer Raum, sei (An)nen eine Folge abge-
schlossener, nirgends dichter Teilmengen von X. Dann ist

X\ [ 4 (3.5)

neN

dicht in X.
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Beweis: Wir wenden Satz 3.1 an mit U, = X \ A,. O

Satz 3.1 und Folgerung 3.3 beinhalten insbesondere, dass D = N,U, beziehungsweise
X \ U, A, nichtleer sind. Sie liefern also eine Methode, Existenzbeweise zu fithren. Bei-
spielsweise kann man auf diese Weise zeigen (siehe Werner S.139), dass die Menge der
stetigen, an keiner Stelle differenzierbaren Funktionen dicht liegt in (C([a, b]), || - || )-

Folgerung 3.4 Sei (X, d) wvollstindiger metrischer Raum, sei (An)nen eine Folge abge-
schlossener Teilmengen von X mit

xX=J4.. (3.6)

neEN

Dann gibt es ein k € N mit int (Ay) # 0.

Beweis: Folgt direkt aus Folgerung 3.3. |

Aus Folgerung 3.4 erhilt man beispielsweise (Ubung), dass es keinen Banachraum (und
damit natiirlich auch keinen Hilbertraum) geben kann, der eine abzéhlbar unendliche
Vektorraumbasis hat.

Teilmengen von X der Form

U M, , M, nirgends dicht in X,
neN

nennt man auch von 1. Kategorie in X. Teilmengen von X, die nicht von 1. Kategorie
sind, nennt man von 2. Kategorie in X. Nach dieser Terminologie ist ein vollstindiger
metrischer Raum immer von 2. Kategorie (in sich selbst).

Der folgende Satz beinhaltet das Prinzip der gleichméfligen Beschréinktheit.

Satz 3.5 (Banach-Steinhaus)
Sei X Banachraum, Y normierter Raum, sei T C L(X;Y). Es gelte

sup ||Tz|| < o0, fir allex € X. (3.7)
TeT
Dann gilt
sup ||T|| < o©. (3.8)
TeT

Fiir eine Familie linearer stetiger Operatoren gilt also, dass aus deren punktweisen Be-
schrinktheit auch die gleichmé#flige Beschrinktheit folgt.
Beweis: Wir definieren fiir n € N

A, ={z:z € X, sup ||[Tz| < n}. (3.9)
TeT

A, ist abgeschlossen, da

A = n f;l([o’n])’ fT(x) = ||T:L‘|| ’

TeT
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und nach Voraussetzung (3.7) gilt
xX=J4..
neN
Wegen Folgerung 3.4 finden wir ein k¥ € N mit int (Ag) # 0. Sei xy € Ak, € > 0 mit
K(zg;¢) C Ag. Sei nun z € X beliebig, x # 0, dann ist

Z2=1xy+¢ € K(zg;¢),

€T
]l

also

T x x
|Tz|| = HT <||5—”(Z - x0)> H = @”TZ —Txy| < @21@

also gilt
2k .
IT| < —, firalleT € 7.
€
O

Definition 3.6 (Offene Abbildung) Seien (X,dx), (Y,dy) metrische Riume. FEine
Abbildung T : X —'Y heifit offen, wenn T'(U) offen ist in Y fir jede offene Menge U in
X. O

Ist T eine offene Abbildung, so braucht das Bild abgeschlossener Mengen nicht abgeschlos-
sen zu sein, auch dann nicht, wenn 7 linear ist (Beispiel: Ubung.)

Satz 3.7 (Satz von der offenen Abbildung)
Seien X, Y Banachriume, T : X — Y linear und stetig. Dann sind dquivalent:

(i) T ist offen.

(it) Es gibt ein § > 0 mit B(0;9) C T'(B(0;1)).
(#ii) T ist surjektiv.
Beweis: “(i)=(ii)”: klar.

“(ii)=(1)”: Sei U offen in X, sei y € T'(U). Wir wihlen x € X mit Tz = y und ¢ > 0 mit
B(z;e) C U, dann ist

T(U)DT(B(x;e)) =Tz +T(B(0;¢)) D y+ B(0; 6¢),

wobei 0 > 0 geméf (ii) gewéhlt ist. Also ist y € int (T'(U)).
“(ii)=-(iii)”: Da T linear ist, folgt aus (ii) sofort B(0;rd) C T'(B(0;r)) fiir alle r > 0.
“(iii)=-(ii)”: Es gilt, da T surjektiv ist,

Y = U T(B(0;n)).

neN

Wir finden nach Folgerung 3.4 ein k¥ € N mit int (T(B(0;k))) # 0. Wir setzen V =
T(B(0;k)). Seien y € V, € > 0 mit

B(y;e) C V.
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Da V symmetrisch ist (das heifit, z € V = —z € V), gilt auch B(—y;¢) C V, und da V/
konvex ist, folgt
B(0;e) C V. =T(B(0;k)) . (3.10)

Es geniigt nun zu zeigen, dass
B(0;¢) C T(B(0; 3k)), (3.11)

da dann (ii) erfiillt ist mit § = ¢/3k. Nach (3.10) finden wir zu jedem y € B(0;¢) ein
z € B(0; k) mit [ly — Tz|| < /2, also

2(y — Tx) € B(0;¢) . (3.12)

Zu vorgegebenem y € B(0;¢) konstruieren wir Folgen (z;) in X, (y;) in Y durch yo =y
und

yj1 =2(y; —Tz;), zj € B(0;k), y;41 € B(0;e), je€N. (3.13)
Es folgt _ _ .
27Uty =270y, — T(27%2;), j €N,
also
! (Z 2‘%_,-) =y =27 "y 2=y (3.14)
j=0
fiir m — oo. Wegen
> 27l < 2k (3.15)
j=0

ist 3,277, absolut konvergent, also auch konvergent (da X Banachraum). Sei

Tr = Z 2_j$j .
=0
Aus (3.14) folgt Tz = y, und aus (3.15) ||z|| < 2k < 3k, also (3.11). O

Folgerung 3.8 Seien X,Y Banachriume, T : X — Y linear, stetig und bijektiv. Dann
ist auch T~':Y — X linear und stetig.

Beweis: Dass T~ linear ist, ist ein Resultat der Linearen Algebra. Aus Satz 3.7 folgt,
dass T offen ist, also gilt fiir jedes offene U C X, dass (T~!)~}(U) = T'(U) offen ist, also
ist 77! stetig. O

Betrachten wir nun die Situation, dass ein Vektorraum X mit zwei verschiedenen Normen
| - ||, und || - ||, versehen wird, so dass

lz|l, < C|lz|l,, fiir alle z € X, (3.16)

mit einer von = unabhéngigen Konstante C gilt, das heifit, || - ||, ist schwécher als || - ||, in
dem Sinne, dass Konvergenz beziiglich || - ||, auch Konvergenz beziiglich || - ||, impliziert,
aber nicht notwendig umgekehrt. (3.16) bedeutet, dass

id (X[ lp) = (G- Ml
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stetig ist. Aus Folgerung 3.8 schliefen wir nun, dass auch
id: (X |- 1) = (51 l)

stetig ist, falls (X, || - ||,) und (X, || - ||,) Banachrdume sind; in diesem Fall sind die beiden
Normen &dquivalent, und

(X5 1) = (G- l) -
Falls (3.16) gilt, die beiden Normen aber nicht #quivalent sind, ist entweder (X, || -||,)
oder (X, | -||,) nicht vollstindig. Beispiel: X = C([a,b]). C([a,b]) ist vollstéindig mit
|- lly =1l und fiir die L*-Norm gilt

lelly < (b= a)llzlly ,

aber die beiden Normen sind nicht dquivalent (es gibt Folgen (z,)neny mit ||z,||, — O,
aber ||z,||, = 0). Also ist (C([a,b]); || - ||;) nicht vollstéindig.

Folgerung 3.9 Seien X,Y Banachriume, T : X — 'Y linear und stetig, es gelte T(X) =
Y und T(X) # Y. Dann gibt es ein y € Y, so dass |z,|| = oo gilt fiir jede Folge (xy,)nen
m X mit lim,_, . Tz, =y.

Beweis: Ubung. O
Der Graph einer Abbildung 7' : X — Y ist definiert als

graph (T) = {(z,Tz) : x € X}. (3.17)

Satz 3.10 (Satz vom abgeschlossenen Graphen)
Seien X, Y Banachrdiume, set T : X — Y linear. Dann sind dquivalent:

(i) graph (T) ist abgeschlossene Teilmenge von X X Y.

(i) T ist stetig.

Beweis: “(ii)=(i)”: Ist (2, yn) Folge in graph (T') mit (z,,y,) — (z,y) € X X Y, so gilt
Yo = T2y, x, = x und Tz, — Tz, also y = Tx.

“(i)=-(ii)”: Da T linear ist, ist graph (7) ein abgeschlossener Unterraum von X x Y, also
ein Banachraum. Die Projektion Px|graph (T') : graph (T') — X ist linear, stetig und
bijektiv, hat also nach Satz 3.8 eine stetige Inverse @ : X — graph (7). Es folgt, dass
T = Py o (@ stetig ist. O
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4 Fortsetzung, Reflexivitit, Trennung

Fortsetzung von Funktionalen. Bisher wissen wir, dass lineare stetige Operatoren sich
von einer dichten Teilmenge normerhaltend auf den ganzen Raum fortsetzen lassen. Das
Hauptergebnis dieses Unterabschnitts (Satz von Hahn-Banach) besagt, dass sich lineare
stetige Funktionale von einem beliebigen Unterraum auf den ganzen Raum normerhaltend
fortsetzen lassen.

Definition 4.1 (Sublineares Funktional)
Sei X Vektorraum. Eine Abbildung p : X — R heifit sublinear, falls gilt

plaz) = ap(z), firadlex € X, a >0, (4.1)
p(z+y) <pz)+ply), firalezyelX. (4.2)
|

Jede Halbnorm und jede lineare Abbildung p : X — R sind sublinear.

Definition 4.2 (Minkowski-Funktional)
Sei X Vektorraum, sei A C X. Dann wird durch

1
Ma(z) = inf{t : > 0, So € A} (4.3)

eine Abbildung My : X — [0,00] definiert, sie heifit das Minkowski-Funktional von A.
Falls Ma(z) < oo gilt fiir alle x € X, so heifit A absorbierend. a

Ist X normierter Raum und gilt 0 € int (4), so ist A absorbierend, da 1z € A gilt fiir
hinreichend grofles t. Ist A die Einheitskugel in X, so ist M4(x) = ||z]|.

Lemma 4.3 Sei X Vektorraum, A C X konvex und absorbierend. Dann ist das Minkows-
ki- Funktional M4 sublinear.

Beweis: Die Eigenschaft (4.1) folgt unmittelbar aus (4.3). Seien nun z,y € X, sei € > 0.
Wir wahlen ¢, s > 0 mit

1 1
t < My(z) +¢, ;fEEA, s < Ma(y) +e, g?JEA-

Dann ist, da A konvex ist,

1 ( n ) t 1 n S 1 cA
—(x — P . —
t+s y t+s t t+s sy ’

also M(z+y) <t+s < Ma(x)+M4(y)+2¢. Dae > 0 beliebig war, folgt die Behauptung.
a

Satz 4.4 Sei X Vektorraum dber R, p : X — R sublinear. Sei U ein Unterraum von
X und f : U — R linear mit f(x) < p(x) fiir alle x € U. Dann gibt es eine lineare
Fortsetzung F : X — R von [ auf X mit F(x) < p(z) fiir alle x € X.
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Beweis: Wir betrachten zunéchst den Spezialfall
X =span (UU{y}), yeX\U. (4.4)
Jedes x € X 148t sich eindeutig zerlegen in
r=z4+ay, z€U,acR. (4.5)
Wir definieren F': X — R durch
F(z)=F(z)+ar, fallsz=z+ ay, (4.6)
wobei r € R spiiter festgelegt wird. F ist linear, und F'|U = f. Die verlangte Ungleichung
Fz)+ar<p(z+ay), firalezeU, a eR, (4.7)

ist fiir & = 0 nach Voraussetzung erfiillt, fiir o > 0 gleichbedeutend mit

Tép(z—i-oz@—F(Z):p<§+y)_F(§)’ (4.8)

und fiir o < 0 gleichbedeutend mit

> p(z—i—aya)—F(Z) - (_g_y) +F(_E> , (4.9)

Ein solches r existiert, wenn

ilelg(F(Z) —p(z—y)) < inf(p(z +y) - F(2)) (4.10)

gilt. Nun gilt aber fiir beliebige z,Z € U
F(z)+ F(2) =F(z+2) <p(2+ 2) <p(z —y) +p(Z + ),

also auch
F(z)—p(z—y) <p(Z+y)— F(2), firallezzeU,

woraus (4.10) folgt. Damit ist der Satz im Spezialfall (4.4) bewiesen. Zum Beweis des
allgemeinen Falles verwenden wir das Zornsche Lemma. Wir definieren die Menge

M={(V,g) : V Unterraum, U CV C X, g: V — R linear, g|U = f, g < p auf V},
(4.11)
und versehen M mit der Halbordnung

V1, 01) < (Va, g2) ~ VicVa, g2lVi=g1.

Es ist (U, f) € M, also M # (. Sei N eine vollstindig geordnete Teilmenge von M. Wir

definieren
.= U Vv (4.12)
(V.9)eM
und g, : V, — R durch
g9:(z) =g(z), fallszeV, (V,g9) e M. (4.13)
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Aus der Definition von N folgt nun, dass g,(x) nicht von der Wahl von (V) g) abhiingt,
dass V, ein Unterraum und g, linear ist (Details hier nicht ausgefiihrt). Also ist (Vi, g«)
eine obere Schranke von N in M. Nach dem Zornschen Lemma hat M ein maximales
Element (V,g). Es muss V' = X gelten, da wir andernfalls nach dem schon bewiesenen
Spezialfall ein (V,§) € M konstruieren kénnten mit V = span (V U {y}), y € X \ V, im
Widerspruch zur Maximalitit von (V g). O

Satz 4.5 (Hahn-Banach)
Sei X ein normierter Raum tiber K, set U ein Unterraum von X, sei u* € U*. Dann gibt
es ein z* € X* mit 2*|U = u* und ||z*|| = ||u*|.

Beweis: Sei zunéchst K = R Wir definieren p : X — [0, 00) durch

p(a) = [[u[| - |zl (4.14)

p ist sublinear, und es gilt u*(z) < p(z) fiir alle x € U. Nach Satz 4.4 gibt es ein lineares
Funktional z* : X — R mit 2*(z) < p(z) fiir alle z € X und z*|U = u*. Es gilt dann fiir
allez € X

#*(z) < plz) = [l - [zl  =2"(z) = 27 (=2) < p(=2) = |lu*] - [l],

also
lz* ()| < [Ju*]| - ||,

und damit ist z* stetig, ||z*|| < ||u*||. Da z* Fortsetzung von u* ist, folgt aus der Definition
der Operatornorm auch ||z*|| > [|u*||.

Sei nun K = C. Wir bezeichnen mit Xz und Ur die normierten Riume X und U zum
Korper R (die Norm ist unverdndert) und setzen

up = Reu”.
Dann ist u}, € Ug, ||[ukl < |lu*,
u*(z) = Reu(z) + iImu*(z) = uk(zr) — iuy(iz),

fiir alle z € U. Sei nun zj € Xj eine Fortsetzung von u} mit ||z%]| = ||uk||, wie eben
bewiesen. Wir setzen
z*(z) = oy (z) — ixy(ix), (4.15)

dann ist z* : X — C eine C-lineare Fortsetzung von u*, wie man leicht nachrechnet. Zu
x € X wihlen wir nun ¢ € C, |¢| =1, so dass |z*(x)| = cz*(z) gilt, dann gilt

|27 (2)| = ca”(2) = 2™ (cx) = 2R (cx) < ||2R] - <],

also folgt auch ||z*| < ||u*|. O

Folgerung 4.6 Sei X normierter Raum, x € X mit x # 0. Dann gibt es ein x* € X*
mit ||z*|| = 1 und z*(x) = ||z]|.

Beweis: Sei U = span ({z}), sei u* : U — K definiert durch u*(az) = o||z||, @ € K, dann

ist |[u*(ax)| = ||az||, also ||u*|| = 1. Wihle 2* € X* als Fortsetzung von u* gemifl Satz
4.5. O
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Folgerung 4.7 Sei X normierter Raum. Dann gilt

ol = max
T*EX*
llz*]1<1

z*(z)|, fir allez € X. (4.16)

Beweis: Es ist |2*(x)| < ||z - ||z|| < [|z|], falls ||z*|| < 1, also folgt (4.16) aus Folgerung
4.6. O

Folgerung 4.8 Sei X normierter Raum, U C X abgeschlossener Unterraum. Seix € X
mit x ¢ U. Dann gibt es ein z* € X* mit z*|U = 0 und x*(z) # 0.

Beweis: Nach Satz 1.14 ist X/U normierter Raum, und es gilt [z] # 0. Wir wihlen gemif}
Folgerung 4.6 ein y* € (X/U)* mit y*([z]) # 0 und definieren z* : X — K durch

e (2) =y([el), zeX,

dann gilt z* € X*, 2*|U = 0 und z*(x) # 0. 0.

Reflexivitdt. Ist X normierter Raum, so heifit X** = (X*)* der Bidualraum von X.
Durch die Zuordnung x +— z**,

r**(z*) = 2*(x), fiir alle 2* € X*, (4.17)

wird wegen
™ (%) < || - [l="]] (4.18)

eine kanonische Einbettung
Jx : X - X (4.19)

definiert.
Lemma 4.9 Die in (4.17) definierte Abbildung Jx : X — X** ist linear und isometrisch.

Beweis: Fiir alle x € X gilt nach Folgerung 4.7

2l x = max |#*(z)| = max [(Jxz)(@")| = [[Jx||x-- -
llz*I<1 llz1<1

O

Die Bildmenge Jx(X) ist ein Unterraum von X**. Da Jx isometrisch und X** Banach-
raum ist, gilt

X vollstindig <« Jx(X) vollstindig <  Jx(X) abgeschlossen in X**.

Ist X nicht vollstindig, so konnen wir den Abschluff Jx (X) von Jx(X) in X** als “Ver-
vollstdndigung” von X ansehen.

Definition 4.10 (Reflexivitiit)
FEin Banachraum X heifit reflexiv, falls Jx : X — X** surjektiv ist. O
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Nach Lemma 4.9 gilt dann
X &2 X, (4.20)

Umgekehrt folgt allerdings aus (4.20) im allgemeinen nicht, dass X reflexiv ist.

Jeder endlichdimensionale Banachraum X ist reflexiv, da
dim(X™) = dim(X™) = dim(X)
gilt und daher aus der Injektivitit von Jx auch die Surjektivitit folgt.

Satz 4.11 Jeder Hilbertraum X ist reflexiv.

Beweis: Sei J : X — X*, (Jy)(z) = (2,y), die (konjugiert lineare) Isometrie aus dem
Rieszschen Darstellungssatz 2.12. Sei 2** € X™*. Wir definieren

z*(y) =2=*(Jy), yeX.

Dann gilt z* € X*. Wir setzen nun

Dann gilt fiir alle y € X

™ (Jy) = z*(y) = (Jz)(y) = (y, 2) = (z,y) = (Jy)(2) .

Da J surjektiv ist, folgt z** = Jx(z). O

Satz 4.12 Die Riume ?(K) sind refleziv fir 1 < p < oo.

Beweis: Sei X = (?(K), seien
T, : M(K) —» P(K)*, Tp:PK) — (K",
die Isometrien aus Satz 1.20. Sei ** € X** gegeben, wir setzen
r=T,(z" o Ty).

Dann gilt fiir alle z* € X*

o (x*) = (¥ o ) (T 2*) = (Thx)(T] ' 2*) = Zxk(Tflx*)k =z (x).

Analog zeigt man, dass der Raum L?(D;K) reflexiv ist fiir 1 < p < 0.

Riéume mit Supremumsnormen und mit L'-Normen sind in der Regel nicht reflexiv. Wir
behandeln als Beispiel X = L'(D : K). Wir gehen aus von der Isometrie

T L®(D:K) - X*, (Ty)(x):/D:c(t)y(t)dt.
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Wire X reflexiv, so gibe es zu jedem z** € X** ein x € X mit

2 (Ty) = (Ty)(z) = /D syt dt, fir alle y € L2(D;K).

Aquivalent dazu ist, dass es zu jedem y* € L*®°(D;K)* ein z € L'(D;K) gibt mit

v (y) = /D £(t)y(t) dt (4.21)

Sei nun D = (0,1), B, = (1/k,1). Wir setzen

Ue={y:y € L®(D;K), y(D\ E) =0}, U=|]JU;.
k=2
Dann ist U ein abgeschlossener Unterraum von L*®°(D;K), und es gilt 1p ¢ U, da
d(1p,Ug) =1 fiir alle k. Also gibt es nach Folgerung 4.8 ein y* € L*(D;K) mit
y"(1p) #0 (4.22)
und y*|U = 0, also insbesondere
y*(1g,) =0, fiir alle k > 2. (4.23)

Fiir jedes x € L'(D;K) gilt aber nach dem Konvergenzsatz von Lebesgue

im [ 2(t)1s, (t) dt = / 2(®)1p(t) dt . (4.24)

Nun kénnen (4.21) — (4.23) aber nicht gleichzeitig gelten.
Die Riume ¢y(K), ¢(K), £}(K), £*(K), C(D;K), L*(D;K) sind alle nicht reflexiv.

Satz 4.13 Sei X Banachraum, U Unterraum von X . Ist X reflexiv und U abgeschlossen,
so ist auch U reflexiv.

Beweis: Sei u™* € U** beliebig. Durch
(@) = u (z*|U)
wird ein z** € X** definiert. Sei z = J5'(z**), dann gilt
z¥(z) = 2 (%) = ™ (2*|U) (4.25)

fiir alle * € X*, und insbesondere z*(z) = 0 fiir alle z* mit 2*|U = 0. Aus Folgerung 4.8
folgt, dass © € U. Sei nun u* € U* beliebig. Wir wihlen gemafl Satz 4.5 ein x* € X* mit
z*|U = u*, dann wird (4.25) zu

u(z) = a*(x) = u™(u"),
also gilt Jyzr = u**. O
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Satz 4.14 Sei X Banachraum. Dann ist X reflexiv genau dann, wenn X* reflexiv ist.

Beweis: Sei X reflexiv. Wir wollen zeigen, dass Jx« : X* — X** surjektiv ist. Sei
T** € X*** beliebig. Wir setzen 2* = 2*** o Jx. Sei nun z** € X beliebig, sei x = J'z**.
Es gilt dann

also *** = Jx-x*. Sei nun umgekehrt X* reflexiv. Nach dem eben Bewiesenen ist X**
reflexiv, nach Satz 4.13 ist auch der abgeschlossene Unterraum Jx (X) reflexiv und damit
auch X. 0

Satz 4.15 Sei X normierter Raum, M C X. Dann sind dquivalent:
(i) M ist beschrinkt.
(i1) Fir alle x* € X* ist x*(M) beschrinkt (in K).
Beweis: Wir wenden Satz 3.5 (Satz von Banach-Steinhaus) an auf die durch
T =Jx(M)
definierte Teilmenge 7 C L(X*;K) = X**. Da Jx Isometrie ist, ist (i) dquivalent zu

sup ||T|| < o©.
TeT

Andererseits gilt fiir jedes z* € X*
(M) ={z"(z):xe M} ={Tx*:TeT}.

Die Behauptung folgt nun unmittelbar aus Satz 3.5. O

Trennung konvexer Mengen. Ist z* : X — K ein lineares stetiges Funktional auf
einem normierten Raum, so heifit eine Niveaumenge der Form

H,={z:z€X,2"(z) =a}, ack, (4.26)
Hyperebene. Jede solche Hyperebene trennt X in zwei Halbraume
{z:zeX,z"(z)<a} und {zr:z€X, 2"(z)>a}.

Satz 4.16 (Trennungssatz)
Sei X normierter R-Vektorraum, set K C X offen und konvexr, K # (), sei g € X mit
xg ¢ K. Dann gibt es ein x* € X* mit

z*(z) < x%(zo), fir allex € K. (4.27)

O
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Die Ungleichung (4.27) bedeutet, dass K ganz auf einer Seite der Hyperebene H,, a =
x*(xzp), liegt.

Beweis: Wir betrachten zunéchst den Fall, dass 0 € K. Nach Lemma 4.3 ist das
Minkowski-Funktional Mg sublinear. Ist ¢ > 0 mit K(0;¢) C K, so ist ez/||z| € K
und also

Me(z) < §||x||, fiir alle 7 € X. (4.28)
Weiter gilt 2o/t ¢ K fiir alle t < 1, also
Mg (x9) > 1, (4.29)
und fiir alle z € K gibt es ein ¢t < 1 mit z/t € K, also
Mg(z) <1, firallez e K. (4.30)
Wir definieren u* : span ({z¢}) — R durch
u*(axy) = aMg(xg), o€ R.
Dann gilt

u*(axg) = Mg(azg) >0, a>0,
u*(axg) <0< Mg(azg), a<0,

also ist u* < My auf span ({z}). Sei nun z* : X — R gem#f Satz 4.4 eine lineare
Fortsetzung von u* mit z* < My auf X. Aus (4.28) folgt fiir alle x € X

1
l2*(2)] = max{z"(2), 2™ (~2)} < max{ Mg (2), Mx(~2)} < _[=,
also ist z* € X*. Aus (4.29) und (4.30) folgt nun

z*(r) < Mk(z) <1< Mg(z) = 2*(x9), fiirallex € K,

damit ist (4.27) gezeigt. Damit ist der Satz im Fall 0 € K bewiesen. ITm allgemeinen Fall
wihlen wir # € K und setzen K = K — %. Dann ist 0 € K und zo — & ¢ K. Sei z* € X*
mit *(2) < z*(xo — &) fiir alle z € K, dann gilt fiir alle z € K

2 (z) =2 (x — 2) + 27 (Z) < 2™ (xo — T) + 27(Z) = 2™ (o) .

Der Trennungssatz 148t sich ins Komplexe iibertragen. Aus (4.27) wird dann
Rez*(x) < Rex™(xo), fiirallez € K.

Wir verzichten auf die genaue Darstellung.

Satz 4.17 (Trennung zweier konvexer Mengen)
Sei X normierter R-Vektorraum, seien K., Ko C X konver und nichtleer, sei K; offen,
es gelte K1 N Ky = (. Dann gibt es ein z* € X* und ein o € R mit

' (r) < a < z*(x0), fiir alle x1 € Ky, 29 € K. (4.31)
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Beweis: Wir setzen
K=K —Ky={z1—x9: 21 € Ky, 5 € Ky}.

Dann ist K offen (aus x € K folgt x € K1 — xo C K fiir ein 25 € Ky) und 0 ¢ K. Wir
withlen geméf Satz 4.16 ein z* € X* mit 2*(z) < 2*(0) = 0 fiir alle z € K, also

' (z1) — 2% (29) = 2" (21 — 22) <0, fiir alle z; € Ky, 29 € Ko,
und daher auch
¥ (z) < a < z*(x9), fiir alle 2y € Ky, 29 € Ko,
fiir jedes a € [supz*(K),inf 2*(K3)]. Da K; offen und z* # 0, folgt 2*(z;) < « fiir alle

z1 € K, denn wire z*(z1) = « fiir ein z; € K7, so gibe es ein Z; € K; mit z*(%;) > a.
O

Satz 4.18 (Strikte Trennung)
Sei X normierter R-Vektorraum, sei K C X abgeschlossen und konver, K # 0, sei
zo € X mit xo ¢ K. Dann gibt es ein x* € X* und ein o € R mit

z*(z) < a<x*(zg), firalexeK. (4.32)
O
Beweis: Ubung. (Hinweis: Fiir hinreichend kleines ¢ > 0 ist B(z;¢) N K = (.) a

Wenn wir von z* zu —z* iibergehen, kénnen wir in den Formeln (4.27), (4.31), (4.32) auch
die umgekehrten Ungleichungen erhalten.
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5 Schwache Topologien

In einem normierten Raum X sind alle beschrinkten abgeschlossenen Mengen kompakt
nur dann, wenn X endlichdimensional ist. Ist X unendlichdimensional, so hat nicht jede
beschrinkte Folge in X eine beziiglich der Norm von X konvergente Teilfolge. Wir wollen
nun den Begriff der Konvergenz so weit abschwichen, dass auch im Unendlichdimen-
sionalen jede beschrinkte Folge eine (in diesem schwicheren Sinn) konvergente Teilfolge
hat. Es stellt sich nun leider heraus, dass der Begriff des metrischen Raumes dafiir nicht
ausreicht. Wir fiihren daher den Begriff des topologischen Raumes ein.

Definition 5.1 (Topologischer Raum) Sei X Menge. Eine Familie T C P(X) von
Teilmengen von X heifst Topologie auf X, falls gilt

(i) DeT, XeT,

(i) U,V €T = UNVeET,

(#i) Ist I eine beliebige Menge und gilt (U;)ier C T, so gilt auch U;e U; € T .
(X, T) heifit topologischer Raum, die Elemente von T heiflen offene Mengen in (X, T).
FEin topologischer Raum (X,T) heifit separiert, falls er die Hausdorffsche Trennungsei-
genschaft besitzt, das heifit, falls fiir beliebige x,y € X mit x # y offene Mengen U und

V' ezistieren mat
zelU, yeV, UnV=90. (5.1)

O

Mit Induktion folgt: Sind Uy,..., U, offen, so ist auch

ﬂ Ui (5.2)

offen.

In einem metrischen Raum (X, d) hat das System
T ={U: U offen in (X, d)} (5.3)

alle in Definition 5.1 verlangten Eigenschaften, aus jeder Metrik erhalten wir daher einen
separierten topologischen Raum. (Man beachte: “separiert” und “separabel” sind zwei
verschiedene Begriffe.) Insbesondere erhalten wir aus jeder Norm einen separierten topo-
logischen Raum. Die zugehorige Topologie wird heifit die Normtopologie.

Definition 5.2 Sei X Menge, seien T1,7T> Topologien auf X. Gilt 71 C Ta, so heifst T;
grober als Ty und Ty feiner als Ty. O

Sei X Menge, M C P(X). Wir betrachten das Mengensystem B(M) aller endlichen
Durchschnitte von Mengen in M,

B(M) = {ﬁ M;:neN, M; € M fiir alle i} U {X}, (5.4)

i=1
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sowie das Mengensystem 7 (M) aller beliebigen Vereinigungen von Mengen in B(M),
TM) = {U B; : I Menge, B; € B(M) fiir alle i} U {0} . (5.5)
icl
Satz 5.3 Sei X Menge, M C P(X). Dann ist T (M) eine Topologie auf X, und fir jede
Topologie T' auf X mit M C T" gilt
MCTM)CT. (5.6)
Die Topologie T (M) heif§t die von M erzeugte Topologie.

Beweis: Ist T’ eine Topologie auf X mit M C T, so folgt aus Definition 5.1 unmittelbar,
dass alle Elemente von B(M) und alle Elemente von 7 (M) zu T’ gehdren miissen. Seien

UV eT(M)mit UNV # (), seien
v=JB;, v=B),

icl jeJ

mit B;, B; € B(M) fiir alle i, j, so ist auch B; N B € B(M) fiir alle 4, j und weiter
uvnv=JBnBjeTM).

i€l jeJ

Seien U; € T (M) fiir alle i € I, I Menge, seien
U, = U Bz’j; Bij S B(M) .
JeJ;

mit geeigneten Mengen J;, so folgt

Uui=UUByeTM).

i€l i€l jEJ;

Aus Satz 5.3 folgt unmittelbar

T(M) = N 7. (5.7)

T'OM
T’ Topologie auf X

das heifit, 7 (M) ist die grobste Topologie auf X, fiir die alle Mengen in M offen sind.
Ist (X, d) metrischer Raum und

M ={B(z;¢e) :x € X, e > 0},

so ist (X, T (M)) gerade der von der Metrik d erzeugte topologische Raum. In diesem Fall
gilt sogar, dass sich jede offene Menge als Vereinigung von Elementen von M darstellen
158t, ndmlich

U= Bwe(x),

zeU

wobei fiir jedes x € U ein &(x) > 0 hinreichend klein gewiihlt wird.
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Definition 5.4 (Stetigkeit)

Seien (X, T) und (X', T") topologische Riume. Fine Abbildung f : X — X' heifst stetig
(auf X), falls f~X(U") € T gilt fiir alle U' € T', das heift, falls das Urbild jeder offenen
Menge offen ist. O

Lemma 5.5 Seien (X,7T), (X', T") und (X", T") topologische Riume, seien f: X — X'
und g : X' — X" stetig. Dann ist auch go f : X — X" stetig.

Beweis: Ist U” € T" | so sind auch ¢ ' (U") € 7" und (go f) 1 (U") = (g (U")) € T.
O

Lemma 5.6 Seien (X,7T) und (X', T(M'")) topologische Riume mit M' C P(X'), sei
f:X — X'. Dann ist f stetig auf X genau dann, wenn f~*(M') € T fiir alle M' € M'.

Beweis: Ist B’ € B(M') mit B' # X', so ist B' =N, M! mit n € N, M} € M’, also

n

FUBY = M) eT,

i=1

da T Topologie ist. Ist U € T(M') mit U’ # 0, so ist U' = U B; mit, B} € B(M') fiir
1 € 1, also

Fraon=Ur'®yerT,

i€l
da T Topologie ist. Die Umkehrung ist trivial, da M' C T(M’). O
Ist X Menge, und sind 7; und 7; Topologien auf X, so ist

id: (X, T2) = (X, Th)

stetig genau dann, wenn 7; C Ts. Ist X Vektorraum, und sind || - ||1, || - ||o Normen auf
X, so gilt also fiir die erzeugten Topologien 7; C 75 genau dann, wenn es ein C' > 0 gibt
mit

lz]|, < Cllz||,, fiir allez € X.

Also sind zwei Normen auf einem Vektorraum genau dann iquivalent, wenn
sie dieselbe Topologie erzeugen. In jedem endlichdimensionalen Vektorraum gibt
es also eine eindeutig bestimmte Normtopologie, diese wird auch als Standard-Topologie
bezeichnet.

Definition 5.7 (Induzierte Topologie)
Sei X Menge, seien (X;, T;) topologische Riume fir allei € I, I Menge, seien f; : X — X;
Abbildungen fir alle i € I. Die Topologie T (M),

M={f'U):iel,UecT} (5.8)

heifit die von der Familie (f;)icr induzierte Topologie. O

Lemma 5.8 In der Situation von Definition 5.7 gilt:
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(i) Die Topologie T (M) ist die grobste Topologie auf X, so dass alle Abbildungen f;
stetig sind.

(i) Ist (Z,Tz) ein topologischer Raum und g : Z — X eine Abbildung, so ist g :
(Z,Tz) = (X, T(M)) stetig genauw dann, wenn alle Abbildungen f;og, i € I, stetig
sind.

(i11) Ist T; = T (M;) mit M; C P(X;), und ist
M={f\(M):iel, M e M;}, (5.9)

so gilt
T(M)=T(M). (5.10)

Beweis: Zu (i): Nach Definition von M sind alle f; : (X, T(M)) — (X;, T;) stetig. Ist
T' Topologie auf X, so dass alle f; : (X, T") — (X;, T;) stetig sind, so gilt M C T, also
auch 7 (M) C T' nach Satz 5.3.

Zu (ii): Ist g stetig, so sind nach Lemma 5.5 auch alle f; o g stetig. Seien umgekehrt alle
fi o g stetig. Sei M € M beliebig, seien i € I und U € T; mit M = f,; *(U). Dann ist
g (M) = (f;og) }(U) € Tz. Aus Lemma 5.6 folgt, dass g stetig ist.

Zu (iii): Aus M C M folgt T(M) c T(M). Umgekehrt sind nach Lemma 5.6 die
Funktionen f; : (X, 7T (M)) — (X;, T;) stetig, und aus (i) folgt 7 (M) C T(M). O
Ist X C Y und (Y,7T) topologischer Raum, so wird durch die Einbettung j : X — Y,
j(z) = z, die Topologie

Tx ={UNnX:UeT}
induziert. Ist (Y, d) metrischer Raum und 7 die von d erzeugte Topologie, so ist Tx
gerade die von d|X erzeugte Topologie auf X.

Definition 5.9 (Produkttopologie)
Seien (X;,T;) topologische Riume, i € I, I Menge. Die auf X = [[,c; Xi von den
Projektionen P; : X — X; induzierte Topologie heifit die Produkttopologie. O

Lemma 5.10 In der Situation von Definition 5.9 gilt: Sind alle (X;,T;) separiert, so ist
auch X separiert.

Beweis: Seien z,y € X mit x # y. Wir wihlen ¢ € I mit P;(z) # P;(y) und U,,U, € T;
mit Pi(z) € U,, P;(y) € Uy, U, NU, = (. Dann gilt

v €P '(Us), yeP '(U), P'(U)nP ' U,)=0.

1

O

Aus Lemma 5.8 folgt, dass eine Abbildung g : 7 — X, X =]
ist, wenn alle Komponenten g; = P; o g stetig sind.

el X, genau dann stetig

Versieht man K mit der Standard—"Topologie, so stimmt auf K" die Produkttopologie mit
der Standard-Topologie iiberein (Ubung).
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Ist X normierter Raum, und ist 7x die Standardtopologie auf K, so fassen wir zur Defi-
nition der schwachen Topologie die Funktionale z* € X* als Abbildungen

' X = (K Tx)
auf.

Definition 5.11 (Schwache Topologie)
Sei X normierter Raum. Die von der Familie {z* : z* € X*} = X* induzierte Topologie
auf X heifst die schwache Topologie auf X, wir bezeichnen sie mit T,,. O

Auf dem Dualraum X* eines normierten Raums wird gem#fl Definition 5.11 von der Fa-
milie X** die schwache Topologie induziert. Eine groflere Rolle spielt aber die sogenannte
schwach-*-Topologie.

Definition 5.12 (Schwach-+-Topologie)
Sei X normierter Raum. Die von der Familie {Jxz : x € X} C X** induzierte Topologie
auf X* heifit die schwach-x-Topologie auf X*, wir bezeichnen sie mit Ty». O

Ist X reflexiv, so stimmen die schwache und die schwach-*-Topologie auf X* {iberein,
da dann Jx(X) = X**. Ist X endlichdimensional, so stimmen beide mit der Standard-
Topologie iiberein.

Gemif der Definition der induzierten Topologie gilt
To=TM), M={(")"(B(ze):2"€ X* z€K, ¢>0}. (5.11)

Definition 5.13 (Schwache Konvergenz, schwach-+-Konvergenz)
Sei X normierter Raum. FEine Folge (zp)nen in X heifft schwach konvergent gegen ein
x € X, falls

lim z*(x,) = 2" (z), fir alle 2™ € X", (5.12)

n—oo

wir schreiben auch x, — x. Eine Folge (x})nen in X* heifit schwach-x-konvergent gegen
ein x* € X*, falls

lim z7(z) = 2*(z), firalex e X, (5.13)
n—00
wir schreiben auch ¥ = z*. a

Konvergiert eine Folge in einem normierten Raum X gegen ein z im Sinne der Norm, so
sagen wir auch, dass sie stark gegen x konvergiert.

Ist X reflexiv, so stimmen auf X* schwache und schwach-x-Konvergenz iiberein. Ist X
endlichdimensional, so stimmen beide mit der starken Konvergenz iiberein.

Offensichtlich ist jede stark konvergente Folge auch schwach beziehungsweise schwach-x-
konvergent.

Ist X = P(K), 1 <p < oo,soist X* = (9(K) mit g = p/(p — 1). Eine Folge (2"),en in
X konvergiert daher schwach gegen ein € X genau dann, wenn

lim E Tpyp = E TRy, fir alle y € (9(K). (5.14)
n—oo
k=1 k=1
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Ist speziell " = e™ (n-ter Einheitsvektor), so gilt fiir p > 1 (also ¢ < o0)
: a1 _ , g
nh_)ngo;_:lekyk = 7}1_)11010 Yy, =0, fiir alle y € £4(K), (5.15)

also e — 0 fiir p > 1, aber andererseits |[e"[|, = 1 und daher konvergiert e nicht stark
gegen 0.

Fiir p = 1 gilt ebenfalls (5.15) fiir alle y € £9(K), ¢ < oo, aber fiir y = (1,1,1,...) gilt
Y ) v = Jim va =1, (.10

also ist (€"),en nicht schwach konvergent im ¢*(K).

Generell gilt (Ubung): Ist X Hilbertraum, (z,),en Folge in X und z € X, so konvergiert
x, stark gegen x genau dann, wenn z,, schwach gegen x und ||z,|| gegen ||z| konvergiert.
Als weiteres Beispiel betrachten wir X = LP(D;K), 1 < p < co. Es ist X* = LY(D;K),
¢ =p/(p—1). Eine Folge (z,)nen in X konvergiert schwach gegen ein z € X genau dann,
wenn

lim [z (0)y(t) dt = / syt dt, fir alle y € L1(D;K).

Ist X = L*(D;K), so ist X = L'(D;K)*, und eine Folge (z,)nen in X konvergiert
schwach-* gegen ein x € X genau dann, wenn

lim [ 2 (0)y(t) dt = / syt dt, fir alley € L} (D: K).

Lemma 5.14 Sei X normierter Raum. Ist (x%)nen Folge in X* mit x¥ = z*, z* € X*,
s0 gilt
|z*|| < liminf ||z} ]| . (5.17)
n—o

Ist (zy)nen Folge in X mit x, =z, x € X, so gilt

]| < lim inf |2, | (5.18)
Beweis: Fiir alle x € X gilt

|z ()| < [y []]] -

Aus 2 = z* folgt daher

|z*(z)| = lim |z} (z)| < liminf||z}| ||z||, fir alle z € X,
n—0Q n—oo
also gilt (5.17). Beweis von (5.18): Ubung. O

Ist etwa (e"),en die Folge der Einheitsvektoren im 7(K), 1 < p < oo, so gilt (siehe oben
(5.15)), dass

e" =0, 0< lim [le"|,=1.
n—o0
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Satz 5.15 Sei X normierter Raum. Dann ist jede in X schwach konvergente Folge in X
beschrinkt (beziglich der Norm von X ), und jede in X* schwach-x-konvergente Folge ist
in X* beschrinkt (beziiglich der Norm von X*).

Beweis: Aus z¥ > 2* folgt |27 (x)| — |2*(z)| fiir alle z € X, also

sup |z (z)| < oo, fiir alle z € X.
neN

Aus dem Satz von Banach-Steinhaus (Satz 3.5) folgt nun

sup ||z || < oo
neN

Aus z,, — z folgt |z*(z,)| — |z*(z)] fiir alle z* € X*, also

sup |z*(z,)| < oo, fiir alle 2" € X™.
neN

Aus Satz 4.15 folgt nun

sup ||z,|| < oo
neN

O

Lemma 5.16 Sei X normierter Raum, sei (Z,)nen Folge in X mit x, — x stark in X,
sei (12)nen Folge in X* mit ¥ = z*. Dann gilt

lim z (z,) = z*(x). (5.19)

n—oo

Aus z, = © und x} — z* stark folgt ebenfalls (5.19).
Beweis: Es gilt
|z*(2) — 25 (2a)| < (2" — 27)(2)] + ||l27 |l [z — ] -

Aus 2 > z* folgt |(2* — 27)(z)| — 0, und da ||z*|| beschrinkt ist nach Satz 5.15, folgt
(5.19). Der Beweis der zweiten Aussage verlduft analog. a

Aus z, — z und z¥ = z* folgt im allgemeinen nicht, dass = (z,) — 2*(z). Beispiel:
X = 2(R), X* = 2(R), 2, = ", z = e". Esist " — 0, e” > 0, aber {¢",e") = 1.

Definition 5.17 (Folgenkonvergenz im topologischen Raum)

Sei (X, T) topologischer Raum. Wir sagen, dass eine Folge (x,)nen in X gegen einen
Grenzwert x € X konvergiert, falls es zu jeder offenen Menge U in X mit x € U ein
N € N gibt, so dass x,, € U gilt fiir alle n > N. O

Lemma 5.18 Sei (X,7T) topologischer Raum. Ist (X,T) separiert, so hat jede Folge
hochstens einen Grenzwert.
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Beweis: Sind z,y € X mit  # y, so gibt es offene Mengen U,,U, in X mit z € Uy,
y € Uy, U, NU, = 0. Aus Definition 5.17 folgt nun unmittelbar, dass = und y nicht
Grenzwerte derselben Folge sein konnen. O

In einem separierten topologischen Raum ist also die Schreibweise

z = lim z, (5.20)

n—oo

sinnvoll.

Definition 5.19 Seien (X,T), (X', T") topologische Riume. Eine Abbildung f : X — X'
heifit stetig im Punkt x € X, falls es zu jedem U’ € T' mit f(x) € U ein U € T gibt mit
x €U und f(U) CU". O

Lemma 5.20 Seien (X, T), (X', T") topologische Riume, f : X — X'. Dann ist [ stetig
auf X genau dann, wenn f in jedem Punkt x € X stetig ist.

Beweis: Ubung. O

Definition 5.21 (Folgenstetigkeit)

Seien (X,T), (X', T') topologische Riume. FEine Abbildung f : X — X' heifit folgen-
stetig in einem Punkt x € X, falls fiir jede gegen x konvergente Folge (z,)nen die Folge
(f(zn))nen gegen f(x) konvergiert. f heifit folgenstetig auf X, falls f in jedem Punkt
x € X folgenstetig ist. O

Lemma 5.22 Seien (X,T), (X', T') topologische Riume, sei f : X — X'. Dann gilt:
Ist f stetig in x € X, so ist f auch folgenstetig in x. Ist f stetig auf X, so ist f auch
folgenstetig auf X.

Beweis: Sei f stetig in z, sei (z,)qen eine gegen x konvergente Folge in X. Sei U’ € T’
mit f(z) € U'. Wir wihlen gem&8 Definition 5.19 ein U € 7 mit z € U und f(U) C U".
und geméifB Definition 5.17 ein N € N mit z,, € U fiir alle n > N, dann ist f(z,) € U’
fiir alle n > N. Da U’ beliebig war, folgt, dass f(z,) gegen f(z) konvergiert. Die zweite
Behauptung folgt unmittelbar aus der ersten. O

Satz 5.23 Sei X Menge, seien (X;,T;) topologische Riume fir i € I, I Menge, seien
fi : X = X, Abbildungen, sei T die durch diese Abbildungen induzierte Topologie auf X.
Dann gilt: Eine Folge (x,)nen in X konvergiert gegen ein x € X genau dann, wenn fir
alle i € I die Folge f;(x,) in X; gegen fi(x) konvergiert.

Beweis: Alle Abbildungen f; sind stetig auf X nach Lemma 5.8, also folgenstetig auf
X nach Lemma 5.22, damit folgt aus der Konvergenz von (x,),en gegen x auch die
Konvergenz von (f;(z,))nen gegen fi(x). Sei umgekehrt z € X, sei (2, )nen eine Folge in
X, fiir die alle Folgen (fi(z,))nen gegen fi(z) konvergieren. Sei U € T mit z € U. Da
T von Mengen der Form f;'(U;) mit U; € T; erzeugt wird, gibt es eine endliche Menge
JCIund U; €7, 7€ J,sodass

ze(fHUy) cU,

jeJ
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also f;j(z) € Uj fiir alle j € J. Wir wéhlen zu jedem j € J ein N; € N mit f;(z,) € U;
fiir alle n > N;. Fiir N = max;e; N; gilt dann f;(z,) € U; fiir alle j € J und allen > N,
also auch
Ty € ﬂ [N U;) U, fiirallen > N,
jer
Also konvergiert (x,)nen gegen . O

Aus Satz 5.23 folgt, dass die Definition 5.13 der schwachen und der schwach-x-Konvergenz
tatséchlich einen Spezialfall der allgemeinen Definition 5.17 darstellt.

Lemma 5.24 Sei X normierter Raum. Dann sind (X, Ty) und (X*, Ty+) separiert.

Beweis: Seien z,y € X, z # y. Nach Folgerung 4.6 gibt es ein z* € X* mit 0 # z*(z —vy),
also z*(z) # x*(y). Wir setzen

Dann gilt U,, Uy, € Ty, x € Uy, y € Uy und fiir € < [z*(z) — 2*(y)|/2 gilt U, N U, = 0.
Also ist (X, 7,) separiert. Sind nun z*,y* € X* mit z* # y*, so gibt es x € X mit
x*(z) # y*(x), und der weitere Beweis verlduft analog. O

Folgerung 5.25 Die Grenzwerte schwach konvergenter Folgen und schwach-x-konvergenter
Folgen sind eindeutig bestimmt.

Beweis: Folgt direkt aus Lemma 5.18 und Lemma 5.24. O

Folgerung 5.25 liefle sich auch direkt aus der Definition der schwachen Konvergenz bewei-
sen.

Definition 5.26 (Folgenkompaktheit)
FEin topologischer Raum (X, T) heifst folgenkompakt, falls jede Folge in X eine konvergente
Teilfolge (das heifst, eine Teilfolge, die einen Grenzwert in X hat) besitzt. O

Ist (X,d) ein metrischer Raum, so stellt Definition 5.26 eine von mehreren dquivalenten
Definitionen des Begriffs “kompakt” dar. In allgemeinen topologischen Réumen werden
verschiedene Kompaktheitsbegriffe unterschieden.

Ist X ein normierter Raum, so heif}t eine Teilmenge Y von X schwach folgenkompakt,
falls (Y,7,) folgenkompakt ist, das heifit, falls jede Folge (z,)nen in Y eine Teilfolge
besitzt, welche schwach gegen ein z € Y konvergiert. Analog definiert man schwach-x-
folgenkompakte Teilmengen von X*.

Satz 5.27 Sei X normierter Raum. Ist X separabel, so ist die abgeschlossene Einheits-
kugel K(0;1) in X* schwach-x-folgenkompakt.

Beweis: Sei (z})nen Folge in K(0;1), also ||z%|| < 1 fiir alle n € N. Sei {z,,, : m € N}

eine dichte Teilmenge von X. Wegen |z}, ()| < ||z sind die Folgen (27, (zm))nen in K
beschriankt fiir alle m € N. Durch Ubergang zu einer Teilfolge (beziiglich n) wollen wir
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erreichen, dass alle entsprechenden Teilfolgen von (z} (Zm))nen konvergieren. Zu diesem
Zweck wihlen zunéchst wir eine Folge (n1)ken, so dass (2% (z1))ren konvergiert. Wir

k1
wihlen weiter eine Teilfolge (ng2)ken von (ng1)ken, so dass (xf (z2))ken konvergiert. Per

ng
Induktion werden entsprechend Teilfolgen (7, )ren fiir jedes 2m € N gewidhlt. Fiir die
Teilfolge (nix)ren gilt also, dass (z;,,, (¥m))ren konvergiert fiir alle m € N. Wir setzen

zy =y, , Z = span {Tn, : m € N}, und definieren

2 Z =K, 2'(z) = klim 21(2) ,
—00

dieser Grenzwert ist wohldefiniert, da jedes z € Z Linearkombination der z,, ist. Es gilt
auflerdem |z;(2)| < ||2||, also auch |2*(2)| < ||z|| fiir alle z € Z, also ist z* stetig und
|z*|| < 1. Nach Satz 1.19 148t sich z* fortsetzen zu einem z* € X* mit ||z*|| < 1. Sei nun
x € X beliebig. Es gilt fiir alle z € Z

|27 (2) = 25 (2)] < [(&" = 25)(z = 2)| + |27(2) — 2 (2)| < 2[|w — 2] + [27(2) — % (2)]-

Seie > 0 beliebig. Wir wihlen z € Z mit ||z—z|| < eund N > 0so dass [2*(2)—z;(2)| < ¢
fiir alle £ > N, dann gilt
2" () — 2z ()| < 3¢

fiir alle K > N. Da z beliebig war, folgt z; — z*. O

Folgerung 5.28 Ist X ein separabler normierter Raum, so hat jede beschrinkte Folge in
X* eine schwach-x-konvergente Teilfolge. O

Fir 1 < p < oo ist LP(D) isomorph zum Dualraum des separablen Raumes L4(D),
q=p/(p—1) <oo. Ist also (z)nen eine Folge in LP(D) mit ||z,[, < C fiir alle n € N,
so gibt es eine Teilfolge (xp, )ren und ein x € LP(D) mit

lim [ z, (t)y(t)dt = / z(t)y(t)dt, fir alle y € LY(D). (5.21)
Als weiteres Beispiel betrachten wir X = C([a,b]). Sei (t,)nen Folge in [a, b], dann wird
durch

.’L'; = 5tn ) 5tn (.’L‘) = x(tn) )

eine Folge (z},)nen in X* definiert. Ist (¢, )kren eine konvergente Teilfolge mit ¢,, — t €
[a, b], so gilt
z, () =x(ty,) = z(t) = &(z), fiir alle z € Cla, b],

Nk

also zj — z* = ;. Bemerkung: Ist allgemeiner (in)nen eine Folge von Wahrscheinlich-
keitsmaflen auf [a, b], so folgt aus 5.28, dass es eine Teilfolge (un, )ken und ein Wahrschein-
lichkeitsmafl p gibt, so dass

lim bx(t) dpin, (1) = /bx(t) du(t), fiir alle z € Cla, b].

k—00 a

Ist X nicht separabel, so kann es beschrinkte Folgen in X* geben, die keine schwach-x-
konvergente Teilfolge haben. Als Beispiel betrachten wir X = L*°(0,1). Sei (&,,)nen €ine
monoton fallende Folge mit

5n+1

en € (0,1), &, —0,
En

—0. (5.22)
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Wir betrachten

1 [
() = 8—/ st dt, z€L®(0,1). (5.23)
nJo
Es gilt 2 € X*, ||zZ|| = 1. Sei z € L*(0,1) definiert durch
x(t) = (—1)k, falls Ery1 <t < &g, (524)
dann gilt
1 En+1
rhla) = ( / £(t) dt + (e — sn+1)(—1)")
n \Jo
1 et €n+1
=(-1)"+— t)dt — -1
et [T a2y
also

(@) — (1) < 25 0,
En

das heifit, die Folge (x}(z))nen ist nicht konvergent. Da dasselbe Argument fiir jede
Teilfolge (7}, )nen (mit entsprechend gewéhlter Funktion x) zutrifft, hat (z})nen keine
schwach-*-konvergente Teilfolge. Fassen wir sie aber als Folge in X*, X = C([0,1]), auf,
so gilt fiir alle z € X

= [ a0 = 20| < s la(9) - (0) -0,

En 0<s<t

|27, (x) — 2(0)] =

also 7 = 4.
Lemma 5.29 Sei X normierter Raum. Ist X* separabel, so ist auch X separabel.

Beweis: Sei {z} : n € N} dichte Teilmenge von X*. Wir wéhlen nach Definition der
Operatornorm zu jedem n € N ein z,, € X mit

* 1 *
|25 ()| = Sllanlls [lzall =1

Sei Y = span{z, : n € N}. Sei z* € X* beliebig mit z*|Y = 0. Es folgt

l27 = aall > 2% (2n) = 22 (za)| = |23 (2a) | 2 Sllanll 2 Sl27] = llz = 27]) . (5.25)
Gehen wir auf beiden Seiten zum Infimum beziiglich n iiber, so folgt [|z*|| = 0, also z* = 0.
Aus Folgerung 4.8 ergibt sich Y = X (andernfalls géiibe es ein z* # 0 mit z*|Y = 0). Aus
Satz 1.17 folgt nun, dass X separabel ist. O

Satz 5.30 Sei X Banachraum. Ist X reflexiv, so ist die abgeschlossene FEinheitskugel
K(0;1) in X schwach folgenkompakit.

Beweis: Sei (z,,),en Folge in X mit ||z,]| < 1 fiir alle n € N. Wir setzen

Y =span{z, :n € N}.
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Dann ist Y separabel nach Satz 1.17 und reflexiv nach Satz 4.13. Da Y** 2 Y ist auch
Y** separabel. Aus Lemma 5.29 folgt nun, dass Y* separabel ist. Die Folge (Jyx,)nen in
Y** ist beschrankt in Y** und hat daher nach Folgerung 5.28 eine schwach-*-konvergente
Teilfolge (Jy@n, )ken, sei Jyzn, — y**. Wir setzen z = J,,'y**. Fiir beliebiges z* € X*
gilt dann mit y* = z*|Y € Y*

2" (xn,) = Y (Tn,) = (Jyan,)(Y") =y (y") = y*(2) = 2" (),
also gilt z,,, — . O

Die Umkehrung von Satz 5.30 gilt ebenfalls, das heifit: Ist X nicht reflexiv, so ist K(0;1)
nicht schwach folgenkompakt. (Ohne Beweis.)

Folgerung 5.31 Sei X ein reflexiver Banachraum. Dann hat jede beschrinkte Folge in
X eine schwach konvergente Teilfolge. O

Definition 5.32 (Abgeschlossene Menge)
Sei (X, T) topologischer Raum. Fine Teilmenge A von X heifit abgeschlossen (in X ),
falls X\ AeT. O

Die Teilmengen () und X sind abgeschlossen in X. Aus der entsprechenden Eigenschaft
fiir offene Mengen folgt, dass endliche Vereinigungen und beliebige Durchschnitte,

n

U4, N4 (5.26)

1=1 1€l

abgeschlossener Mengen ebenfalls abgeschlossen sind.

Lemma 5.33 Seien (X, T), (X', T") topologische Riume. Eine Abbildung f : X — X'
ist stetig genau dann, wenn f~1(A") abgeschlossen ist in X fiir alle in X' abgeschlossenen
Mengen A" C X'.

Beweis: Folgt direkt aus der Definition der Stetigkeit, da X \ f~(Y") = f~(X \ Y’) gilt
fiir jede Teilmenge Y’ von X'. O

Lemma 5.34 Sei (X, T) topologischer Raum, sei A C X abgeschlossen, sei (x,,)nen Folge
m A, es gelte x, — x € X. Dann gilt ¢ € A.

Beweis: Wiire z ¢ A, so wire x, € X \ A fiir hinreichend grofie n, da X \ A offen ist, im
Widerspruch zu z,, € A. O

Definition 5.35 (Endliche Uberdeckungseigenschaft)

Sei (X, T) topologischer Raum. Wir sagen, dass er die endliche Uberdeckungseigenschaft
besitzt, falls gilt: Ist I Menge und (U;);cr eine Familie offener Mengen in X mit U;etU; =
X, so gibt es eine endliche Menge J C I mit U;c;U; = X. (“Jede offene Uberdeckung von
X besitzt eine endliche Teiliberdeckung”.) O
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Definition 5.36 (Kompaktheit) )
FEin topologischer Raum (X, T) heifst kompakt, falls er separiert ist und die endliche Uber-
deckungseigenschaft besitzt. O

Ein metrischer Raum ist genau dann kompakt, wenn er folgenkompakt ist (wird hier nicht
bewiesen, siche Analysis 2 oder Topologie).

Satz 5.37 (Satz von Tychonov)
Sei I Menge, seien (X;,T;) topologische Riume fiir alle i € I. Sind alle X; kompakt, so

ist auch der Raum [, ; X;, versehen mit der Produkttopologie, kompakt.

Beweis: Siehe Topologie. |

Lemma 5.38 Sei (X,T) topologischer Raum, sei A C X. Ist X kompakt und A abge-
schlossen, so ist auch (A, Ta) kompakt, wobei

Ta={UNA:UeT}

die auf A induzierte Topologie ist.

Beweis: Ubung. O
Ist f:(X,7T)— (X', T") stetig, so ist auch

Y (Y, Ty) = (X', T)
stetig, da f|Y = f o jy, wobei jy : Y — X die kanonische Einbettung ist.

Definition 5.39 (Homdomorphie)
Zwei topologische Riume (X, T) und (X', T") heiffen homdomorph, falls es eine bijektive

Abbildung f : X — X' gibt, so dass f und f ! stetig sind. Die Abbildung f heifst
Homdomorphismus. O

Ein Hom6omorphismus f : X — X' bildet 7 bijektiv auf 7' ab, da U € T genau dann,
wenn f(U) € T'. Das hat zur Folge, dass homéomorphe Raume identische topologi-
sche Eigenschaften haben. So ist etwa X genau dann kompakt, wenn X' kompakt ist.
Auflerdem kénnen wir 7 als die von f : X — (X', 77) induzierte Topologie auffassen,
entsprechend 7" als die von f~!: X’ — (X, T) induzierte Topologie.

Satz 5.40 (Alaoglu)
Sei X ein normierter Raum. Dann ist die abgeschlossene Einheitskugel K(0;1) in X*
schwach-x-kompakt.

Beweis: Wir betrachten das “X-fache Produkt von K mit sich selbst”,

S=][K (5.27)

zeX
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mit den Projektionen P, : S — K fiir jedes x € X. Wir erhalten eine kanonische Bijektion
®: Abb (X;K) — S, (5.28)

indem wir definieren
P, (®f) = f(z), falls f:X — K Abbildung. (5.29)

Wir versehen S mit der Produkttopologie 7s. (Die hieraus durch ® auf Abb (X;K)
induzierte Topologie heifit die Topologie der punktweisen Konvergenz.) Wir betrachten
die Teilmenge
K=[[K©l=l), K(lz])CK, (5.30)
TeX
von S. Nach dem Satz 5.37 von Tychonov ist K kompakt. Wir bezeichnen mit K* die
abgeschlossene Einheitskugel in X*. Wir wollen zeigen, dass ®(K™*) eine abgeschlossene
Teilmenge von K ist. Sei dazu f : X — K eine beliebige Abbildung. Nach Konstruktion
gilt
I[f(x)] <||z||, firallez € X, (5.31)

genau dann, wenn
ofe K. (5.32)

Weiter gilt fiir feste z,y € X

fl@+y)=f=)+ () (5.33)
genau dann, wenn
Poyy(®f) = Po(@f) + Py(2F), (5.34)
also genau dann, wenn
Of € (Poyy — P — P,) ' ({0}). (5.35)
Entsprechend gilt fiir festes z € X, a € K
f(az) = af (2) (5.36)
genau dann, wenn
Of € (Pa — aP2) ' ({0}). (5.37)
Da alle Abbildungen
(Poyy — Py — Py), (Pag —aPy): S - K (5.38)
stetig sind, sind die Mengen
Loy =K 0 (Poyy — P = Py) '({0}), (5.39)
Lyo=KnN (P —aP) ' ({0}), (5.40)

abgeschlossen in K nach Lemma 5.33, und daher auch

oK)= () LeyN [\ Lsa- (5.41)

z,yeX reX,ackK
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Nach Lemma 5.38 ist ®(K*) kompakt. Es geniigt nun zu zeigen, dass
(K", T ) = (R(K7), To(x+)) (5.42)

ein Homdomorphismus ist. Da P,(®z*) = z*(x), ist P, o ® : (K*, Tp») — K nach
Definition der schwach-x-Topologie stetig fiir alle z € X, also ist ® stetig nach Lemma
5.8(ii). Ebenso gilt fiir alle z € X, wenn wir 2** = Jxz setzen,

Py (%) = 2*(x) = 2™ (2*) = 2™ (® '®2*), fiir alle z* € X*,
also, eingeschrinkt auf ®(K*),
.7,'** o @71 — P$’

also ist z** o ® ! stetig auf ®(K™*) fiir alle z € X und damit auch ® ! nach Lemma 5.8(ii).
Damit ist ® in (5.42) ein Homéomorphismus und daher K* schwach-x-kompakt. O

Wir betrachten noch einmal das Approximationsproblem: Sei X normierter Raum, K C
X, x € X, gesucht ist y € K mit

lz =yl = inf [z — 2| (5.43)

Satz 5.41 Sei X normierter Raum, K C X konver und abgeschlossen. Dann ist K
schwach abgeschlossen (das heifit, abgeschlossen in (X, Ty)).

Beweis: Man zeigt mit dem Trennungssatz, dass X \ K schwach offen ist, siehe Ubungs-
aufgabe fiir K = R; fiir K = C benétigt man die im Komplexen giiltige Version des
Trennungssatzes, die wir hier nicht behandelt haben. O

Satz 5.42 Sei X refleriver Banachraum, K C X konvex, abgeschlossen und nichtleer.
Dann gibt es zu jedem v € X einy € K mit

lz =yl = inf [z — 2| (5.44)

Beweis: Sei (yn)nen Folge in K mit lim, o ||z — yn|| = inf,ex ||z — 2|| =8 d. Wegen
lyall < ll# = yall + ||z]| ist (yn)nen beschrinkt und besitzt daher nach Folgerung 5.31
eine schwach konvergente Teilfolge, sei y,, — y, y € X. Nach Satz 5.41 ist K schwach
abgeschlossen, also ist y € K nach Lemma 5.34. Da auch z — y,, — = — y, folgt nach
Lemma 5.14

k
|z = yll <liminf{lz -y, [ = d,
k—o00

also gilt (5.44). O

Definition 5.43 (Strikte Konvexitiit)
FEin normierter Raum X heifst strikt konvez, falls fiir alle x1, x5 € X mit ||x1|| = ||zo]| = 1

und x1 # xo gilt, dass

Hl(x1 a)| <1 (5.45)

2

O
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Satz 5.44 Sei X normierter Raum, K C X konver, x € X. Ist X strikt konvex, so gibt

es hdchstens ein y € K mut
o — yll = inf [lz — 2] (5.46)
zeK

Beweis: Seien y, § € K zwei verschiedene Losungen von (5.46),
lz =yl =llz —gll =d.
Dann ist d > 0, da andernfalls y = §§ = . Wir setzen

1 1 -
551:&(95—?/), 952:&(55—9),

in Definition 5.43, dann folgt

1 1 1
P i 1. - i e K
d||$ 2(y+y)||< , 2(y+y)€ :

ein Widerspruch zur Minimalitéit von y und . O

Mit der p-Norm versehene Vektorrdume sind typischerweise strikt konvex fiir 1 < p < oo
und nicht strikt konvex fiir p = 1 und p = oo (Supremumsnorm). Das gilt etwa fiir K",
#(K), LP(D;K), C(D;K). Da K", (K) und LP(D;K) fiir 1 < p < 0o auch reflexiv sind,
folgt aus den Sétzen 5.42 und 5.44 die eindeutige Losbarkeit des Approximationsproblems
(5.43) in diesen Raumen fiir beliebige abgeschlossene konvexe Mengen K.
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6 Das Spektrum

Ist T : K® — K" linear, und gilt
Te=Xx, M€K, ze€K', z#0, (6.1)

so heiffit A\ Eigenwert von 7" und z zugehoriger Eigenvektor. Indem man Eigenwerte
und Eigenvektoren untersucht, erhilt man in der Linearen Algebra eine Strukturtheorie
linearer Abbildungen im Endlichdimensionalen. Ein A € K ist Eigenwert von 7" genau
dann, wenn die Abbildung Aid — T nicht bijektiv ist. Statt Aid — T schreiben wir im
Folgenden abkiirzend

A=T.

Fiir den Raum L(X; X) aller linearen stetigen Abbildungen von X nach X schreiben wir
L(X).

Wir erinnern daran: Ist X Banachraum, so ist auch L(X) Banachraum.

In diesem Abschnitt setzen wir generell voraus, dass X # {0} (sonst ist L(X) = {0} und
[[d]| = 0.)

Definition 6.1 (Resolvente)
Sei X Banachraum, T € L(X). Die Teilmenge

p(T)={A: A€ K \—T ist bijektiv} (6.2)
von K heifit Resolventenmenge von T. Die Abbildung

R:p(T) - L(X), Ry\=\-T)", (6.3)
heifst die Resolvente von T'. O

Die Definition von R in (6.3) macht Sinn, da (A — 7)~! linear und stetig ist, wenn A — T
linear, stetig und bijektiv ist, siehe Folgerung 3.8.

Satz 6.2 Sei X Banachraum, T € L(X). Ist ||T|| < 1, so ist 1 — T bijektiv, (1 —-T) ! €
L(X) und

1-7)"'=) T (6.4)
k=0
Beweis: Ubung. a

Folgerung 6.3 Seien X,Y Banachriume, T € L(X;Y), T bijektiv. Ist T € L(X;Y)
mat !
1T~ Tl < i » (6.5)
17|

so ist auch T bijektiv und T~' € L(Y; X).
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Beweis: Durch Linksmultiplikation mit 77! erkennt man, dass
T=T1-T YT -T)), (6.6)

und aus (6.5) folgt |77 —T)|| < [T ||T — T|| < 1, also folgt die Behauptung aus
Satz 6.2. O

Folgerung 6.4 Sei X Banachraum, T € L(X). Dann ist die Resolventenmenge p(T)
eine offene Teilmenge von K. Ist Ay € p(T), so gilt

Ry=(A=-T)"=> (A - —T)7' P = (A — VRN (6.7)
k=0 k=0

fiir alle A € K mit

A= Aol < (6.8)

1
Rl

Beweis: Fiir A, \ € K gilt Die Behauptung folgt also aus Folgerung 6.3. Analog zu (6.6)
erhalten wir

A=T = -T)1-No—T)"" (A= N,
wegen |[(A=T)— (A = T)|| = | — Ao| folgt also fiir |\ — A\g| hinreichend klein
A=D) === (=N (-1)"
und hieraus (6.7) aus (6.4). O

Definition 6.5 (Spektrum, Punktspektrum)
Sei X Banachraum, T € L(X). Die Teilmenge

o(T) =K\ p(T)={X: A€ K A\—T ist nicht bijektiv} (6.9)

heifit das Spektrum von T, jedes N € o(T) heifst Spektralwert von T. Ist A — T nicht
injektiv, so heifit X Eigenwert von T mit dem zugehirigen Eigenraum ker(A — T'), und
jedes © € X mit Ax = Tx und x # 0 heifit zugehoriger Figenvektor. Die Menge

0,(T) = {\: X ist Eigenwert von T} (6.10)

heifit das Punktspektrum von T. O

Ist X = K", so ist A — T injektiv genau dann, wenn A\ — 7T bijektiv ist, es gilt also
0(T) = 0,(T). Im Unendlichdimensionalen gilt im allgemeinen o(T") # o, (T).

Definition 6.6 (kontinuierliches Spektrum, Restspektrum)
Sei X Banachraum, T € L(X). Die Menge

o(T)={A: A€ a(T), A =T ist injektiv, nicht surjektiv, und (A —T)(X) = X} (6.11)
heifit das kontinuierliche Spektrum von T, die Teilmenge
or(T)={A: A€ 0a(T), A =T ist injektiv, nicht surjektiv, und (A —T)(X) # X} (6.12)

heifit das Restspektrum von T . O
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Offensichtlich stellt
o(T) =0,(T) Uo(T)Uo,(T)

eine disjunkte Zerlegung des Spektrums dar.

Als Beispiel betrachten wir

0, k=1,
T 1, k>1.

T:2(K) — 2(K), (Tz)= {

Hier gilt 0 € 0,(T), da T injektiv und T(¢*(K)) = {y : v, = 0} abgeschlossener echter
Unterraum von ¢%(K) ist. Fiir

1
T: KQ(K) — £2(K) s (T.’L’)k = Emk,
gilt 0 € 0.(T), da T injektiv ist, wegen (1/k)ren ¢ T(£*(K)) nicht surjektiv ist, und wegen
c.(K) € T(£*(K)) dichtes Bild hat.

Satz 6.7 Sei X Banachraum, T € L(X). Dann ist o(T) kompakt, und es gilt |\| < ||T||
fiir alle X € o(T). Im Falle K = C gilt auerdem o(T) # 0.

Beweis: Sei T' # 0, der Fall T = 0 ist klar. Ist |A| > |||, so folgt aus

AT =) (1 - %T) (6.13)

und Satz 6.2, dass A € p(T'). Alsoist o(7T') durch ||T|| beschrinkt und wegen Folgerung 6.4
abgeschlossen in K, also kompakt. Sei nun K = C. Fiir beliebiges [* € L(X)* betrachten
wir die Funktion

FaT) 5T, fO)=I(Ry). (6.14)
Sei Ay € p(T') beliebig. Aus Folgerung 6.4 folgt, dass

o0

FQ) =T (Ry) =) (Ao — NI (REF), (6.15)
k=0
falls A € B(Ag; 1/||Ra||), das heifit, f hat eine in dieser Kreisscheibe konvergente Potenz-
reihenentwicklung. Also ist f holomorph auf p(7"). Wir nehmen nun an, dass o(T") = 0,
dann ist p(T) = C. Aufder kompakten Menge B(0; 2||T||) ist f beschrénkt, fiir |A| > 2||T||
folgt aus (6.13)

R —(A—T)—l—li ' (6.16)
A — - \ e A ) .
und weiter
L& = |IT|}* 1
lf)] = I"(Ry)] = | < —||I* <2|I*||— . 6.17

Also ist f auf C beschrénkt. Aus dem Satz von Liouville (siehe Funktionentheorie) folgt
nun, dass f auf C konstant ist, und aus (6.17) folgt f = 0. Es folgt also I*(Ry) = 0 fiir
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alle [* € L(X)* und damit aus dem Satz von Hahn-Banach Ry = 0, ein Widerspruch, da
R, bijektiv ist. O

Die Aussage von Satz 6.7 148t sich verschiarfen. Definiert man den Spektralradius von

T € L(X) durch
r(T) = inf 1T, (6.18)

so laBt sich zeigen, dass

A <r(T), firalle € o(T), (6.19)

(offensichtlich ist 7(7T) < ||T]|), und im Falle K = C gilt
T) = Al 6.20
() = max N (6:20)

Letzteres wird ebenfalls mit Mitteln der Funktionentheorie bewiesen (siehe die Lehrbiicher
von Alt und Werner).

66



7 Kompakte Operatoren

Definition 7.1 (Relativ kompakt) B
Sei (X,d) metrischer Raum, M C X. Ist M kompakt, so heifst M relativ kompakt (in
X). O

Definition 7.2 (Kompakter Operator)

Seien X, Y Banachriume. FEine lineare Abbildung T : X — Y heifit kompakt, oder auch
kompakter Operator, falls das Bild T(K(0;1)) der abgeschlossenen Einheitskugel K(0;1)
relativ kompakt ist in Y. O

Da eine lineare Abbildung stetig ist genau dann, wenn das Bild der Einheitskugel be-
schriankt ist, ist jeder kompakte Operator stetig. Mit

K(X;Y)={T:T e L(X;Y), T kompakter Operator} (7.1)
bezeichnen wir die Menge der kompakten Operatoren von X nach Y, und setzen
KX)=K(X;X). (7.2)
Nach dem eben Gesagten gilt K(X;Y) C L(X;Y).

Lemma 7.3 Seien X,Y Banachriume, T : X — Y linear. Dann sind dquivalent:

(i) T ist kompakt.
(i) T(B) ist relativ kompakt in Y fiir jede beschrinkte Teilmenge B C X.

(#3) Fiir jede beschrinkte Folge (xn)nen in X enthdlt die Bildfolge (Txp)nen eine in'Y
konvergente Teilfolge.

Beweis: “(i)=(ii)”: Ist T'(K(0;1)) relativ kompakt, so auch T(K(0; R)) = RT(K(0;1))
fiir alle R > 0. Ist B beschrinkt, so ist T(B) C T(K(0; R)) fiir hinreichend grofies R,
also T'(B) kompakt als abgeschlossene Teilmenge der kompakten Menge T'(KO0; R)).

“(ii)=>(iii)”: Unmittelbar klar. “(iii)=(i)”: Ubung. O

Als Beispiel betrachten wir
1
T:C[0,1] —» C[0,1], (Tx)(t) = / k(s,t)x(s)ds, (7.3)
0
wobei £ : [0,1] x [0,1] — R stetig ist. Die rechte Seite in (7.3) ist stetig als Funktion von

t (siehe Analysis 2), also ist Tz € C[0,1] und T daher wohldefiniert. Fiir z € C[0, 1] mit
2]l <1 gilt

1
(T2)(8)]| < / k(s 8)| 2(5)]| s, (7.4)

also .
[Tl < sup [ [h(s.6)]ds < [l (7.5

tef0,1] Jo
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also ist T (K (0;1)) beschréinkt. Wir zeigen, dass T(K(0;1)) gleichgradig stetig ist. Sei
€ > 0 beliebig, wir wihlen § > 0 mit

\k(s,t) — k(s,7)| <6, fiir alle t,7 mit [t — 7| < ¢,

das ist moglich, da &k auf der kompakten Menge [0, 1] x [0, 1] gleichmiBig stetig ist. Es
folgt, dass

[(T)(t) — (Tz)(7)] < /0 |k(s,1) = k(s,7)| [z(s)| ds < 0 (7.6)

fiir alle z € K(0;1) und alle ¢,7 mit [t — 7| < 0. Also ist T'(K(0;1)) gleichgradig stetig,
und aus dem Satz von Arzela-Ascoli folgt, dass T(K(0; 1)) relativ kompakt ist in C|0, 1].
Der durch (7.3) definierte Operator T ist daher kompakt.

Ist T € L(X;Y) und
dim(X) < oo, oder dim(7(X)) < oo, (7.7)

so ist T(K(0;1)) als beschrinkte Teilmenge eines endlichdimensionalen Raums relativ
kompakt, also T" kompakt.

Lemma 7.4 Seien X,Y,Z Banachriume, T € L(X;Y), S € L(Y;Z). Ist T kompakt
oder S kompakt, so ist auch S oT kompakt.

Beweis: Sei (z,,)nen beschrinkte Folge in X. Ist 7' kompakt, so hat (Tx,)nen eine kon-
vergente Teilfolge (T'zy, )ken, und da S stetig ist, ist auch (S(T'zy, ))ken konvergent. Ist S
kompakt, so hat die beschriinkte Folge (Tx,)nen (7 ist linear und stetig) eine konvergente
Teilfolge (S(Txn,))ken- a

Satz 7.5 Seien X,Y Banachrdume. Dann ist K(X;Y) ein abgeschlossener Unterraum
von L(X;Y).

Beweis: Sei (T};)men Folge in K(X;Y) mit 7,, - T, T € L(X;Y). Wir wollen zeigen,
dass T kompakt ist. Sei (z,)nen beschrinkte Folge in X, sei ||z,|| < C fiir alle n € N.
Wir wéhlen eine Teilfolge (z, )ken, 0 dass (17,2, )ken konvergent ist in Y fiir alle m € N.
Das erreichen wir mit dem Diagonalisierungsargument, wie es etwa im Beweis von Satz
5.27 ausgefithrt wurde. Im zweiten Schritt zeigen wir, dass (T2, )ren eine Cauchyfolge
ist. Sei ¢ > 0. Wir wihlen m € N mit |7 — 7},|| < e und K > 0 mit

| Tonn, — T, || <&, fiir alle k,j > K.
Es folgt fiir alle j, k > K

T2, — Tn;|| = T2, — Tin@ngll + | Tn%ny, — T, || + | Tin@n; — T |
< = Tl ln, | + 1 Tmn, = T, | + [T = T| [|2a,
<Ce+4+e+Ce=(2C+1)e,

also ist (T'xp, )ken Cauchyfolge und damit konvergent, da Y vollstindig ist. O
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Folgerung 7.6 Seien X,Y Banachriume, sei T : X — Y linear und stetig, es gebe eine
Folge (Ty,)nen linearer stetiger Operatoren T,, : X — 'Y mit

lim ||T, —T|| =0, dim(T,(X))<oo firallen € N. (7.8)
n—oo
Dann ist T kompakt.

Beweis: Da jeder lineare stetige Operator mit endlichdimensionalem Bild kompakt ist,
folgt die Behauptung unmittelbar aus Satz 7.5. O

Folgerung 7.6 kann herangezogen werden, um die Kompaktheit des durch

(Tz)(1) :/o k(s,t)x(s)ds, (7.9)

definierten Integraloperators in LP-Rdumen zu zeigen. Wir betrachten den Fall p = 2,
X =Y =L*0,1). Ist etwa

k(s,t) = g(s)h(t), g,he L*0,1), (7.10)

so ist k € L*((0,1) x (0,1)), und (7.9) wird zu

(T2)(t) = /0 ' o()2(s) ds h(t) (7.11)
also ist T'(X) = span {h} eindimensional. Fiir eine Linearkombination
k(s,t) = i a;9;(s)h;(t) (7.12)
=1
gilt dann dim(7(X)) < m. Es gilt nun (ohne Beweis): Zu jedem k € L?((0,1) x (0,1))
gibt es eine Folge (k,)nen von Funktionen der Form (7.12) mit k, — & in L2((0,1) x (0, 1)).

Da fiir die zugehorigen Integraloperatoren aus (7.9) gilt
[T =T < llkn — K22,

impliziert Folgerung 7.6, dass T kompakt ist in X = L?(0, 1).
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8 Adjungierte Operatoren

Seien X, Y normierte Rdume, sei 7" : X — Y linear und stetig. Ist y* € Y*, so wird durch
Ty =y*oT (8.1)

eine lineare stetige Abbildung T*y* € X* definiert. Offensichtlich ist 7* : Y* — X*
linear.

Lemma 8.1 T* ist stetig, und es gilt ||T*|| = ||T|-
Beweis: Es gilt

sup |[T"y*|| = sup sup |(T"y")(z)| = sup sup [y"(Tz)| = sup ||Tz|| = ||T].
1<t ly* 1< llall<1 lall<t [ly*lI<1 lall<1

Die vorletzte Gleichung gilt wegen Folgerung 4.7. O
Definition 8.2 (Adjungierter Operator)

Seien X,Y normierte Riume, sei T € L(X;Y). Der durch (8.1) definierte Operator
T* € L(Y*; X*) heifit der zu T adjungierte Operator. a

Lemma 8.3 Die Zuordnung T — T* definiert eine isometrische lineare Abbildung von
L(X;Y) nach L(Y*; X*).

Beweis: Die Linearitét folgt unmittelbar aus der Definition, die Eigenschaft der Isometrie
aus Lemma 8.1. O

Im allgemeinen ist die Abbildung 7"+ T* nicht surjektiv (Gegenbeispiel siche Werner).
Als Beispiel betrachten wir den Integraloperator 7 : L?(0,1) — L?(0,1),

1
T = [ ko) ds, ke 10,1 x (0,1). (52
0
Fiir den adjungierten Operator T* : L?(0,1)* — L?(0,1)* gilt

(T*y")(€) = y*(T€) - (8.3)

Gemif} der Isometrie zwischen L?(0,1)* und L?(0,1), siehe Kapitel 1, kann y* dargestellt
werden durch ein y € L?(0,1),

wwoaﬂwmmwﬁ. (8.4)

(rmwzf( w—// (5, 1)E(5) ds y (1) dt (8.5)
// (s, t)y(t) dt &(s) ds (8.6)
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das heifit, z* = T*y* wird dargestellt durch die Funktion

2(s) = /0 k(s, £)y(2) dt (8.7)

Zusammenfassend sehen wir: Ist 7" durch die Kernfunktion “k = k(s,t)” gegeben, so hat
T* die Kernfunktion “k = k(¢, s)”.

Zweimaliges Anwenden von Definition 8.2 liefert zu gegebenem 7" € L(X;Y') den linearen
und stetigen Operator
T X™ = V™.

Lemma 8.4 Seien X,Y normierte Riume, sei T € L(X;Y). Dann gilt

T*oJx =JyoT. (8.8)

Beweis: Es gilt

(T 0 Jx)(@)](y") = (T (Ix)2)](y") = [(Jxz) o T"I(y") = (Jx2)(T"y")
= (T"y")(z) = y*(Tz) = [Jy (T2)](y") = [(Jy o T)(@)](y") -

Satz 8.5 Seien X,Y Banachriume, sei T : X — Y linear und stetig. Dann gilt: T ist
kompakt genau dann, wenn T* kompakt ist.

Beweis: Sei T' kompakt. Die durch K = T(K(0;1)) definierte Teilmenge von Y ist dann
kompakt. Sei nun (y}),en eine beschrinkte Folge in Y*, es gelte etwa

lyplly~ < M. (8.9)

Wir betrachten nun die Folge (y|K)nen in C(K). Diese Folge ist beschrénkt, da

|y Kl = sup |yn ()| < llyplly+sup ||yl < M sup [ly[| < oo. (8.10)
yeK yeK yeK

Weiter gilt fiir beliebige y, 7 € K

Yn(¥) = Yn(D)] < lynl

also ist (v} )nen gleichgradig stetig. Aus dem Satz von Arzela-Ascoli folgt, dass es eine auf
K gleichmiBig konvergente Teilfolge (y; |K)ken gibt. Es folgt

v ly = glly < Mlly —glly, (8.11)

1T yn, = T*yn, |l = sup |y, (Tz) -y, (T'z)| = Sup Yne @) = Yn, )| = (¥, — wn)IK
Yy

ll=ll<1

(8.12)
wobei die mittlere Gleichheit gilt, da T'(K(0;1)) dicht ist in K. Also ist (T™y; )ren
Cauchyfolge, daher konvergent. Damit ist 7 kompakt. Sei nun umgekehrt 7 kompakt.
Nach dem eben Bewiesenen ist 7™** kompakt, daher nach Lemma ... auch 7™ o Jx und
nach Lemma 8.4 auch Jy o T. Sei nun (z,),cn eine beschrinkte Folge in X. Dann
hat ((Jy o T)zy)nen eine konvergente Teilfolge, sei (Jy o T)z,, — y™ € Y*™. Da Y
Banachraum ist, ist Jy (Y) abgeschlossen, also gibt es ein y € Y mit y** = Jyy. Da Jy
isometrisch ist, folgt T'zy, — y. Also ist T kompakt. O
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Satz 8.6 Seien X,Y normierte Ridume, set T : X — Y linear und stetig. Dann gilt

T(X) = (ker T*)°, (8.13)

wobei
(kerT*)’ ={y:y €Y, y*(y) =0 fir alle y* € ker T*}. (8.14)

Beweis: “C”: Sei zunichst y € T(X). Fiir alle y* € ker T* gilt T*y* = 0, also 0 =
(T*y*)(z) = y*(Tx) fiir alle z € X, also y*(y) = 0. Es folgt T(X) C (kerT*)°, und da
(ker T*)° abgeschlossen ist, wie man leicht sieht, folgt die Behauptung.

“37: Seiy €Y,y ¢ T(X). Wir wihlen geméfl Folgerung 4.8 ein y* € Y* mit y* = 0 auf
T(X) und y*(y) # 0. Fiir alle x € X gilt 0 = y*(Tz) = (T*y*)(x), also T*y* = 0 und
damit y* € ker T*. Da y*(y) # 0, folgt y ¢ (ker T%)°. O

Wir erinnern daran: Ist X normierter Raum, U abgeschlossener Unterraum von X, so
definiert

— inf llz — 2|l = inf |7 8.15
izl = int 1o — 21 = i 3] (8.15)
eine Norm auf X /U, und die Quotientenabbildung
Q:X—->X/U, Q) =]|x], (8.16)
ist linear und stetig und hat Norm ||Q|| = 1.

Satz 8.7 Seien X,Y normierte Riume, U abgeschlossener Unterraum von X, sei T €
L(X;Y) mit T\U = 0. Dann gibt es genau ein T € L(X/U;Y) mit ToQ =T, und es
gilt ||T|| = ||T||. Ist U =kerT, so ist T injektiv.

Bewelis: Wir definieren . .
T:X/U-=Y, T(z]) =T(x). (8.17)

T ist wohldefiniert, da fiir Z € [z] gilt, dass & — z € U, also

T ist offensichtlich linear, und
1T @) =T@I < Tl Z]l, fir alle Z € [z],

also folgt 5
7Dl < fnf (T = [T

also gilt ||T|| < ||T|| und umgekehrt auch
ITI = IT o QI < T IQIl = IT]l-
Ist U =ker T, so gilt nach (8.17), dass
T(z)) =0 & zcU & [z]=0,
also ker T = 0. O
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Folgerung 8.8 Seien X,Y Banachriume, sei T : X — Y linear und stetig, sei T(X)
abgeschlossen. Dann gilt
X/kerT ~T(X), (8.18)

und die durch T o Q = T definierte Abbildung ist ein Isomorphismus.
Beweis: Nach Satz 8.7 ist T : X/ ker T — T(X) bijektiv, linear und stetig. Da Y Banach-

raum und 7'(X) abgeschlossener Unterraum von Y ist, ist 7'(X) ebenfalls Banachraum.
Aus Folgerung 3.8 erhalten wir, dass 7! ebenfalls stetig ist. |

Folgerung 8.9 Seien X,Y Banachriume, sei T : X — Y linear, stetig und surjektiv.
Dann gilt
X/kerT ~Y . (8.19)

Beweis: Folgt unmittelbar aus Folgerung 8.8. |

Satz 8.10 Seien X,Y normierte Riume, sei T : X — Y linear und stetig, sei T(X)
abgeschlossen in Y. Dann gilt

(Y/T(X))" =2 ker T". (8.20)
Beweis: Sei z* € (Y/T(X))*. Wir setzen y* = 2z* o (), wobei Q : Y — Y/T(X) die

Quotientenabbildung ist. Es ist dann y* € Y*, y* = 0 auf T'(X), also T*y* = 0 und damit
y* € ker T*. Wir definieren

I:(Y/T(X))" s kerT", Iz"=2"0Q. (8.21)
Offensichtlich ist I linear und stetig, und aus Satz 8.7 folgt ||Iz*|| = ||2*|| fiir alle z*, sowie
die Surjektivitét von I. O

Definition 8.11 (Komplement)
Sei X Vektorraum, U Unterraum von X. Ein Unterraum V von X heifit ein Komplement
von U, falls gilt

unv={0}y, U+V=X. (8.22)

In diesem Fall bezeichnen wir X als die direkte Summe von U und V', geschrieben
X=UaqV. (8.23)
O

Aus dem Basiserginzungssatz folgt, dass jeder Unterraum U eines Vektorraums ein Kom-
plement V' hat. Ist ndmlich (u;);er Basis von U, so kénnen wir sie durch Hinzunahme
weiterer geeigneter Vektoren (v;),cs zu einer Basis von X ergéinzen, und

V =span{v,;:j € J}

ist dann ein Komplement von U. Ein solches Komplement ist nicht eindeutig bestimmt,
aber fiir jedes Komplement V' liefert die Quotientenabbildung @ : X — X/U eine bijektive
lineare Abbildung

QV:V - X/U, (8.24)
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und umgekehrt ist jeder Unterraum V', fiir den @Q|V bijektiv ist, ein Komplement. Hieraus
erhalten wir wir bijektive lineare Abbildungen

UxX/U—-UxV =X, (8.25)

letztere ist gegeben durch (u,v) — u + v.

Ist X ein Banachraum, so ist man an Zerlegungen X = U @ V interessiert, bei denen
U und V ebenfalls Banachridume sind; letzteres ist genau dann der Fall, wenn U und V'
abgeschlossen in X sind. Ist X Hilbertraum, so hat jeder abgeschlossene Unterraum ein
abgeschlossenes Komplement, nimlich U+. Ist X Banachraum, so braucht das nicht zu
gelten, beispielsweise hat C[0, 1] kein abgeschlossenes Komplement in L*°(0,1), was wir
nicht beweisen wollen. Genauer gilt (ebenfalls ohne Beweis): Ein Banachraum X hat die
Eigenschaft, dass jeder abgeschlossene Unterraum ein abgeschlossenes Komplement hat,
genau dann, wenn X isomorph ist zu einem Hilbertraum. (Ist er sogar isometrisch iso-
morph zu einem Hilbertraum, so gilt die Parallelogrammgleichung, und die Norm stammt
selbst von einem Skalarprodukt.)

Satz 8.12 Sei X normierter Raum, U Unterraum von X mit dim(U) < oo. Dann hat
U ein abgeschlossenes Komplement.

Beweis: Sei dim(U) = n, sei {z1,...,2,} Basis von U, sei {u},...,u;} die zugehorige
duale Basis, das heift, die durch

u; (25) = b
definierte Basis von U*. Wir wihlen gem#f Satz 4.5 (Hahn-Banach) Fortsetzungen z} €
X* von u} und definieren

P:X—U, Pz=) (). (8.26)
=1

P ist linear und stetig, und V' = ker P ist daher abgeschlossener Unterraum von X.
Wir zeigen, dass V' ein Komplement von U ist. Ist z € UNYV, so gilt Pz = 0, also
0 = zf(2) = uj(#) fiir alle 4 und damit z = 0. Ist nun = € X beliebig, so gilt

x =Pz + (z — Pzx).
Da Pz = z; fiir alle j, folgt P|U = id|U, also Po P = P,
P(x — Px) = Pr — PPz =0,
also x — Px € V und, da z beliebig war, X =U + V. O

Definition 8.13 (Kodimension)
Sei X Vektorraum, U Unterraum von X. Dann heifit dim(X/U) die Kodimension von U
in X, geschrieben codim (U). O

Wegen (8.24) gilt offensichtlich
codim (U) = dim(V) (8.27)

fiir jedes Komplement V' von U.
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Satz 8.14 Sei X normierter Raum, sei U ein Unterraum von X mit codim (U) < oo.
Dann hat U ein abgeschlossenes Komplement.

Beweis: Sei V' ein Komplement von U in X. Dann ist dim(V) = codim (U) < oo und
daher V' abgeschlossen. O

Satz 8.15 Seien X,Y Banachriume, sei T : X — 'Y linear und stetig, sei die Kodimen-
sion von T(X) in'Y endlich. Dann ist T(X) abgeschlossen in Y.

Beweis: Wir nehmen zunéchst an, dass T injektiv ist. Sei codim (T(X)) = n, seien
Yi,--,Yn € Y, so dass {[y1], ..., [yn]} Basis ist von Y/T(X). Wir definieren

S:K'x X —Y, S(a,x):Tx—f-Zaiyi. (8.28)
i=1
S ist linear und stetig. S ist injektiv, da aus S(a,x) = 0 folgt

0=[S(o,2)] = Z%‘[?Ji] )

also a; = 0 fiir alle 7, also Tt = 0 und damit z = 0. S ist surjektiv: Ist y € Y, so gibt es
a; € K mit

[y] = Zai[yi] , also [y - Zaiyi] =0, also y— Zaiyi eT(X).
i=1 i=1

i=1

Damit ist S bijektiv. Aus Folgerung 3.8 folgt, dass S~ ! stetig ist. Also ist T(X) =
S({0} x X) abgeschlossen. Sei nun T beliebig. Wir betrachten die durch T o Q = T
definierte lineare stetige Abbildung T : X/kerT — Y. T ist injektiv nach Satz 8.7, also
ist nach dem eben Bewiesenen T(X) = T(X/ ker T) abgeschlossen. O
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9 Fredholm-Operatoren

Definition 9.1 (Fredholm-Operator)

Seien X,Y Banachriume. FEin linearer stetiger Operator T : X — Y heifit Fredholm-
Operator, falls dim(ker T)) < oo und codim (T'(X)) = dim(Y/T(X)) < oo gelten. Ist T
Fredholm-Operator, so definieren wir den Index von T durch

ind (T') = dim(ker T') — codim (T(X)) . (9.1)

Die Menge aller Fredholm-Operatoren von X nach 'Y bezeichnen wir mit F(X;Y), falls
X =Y schreiben wir auch F(X). O

Sind X und Y beide endlichdimensional, so ist F(X;Y) = L(X;Y) Andernfalls ist
F(X;Y) kein Unterraum von L(X;Y), da dann 0 ¢ F(X;Y). Ist T € F(X;Y) und
o€ Kmita#0,s0ist o7 € F(X;Y). Es gilt id € F(X), ind (id) = 0. Ist dim(X) < oo,
so gilt ind (T') = 0 fiir alle T € L(X) = F(X).

Lemma 9.2 Seien X,Y Banachriume, T : X — Y Fredholm-Operator. Dann ist T(X)
abgeschlossen.

Beweis: Folgt direkt aus Satz 8.15. O

Satz 9.3 Sei X Banachraum, sei S : X — X kompakter Operator. Dann ist T = id — S
ein Fredholm-Operator.

Beweis: Zuniichst gilt, dass id| ker T' = S| ker T, also ist id| ker T ein kompakter Operator,
also ist dim(ker7') < co. Wir zeigen als néchstes, dass T'(X) abgeschlossen ist. Geméf
Satz 8.12 wiahlen wir ein abgeschlossenes Komplement V' von ker 7" in X und betrachten
T|V : V — T(X). Diese Abbildung ist injektiv, da V NkerT = {0}, also stetig und
bijektiv. Wir nehmen an,

(T|V)™':T(X) =V ist nicht stetig. (9.2)

Wir wiihlen eine Folge (¥, )nen in T'(X) mit ||y,|| = 1 und |7 y,|| > n. Fiir

T 'y,
Un = 7/ 7 9.3
Tl ©-3)
gilt dann
1
Vp €V, |lonll = 1, ||T0,]| < o (9.4)

Da S kompakt ist, gibt es eine konvergente Teilfolge (Svp, )ken. Sei Sv,, — v € X, dann
gilt

Up, = SVp, + TV, =,
alsov € V, ||v|| = 1, Tv = 0 im Widerspruch zu V Nker 7' = {0}. Also ist (9.2) falsch. Es
folgt, dass 7'(X) und V isomorph sind, also ist mit V' auch 7'(X) vollstéindig und daher
abgeschlossen in X. Aus Satz 8.10 folgt nun

(X/T(X))* = ker T* = ker(id — S*) . (9.5)
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Nach Satz 8.5 ist S* kompakt, also nach folgt nach dem eben Bewiesenen
oo > dim(ker(id — S*)) = dim((X/7T(X))*) = dim(X/T(X)) = codimT(X) .

O

Satz 9.4 Seien X,Y Banachriume. Dann ist F(X;Y) eine offene Teilmenge des Ba-
nachraums L(X;Y), und die Abbildung ind : F(X;Y) — 7Z ist lokal konstant, das heifst,
zu jedem T € F(X;Y) gibt es ein € > 0, so dass

ind (S) =ind (T"), fir alle S € F(X;Y) mit ||S—T| < e. (9.6)

Beweis: Sei T : X — Y Fredholm-Operator. Nach Lemma 9.2 ist 7(X) abgeschlossen.
Geméaf Satz 8.12 und Satz 77 wihlen wir abgeschlossene Unterrdume V' von X und W
von Y mit

kerToV =X, T(X)eW=Y, (9.7)

es ist dann
dim(W) = codim (T'(X)) < cc. (9.8)

Zu beliebigem S € L(X;Y") definieren wir nun

S:VxW-=Y, Swuw)=Sv+w, (9.9)

wobei wir V' x W mit der Maximumnorm ||(v, w)l|,, = max{||v]], ||w[|} versehen. Offen-
sichtlich ist S linear und stetig, und aus

(5 =T1)(v,w) = (S =T)(v)

folgt o
1S =Tl =I5 -] (9.10)

Aus (9.7) folgt T(V) = T(X), T|V injektiv, also ist T : V x W — Y linear, bijektiv und
stetig. Wir wihlen geméafl Folgerung 6.3 ein € > 0 so, dass S:VxW-=Y bijektiv ist
fiir alle S € L(X;Y) mit ||S — T|| < &. Sei nun S ein beliebiger solcher Operator. Aus
(9.9) folgt

SV x{oy) =5(V), S{0}xw)=w,

also
SVyew =Y. (9.11)

Da S bijektiv ist, ist S|V injektiv, also
ker SNV = {0}.
Sei nun Z ein Komplement von ker S @ V' in X,
kerS@VOZ =X, (9.12)

dann sind sowohl ker S @ Z als auch kerT" ein Komplement von V' in X, letzteres wegen
(9.7), und es folgt

dim(ker S) + dim(Z) = dim(ker T') < o0, dim(Z) < 0. (9.13)
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Aus (9.12) folgt weiter, dass S|(V @ Z) injektiv ist und
SVeZ)=8SX)=SV)® S(2). (9.14)
Indem wir S(Z) zu einem Komplement von S(V) in Y ergéinzen, erhalten wir
codim (S(V)) = dim(S(Z)) + codim (S(X)), (9.15)
und weiter mit (9.8), da S|Z injektiv ist,
codim (T'(X)) = dim(Z) + codim (S(X)). (9.16)

Aus (9.13) und (9.16) ersehen wir, dass S ein Fredholm-Operator ist, und Addition der
beiden Gleichungen ergibt

dim(ker S) + codim (T'(X)) = dim(ker T') 4 codim (S(X)),
also ind (S) = ind (7). O
Folgerung 9.5 Seien X,Y Banachriume, sei T : [0,1] — F(X;Y) stetig. Dann ist
t — ind (T(t)) (9.17)

eine Konstante.

Beweis: Nach Satz 9.4 ist die Abbildung ind o7 : [0, 1] — R stetig, und da der Index nur
ganzzahlige Werte annimmt, muss sie konstant sein. O

Da jede lokal konstante Abbildung auf einer zusammenhingenden Teilmenge ihres Defi-
nitionsgebiets konstant ist, erhélt man allgemeiner: Der Index ist konstant auf Zusam-
menhangskomponenten von F(X;Y).

Folgerung 9.6 Sei X Banachraum, S : X — X kompakt. Dann gilt
ind (id — S)=0. (9.18)

Beweis: Sei T'(t) = id—tS, dann ist ind (7°(0)) = ind (id) = 0, also auch 0 = ind (7'(1)) =
ind (¢d — S) nach Folgerung 9.5. O
Ist T : X — X Fredholm-Operator mit Index 0, so ist dim(ker 7') = 0 genau dann, wenn
codimT'(X) = 0, also

T injektiv. < T surjektiv. (9.19)

Betrachten wir die Gleichung
Tz =y, (9.20)

wobei y € X gegeben und x € X gesucht ist. so 1d8t sich (9.19) wie folgt formulieren
(dabei ziehen wir auch Satz 8.6 heran):

Entweder hat (9.20) fiir jedes y € X eine eindeutige Losung = € X, oder die
homogene Gleichung T'x = 0 besitzt endlich viele linear unabhéingige Losun-
gen, und fiir gegebenes y € X ist (9.20) 16sbar genau dann, wenn y*(y) = 0
fiir alle y* € ker 7.
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Diese Aussage wird als die Fredholmsche Alternative bezeichnet. Fiir einen Fredholm-
Operator mit Index 0 gilt also die Fredholmsche Alternative.

Satz 9.7 Sei X Banachraum, S : X — X kompakt. Ist A\ € C Spektralwert von S und
gilt X # 0, so ist X\ auch Figenwert von S. Ist dim(X) = oo, so ist 0 Spektralwert von S.

Beweis: Sei A # 0. Nach Folgerung 9.6 ist id — A™'S ein Fredholm-Operator vom Index
0, also auch Aid — S. Ist A nicht Eigenwert von S, so ist Aid — S injektiv und nach (9.19)
auch bijektiv, also ist A nicht Spektralwert von S. Ist 0 € p(S), so ist S bijektiv, linear
und stetig, also auch S~! stetig und daher id = S~'S kompakt, also dim(X) < oco. O

Ist etwa S ein Integraloperator,

(Sm)(t):/o k(s,t)z(s)dz, (9.21)

so hat die Gleichung Tx = (Aid — S)(z) = y die Form
1
Aa(t) — / k(s Oa(s) ds = y(1), 1€ [0.1]. (9.22)
0

Satz 9.8 Sei X Banachraum, S : X — X kompakter Operator, T = id — S. Wir
definieren (T™ =T oTo...oT, m mal)

Up =kerT™, V,, =T"™(X). (9.23)

Dann ist T™ Fredholmoperator fir alle m € N, also dim(U,,) < oo, codim (V},,) < oo, Up,
und V,, sind abgeschlossen, und

Un CUns1s Vi O Va1, fir allem € N. (9.24)

Es gibt ein n € N mit U, = U441, und fiir das kleinste solche n gilt U, = U, und V,, =V,
fiir alle m > n, sowie
U,®V,=X. (9.25)

Auperdem gilt T(U,) C Uyn, T(Vy) = Vo), und T|V,, -V, = T(Vy,) = V,, ist ein Isomor-
phismus.

Beweis: Es ist

™ =(id—S)"=id— 5, §=-— Zm:(—nk (?) Sk (9.26)

S ist kompakt nach Lemma 7.4 und Satz 7.5, also ist 7™ Fredholm-Operator nach Satz
9.3. Ist x € Uy, so ist 0 =T™z = T(T™x), also x € Up,y1, und

Vi1 =TT(T(X) CT™X) = Vi -
Ist Upy1 = Uy, fiir ein n € N und z € U,9, so ist

0=T""2g =T (Tx) = T"(Tz) = T""(z),
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also z € Upy1 und damit U, o = U, 1. Mit Induktion folgt U,, = U, fiir alle m > n. Wir
nehmen nun an, es gelte U,,.1 # U, fiir alle m € N. Wir wihlen gem&fl Lemma 2.13 fiir
jedes m € N ein 2,11 € Uy, 1 mit

||33m+1|| =1, dist ($m+1a Um) >

DN | —

Dann gilt fiir alle k < m

STrmi1 — ST = g1 — (TTmyr + a5 — T'zy)

€Unm,

also

|STms1 — Szl > fiir alle £ < m.

Y

N | —

Dann aber hat (Sz,,;)men keine konvergente Teilfolge, im Widerspruch zur Kompaktheit
von S. Also muss es ein n € N geben mit U, = U,;1. Sei n die kleinste solche Zahl. Aus
(9.26) und Folgerung 9.6 erhalten wir ind (7™) = 0 fiir alle m und daher

codim (V,) = dim(U,,) = dim(U,) = codim (V},), fiir alle m > n,

also wegen V,,, C V,, auch V,,, = V,, fiir alle m > n. Wir zeigen nun (9.25). Sei z € U,NV,,
dann ist 7"z = 0, x = Ty fiir ein y € X, also T?"y = 0, also y € Uy, = U, also z = 0
und damit

U, NV, ={0}.

Sei nun x € X beliebig, dann gilt 7"z € V,, = V3,. Sei y € X mit T"x = T?"y, dann ist
r—T"y € U, und
r=@-T'y)+T'yeU,+V,.

Dariiber hinaus ist 7’|V, injektiv, da
ker TNV, CcU, NV, ={0},

und da V,, abgeschlossen und damit Banachraum ist, ist 7'|V;, Isomorphismus nach Folge-
rung 3.8. O

Lemma 9.9 Sei X Banachraum, S : X — X ein kompakter linearer Operator, seie > 0.

Dann ist die Menge
{A: A ea(9), |A] > ¢} (9.27)

endlich (oder leer).

Beweis: Wir nehmen an, es gebe eine Folge (\,;),en paarweise verschiedener Spektral-
werte von S mit |\,| > €. Nach Satz 9.7 sind alle A, Eigenwerte von S. Sei (z,)nen eine
Folge zugehoriger Eigenvektoren von S. Da die A, paarweise verschieden sind, ist nach
einem Satz der Linearen Algebra die Menge {x, : n € N} linear unabhéingig. Fiir

X, =span{zy,...,2,}

gilt dann X, C X411, X, # Xuy1 und S(X,) C X, fiir alle n € N. Wir wihlen y, € X,
gemifl Lemma 2.13 mit

||yn|| = 15 dist (ynaanl) Z

DN | =
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Dann gilt v, = ax, + 2,1 fiir ein a € K| 2,1 € X,,_1, also
)\yn - Syn = A2n—1 — Szp—1 € Xy )

also fiir alle m € Nmit m < n

1

- vl
-~

EXn—l

Y

DN ™

also hat (Sy,)nen keine konvergente Teilfolge im Widerspruch zur Kompaktheit von S. O

Wir fassen die Aussagen zum Spektrum o(S) eines kompakten linearen Operators S :
X — X, X Banachraum mit dim(X) = oo, zusammen: Es gilt

a(5) = 0p(S) U{0}, a(5) C K(0;[[S]), (9.28)

in jedem Kreisring {|A| : 0 < & < |A| < ||S||} liegen hochstens endlich viele Spektralwerte,
0 ist moglicherweise ein Haufungspunkt des Spektrums. Ist A Spektralwert, A # 0, so gibt
es abgeschlossene Unterrdume U, und V) von X, so dass fiir T) = Aid — S gilt

X=U,®V,,
dim(U,) < oo, codim (V)) < oo
Ta(Uy) C Uy, Ta(Va) =Va,
T3 (Uy) =0 fiir ein n € N, T)|V, ist Isomorphismus.

Fiir den Fall allerdings, dass 0 der einzige Spektralwert von S ist, liefern die Sétze dieses
Abschnitts keine weitere Information iiber die Struktur von S.
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