Dr. V. Gradinaru Herbstsemester 2021 ETH Ziirich

S. Lanthal D-MATH
anthaler Lineare Algebra fiir D-ITET, RW

Beispiellosung fiir Serie 5

Aufgabe 5.1
Multiple Choice: Online abzugeben.

1 1
5.1a) Die Vektoren |0, |1| bilden ein Erzeugendensystem vom RR3.
1 1
(i) Richtig. v/ (ii) Falsch.

Der R3 ist 3-dimensional. Nach Satz 4.3 (ii) konnen weniger als 3 Vektoren nicht erzeugend sein, was
impliziert, dass die Aussage falsch ist.

5.1b) In welchen Fillen bilden die Vektoren kein minimales Erzeugendensystem des R3?

1 0 0 1

vV @ (0f, 1], |0, |1
0 0 1 1

Die Vektoren sind nicht minimal, da der vierte Vektor die Summe aus den ersten drei ist. Also liegt der vierte Vektor im

Erzeugnis der ersten drei.

17 1
v G |o], |1
1 |1

Diese zwei Vektoren erzeugen nicht den R*, da zum Beispiel (1,0, —l)T nicht in deren Erzeugnis liegt.

Aufgabe 5.2
Multiple Choice: Online abzugeben.
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5.2a)

®

(i)

(iii)

(iv)

v)

(vi)

Welche der folgenden Aussagen sind richtig?

Seien ay, ..., a, € R™ linear abhéingig. Dann hat das homogene Gleichungssystem
Aai+ ...+ \a, =0

nichttriviale Losungen A1, ..., A, € R.

Richtig. Denn die Definition von linear abhiingig war gerade, dass eine nichttriviale Linearkombination der Vektoren den

Nullvektor ergibt. Die Koeffizienten A1,..., A,, dieser Linearkombination 16sen dann das obige Gleichungssystem.

Seien a1, ..., a; € R" linear unabhingig. Dann muss gelten k£ < n.

Richtig. Denn die Dimension eines Vektorraums ist die Anzahl Basisvektoren und damit auch die maximale Anzahl linear
unabhingiger Vektoren. Da dim(R™) = n, konnen hochstens n Vektoren linear unabhingig sein, und damit also k& < n
(Satz 4.3).

Seien a1, ..., ar € R™ ein Erzeugendensystem von R™. Dann muss gelten k£ < n.

Falsch. Ein Erzeugendensystem ist nicht notwendigerweise linear unabhéngig, es kann mehr Vektoren als notig haben, um
den Vektorraum aufzuspannen. Die minimale Anzahl Vektoren in einem Erzeugendensystem, so dass dieses eben noch

erzeugend ist, ist gerade die Dimension des Vektorraums, hier also n (Satz 4.3). Es kann aber durchaus auch k£ > n sein.

Seien ay, ...,a; € R™ eine Basis von R™. Dann muss gelten k£ < n.

Richtig. Eine Basis ist ein linear unahédngiges Erzeugendensystem, in anderen Worten ein minimales Erzeugendensystem.
Die minimale Anzahl Vektoren in einem Erzeugendensystem, so dass dieses eben noch erzeugend ist, ist gerade die

Dimension des Vektorraums, hier n. Somit muss sogar gelten k = n (Satz 4.3), insbesondere also k£ < n.

Die Vektoren eines Erzeugendensystems konnen linear abhéngig sein.

Richtig. Denn ein Erzeugendensystem ist nicht notwendigerweise ein minimales Erzeugendensystem (= Basis).

Falls die Vektoren aq, ..., a; € R" keine Basis von R" bilden, dann miissen sie linear abhéngig sein.

Falsch. Fiir k < n konnen die Vektoren a1, ..., ax linear unabhéngig sein, ohne eine Basis fiir R” zu sein.
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5.2b) In welchen Fillen bilden die Vektoren ein Erzeugendensystem von R3?
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=

1\ /1\ /2
v oG (o], [1]. (1
o/ \1) \3

1\ /1\ /2

Gii) (o], [1].[0
1) \1) \2

Fiir ein Erzeugendensystem von R? brauchen wir nach Satz 4.3 mindestens 3 Vektoren. Genau dann wenn
wir 3 linear unabhingige Vektoren auswihlen konnen, bilden alle Vektoren zusammen ein Erzeugenden-
system.

Dies lésst sich wie folgt einsehen:

(1) Die ersten drei Vektoren sind offensichtlich linear unabhéngig. Deshalb handelt es sich hier um ein
Erzeugendensystem.
(i) Durch Anwenden des Gaussverfahren
1 1 2 11 2
0o (1)1 -0 11
0 1 3/ (-1 0 0 2

sehen wir, dass die Matrix den Rang 3 hat. Deshalb handelt es sich auch hier um ein Erzeugenden-
system.

(iii) Der dritte Vektor ist 2-mal der erste, somit sind die drei Vektoren linear abhingig und koénnen somit
kein Erzeugendensystem von R? sein.
Die lineare Abhingigkeit sieht man formal aus der Tatsache, dass

1 1 2
20| +ol1|+(=Df0] =0.
1 1 2
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5.2c) In welchen Fillen bilden die Vektoren eine Basis von R3?

~
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v G fol, (1], [
0 1/ \3

1 1 2

Gi) (o], 1], (o0

1 1 2
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Eine Basis ist ein Erzeugendensystem, das aus linear unabhédngigen Vektoren besteht. Nach Satz 4.3 besteht
eine Basis im R? aus genau 3 Vektoren.

(i) Die Vektoren konnen keine Basis sein, da es vier Vektoren sind.

(i) Die Vektoren bilden eine Basis, da sie gem. Aufgabe 6.1b) ein Erzeugendensystem sind und es genau
drei Vektoren sind. Aus Satz 4.3 folgt damit, dass sie zusétzlich erzeugend und damit eine Basis sind.

(iii) Die Vektoren sind keine Basis, da sie gem. Aufgabe 6.1b) kein Erzeugendensystem sind.

Aufgabe 5.3

Bestimmen Sie in den folgenden zwei Fillen, ob die Vektoren im R3 bzw. R* linear abhingig oder linear
unabhiingig sind. Geben Sie eine Begriindung an.

27 [o] [-1 ? _11 é
a) 11,10(,]0 b) , ,
1 0 1 1 1 1
-1 1 0

Losung: Betrachte die k£ Vektoren a(l), ey a'®) im Vektorraum V.
aW ... a® sind linear unabhiingig, falls aus z;a™") + - - - + za®) = 0 folgt, dass z1 = --- = 2, = 0
gilt. Sonst heissen sie linear abhéingig.
Somit sind die Vektoren a(!), ... a*) genau dann linear unabhingig, wenn das zugehorige homogene
Gleichungssystem Az = 0 mit A = [a(l), ey a(k)] nur die triviale Losung z = 0 hat. Nach Korollar 1.3

ist dies dquivalent zu r = k, wobei  den Rang des Gleichungssystemes Az = 0 bezeichnet.

In dieser Aufgabe ist V' = R™ (mit n = 3 oder 4). Der Rang (und somit die lineare Abhéngigkeit) kann mit
Hilfe des Gaussverfahrens iiberpriift werden: Schreibe A = [a()) ... a(k)]. Mit dem Gauss-Algorithmus
konnen wir r = Rang A bestimmen.

Zudem konnen wir noch folgendes Resultat benutzen: Fiir einen Vektorraum V' der Dimension n gilt

allgemein (Satz 4.3 aus dem Buch): Falls & > n, sind aV), . .., a(® linear abhiingig.
a)
21 2 0 -1 10 0 1 0 0
10 o 0 o0 —1|E 0 0 -1}
-1{-1 0 1 -1/0 0 1 -1/0 0 O

alsogiltk =3,r = 2.
Dar < k, sind die Vektoren linear abhéngig.

Hier sieht man die lineare Abhiingigikeit auch direkt, da eine Liste von Vektoren, die den Nullvektor
enthilt, linear abhéngig ist.

b)
2] 2 -1 1 1 1 0
1 1 0|@Ep|0 =3 1
1 1 1 14001
-1/-1 -1 0 0 0 0

also gilt k = r = 3. Dar = k, sind die Vektoren linear unabhéngig.
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Aufgabe 5.4

Gegeben seien die folgenden Matrizen

1 2 -2 =3 1

1 2 3 1 2 1 2 2 4 B
A:[ ] B:{ ] C:[ ] p=|2 -4 5 s 4
3 8 1 3 8 3 8 6 16 56 1 1 7

Finden Sie minimale Erzeugendensysteme im Kern und im Bild jeder dieser Matrizen.

Losung: Kern(A) ist definiert als die Losungsmenge des homogenen Gleichungssystems Az = 0. Wir
16sen also dieses Gleichungssystem mit dem Gauss-Algorithmus:

1 2 3|0 . 1 2 3|0
3 8 1|0 0 2 -810
Alsoist z3 = s € R beliebig, 2o = % = 4sund 21 = —2 - (4s) — 3s = —11s. Damit haben wir

—11
Kern(A) =< s| 4 seR
1

Ein Erzeugendensystem des Kerns von A ist dann trivialerweise

~11
41,
1

Und diese ist minimal, da das Erzeugendensystem nicht aus null Elementen bestehen kann.

Bild(A) ist definiert als { Az € R? | z € R}, also alle Elemente die wir durch Anwenden von A erhalten.

Mittels Losen von Az = (1,0) und Losen von Ay = (0,1) T, erhalten wir, dass

o b

Elemente von Bild(A) sind. Nebenbei, wir erhalten als mogliche Losung von Az = (1,0) " und Losung
von Ay = (0,1)T, zum Beispiel z = (—7,5/2,1) T,y = (—12,9/2,1) . Da das Erzeugnis von [(1)} , [(1)]
ganz R? ist, also span {(1,0) ", (0,1) "} = R2, sehen wir schnell, dass auch Bild(A) = R?. Da R? nicht
von nur einem Vektor erzeugt werden kann, ist (1,0) ", (0,1)" ein minimales Erzeugendensystem.

Wir gehen analog vor fiir Kern(B):

1 210 . 1 210 0 e —0
3 810 020 T2 =1 21 =1

Kern(B) = {0}.

Damit haben wir

und {0} hat kein Erzeugendensystem.

Fiir Bild(B), haben wir dass Bx = (1,0)7, fir z = (4,-3/2)7, und dass By = (0,1)7, fir y =
(—1,1/2)T. Somit gilt (1,0)7,(0,1)" € Bild(B) und dadurch span {(1,0)",(0,1)"} c Bild(B). Wir
sehen rasch, dass Bild(B) = R? und dass {(1,0)", (0,1) "} ein Erzeugendensystem ist, welches minimal
ist, da ein einzelner Vektor nicht R? erzeugen kann.
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Fiir Kern(C) erhalten wir mittels Gaussverfahren

12 2 410 N 1 2 2 4]0
3 8 6 16(0 0 2 0 410
Es folgt x4 = s € R beliebig, z3 = t € R beliebig, x5 = _748 = —2sundzy = —4s — 2t — 2. (—2s) =
—2t. Die Losungsmenge ist damit also
-2 0
0 -2
Kern(C) =<t R s,teR
| 0] 1
Die Vektoren
[—2] 0
0 -2
11710
| 0] 1

bilden ein Erzeugendensystem von Kern(C') (dies folgt direkt aus der Beschreibung des Kernes). Wir
zeigen, dass diese auch minimal sind. Dies folgt aus der Behauptung, dass die zwei Vektoren linear un-
abhingig sind. (Denn andernfalls wiirde einer der beiden Vektoren den anderen Vektor im Erzeugnis ha-
ben.) Wir zeigen die lineare Unabhéngigkeit mittels folgendem Gleichungssystem:

-2 010 0 0|0
0 210 N 0 0|0
1 0]0 1010
0 110 0 1|0

Die einzige Losung ist die triviale Losung (das heisst, die Nulllosung). Dies lésst sich einfach durch Riick-
wirtseinsetzen finden. Somit ist (—2,0,1,0) ", (0,2,0,1) " ein minimales Erzeugendensystem.

Fiir Bild(C) betrachte, dass Cx = (1,0)7, fiir = (0,0,2,—-3/4)", und dass Cy = (0,1)7, fiir
y = (0,0,-1/2,1/4)7. Somit gilt (1,0)7,(0,1)T € Bild(C) und dadurch span {(1,0)",(0,1)T} C
Bild(C'). Wir sehen rasch, dass Bild(C') = R? und dass {(1,0)",(0,1)"} ein Erzeugendensystem ist,
welches minimal ist, da ein einzelner Vektor nicht R? erzeugen kann.

Fiir Kern(D) erhalten wir mittels Gaussverfahren

-1 2 -2 -3 1]0 -1 2 -2 -3 110
2 -4 5 8 —4]0 — o o0 1 2 -=2|0
-3 6 -1 1 =710 0 O 10 —-101|0
— 2 -2 -3 1|0
— o o0 1 2 =210
0 O 0 010
Durch Riickwiértseinsetzen erhalten wir die Losungsmenge
-3 1 2
0 0 1
Kern(D)=<t| 2 | +s|-2| +r|0]| |s,t,r €R
0 1 0
1 0 0
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Die Vektoren

-3 1 2
0 0 1
21,(1-2],10
0 1 0
1 0 0

bilden ein Erzeugendensystem von Kern(C') (dies folgt direkt aus der Beschreibung des Kernes). Wir zei-
gen, dass diese auch minimal sind. Dies folgt aus der Behauptung dass die drei Vektoren linear unabhingig
sind. (Denn andernfalls wiirden zwei der anderen Vektoren den dritten Vektor im Erzeugnis haben.) Wir
zeigen die lineare Unabhiingigkeit mittels folgendem Gleichungssystem:

3 1 210 30 2]0 30 0]0
0 010 Elim. 2. Spalt 0010 Elim. 3. Spalt 0010
2 —2 010 = opae 2 0 00 2 P 2 0 0/0
0 1 0 0 via 4. Zeile 0 1 O O via 2. Zeile 0 1 0 0
1 0010 1 00/0 10 0/0

Die einzige Losung ist die triviale Losung (das heisst, die Nulllosung). Dies lésst sich einfach durch Riick-
wirtseinsetzen sehen. Somit ist (—3,0,2,0,1)",(1,0,-2,1,0)",(2,1,0,0,0) " ein minimales Erzeugen-
densystem.

Fiir Bild(D) beachte, dass Dz = (1,0,0) " keine Losung hat. Darum gehen wir nun anders vor. Betrachte

die Vektoren v; = Dey, vy = Deg,v3 = Des,vy = Dey,vs = Des, wobei e; = (1,0,0,0,0)7,es =
(0,1,0,0,0)T,...,e1 = (0,0,0,0,1) T, somit vy = (—=1,2,-3)T,vg = (2,-4,6)",v3 = (2,5, 1), vy
(—3,8,1)",v5 = (1,—4,—7)". Nun ist klar, dass v; bis v5 Elemente von Bild(D) sind, und somit auch
deren Erzeugnis. Aber das System {v1, ve, v3, v4, v5} ist nicht minimal. Wir sehen rasch, dass vy = —2uv;.
Dann behaupten wir, dass v4, vs im Erzeugnis von v, v3 liegen, also vy, vs € span {v1, v3}. Dies zeigen
wir indem wir das Gleichungssystem (v, v3 | v4, v5) losen, also

-1 —-2| -3 1 S -1 —-2| -3 1
9 5 8 _4 Gausselimination 0 1 2 _9
-3 -1 1 -7 0 0 0 0
Mittels Riicksubstitution erhalten wir, dass v4 = —v; + 2v3 und vs = 3v; — 2v3. Somit ist {ve, vy, v5} C

span {v1,vs}. Dass {v1,v3} linear Unabhingig ist, vor allem also minimal, sehen wir schnell. Somit ist
Bild(D) = span {v1, v3}, also

1 9
Bild(D)={t| 2| +s|5||steR},
-3 1

und {vy, v3} ein minimales Erzeugendensystem von Bild(D).

Bemerkung 1: Wenn das Gleichungssystem (Matrix | Einheitsvektor), keine Losung hat, ist es so, dass
ein minimales Erzeugendensystem des Bildes dieser Matrix weniger Elemente hat, als die Dimension des
Bild-Raumes.

Bemerkung 2: Bei allen 4 Matrizen war die Summe aus der Anzahl der Vektoren eines minimalen Erzeu-
gendensystemes im Bild und aus der Anzahl der Vektoren eines minimalen Erzeugendensystemes im Kern
gleich der grosseren Anzahl aus Spalten respektive Zeilen der jeweiligen Matrix. Dies ist im Allgemeinen
ein bewiesener Fakt. Ndhere Informationen finden wir unter dem Stichwort Rangsatz’.
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Aufgabe 5.5

Gegeben sei der Vektorraum der stetigen Funktionen V' := C°(R,R) iiber R, das ist der Raum aller
stetigen Funktionen von R nach R. Betrachten wir die drei Funktionen

filz) =sin(z),  fa(z) =cos(z), [3(x) =z cos(z).
Alle drei Funktionen sind Elemente von V. Zeigen Sie, dass f1, f2, f3 linear unabhéngig in V' sind.

Losung: Wir miissen zeigen, dass wenn gilt

ar1fi+asfot+asfs =0,

fiir bestimmte a; € R, a0 € R, a3 € R, dann folgt, dass a; = 0,3 = 0,3 = 0. Das Zeichen "=’
bezeichnet eine Funktionengleichung, das heisst fiir jedes  muss die linke Seite in der Gleichung, also
a1 f1 + ao fo + a3 f3, und die rechte Seite, also 0, die Null-Funktion, gleich sein. Diese Bezeichnung wird
nicht von allen Autoren benutzt.

Wir zeigen dies nun. Fiir drei verschiedene x € R, wir wihlen z = 0,2 = 7/2,x = 7, erhalten wir die
drei Bedingungen,
a1 0+ a1+ a3-0-1=0,
a; 1l +a2-0+a3-5-0=0,
ar1-0+ap-(—1) +az-7-(—1)=0.
Dies ist ein Gleichungssystem mit Zahlen. Aus der ersten und zweiten Bedingung lesen wir heraus, dass
ag = 0und oy = 0. Dies verwenden wir, um mit der dritten Bedingung a3 = 0 zu finden. Somit haben

wir gezeigt, dass wenn «aq f1 + ao fo + as f3 = 0, dann folgt a3 = 0, g = 0, a3 = 0. Also sind f1, fo, f3
linear unabhéngig.

Aufgabe 5.6 Spaltenraum und Kern einer Matrix

Geben Sie, sofern moglich, fiir die nachfolgenden Teilaufgaben jeweils eine Matrix A € R"*" an, welche
die angegebenen Bedingungen erfiillt.

5.6a) Eine Basis des Spaltenraums von A ist { [% } ) [_81} } und eine Basis fiir Kern(A) ist { E} } .

Losung: Da der Spaltenraum von A (d.h., Bild(A)) in R? enthalten ist, muss gelten, dass m = 3.
Da Kern(A4) C R3 gilt, muss n = 3 gelten. Die Matrix A besteht folglich aus drei Spalten, wobei

{ [% } , [ 81] } eine Basis des Spaltenraums von A ist.

Betrachten wir die zweite Bedingung, dass { B} } eine Basis des Kerns ist. Schreiben wir die Bedingung

um, erhalten wir Kern(A) = Span{ E} } also

1
Alll =0

2
& (A).1 + (A).2 +2(A). 3 =0. (5.6.1)

Es erfiillt somit jede Matrix A € R3*3 die Anforderungen, fiir welche Gleichung (5.6.1) gilt mit

span{ (2], [ 8 |} = span{(A).1, (4).2, (4).5} = Bila(A).
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Dies gilt zum Beispiel, wenn wir (A).» = [% s (A).3 = [ 81} wihlen und mittels (5.6.1) den Vektor
(A). 1 berechnen: )

-1 1 0
A=|-2 2 0
2 0 -1

Eine andere Moglichkeit ist (A4). 1 = [

5.6b) Eine Basis des Spaltenraums von A ist { [é} } und eine Basis fiir Kern(A) ist { [(ﬂ , [(1)] } .

Losung: Auch hier ist sofort klar, dass wir eine 3 x 3-Matrix suchen. Die Basis des Kerns gibt uns analog
zur vorhergehenden Teilaufgabe:

1 1
Alll =0 und A |0 =0

0 1
& (A1 +(A).2=0 und (A).1+(A).3=0. (5.6.2)

Es erfiillt somit jede Matrix A € R3*3 die Anforderungen, welche (5.6.2) erfiillt sowie

span{(A). 1, (4).2, (A).3} = Span{ Lﬂ }

Dies gilt zum Beispiel fiir

1 -1 -1
A= |2 —2 —2|,
3 -3 -3

(wir wihlen (A).; = [é] und erhalten (A). 3 und (A). 3 aus (5.6.2)).

1 0 1
5.6¢) Der Spaltenraum von A enthilt die Vektoren [8 ] und [ 1 } und eine Basis fiir Kern(A) ist { {(2) ] } :
2 0 1

Losung: Die gesuchte Matrix A muss eine 4 x 4-Matrix sein. Die Basis des Kerns gibt uns eine Bedingung
an die Spalten von A:

1
2
A ol = 0
1
& (A):1 +2(A):2 + (A):4 = 0. (5.6.3)
Als weitere Bedingung muss gelten
1 0
span{ |:8:| 5 |:%:| } g span{(A):J, (A):VQ, (A):73, (A)IA}' (5.6.4)
2 0
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Wir suchen eine Matrix A € R3*3, welche (5.6.3) und (5.6.4) erfiillt. Dies gilt zum Beispiel fiir

1 0 0 -1
010 -2
A= 01 1 -2|’
2 0 0 -2
1 0
(wir wihlen (A).; = [8] und (A).2 = [%] womit (5.6.4) erfiillt ist, und wir erhalten (A). 4 aus (5.6.3).
2 0

Nun konnen wir (A). 3 unter der Bedingung, dass dim Bild(A) = 3, frei in R* wihlen. Diese Bedingung
stellt sicher, dass dim Kern(A) = 1 ist und Kern(A) damit wirklich die verlangte Basis besitzt.)

5.6d) Der Spaltenraum von A ist gleich dem Zeilenraum von A und Kern(A) wird von den Vektoren
-1 5
[—32} und [7:2))} aufgespannt.

Losung: Wir suchen eine Matrix A € R3*3, fiir welche Bild(A) = Bild(AT) gilt, sowie

3] =0

A[:gﬂzo und A[

Letzteres ist dquivalent zu

—(A);jl — 2(14);12 + 3(A);’3 =0 und 5(A):’1 — Q(A) 9 — 3(14);’3 =0

B

& (A1 =(A4).2=(A).3, (5.6.5)

a a a
A=|b b b
c c c

ist die Bedingung Bild(A) = Bild(A”) genau dann erfiillt, wenn

a a a a a b c 1
span{ | b =Bild[ |b b b =Bild| [a b ¢ = spanq |[1
c c ¢ ¢ a b c 1

Da der Kern von A zweidimensional ist, kann nicht a = b = ¢ = 0 gelten, und somit muss a = b =c # 0
erfiillt sein. Insgesamt haben wir also gezeigt, dass genau alle nichttrivialen Vielfache der Matrix

111
A=1|1 1 1
1 11

die Bedingungen erfiillen.
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Aufgabe 5.7

5.7a) Wihlen Sie, falls moglich, mit dem Gaussverfahren unter den folgenden sechs Vektoren eine Basis
fiir R und begriinden Sie Ihre Antwort:

—2] 1 27 [-11 [-11 [3
1, o], |-1f,]4],]1], ]o].
1] [=1] |-1] |2 0| |5

Losung: Eine Basis besteht aus erzeugenden und linear unabhéngigen Vektoren. Es muss also gelten:

r=k=n=23.
—2—212—1—13(}3 1 0 -1 4 10
1 0 -1 4 1ol™ Jo 1 0o 7 13
1/ 1 -1 -1 2 0 5 —-1/0 -1 0 -2 -1 5
5 1 0 -1 410
Fado 1 071 3
0 0 0 5 0 8
Wir konnen also z. B. die Pivot-Vektoren als Basis wihlen:
[—2 1 -1
11,101, 4
|1 -1 2
—1] 3
Wir konnen aber statt des 4. Vektors | 4 | auch den 6. Vektor {0| nehmen, wie man durch Vertauschen
2 | 5
1
der entsprechenden Spalten im Gaussschema leicht sieht. Ebenso kdnnen wir statt des 2. Vektors | 0
-1
-1 —2] 2
den 5. Vektor | 1 | oder statt des 1. Vektors | 1 | den 3. Vektor | —1| nehmen.
0 1 -1

Als Basis konnte man auch eine andere Kombination, wie zum Beispiel

17 [=17 [3
41,111, o},
2 0l |5

wihlen, aber die Tatsache, dass diese Auswahl eine Basis bildet, siecht man anhand vom Schema nicht.

5.7b) Gegeben seien die folgenden drei Vektoren in R3:

a 0 c
a |,]|b], c
1+a 2 b+c

Diese Vektoren spannen einen Unterraum von R3 auf. Wie hingt die Dimension dieses Unterraumes von
den Werten der auftretenden Parameter ab?
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Losung: Sei U der von den drei Vektoren aufgespannte Unterraum des R3. Die Dimension von U ist
gleich der Anzahl Vektoren, die in U eine Basis bilden. Schreibe nun

a 0 C
A= a b c
1+a 2 b+c

Aus der Vorlesung (im Buch auf Seite 83) wissen wir, dass gilt:

Die maximale Anzahl von linear unabhcingigen Spaltenvektoren von A ist gleich r = Rang A.

Eine Basis von U kann also hochstens aus r Vektoren bestehen (sonst sind sie nicht mehr linear unabhingig
und bilden keine Basis). Es gilt also d := dim U < r.

Wegen Satz 4.3 i) aus dem Buch wissen wir zudem, dass mehr als d Vektoren linear abhingig in U sind.
Es folgt also, dass dim U = Rang A, somit konnen wir die Dimension von U mit dem Gaussverfahren
berechnen.

a 0 c
a b c

l1+a 2 b+ec
Falla =b=0:
0 0 ¢ (e£0) 1 2 ¢
00 ¢ Do o ¢
1 2 ¢ 0 00
e fallsc=0,giltd=r =1,
e fallsc# 0, giltd =r = 2.
Falla = 0,b # 0:
* fiir c = 0 gilt
1 2 b
0 b Olalsod=r=2,
0 00
o fiir ¢ # 0 gilt
1 2 b+ec
0 b c |alsod=7r=3.
0 0 c
Fall a # 0:
a 0 c & a 0 c = a 0 c
a b c 421 0 b 0 4;2 0 2 b_g
l+a 2 bte 02 b—¢ 0 o OHe-ab)

* falls W =0 (alsofalls b = 0 oder ¢ = ab): d = r = 2,

o falls A0 2 0:d =7 =3,
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Aufgabe 5.8

223 bilden eine Basis

Sei P, der Raum der Polynome mit Grad strikt kleiner als 4. Die Monome 1, x,
von Py, aber dies ist natiirlich nicht die einzige Basis.

Die sogenannten Legendre-Polynome sind wie folgt definiert:

1 &

= S (2% — 1) fiiri > 0.

P0($) =1, PZ(‘T)

Zeigen Sie, dass Py, P, P», P; eine Basis von Py bilden.

Losung: Wichtig fiir uns ist folgende Tatsache, die aufgrund der Isomorphie jedes reellen, n-dimensionalen
Vektorraums zum R gilt (siehe Seite 82 im Buch):

Sei V ein reeller, n-dimensionaler Vektorraum. Weiter sei B eine Basis von V. Dann gilt: Eine Liste von
Vektoren aus V' ist genau dann eine Basis von V', wenn die entsprechenden Koordinatenvektoren beziiglich
B eine Basis des R” bilden.

Wir bestimmen die Koordinatenvektoren der Legendre-Polynome beziiglich der Monombasis und iiberprii-
fen, dass diese eine Basis bilden. Wir beginnen mit dem Ausfiihren der Differentiation:

3 1 5 3
Po(z) =1, Pi(z) =2, P(z)= 5952 — 3 Py(x) = 5953 5%
Jetzt bestimmen wir die Koordinaten p(*) € R* des Vektors P; fiiri =0, ...,3 beziiglich der Monombasis
a® =1,a® =2, a® =22, B = 23
Wir sehen, dass
Py=1 = 1-140-240- 2240 25,
P =z = 0-14+1-240-2°4+0- 23,
3 1 1 3
Po=S22_2 —_—Z.1 Cp s g2 S
) 2:r > 5 +0x+23:—|—0x,
5 3 3 5
Py = —a® — gv= 0-1=3 -x+0'x2+§-x3.
Damit haben wir die folgenden Koordinatenvektoren:
1 0 —1 0
3
©_ 9 o |1 @_ |0 G _ |72
p 0l° b 0|’ b % ) p 0
0 0 0 5

Wir wollen zeigen, dass die Koordinatenvektoren linear unabhiingig sind. Anwenden des Gaussverfahrens
ist hier einfach: Wir landen direkt beim Endschema

10 -3 0
01 0 -3
00 2 0
00 0 2

Somit sind die Koordinatenvektoren linear unabhiingig. Damit ist der Rang gleich 4. Wir kdnnen somit
folgern, dass die Koordinatenvektoren p(®), p(1), p@) p(3) eine Basis von R* bilden und damit sehen wir,
dass die Legendre-Polynome Fy, P, P>, P53 eine Basis von Py bilden.
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Aufgabe 5.9 Kern und Bild

Gegeben sei die Matrix

2 11 0
A=1|—-4 0 1 —3| e R®*4
2 1.1 0

Bestimmen Sie Basen fiir Kern(A) und Bild(A).

Losung: Aus der Vorlesung wissen wir, dass fiir eine m x n-Matrix C gilt:
i) b€ Bild(C) < Cx = b besitzt mindestens eine Losung x € R".
ii) x € Kern(C) < zlostCx =0.

iii) dimBild(C) + dim Kern(C') = r + (n — r) = n, wobei r = Rang C.

iv) Bild(C) = span{cV),...,c(™}, wobei c¥) die i-te Spalte von C bezeichnet.

Lose also zundchst Az = 0 mit Gausselimination:

2 11 0 0 211 0 O
-4 01 -3 0| =10 2 3 -3 O
2 11 0 0 000 0 O

Wihle z4 = a € R, 3 = 8 € R,

3 3
209 + 323 — 324 =0 = 22 = 5(1‘4—3}3) = i(a—ﬁ),

1
21+ 2o+ 23 =0 = xlzi(ﬁ—&’.a)

_3 1
1 1
3 _3
=>L=1{« (2) +8] | |wBeR
1 0
Somit ist
-3 1
6 —6
01’4
4 0

eine Basis von Kern(A). Aus iii) folgt ausserdem, dass dim Bild(A) = 4 — dim Kern(A) = 2. Wegen iv)
konnen wir also zwei linear unabhéngige Spaltenvektoren von A als Basis von Bild(A) wihlen. Aus dem
obigen Gauss-Schema sieht man, dass zum Beispiel

2 1
—41, 10
L 2 - _1_
linear unabhéngig sind. Somit ist
F91 1
—4],
L 2 - _1_

eine Basis von Bild(A).
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