4.6 Basis

Erinnerung:

Definition: Ein linear unabhéngiges Erzeugendensystem von V heisst eine Basis von V.

Satz: Fiir jede Teilmenge S C V sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(a) S ist eine Basis von V.
—_—

(b) S ist ein minimales Erzeugendensystem von V.
(c)ﬁ’ ist eine maximale linear unabhéngige Teilmenge von V. )

————

Satz: Fiir jedes Erzeugendensystem E von V und jede linear unabhéngige Teilmenge L C F existiert eine
Basis Bvon V mit L C B C E.

—_—

—

Folge: (a) Jedes Erzeugendensystem von V enthélt eine Basis von V.

(b) Jede linear unabhéngige Teilmenge von V' ldsst sich zu einer Basis von V' erweitern.

(c)j Jeder Vektorraum besitzt eine Basis.

(d) Jeder endlich erzeugte Vektorraum besitzt eine endliche Basis.

Vorsicht: Ein Vektorraum besitzt im allgemeinen viele verschiedene Basen. Bevor man eine spezielle Basis
gewahlt hat, darf man daher nur mit dem unbestimmten Artikel von ,einer Basis* sprechen.



Beweis des Satzes: Fiir jedes Erzeugendensystem F von V' und jede linear unabhéngige Teilmenge L C FE
existiert eine Basis B von V mit L C B C F.
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4.7 Dimension preerreie o Aph

C
Steinitzscher Austauschsatz: Fiir jede Basis B von V' und beliebige linear unabhéngige Vektoren

v1,...,0, €V existieren paarweise verschiedene by,...,b, € B, so dass (B~ {by,...,b,})U{v1,..., 0.}

eine Basis von V ist.
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Definition: Diese Kardinalitit heisst die Dimension von V', geschrieben dimg (V') oder dim(V). ’fﬁ

Beispiel: Der Nullraum hat die Basis @ und folglich die Dimension 0.

Satz:

(a) Es gilt n := dim(V) < oo genau dann, wenn V' endlich erzeugt ist.

In diesem Fall gilt weiter:

(b) Jedes Erzeugendensystem E von V mit |E| = n ist eine Basis von V.

(c) Jede linear unabhéngige Teilmenge L von V mit |L| = n ist eine Basis von V.
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Beispiel: Fiir jede natiirliche Zahl n bilden die Vektoren e; := (5Z ])J . furallei=1,...,n eine Basis

.....

von K", genannt die Standardbasis von K". Insbesondere ist also dim g ( K ") =n.
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Beispiel: Fiir jede Menge [ gilt dlm(K = |I]. Dagegen ist dim(K’) > |I| im Sinne unendlicher

Kardinalzahlen, wenn I unendlich ist. L )

Satz: Gegebene Spaltenvektoren vy, ..., v, € K" bilden eine Basis von K™ genau dann, wenn die n X n-
Matrix (v, ...,v,) invertierbar ist. ,Z- S ( Xis
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Beispiel: Fiir jedes 1 < i < n sei v; = (a;5); mit a; # 0 und a;; = 0 fur alle j > ¢. Dann isf

eine obere Drelecksmatrlx mit allen Diagonaleintragen ungleich Null und folglich invertierbar; also ist

{v1,...,v,} eine Basis von K™.
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Beispiel: Die Addition und Multiplikation von reellen und komplexen Zahlen macht C zu einem Vektor-
raum tiber R. Dieser hat die Basis {1,¢} und folglich die Dimension dimg(C) = 2.

di fO = .

Beispiel: Die Addition und Multiplikation von reellen und rationalen Zahlen macht R zu einem Vektor-

raum iiber Q. Dieser ist unendlich-dimensional; genauer gilt

dimg(R) = [R].




