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ANEXO IV

METODO DOS MINIMOS QUADRADOS

Se um certo numero de medidas € realizado de uma mesma
guantidade fisica e se estas medidas estdo sujeitas a erros aleatérios
apenas, entdo a teoria dos minimos quadrados estabelece que o valor

mais provavel da quantidade medida é aquele que faz a soma dos
gquadrados dos erros um minimo.

Este teorema pode ser aplicado ao caso particular em que se
pretende ajustar uma linha reta a um conjunto de pares experimentais.

Suponha que séo realizadas varias medidas das grandezas X e
Yy, obtendo-se um conjunto de pontos X,y;, X,Y, X3Y3y.w.w.s XpYn, SENAO Y UMa
variavel aleatdria relacionada a X pela equacéo de uma reta.

y=ax+b (1)

A equacao acima representa o valor esperado (ou valor mais provawel) para
avariavel y, ver figura 1.

Fig. 1
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As estimativas de minimos quadrados das constantes a e b sédo
entdo aqueles valores de a e b que tornam minima a expressao.

é: €’ -3 (yi - (ax, +b))2 (2)

Pode-se notar facilmente que a expressao acima representa a
soma dos quadrados das discrepancias (ou diferengas) entre o valor
observado y; e o valor esperado para y = axx +b, ver figura 1.

Os melhores valores para as constantes a e b podem entéo ser
encontrados diferenciando-se a equacdo 2 com respeito a a e b,
respectivamente, e igualando-se os resultados a zero (condicao de minimo).

o 2

ﬂill:iz:é 1 (;?i+b)] =24 [x xy - ax?- b =0 (3)
18€ g1y -@x+b] g
T :ai [ T ] :-Ze}[yi-axxiz-b]:o (4)

Das equacdes 3 e 4 obtemos entdo as equacfes hormais:

é].Xi Y :bé X; +a§XiZ (5)
é.yizbéxi+aéxi (6)

Pela resolucéo simultanea das equacdes 5 e 6 para a e b obtemos:

_ é.xié. Yi- né(xi ><yi)
a= o o (7)
(@ x)?- nga x?
b= é.(xi xyi)é. X; - éxfé Yi

(é. Xi)z- né.xiz

(8)

Define-se ainda um coeficiente da determinacao r* que assume

valores entre 0 e 1 que indica 0 quao a equagéo determinada se ajusta aos
pontos dados. Quanto mais proximo da unidade, tanto melhor o ajuste.
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?é.xixyi'éxay?%
r’= 9
% ax)oaeo é )20
a X7 - avy’- =
g s 5

UM EXEMPLO:

Vamos ajustar um segmento retilineo a um conjunto de oito
pontos experimentais.

X 10 | 20 | 30 | 40 50 60 70 80
y 2 5 6 7 10 13 14 15

Solucdo:
Equacao da reta a ser ajustada:

y=axx+b

Equacao 2, dos quadrados das diferencas, temos:
s , & 2
ae =a (yi - (a.x +b))

Equacdes 5 e 6, normais temos:

8 8 n
éxi'yi :béxi+aé x?

8

8
é.Yi=8>‘b+aé X;

Resolvendo o sistema de equacdes anteriores obtemos para ae b
a=0191 e b=0428

A equacdo ajustada sera:

Y =0,191xX + 0,428
e o coeficiente de determinagéo:

r*=0,98
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Gréfico:

Fig. 2



