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Resumen
En este art́ıculo se presenta un panorama introductorio de los
procesos de ramificación y una aplicación a gráficas aleatorias.

1. Introducción

La relevancia de la teoŕıa matemática de ramificación se debe a que
trata uno de los procesos primordiales de la naturaleza: la reproducción.
El tema es extenso porque tiene muchos aspectos y una gran variedad
de aplicaciones. La teoŕıa tiene problemas matemáticos interesantes y
las aplicaciones tienen sus propias problemáticas. La ramificación se to-
ca sólo de manera marginal en los cursos de probabilidad. Mi propósito
con este art́ıculo es interesar a los estudiantes en este tema. Este art́ıculo
está basado en parte en pláticas para estudiantes que he dado en di-
versas ocasiones, entre otras, un cursillo en la Universidad Nacional
de Colombia, recientemente pláticas en el XL Congreso Nacional de
la Sociedad Matemática Mexicana en Monterrey (octubre 2007) y en
el Congreso Regional de Probabilidad y Estad́ıstica en la Universidad
Juárez Autónoma de Tabasco (febrero 2008).

Veremos los procesos de ramificación más sencillos y algunos resul-
tados sin entrar en cuestiones técnicas ni en demostraciones (las cuales
en general no son sencillas). Ya que el objetivo es solamente exponer
un panorama introductorio, algunos resultados están en forma simpli-
ficada.

Para leer este art́ıculo es útil tener conocimientos básicos de teoŕıa
de probabilidad y procesos estocásticos (por ejemplo, al nivel de los
libros de Hoel, Port y Stone, Introduction to Probability Theory, Intro-
duction to Stochastic Processes), pero si no se tienen, basta con algo
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de cultura matemática e imaginación para percibir las ideas. La sec-
ción 4 requiere un poco más de conocimientos. La bibliograf́ıa contiene
algunos textos que ayudaŕıan al lector interesado a entrar en materia, li-
bros sobre aplicaciones en bioloǵıa, y art́ıculos sobre algunos resultados
espećıficos que no se encuentran en libros.

Una versión más extensa de este art́ıculo con temas más avanzados
está en [16]. En la sección 2 del presente art́ıculo hay una descripción
general de los sistemas ramificados de part́ıculas en el espacio, pero
luego nos restringimos a sistemas que no tienen distribución espacial.
En [16] se abordan sistemas con distribución espacial y superprocesos,
que son cierto tipo de ĺımites de tales sistemas.

2. Sistemas ramificados de part́ıculas

2.1. Ideas generales

Consideremos una colección de part́ıculas o individuos en un espacio
que evolucionan a lo largo del tiempo de la manera siguiente. Al tiem-
po inicial, t = 0, hay un número aleatorio de part́ıculas distribuidas
aleatoriamente en el espacio. Cada una de estas part́ıculas tiene una
duración de vida aleatoria, al término de la cual muere o produce un
número aleatorio de part́ıculas hijas. Durante su vida, cada part́ıcula
se mueve de manera aleatoria en el espacio. Las part́ıculas hijas actúan
de la misma forma. Las leyes probabiĺısticas de vida, reproducción y
movimiento de cada part́ıcula son las mismas, y las evoluciones de todas
ellas son independientes unas de otras. De esta forma, cada part́ıcula
inicial genera un árbol aleatorio, como se muestra en la Figura 1. La
ramificación se refiere a la estructura de árbol. Las ramas representan
las ĺıneas de descendencia y su evolución temporal y espacial. En gene-
ral, el movimiento de las part́ıculas es un proceso de Markov y puede
tener saltos. Si cada part́ıcula hace un salto al nacer a partir del lugar
de su nacimiento y permanece donde cae, entonces la trayectoria de
cada ĺınea de descendencia es una caminata aleatoria en el espacio, y el
sistema se llama caminata aleatoria ramificada. Si el movimiento de las
part́ıculas es el movimiento browniano, el sistema se llama movimiento
browniano ramificado. Etc.

Un problema importante consiste en demostrar la existencia de un
espacio de probabilidad (Ω,F , P ) en el que está definido un sistema
de part́ıculas como el descrito, lo cual es necesario para desarrollar la
teoŕıa matemática. Esto ha sido resuelto y podemos dar por hecho que
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tal espacio de probabilidad existe.

Si las part́ıculas tienen probabilidad positiva de morir sin dejar des-
cendientes, el sistema se puede extinguir en tiempo finito, es decir, a
partir de algún instante aleatorio finito ya no queda ninguna part́ıcula.
Por ello, uno de los problemas principales de la teoŕıa es calcular la
probabilidad de extinción del sistema.

Se pueden hacer muchas preguntas sobre este tipo de modelo es-
tocástico. Por ejemplo: ¿el sistema se extingue o siempre hay alguna
part́ıcula viva?, ¿cuántas part́ıculas hay al tiempo t?, ¿cuál es la dis-
tribución espacial de las part́ıculas al tiempo t y cómo cambia esta
distribución en función de t?, ¿qué tanto se aleja de la posición de una
part́ıcula inicial la part́ıcula descendiente que más se aleja de ella hasta
el tiempo t?, ¿cuál es la distribución de las edades de las part́ıculas
presentes al tiempo t?, ¿cuál es la distribución de las generaciones de
las part́ıculas presentes al tiempo t?, ¿qué comportamientos asintóticos
tiene el sistema al tiempo t cuando t → ∞, por ejemplo, leyes fuertes
(convergencia con probabilidad 1) y ĺımites de fluctuaciones (convergen-
cia en distribución)?, ¿cómo es el tiempo de ocupación de una región
dada del espacio por part́ıculas en un intervalo de tiempo, y cómo se
comporta el tiempo de ocupación asintóticamente cuando el interva-
lo crece indefinidamente? Y muchas preguntas más. Los métodos que
se han desarrollado para responder estas y otras preguntas son intere-
santes, y aún quedan problemas sin resolver.

En muchos casos interesa solamente la estructura genealógica de
un sistema ramificado de part́ıculas, es decir, las part́ıculas no tienen
movimiento en un espacio; sólo se consideran sus vidas, sus reproduc-
ciones y las relaciones genealógicas entre part́ıculas. La Figura 2 mues-
tra la progenie de la part́ıcula a de la Figura 1. Las primeras preguntas
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que se hacen se refieren al número total de part́ıculas presentes al tiem-
po t generadas por una sola part́ıcula inicial (como en la Figura 2).
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Un sistema ramificado de part́ıculas en el espacio como el descrito
es relativamente sencillo en el sentido de que todas las part́ıculas evolu-
cionan de acuerdo con las mismas leyes probabiĺısticas, e independien-
temente unas de otras. Aun en este caso los modelos presentan algunos
problemas matemáticos dif́ıciles. Hay sistemas ramificados más genera-
les, cuyo análisis es más complicado.

La mayoŕıa de los comportamientos que veremos son de tipo asintó-
tico, lo cual es usual en sistemas complejos porque su análisis detallado
puede ser sumamente complicado y los ĺımites dan información útil. Un
ejemplo clásico de ello es el famoso teorema central de ĺımite.

Los individuos de un sistema ramificado pueden ser vistos como
entes abstractos, y aśı se les trata en la teoŕıa matemática. En las
aplicaciones, los individuos pueden representar objetos muy diversos,
como veremos a continuación.

2.2. Los oŕıgenes y algunos campos de aplicación

Los libros [3] y [8] y el art́ıculo [10] contienen esbozos de la historia
de los procesos de ramificación. Menciono solamente algunos precur-
sores y pioneros. Un antecedente es la teoŕıa de T. Malthus (1766-1834)
sobre el crecimiento geométrico (o exponencial) de la población hu-
mana. F. Galton (1822-1911) y H.W. Watson (1827-1903) propusieron
un modelo matemático para estudiar la probabilidad de extinción de
los apellidos de alcurnia en la Gran Bretaña, tema que preocupaba a
la aristocracia Victoriana. Antes de ellos, I.J. Bienaymé (1796-1878),
cuyo trabajo estuvo casi olvidado por más de cien años, ya hab́ıa estu-
diado ese tipo de problema en Francia. A.N. Kolmogorov (1903-1987),
el padre de la teoŕıa moderna de la probabilidad, fue de los primeros
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en investigar las matemáticas de los procesos de ramificación en Ru-
sia. S. Ulam (1909-1984) investigó procesos de ramificación en relación
con reacciones nucleares en cadena que ocurren en reactores nucleares
y bombas atómicas, en el Laboratorio de Los Alamos, E.U.A.

Las part́ıculas o individuos de un sistema ramificado pueden ser
de tipos muy diversos, ya que hay muchas “poblaciones” cuyos ele-
mentos pueden reproducirse, fragmentarse o desaparecer. Por ejem-
plo: moléculas, genes, virus, células, células cancerosas, bacterias, ani-
males, especies de animales, personas, apellidos, grupos étnicos, plantas,
enfermedades, neutrones, rayos cósmicos, galaxias, piedras, part́ıculas
contaminantes, archivos electrónicos, mensajes en redes de informa-
ción, citas bibliográficas, valores financieros, partidos poĺıticos, gru-
pos terroristas, lenguajes, religiones, etc. Por ello, las aplicaciones de
la teoŕıa de ramificación se encuentran en muchos campos: genética,
bioloǵıa molecular, bioloǵıa celular, evolución, inmunoloǵıa, epidemio-
loǵıa, ecoloǵıa, silvicultura, percolación, demograf́ıa, medicina, salud
pública, astrof́ısica, telecomunicaciones, internet, industria minera, lin-
gǘıstica, economı́a y finanzas, socioloǵıa, etc. Los temas de investigación
cient́ıfica o matemática son un ejemplo de sistema ramificado: algunos
generan nuevos temas y otros se extinguen. El siguiente ejemplo es muy
ilustrativo. Los individuos son árboles, sus semillas son transportadas
por el viento de manera aleatoria a otros sitios, en los cuales nacen
nuevos árboles. Es una caminata aleatoria ramificada. ¿Cómo evolu-
ciona el bosque de árboles en número y en extensión geográfica?

3. Modelos básicos

Consideremos el sistema generado por un solo individuo inicial y
sin movimiento en un espacio. Algunos de los resultados que veremos se
encuentran en el libro [2]. Los art́ıculos [5] y [6] contienen los resultados
principales conocidos hasta sus fechas de publicación.

3.1. El proceso de Galton-Watson

El modelo de ramificación más simple es el de Galton-Watson, que
está dado por una cadena de Markov (Nn)n=0,1,2,..., llamada proceso de
Galton-Watson, donde Nn es el número de individuos presentes en la
n-ésima generación, con N0 = 1 (un individuo inicial), como se muestra
en la Figura 3. En este modelo la escala del tiempo está dada por las
generaciones; no se consideran las duraciones de las vidas de los indi-
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viduos. Visto de otra forma, cada individuo vive una unidad de tiempo.
La pregunta que Bienaymé, Galton y Watson queŕıan resolver era cal-
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cular la probabilidad de extinción, es decir, la probabilidad P [Nn = 0
para algún n] (es claro que Nn = 0 implica Nm = 0 para todo m > n).

La ley de ramificación (o ley de reproducción) del sistema es la dis-
tribución de probabilidad

pk = probabilidad de producir k individuos = P [N1 = k], k = 0, 1, 2, . . .

El caso k = 0 significa que el individuo o part́ıcula muere sin dejar
descendientes. La función generadora de esta ley es

f(s) =
∞∑
k=0

pks
k, 0 ≤ s ≤ 1. (3.1)

El valor medio de la ley de ramificación es

m =
∞∑
k=1

kpk = f ′(1−), (3.2)

que representa el número promedio de individuos generados en una
reproducción. Supondremos que m <∞. Se consideran tres casos:

m < 1 : ramificación subcŕıtica,
m = 1 : ramificación cŕıtica,
m > 1 : ramificación supercŕıtica.

La función f(s) definida por (3.1) es estrictamente convexa y tiene
la forma que muestra la Figura 4.
El valor q es la ráız más pequeña de la ecuación f(s) = s. Se observa
que si m ≤ 1 (en este caso, necesariamente p0 > 0), entonces q = 1, y si
m > 1, entonces q < 1. Resulta que q es la probabilidad de extinción del
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proceso de Galton-Watson. En los casos cŕıtico y subcŕıtico el proceso se
extingue con probabilidad 1, dicho también casi seguramente (c.s.), es
decir, P [Nn = 0 para algún n] = 1, y en el caso supercŕıtico, P [Nn = 0
para algún n] = q. Aśı pues, el proceso se extingue con probabilidad q
y sobrevive para siempre con probabilidad 1− q (nótese que q > 0 si y
sólo si p0 > 0).

Supondremos además que la ley de ramificación tiene segundo mo-
mento finito, es decir,

∑∞
k=1 k

2pk < ∞. Esto es una simplificación,
pero se cumple en muchos casos. Denotamos la varianza de la ley de
ramificación por

σ2 =
∞∑
k=1

k2pk −m2. (3.3)

Muchos resultados valen con la hipótesis menos restrictiva∑∞
k=1(k log k)pk <∞, pero eso es más complicado.

Para estudiar el comportamiento asintótico de Nn cuando n→∞,
definimos el proceso Wn = Nn/m

n, n = 0, 1, . . .. Es fácil ver que la
esperanza condicional de Wn+1 dado el pasado (el cual es W1, . . . ,Wn)
cumple la condición

E[Wn+1 |W1, . . . ,Wn] = Wn. (3.4)

Esto se sigue de la relación Nn+1 =
∑Nn

j=1Xj, donde Xj es el número de
individuos generados por el j-ésimo individuo de la generación n, usan-
do el hecho que las variables aleatorias Xj son independientes, todas
tienen distribución (pk)k, y son independientes del pasado. La expresión
(3.4) significa que el proceso (Wn)n≥0 es una martingala, y, siendo no
negativa, por un teorema clásico de convergencia de martingalas existe
el ĺımite

ĺım
n→∞

Wn = W c.s., (3.5)
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donde W es una variable aleatoria no negativa ([2], p. 9). En los casos
cŕıtico y subcŕıtico se tiene W = 0. En el caso supercŕıtico W tiene
una distribución absolutamente continua en (0,∞), tiene valor medio
E(W ) = 1 y varianza Var(W ) = σ2/(m2 −m), y P [W = 0] = q
(probabilidad de extinción).

En conclusión, sólo existen las posibilidades siguientes: en los casos
cŕıtico y subcŕıtico el proceso se extingue, y en el caso supercŕıtico
se extingue con probabilidad q y crece geométricamente como mnW ,
asintóticamente cuando n → ∞, con probabilidad 1 − q. Esto último
es el análogo estocástico de la ley de Malthus sobre el crecimiento geo-
métrico de la población.

En el caso cŕıtico (m = 1), un resultado interesante es el siguiente
ĺımite de la distribución de la variable aleatoria Nn/n condicionada a
que el proceso no se haya extinguido:

ĺım
n→∞

P

[
Nn

n
≤ x

∣∣∣∣Nn > 0

]
= 1− exp

{
−2x

σ2

}
, x ≥ 0; (3.6)

es decir, condicionado a no extinción, Nn/n converge a una distribución
exponencial cuando n → ∞ ([2], p. 20). También hay ĺımites condi-
cionales para el caso subcŕıtico.

En el caso supercŕıtico (m > 1), el resultado (3.5) es del tipo de una
ley fuerte para Nn, análoga a la ley fuerte de los grandes números, pero
en este caso el ĺımite es una variable aleatoria (no una constante). En
el caso supercŕıtico también se tiene un ĺımite de fluctuaciones de Nn.
Si p0 = 0 (para simplificar), entonces

Nn −mnW

N
1/2
n

⇒ N (0,Var (W )) cuando n→∞, (3.7)

donde ⇒ significa convergencia en distribución y N (0, a) es la dis-
tribución gaussiana de valor medio 0 y varianza a; es decir, para cada
x ∈ (−∞,∞), recordando que Var(W ) = σ2/(m2 −m),

ĺım
n→∞

P

[
Nn −mnW

N
1/2
n

≤ x

]
=

1

(2πσ2/(m2 −m))1/2

∫ x

−∞
exp

{
−1

2

y2

σ2/(m2 −m)

}
dy. (3.8)

([2], p. 55). Este resultado se parece al teorema central de ĺımite, pero
en este caso la fluctuación es con respecto a la variable aleatoria mnW
(no al valor medio de Nn).
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3.2. El proceso de Bellman-Harris

En el modelo de Galton-Watson cada individuo vive una unidad de
tiempo, y por lo tanto todos los individuos que coexisten pertenecen
a la misma generación. En el modelo de Bellman-Harris los individuos
se reproducen de la misma forma que en el de Galton-Watson, pero
cada uno tiene su propia vida de duración aleatoria (independiente)
con función de distribución G (no degenerada), como se ve en la Figura
5. Sea Zt el número de individuos presentes al tiempo t. El proceso
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estocástico (Zt)t≥0 es el proceso de Bellman-Harris (también llamado
proceso de ramificación con dependencia de la edad). Si G es la función
de distribución exponencial de parámetro V ,

G(t) = 1− e−V t, t ≥ 0, (3.9)

entonces (Zt)t≥0 tiene la propiedad de Markov. Esto es consecuencia de
la falta de memoria de la distribución exponencial (si X es una variable
aleatoria exponencial, entonces P [X > s + t|X > s] = P [X > t]).
Para otras distribuciones G (no triviales) el proceso (Zt)t≥0 no tiene la
propiedad de Markov, por lo que el análisis es más dif́ıcil.

Algunos de los resultados del proceso de Bellman-Harris son análo-
gos a los del proceso de Galton-Watson, pero hay otros nuevos. (Segui-
mos con la suposición de segundo momento finito de la ley de ramifi-
cación).

En los casos cŕıtico y subcŕıtico el sistema se extingue c.s., es decir,
P [Zt = 0 para algún t] = 1, (es claro que Zt = 0 implica Zt+s = 0 para
todo s > 0).

Se define la constante α, llamada parámetro de Malthus, como la
ráız (única si existe) de la ecuación
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∫ ∞
0

e−αtdG(t) =
1

m
. (3.10)

Es claro que α existe en el caso supercŕıtico. Si G es exponencial de
parámetro V , entonces α = V (m− 1). En el caso supercŕıtico se define
la constante

c =
m− 1

αm2
∫∞

0
te−αtdG(t)

. (3.11)

En lo que sigue hacemos las siguientes simplificaciones para el caso
supercŕıtico: p0 = 0, G no tiene átomo en 0 (los individuos tienen edad 0
al nacer), y G no es de tipo latiz (G no está soportada en un conjunto de
la forma {kd+ t, k = 0, 1, 2, . . .} para algún d > 0, t fijo). Consideremos
el proceso (Wt)t≥0 definido por Wt = (e−αt/c)Zt. Resulta que existe una
variable aleatoria no negativa W tal que

ĺım
t→∞

Wt = W c.s. (3.12)

([2], p. 146, 152, [11]). Si G es exponencial, de manera análoga al modelo
de Galton-Watson, la existencia del ĺımite se sigue del hecho que en este
caso (Wt)t≥0 es una martingala. En los casos cŕıtico y subcŕıtico, W =
0, y en el caso supercŕıtico la variable aleatoria W es absolutamente
continua en (0,∞), tiene valor medio E(W ) = 1 y varianza

Var(W ) =
(m+m2)

∫∞
0
e−2αudG(u)− 1

1−m
∫∞

0
e−2αudG(u)

, (3.13)

y P [W = 0] = q (probabilidad de extinción) ([2], p. 111, 172, [3], p.
146).

Aśı, de manera semejante al modelo de Galton-Watson, la población
se extingue o crece exponencialmente como c eαtW asintóticamente
cuando t→∞; de ah́ı que se haya llamado a α parámetro de Malthus,
pues determina la forma del crecimiento exponencial de la población.

En el caso cŕıtico, un resultado análogo a (3.6) es el siguiente: Si∫∞
0
tdG(t) = µ <∞ y

t2[1−G(t)]→ 0 cuando t→∞, entonces

ĺım
t→∞

P

[
Zt
t
≤ x

∣∣∣∣Zt > 0

]
= 1− exp

{
−2µx

σ2

}
, x ≥ 0. (3.14)

([2], p. 169).
Un resultado de fluctuación análogo a (3.7) en el caso supercŕıtico

con G exponencial (en este caso, c = 1) es el siguiente:

Zt − eV (m−1)tW

Z
1/2
t

⇒ N (0,Var (W )) cuando t→∞, (3.15)
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donde W es el ĺımite de e−V (m−1)tZt cuando t → ∞, dado por (3.12)
([2], p. 124). Creo que un resultado del tipo (3.15) debe cumplirse en
el caso no markoviano (G no exponencial, con alguna condición), pero
no lo he encontrado.

¿Cómo es la distribución de las edades de los individuos al tiempo
t? La edad de un individuo presente al tiempo t es el tiempo que ha
vivido desde que nació hasta t (Figura 5). Sea Z(x, t) el número de
individuos cuyas edades al tiempo t no exceden x > 0. La proporción
de tales individuos es la variable aleatoria A(x, t) = Z(x, t)/Zt. En el
caso supercŕıtico se tiene, para cada x > 0,

A(x, t)→ A(x) c.s. cuando t→∞, (3.16)

donde

A(x) =

∫ x
0
e−αu[1−G(u)]du∫∞

0
e−αu[1−G(u)]du

, x > 0, (3.17)

y A(x) se llama distribución de edad estacionaria. ([2], p. 179, [11]).

En el proceso de Bellman-Harris los individuos presentes al tiempo
t pueden pertenecer a generaciones distintas. ¿Cómo se distribuyen las
generaciones al tiempo t? Sea Y (y, t) el número de individuos pertene-
cientes a generaciones que no exceden y al tiempo t, es decir, que tienen
no más de byc antepasados (b c denota parte entera). La proporción de
tales individuos es la variable aleatoria B(y, t) = Y (y, t)/Zt. En el caso
supercŕıtico se tiene

B(yt(s), t)→
1

(2π)1/2

∫ s

−∞
e−y

2/2dy c.s. cuando t→∞, (3.18)

si

yt(s) = st1/2γ̃2µ̃−3/2 + tµ̃−1, −∞ < s <∞, (3.19)

(es claro que yt(s) > 0 para t suficientemente grande), donde µ̃ y γ̃2 son
el valor medio y la varianza de la función de distribución de probabilidad

G̃(t) =

∫ t

0

me−αsdG(s), t ≥ 0, (3.20)

(véase (3.10)). Es claro que a medida que t aumenta, aparecen más
y más generaciones. El resultado (3.18)-(3.19) significa que hay que
observarlas de acuerdo con yt(s) para detectar la distribución a largo
plazo. ([2], p. 233, 242, la convergencia c.s. es consecuencia de resultados
de [13]).
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3.3. Relaciones entre los ĺımites de Galton-Watson
y de Bellman-Harris supercŕıticos

En el proceso de Bellman-Harris está inmerso un proceso de Galton-
Watson, ya que se puede considerar el número de individuos pertene-
cientes a una misma generación, independientemente de las épocas en
que viven. Existen las variables aleatorias no triviales W que hemos
visto para dichos procesos en el caso supercŕıtico, dadas por (3.5) para
Galton-Watson y por (3.12) para Bellman-Harris, pero son distintas, y
ahora las denotamos por W1 y W2, respectivamente. En general se sabe
poco acerca de las distribuciones de esas variables aleatorias. Sin em-
bargo, es natural preguntarse qué relaciones hay entre ellas ([2], p. 178,
problema 13). Se tienen los siguientes resultados sobre las esperanzas
condicionales de cada una dada la otra [12]:

E[W2|W1] = W1, (3.21)

de donde se sigue que

Cov(W1,W2) = Var(W1) =
σ2

m2 −m
, (3.22)

y si G es exponencial,

E[W1|W2] =
1

fW2(W2)
L−1{(−Ψ′W2

)1/m}(W2), (3.23)

donde fW2 es la función de densidad de W2,ΨW2(u) = Ee−uW2 , u ≥ 0,
es la transformada de Laplace de (la distribución de) W2, y L−1{ }(x)
denota transformada de Laplace inversa evaluada en x. Estos resultados
se deducen de una ecuación funcional para la transformada de Laplace
conjunta de W1 y W2, definida por

ΨW1,W2(u1, u2) = E (exp{−(u1W1 + u2W2)}), u1, u2 ≥ 0. (3.24)

Dicha ecuación funcional es

ΨW1,W2(u1, u2) =

∫ ∞
0

f(ΨW1,W2(u1m
−1, u2e

−αx))dG(x), (3.25)

donde f es la función generadora de la ley de ramificación dada por
(3.1). (Esta ecuación es válida bajo la condición

∑
k(k log k)pk < ∞).

Haciendo u1 = 0 ó u2 = 0 se obtienen las ecuaciones funcionales cono-
cidas para W1 y para W2 ([2], p. 10, 172). En general no hay forma de
resolver estas ecuaciones.
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4. Procesos de ramificación con estado

continuo

Los procesos de Galton-Watson y de Bellman-Harris solamente to-
man valores enteros no negativos. Ahora veremos unos procesos de
ramificación con espacio de estados continuo: [0,∞). Cuando el número
de part́ıculas de un sistema es muy grande, en lugar de considerar las
part́ıculas individuales conviene estudiar la densidad de part́ıculas. Este
enfoque, que se usa en f́ısica estad́ıstica, se emplea para obtener los pro-
cesos con estado continuo.

Consideremos el proceso de Galton-Watson, pero en lugar de una
sola part́ıcula inicial, como antes (N0 = 1), ahora habrá muchas part́ıcu-
las iniciales. Antes supusimos impĺıcitamente que cada part́ıcula tiene
una masa unitaria, y ahora las part́ıculas tendrán masas muy pequeñas.
Además, aceleraremos el tiempo de modo que en una unidad de tiempo
ocurrirán muchas ramificaciones, y haremos que la ley de ramificación
sea asintóticamente cŕıtica. Todo esto se tiene de la manera siguiente:
Sea (N

(r)
n )n=0,1,2,..., r = 1, 2, . . ., una sucesión de procesos de Galton-

Watson. Para cada r definimos el proceso estocástico en tiempo conti-
nuo (X

(r)
t )t≥0 en la forma X

(r)
t = N

(r)
brtc/r. Aśı, las ramificaciones ocurren

en los instantes i/r, i = 1, 2, . . . , y cada part́ıcula tiene masa 1/r. Hace-
mos que las leyes de ramificación dependan de r de modo que el valor
medio sea asintóticamente de la forma m(r) ∼ 1 + b/r,−∞ < b < ∞
constante, cuando r → ∞ (m(r) es positivo para r suficientemente

grande). Si existe el ĺımite X
(r)
0 → a, constante positiva, cuando r →∞

(por lo tanto el número de part́ıculas iniciales tiende a infinito), se ob-

tienen como ĺımites en distribución de (X
(r)
t )t≥0, cuando r → ∞, pro-

cesos (Xt)t≥0 que son difusiones en [0,∞) con ecuación de Kolmogorov
(hacia atrás) de la forma

∂

∂t
f(t, x) = bx

∂

∂x
f(t, x) +

1

2
cx

∂2

∂x2
f(t, x), (4.1)

con X0 = a y constante c > 0 que depende de los segundos momentos
de las leyes de ramificación. Esto significa que (Xt)t≥0 es un proceso de
Markov con trayectorias continuas, tal que

E[Xt − a|X0 = a] ∼ bat (4.2)

y
E[(Xt − a)2|X0 = a] ∼ cat (4.3)

cuando t → 0 ([2], p. 260, 262, [14]). Omito el sentido preciso de la

convergencia en distribución del proceso (X
(r)
t )t≥0 al proceso (Xt)t≥0
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cuando r → ∞, pero se puede pensar como algo análogo a la conver-
gencia en distribución de variables aleatorias.

La probabilidad de extinción del proceso (Xt)t≥0 (con X0 = a) es

q =

{
1, si b ≤ 0 (casos cŕıticos y subcŕıtico),
exp{−2ba/c}, si b > 0 (caso supercŕıtico).

La difusión (Xt)t≥0 con ecuación de Kolmogorov (4.1) es solución
no negativa de la ecuación diferencial estocástica

dXt = bXtdt+ (cXt)
1/2dBt, t > 0, (4.4)

X0 = a,

donde (Bt)t≥0 es el movimiento browniano estándar (cuyas trayecto-
rias no son diferenciables). Cabe recordar que una ecuación diferencial
estocástica de la forma (4.5) es simbólica y hay que entenderla en su
forma integral. Una peculiaridad de la ecuación (4.4) es que no cae den-
tro de la teoŕıa clásica de las ecuaciones diferenciales estocásticas de Itô
porque la función x 7→ x1/2 no es de Lipschitz. (Sobre esta ecuación,
véase [15]. La teoŕıa clásica de ecuaciones diferenciales estocásticas en
el sentido de Itô puede verse en C. Tudor, Procesos Estocásticos, Ter-
cera Edición, y a nivel más avanzado en T. Bojdecki, Teoŕıa General de
Procesos e Integración Estocástica, ambos libros publicados en Aporta-
ciones Matemáticas, Sociedad Matemática Mexicana.)

El tipo de procesos estocásticos vistos aqúı se llaman difusiones
de Feller debido a que fueron obtenidas por W. Feller (en modelos de
genética).

5. Una aplicación a gráficas aleatorias

Muchas de las aplicaciones de la teoŕıa de ramificación se encuentran
en bioloǵıa [7], [8], [9], [10] y otras ciencias. Aqúı veremos una aplicación
en un campo de las matemáticas que no tiene relación aparente con la
ramificación.

La teoŕıa clásica de gráficas aleatorias se inició con los trabajos de
Erdős y Rényi alrededor de 1950. Una clase de esas gráficas es G(n, p),
con 0 < p < 1, definida como sigue: hay n vértices, y cada par de ellos
se conecta con probabilidad p, o no se conecta con probabilidad 1− p,
independientemente para cada par de vértices. Se buscan propiedades
de la gráfica G(n, p) cuando n → ∞, para lo cual la probabilidad de
conexión p debe depender de n de la forma p = c/n, donde c es una
constante positiva (c < n). Existen resultados referentes a los tamaños
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de las componentes de la gráfica, que son conjuntos de vértices que están
todos conectados. Uno de los resultados principales es el siguiente. Si
c < 1, la componente más grande de G(n, p) tiene orden O(log n) cuan-
do n→∞. Si c > 1, hay una única componente, llamada “gigante”, que
contiene asintóticamente rn vértices cuando n → ∞, donde r ∈ (0, 1)
es solución de la ecuación

e−rc = 1− r, (5.1)

y todas las demás componentes tienen a lo más orden O(log n). Aśı,
la probabilidad de que un vértice dado pertenezca a la componente gi-
gante es r cuando n → ∞. Al pasar c de la izquierda a la derecha de
1, ocurre un doble salto en el tamaño de la componente más grande (el
orden cambia primero de log n a n2/3 y luego de n2/3 a n). Estos resul-
tados se han obtenido de varias maneras, principalmente con métodos
combinatorios.

¿Qué tienen que ver los procesos de ramificación con las gráficas
aleatorias G(n, p)? Empezando con un vértice dado, la probabilidad de
que esté conectado a k vértices está dada por la distribución binomial

pk =

(
n− 1

k

)( c
n

)k (
1− c

n

)n−1−k
, k = 0, 1, 2, . . . .

(c < n). Esta distribución converge a la distribución de Poisson de
parámetro c cuando n→∞, dada por

pk =
e−cck

k!
, k = 0, 1, 2, . . . ,

La función generadora de esta distribución de Poisson es

f(s) = e−c
∞∑
k=0

cksk

k!
= e−c(1−s), 0 ≤ s ≤ 1.

De lo visto en la sección 3.1, sabemos que la probabilidad de extin-
ción del proceso de Galton-Watson con ley de ramificación Poisson de
parámetro c es la ráız más pequeña de la ecuación f(s) = s, que en
este caso es e−c(1−s) = s. Haciendo r = 1− s se tiene e−rc = 1− r, que
es la ecuación (5.1), y el proceso de Galton-Watson no se extingue con
probabilidad r. Resulta aśı que hay una relación entre la no extinción
del proceso de Galton-Watson y la existencia de la componente gigante
de la gráfica G(n, c/n). Aunque esto parece ser sólo una analoǵıa rudi-
mentaria, esta idea ha sido empleada para demostrar rigurosamente el
resultado de Erdős-Rényi sobre la existencia de la componente gigante.
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A pesar de que los procesos de ramificación y las gráficas aleato-
rias son modelos distintos, se pueden relacionar debido a que hay una
ecuación que les es común. Este tipo de analoǵıas suelen ocurrir en las
matemáticas y vale mucho la pena aprovecharlas.
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